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Resumo

O céleulo do discriminante de um Corpo de Nimeros K tem representado um grande
desafio para muitos estudiosos e certamente a maior dificuldade consiste em se determinar
uma base integral de K. Quando tal corpo K é abeliano pode-se recorrer ao Teorema

de Kronecker-Weber que assegura que X estd contido em alguma extensio ciclotdmica

discriminante de X.
Os resultados aqui obtidos visam o célculo efetivo dos Discriminantes dos Corpos de

Numeros Abelianos e faz-se o uso pleno da Férmula do Condutor-Discriminante, isto é,
o discriminante de um corpo K é, a menos de sinal, o produtério dos condutores dos
caracteres associados a K. Quando o condutor de K € uma poténcia de primo, ou seja,
K € Q(¢,r) para algum primo p e r um inteiro positivo, entdo o discriminante de K &
umna fungdo do seu grau, quando o primo é impar; e tal férmula é dada pelo Teorema
3.1. Quando tal primo é 2, o Teorema 3.3 determina o discriminante de K, distinguindo
os casos em que K é um Corpo Ciclotémico e quando néo é.

O caso geral foi abordado no Teorema 3.4 e descreve o discriminante de um Corpo

de Numeros Abeliano qualquer, em funcgio do seu grau, do seu condutor e dos graus de

subcorpos particulares de K.
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Abstract

The computation of the discriminant of a number field K has represented a great
challenge to number theorists, and certainly the difficulty lies in determining an integral
basis for K. When K is Abelian, one can resort to the Kronecker-Weber theorem, which

guarantees that K is contained in some cyclotomic field @(¢,,.). In this case, one can use

obtained here aim at efficiently computing the discriminant of any Abelian number field.
For that, we will fully use the conductor-discriminant formula, which states that the
discriminant of a field K is the product of the conductors of the characiers associated
to K. When the conductor of K is a power of an odd prime p, that is, K C Q({,-)
for some positive integer 7, then the discriminant of K is a function of its degree only -
see the formula given in Theorem 3.1. When p = 2, Theorem 3.3 provides a formula for
the discriminant of K which consists of two expressions, depending on Whethér Kisa
cyclotomic field. The general case is addressed in Theorem 3.4. It gives the discriminant
of any Abelian number field as a function of its degree, its conductor, and the degrees of

some particular subfields of K.
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Notacao

G - Grupo dos caracteres do grupo G.

{g) - Subgrupo gerado por g.

Z/nZ - Anel dos inteiros médulo n.

(Z/nZ)* - Grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de Z/nZ.
(a,b) - Médximo dividor comum de a e b.

[a,b] - Mfnimo muiltiplo comum de a e b.

@(n) ] Fun@éo e Bl
K* - Grupo ciclico multiplicativo do corpo K.
K[X] - Anel dos polinémios sobre o corpo K.
[L: K] - Grau de L sobre K.

N - Conjunto dos ntimeros naturais.

Z - Conjunto dos niimeros inteiros.

@ - Conjunto dos nimeros racionais.

R - Conjunto dos nimeros reais.

C - Conjunto dos nimeros complexos.

= - Congruente.

| - Divide.

& - Isomorfo.

Disc{ K} - Discrimninante do corpo K.

Ker(yp) - Niicleo de ¢.

Im - Imagem de ¢.

Trpsa(z) - Trago de z relativamente a B e A.
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Npja{z} - Norma de 2 relativamente a B e A.

det M - Determinante da matriz M.

D(zy,2a,...,%,) - Discriminante do sistema (z;, 22, ..., Z,)-

Dga - Ideal gerado pelo discriminante de qualquer base de B sobre A.
Oy -Anel dos inteiros de um corpo de nimeros K.

Gal(L/K) - Grupo de Galois de L sobre K.

Xx - Grupo dos caracteres associados a K.

fy - Condutor do caracter x.

{,, - Raiz m-ésima primitiva da unidade.

|A| - Cardinalidade do conjunto A.
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Introducao

A familia dos Corpos Abelianos, certamente, representa uma importante classe na
categoria dos Corpos de Niimeros, visto que permite o uso da Teoria de Galois no estudo
das extensdes de ideais, no cdlculo do discriminante, no grupo das classes, etc.

Nesse universo & possfvel reproduzir modelos matemsticos da Teoria dos Cédigos
Corretores de Erros, de Empacotamento de Esferas, via a representacio Geométrica de
Ideais Ordindrios de um Corpo de Nimeros e em intimeras ligagoes da Teoria dos Niimeros
com varios outros ramos da ciéncia.

Em se tratando de Reticulados, ou seja, subgrupos discretos de R™, a sua densidade
de empacotamento, ou densidade de centro, representa um importante parametro, cujo
valor depende do discriminante do corpo K, da norma do ideal / e da minimizacio da
funcio trago relativo, quando tal reticulado é a representacdo geométrica de um ideal
ordindrio I do anel de inteiros algébricos de um corpo de nimeros K. Neste sentido
um estudo aprofundado e de resultados significativos assume um papel fundamental no
campo cientifico tendo em vista que tais contribuigdes exercem uma tarefa de ligagio
entre variados campos da pesquisa cientifica, por onde passam desafios & motivacdes.

Incentivado por essa importéncia, este trabalho busca contribuir com o item relativo
ao discriminante absoluto de um Corpo de Numeros K, quando tal corpo é uma extensdo
de Galois, com grupo de Galois Abeliano, do corpo dos mimeros racionais. Tais corpos
sao aqui denominados simplesmente de Corpos Abelianos.

O célculo do discriminante de um corpo de nameros K, em sua definicio original,

passa pelo conhecimento de uma base integral do anel dos inteiros algébricos de K e



do conjunto das imersoes de K no corpo dos numeros complexos. Entretanto, em se
tratando de Corpos Abelianos, o Teorema de Kronecker-Weber assegura que tal corpo
estd contido em alguma extensdo ciclotdmica Q((,) e, para tais casos, a Férmula do
Condutor-Discriminante oferece a possibilidade de se obter o discriminante de K a partir
do grupo dos automorfismos de Q(¢,,) que fixa os elementos do corpo K.

Com base no Teorema de Kronecker-Weber e na Férmula do Condutor-Discriminante,
dois resultados centrals da Teoria Algébrica dos Nuimeros, obtemos diversos resultados
auxiliares para explicitar o discriminante de cada Corpo Abeliano.

Tendo como propdsito tornar este trabalho o mals auto suficiente possivel, sem
entretanto alongé-lo em demasta, fol escrito wm primeiro capitulo, com o objetivo

introdutdério, visando atender aos leitores sem formacao em Teoria dos Numeros, porém

interessados em melhor compreender as técnicas aqui apresentadas. Tal capitulo aborda

os conceitos bésicos da Teorla Algébrica dos Nimeros tais como as defini¢oes de
inteiro algébrico, anéis integralmente fechados, anel dos inteiros algébricos, base integral,
prolongamento canénico de um corpo de ntimeros, norma e tragos relativos, polindmio
caracteristico, Teoria de Galois e Corpos Ciclotémicos. As principais referéncias
utilizadas nesse capitulo, tanto no conteido como na notagdo, foram [Rib, Sam, Ste2,

No segundo capitulo s@o apresentados os principals resultados indispenséveis para
o desenvolvimento do capftulo seguinte. O propésitc central desse capitulo é o de
desenvolver resultados classicos da Teoria dos Nudmeros, todavia com o propdsito de
atender a parte central desta tese. Atengio especial serd dada ao estudo dos caracteres
de grupos abelianos finitos, com enfoque para os caracteres de Dirichlet e um tratamento
direcionado para o calculo do condutor de um caracter numérico. A Férmula do
Condutor-Discriminante também é apresentada. As referéncias principais para os topicos
abordados neste capitulo séo os livros [Rib, Was].

O terceiro e Gltimo capitulo constitui a parte central desta tese e tem como principal

objetivo apresentar contribuicdes originais no sentido de calcular o discriminante de um
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dado Corpo Abeliano K.

Uma primeira abordagem é feita sobre os corpos com condutor poténcia de um nimero
prime {mpar, ou seja, subcorpos de Q((,-}. Visto que o grupo de Galois de Q({,-)
sobre os racionais é ciclico entédo para cada divisor s do grau de Q(C,-), existe um tinico
subcorpo K de Q({,-} com grau s e, certamente, o discriminante de tal corpo poders ser
explicitado em fungao de s. Este resultado corresponde ao Teorema 3.1 onde a férmula
do discriminante de K em fungdo do seu grau é explicitada e de fdcil aplicacio. Este
resultado foi publicado em Journal of Number Theory ({Tra)).

O passo seguinte seria abordar os Corpos Abelianos de condutor poténcia de 2,
ou seja, os subcorpos de Q((y-). Uma primeira dificuldade consiste no fato de que o

grupo de Galois de Q((,-} sobre Q néo é ciclico. Particularmente constatamos gue para

alguns divisores s do grau de Q((,-) existem até 3 subcorpos com grau s. Entretanto

conseguimos mostrar que dado um divisor s do grau de Q{(,.), seria suficiente analisar
apenas se o subcorpo K de Q((,-) de grau s é ciclotdémico ou ndo. Nesta situagio também
obtivemos explicitamente uma férmula para o discriminante de K e este resultado serd
publicado em Journal of Algebra and Its Applications ([Oth]).

Na situac@o mais geral K serd considerado um Corpo Abeliano qualquer. Neste caso
a técnica usada foi explorar as propriedades de Xy, o grupo dos caracteres associados a
K. Inicialmente sabemos que o nimero de elementos de X & igual ao grau de K e que os
condutores dos seus caracteres sao divisores de m. Descrevemos o ndmero de caracteres
com condutor d, para cada divisor 4 de m. Embora nao conhecendo explicitamente X g
isto foi possivel devido as propriedades dos caracteres de Dirichlet. Mais precisamente,
visto que K C Q((,,), temos Xx C Xg,) e portanto os condutores dos caracteres
associados a K sao divisores de m. Fixado um divisor d de m, Xx N Xg,) = Xxnowe,)s
cuja ordem é [K N Q(¢,) : Q, consiste exatamente dos caracteres associados a K cujo

condutor é um divisor de d . Assim o nimero de caracteres cujo condutor é d é igual a

[KNQ(L) - Q) - nld),



onde n(d) é o numero de caracteres associados a K cujo condutor é um divisor de d,

diferente de d. Mostramos que n{d} é igual ac mimero de elementos do conjunto

UE N Q(Cgp

p/d

e que no céleulo do discriminante de K o resultado depende de alguns subcorpos
particulares de Q{(,,)-

O raciocfnio empregado é vilide para qualguer inteiro m e, particularmente, quando m
é o condutor de K. Neste caso o grupo de caracteres associados a A pode ser visto como
subgrupo de (Z/mZ}" e, em conseqiiéncia disto, os condutores de todos os caracteres
associados a K sdo divisores de m. Exibimos uma maneira de contar quantos caracteres
existern para cada valor possivel do condutor. Fazemos essa contagem observando as
férmula geral para o discriminante de X a qual depende de m, do grau de K e dos graus

de alguns subcorpos particulares de K.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Apresentaremos neste capitulo algumas defini¢des e resultados bésicos da teoria dos

ntmeros, diretamente relacionados com o conteddo da tese. O objetivo é que este material =

seja, na medida do possivel, se nao autosuficiente, uma sequéncia que forneca ao leitor
informacoes sobre os principais resultados, defini¢fes e idélas bésicas que contribuiram
para a obtengao dos resultados. Isto faz com que sua leitura se torne menos cansativa e
mais estimulante.

Partimos das definicdes e resultados gerais envolvendo elementos inteiros sobre um
anel, elementos algébricos sobre um corpo, norma, trago, polindmio caracteristico e
discriminante. Apresentamos em seguida um resumo da Teoria de Galois, destacando
o Teorema Fundamental, e finalmente aplicamos os resultados aos Corpos de Numeros,

com atencao especial aos Corpos Ciclotomicos.

1.1 Elementos inteiros sobre um anel e algébricos
sobre um corpo

Definicido 1.1 Sejam B um anel e A um subanel de B. Um elemenio x € B € inteiro
sobre A se x € raiz de um polinémio mdnico com coeficientes em A. Se todo elemento de

B é inteiro sobre A dizemos que I € inteiro sobre A.



Proposicdo 1.1 [Sam, Coroldric 2, pag 35] Sejam Bum anel e A um subanel de B. 0
conjunto A dos elementos de B que sdo inteiros sobre A é um subanel de B que contém

A

Definicdo 1.2 O anel A’ dos elementos de B inteiros sobre A ¢ chamado de fecho
integral de A em B. Particularmente se A é um anel de integridade ¢ B ¢ o corpo
de frogdes de A, A’ é chamado simplesmente de fecho integral de A e se A’ = A dizemos

que A é integralmente fechado.

Proposigao 1.2 [Sam, Proposigdo 2, pag. 35] Sejam C um anel, B um subanel de C ¢
A um subanel de B. Se B ¢ inteiro sobre A e C é inteiro sobre B, entdo C € inteiro sobre

A

" Proposigao 1.3 [Sam, Proposigio 3, pag. 35/ Sejam B um anel de integridade ¢ A um
subanel de B tal que B é inteiro sobre A. Para que B seja wm corpo é necessdrio e

suficiente que A seja um corpo.

Definicdo 1.3 Sejom B um anel e K C B um corpo. Um-elemento x € B & algébrico
sobre K se z é raiz de um polindmio com coeficientes e K. Um elemento de B que ndo

¢ algébrico sobre K é chamado de transcendente sobre K.

Assim, sobre um corpo, um elemento & algébrico se, e somente se ., € inteiro.
Temos também que um elemento z & algébrico sobre um corpo X, se e somente se,

(K|z] : K] & finito{como K — médulo).

i i

Definicao 1.4 Dizemos que um anel B que contém um corpo K ¢é algébrico sobre K se
todo elemento de B é algébrico sobre K. Neste caso, se B é um corpo dizemos que B €

uma extensdo algébrica de K.

Definigio 1.5 Se L é um corpo e K € um subcorpo de L, [L : K| (dimenséo de L como

espaco vetorial sobre K) é chamada de grau de L sobre K.



Quando o grau de L sobre A ¢ finito entdo L & uma extensdo algébrica de K. A
reciproca nao € verdadeira.

Seiam B um anel, K um subcorpo de B e z um elemento de B algébrico sobre K.
Existe um homomorfismo ¢ : K[X] — B tal que ¢(X) =z e ¢(a} = a para todo a € K.
A imagem de ¢ é K[z]. Podemos entdo dizer que um elemento z € B & algébrico sobre
K se, e somente se, Ker(p) # (0).

Como K{X] é principal, Ker{y) & um ideal principal de K{X1. Assim, se z & algébrico
sobre K, Ker(yp) é gerado por um polinémio nfo nulo F(X), o qual pode ser tomado
moénico e neste caso é unicamente determinado e & chamado polindmic minimal de z
sobre K. Temos também que, se G(X) € KX, entdo G(z) = 0 « F(X) divide G(X)
em K[X].

Do fato de v : K[X] — B ser um homomorfismo tal que Ker(p) = (F{X)) e

Ime = K[z temos K[X]/(F(X)) = Klz]. As equivaléncias a seguir sio consequéncias
de proposiches anteriores: Kzl é corpo <> K|[z] é anel de integridade <= F(X) é
irredutivel. Particularmente, se B é um corpo e um elemento z de B é algébrico sobre
K, o polinémio minimal de z sobre K é irredutivel.

Por outro lado se K & um corpo e F{X} € K[X] um polinémio irredutivel, entdo
K{X]/(F{X}) pode ser visto como um corpo que contém K. Denotando por z a classe
de X nesse corpo, temos f(z) = 0 e assim F(X) é divisivel por X - z sobre K|z]. Mais

geralmente:

Proposicao 1.4 [Sam, Proposigio 3, pag. 38] Sejam K um corpo e P(X) € K[X]

wm polinémio ndo constante. Eriste uma extensio algébrica K' de K tal que P(X) se

decompée em fatores lineares em K'[X .

Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado se todo polinémio nao constante
P(X) € K[X] se decornpde em fatores do primeiro grau em K[X]. Para que um corpo K
seja algebricamente fechado ¢ suficiente que todo polinémic nfo constante P(X) € K [X]

admita uma raiz z € K. O corpo C dos ntmeros complexos é algebricamente fechado.



1.2 FElementos e corpos conjugados

Dados dois corpos L e M contendo um corpo K, chamamos de K-isomorfismo de L
sobre M a tedo isomorfismo ¢ de L em M tal que ¢ (a) = a para todo a € K. Nestas
condigoes dizemos que L e M sao K-isomorfos ou, se eles sdo algébricos sobre K, que sao
corpos conjugados sobre K. Dadas duas extensotes L e M de K dizemos que dois elementos
z € L ey € M sao conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo ¢ : K(z) — K{y)
tal que {x) = y. Tal isomorfismo ¢ é tnico e o fato de dois elementos serem conjugados
sobre K significa que ou os dois sao transcendentes sobre K ou os dois sio algébricos
sobre K e, neste caso, t&m o mesmo polindmio minimal.

Por exernplo: se f(X) for um polinémio irredutivel sobre K e z1, 29, ..., Z, s80 suas
raizes em uma extensdo L de K, entao os z; s&o dois a dois conjugados sobre K, bem

“eomme os corpos K{z;) sdo também dois a dois conjugados sobre K

Lema 1.1 [Sam, Lema, pag. 39/ Sejam K wm corpo finito ou de caracteristica zero,

F(X) um polinémio ménico irredutivel em K|[X],
FX) = [L(X - 2)

sua decomposicdo em fatores lineares em uma extensdo K' de K. Entdo as n raizes

Ty, T3,...,Tn, de F(X) sdo distintas.

Teorema 1.1 [Sam, Teorema 1, pag. 40] Sejam K wum corpo finito ou de caracteristica
0, L uma extensdo de K de graun e C um corpo algebricamente fechado contendo K.

Entao existemn n K -isomorfismos distintos de L em C.

Coroldrio 1.1 (Teorema do Elemento Primitivo) [Sam, Coroldrio, pag. 41] Sejam
K um corpo finito ou de caracteristica O e L uma extensio de grau finito n de K. Entdo
eziste um elemento x em L tal que L = Klz|. Um tal elemento x é chamado de elemento

primnitivo.



1.3 Norma, traco e polinémio caracteristico

Sejam 5 um anel e A um subanel de B tal que B seja um A-mddulo livre de posto
finito n (por exemplo se A é um corpo e B & uma extensdo de grau n de A4). Dado z € B,
a aplicagido my : B — B dada por m.{y) = zy é um endomorfismo do A-médulo B. Seja
{ej,ea,...,e,} uma base qualquer de B e (a;;) a matriz que representa m, nesta base.

Definimos:

T
i) O trago de z relativamente a B e A por 3 a;;,. Usaremos a notagéo Trp/a{z) (ou
i=]
simplesmente, Tr{z}).
ii) A norma de z relativamente a B e A por det(a,;). Usaremos a notagao Ng,4(z) (ou

simplesmente, N{z)).

11} O polinémio caracteristico de = relativamente a B e A por det {(X.Iz — (aa)). Se

z,f€ Bea& A, temos as seguintes propriedades:

Triz+x) = Tr{z)+Tr), T'riez) =alr(z), Tr(a) =na,
N{zz) = N(z)N(z), N{az) =a"N(z),N(a}) = a"

Proposigao 1.5 [Sam, Proposi¢do 1, peg. 44] Sejom K wum corpo de caracteristica 0
ou finito, L uma extensdo algébrica de grau n de K, z um elemento algébrico de L, e
I =T1,%s,...,%L, a8 Taizes do polindmio minimel de x em uma extensio conveniente de

K, cada uma repetida [L : K[z]] vezes. Entdo
Triwl{z) =z + 224 - + 2, NL/K(x) =T Tp - Tn
e o polinémio caracteristico de x, relativamente a L e K €

(X —z1)(X —zg) -+ (X = Zn).



Desta Proposicao segue-se que o polindmio caracteristico é a [L : K|z]]-ésima poténcia

do polindmio minimal.

Proposigao 1.6 [Sam, Proposicio 2, pag. 45] Sejam A um anel de integridade, K seu
corpo de fracdes, L uma extensdo de grou finito de K e x wm elemento de L inteiro
sobre A. Se K fem coracterisiica O, entdo os coeficientes do polindmio caracterdstico de

z relativamente a L e K, em particular Try (z) e Ny x(z), sio inteiros sobre A.

Corolario 1.2 [Sem, Coroldrio, pag. 45/ Suponha, além disso, que A ¢ integralmente
fechado. Entdo vs coeficientes do polinémio caracteristico de z relativamente a L e K,

em particular Trp g{x) e Nyx(z), sdo elementos de A.

Assim, guando consideramos particularmente A como sendo o anel dos ndmeros

¢ € L, inteiro sobre Z, sfo nimeros inteiros. Consegiientemente, se L é uma extensao

finita dos racionais entfio T'ry () e Ny g(z) sdo mimeros inteiros.

1.4 Discriminante

Definicao 1.6 Sejam B um anel ¢ A um subanel de B tal que B sejo um A-mddulo livre
de posto finito n. Para (z1,%s,...,%,) € B™ chamamos de discriminante do sistema

(z1,Z2,...,%n) 0 elemento de A definido por
D{ﬁ?l, To,... ,.’L'n) = det(T?’B/A(ZL'g‘T/j)}.

Proposicdo 1.7 [Sam, Proposicéo 1, pag. 46] Se (y1,v2.....%.) € B™ é um outro

sistema de elementos de B tal que

ki
¥ = . iiT5,
J=1



com a;; € A, entdo

Dy, Yo,y Yn) = det(aéj)ZD(ﬂl‘h Loy T

Quando dois sistemas sao bases entio a matriz mudanca de uwma base para a outra é
invertivel e portanto seu determinante é invertivel. De acordo com a proposi¢io acima
os discriminantes dos dois sistemas sfo associados em A e portanto geram o mesmno ideal
de A.

Nas condicoes da definicdo acima, chamamos de discriminante de B sobre A, e

denotamos por Dg,a, a0 ideal gerado pelo discriminante de gualquer base de B sobre A.

Proposigao 1.8 [Sam, Proposicdo 3, pag. 47] Sejam K wm corpo finito ou de
caracteristica 0, L uma eztensdo de graw finito n de K, e 01,00,....0n 05 1 K-
isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado C contendo K. Entéo

se {Ty,Z2,...,Tn) € uma base de L sobre K, temos:
D(zy,ze,...,20) = det(crz-(asj)}? = (.

Sob as condigdes da proposicdo anterior, a relagdo D{(z1,z2,...,%,) # 0 revela que a
forma bilinear {x,y) — Try/x € ndo degenerada, isto é, se Tryk(zy) = 0 para todo
y € L entdo z = 0. Assim a aplicagdo K-linear que faz corresponder a cada z € L a
forrna K-linear s, 1y — Trp/x (zy)} € uma injecdo de L em seu dual Homy{L, K) ( para
a estrutura de espaco vetorial sobre K). Como L e Homi{L, K) tém mesma dimensao
n sobre K, temos que z > 8, € uma bijeco. A existéncia de bases duais sobre espagos
vetoriais e seu dual mostra entéo que, para toda base {z, zs,...,2,} de L sobre K, existe
uma outra base {y1,¥2,...,¥nt de L sobre K tal que Trpp{zy;) = &; (1 <14, j < n).

Este fato é fundamental na demonstragao do teorema a seguir.

Teorema 1.2 [Sam, Teorema 1, pag. 48] Sejam A um anel integralmente fechado, K

seu corpo de fragbes, L uma extensio de grau finito n de K e A’ o fecho integral de A
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em L. Se K tem caracteristica 0 entdo A’ é um sub A-mddulo de um A-mddulo livre de

posto n.

Coroldrio 1.3 [Sam, Corolério, pag. 48/ Nas condigbes do teorema acima, se A é

principal, entio A’ é um A-mddulo livre de posto n.
Assim, se A =Z entdo A’ é um A-médulo livre de posto n.

Proposicao 1.9 [Sam, pag. 49/ Sejam K um corpo finito ou de caracteristica 0, L
= Klz] uma extensio de grau finito n de K e F{X)} o polinémio minimal de z sobre K.
Enido

ni{r=1)

D(l,z,...2" ) = (=1)" = Nyx(F(z)).

L1.8. Teoria de GaloiS oo

Sejam L um corpo e G um conjunto de automorfismos de L. O conjunto dos z € L
tais que o(z) = z para todo o € G é um subcorpo de L, que € chamado de corpo dos
invariantes de G. Por outro lado, dada uma extensdo L de um corpo K o conjunto dos

K-automorfismos de L é um grupo com a operacao de composicio.

Teorema 1.3 [Sam, Teorema 1, pag. 101] Seja L umna extensdo finita de grou n de um

corpo K finito ou de caracteristica 0. As sequintes condigdes sdo egquivalentes:
a}) K ¢ o corpo dos invariantes do grupo G dos K -automorfismos de L.
b} Paro todo x € L o polinémio minimal de x sobre K tem todes as raizes em L.

¢) L é gerado pelas raizes de um polinémio sobre K. Nestas condigoes o grupo G dos

K -automorfismos de L possui n elementos.

Defini¢do 1.7 Se as condigdes do Teoremn acima sdo satisfeitas, dizemos que L ¢ uma
extenséo de Galois de K e que G € o grupe de Galois de L sobre K. Se G ¢ abeliano
(respectivamente ciclico), dizemos que L é uma extensdo abeliana (respectivamente

ciclica) de K.



Coroldrio 1.4 [Sam, Coroldrio, pag. 102] Sejam K um corpo finito ou de caracteristica
0, L uma extensido de grau finito n de K e H um grupo de automorfismos de L que
admitem K como corpo de invariantes. Entdo L é uma extensio de Galois de K e seu

grupo de Galois é H.

Teorema 1.4 (Fundamental da Teoria de Galois) [Sam, Teorema 2, pag. 102/
Sejam K wm corpo finito ou de caracteristica 0, L uma extensdo de Galois de K e G seu
grupo de Galois. Para cada subgrupe G’ de G sejo k(G') o corpo dos invariantes de ' e
para cada subcorpo K' de L que contém K seja g(K') o grupo dos K'-automorfismos de

L. Entao:

a) As aplicagbes g e k sdo bijecdes inversas uma da outra e invertem a inclusdo ¢ L

¢ uma extensdo de Galois de todo corpo intermedidrio K'.

b) Para gue um corpo intermedidrio K’ sejo uma extensio de Galois de K é necessdrio
e suficiente gue g( K') seja um subgrupe normal de G. Neste caso, o grupo de Galois

de K’ sobre K ¢ isomorfo a G/g{K").

1.6 Corpos de Niimeros

Um Corpo de Numeros Algébricos K (ou simplesmente Corpo de Numeros) é uma
extensdo finita do corpo dos mimeros racionais.

Um ntimero complexo a, algébrico sobre (J, é chamado de numero algébrico. Um
numero complexo o que é inteiro sobre Z é chamado de inteiro algébrico.

Denoctaremos por A o conjunto de todos os numeros algébricos, o qual € um subcorpo
do corpo dos nimeros complexos. Denotaremos por B o conjunto de todos os inteiros
algébricos, o qual é um subanel de A.

Assim todo elemento de um corpo de nimeros K é um nuimero algébrico e dai K € A.
Dado um corpo de mimeros K o seu grau, denotado por [K : @}, é a dimensdo de K

visto como Q-espaco vetorial. Os Corpos de Nimeros t&m caracteristica nula.



Proposigao 1.10 [Ste?, Lema 2.12, pag. 48] Um nidmero algébrico o € um inteiro

algébrico se, e somente se, seu polinémic minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Proposicao 1.11 [Ste2, Lema 2.153, pag. 50] Um inteiro algébrico é um niimero racional

se, e somente se, € um inteiro. Equivalentemente BNQ = Z.

Dado um corpo de mimeros X, o conjunto dos elementos de K que sio inteiros sobre
Z sao chamados de inteiros de K. Denotaremos este conjunto por O e podemos ver que
Ox=Knbkb.

Do paragrafo anterior concluimos que os inteiros de um corpo de mimeros K formam
um subanel de K, o qual é um Z-médulo livre de posto [K : @}. O polinémio minimal
de um numero algébrico & irredutivel em Q[X]. Logo o polinédmio minimal de um inteiro
algébrico é irredutivel sobre Z [ X].

Os discriminantes das bases do Z-mdédule Ok diferem por um elemento inversivel de
Z e que é um quadrado, sendo portanto igual a 1. Logo os discriminantes das bases do
Z-médulo Ok sdo iguais. Este valor comum se chama discriminante absoluto de K, ou
simplesmente discriminante de K. O discriminante é sempre um inteiro nao nulo. Corpos
de Numeros isomorfos t&m o mesmo discriminante.

Visto que um Corpo de Nimeros K determina de forma tnica o anel
Ok, constantemente, para simplificar a linguagem, atribuimos a K nocdes relativas a
Ok. Assim costumamos chamar de ideais de K os ideais de Ok; de unidades de K as
unidades de O e assim por diante.

Uma base do Z-mddulo Ok é chamada de base integral de K. Uma base integral de
K é também uma base de K sobre Q como espago vetorial ja que tem [K : Q] elementos
linearmente independentes. A reciproca nao é verdadeira, isto é, nem toda base de K
sobre @, como espago vetorial, contida em Op, € uma base integral. Vejamos por exemplo
o caso do Corpo de Niimeros Q(+v/5). Temos que {1,v/5} é uma base de Q(+/5) sobre
Q formada por inteiros algébricos, entretanto ndo é uma base integral de K. Uma base

integral de K, neste caso, é {1, 3(1+ v/3)}.

10



Para o caso dos Corpos Quadréticos o teorema a seguir mostra como encontrar uma

base integral.

Teorema 1.5 [Sam, Teorema 1, pag. 48] Sejo K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde

d é um inteiro sem fator quadrdtico (e porianto d & 0mod4). Enido:
a) Sed=2 oud=3mod4 entdo {1,v/d} & uma base integral de K.
b) Se d = 1mod4 entdo {1,3(1+Vd)} é uma base integral de K.

Teorema 1.6 [Rib, pag. 116, M] Sejam K um Corpo de Numeros, Ok o seu anel dos
intetros algébricos e {z1,2a,...,2,} uma base integral de K. Se y1,y2,.. ., 4n € Ok,

entdo

Disc{zy, 2, ..., 2,) = Disc(y1, 42, -+, Yn)

se e sornente se, {Y1,Ya, ..., Yo} € uma base integral de K.
Dada uma base {z;,2s,...,2,} de K sobre @, como cada z; é algébrico sobre K,
existem a; € Z, 7 = 1,2,...,n tais que

1

nT] + Gp1 %y + - 405 =0

1

com a, # 0 e, multiplicando esta igualdade por ¢~ vemos que z;" = a,; & inteiro sobre

Z e (z,,%q,.-.,T,) & uma base de K contida em Ok. Assim temos o seguinte resultado:

Proposicdo 1.12 [Ste2, Lema 2.10, pag. 49/ Se K é um corpo de nimeros e o € K

entdo existe um elemento ndo nulo ¢ € Z tal que ca € Ok.

Coroldrio 1.5 [Ste2, Coroldrio 2.11, pag. 49] Se K é um Corpo de Nimeros, entao
K = Q(8) para algum inteiro algébrico 0.

Teorema 1.7 [Ste2, Teorema 2.16, pag. 53] Suponhamos que oy, 09,...,0, € Og
formam uma Q-base pare K. Se Alay,0s,...,0n) é livre de quadrados entdo

oy, 0m, .. ., &y formam uma base integral de K.
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Para calcularmos ¢ diseriminante de um Corpo de Niimeros de acordo com a definicio,
precisamos conhecer o anel dos inteiros algébricos de K e, a partir daf, encontrar uma
base deste Z-mddulo e aplicar a definig&o de discriminante.

O problema de encontrar uma base integral para um Corpo de Numeros em geral no
& uma tarefa simples, ao contrdrio do que vimos nos corpos quadriticos e como veremos
a seguir nos corpos ciclotémicos. Isto implica numa grande dificuldade para calcularmos
o discrimninante do referido Corpo de Nimeros. No nosso trabalho buscamos uma forma

alternativa de calcular o discriminante sem conhecer uma base integral do mesmo.

1.7 Prolongamento Canoénico de um Corpo de

Numeros

Quando fixarmos um Corpo de Numeros K, denotaremos a norma de um elemento

z € K por N(z} ao invés de Ny g(x).

Proposigao 1.13 [Sam, Proposicio 1, pag. 62] Se z é um elemento ndo nulo de Ok,

entdo |[N{z)] = Card(Ox /xOk) (observe que esta formula faz sentido, ja que N(z) € Z).

Definicao 1.8 Dado um ideal ordindrio ndo nulo a de Ok chamamos de norma de a, e

denotamnos por N{a), o nimero Card(Og/a).

Proposigao 1.14 [Sam, Proposicdo 2, pag. 63/ Se a e b sdo ideais ordindrios ndo nulos

de Ok entdo N{ab) = N{a)N(b).

Considerando um Corpo de Nimeros K de grau n sabemos que existem n isomorfismos
distintos 0; : K — C. Se o : C — C a conjugacio complexa, entdo para todo ¢, e o g;
é um dos o, € é igual a g; se, e somente se, o;(K} C R. Denotaremos por 7 o nimero
de fndices 4 tais que 0;{K) ¢ R. A quantidade de indices i para os quais ¢,(K) ¢ R é
par ¢ a denotaremos por 2re; temos portanto m + 21 = n. Se 7 = 0 dizemos que K
é totalmente real e quando r; = 0 dizemos que K é totalmente imagingrio. Como K é

uma extensio de Galois de Q temos ou r; = 0 ou rg = 0.
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Teorema 1.8 [Was, Lema 2.2, pag. 10] Se K é um Corpe de Niumeros, entdo o sinal

do discriminante de K é (—1)™.
Corolario 1.6 Se K ¢ totalmente real, entdo seu discriminante é positivo.

Numeraremos os g; de modo que o;(K) C R para 1 <1 <r; e que 0;4,,(z) = 0,(x),
para r; + 1 < j < v + 5. Assim os r; + 3 primeiros isomorfismos o; determinam os

outros 1y .

A funcdo o : K — R™ x €™ definida por

o(z) = (01(x), ..., 0nur{2)) € R™ x C™.

é chamada de prolongamento canénico de K em R™ x €™ e é um homorfismo injetivo

Defini¢do 1.9 Chamamos de reticulado em R™ qualguer subgrupo discreto de R™ de

posto n.

Um reticulado em R™ &, portanto, gerado (como Z-mdédulo) por uma base de R™. Para
cada base

e={ey, ez ...,€n}

de um reticulade H em R™ denotamos por P, o paralelepipedo semi-aberto

Pex {iaiei;ﬁgai < 1}

g==]

Todo ponto de R™ é congruente, médulo H, a um tnico ponte de F.. Dizemos que F, é

um dominio fundamental para H.

Definicao 1.10 O volume de P, independe da base e escolhida e € chamado de volume

do reticulado H, que denotaremos por v(H).
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Teorema 1.9 [Sam, Proposicdo 2, pag. 69] Sejam K um Corpo de Ndmeros de grau n,
Ok o seu anel de inteiros algébricos e a um ideal ordindrio de O, Entdo o(Ok) e o{a)

sdo reticulados em R™ e, se d é o discriminanite de K temos:

w(o(Ok)) =27 |dIM* e v(o(a)) = 277 1d]** N{a).

1.8 Corpos Ciclotémicos

Uma raiz n-ésima da unidade € uma raiz do polindmio X™ — 1. O conjunto das rafzes
n-ésimas da unidade forma um grupo ciclico multiplicativo de ordem n. Um gerador deste
grupo é chamado de rajz primitiva n-ésima da unidade e serd denotado por {,,. O nimero

complexo (' & uma raiz primitiva da unidade se, e somente se, (m,n) = 1. O nimero de

1 (X-¢) ez,

(jrn)=l

o qual denotaremos por ¢,,(X) e serd chamado de n-ésimo polindémio ciclotémico. Temos
ainda que

X" —1=T]¢uX).

din

Os quatro primeiros polinémios ciclotdmicos sdo

¢1(X) = X-1
P (X) = X+1,
$3(X) = X*+X+1,
¢4(X)

X241
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Se p é um numero primo temos p — 1 rafzes primitivas p-ésimas da unidade e portanto a

Umnica raiz p-ésima da unidade que nao é primitiva & 1. Desta forma

_XP -1

< =XPT e XPTP o X 4L

$,(X)

Um corpo K & chamado de Ciclotémico se K = Q((,,).

Teorema 1.10 [Was, Teorema 2.5, pag. 11] O corpo Q((,,) é uma extensio de Galois
de Q@ de grav ¢(n) e
Gal{Q((,)/Q) = (Z/nZ)".

Como Q((,,)/Q é de Galois, Q((,,)/ L & de Galois para todo corpo L tal que Q C L C
Q(¢,). Como Gal{Q((,)/Q) = (Z/nZ)y* e (Z/nZ)* & abeliano, Q(({,) ¢ uma extensio

“abeliana de Q. Por outro lado (Z/nZ)* & ¢iclico se, ¢ somernite se, 7 vale 1,24, pou 2.p",

onde p € um ndmero primo fmpar e v é um nimero inteiro positivo, Temos também que
todo subgrupo de (Z/nZ)* & normal em (Z/nZ)* e dai L/Q é de Galois para todo corpo
L c Q)

Teorema 1.11 [Was, Teorema 2.16, pag. 16] O anel dos inteiros de Q(,,) € Z|(,,]

{11 an R fgi{”)wl}

é urna base integral de Q((,).

Teorema 1.12 [Was, Teorema £2.16, pag. 16] Sejam o = {, + (7' e K = Q{a). Entdo

o anel dos inteiros algébricos de K ¢ Zla) e {1,a,... ,aﬁ—{zﬂ“l} é uma base integral de K.
Um resultado fundamental envolvendo Corpos Ciclotémicos é o seguinte:

Teorema 1.13 (Kronecker - Weber) [Was, Apéndice, Teorema 6, pag. 401] Seja K
uma extensdo abeliana dos racionais (isto é, de Galois com grupo de Galois abeliano).

Entao K estd contido em algum Corpo Ciclotémico.
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Capitulo 2

Caracteres e a Formula do

Condutor-Discriminante

Neste capitulo serdo apresentados os principais conceitos relacionados com a Teoria
dos Caracteres de Grupos Abelianos e alguns resultados da Teoria Analitica dos Numeros
com o propodsito de esbogar uma demonstragio da Férmula do Condutor Discriminante.
O propdsito deste capitulo € mostrar um texto alternativo contemplando de forma
concatenada os dois importantes topicos da Teorla dos Niimeros Algébricos e de vital

importancia para este trabalho.

2.1 Caracteres em grupos abelianos finitos
Definigdo 2.1 Um carater de um grupo finito G é um homomorfismo x : G — C*.

Assim x{ab) = x{a)x(b) para a, b € G e x{e) = 1, onde ¢ representa o elemento
neutro do grupo G. Quando G é um grupo de ordem n, tem-se que x(a) é uma raiz
n-ésima da unidade para todo a € G, pois {x{a))" = x{a") = x(e) = 1. Dai x(G) é um
subgrupo do grupo ciclico multiplicativo das rafzes n-ésimas da unidade contidas em C”.
E facil ver que se H é um subgrupo de G e x é um caracter de G entfo a restricdo de y

a H & um caracter de H.
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Quando m € o médximo das ordens dos elementos de & (isto &, m & 0 expoente de G},
entdo a ordem de qualquer elemento de G divide m e portanto x(a) é uma raiz m-ésima
da unidade para todo @ € G. Podemos pois definir um caracter do grupo G como um
homomorfismo de G no grupo das raizes m-ésimas da unidade contidas em C*, onde m
é o expoente de G.

Denotaremos por Go conjunto de todos os caracteres de G. Se x e ¥’ pertencem
a G, definimos xx : G — C* por xx'(z) = x(z)¥(z), Vz € G. E facil ver que xx' €
um caracter de G e temnos assim definido uma operacdo em G. Esta operacao satisfaz as
propriedades de um grupo abeliano, onde xo : G — €, dado por xp(z) =1V € G, éo

elemento neutro e ¥ : G — C~, dado por X(z) = x(z) Vx € G, é o caracter inverso de .

Teorema 2.1 O numero de caracteres de um grupo abeliano finito G € igual ¢ ordem de

G isto 6 1G] = lél S B

Prova. De fato, G pode ser representado como produto de grupos ciclicos, isto é,
G = {a1) % ... x {a1). Dai todo elemento z € G pode ser representado de modo tnico
(a menos da ordem) na forma z = af*---a% e portanto, se x é um caracter de G,
temos x{z) = x(a:1)* - - x{as)* e assim x é completamente determinado pelos valores
de ¥{ay),...,x{as). Se g, temn ordem m; entdo G tem ordem - -m; e x(a;) € uma

my-ésima, raiz da unidade e portanto temos m; possibilidades para x(a;) e um total de

my - -+, caracteres em G. Logo |G| = }éi ]

Vamos agora comparar caracteres de dois grupos abelianos finitos distintos. Dados
dois grupos abelianos finitos H e G, se ¢ : H — G & um homomorfismo entdo ¢ induz um
homomorfismo 3 : G — H dado por 2(x) =xow(H L G 2% C*). E imediato observar
que P é um homomorfismo. O ntcleo de $ consiste de todos os caracteres x € G tais
que P(x) = xg isto &€ (x o w)(a') = x(w(a’)) = 1Vd € H ou seja, de todos os caracteres
x € G tais que x{a) = 1 para todo a pertencente & imagem de . Como a imagem de

¢ & um subgrupo de &, sua restrigdo 4 imagem de y & um caracter da imagem de @ e
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assim o nticleo de @ consiste de todos os caracteres de G cuja restrigio 4 imagem de ¢ é
o caracter trivial .

Particularmente se H é um subgrupo de 7 e se ¢ é a incluso, entéo B(x) & a restricio
de x a H. Neste caso o nicleo de @, que serd denotado por H', consiste de todos os
caracteres de G cuja retricio a H € o caracter trivial. Uma outra forma de ver H-, para
o caso em que H & um subgrupo de G , € a seguinte:

Se v : G — G/H é o homomorfismo canénico entao ¥ G‘T/—};f — G (levantamento)
& tal que D(R) = x = Xo ¥ e x(a) = X(¥(e)) = X(aH), Ya € G e entdo x(a) = 1,
Ya € H, o que significa que x € H+. Logo @((37?{) ¢ H*. Por outro lado, dado
y € H*, temos x(a') = x(a) sempre que aH = a'H e, portanto, ¥ : G/H — C*
definida por X¥{(aH) = x{a), & um caracter de G/H tal que D(X) = Yo = ¥, pois

¥ o (a) = ¥((e) = X(eH) = x(a),Ya € G. Assim H- C @(é??f) e portanto

@(é?f{) = Hl Temos ainda que D& injetiva pois se @(')E) = X oty = xp temos
x(aH) = X(¥(a)) = X o ¥(a) = xola) = 1 para toda classe aH e daf ¥ é o caracter
trivial de G/H. Portanto H+ & é??f e daf [H| = léﬁ}g = |G/H| = |G|/|Hl o que
acarreta i@/H—i = |H| = 1§E Como G/H* = 3(G) tem—s;e 3(G) = H implicando que
cé soBrejetiva e assim G/H* & H.

Podemos entéo dizer que todo caracter de H é a restricio de |G|/ |H| caracteres de
G ou ainda que cada caracter de H pode ser estendido a |G|/ |H| caracteres de . Este
resultado & muitas vezes usado para determinarmos os caracteres de um grupo a partir
da extensdo dos caracteres de um subgrupo.

Um resultados muito importante sobre caracteres é a propriedade que afirma que
existern caracteres que separam elementos de um grupo, mais precisamente: Se 6,0 €
G, a # d, ent@o existe um caracter y € G tal que x(a) # x(a) ([Rib, pag. 467, E]).

Voltando ao caso geral em que ¢ : H — G & um homomorfismo vimos que o nicleo
de 3 consiste de todos os caracteres de G cuja retricdo 4 imagem de ¢ € o caracter trivial
e portanto ker(¥) = Gﬁ;go. Observe que se ¢ for sobrejetiva entdo @ é injetiva {pois

ker((p) = G_ﬁhn;_ga = 5’7@) e portanto G & isomorfo a um subgrupo de H. Temos também
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que se  for injetiva entdo ¢ é sobrejetiva (pols ¢ sendo injetiva H pode ser identificado
a um subgrupo de G e temos o caso anterior) e portanto G [ ker(3) = H. Portanto se weé
um isomorfismo entdo @ também € isomorfismo e daf G = H. Resurnindo estes resultados
temos que se 1 — H 5 @ LAY /H — 1 é uma seqiiéncia exata de grupos abelianos
finitos entdo a sequéncia 1 — (5/}} Y G2 H — 1 também ¢ exata.

Vamos agora descrever explicitamente como obter os caracteres de um grupo abeliano

finito. Inicialmente consideremos o caso particular em que G é ciclico, neste caso temos:
Teorema 2.2 Se G € umn grupo ciclico de ordem n, entdo G = (.

Prova. Seja a um gerador de G e £ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Sejay : G —

C* dado por x(a*) = ¢*. Evidentemente x, x% x%,...,x™"}, x” = X sio caracteres de G.

Desde que x"(a*) = £ os caracteres x, ¥, x°, ..., X", X" = ¥ sho dois a dois distintos
e como l@[ = |G| = n temos que G = . %23, - ., x" 1, Y™} e, portanto, G & ciclico
de ordem n e gerado por x. Logo G = G. |

Note também que a aplicacio 8 : G - G dada por 8(a®} = x* é um isomorfismo de

Gem G.

Teorema 2.3 Se ]
g:G — HGi

i=1

é um isomorfismo de grupos entdo & induz um isomorfismo de grupos
r
5:G-T]G
i=1

Prova. (cf. [Rib, pag. 464]). |
Teorema 2.4 Se G ¢ um grupo abeliano finito, entio G = G.

Prova. Como todo grupo abeliano finito & isomorfo ao produto cartesiano de um ndmero
T

finito de grupos ciclicos temos G = H (; onde cada G; é ciclico e, pelos Teoremas 2.2 e

d==1
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2,3temos@%ﬁ@ﬁﬁ@%@. =
f=1

g=1

Corolario 2.1 Seja G um Grupo Abeliono, entio G=aG.

2.1.1 Caracteres de Dirichlet

Vamos agora estudar mais detalhadamente os caracteres do grupo multiplicativo
(Z/mZY* das unidades do anel Z/mZ, que sdo chamados de caracteres de Dirichlet. Se
x : (Z/mZ)* — C* & um caracter de Dirichlet e m | n entdo y induz um homomorfismo
de (Z/nZ)* em C* pela composi¢io com a aplicagio natural de (Z/nZ)"em (Z/mZ)”
e assim nds podemos pensar x como definido modm ou modn desde que ambas sao
essencialmente a mesma aplicacdo. E conveniente escolher m minimal. Neste caso m
condutor é chamado de caracter primitivo. Muitas vezes vermos y como uma aplicagéo
Z em C* fazendo x{a) = 0 se (a, f) % 1. Sempre consideraremos y definido médulo
seu condutor e & importante que fagamos esta escolha j4 que, neste caso, teremos
x(a) = 0 para um ntmero menor de inteiros e x é periédica de periodo f,. No que segue,
quandoe falarmos em caracteres de (Z/nZ)* ou de caracteres mod n estamos falando dos
caracteres cujos condutores dividem n, por exemplo do caracter trivial de condutor 1. A
convencio de que todos os caracteres sdo primitivos requer uma observagdo com relagio
a multiplicagao de caracteres. Se y e ¥ sdo caracteres de condutores f, e fy, definimos
o produto como segue: considerarnos o homomorfismo v : (Z/[fy, fylZ)* — C* definido

por v(a) = x(a).¥(a) e entdo x.1 & o caracter primitivo associado a 7.

Lema 2.1 Sejam n e m interos positivos e x um Caracter de Dirichlet definido mddulo
n. O condutor de v é m se, e somente se, m € 0 menor inteiro dividindo n que salisfaz

a sequinte condigdo: pare todo a tal que (a,n) =1 e a = I(modm) tem-se x{@) = 1.

Prova. Seja m um divisor de n. Suponha que para todo a tal que (e,n) = 1 e

o = 1{modm) tem-se x(@) = 1. Sejam a,b tais que (4,5) = (b,s) =1 e a = b{modm).
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Como a = b{modm) & T=5b <= 7 =1 temos X(‘a‘g_l) =1 e dai (@) = x(&). Desta
forma % : {Z/mZ)* — C* dada por (@) = ¥(a@) estd bem definida e X{@b) = x{ab) =
x(ab) = x(@b) = x(@x{b) = x(@)x(b), sendo, portanto, um homomorfismo. Portanto, y
pode ser visto como um caracter mddulo m. Por outro lado se y pode ser visto como
um caracter mddulo m temos: para todo a tal que (a,n) = 1 e 2 = l{modm) tem-se
x(&) = 1. Assim o condutor de x & m se, e somente se, m é o menor inteiro dividindo n

que satisfaz a seguinte condicao: Para todo a tal que {a,n) = 1 e a = 1{mod m) tem-se

x{@ =1 =
Exemplo 2.1 Considere y definido mod12 por x{1) = Lix(3) = —-1Lix(7) =
~1; {11} = 1 e ¢ definido mod 3 por (1) = 1;¢(2) = —1. Entdo xv¥ em (Z/12Z)

tem walores x¥(1) = x{(1)¥(1) = Lixw(5) = x(B)(3) = L, xv(7) = x(Tv(7) = -1
Cx(11) = x(11J(11) = 1. E facil ver que xw tem condutor 4 e x(1) =1, %9 (3) = =1.
Note que x¥(3) = —1 # x(3)¥(3).

Um fato também importante é que se (fy, fp) = 1 entdo fry = fifo-
Seja m = my - - - m, uma decomposicdo de m em um produto de inteiros dois a dois
relativamente primos (por exemplo, se m = H p;" € a decomposicdo de m em produto

=1

de poténcias de primos) e seja
0 (Z/mZ) — [[@&/mz)
=1

o isomorfismo de grupos dado por #{z(modm)) = (z(modmy), ..., z(modm,.}). Dado

e,

x € [ @may, x@, .. z) = x(@,.... 101, 2.)

= ylzg,..., 1) x(1,...,2).

Seja x; € (Zm}* dado por x.(z;) = x(1,... 2., 1) Assim, x{zy,...,z.) =
x1(z1) - x {2
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Temos entic 8 : H;mzZ)* — (m}* onde 8§ = (xy,....%.), onde y, €
(Zfmi)
G{x) = x ¢ 6, onde

(xod)(z) = x(8(z)) = x(T1,-- ., ) = 1 (F1) -+ - X (Tr)

Assim podemos fazer a identificacio § = (X1:---:X,) onde x; € (Zm)*. (R
isomorfismo e, portanto, todo caracter de ¢ & (Z/mZ)* pode ser escrito na forma

Y=X1 X = H X;, onde x; é um caracter médulo m;. Desta forma, para descrevermos
os caracteres dez“_m(Iz/mZ)* basta conhecermos os caracteres de (Z/p°Z)* onde p é um
namero primo. Se p # 2, (Z/p*Z)* é ciclico e (Z/p°Z)* = B x C, onde B ¢ um grupo
_ _multiplicat_ivo _(_:fpﬁco de ordem p—1 com gerador bmod p® e C € um grupo multiplicativo
ciclico de ordem p*~* com gerador {p + 1) modp® e assim, para todo inteiro a.,. .té.mos
a=b"p+1)"(modp®) com 0 <m<p—1el <n<p* . Oscaracteres de (Z/p°Z)"
sao do tipo x; onde x,{a)} = ngi.qzi-l.

Da mesma forma, se p = 2 ee > 2, (Z/2°Z) = {1,~1} x C, onde C é um grupo
multiplicativo ciclico de ordem 2°~% gerado por 5mod2° e assim, para todo inteiro a,
temos ¢ = (—1)™5" (mod 2%) com 0 < m < 2 e 0 < n < 2°7% Os caracteres de (Z/2°Z)*
sio do tipo Xy, onde xu(a) = (—1)™ (% ..

Muitas vezes é interessante considerar os caracteres de Dirichlet como sendo caracteres
no grupo de Galois de corpos ciclotomicos. Se identificamos Gal{Q((,,)/Q) com (Z/nZ)*,
um caracter de Dirichlet mod n & dito ser um caracter de Galois. Um caracter y modn
¢ portanto um caracter de Gal(Q{(,)/Q} e se K & o corpo fixo do micleo de y temos
K ¢ Q((,) e, se n é minimal, n = f,. Em geral se X & um grupo de caracteres de
Dirichlet e n é o minimo mdltiplo comum dos condutores dos caracteres de X entdo X
é um subgrupo dos caracteres de Gal(Q((,,)/Q). Se H é a intersecio dos nicleos destes

caracteres e K & o corpo fixo de H entdo X é precisamente o conjunto dos homomorfismos

Gal(K/Q) ~» C*. Na realidade temos X & Gal{K/Q).
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Sejam K um subcorpo de Q((,), A o subgrupo de Gal(Q{(,,)/Q) que fixa K e
Xk = {x € (Z/nZ)* : x(h) = L,Yh € H}.

O conjunto Xx & chamado de grupo dos caracteres de Dirichlet associados a K,
[K : Q] = | Xk| e a correspondéncia K —— X é bijetiva, preservando inclusdes, entre

os subgrupos de Xg e os subcorpos de K.

2.1.2 A Foérmula do Condutor-Discriminante

O céleulo do discriminante de um Corpo de Nimeros ganhou uma alternativa com a
Férmula do Condutor-Discriminante {Teorema de Hasse}. Na esséncia para se determinar
o discriminante de um Corpo de Nimeros Abeliano K, deve-se primeiro encontrar o grupo
dos caracteres numeéricos associados a K e em seguida calcular o condutor de cada um
desses caracteres e a Férmula do Condutor-Discriminante assegura que o discriminante
de K &, a menos de sinal, o produto desses condutores.

Seja x um Caracter de Dirichlet de condutor f. A L-série associada a x & definida

por

L{s,x) = i X(n),Re(s) >1

n=1 ne

Para y = 1, temos a usual funcio zeta de Riemann. E conhecido que L(s, x} pode ser
estendida analiticamente a todo plano complexo, exceto para o polo simples em s = 1,
quando x = L.

Seja T'(s) a funcio Gamma, 7(x} = i x{a)e*™// uma soma de Gauss, e § = 0 se
W(=1)=1,6 =1 se x(—1) = —1. Entdo

(g)r(&;&) Lo = W, (é)"‘""’“r(i@gﬁ) L{1-57%), onde mef\/—%



Segue (cf. [Was, pag. 37, Lema 4.81) que |W, | = 1.

Teorema 2.5 (Férmula do Condutor-Discriminante) Seja K wum corpo de
ntmercs associade ao grupo X de caracteres de Dirichlet. Entdo o discriminanie de

K é dado por
Disc(K) = (=1)"* [T fy.

xeX

Prova. E suficiente mostrar que |Disc(K)| = [] f, pois o sinal do discriminante &,
xeX
como sabemos, (—1)72{cf. [Was, Lema 2.2, pag. 10]). E conhecido que ( (s) satisfaz a

equacao funcional

8 T —5 1 — & Ty T
ASF(:@')F(S} (gls)=A T(mz""—) (1 =)™k (1 s,

onde 4 =21 % /[Disc(K)] e N = [K : Q,(cf. [Lan, pag. 254])
Desde que K/Q é de Galois temos ou ry = 0 ou ry = (.

i) Se ry = 0. Neste caso N = ry, K & totalmente real e x(—1) = 1 para todo y e a

equacdo funcional acima toma a forma

1—s

ATk (8) = A T(—5=)" ¢ (1= 9) (D)

A equacao funcional para L-séries é

(B)'r(§ren=w (£) Tr(1) s

Tomando o produto sobre todos os y € X temos:

T xeX AT xeX

1 fx\ ? 1A .
(xEX ) r (_;_)7‘1 H L(s,%) ZI;[WX (xr:'X ) r (1;—5) H L - s.%)

Como (g (8) =[] L(s,x) (cf. [Was, Teorema 4.3, pag. 34]),temos:

X
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fog IT £\ 2

XEX EA N . XEX 1-s\"
v, T(z) Ck (S)WXEXWX — T( 5 ) Cx (8) (1D
Comparando (I) e (1I),chegamos a {| W,=1e
xEX
IT £\ 2
A= xEX

Fik!

e daf

Rap

1 %
27 d /Dise()] = | 2

Conseqtienternente |Disc(K} = [] fx-
xEX
il) Se ry = 0 entdo rp = %7— Neste caso metade dos caracteres sdo pares e a outra
metade é impar. Usando a identidade T'($)I(21) = 2175\/7['(s) chegamos também ao

resultado |Disc(K)| = [T fx- [
x6X

Usando este teorema, podemos calcular de forma bastante simples o discriminante
de alguns Corpos de Numeros Abelianos. Por exemplo: considere K = Q((, + {, Yo
subcorpo real maximal de @((,).O grupo dos caracteres associados consiste do caracter
trivial e de f—’-g?i outros caracteres, todos de condutor p. Como ry == 0, ternos Disc(K) =

p—3

P
O objetivo desta Tese é exatamente obter uma férmula para calcular o discriminante

dos Corpos Abelianos. Em geral a situagio n&o é simples, mas a Férmula do Condutor-

Discriminante serd. fundamental para atingir tal objetivo.
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Capitulo 3

Discriminantes dos Corpos de

Niumeros Abelianos

De acordo com o Teorema de Kronecker-Weber todo Corpo de Nimeros Abeliano K,
de grau finito, estd contido em alguma extensao ciclotémica Q((,,} e, neste caso, podemos
usar a Férmula do Condutor-Discriminante para calcular o discriminante de K. Usamos
dois caminhos na busca do nosso obietivo: no primeiro trabalhamos diretamente com
os subgrupos do grupo de Galois de K sobre @ e, a partir daf, explicitamos o grupo de
caracteres associados a K, como também os condutores de seus elementos. No segundo
damos atencao direta para o grupo dos caracteres associados ac corpo K, sem explicité-lo
mas calculando os possiveis valores dos condutores dos seus caracteres e a quantidade de
caracteres para cada valor possivel do condutor. Com o primeiro enfoque conseguimos
obter resposta para os casos dos subcorpos de Q((,-} com p primo e r inteiro positivo.
Com o segundo conseguimos uma férmula geral para os subcorpos de Q({,,}). A férmula
obtida para o discriminante dos subcorpos de Q((,), p primo fmpar, depende apenas
do seu grau. Para o caso dos subcorpos de Q((,-) a férmula obtida depende do grau do
subcorpo K e do fato de K ser ou néo ciclotémico. J4 no caso geral a férmula obtida

depende dos graus das interse¢des do subcorpo K com alguns subcorpos particulares de

Q-
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3.1 Os subcorpos de Q((,r), p primo impar

Dados um nimero primo fmpar p e um inteiro positivo r, Q((,-) € uma extensdo
Galoisiana de Q e seu grupo de Galois & isomorfo a (Z/p"Z)* o qual é um grupo ciclico
multiplicativo de ordem ¢(p") = (p — 1)p""*. O Teorema Fundamental da Teoria de
Galois garante que existe uma correspondéncia um a um entre os subcorpos de Q((,-)
e os subgrupos de (Z/p"Z)*. Tal correspondéncia associa a cada subcorpo K de Q((,-)
o subgrupo H de Gal{Q((,-)/Q) formado pelos automorfismos de Q((,-) que fixam
K. O isomorfismo entre Gal(Q((,-)/Q) e (Z/p"Z)" é determinado pela correspondéncia
o; = ionde 0;{{) = {;T onde 0 < i < p" e (i,p) = 1. Assim Gal(Q{(,-}/Q) ¢ ciclico de
ordem ¢(p") = (p — 1)p"*, dado um divisor s de (p — 1)p"~* existe um tnico subcorpo

K de Q(¢,-) de grau s. Tal corpb é fixado pelo vinico subgrupo A de Gal(Q{(,-)/Q) de

“indice 5.

Veremos, inicialmente, alguns resultados que serao importantes para 0S nossos

propésitos.

Lema 3.1 Sejam p um nimero primo fmpoer, T um inteiro positivo e g um inteiro tal que
7 = g(modp”) é um gerador do grupo (Z/p"Z)*. Entdo, para tode j tal que 0 < j < 7,
tem-se g* = 1{mod p’) se, e somente se, k = O{mod(p — 1)p' ™).

Prova. Se g° = 1+ p't, entdio ¢*? = 1 + p'™t), onde ¢t e #; sdo inteiros. Repetindo o
raciocinio tem-se ¢¥* 7 = 1+ p't,_;, onde t,_; & inteiro. Assim g* = 1{modp’) implica
g7’ = 1{mod p") e daf {p ~ 1)p"* divide kp™7 e, portanto, k = O(mod{p — 1)p’™*).
Reciprocamente, suponha k = 0(mod(p—1)p~!). Como (Z/p*Z)* tem ordem (p—1)p"~ %,
tem-se ¢* = 1(mod p?). n

Vamos considerar um inteiro g tal que § = g{(modp”) é um gerador do grupo
(Z/p"Z)* e x : (Z/p"Z)* — C* um caracter de Dirichlet. Como existem exatamente 7
caracteres definidos sobre umn grupo abeliano de ordem n, existem (p — 1)p"~} caracteres

de Dirichlet x definidos sobre (Z/p"Z)* e tais caracteres sao completamente determinados
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pela imagem de 7. Por outro lado,

1= x{T) = y{gP- D) = X(g)(zﬂ“l)p’“‘

e, assim, x(g) é uma raiz {p — 1)p""!-ésima da unidade. Com isso, dado um caracter
y médulo p” existe um inteiro ¢ onde 0 < 7 < (p ~ D)p™! tal que x(7) = {gpwl)pr-;.
Considerando o numero de caracteres e todas as possibilidades para o inteiro ¢ pode-se

concluir que todos os caracteres definidos médulo p™ séo da forma

Xz(?) = Cz?’“l)ﬂr'i’é =0,..., (p - ljprm}L - 1.

Lema 3.2 Com a notagdo acima, seja i um inteiro tal gue 0 <7 < (p— 1)p"~*. Entdo

_pl=(1,p").se, e somente se, o condutor fy,, dey., ép.

Prova. Para ¢ = 0 o resultado é imediato. Suponha que i % 0 e P/ = (i,p7). Assim
i = pit, para algum inteiro positivoe t. Seja H = {§° € (Z/p"Z)";9* = 1{modp™)}.
Entdo y, pode ser definido médulo p™™ se, e somente se, x;(z) = 1,Vz € H. Pelo
Lema 77, H = <9“’””prﬂ—1> e, como X;(g%) = (l_pyprr, tem-se x;(g® VP = 1,
Reciprocamente, suponha que x; pode ser definido médulo p™~. Entdo x,;(z) = 1, para
todo z em H e, em particular, x,(¢® """} = 1. Como

(alp=prmitly e}t

Xz(g ? } - C(p_l}?)roi

existe um inteiro ¢ tal que i(p—1)p" 71 = (p—1)p""t 0 que implica ¢ = p’t. Em resumo,
i == p’t se, e somente se, ¥; pode ser definido médulo p"~7 e portanto o condutor de x; é

971 se p/ & a maior poténcia de p que divide ¢, isto &, p/ = (i,77). n

3.1.1 O calculo do discriminante

Sejam p um primo fmpar, 7 um mimero inteiro positivo e K um subcorpo de Q{(,-).

Desde que o grau de K sobre Q & um divisor de {(p—1)p"}, pode-se escrever [K : Q] = up’,
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ondew é um divisordep—1e0 < j <7 — 1. Sejam H o subgrupo de
Gal(Q((r)/ Q)= (Z/P7Z)7)
que fixa K e Xg o grupo dos caracteres associados a K, isto é, ¢ conjunto
{x € (W}* tal que x{i) =1,vi € H}.

O discriminante de K, de acordo com a Férmula do Condutor-Discriminante, €, a menos

de sinal, o produto dos condutores dos caracteres de Xg.

Teorema 3.1 Sejam p wmn primo fmpar, v wm ndmero inteiro positivo e K um subcorpo

de Q{((,r), [K : Q] = up’, onde u é um divisor dep—1 e 0< j <r—1. Entio

\Disc(K)} = pH 2P =E5i-1
Prova. Observe que Gal(Q((,-)/Q) é um grupo ciclico de ordem (p—1)p™'. Sejag € Z
tal que sua classe § é um gerador de (Z/p"Z)*. Se [K : Q] = up? o subgrupo H de G que

fixa K & ciclico de ordem

p-Vpt _p-1

r—i—1

P

Se o, & um gerador de H, concluimos que um caracter x definido médulo p™ é associado
a K se, e somente se, x(¢,) = 1. Desde que a ordem de a, médulo p", é igual a
ordem de H, isto &, (p — 1)p"~7~/u, podemos supor, sem perda de generalidade, que
a = g*(modp"), onde d = up?. Consequentemente, dado um caracter y, definido médulo
p", temos x;(@) = 1 (isto &, x, é associado a K} se, e somente se, di = O{mod(p—1)p"")
ou, equivalentemente, se, e somente se, { = (p — L)p"~'t/d ,£ = 0,...,d — 1{lembre que
¥ {3) = C%pﬁl}p,_l; e, portanto, x;(@) = Cf;_l}pm). Desde que d = up’, x;(2) = 1 se, e

somente se, i = E"~;~}—;t>’”“-‘““1t, ondet =0, .., up’ —1.Set=0entéoi=0;¢e fx, = L.
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Se t # 0, seja t = p'ty onde ! é um inteirc em [0, 7], e {ty,p) = 1. Note que para

cada I € [0,7 — 1], existem up’~""*(p — 1) elementos ¢, nestas condicdes. Pelo Lema

3.3 os condutores dos correspondentes x; sdo todos iguais a p’1 Se [ = j, existem

u — 1 ndmeros £, com {tg, 2} = 1, e os condutores dos correspondentes caracteres y, s&o

iguais a p. A Tabela 3.1 resume esses resultados. Na primeira coluna temos os possiveis

valores de !, na segunda temos o nimeros de caracteres (ndo triviais) x, para os quais

;= %lp —i-1+l, e {ty,p) = 1 e na terceira coluna temos o condutor desses caracteres

x;- Note que, exceto para o caracter trivial, todos os caracteres associados a K estao

registrados na tabela abaixo.

[ | Nomerodey, | fy,, =97~
0 [ up™Hp-1) P!
........ 1 T up;—Q(p_ 1} I S p} e
j=11 wp-1) P
J u—1 p

Tabela 3.1; Tabela de caracteres

O discriminante de K é, a menos do sinal, igual ao produto dos condutores dos

caracteres y; que sao associados a K. Usando este resultado e a Tabela 3.1, obtem-se:

|Disc(K)] =

11

x; associados a x

fxz' mp

Onde « é computado como o somatdrio de cada elemento da segunda coluna multiplicado

pelo log,, dos elementos correspondentes na terceira coluna. Daf,
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a = uw -G+ +p7 2+ + %) +u -1

_oufp=1) & i i_u(P“§}_Lu_

- ; ;}( L 1)p --—~p : 1

_ “(‘P—E)‘((ﬁ‘*‘"z)'}’hl'(?ﬁ“i)—(P”g*i))wémg_l
p {p—1)* P

= u- . . _27:2_:_1 ..]; —

- ((3'2) v p-‘(pml)ij) !

_ . . p]“i*l__l

= U'((JTQ)'PJ—?:*{”)—L

Coroldrio 3.1 Dados inteiros positivos p e v, com p primo fmpar, o discriminante do

corpo ciclotomico Q(C,) ¢é dado pela equagdo
Disc(Q(,r)) = pl®~ N+ 0# 5
Corolario 3.2 Se p é um primo fmpar e K C Q((,), entdo

Disc{K) = pf¥-1,

3.2 Os subcorpos de Q((y),r >3

O Corpo Ciclotomico Q({,-) & uma extensdo Galoisiana de Q e seu grupo de Galois
é isomorfo a (Z/27Z)", que é um grupo multiplicativo de ordem ¢{2") = 27!, Com
o objetivo de explicitar o discriminante dos subcorpos de Q({,-), precisamos de alguns
resultados semelhantes ao caso anterior, em que o objetivo era computar o discriminante

dos subcorpos de Q((,-), onde p é um nimero primo fmpar.
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Lema 3.3 Seja t um numero inteiro, t > 3. Entdo tern-se:
527" = 1(mod 27Y) e 5% 2 1{mod 2Y), ou seja ,ord ;5 = 202,
Prova. Note que
527 1= (5T 1) ¥ 1) (32 1) (5+1)- {5~ 1) = 0(mod4).

Como

B =03""+1) = ="+ 1) =(5+1) =2(mod4) e (5—1) = 0{mod4)

temos 5% ~ 1 = k21, onde k é fmpar. Logo 5" = 1(mod 2°1) e 52" & 1{mod 2¢).
Observe que 5 = 1{mod2'™Y), ¥¢ > 3, implica que 5%° = 1{mod 2%}, ¥t > 2.
Assim, para t > 3, temm-se 52 = 1(mod2) e 577" 2 1{mod2!), o que mostra que

ord 25 = 282, n

Lema 3.4 Set > 2 entdo (—1)°5" = 1(mod 2} se, e somente se, b = O{mod 2*%) e o é

par.

Prova. Suponha que (—1)%5° = 1(mod 2!). Mostraremos, inicialmente, que ¢ & par. De
fato, se a fosse fmpar terfamos ~5° = 1(mod 2%), isto &, 5% = ~1(mod 2}, 0 que nio pode
ocorrer pois 41 5° + 1 ja que

5 +1=2(mod4).

Conseglienternente nenhuma poténcia de 2, com expoente maior do que 1, divide 5041,

isto €, 5 2 —1{mod 2). Logo a ¢ par. Entdo
(~1)"5° = 1(mod 2°) = 5° = 1(mod 2") = b = 0(mod 2'?),

Reciprocamente, se b = 0(mod2:72) e a & par, segue imediatamente que (—1)°5° =

1(mod 2%), j& que ord gt (—1) = 2 e ord »:5 = 2072, |
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Veremos agora como calcular o condutor de um caracter y médulo 27. O condutor de
um tal caracter serd um divisor de 2.

Visto que
(2/72) = (-1.5) = (-1’5 :ac {1,2} e b {1,2,...,.27%}},

um carédter de (Z/2"Z)* ficard completamente determinado pelas imagens de —1 e 5.
Como ord g3 = 2% e ord :{~1) = 2, dado y ¢ (Zm)* temos x(—1) = (-1)t e
x(5) = €h—2. Um tal caracter de (Z/2"Z)" sera entéo denotado por Xy ondei € {1,2} e
le{1,2,...,27%}

Teorema 3.2 Com a notagao acima tem-se:

fxuz 4, sei1=1 eZ:QT_E

1, sei=2¢l=2"7%

Prova. Seja y;; € (M)*. Dado T € (Z/2'Z)*, tem-se T = (~1) 5 Assim, ha dois

casos a serem considerados: [ =22 e[ o 27%;

12 Caso | =272

Se i = 2, temos x;,(T) = x,,((-1) gb) = (~_1)2a§'§,i:§ = 1 e, portanto, o caracter x;,

étrivial e fy, = 1. Se i = 1, tem-se

e —0}h a e 2
X (T) = x,((=1)5) = (-1) £5s
—b
1 seZ=5
= (-1 = S
-1 seT=-15
e, portanto, x,; néo é trivial. Se z = 1(mod4) temos T = gb(pois 5 = 1(mod4) e
—5% = ~1(mod4) ) e daf para todo z, satisfazendo z = 1(mod4), temos x;,;(Z) = 1.
Logo fy,, =4



2¢ Caso [ # 2772

Neste caso x;; (3) = €52 # 1 e portanto fx,, > 4, pois 5 = 1{mod4). Temos entéo
fr, = 2% onde w > 2 Dado T = (~1)5 & (Z/2Z), ¢ = 1(mod2*) implica em
(=1)25% = 1(mod2) se, e somente se, b = H{mod2¥ %} e ¢ = 2 (Lema 3.4 ). Assim
se z = 1{mod?2¥) temos F = Bwu_z, onde t € {1,2,...,277*}. Como f,, = 2" se

z = 1(mod 2*) devemos ter
- =au32 -
Xm‘,i(fﬁ) = Xi,£(5 )= ffiz'rz—zz =
e daf 1.297% = 0(mod 277%) e, portanto,

[=0mod2™ ™ (3.1)

—u—3 U3
Por outro lado, deverernos ter Xi,£(52 ) # L poisse x;, (52 ) =1, dado z = 1(mod 21}

=2
i)

t AU 3
temos, pelo Lema 3.4, 7 = 547 ¢ da Xi(T) = (x:,C 1)t =1, o que contradiz o fato

de 2% ser o condutor de x,;. Mas,

e

x:,(B TN A1 = B A < | 2 0(mod 27 Y) e | 2 0(mod 2779 (3.2)
Das equagdes (3.1 e 3.2} temos {[,27) = 2" * e daf 2% = (f;r}? isto &, fy,, = (f;,). [ ]

3.2.1 O calculo do discriminante

Para o célculo do discriminante trabalharemos com o grupo dos caracteres de
(Z/2"Z)*. Dado um subcorpo K de Q((,-) consideraremos o subgrupo H, do grupo
de Galois de Q({,-} sobre @, que fixa K e, a partir daf, tomaremos o subgrupo Xg do
grupo dos caracteres de (Z/27Z)* cujo micleo contém H. O discriminante de K, serd o
produto dos condutores desses caracteres.

Dado um subcorpe K de Q{,), de grau 2™~ !, sabemos que o subgrupo H de

G = Gal(Q(£,-)/Q) que fixa K tem ordem 27"™ e tem uma das seguintes formas:
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L= (),
2. H = <——52W2>;
3. H= <—_1,52’"'1> .

Se X & o grupo dos caracteres de (Z/2"Z)* cujo nucleo contém H, de acordo com
a Formula do Condutor-Discriminante, o discriminante de K é, a menos de sinal, dado

pelo produto dos condutores dos caracteres pertencentes a Xg.

Lema 3.5 Dado um nidmero inteiro m > 1, entdo

me2m e (m=1)- 273 4 232421 =271 (;m — 1),

Prova. O polindmio

é g, derivada do polindmio
h(z) = 2™ + 2™+ 42’ =

Mas a derivada de h(z) &

m-z™l —(m+1)-2m-2-2°+3 2%
(z-1)%

Ou seja,

m-z™ —(m+1)- 2™ —-2-2°+ 3. 27
(z—1)?

m-z™ e (m—1)- 2" 4. +3. 2% =

para todo z # 1. Logo, fazendo = = 2, conclufmos a demonstracio do Lema. -

Teorema 3.3 Sejam K um subcorpo de Q(&,-), com [K : Q] =2""% e H o subgrupo de
G = Gal(Q(&y-)/Q) que fiza K. Temnos:
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1. Se H = <‘5‘2'“”2>, entio K = Q(&,n) e [Disc(K)] = 22" =1,

2. Se H= <——52m—2> ov H = <1:?, 32wi_1>, entio |Disc(K)| = 2m2" 7 -1,

_277;-—‘2

Prova.l) Se H = <a > temos: x,;(T) = 1, VZ € H se, e somente se,

B ) = lem g =127 = 0(med 2772
= [=0Wmed2 ™)==k 277
onde k € {1,2,...,2™ %}, Assim os caracteres assoclados a K sdo os y,, tais que i € {1,2}
e
1€ {2 227 ™ 3277 2mTE T
-.Portante, temes. 2.277%. = - 2™} caracteres -associados & K. -Para - calcularmos o

discriminante de K usaremos a Tabela 3.2:

(1,27} Numero de x;; T
= ey
2T_m_,_1 2. 2 2 — 2m~3 "é"?“-"%i?-ﬁ = gm=1
o7 =3 _ gr—mt(m—3) 2.8 =2 =20
o2 — grmt(m-2 ¢ § = 1 1 2
I e =2 1 1

Tabela 3.2: Tabela de caracteres
Portanto, |Disc{K)| == 2%, onde
a=m-2%2 4 (m—-1)- 2"+ (m—-2). 2"+ ... +3-242- 1.

Logo, pelo Lema 3.5, ¢ = 27"} (m — 1).
2) Se H = <w§2rﬂ_2> temos:

=2

X (Z) = IVZ € H <= x, (-5 ) =1
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ou, equivalentemente,
(—1 =1 e 2077 = (—1)

Sei=1, temos 5.2 = —1 e daf

l c {2r-~m~»»].7 3. zrmm—.‘i: 5. 27'-—m—-1‘ o (zmml . 1} . 2r—m-1}.
Neste caso temos F—=I*l — 972 caracteres. Se i = 2, temos £275° = 1 e daf
I = 0{mod 27} e ento
le{ormg.gr=m g.r—m  gm-2. gr-my

Neste caso temos 2™ 2 caracteres.
No total temos 2 - 22 = 2™-1 caracteres associados a K. Para calewlarmos o

discrirninante de K usaremos & Tabela 3.3

(1,27) | Nimero de y;; Fre,
o1 2m—2 Qrmzm g 2m+1
r-m | El =gt | T =g,
gr—m-+1 2::2:“‘“ = 9m—4 2T_2;Ti — 2m-—
gr—m+2 gf;;i = gm=—b Qr_ﬁ;w — gm~2
S ==

Tabela 3.3: Tabela de caracteres

Portanto, [Disc(K)| = 2%, onde

a={(m+1)-2"2+m-2™3 4+ (m

Logo, pelo Lema 3.5, a = m - 21 — 1.

3)Se H = (=15

> temos:
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—gm—1

X(T) = VT € H = x,(-1) = x;,(-5 ) =1,

ou seja,
(1) = = lesi=2e 127 = 0(mod 22) & i =2 e [ = 0{mod 27~™"),

isto &,
i=2ele {2l garomel | gmel gromety

Neste caso temos um total de 2™} caracteres associados a K. Para calcularmos o

discriminante de KX usaremos a Tabela 3.4

{1,27) | Numero de Xt | Fxes
........ D O SOOUSRORN s s ot S OOt SN =25 0 SO D O
2rm gm—3 2
Qrwm+l 2m——4 Qm—l
2r—3 1 23
-2 1 1

Tabela 3.4: Tabela de caracteres

Assim sendo, [Disc(K'}| = 2% onde

a = m+1)-27%4m. 2™ e (m—1).2"%+...£3.1

= m-2" 11

e ternos a mesma situagdo do caso {2) e o teorema estd demonstrado. n

Coroldrio 3.3 Seja K um subcorpo de Q&) tal que [K : Q] = 2™}, Se K = Q(€ym),
entio Disc(K) = 20702" " Se K o Q(£,n), entdo Disc(K) = 272" 1,

Prova. Seia H o subgrupo de G que fixa K. Como K & um subcorpo de grau 2™ de
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Q(&,) tem-se

H=(57) = (F7) o = (TT5),

777 = 1(mod 2™) tem-se 5777 = 1+ 27k e daf 0 gu2 (Egn) = (E4n )1FEF = £,

Como 5
Portanto, o corpo fixo por <52mﬁ2> & Q(&ym ). Assim, se K = Q{&,.), temos, pelo Teorema
3.3,

Disc(Q(Egn)) = 2201277

. i

Se K # Q(€ym), entdo H = <-—5—2mmz> ou H = <-1} 5 > g, novamente pelo Teorema
3.3, Dise(K) = £2m2" 7=, -

Segundo o Teorema de Kronecker-Weber, se K é um Corpo de Nimeros Abeliano,
entio K estd contido em algum Corpo Ciclotémico Q{(,,). Se m é o menor inteiro tal
que K C Q{(,,,), m é chamado de condutor de XK.

Seja Hx o subgrupo do grupo de Galois de Q(¢,,,) sobre @, que fixa K. Como

Gal(Q(()/Q) = (Z/mZ)*

temos que Hy pode ser visto como um subgrupo de (Z/mZ)*. Seja X o grupo dos
caracteres assoclados a K, isto é, o conjunto dos elementos de (W)*, cujo nicleo
contém Hy. Assim, Xg € um subgrupo de (W)*, isomorfo a Gal(K/Q) (portanto,
K : Q) = | Xk)).

A idéta aqui utilizads é 2 de analisar os possiveis condutores dos caracteres de X
e, em seguida, fazer uma contagem de quantos caracteres existern para cada valor do
condutor.

Como nas situagles anteriores, precisamos de alguns resultados preliminares.
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Lema 3.6 Se K e L sao subcorpos Q((,,) entdo
K C L se, e somente se, Xp C X..
Prova. Da Teoria de Galois, sabemos que
KCL e H, C Hy.
Das defini¢tes de Hyx e Xy temos imediatamente que
Hp CHg <= Xg C X;.

Logo

KL< H C Hy &= Xi& C X,

Lema 3.7 Se K e L sdo subcorpos Q{((,,), entdo Xz N Xy = Xgnr.

Prova. De modo andlogo ac Lema anterior, a demonstracio deste Lema & uma

conseqiiéncia imediata da Teoria de Galois. ]

Corolario 3.4 Sejam K um subcorpo de Q(C,,), s e d divisores de m, entao

Xuroic,) N Xrnoie,) = Xkng)

onde t é o mdximo divisor comum de d ¢ 8.

Prova.

Xrroic) N Xkra,) = XEnac)nQe,) = XEng(c):

pois Q(¢q) N Q) = Q(S,)- n
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Lema 3.8 Sejam Ay, ..., A, conjuntos e

B.= > Agn-nAl,

AT N )
LIRS TS

Entédo

3.3.1 QO calculo do discriminante

Sejam K um Corpo de Ntumeros Abeliano e m o seu condutor. Assim, X C Xg )

e, portanto, os condutores dos caracteres de Xy so divisores de m. Para caleular o

_discriminante de K devemos determinar o ntmero de caracteres de Xy cujo condutor

é d, para cada divisor d de m. O conjunto Xgngc,) consiste exatamente de todos os
caracteres de Xx cujo condutor divide d. Portanto, os caracteres de Xz de condutor d
pertencen a Xgngc,), cuja ordem é [K N Q((,) : Q. Assim o numero de caracteres de

K de condutor d é igual a

[KENQ(Cy) : Q) —nld),

onde n(d) & o niimero de caracteres de X cujo condutor é um divisor de d, diferente de

d. Neste caso, um caracter y associado a K tem um tal condutor [ se, e somente se,

X € U XK”Q(CWF)‘
pld
» primo

Portanto,

n(d) = |} Xerow,,

pld
p primo
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{onde |¥Y'| denota o nimero de elementos do conjunto ¥}, Dai o mimero de caracteres

associados a K, de condutor d, é

KnQa):QA-| U Xenow,|-

ald
» primo

Portanto, podemos afirmar que, se K & um Corpo de Nimeros Abeliano de condutor m,

entao
koo~ | Xunory,)
pld ?

|Disc(K)| = Hd » primo |

dim

" A'férmula acima pode ser melhorada e este serd o nosso objetive.

Lema 3.9 Sed =pr -pgz X -pf*, entdo:

U XKrQa)| = Z a/p. ™ Z efperpe T+ (1 Gapipp,
pld L 7:1)7._2=1'»---x‘r
» Primo B<

Xun se s é um inteiro positivo
onde g, = 1 Eocals
0, se s é um racional ndo inteiro

Prova. Este resultado € uma conseqiténcia dos Lemas 3.7 ¢ 3.8 e do Coroldrioc 3.4. W

Teorema 3.4 Sejam m = pi* - p3*---p* ¢ K um Corpo de Numeros Abeliano de

condutor m. Entdo:

miK 2

[Dise(K)} = = .
k2 KN )

Iz

quel
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Prova. Sejam

d=pi' pZ-pd, 0<t <oy
e fq 0 nimero de caracteres, de condutor d, associados a K. Entao:

!
i

fa = KNQU) Q= | Xknec,,
rld !
= Ga— Z Ya/p: T Z Gdfpsypig T T ("“i)kgd/plpzmpk
i=1,...k 8=l 0k
13 <ig
e, portanto,

[DESC(K)i _ H dfd. — Hdgfi""gd,f'p; _Qd,’pz —A..+(-1}kgd/p”,2‘..pk _ H(hd)gﬁ"

dim dim. . e BT
Teremos as seguintes possibilidades para by :

i) Sed:pil.péz.,.pik,ondeogti<a'i parai=1,2... .k ek = 2, temos:

5 -1 (—1)*
he = d- (Hpid> : ( H (pipjd)) ( H (pipiz "'Pikd))

1gi<ygk 1<i <ip <. <l Sk
k k-1 4 k=1
5 (-0 e
£l : = ;
i 1
= d -Hp =1.
=1

ii) Se d = pi'.pi? -+ pi*, onde t;, = o, para algum 4, e 0 <t; < oy, parai #i; e k > 3,
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termos:

& -1 (-1)*
hg = d- (Hpijd) < II (Pipjd)) I (pipia - 1, )
s I<ici<k 24 i< <ipn 1 Sk
e k w1 kel ) k -2
Z:(—l)i- - HUUE
A= ; ’é
= d ‘ HP;’ =1

g=]

De forma andloga mostra-se que hg = Isety = qg, by = Q... b, =, 0 < 8 < o
para i s fy,%2,...,%:; 62 < s <k — 2.

iii) Se t;, = iy, by = Qg . by, =0y, 0<¢; < a; parais#is i, ..t es=k~—1,
ouseja, d=m/pi, 1 <r <oy 1<j<ktemos by =d. (pd)™" = p7 L.

iv) Finalmente, se f;. = o; para.i.=.1,2, . k,0u seja, d = m-temos hg-=m. Em

Tesumo,
m, se d=1mn,
ha= 4 pit, se d=m/pf, 1<r<a, 1Si<k

1, sed#Fmed#m/pl, 1<r<o, 1<i<k.

e, portanto,

k o
|Disc(K)| = H(hd)gd = I - H (H hf;'}ﬁ:f)

dim f==] \r=l

k oy
= K, —Sm/e}
e T (npz )
k

=l

- g Gore /]
= miK:Q} . H pt =l

i=1

k2 KNQC ) gl

[T

i=1
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Coroldrio 3.5 Seja K um subcorpo de Q((,) de grau up?, onde u e p sdo relativamente

primos € p é um primo fmpar, entio:

Diso(K)| = pel 2w ~(F=mhi-1

Prova. Como [K : Q] = up/, temos m = p™*?, isto &, p/™! é o menor inteiro tal que

KC @(Cp;—lj Assim

mlFQ
P
p; [Kﬁ@(£m/‘;ﬂ- } Q]

|Disc(K)|] =

)

(=2
i+l

_— ZI{KRQ€CPJ+I/PT}Q} o e e
pr=

(pre1)™”

> IKAQ(C,Ql
pr’ml)

Como [KNQ,-) : Q) =up" ' parar > 1e [KNQ((y0): Q] =1 temos:
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AR
pup3“1+upi*2+---+up+u+l
()

pu(pi“1+pf“2+---+p+1)+1

Disc(K)| =

p{j+1}upf
pu(l‘;f—_;;:)-%-l

PO D (B 1
w((+1pd — 2=k -1

w{(j+1)p7 —~ B opi—p?) -1

|
=T~

ul(j+2)p—(Bp4p7)| 1

I
S

ul(j+2)p — (-1

i}
S

Coroldrio 3.6 Seja K um subcorpo de Q((4.) de grau 2™, Se K = Q((ym ), Disc(K) =

2m-12""" " caso contrdrio, Disc{K) = 2m2" 7 1,

Prova. Visto que

[KNQ(Ce) : Q= [QC) NQG) 1 Q= [QG) : Q=212 1
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e [Q(¢x) : @ = 1; se K = Q((zn), temos:

Disc{K) =

K{-\ L Y
2;1 QCam e )]

2m2m 1

i

™1

> IKNQ(Cer )]

2 =0
2m2m»~1

221nw2+2rn.-«3+___+2+1+1
szm—-l 21’?227"‘"'1

- — g(m-1)20m=b)
92m-1_242 T gymel T ‘

J\:’

Se K # Q((om ), entéo K C Q({gm+1) € [Q{{ome1) : K] =2, logo [Q((y) - KNQ((y)] =
para todo i € {2,...,m} e, portanto,

[KNQ((y) © QI=1Q(x):Q)/2=27%i>2

[KNQ()Q = KNQ((p): Q=1

Logo,

me+ 1)K G
4+l
> EOQ g 5

Lr=1

2(7’:‘&-&-1)2‘"‘““‘1

Disc(K) =

mn

D IKNQ(Ce)Tl

27-:0
9{m+1)[K-Q) Hfm+1)2m

92n=Rp2m=d g 20141 T 92moiy

m2m=1-1

Coroldrio 3.7 (cf. [Was, Proposigdo 2.7, pag. 12])Se K = Q{((,,), entdo

|Disc(K)| = ———
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Prova. Temos K N Q((,, 1) = Q(,,,;) e dal [KNQ((,,.): Q] = o(m/pl}. Temos,
também, que [K : Q] = ¢(m). Logo,

{Disc(K)| = =
LG .

17~

g==1

] ;¢(m/pg;
H D

=]

()

& , o o oy
m/p; ) +o{m : q_»,mg,v_ m 1“\
H pf’( [ i)+ o{m/pi) e{m/p, ")

ga=1
)
PUPH RS S SR NCARE T SN I M 0 A PR el s I e
Tg by
4

o)

a;~1
i Z; O oyt P52 pr T partt pnk)
_H P
=1
mem)

o ey
ko HPTpsRepai i ept) D o(p)

mdtm)

IS R B )

% . , o ,
1 (1 (i D= Upi b (i = 4ot (=150 T 00(py L p2oopi T it o k)
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o)

(1"}“‘\}72”1}(

he

=51 (=53 oy

FITT )}@(?’1 By i—;w Fiey

fm)

Gigl

A - P
1 (147 T 1))lpyppy gl R

)
ﬁ L R IR iR OL)
el '
)

(et i 3 cxry i1 <%
H ﬁ { 113:,2 pm 1 pl-—; “pkk)

melm)
R S SRR oL Ve AL
{pi—1)
[Ip:
i=1
= s R
H p”ﬂ:“—“‘f’? H pE-

pim

o
k
R

Coroldrio 3.8 Seja K um Corpo de Numeros de Condutor m. Se K N Q{(,,,,) = Q,

para todo divisor primo p de m, entéo |Disc(K)| = mlEA-1

Prova. De fato, como K N Q((,,/,} = Q, para todo divisor primo p de m, temos

i[K Q@(Cm/p:) :

Q] = o; e entdo

|Disc(K)l =

hak

kD KN mpr )G

[17™

T=]

fred zm[

k m

[1p

i=]
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Corolério 3.9 Seja K um Corpo de Numeros Abeliano de grau primo p (isto é, [K :
Q] = p) e condutor m. Entdo |Disc{K}| = mP~!.

Prova. De fato, neste caso temos K N Q((,,,,) = Q para todo divisor primo p de m
pois, K NQ((,,) € subcorpo de K, diferente de K ( pois, se K NQ((,,/,) = K terfamos
K C Q({,mp)> que contrariaria 2 minimalidade de m) e que ndo pode conter estritamente
©, devido ao grau de K ser primo. Assim, pelo Teorema 3.4, |Disc(K)| = mEW-1 =

mp““l. |

Corolario 3.10 O menor valor possivel para o valor absoluto dos discriminantes das
extensdes de grau primo p é o menor valor entre p*®P=4 e (kp+ 1?1 onde k ¢ inteiro

positivo ¢ kp+ i epmmo .

Prova. Temos |Disc(K)| = mP~* onde m & o condutor de K. Vamos procurar o menor

inteiro possivel para o condutor m. Se m = pi' - p§3 . - pi*, entdo

d(m} = (p1 — 1)pP™" - (py — 1)pt -+ {py = 1)p*

e temos

pild(m) <= p|(p:-1)

para algum i ou p | p?j ! para algum j. Para que m seja minimo devemos ter m = ?
oum = kp -+ 1, kp+ 1 primo. Como as extensdes Q((y,.,) e Q((,2) sdo ciclicas (pois
kp + 1 e p sio primos) elas contém subcorpos de grau p (pois p | ¢(kp+1) e p | ¢(p?)) e

dafl o resultado segue. n

Coroldrio 3.11 O menor valor posstvel para o discriminante de uma cibica geloisiana

é 49.
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Prova. O menor valor possivel para o discriminante de uma cibica € o menor elemento
do conjunto

{3*3-1 (3.2 + 1)V} = (81,49}

Daf o menor valor possivel para o discriminante de uma cibica & 49. |
Usando a idéia de contar os elementos do grupo de caracteres associados ao corpo K

podemos demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 3.1 Sejam K e L Corpos de Niumeros Abelianos linearmente disjuntos sobre
Q (isto é, tais que [KL : Q] = [K : Q] -[L: Q] e Disc(K) e Disc{L) sdo relativamente
primos). Entédo

IDisc(X - L)} = |Disc(K)|"=9¥ . |Disc(L)|F¥

Prova. Eefato, SEJ&mX’KGXL 58 grupos de  earsrteres sasseiados 5 KE R L

respectivamente. O grupo de caracteres associados ao compdsito K L, que denotaremos
por Xk, & o grupo gerado por Xx e X que é, neste caso, Xy . X (pois os grupos siao
abelianos).

Sejamr = [K : Q], s =[L:Q], Xx = {Xo:X1s- - s Xom1} € Xp = {0, ¥a, ...}

Desta forma
Disc(K)| = fy, - o " Frooy & IDisc(L)| = fyp - fuo - fuo_,

Por outro lado, x4 = ¥y, x; # ¥; para i # j (j4 que Disc(K) e Disc(L} sio relativamente

I

primos) e X;-¥; # X1 ¥m Para i # j oul # m pois, a ordem de Xg - X & rs jd que
[K-L:Q]=[K:Q]-[L:Q] Como

Xpp=Xg-Xp={x¥;;0<i<r—-1e0<j<s—1}
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termos:

Disc(K - L)] = H inXj: H fxifwj
1

D<irm] 0isr
0<jss—1 0%75s—1

= (fag - Fay o fxful}[ﬁ‘@](f%  fy - ,.f¢$“1){K:Q]
= [Disc(K)[!% - |Disc(2)[ ¥

(Ffxx, = Fxifu;» pois fy, e fy, sBo relativamente primos, j& que Disc(K) e Disc(L) sio

relativamente primos) n

Corolério 3.12 Se m e n sdo relativamente primos, entdo

IPisc(QGra))| = [Disc(QCDI™ Disc @I

Prova. Sejam X,,, X, e X, 08 grupos de caracteres associados, respectivamente, a
Q¢n): QCn) e Q(¢,,). Como m e n sio relativamente primos, X, N Xn = {xp}. Por
outro lado, o grupo gerado por X,, e X,, € X,,. Assim os corpos Q(¢,,) e Q{(,.) s@o
linearmente disjuntos e Q(¢,,)-Q(¢,.) = Q((,,)- O resultado segue aplicando o Coroldrio

anterior. ]

k
Teorema 3.5 Seja K um Corpo de Niimeros Abeliano de Condutor m = [[pf ep o

gam]
menor nimero primo que divide [K : Q). Entdo
(g
max km mmREA L o |Disc(K)| < miE@—2,
11 sz
78
d=3
Prova. Temos:
IDisc{K)| = 5 ‘
k2K )
[[o™
=1
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Por ouire lado, temos:

isto é,

Temos também:

1A

A

24

L < ID%SC(K)I < m[K:Q]ﬂ—z
B(m)

< LIENQUwy) Q)
=) .
ay - 6’9 ™
< Eé(m/lﬁi): (_)1
[K:Q) K:Q]
m m
e [
RLINP. L (VDL N N ) S
15 i
i=1
(K0l K:Q
_m LY.
k ZiKQQ{C:m[;DI)@] m
r=i
P
i=1
K

(3.3)

E g
py=1
HP«;
=1

0 S S K N Q) - Q< SIK : Ql/p = 0lK : Qlfp,

re=i

re=l

onde p é o menor nimero primo que divide [K : Q.
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% ... = = < 3.4
k o [K:Q) /o : 3 . k = ( }
I1p; fi AEORC A T pf
i=1 o i=1
0
(5:Q) (K [#:Q ,
o < m AR 7. 2+ S
miEQ/r — = m

k ZQ-K’HV Cm,’p )Q]

pr‘

mlF Q- KA/ EDESC(K)I < Q-1

IN

m(l“_%)IK?@ < EDISC(K}lgm[KQ‘!HE

O Teorema é uma conseqiiéncia das desigualdades (3.3 e 3.4}
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