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Resumo

Este trabalho é um estudo descritivo das extensoes ctibicas ciclicas de um corpo K
de caracteristica arbitraria, isto é, das extensoes galoisianas de K cujo grupo de Galois é
ciclico de ordem trés. Este estudo foi feito para trés diferentes casos:

e para corpos de caracteristica diferente de trés, usando a teoria de Kummer,

e para corpos de caracteristica qualquer, sem recorrer as teorias de Kummer e Artin-
Schreier e

e para o corpo dos numeros racionais, usando a trigonometria.
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Abstract

This work is a descriptive study of the cyclic cubic extensions of a K field of arbitrary
characteristic, that is, of the Galois extensions of K whose Galois group is cyclic of order
three. This study was made to three different cases:

e for any field with characteristic different from three, using Kummer theory,

o for any field with any characteristic, without appealing to the Kummer and Artin-
Schreier theories, and

e for the rational numbers field, using trigonometry.
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Introducao

Este trabalho, quase que essencialmente, gira em torno do polinomio
fi=X?+EkX?— (k+3)X +1 € K[X],

onde K é um corpo qualquer. Este polindmio tem como sua principal peculiaridade o fato
de que seu discriminante é sempre um quadrado para qualquer escolha de k em K. De fato,
o seu discriminante é igual a (k* + 3k + 9)?. Notem que se a caracteristica de K é distinta
de 3 (resp. igual a 3) entdao k* + 3k + 9 = 0 se e somente se 3 ¢ uma raiz cubica primitiva
da unidade (resp. k=0). Por outro lado é muito simples verificar que f; é redutivel sobre K
foA) para algum A\ € K\{0,1}.

A — A2
K|X
Desta forma vemos que F}, = [X]
(fx)

é, F), ¢ uma extensao galoisiana de K, cujo grupo Gal(Fy|K) dos K-automorfismos de Fj é

se e somente se k =

é um corpo extensao cubica ciclica de K (isto

ciclico de ordem 3), sempre que o k escolhido for diferente de )\fo()\)\)y para todo A € K\{0,1}

ez nao for uma raiz cibica primitiva da unidade (resp. k # 0) se a caracteristica de K
for distinta de 3 (resp. igual a 3). Esta é portanto uma forma simples e elementar de se
construir exemplos de extensoes cubicas ciclicas de um corpo K qualquer. O interessante
é que toda extensao cibica ciclica de um corpo K qualquer é do tipo Fy, para
algum k € K. Esta foi a principal motivacao para a realizagao deste trabalho.

O polinomio f; aparece na literatura, acreditamos que pela primeira vez, nos tra-
balhos de D. Shanks [11] (“The simplest cubic fields”, 1974) e de T. Cusick [2] (“Finding
fundamental units in cubic fields”, 1982) respectivamente sobre o nimero de classes e sobre

unidades fundamentais em corpos cubicos racionais.



Introducao 2

Em 1994, P. Morton [8] realizou um estudo sobre extensoes cubicas ciclicas F' de
um corpo K de caracteristica distinta de 2 em termos de polindbmios que descrevem os
automorfismos nao triviais de F'. Como resultado principal desse seu trabalho ele demonstrou
que F' é do tipo F}. Neste seu trabalho o autor fez uso extensivo do programa computacional
Mathematica para demonstrar alguns dos seus resultados.

Em 1996, R. Chapman [1] apresentou novas demonstragoes, bem mais simples para
os principais resultados de Morton, utilizando apenas a Teoria de Kummer.

Em 1987, 1. Kersten e J. Michalicek [6] provaram, usando argumentos absolutamente
elementares e sem fazer uso da Teoria de Kummer, que toda extensao ciibica ciclica de um
corpo K de caracteristica distinta de 3 ¢ do tipo Fj.

Em 1989, A. Paques e A. Solecki [9] apresentaram um estudo das extensoes cuibicas
ciclicas racionais, sob um ponto de vista geométrico, enfatizando em especial os aspectos
trigonométricos desses corpos. Para tanto eles fizeram o uso do fato que toda extensao
cubica ciclica de um corpo K possui uma base normal auto-dual.

O presente trabalho é resultado de um estudo detalhado dos artigos [1], [6] e [9]
acima mencionados e estd dividido em 6 secoes, incluindo-se a introducao.

Na secao de preliminares, apresentamos alguns resultados relativos a existéncia de
base normal e de base normal auto-dual, necessarios para obtermos alguns dos resultados
das secoes 2 e 3.

Nas segoes 1, 2 e 3 tratamos sobre os artigos [1], [6] e [9], respectivamente.

Na secao 4 discutimos condi¢oes necessarias e suficientes para decidir quando duas
extensoes ctbicas ciclicas sao isomorfas; em particular, quando dois polinémios do tipo f;
determinam a mesma extensao Fy. Esta secao estd baseada no trabalho de C. Dragos [3],
o qual contém testes efetivos para decidir rapidamente quando dois polindomios normais de-
terminam a mesma extensao, envolvendo unicamente fatoracao de polinomios e calculo de

determinantes .



Preliminares

Bases Normais

Esta secao é dedicada aos resultados referentes a existéncia de base normal e base
normal auto-dual para extensoes cubicas ciclicas, que sera utilizada no préximo capitulo,
principalmente nas secgoes 2 e 3. Evidentemente os resultados que listaremos aqui valem em
geral para qualquer corpo extensao galoisiana finita de um corpo K mas, por uma questao
de simplicidade das demonstracoes que iremos apresentar e de concordancia com o tema do

trabalho todo, nos restringiremos apenas ao caso cubico.

Nesta secao K é um corpo qualquer. Sejam F' uma extensao ctibica ciclica de K
e 0 um gerador do grupo Gal(F|K). Dizemos que F' tem uma base normal sobre K se
existe um elemento z € F tal que {z,0(z),0%(2)} é uma base para o K-espago vetorial F.
Também costumamos dizer, neste caso, que o elemento z gera uma base normal de F' sobre

K.
Denotamos por F'G a F-algebra do grupo G , isto é, F'G como F'-espaco vetorial
tem base GG e como algebra tem multiplicacao induzida pela multiplicacao de G. A acao

de G sobre F induz naturalmente uma agdo de G sobre FG da seguinte forma

o Z o' Z a(\i)o'.

0<i<2 0<i<2
Denotamos por C3(F) a F-algebra das matrizes circulantes 3 x 3, com entradas em
Ao A1 A .
F, isto é das matrizes do tipo (3\2 :\\(1) if), com \; € F, 0 <i < 2. E imediato verificar que
1 A2 A0

FG e C3(F) sao F-édlgebras isomorfas via a aplicagdo ¢ : FG — C3(F) dada por

3



Bases Normais 4

. Ao A1 Az
gO( E Ao 7’): (>\2>\0/\1>.
A1 A2 Ao

0<i<2

Lema P.1. Sejam F uma extensao cubica ciclica de K, o um gerador do grupo

G =Gal(F|IK) ez € F,0<1<2. As sequintes afirmacoes sao eqiivalentes:
(i) {20,21,22} € uma base de F sobre K e z; = 0'(2), 0<i <2 .
(ii) A matriz (677 (20))o<ij<a € invertivel em Cs(F).

(iii) O elemento v = zy + 2102 + 290 € FG € invertivel e o(v) = vo.

Demonstracgao.

(i)= (ii) E sabido da Algebra Linear que uma matriz quadrada, com entradas em
um determinado corpo, é invertivel se e somente se suas linhas (ou colunas) sao linearmente
independentes sobre esse corpo. Supor que as linhas da matriz (677 (2))o<; j<o sdo linear-
mente dependentes sobre F' implicara na existéncia de elementos Ao, A1, Ao € F', nao todos
nulos tais que

Z /\iO'i(Zo) = 0, Z )\iO'i<Zl) =0 e Z )\io-i<22) =0.

0<i<2 0<i<2 0<i<2

Conseqiientemente, desde que {zo, 21, 22} é uma base de F' sobre K,

Z N\io'(z) = 0, para todo x € F, ou seja, Z No' =0,

0<i<2 0<i<2

o que contraria a independéncia linear dos automorfismos 0! sobre F' (Lema de Dedekind,
[10], Lemma 55) . Portanto a matriz (0°77(20))o<i j<2 é invertivel.

(i)= (iii) E imediato desde que FG e C5(F) sdo F-algebras isomorfas .

(iii)= (i) Se v = 29+ 210% + 20 € FG, de o(v) = vo decorre que z; = o'(2),
0 <i < 2. Resta mostrar que {2, 21, 22} é uma base de I sobre K.

De v invertivel em F'G segue que a matriz B = (0" (zg))o<ij<2 € invertivel em

C3(F). Logo a aplicagao F-linear Ty : F* — F? definida por B é um isomorfismo. Entao,
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para todo A € F, existe (Ao, A, \2) € F? tal que (\,0(N\),0%(N\)) = Tg(Ao, A1, A2). Disto

decorre que

A= >Nz (Te) (A o(A), 0’ (V) = (Mo, Ar, Aa).

0<i<2

Por outro lado (Tg)™! = Tg-1 e se yi1,¥s,y3 € F formam a primeira coluna de B~

pode ser visto facilmente que B~! = (07 (y;))o<ij<2- Logo obtemos

Ai = Z ol (\y;) € FEUFIR) — K paratodo 0<i<2.

0<j<2

Isto mostra que zy, 21, 22 geram F' como K-espago vetorial e portanto constituem uma

base. O

Embora seja de costume que toda extensao galoisiana finita de um corpo qualquer
possui base normal, enfatizaremos esse resultado no caso especifico das extensoes ctibicas

ciclicas, com uma demonstracao bastante elementar, fazendo uso do Teorema 2.4.

Teorema P.2. Toda extensao cubica ciclica de K possui base normal.

Demonstragao. Sejam F' uma extensao cubica ciclica de K e ¢ um gerador do grupo
Gal(F|K).

Devemos mostrar que existe z € F tal que {z; = ¢'(z) | 0 < i < 2} é base de F
sobre K. Conforme o Lema P.1 é suficiente encontrar z € F tal que (0°77(2))o<; j<2 é uma
matriz invertivel. ,

Observemos que det(0"1(2))o<;j<2 = 3Npk(2) — Tpix(2°), onde Npjx = Hai

i=0
denota a norma de F' sobre K. Desde que

Trx(2°) = 3Npik (2) = Tri (2)[Trix (22) — Trix (20(2))]

TF|K(Z2) = TF|K(Z)2 — QTF‘K(ZU(Z))



Bases Normais 6

obtemos

det(0"7(2))o<ij<2 = Trix (2)[3Tr 1k (20(2)) — Trix (2)°].

KX
Por outro lado, pelo Teorema 2.4 existe « € F tal que F = K(«a) ~ (J[” )1, com
k
k= —TF‘K(Oé> 7& 0. Entao
fi= X2+ kX2 = (k+3)X +1=(X —a)(X —0(a))(X — o?(a)),
donde segue-se que  Tpg(ao(a)) = —(k +3) e portanto, pelo Lema 2.1 (ii) temos
Trik(a)? = 3Tr ik (ao(a)) = k* 4+ 3k + 9 # 0. Portanto basta tomar z = a. O

Uma base normal {zo, 21, 22} de uma extensao cibica ciclica F'|K é dita auto-dual se
ela for sua prépria dual em relacao a forma traco T : F' — K, isto é, se Tpig(20) =1 e

TF|K(ZZ'ZJ') = 0.

Teorema P.3. Toda extensao cubica ciclica de K possui uma base normal auto-dual.

Demonstragao. Sejam F' uma extensao cubica ciclica de K e ¢ um gerador do grupo
G = Gal(F|K).

Por Teorema P.2 existe z € F tal que {z; = 0%(2) | 0 < i < 2} é uma base normal
de F sobre K. Entao, pelo Lema P.1 o elemento v = 2y + 2102 + 290 é invertivel em FG
e o(v) =wvo.

Consideremos agora o elemento v = v '(v) = vy + v10% + 150, onde | : KG — KG
é o isomorfismo de K-dlgebras dado por I(c7) = o77. Note que [ é uma involucao , isto ¢,

[=' = 1. Note também que v ¢ invertivel em F'G. Ainda,

e portanto o(v) = vo.
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Isto mostra, conforme Lema P.1, que v; = o' (1) e que {1y, 11, v} é uma base normal
de F sobre K.

Finalmente de

TF|K(V3> + TF‘K<V01/1)O'2 + TF|K(VOV1>O' = VZ(V)

obtemos
Trix(g) =1 e  Tpr(vr)=0.
Entao Trix(10)? = Trix (15) + 2T p i (vor1) = 1 e portanto Trix(vy) = £1 (resp. 1)
se a caracteristica de K é distinta de 2 (resp. 2). Portanto {vg, vy, 10} ou {—vy, —11, —1n} é

a base normal auto-dual pretendida. O

Observacao P.4. Conforme o Teorema 2.4 do Capitulo 1, em toda extensao cubica ciclica
F de K existe um elemento « tal que F' = K(«), com k = —=Tpx(a) # 0 e cujo polinomio
minimo sobre K é f;. Na demonstracao do Teorema P.2 vimos que esse mesmo elemento gera
uma base normal de F' sobre K. Aplicando agora a este elemento « o algoritmo desenvolvido
no Teorema P.3 para construir uma base normal auto-dual a partir de uma base normal,
obtemos a base normal auto-dual {z,0(2),0?%(2)}, com z = 1(30z2 + 2ka — (k + 3)), com

d
d = k? + 3k + 9, onde o denota um gerador do grupo Gal(F|K).

Proposicao P.5. Sejam F uma extensdao cibica ciclica de K e {zg, 21, 20} uma base normal

auto-dual de F sobre K. Entao existem elementos t1,to € K tais que
ty+ty = 3(t] + tita + t3),

Zg = (1 —t1 —to)zo + t121 + ta2s,

2021 = t120 + tozy — (t1 + t2) 2.
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Demonstracao. A multiplicagdo por 2y determina uma operador K-linear de F', cuja

. ~ < , To S0 S1
matriz em relagdo a base Z = {zg, 21, 22} é dada por (g 51 ;(2)) onde 22 = rozo + r121 + 229

€ 2021 = So20 + $121 + S225. Como a base Z é normal auto-dual obtemos

20 21 29 ro So Si 20 22 21 zg 0 0
2o 29 21 ry S1 So 21 20 22| =10 2z 0
21 2y 2o Te Sg  Sp 29 21 2o 0 0 =z
e conseqientemente
ro So S1 20 29 21 z 0 O 20 21 %o
rn ST So |l =1z 2 2o 0 2z O Zo 2o 21
re SS9 Sp Zo 21 %o 0 0 =z 21 Z9 2o
ou
ro So S1 Trix(z3)  Trr(z521) Trix(z027)
st Sse | = | Tr(2521) Trix(2021) 3Nk (20)
re S2 S Trir(2027) 3Npix(20) Trix(z521)
Sejam t; = Trr(2521) e to = Trix(2027). De Trx(20)Trix(2021) = 0 obte-
mos 3Npjk(20) = —t1 — ta.
De Tpik(z0)® =1 obtemos Tri(z5) =1 —3(t1 + t2) — 6Npr(20) = 1 — 1 — to.
Assim,

Zg (1 — tl — tQ)ZO + t1z1 + t222 (& Z0R%1 — t1z0 + tQZl — (tl + tQ)ZQ

Finalmente de (2021)22 = 29(2122) obtemos t1 + to = 3(t% + t1ty + t3). O



Capitulo 1

Extensoes Cubicas Ciclicas

1 Descricao de extensoes ciibicas ciclicas - via o uso de

raiz da unidade

Nesta secao K denota um corpo de caracteristica distinta de 3 que nao possui raiz
cubica primitiva da unidade.

Comecamos por observar que toda extensao ctibica ciclica de K pode ser imersa
em uma extensao ciclica de grau 6 de K. Para tanto consideremos o corpo K’ = K((),
onde ¢ denota uma raiz ciibica primitiva da unidade em algum fecho algébrico K de K.
Como ¢ sabido K’|K ¢é uma extensdo quadrética , cujo gerador 7 do grupo Gal(K'|K) é
dado por 7 : ¢ — (?. Agora, sejam F|K uma extensao ctibica ciclica e F' = F((). E
imediato ver que F'|K é uma extensao de grau 6 que contém K’ e corpo de raizes de
um polinémio separavel sobre K, ou seja, F'|K é uma extensao galoisiana . Como F|K
é extensao cubica ciclica, o subgrupo de Gal(F'|K) gerado pelo F-automorfismo 7/ de F’
induzido por 7 ¢é necessariamente normal e, por conseqiiéncia, Gal(F'|K) é ciclico. Além
disso F'|K' é uma extensdo ctibica ciclica e (F')<"> = F ¢ a tinica extensdo ctibica ciclica
de K contida em F".

Notem que para o nosso propoésito poderiamos ter considerado uma extensao qua-

dratica qualquer de K. A escolha de K’ é conveniente pois nos permitird o uso da Teoria

9



Descricao de extensoes cubicas ciclicas - via o uso de raiz da unidade 10

de Kummer ([7], Ch.2, §7) para obtermos uma boa descricdo da extensdo cibica ciclica
F'|K’, assim como da extensao ciclica F'|K e, por conseqiiéncia, da extensao F'|K, conforme
veremos nos resultados a seguir.

No que segue denotaremos por Tx/ i (A) = A+X e Nir i (A) = A\ as correspondentes
aplicaces traco e norma de K’ sobre K, onde A = 7()\), para todo A\ € K’. O grupo
multiplicativo dos elementos nao nulos de um corpo L qualquer, tanto nesta como nas demais

secoes, serd sempre denotado por L*.

Proposicao 1.1. Seja F' O K' uma extensao de grau 6 de K. Entao F'|K é uma extensao

ciclica se e somente se F' = K'(3) com 3°> = 620, onde § € K™ e 626 ndo é um cubo em K'.

Demonstragao. Suponha que F'|K é uma extensao ciclica de grau 6 e sejam o e T 0s
geradores de Gal(F'|K) de ordem 3 e 2 respectivamente. Note que 7 restrito a K’ é o
gerador de Gal(K'|K') conforme descrito acima. Pela teoria de Kummer aplicada ao corpo
K’ temos que F' = K'(3) onde 3° = a € K*, a ¢ (K™)? e 0(3) = (3. Desde que 0 e T

comutam entre si obtemos

Q
pul
=

Il

\}
N
=

Il
pu
o~
=

Il
pui
o
pui
=

Il
T~
~
=

Se r = [7(0) entao

Portanto r € K. E,
P = (Br(8))° = B°7(6)° = B°1(5°) = ar(a) = N/ k().

(67 -
Se colocarmos § = — entao
r

NK’|K(O4) . T

Niexe(9) = Ngr i (r) r?
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575 — e _ N i () _or 5

r2r 73 r3

e assim F’ estd na forma exigida.
Reciprocamente, suponha que § € K™ e 620 ¢ (K’*)3. Entdao F' = K'(8) onde

(% = 420 é uma extensdo ciibica de K’ cujo grupo de Galois é gerado por o com () = (3.
Se 5 — Ngr i (6)
g

entao

o NK_K@)) _ Niew(® (09 _ 8 o
B —< 5 =m0 =T(0%),

Isto nos permite estender o K-automorfismo 7 de K’ a um K-automorfismo de F’ via

7(6) = 3. Como

entao 7 tem ordem 2. Igualmente,

ro(8) = 7(¢B) = 7(C)r(8) = CF = CNK’;‘(‘” — o

Nicrix (9)
g

) = o7 (P),

e dai vemos que ¢ e 7 comutam. Como o tem ordem 3, entao a extensdo F'|K é ciclica de

grau 6. E assim completamos a demonstragao. 0

Agora para cada § € K™ seja Fy = K'(3) com (3° = §%5. Se 626 ¢ (K')? entdo
Fj|K contém uma subextensao cibica ciclica Fs|K. De fato, pela Proposicao 1.1, Fj|K é
uma extensao ciclica de grau 6 e, pelos comentérios anteriores, Fj|K contém uma tnica

extensao cibica ciclica de K. A seguinte proposicao identifica as extensoes ctibicas ciclicas

de K.

Proposigao 1.2. Se 620 ¢ (K™)? entio Fs = K(0), onde 0 € Fs tem polinémio minimo
fg = X3 - 3NK/‘K(5)X - NK’\K(5)TK’|K(5) sobre K.
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Demonstragao. Primeiramente note que F; = (F})™”, onde 7 € Gal(F}|K) é o tinico
elemento de ordem 2. Consideremos agora § = 4 7(3) € Fj. Claramente 6 € Fj e, por
conseguinte, Fy O K (6). Por outro lado, ¢ facil ver que X? — X + Nk x(d) é o polindmio
minimo de 3 sobre K (6). Logo, [F} : K(0)] = 2 = [F} : Fs] e conseqiientemente K (0) = Fj.

Disto decorre que o polinémio minimo de 6 sobre K tem grau [Fs : K| = 3. Por outro lado,

0> = (B+7(8))°
= B +7(8)7° +367(8)(B8 +7(8))
= 620+ 7(6%0) + 3Ny (8)0
= 025+ 026 + 3N (6)0
= Nk (0)Tg i (0) + 3Nk k(9)6.
e portanto

‘93 - 3NK’|K(5)6 - NK/‘K((S)TKqK(a) = 0,

de onde segue-se que X? — 3N/ x(8)X — N (0) Tk i (6) € K[X] é o polindmio minimo

de 6 sobre K. Isto conclui a demonstracao. 0

A proposicao seguinte mnos da uma descricao das raizes do polinémio

ou, em outras palavras, descreve a agao do gerador o do grupo Gal(F}|K') sobre o subcorpo
K(0). Note que a restrigao do K-automorfismo ¢ ao subcorpo Fs = K(#) é o gerador do

grupo Gal(Fs|K), o qual também denotaremos por o.
Proposicdo 1.3. Sed = a+b( € K' com §%5 ¢ (K™)? eo € Gal(F}|K') é tal que o : 3+ (f3

entao b e K* ¢
[0° — af — 2Nger 1 (0)] (1.1)
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Demonstragdo. Desde que 625 ¢ (K™)® necessariamente b # 0. Agora,

0 =5+ 7(B) € Fs temos

0 = (5+7(5)
= B +7(8)?+267(8)
- 62+T(ﬁ2)+2NKV|K(5).

De /3 = 625 obtemos

6% 520
-~ = - Ngng (6
Por outro lado, 7(§20) = (525, 06 = Nk (6) e 7(8) = %() Logo,

. 5NK’|K(6) SNK/|K<5)
)

Como 6 = a + b(, temos

QQ +2NK’|K(5> 257'(6) +gﬂ+2NK/‘K(6).

02 = (a+b0)7(3) + (a+bC)B + 2Nk (8)
= ar(3) + (T (3) + af + b(B + 2Nk (6)
— a(7(8) + B) + b(CT(8) + (B) + 2Nicy (6)
= ab + bo(0) + 2Nk k(0).
Portanto,

o(0) = %[92 — 4B — 2Ny (5)].

dado

Finalmente, como o coeficiente do termo em X? do polindmio minimo de # sobre K é nulo,

entao o2(0) +o(f)+0=0¢e

a2(0) = —0—0o(0)

1

_ 5[_82 + (a =)0 + 2Ny (0)],

o que conclui a demonstracao.

Do que vimos acima, as extensoes cubicas ciclicas de K sao todas do tipo

K[X]

b=

, com § € K™ tal que 6%6 ¢ (K™)®.
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Contudo esta é uma descricao que para ser executavel requer determinar os elemen-
tos 0 € K’ que satisfaz a condicdo 620 ¢ (K™)3, a qual é eqiiivalente & irredutibilidade do
polindmio fs sobre K.

Na sequéncia buscaremos encontrar elementos 9 € K’ “convenientemente mais
simples” e que descrevam a mesma extensao Fs. O objetivo aqui é demonstrar, como

uma conseqiiencia imediata dos resultados até agora obtidos, que a extensao Fj é do tipo

K[X]
M=

esta é uma forma mais simples de descrever as extensoes cubicas ciclicas de K. Para tanto

, com f, = X?+ kX? — (k+ 3)X + 1 para algum k € K. Aparentemente

necessitamos antes de um critério que nos permita decidir quando dois elementos de K™,
do tipo acima descrito, determinam a mesma extensao cubica ciclica de K. Novamente a

Teoria de Kummer nos d& a resposta desejada, conforme veremos na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.4.

(i) Se § € K™ entdo 620 € um cubo em K' se e somente se § € K*(K™)3.
J )
(ii) Dados 4,8 € K"\K*(K"™)?, Fs = Fs se e somente se 5 € K*(K™)? ou 5 € K*(K™).
Demonstragao.

(i) Se 6%5 € (K™)® entdao 0?0 = n° para algum 7 € K™ e, conseqiientemente,
6 = Ngi(6)~'® € K*(K™)3. Reciprocamente, se 6 = rn®, com r € K* e n € K™
entdo 6°5 = (rif’)*(ri?) = r*iy* = (r’m)* € (K™)°.

(ii) Claramente Fj = Fy se e somente se Fj = Fj, ou, pela teoria de Kummer, se e
520 . N S\ (¢ .
somente se W € (K™)3. Mas por (i) 5%) = (§> (5) € (K™*)® se e

somente se g € K*(K™)3. Similarmente, (628)(628') = (60")2(60') € (K™)? se e

J
somente se 60’ € K*(K™)? se e somente se 5= Ny (8) 7168 € K*(K™)°. O

A Proposicao 1.4 nos permite agora obter o teorema seguinte, o qual é o principal

resultado desta secgao.
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Teorema 1.5. Toda extensao cubica ciclica de K € do tipo Fp = K[X]/(fx), onde

3
— 1
fro = X34+ kX2 —(k+3)X+1, comk € K tal que k # %, para todo N € K, X # 0, 1.

Além disso, o discriminante de fy é (k*+3k+9)* e o gerador o do grupo Gal(Fy|K) é dado
poro(z) =2*+kr—(k+2) ouo(x)=—2>— (k+ 1)z +2, onde x = X + (fz).

Demonstragao. Seja F|K uma extensao cubica ciclica. Entao, conforme as Proposigoes
l.1el2, F=Fs;=K(), com § =a+b{ € K™ satisfazendo 626 ¢ (K'*)® e com 6 tendo

fs = X? = 3Nk k(0)X — Ngr i (6) Tk (0) como polindmio minimo sobre K. Claramente
k- 3
b # 0 e, por Proposicao 1.4, Fs = F,-15. Logo podemos supor que § = —§+(, com k = _?a.

Desta forma temos

1 1
T () = =32k +3),  Niee(9) = 5 (K + 3k +9)

1 1
fs=X°%— §(k2 + 3k +9)X + 2—7(%3 + 9k% + 27k + 27).

Agora, substituindo 6 por ; =0 — g obtemos
Fs=K0) e fi=X"+kX*—(k+3)X+1

como polinomio minimo de #; sobre K. A irredutibilidade de fj sobre K implica necessaria-
N =3\ +1

A - A2 )
que o(0) = 6%+ 59 — §(k:2 +3k+9) e por conseguinte o(6;) = 0? + kO, — (k +2). Da mesma

mente k # para todo A € K, A\ # 0,1. Finalmente decorre da Proposicao 1.3

forma obtemos o%(6;) = —60% — (k + 1)6; + 2, o que conclui a demonstragao. O
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2 Descricao de extensoes ciibicas ciclicas - sem o uso

de raiz da unidade

O proposito desta secao é dar uma descricao bem mais elementar, para toda extensao
cubica ciclica de K idéntica aquela estabelecida no Teorema 1.5, porém, sem recorrer ao uso
de raiz cibica primitiva da unidade e nem a Teoria de Kummer .

Nesta secao assumiremos que K é um corpo qualquer sem nenhuma restricao adi-
cional. Comegaremos com o lema abaixo, cuja demonstracao pode ser verificada facilmente

por célculo direto. Como é usual também nesta secdo K denotard um fecho algébrico de K.

Lema 2.1. Sejam k € K, fy = X3+ kX? — (k+3)X +1 € K[X] e a € K uma raiz de fy.

1 a—1
€ Qg =
11—« e’

Entao o # 0,1 e se g =, ay = temos:

(i) fr= (X —ao)(X —a)(X — as) em K[X],
(11) (Oég — Ozl)((l/o — 042)(011 - leg) = —(k’2 + 3k + 9),

iii) se a caracteristica de K ¢é distinta de 3 (resp. igual a 3) a; — a; = 0, para algum 1 # 7,
J

se e somente se 3 ¢ uma raiz cubica primitiva da unidade (resp. k =0) se e somente

se frr = (X + g)g’ (resp. (X +1)3),

M —32+1

(iv) fx € redutivel sobre K se e somente se k = Y

, para algum A € K\{0,1}. O

O seguinte coroldrio ¢ uma conseqiiéncia imediata dos itens (i), (ii) e (iii) do

Lema 2.1.

Coroldrio 2.2. Assuma que f, ¢ irredutivel em K[X] e seja a € K uma raiz de f),. Entdo

K(a) é uma extensao cubica ciclica de K e o gerador o do grupo Gal(K(«)|K) é dado por
(@) = 1= ouola) = 0
o(a) = 7——ouo(a) = —.
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Reciprocamente temos o seguinte teorema.

K[X]

Teorema 2.3. Toda extensao cubica ciclica de K € do tipo Fy, = W, para algum k € K
k

A —3A+1 L o .

tal que k # e v bara todo A\ € K\{0,1}. Além disso, o discriminante de fj €

(k* + 3k + 9)? e o gerador o do grupo Gal(F},|K) € dado por o(z) = 2* + kx — (k +2) ou
o(x)=—a2?>—(k+ 1)z +2, onde x = X + (f3).

Demonstracao. Seja F uma extensao cubica ciclica de K e considere a forma traco
Trik : F — K dada por Tpigx : 2 — z+ o(z) + 0?(2), para todo z € F. Da separabili-
dade de F' sobre K decorre que Ty é sobrejetivo e portanto F' = K € Ker(Tpx). Logo

dimg Ker(Tpk) = 2. Seja {u,v} C Ker(Tpx) uma base de Ker(Tp|x) sobre K.
2
Para cada 0 # y € Ker(Tpk) considere oy, = 1+ oY) = -2 (y) E facil ver
Y (Y
que o, € K se e somente se 042 —ay + 1 = 0 e conseqiientemente Oéz + 1 = 0. Entao, se

a caracteristica de K for 3 (resp. distinta de 3), o, € K se e somente se o, = —1 (resp.
—qy, é uma rafz cibica primitiva da unidade). Além disso, para quaisquer dois elementos
nao nulos y, 2z € Ker(Tpk), oy = @, se e somente se z = Ay, para algum A € K. Agora é
facil ver que pelo menos um dos elementos «,,, a,, a, 1, ndo pertence a K, qualquer que seja
a caracteristica de K.

Disto concluimos entdo que sempre existe ye& Ker(Tpk), y#0, tal que
a=o, ¢ K.

Seja k = =Tk (a). Agora é imediato verificar, por calculo direto, que

(X —a)(X = o(@))(X = o*()) = [,

1 -1

o(a) = = —o?—(k+1)a+2 e o*(a) = el o +ka—(k+2). O discriminante de
-« !

fx igual a (k% 4+ 3k + 9)? é uma conseqiiéncia do Lema 2.1 (ii). Desde que a@ ¢ K, f; é o

polinémio minimo de « sobre K e F' = K(«a), o que conclui a demonstragao. O

E importante observar que o clemento k = —Tp () construido na demonstra-

¢ao do teorema acima nao é necessariamente nao nulo. Este é o caso, por exemplo, em

X
F—<X3ng)g+1),coma—X+(X3—3X—|—1).
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No que segue mostraremos que ¢ sempre possivel escolher a € F' tal que

F=K(a)~ I((}g] = Fj, com k = =Ty (a) # 0.

Teorema 2.4. Sejam F' uma extensao cubica ciclica de K e o um gerador do grupo Gal(F|K).
Entao existe o € F tal que F = K(a), k = =Tpg(a) # 0 e fi € o seu polinomio minimo

sobre K.

Demonstragao. Ja sabemos, pelo Teorema 2.3, que existe u € F' tal que F' = K(u), cujo
polindmio minimo sobre K é do tipo f;, para algum [ € K. Obviamente, se [ # 0 nada ha
a demonstrar. Este é o caso (necessariamente) quando a caracteristica de K é 3 (veja Lema
2.1).

Suponhamos entao que [ = 0. Logo a caracteristica de K é necessariamente distinta
de 3, u> =3u—1, o(u) = u®> — 2 e 0*(u) = —u? — u + 2. Mais ainda, é imediato verificar
que todo elemento do Ker(Tpx) é(df; forma au + bo(u), com a,b € K.

o

u
Mostremos que a = 1 + —— ¢ Ker(Trx). De fato, se existem a,b € K tais que
u

a = au + bo(u) entdo
u+o(u) = au® + buo(u) = alo(u) + 2) + blu — 1)

ou

u+o(u) = (2a —b) + bu + ao(u).

Como u, o(u) € Ker(Trx) e sao linearmente independentes sobre K e 3 # 0 em K
segue que a =b=1e0=2a—b=1, o que é um absurdo.

Portanto Tk (a) # 0. Da independéncia linear de 1, u, u? sobre K decorre trivial-
mente que o ¢ K e por conseguinte F' = K(«) e fi, com k = —Tpx(a), é o polinomio
minimo de « sobre K, conforme os mesmos argumentos ja vistos na demonstracao do teorema

anterior. 0

Se F' é uma extensao cubica ciclica de K e ¢ denota um gerador do grupo Gal(F|K),

uma base de F' sobre K do tipo {z, o(z), 0?(z)}, para algum 2z € F, é chamada uma base



Cap.1 Extensoes Cibicas Ciclicas 19

normal de F' sobre K e o elemento z é chamado gerador de uma base normal de F' sobre K.
De acordo com o Lema P.1 do Apéndice, o elemento o € F tal que F' = K(a) e Tpix(a) # 0,
construido no Teorema 2.4 acima é um exemplo de elemento primitivo de uma extensao que
ao mesmo tempo gera uma base normal dessa extensao (veja Teorema P.2 das Preliminares).
Em geral isso nao ocorre.

Para encerrar esta segao reapresentaremos a descricao de extensoes ctibicas ciclicas
conforme a Teoria de Kummer (resp. Artin-Schreier) como uma conseqiiéncia imediata dos
resultados acima obtidos.

Como ¢ sabido, na Teoria de Kummer (resp. Artin-Schreier) o corpo base K ¢é
assumido possuir raiz cibica primitiva da unidade (resp. caracteristica 3) e as extensoes
cubicas ciclicas de K sao descritas em funcao de um polindomio cibico
do tipo X? —a (resp. X® — X —b), com a € K*\(K*)? (vesp. b € K\{z® —z | z € K}).

Na descrigdo que daremos a seguir apresentaremos esse elemento a (resp. b) em fungao de
N —3x+1
A— A2

A € K\{0,1}. De uma certa forma esse resultado unifica aquelas duas teorias.

um mesmo parametro k € K sujeito a uma unica restrigao: k # 0, , para todo

Teorema 2.5.

(i) [Kummer] Suponhamos que a caracteristica de K € distinta de 3 e K possui uma
raiz cubica primitiva ¢ da unidade. Se F' é uma extensdo cubica ciclica de K entdo
K[X] A —3A+1

—_— k) = (3¢ —k)(k*+3k+9) ek # 0, —————

(X3 — a(k))’ com a(k) (3¢ J(E* +3k+9) ek #0, SV

para todo A € K\{0,1}. E, neste caso, se o € um gerador do grupo Gal(F|K) entdo

o(x) = Cx ouo(x) =%z, onde v = X + (X3 — a(k)).

F € do tipo

(ii) [Artin-Schreier]| Se a caracteristica de K € igual a 3 e F' € uma extensao cibica
K[X] 1 AN —3x+1
bk)=— ek #0, ———

= x o) R = e kA0 T

para todo A € K\{0,1}. E, neste caso, se o é um gerador do grupo Gal(F|K) entdo
ox)=x+1ouoc(z)=2+2, ondex =X + (X3 — X —b(k)).

ciclica de K entao F € do tipo

Demonstragao. Se F' é uma extensao ctubica ciclica de K entao, conforme Teorema 2.4,

existe a € F tal que F' = K(«a), k = =Tp k() # 0 e cujo polinémio minimo sobre K ¢é f;.
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A —3N+1 a—1 1
oz para todo A € K\{0,1}, o(a) = ——eo () = T

Na seqiiencia Npjx : F' — K denota a aplicagdao norma de [ sobre K definida

E, por Lema 2.1, k #

por Npk(z) = zo(x)o?(x), para todo = € F.

(i) A caracteristica de K ¢ distinta de 3 e ( € K é uma raiz cibica primitiva da unidade.
Seja z = a + (o2(a) + C2o(a). E imediato verificar que o(z) = Cz e 02(2) = (2.

Portanto z ¢ K e por conseguinte F' = K (z). Finalmente, de
2% = TF|K(a3) + 6Npr(a) + 3C2TF|K(0420(04)) + 3<TF‘K(CKO'(05)2),

Tri(o’) = —k(k*+3k+9) =3,  Npg(a) =—1,
Trig(a®o(a)) =k*+3k+6 e  Tpxlac(a)?) = -3

obtemos 2* = a(k), com a(k) = (3¢* — k)(k* + 3k + 9).
1 ,
(ii) A caracteristica de K ¢é 3. Seja z = E(a —o(«)). E imediato que

Te(z) =0, Trx(zo(z) = -1 e NFK(Z):%

3 r 1 9 1 B
Portanto z° —z — 7= 0. Deo(z) = E(a(a) -0 () = E(U(a)+k+oz+a(oz)) =z+1

decorre que z ¢ K e portanto F' = K(z). 0
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3 Descricao de extensoes cubicas ciclicas racionais -

uma versao geométrica

O propdsito nesta secao € apresentar, via a trigonometria, os aspectos geométricos
que dao origem a uma extensao cubica ciclica racional. Em toda esta secao o corpo K ¢é
assumido ser o corpo QQ dos numeros racionais. Portanto toda extensao cubica ciclica racional
aqui considerada é, conforme a literatura, o corpo de raizes F' C R de um polinomio ctibico
a coeficientes racionais e cujo discriminante é um quadrado racional ([10], Theorem 78).

Conforme veremos na seqiiéncia, toda extensao ctbica ciclica F' de Q é do tipo
F = Q(a) com a qualquer um dos cossenos dos angulos v;, 0 < j < 2, tais que os trés
pontos €% do circulo unitdrio S = {z € C | |z| = 1} determinam um triangulo eqiiilatero.
E também veremos que um triangulo com vértices (7e?, 0 < j < 2, onde ( € C é uma raiz
cubica primitiva da unidade, corresponde a uma extensao cubica ciclica de Q se v # 0,7
e para ' = 37 os cossenos dos trés angulos [' + j 2% sao numeros racionais. Mais ainda,
todos os angulos I' satisfazendo essa condigao serao explicitamente descritos em termos de
elementos de Z[(] .

Q[X]

Teorema 3.1. Toda extensao cubica ciclica F de Q é do tipo F = ——, com

(f)
R
f=X3—-3X —a, para algum a € Q. Além disso, existe I' € 37 tal que a = 2cos(I") e
7r

I 27
2 — 4+ j—
cos(5 + i),

com 0 < j <2, sao todas as raizes de f.
Demonstragao. Seja o um gerador do grupo Gal(F|Q). Conforme Teorema P.3 das Pre-
liminares, existem elementos zy = 2, 21 = 0(2), e 2z = 0%(z) em F tais que 29+ 21 + 20 = 1
e 2021 + 2120+ 2220 = 0. Entao se ¢ = 292129 temos (X — 2z0)(X —21)(X —20) = X3 - X% —c.
Tomando o = 32 — 1 € F vemos que % é raiz do polinomio X3 — §X — 237 —c.
Logo « é raiz do polinomio f = X3 —3X — a, com a = 2 + 27c. Desde que a ¢ Q entao
F =Q(a) e f é o seu polinémio minimo sobre Q.
Por outro lado, o discriminante do polinémio f é dado pelo determinante da matriz

(Trio(at7))o<; j<2. Calculando esse determinante vemos que ele é igual a 27(4 — a?) e desde
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que ele é um quadrado nao nulo em Q, pois F|Q é cubica ciclica ([10], Theorem 78), entao

2

. a a ~
necessariamente a* < 4 ou ]§| < 1. Agora, tomando I' = arccos(=) e usando a relagao

r r r 2
trigonométrica 2 cos(I') = (2 cos(g))?’ —3(2 cos(g)) vemos que 2 cos(g —|—j§) € R sdo todas

as raizes de f, obviamente em F' pois a é uma delas. O

Para a segunda parte do nosso propdsito nesta secao, conforme anunciado acima,
necessitamos de alguma preparacao preliminar. Observamos que os resultados auxiliares, que
apresentaremos a seguir, sao validos mais geralmente para anéis comutativos com elemento
identidade quaisquer, conforme pode ser visto, por exemplo, em [5], [9] e [12].

Sejam G um grupo ciclico de ordem 3 e gerador o, QG a correspondente algebra
de grupo racional e W(Q) = {v € QG| vi(v) = 1}, onde [ : QG — QG é o isomorfismo de
Q-4lgebras dado por [(d7)
das unidades de QG.

o~J. Claramente W (Q) ¢ um subgrupo do grupo multiplicativo

Lema 3.2. Sejam v = vy + vi0% + 190 € QG, t1(v) = V3v; + Vivg + Vi e ta(v) =

VeU? + V13 + vaui. Se v € W(Q) entdo ty(v) + ta(v) = 3(t1 (V)% + t1(v)ta(v) + ta(v)?).

Demonstragao. Comecemos por observar que se v € W(Q), entao da relagao vi(v) =1

decorre que Z v, =1e Z ViVi41(mod3) = 0. Conseqiientemente de

0<i<2 0<i<2
( Z vi)( Z ViVit1(mod3)) =0 e ( Z vi)’ =1
0<i<2 0<i<2 0<i<2

obtemos

t1(v) + ta(v) = —3vgv1vy e Z vl =1—t(v) — ta(v),
respectivamente. Além disso,

t1(V)ta(v) = (vivy + vivy + vavg) (VUi 4 V1vs + VaU)
= 3vjvivs + veu Ue (Vs + UF + U + (vgu} 4+ vivs + vivg)

3., .3 .3 3,3, .33 33
= VoU1U2 (U + U} + U5 + 3uguive) + (Vjuy + vgus 4+ vivs)

= 2 (0) + )L~ 2A2(0) + 12(0))] + (e} + vl + o).
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E de
vavd = —vdv? (vug + Vi) = —vivivg — vivivs,
vpvs = —vRva (vouy + V11s) = —ViUVs — Vi U3,
vl = —v?v3 (vur + Vo) = —vUivs — vUius,
obtemos
VUi 4+ vivs + Vvl = —vpuive[(vivr + Vive + vivg) + (Vevs + V15 + Vav)]
1
= g(tl(v) +19(v))?.
Conseqiientemente,
1 2
ti(v)t2(v) = =5 (t1(v) + (V) + (82 (V) + t2(v))
e finalmente
3(t1 (V)2 + 1 (V) (V) + ta(V)?) = 3(t1 (V) + ta(v))? — 3ty (V)2 (V)
= t1(v) + t2(v).
E assim completamos a demonstracao. O
Consideremos a aplicagao 7 : QG — Q x Q dada por 7(v) = (t;(v),t2(v)), onde

2 2 2 2 2 2
t1(v) = vgvr + vive + ViU e ta(v) = vov] + v1v; + Vv,

para todo v = vy + vi02 + ve0 € QG.

Pelo Lema 3.2 a restricio de 7 a W(Q) induz uma aplicagao

™ W(Q) — C(Q) := {(t1,t2) € Q x Q |ty +ty = 3(t3 + ity + 12)}.

Observemos que C(Q) tem uma estrutura de grupo abeliano, induzida pela 7*, cuja operagao

¢ dada por

(tl, tg) * (81, SQ) = (Ul, Ug)
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com

U = tl + 851 — 6t181 — 3t182 — 3t281 + 3t282

Uo = t2 + So — 6t252 — 3t281 — 3t182 + 3t1$1.

Vé-se claramente que o par (0,0) é o elemento neutro e que (t1,t2)"" = (t2,¢1) é o inverso
para operacao “x”. Além disso, também pode-se ver que 7% é um homomorfismo de grupos .
E desde que 7*(1 — 3(t1 + t2) + 3t10% + 3ta0) = (t1, t2) para todo par (t1,t2) € C(Q),

vemos também que 7* é sobrejetivo. Com isto demonstramos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.3. A aplicagio 7 : W(Q) — C(Q) conforme definidos acima é um epimor-
fismo de grupos. O

Para o que se segue denotaremos S(Q) = Q[¢] () S* , onde ¢ € C ¢ uma raiz ctibica
primitiva da unidade. Note que Ngjjg(a + b¢) = |a + b(|?, para todo a,b € Q. Logo
S(Q) ={r € Q[¢] | Ngye(r) = 1}.

Definimos uma aplicagao x : QG — QI[¢] dada por x( Z ajoc”t) = Z a;(" a

0<i<2 0<i<2
qual é claramente um homomorfismo de anéis . Mais ainda, se v € W(Q) entao x(v) € S(Q).

Logo a restri¢ao de y a W(Q) induz um homomorfismo de grupos x* : W(Q) — S(Q), dada
por X*(Ag + A0 + Xeo) = (Mg — A1) + (A2 — A\1)¢. Essa aplicagao é claramente injetiva e
se a + b € S(Q) entao w = %[(1+2a—b)+(1—a—b)02+(1—a+26)0] € W(Q) e
X*(w) = a+ b, ou seja, x* é de fato um isomorfismo de grupos . Com isto demonstramos

a seguinte proposicao.

Proposigao 3.4. A aplicagio x* : W(Q) — S(Q) tal que x*(No + Mo + Mgo) =

(Mo — A1) + (A2 — A\1)C € um isomorfismo de grupos. 0

A semelhanca do caso de corpos, adotaremos também a notagao R* para indicar o
conjunto dos elementos nao nulos de um anel comutativo R qualquer, mesmo que R nao seja

um corpo.
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No que se seguird o particular anel R que consideraremos é o anel Z[(]. Note que
Z[C]*, com a multiplicagao induzida de Z[(], é um mondide comutativo cancelativo , isto é,
Z[C]* é fechado para a multiplicacdo de Z[(], a qual é associativa, comutativa e para a qual
vale a lei do cancelamento e 1 =1+ 0¢ € Z[(]*.

Sobre esse mondide definimos a seguinte relacao de eqiiivaléncia : (a+b¢) ~ (c+d()
se e somente se existem A\, N € Z* tais que A(a + b() = N(c + d¢), quaisquer que sejam

a,b,c,d e 7.

Z[¢]*
Z*

pelos elementos v € Z[(]*. Esse conjunto V' tem naturalmente uma estrutura de grupo

Denotamos por V = o conjunto das classes de equivaléncia [v] representadas

*

comutativo induzida pela multiplicacao de Z[¢]*. O elemento neutro para a multiplicagao

de V é [1] = [)], para qualquer A € Z* e se v = a + b( € Z[(]* entdao [v]™! = [v], com
7= (a—b)— bC.

Observemos agora que para todo v € Z[(]* temos

U2

02
v €QE e Ng @<—) =1,
Noiiie(v) A9\ Noge(v)
2

v
—— € 5(Q).
Nojgja(v)
Além disso v € Z* se e somente se Ngdo(v)

ou seja
v?. Isto nos permite, portanto,

definir uma aplicac¢ao ¢ : V. — S(Q), dada por [v] — , para todo v € Z[(]*, a qual

o ‘ Naie(v)
é injetiva e obviamente um homomorfismo de grupos.

Veremos que ¢ é um isomorfismo mostrando a sua sobrejetividade. Para tanto,
dado w = cos(a) + isen(a) € S(Q) ¢é suficiente encontrar z € Q[(] cujo argumento arg(z)

a
é 5 De fato, encontrado tal z, temos primeiramente v = Az € Z[(]* para algum A\ € Z*

e arg(v) = arg(z) = %. Em seguida observemos que v = Ngjqo(v) (cos(%) + isen(%))
2 2
= Ngjge(v)w. Como Ngo(w) = 1 = Ngge (—) entao
Q[CHQ(U) < <l il NQ[CHQ(U)
Noige(v) =1L e ¢([v]) = w.

a
Finalmente tomando z = 1 + w temos z € Q[(] e arg(z) = 5 Para visualizar esta

e portanto

ultima afirmagao é suficiente construir o paralelogramo de vértices 0, 1, w e 14 w. Isto

conclui a demonstragao da seguinte proposicao.
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Proposicao 3.5. A aplicagio ¢ : V — S(Q) conforme definida acima é um isomorfismo de

grupos. O

Segundo a Proposi¢ao P.5 das Preliminares, toda extensao cibica ciclica de Q de-
termina um elemento de C(Q) e portanto, pelas Proposicoes 3.3 e 3.4, um elemento de S(Q).

A reciproca veremos nos resultados seguintes.

Lema 3.6. S(Q) = {el" € S' | cos(T +j2?7r) €Q,0<j <2}

. R
Demonstragao. Se z € S(Q) entdo z = €'l = cos(I") + isen(I'), para algum I' € 5.7 ©
m

z=a+b(, com a,b € Q. Entao cos(I') = a — g € Q e desde que v/3sen(I') = %b € Q temos
também cos(I" :l:j%r) € Q. Reciprocamente, cos(I’ +j2§) € Q, paratodo 0 < 7 < 2, implica
V3sen(I') € Q. Logo ¢(vV3sen(I') € Q[¢] de onde decorre que isen(I') € Q[¢] e portanto
cos(I") 4+ isen(I") € Q[¢]. O

Teorema 3.7. Seja el € S(Q)\{%1}. Entdo

r X 25> — 25t — * .
Q(cos(g)) = o0 ng)(] — com a = ﬁ e [s+1t¢] =€,

r
Além disso Q(cos(g)) ¢ uma extensao cibica ciclica de Q.

Demonstragao. Conforme a Proposicao 3.5, se el € S(Q) existe v = s + t( € Z[(]* tal

. r
que ¢([v]) = €. Disto decorre imediatamente que Ngyo(v) = 1 e arg(v) = 5 Entao
r r r 3
s+ t¢ = COS(§) + isen(E), de onde decorre, em particular, que tg(g) = QLt Usando
S —
1 —te2(L 252 — 2st — 12
o fato de que cos(I') = r;gé; obtemos a = 2cos(I") = m Desde que, por

. r 1
hipétese, ell' # £1 entdo I' # 0,7 e conseqiientemente COS(g) # i§, 1. Por outro lado
pode-se verificar facilmente que esses sao os Unicos possiveis valores racionais que podem ser

argg(Z))’ para todo z € S(Q). Portanto cos(g) ¢ Q.

assumidos por cos(
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Agora, pelos mesmos argumentos usados no  Teorema 3.1, concluimos

que X3 —3X —a, com a = 2cos(T'), é o polinémio minimo de 2cos(§) e Q(cos(=)) =

3

Q[X]
(X3—-3X —a)
Finalmente observe que o discriminante de X?—3X —a éigual a 108—27a? = 108—

27(4 cos?(T")) = 108(1 — cos?(I')) = 108sen?(I") = (6v/3sen(T"))?. Desde que v/3sen(I') € Q

pelo Lema 3.6 , entdo o discriminante do polinomio X3 — 3X — a é um quadrado em Q e

é um corpo, obviamente extensao cubica de Q.

r
portanto Q(cos(g)) ¢ uma extensao cubica ciclica de Q. O
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4 Quando duas extensoes cubicas ciclicas sao isomor-

fas?

Na secao 1 demos uma resposta a esta questao, via a Teoria de Kummer, no caso
em que a caracteristica de K é distinta de 3. Nesta secao consideraremos o caso geral sem
qualquer restricao sobre a caracteristica de K.

Os resultados que aqui serao apresentados sao especializagoes ao caso cubico de
resultados mais gerais devidos a C. Dragos [3]. Os resultados de Dragos sao muito inter-
essantes pois sao testes efetivos que permitem dar resposta rapidamente a pergunta titulo.
Particularmente no caso ciibico, esses testes envolvem somente fatoragao de polinémios (mais
especificamente um tnico polinémio de grau 9) ou o célculo de variagoes do determinante
de Vandermonde de ordem 3.

Comecamos esta secao observando que a pergunta titulo sé tem sentido se o corpo
de base K for infinito. Recordemos que se K for finito, entdo #(K) = p" para algum primo
p e algum inteiro n > 1 e toda extensao cibica de K é necessariamente ciclica e corpo de
raizes do polinomio X" — X, Consequientemente quaisquer duas extensoes ctbicas de um
corpo finito K qualquer sao sempre isomorfas e nada ha a considerar neste caso.

Portanto, nesta secao K denotard sempre um corpo infinito. Em tudo o que se
seguird Fj, = K(a) e F; = K(f3) denotarao duas extensoes cibicas ciclicas de K e fy e f;
os respectivos polindomios minimos de « e (3 sobre K. Denotaremos igualmente por o os
geradores dos grupos Gal(Fy|K) e Gal(F}|K) respectivamente.

Sejam a; = o'(a) e 3; = 0'(f), 0 < i < 2. Como K ¢ infinito sempre existe t € K*
o; —

tal que t # 5—ﬁi,7 para quaisquer indices ¢ # i’ e j # j'.
i — By
Para um tal ¢ consideremos o polinémio H; = H (X — (a; +t55)).

0<i,j<2
Por construcao H; é claramente um polinomio com coeficientes em K e separdvel

sobre K.
O teorema seguinte nos da um efetivo teste para decidir se os parametros k e [

determinam a mesma extensao cubica ciclica de K em funcao da irredutibilidade, ou nao,
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do polinomio H; sobre K.

Antes de enunciarmos o teorema observemos que se Fj, ~ F; entao existe o/ € F
(resp. @ € Fy) tal que fu(e) = 0 (resp. fi(d) = 0) e K(o) = Fy (resp. K(3) = Fy).
Portanto para decidir quando as extensoes F}, e F} sao isomorfas é suficiente decidir quando
elas sao iguais.

Para quaisquer duas extensoes de FE e F de K denotaremos por

Algk(E, F) o conjunto dos homomorfismos de K-dlgebras de E em F.

Teorema 4.1. As extensoes cibicas ciclicas Fy, e F, sao iguais (a menos de isomorfismo) se
e somente se Hy possui um fator irredutivel de grau 3 em K[X|. Em particular, neste caso,

H; é um produto de trés fatores irredutiveis de grau 3 em K|[X].

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos que o polinomio H; tem um fator irredutivel
de grau 3 em K[X]. Por hipdtese, para cada 0 < j < 2, K(a) = K(f;). Portanto K C
K(a+t3;) C K(a). Note que #Algx (K (a), K) = [K(a) : K] =3, onde K denota um fecho
algébrico de K.

Decorre da escolha do elemento ¢t € K* que o] K(att8;) # ai/| K(attp;); Para todo
i £

Logo

3= #Ang(K(Oé>,F) S #Ang(K(Oé + tﬁj),ﬁ)
= [K(a+1t8): K] < [K(a): K] =3

e Conseqiientemente
3= #Ang(K(Oé + tﬁj),K) = [K(Oé + tﬁj) : K]

Portanto o polinémio minimo h; de o + ¢8; sobre K, que ¢ um fator irredutivel de
H; em K[X], tem grau 3. Assim temos mostrado que H; = hohyhs.
Reciprocamente, seja h € K[X] um fator irredutivel de H; de grau 3. Mostremos

que Fj = F;. Suponhamos por absurdo que nao e tomemos uma raiz o; + t3; de h. Logo,
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B; ¢ K(o;). Entao K(a;) & K(ou, ;) e para cada 0 < s < 2 existe um isomorfismo
7s ¢ K(ou, B;) = K(ay, Bj4s) tal que 7|k (a,) = idk(a,) € 7s(0;) = Bj4+s. Portanto, para cada
0 < s < 2o elemento a; + 8,45 ¢é raiz do polinomio h em K(ay, B+s) = K(oy, ;).

Por outro lado, para cada 0 < r < 2, o elemento o («; +t03;) = @iy, +t5;4+, também
é raiz do polinémio h em K(ay, 5;).

Desde que esses elementos sao todos distintos concluimos que o nimero de raizes do

polinémio h em K(a;, ;) é estritamente superior ao seu grau, o que é uma contradicao. [

Consideremos agora o seguinte determinante, o qual é nao nulo devido a separabil-

idade de F}, sobre K.

Os proximos resultados envolvem relagoes entre determinantes obtidos a partir de
A por substituicao de linhas e permutacao ciclica das mesmas.

Ja para o resultado seguinte iremos considerar os determinantes A;, 0 < j < 2,

obtidos de A substituindo a j-ésima linha de A pela linha (5, 51, 52).

Teorema 4.2. As sequintes afirmacgoes sao eqiivalentes:
(i) Fp = F).
(ii) Para cada 0 <1i <2, existe a; € K tal que A; = a;A.

(iii) Para cada 0 <i <2, A; € K.

Demonstragao.

(i)=(ii) Suponhamos que Fj, = F}. Logo a menos de uma eventual permutagao de

indices, se necessario, podemos supor que K(«;) = K(0;). Portanto podemos afirmar que
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existe um polinoémio h = ag + a; X + ax X? € K[X] tal que 8; = h(a;) = ag + a1a; + asa?
para todo 0 <17 < 2.

Assim vemos que combinando linearmente as demais linhas de 4A;, segundo os coe-
ficientes do polinémio h e convenientemente de forma a eliminar termos em af, com j # 1,
obtemos a i-ésima linha de A; igual a i-ésima linha de A multiplicada por a;. Portanto
A, = a; A

(ii)<(ili) Imediato.

(iii)=(i) Comecemos considerando o K-espaco vetorial K3 e o K-espaco vetorial
73, onde K denota um fecho algébrico de K. Como A # 0 os vetores vy = (1,1,1),
(v1 = ap, a1, a9) e vy = (a2, a2, a2) sdo linearmente independentes sobre K. Conseqiiente-
mente formam uma base de K sobre K.

Logo (5o, B1,B2) = covo + c1v1 + cavg, com ¢; € K. Pela regra de Cramer vemos
entdo que ¢; = KZ € K. Isto mostra em particular que 8 = By = ¢ + cra + 0’ € K(a),

ou seja, Fj, = Fj. ]

Consideremos agora os determinantes obtidos de A, por permutagao circular de suas

linhas
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ao— Qp Q1 Qo) A = ap Q1 Qo € Ay = Qg Q] Qo
Bo Bi Da B2 Bo B B B2 Do

Teorema 4.3. Fj, = F} se e somente se A; € K, para todo 0 <1 < 2.

Demonstracao. Comecamos por observar que, pelo Teorema 2.4, podemos supor k e [ nao
nulos. Conseqiientemente o e § sao também geradores de base normal respectivamente de

F,. e F} sobre K.

Suponhamos que Fy = F;. Desde que A € K entao Ay, Ay, Ay € K pelo Teorema
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4.2. Conseqlientemente Ay = Ay € K. De
1 1 1
Ao+ Ar+Ar=lay a1 ay|=0
-1l =l =l
vemos que para obtermos o desejado é suficiente mostrarmos que A; € K.
Como [, € K(f) existe um polindomio g = ¢y + 1 X + e X? € K[X] tal que

B2 = g(Bo) e por conseqiiéncia fy = o(g()) = g(B1) e B = 0*(9(fo)) = 9(B2). Repetindo
raciocinio semelhante ao usado na demonstragao de (i)=-(ii) do Teorema 4.2 obtemos A; =
alAe K.

Reciprocamente é suficiente mostrarmos que Ay, A; € K, pois A € K e Ay = Ay.
O resultado entao segue pelo Teorema 4.2.

Comecemos mostrando que A; € K. Desde que a gera uma base normal de Fj
sobre K entao

&%:Coao—FCl&l—{—CQag, com ¢ € K, 0<i<2.

Conseqlientemente

2 2
Gy = CoOrp + ciag + Co(p, Oy = Cora + Cc1og + Ca0y

A] = —(COAO + A+ CQAQ) e K.

Resta mostrarmos que Ay € K. Conforme ja vimos na demonstragao do Teorema

: —3
4.2, os vetores vg = (1,1,1), v; = (ap, a1, ag) € vy = (ad, @}, a3) constituem uma base de K

sobre K. Entéo
(B0, B1, B2) = bovg + byvy + byva, com by, by, by € K.
Dessa igualdade obtemos

60 = bo + b1a0 + bQO[g
61 = bo + b1a1 + bQOé%

By = by + bias + bQOlg-
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A
Usando novamente a regra de Cramer obtemos b; = KI e Keby = f € K. Portanto
Bo— B1 = (bi(ag — a1) + ba(a? — a?)) € Fy, () Fi e entao Fy, = F} ou Fy, (| F; = K. Se ocorrer
a segunda alternativa teremos 3y — (; = A, para algum )\ € K e conseqiientemente também

Br— P2 = 0(Bo — f1) = o(X) = A. Isto implicard By — 261 + B2 = (8o — 1) — (61 — B2) = 0,

contrariando a independéncia linear dos 3;, 0 <17 < 2. [l



Referéncias Bibliograficas

1]

R. J. Chapman, Automophism polynomials in cyclic cubic extensions, J. Number Theory

61 (1996), 283-291.

T. Cusick, Finding fundamental units in cubic fields, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.
92 (1982), 385-389.

Ch. Dragos, On normal polynomials and polynomials which generate the same extension,

J. Number Theory 34 (1990), 271-275.

I. Kersten und J. Michalicek, Kubische Galoiserweiterungen mit Normalbasis, Comm. in

Algebra 9 (1981), 1863-1871.

[. Kersten und J. Michalicek, Galoiserweiterungen der Ordnung p mit Normalbasis,

Comm. in Algebra 10 (1982), 695-718.

I. Kersten and J. Michalicek, A characterization of Galois fields extensions of degree 3,

Comm. in Algebra 15 (1987), 927-933.
P. J. McCarthy, Algebraic extensions of fields, Dover Pub., Inc., 1966.

P. Morton, Characterizing cyclic cubic extensions by automorphism polynomials, J. Num-

ber Theory 49 (1994), 183-208.

A. Paques and A. Solecki, A contribution to rational cubic extensions, Comm. in Algebra

17 (1989), 1981-1987.

[10] J. Rotman, Galois Theory, Springer Verlag (1990).

34



Bibliografia 35

[11] D. Shanks, The simplest cubic fields, Math. Comp. 28 (1974), 1137-1152.

[12] H. Wagner, Charakterisierung von kubischen Galoiserweiterungen, Regensburger Math-

ematische Schriften 16, Universitdt Regensburg (1987), 75 pp.



Indice Alfabético

F-automorfismo, 9

FG, 3

FG, C3(F)
F-algebras isomorfas, 4

K-automorfismo, 11

$(Q), 24

St 21

Tg, 4

wW(Q), 22

C, 21

Q, 21

Qd, 22

zl), 21

Cs(F), 3

anel comutativo, 22, 24
aplicacao
involucao, 6
norma, 10, 20
traco, 10

argumento de um n° complexo, 25

base normal, 3, 19

base normal auto-dual, 6

corpo de raizes

36

de um polinomio, 9

determinante
calculo, 2
de Vandermonde, 30

discriminante, 15, 17

elemento primitivo, 19
existéncia de base

normal, 2

normal auto-dual, 2
extensao

cubica, 11

ciclica, 1, 9
galoisiana, 9

quadratica, 9

fecho algébrico, 9
fecho algébrico, 16

gerador
de uma base normal, 3, 19
do grupo, 9, 15

grupo
comutativo, 25

multiplicativo, 10



Indice Alfabético

37

homomorfismo
de anel, 24

de grupo, 24

isomorfismo

de grupo, 24

Lema

de Dedekind, 4

monoide
comutativo

cancelativo, 25

permutacao ciclica, 31
polinomio
fatoracao, 2
minimo, 12, 15
normal, 2

separavel, 9

raiz cibica primitiva da unidade, 9, 16
regra
de Cramer, 31, 33
relacao
de eqiiivaléncia, 25
relagao

trigonométrica, 22
separabilidade, 17

Teoria

de Artin-Schreier, 19

de Kummer, 10, 14, 16



