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Resumo

Neste trabalho 5 conjeturas relacionadas com versbes finitas das identidades do tipo
Rogers-Ramanujan sdo provadas. Usando estes resultados, fol possivel obter generali-
zacoes polinomiais para seqiiéncias de Fibonacct e Pell. Diversas novas interpretacoes
combinatdrias para estas seqliéncias, em termos de particoes e caminhos reticulados sao
obtidas, usando-ge técnicas de g-calculo e fungdes geradoras.



Abstract

Ins this work conjectures related with the finite versions of the Rogers-
Ramanujan tvpe identies are proved. Using this results it was possible to
obtain polynomial generalizations of the Fibonacci and Pell sequences. Vari-
ous new interpretations for these sequences, in terms of partitions and lattice
paths, were obtained using g-calculus and generating functions.



Contendo

Introdugdo

NotacOes e resultados basicos

2.1 Polindmiosde Gauss . . . . . . . L
2.2 g-Analogos de Coeficientes Trinomiais . . . . . . . . . . . ... ... ...
23 LemadeBailev . . . . ... L
2.4 Diversos Resultados . . . . . . . . . .. L
2.5 Identidades de tipo Rogers-Ramanujan . . . . . . . .. .. .. ...

O método de EquagSes de g-Diferenca
3.1 Formafermidnica . . . .. . .. L

3.2 Forma bosdnica . . . . . . L L e,

Niimeros de Fibonacel e particdes

4.1 Uma familia de polindmios relacionada

a seqiiéneia de Fibonacel . . . . . . .0 oL oL
4.2 Segunda familia de polinémios relacionada

4 seqliéncia de Fibonacci . . . . . . ..o Lo
4.3 Foérmulapara Fo, . . . o e
4.4 Caminhos reticulados e Ndmercs de Fibonacet . . . . . .. ... .. .. ..

17
18
19

24



CONTEUDO 3

5 TUma identidade relacionada 3 partictes planas 37
5.1 Interpretacio Combinatdria . . . . . . . . . 43
£ GeneralizacOes polinomiais da segiiéncia de Pell 43
6.1 Imtroducdo . . .. L e 43
6.2 (Generalizacdo polinomial para a seqliénciade Pell . . . . . .. . ... .. 43
6.3 Foérmula explicita para uma generalizacho polinomial da seqliéncia de Pell . 47
6.4 A segunda generalizacdo polinomial para a seqiiéncia de Pell . . . . .. .. 50
6.5 Duas formulas importantes relacionadas com a seqiiéncia de Pell . L . . . . 34

3

7 Consideracdes Finais 55



Capitulo 1

Introducao

Em nosso trabalho apoiamo-nos sobre os ombros de muitos grandes homens e usainos a
experiéncia de muitas grandes viagens. O primeiro é Leonardo Pisano, discretus et sapiens
(seric e educado, veja Grim|14]), viajante que nasceu em Pisa em, aproximadamente, 1170
e viajava para a Algeria, Bgito, Siria, Grécia, Sicilia e Province, ficando conhecido por
Fibonacei devido, provavelmente, ao nome do pai Guilielmo Bonacci, embora ele preferisse
ser chamado Leonardo Bigollo que significa viajante.

Depois do retorno para Pisa em, aproximadamente, 1200 escreven o livro Liber abbaci
{ livro do dbaco} onde, além de outras coisas, introduziu os numerais hindu-arabicos. Este
néo foi nem o primeire, nem o mais popular livro introduzindo numerais hindu-ardbicos na
Europa (Horadam|[16]) mas a poesterior fama de Fibonacci o tornou mais conhecido hoje.
Dentro desse livro, no capitulo 12, descreveu um problema considerando a reproducao
de coelhos. O problema fol colocado somente para mostrar facilidade de caleulo com
numerais hindu-arabicos, mas é muito importante para nos, porque consiste na definicio
da segiiencia de Fibonacei:

Fo=1,Fy =1, Fn+1:Fﬂ.+Fn—z paran 2 2.

Esses tipos de seqiiéncias foram estudadas sistematicamente por Lucas.’

Lucas considerou o polindmio X? — PX + Q onde P e @ sio inteiros. O disciminante
da equacdo associada ¢ D = P? — 4@ e raizes sio:

‘Frangois-Edourad-Anatole Lucas(1842-1891), Depois de servir como oficial de artilharia na gerra
Franco-Prussia ele fol professor de matemitica emn Lycée Saint Lois e em Lycée Charlemagne, 0s dols em
Paris.
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Suponhamos que D 5 0 {Ribenboim|18}). Definimos a seqiiencia

Ui FP.Q) = i*—:—i-* parg n >0
a - f3

Essa seqiiencia € chamada Segiéncia de Lucas associada ao par (FP,Q).
A seqiiencia Vo, (P, @) = o + 3% é chamada Segiiéncia companheira da segiencia de Lu-
cas{Ribenboim|18]} com parimetros mencionados, que ndo aborderemos neste trabalho.

Para P = 1.0 = —1 temos a seqgilencia de Fibonacel. Para P = 2.{) = —1 temos a
Segiiencia de Pell:

0 1 2 5 12 26 70 168...
Cuja relacdo de recorréncia para essa seqiiencia &

G == 20p_1 + Gp-2 (Té = {))

Neste trabalho vamos apresentar algumas novas interpretacdes combinatérias para es-
tas duas segiiéncias.

Qutro grande matemaético, Srinivasa Ramanujan Alvanrar (1887-1920), cujo traba-
Tho impresionou e inspirou geracdes de matematicos, também inspirou-nos. Malis preci-
samente, nosso trabalho foi, como detalharemos posteriormente, inspirado nas famosas
identidades de Rogers-Ramanujan:

2z o0

[o w3
g" 1
143 : : = o T (1.1)
(1 — g)(:{ o g2} R {1 — C’n> g (E _ ga'n—rl}(l o gan-g-‘i) LY ¥
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(1.2)

d 72 4n o

g 1
1+ % o = s - — B
(1 — n H /:E o g3n+2}§1 - gan?_g) ( ?3

Ql—g) - (1-g% —2(

f——r
R

A higtéria sobre estas identidades ¢ longa, interessante e bastante conhecida,e pode
ser vista em, por exemplo, Andrews[6] ou Mondekl17]. Ramanujan conjeturou estas
identidades aproximadamente em 1913 sem apresenta uma prova na época. Nem Hardy, a
quem ele apresentou suas conjeturas em famosa carta enviada em 1913 fol capaz de prova-
las. MacMahon, a maior autoridade inglesa nesta area, na época publicou as identidades

{sem provas) em seu tratado Combinatory Analysis.

A parte mals interessante desta historia, na nossa opinido, € o fate de que Rogers, que
provou e publicou essas identidades no Proceedings of the London Mathematicsl Society
no ano de 1894 ndo reagiu! Nio sabemos se ele perdeu interesse no assunto a ponto de
nao ler ¢ trabalho de MacMahon ou se pensou que nao era importante mencionar ¢ seu
prépric trabalho. Ramanujan "descobriu” o artigo de Rogers em 1917, o que fez com que
Rogers ficasse famoso.

Leonard James Rogers nasceu e foi educado em Oxford. Trabalhou no Yorkshire
College e na Universidade de Leeds de 1888 ate 1919. Morreu em Oxford 1933. Era
um homem com muitos e diferentes talentos. Falava varias linguas, era bom mdsico e
mateméatico talentoso. Nos conhecemos ele hoje 6 por causa das identidades de Rogers-
Ramanujan (Andrews|6]).

De qualquer maneira, a segunda prova das identidades de Rogers levou Bailey, em 1944,
4 ohservacdo que depois ficou conhecida como “Lema de Bailey” Nés a apresentamos no
Capftulo 2 (para mais detalhes veja na Paule{25]). Por sugestdo de Bailey, L.J. Slater,
no comecgo dos anos 50, usando esse lema forneceu uma lista de 130 identidades de tipo
Rogers-Ramanujan® (Slater[28] e [29]).

Ninguém sabe como Ramanujan descobrin essas identidades e cutras parecidas que
ele anotou em “Lost” Notebook (Andrews|2}). Mas nds sabemos que cuidadoso estudo
do trabalho de Rogers por Bailey e Slater, e depois por Andrews® levou o terceiro para
formulacao do método para investigar identidades desse tipo através de generalizacOes

*Identidades de tipc Rogers-Ramannian sio identidades onde temeos de um lado uma soma infinita e
do oltro um produio infinito.

% Andrews (Evan Pugh Professor de Matematica na Pennsylvania State University) mesmo descobriu o
"Lost Notebook"de Ramanujan em 1976 quando visitava Cambridge. As anotagbes estavam em uma das
caixas de papeis pesscais de G.N. Waison que estavam guardadas em Wren Library de Trinity Coliege.
Mais sobre essa historia bastante interessante pode se encontrar em Andrews[6].
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polinomials. No capitulo 3. descrevemos esse método. J.P.Santos utilizou este método
para conjeturar 74 identidades com possiveis interpretacdes combinatérias no sua tese de
doutorado Santos|20]. Neste trabalho vamos provar 5 destas conjeturas.

No comeco dos anos 80 o fisico R. Baxter descobriu que as identidades de Rogers-
Ramanujan estao relacionadas com a solugdo do modelo “hard hexagon” em mecanica
estatistica. Seus resultados aparecem em Baxter[9]. De fato, no anos 90, Alexander
Berkovich e Barry McCoy Berkovich|10] estudaram varias propriedades das identidades do
tipo Rogers-Ramanujan usando diversos modelos de mecinica estatistica. E interessante
mencionar que eles conseguiram provar duas conjeturas de Santos (identidades ntimero
34 e 36) usando propriedades dos modelos por eles propostos.

No capitulo 4 apresentamos 4 parte original desta disertagac . Provamos duas conjetu-
ras de Santos[20] e, usando técnicas das funcdes geradoras, discutimos certas propriedades
combinatdrias destas relacionadas a ntimeros de Fibonacel e caminhos reticulados.

No capitulo 5 provamos mais uma conjetura e damos duas interpretacdes combinato-
riais: uma em termos de particdes , € outra em termos de partices planas.

No capitulo 6 provamos mals duas conjeturas e consideramos certas generalizacoes
dos ntimeros de Pell usando coeficientes trinomiais, que surgem dessas conjeturas. Estas
conjeturas serviram de motivacdo para descobrir outras formulas relacionadas aos ntimeros
de Pell.

Alguns resultados apresentados aqui ja foram publicados (os do capitulo 4 em Santos
& Ivkovie|21]), outros submetidos (resultados de capitulo 6 em Santos & Ivkovic]22]).
QOutros ainda sao apresentados pela primeira vez agui (5.5).

Nossos resultados sobre particoes e caminhos reticulados estao relacionados com segiien-
cias de Fibonacci e Pell. Também, para nossa grande felicidade, nosso trabalho parece
interessante para os fisicos. Berkovich ef ol estdo interessados na interpretacac com-
binatorial das identidades do tipo Rogers-Ramanujan porque estas propriedades podem
ajudar na construcao de modelos em mecéinica estatistica.



Capitulo 2

Notacoes e resultados basicos

Neste capitulo introduzimos notacbes e definicdes, além de vérios resultados impor-
tantes que serdo utilizados.

No que segue, consideramos todas as funcdes na varidvel ¢ formalmente, ou mais
precisamente, como func¢les geradoras. Esse abordagem sera justificado no Capitulo 4.A
maioria das fungbes consideradas convergem para g, numero complexo tal que |g] < 1,
mas isso nao sera relevante aqui. Para detalhes sobre funcdes geradoras veja, por exemplo
Rainville]27] ou Andrews]1].

Sejamac ke ZL ne Z.,.

Nestas condicdes definimos

CoEN 1 (P Iz
(@547 == { (1=-a){1—ag) - (1-agd®™ ) n>0 (1)
(29
{a: gkj‘oc- = ﬂh_’ﬁolcig gk)n (23)
(2.4)
{a)n = (a;¢)n no caso em que k = 1. (2.5)

Também definimios para A € R

(&3 qk)-oc- (26}

(a1 g%}y 1= ol
(ag™; g%

8
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Desta Gltima definicao destacamos a seguinie congeqiiéneia
& :!
1

e = (2.
(&% ¢")-n

]
o
S

paran=123....

2.1 Polindmios de Gauss

(s g-analogos dos nimeros binomiais ou polinémios de Gauss sdo definidos por

lge C):

1 ("5 in
j” no (95" ) (g5 ) O=msn (2.8)
m g ., Casc contrario

{g)n
(m]= @mlginr 0SMET
O , €aso contrario

Fixadas as notagdes, listamos a seguir propriedades fundamentais dos polindmios de
Gauss, cujas demonstragbes podem ser encontradas em Andrews|1].

{H:M}mz (2.9)

{;@j:{nf}m} (2.10)
[:lez{n;}*gmm{;iﬂ (2.11)

L] e

E imediato que polindmios de Gauss sdo g-analogos de coeficientes binomiais:
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10
nl 7
lin { s m— } (2.13)
g—i| m j mi{n — mj mo, ' )
Polindmios de Gauss satisfazem vérias identidades. Citamos as mais usadas
-+ TR I . o
mwi—\-»:}:{nﬂ L (2.14)
(/v gje =0 j i
= ()
4 i ‘:: 7 ] 15
()0 = > (~1Yg'8) { (2.15)
oy i j ,.E

—— klET

otk 1
lim ;
+ J ?gfx

(2.16)
que pode ser obtida diretamente da definicdo de polindmio de Gauss. Essa identidade val
ser crucial no Capitulo 3.

2.2 g-Analogos de Coeficientes Trinomials

Da mesma forma que os coeficientes binomials, podem-se definir coeficientes trinomi-
ats, ou seja:

(1+z+2%" = z < : ) A

(2.17)
J=—n

onde < j, ) sdo chamados coeficientes trinomials
P

Usando {1 +z + 2%)" =

(14 2(1 4+ x))" e aplicando teorema binomial duas veres é
facil provar que:

(3 ).~ Z s

= Ak +j){n—J - 2k)

(2.18)
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Usando (1 + 2+ 22" = ({1 +2)* — 2)" e o teorema binomial novamente temos:

™,

(M) =z () (257 219

Também, tem-ge:

< j >2 - < jj )2 (2.20)

b4 /;,'"“ 4“'1\ «““1‘
(?):{f p}w(” )~—<”) (2.21)
\j 2 j""“_i.lz L 7 5 j“’(‘“.&./z

Esta ultima relacao fornece a possibilidade de apresentar os coeficientes trinomiais na
forma de um triangulo parecido com o trifngulo de Pascal:

1
12 1
1 3 4 3 1
14 8 10 8 4 1
15 13 22 26 22 13 & 1

Ag seguintes expressoes {Andrews&Baxter|3]) sfo g-andlogos dos coeficientes trinomi-
ais da mesma forma pela qual polindmios de Gauss sdo g-analogos de coeficientes binomi-
als, ou seja, o limite de cada uma delas guando ¢ val para 1 & igual o coeficiente trinomial
dado por {2.18) ¢ (2.19).

T
‘ . ] 2m - 27
Tolm, A q) = > (=11 1 2.22
O( 3 fg,’ Zé 7 ] _,? -qz ‘m_.__/i_j ] ( )
- m | [ 2m 27
Tiim, A q) = —gy | e 2.23)
iWm, A4, 4 ;( qi _j "q2-m_A__jm ( ;

Temos relagtes parecidas as relacdes extraidas do o tridngulo de Pascal :
Tim Agq) = Tiim—1,A4¢) +¢" M Th(m-1,4+1,¢)
ATy (m~ 1, A~ 1,0) (2.24)
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Tﬁijm “‘%?g} = E:}{m o ;«*ﬁ - jé, g} + gmﬁmATiim - }-: qug
1A

+@AT m — 1L A+ 1, g) (2.25)

Vamos usar também {Andrews&Baxter|5]) a identidade:
Tiim, Aq) — " To(m, A q) = Ty(m. A+ 1,g)
g AT A 1,g) =0 (2.26)
Seja
Um, A q)=Tylm. A q) +Tolm. A+ 1,4) {2.27}
As seguintes identidades sdo verdadeiras { Andrews|3])
Uim, A q =1+ N (m—-1A¢q)
+ AT~ 1A=L)+ I T m - LA+ 2,) (2.28)
Ulm A q) =(1+g+¢" HU(m—1,4.9)
—gU(m ~2,A,9) + ™ To(m ~ 2,4 - 2,q)
AR — 2. A+ 3, ¢) (2.29)

De (2.22) e (2.23) podemos ver que

Tolm, A, q) = Tolm, — A, q) (2.30)
Tiim A, q) =Ti(m, -4, g), (2.31)

onde (2.10) foi usado.

Os seguintes resultados assintéticos para To(m, A, q), T1{m, A,q) e U{m, A, g) sao da-
dos em Andrews[l]:

(=4, ¢%)oe + (0% o0

im  Ty{m, A g) = 2.32
m-:j;“)ocpar o Q) z(qz; qg)oc ( )
B 2
lim  Th(m, Aq) = (=40 )oc — (45 G Joc (2.33)

mw};ﬂ irnpar 2((32: q:z)OC
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[ 2: A
lim Ti(m, A, g) = -l L2 (2.34)
e (0% 7 o
. ] N o) W
im U{m, A.q) = NPC i T (2.35}
rmmes R/ P

2.3 Lema de Bailey

Prosseguimos apresentando um conceito fundamental: dadas duas segiiéncias o, ¢ [,
de niimeros complexos, diz-se que (@, J.) & um par de Bailev se
T
& .
8, = g SO L A (2.36)

et (D (@Gt

para todo n > 0, onde o € .

Obs. Fixado ¢ e dada a seqlidnecia on, os 3, dados por (2.36) ficam completamente
determinados. A inversa também é valida conforme Andrews|3], onde encontramos

n —j {779
ag¢)pser1{—1)" gy 2/ )
i = (1 — aqu) § : ( q) J ;(\ ) g B} {237)
Sl \{I)n““.;

Acompanhando esta definicdo apresentamos a seguir um resultado devido a Bailey
{1949) que tem permitido a obtengac de novas identidades do tipo Rogers-Ramanujan.

Lema 1.1. (Lema de Bailey) Se o, e §, sdo seqliéncias que formam um par de Bailey
entdo ¢, e 5. dadas por

TE

{p2)s( _ilag/pro2y
g = (p1):(p2)s g/ 1Pz} 3, (2.38
’ Z lag/p1)n{aq/p2)n(@in-; & 238)

=0
¢ eloe)r(ag/pipe)”
(ag/p1)-{ag/pz)»

(2.39)
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também formam um par de Bailev, isto &,

i

¥
o 7
.dn—wg_(\ -

—— @n—rl0G)nyr

{py e po sB0 NUIMET0s COMPIEX0s para 08 quals as expressdes {2.38) e (2.39) ficam bem
definidas).
Para completar as informacdes dadas pelo Lema (1.1}, acrescentamos que a seqiiéncia

gue se obtém por iteradas aplicacdes deste resultado, pode também ser estendida para a
esquerda sempre que os valores de p; e o assim o permitirem

(Q?’ 'ﬂf"‘"“’Q -3"&

pois de (2.39) temos ,
al™l = tag/o1)-(ag) p2)r (o1 pe/ag) o
) (pz}T(!OZ}r v

e conforme Andrews[6] temos que

4= i (aq/pi;(0a/p2); P12/ 09)n- s (010200 o (2.40)
o v <pl)n(pi)ﬂ(g)n~j - '

Completamos nossos dados sobre os pares de Bailey com mais duas relactes envolvendo
O € 3y, que possibilitam a obtencdo de novas identidades:

=0 ajquﬁj aq}oo Z_ “a &J 24
= y 741 (ag/p)se = (01) o Neh g (T
E — 1) ( )3 = g L (1Y (p et oUF ) g, 2.42
jxﬂ( Flesse ’ (aq)e {ag/p )J Foy™a'e Qg ( )

cujas demonstracdes podem ser vistas em Santos[20].
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2.4 Diversos Resultados

Antes de falar mais sobre identidades de Rogers-Ramanujan citamos dois resultados
"téenicos" que vamos usar neste de disertacao .

Produto Triplo de Jacobi: Para ntimeros complexos 2 = 0, lg) < 1 vale que:

o n w1 TL‘*‘\ ﬂ_?» e % ‘
S (-1 = [ - H1-=7), (2.43)

TP e (3T =0

Lema de Abel: Se m g, = L entdo Im {1 1) Z ant" = L.

Pl 3G e
n=={

{veja em Andrews|l])

2.5 Identidades de tipo Rogers-Ramanujan

Vamos esclarecer alguns termos, citar as identidades de Rogers-Ramanujan e fazer a
interpretacio combinatdria destas identidades.

Teorema 2.1 (Identidades de Rogers-Ramanujan,L.J. Rogers, 1894} Seja lg| <
1 vale:

z o

q" 1
1+ _ _ a

{
R e} N

o0 2

nétn (o)

1
. (1= ¢oF2)(1 — ¢ +9)

1+ S PEee =
gil—q}(%g%-'-(%qn) ool
Nesta dissertacao o tema prioritario sao as interpretagtes combinatérias de identidades
do tipo Roger-Ramanujan ou seja, identidades que de um lado tém produto infinito e do
outro soma infinita. Na maioria dos casos vamos apresentar interpretagdes em termos de
particdes cuja definicio é a seguinte:
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Definicdo 2.1 Uma particdo de um inteiro positivo n € uma seguencia finita, néo decre-
sente de nidmeros inteiros posItN0S G1, Uy, - - ..y, tal que 3 ., ¢; = n. 08 a; 560 chamados
partes da particao .

A fungéo geradora para particOes irrestritas de n, é dada por

S ptna” =[] . (2.44)
n=( n=1

onde p(0) = 1.

MacMahon concluiv em 1918 que as identidades de Rogers-Bamanujan podem se re-
formuladas combinatorialmente (Andrews|l1]):

Teorema 2.2 {A primeira identidade de Rogers-Ramanujan) O nimero de parti-
coes de um inteire 1 em gue a diferenco entre partes consecutivas € de pelo menos dois é
1gual so numero de particoes de n em que as partes sdo congruentes a I ou 4 mddulo 5.

Teorema 2.3 (A segunda identidade de Rogers-Ramanujan) O ndmero de parti-
coes de um inteiro em que cada parte excede 1 e a diferenca entre paries consecutivas é

de pelo menos 2 € igual ao nimero de particoes de n em que as partes sdo congruentes a
2 ou & mddulo 5

No comeco dos anos 80 o fisico R. Baxter descobriu que as identidades de Rogers-
Ramanujan sdo relacionadas a solucdo do modelo "hard hexagon'em mecénica estatistica.
Seus resultados aparecem em Baxter [9]. Nos anos 90 Alexander Berkovich e Barry
McCoy (Berkovich{10]) estudaram varias propriedades das identidades do tipo Rogers-
Ramanujan usando diversos modelos de mecanica estatistica. Fisicos chamam ¢ lado
da soma da identidade de Rogers-Ramanujan lado fermidnico e o lado do produto de

bosénico. Embora que neste trabalho nés ndo consideramos problemas fisicos, vamos usar
€858 Notacao .



Capitulo 3

O método de Equacoes de g-Diferenca

Ninguém sabe como Ramanujan descobriu as identidades da classe que hoje traz o seu
nome. Mas muitos dos gue gastaram boa parte de suas vidas examinando o trabalho de
Ramanujan (Bailey, Berndt, Andrews...) tém algumas idéias.

Andrews emn 1985 tentou formalizar um método o qual, na sua opinifio, Ramanujan
usou intuitivamente.

Em sua tese do doutorado {Santos [20]) J.P.Santos usou esse método para fazer diversas
conjeturas. Aqui, vamos apresentar o método através da identidade numero 94 da lista
de Slater (Slater[29]), porque essa identidade foi a motivacio inicial para o trabalho
(Santos&Ivkovic|21]). Temos: :

300y

SSn—IQ)(l _ )

+q

1 g
(1—qm™)

ﬁ (1 —+ Q_’SGTLWIE}{E + QSGnmlg){l _ g3€3ﬂ.> B g3 ﬁ (1 mihqBDn—ll)(

=rD (1)

nz=] =]

i qnz-é-n
e {32
i
=0 (1: @lont1

Consideramos uma funcio de duas variaveis, f{g,?). associada a identidade que se
qUeT Provar € com as seguintes propriedades:

X
(i) flg.f) = Z F.(q)t" onde P,{g) sao polinémios.
n=0

17



CAPITULO 3. O METODO DE EQUACOES DE Q-DIFERENCA 18

(it} lim F.{g) & igual ao lado do produto da identidade.

(i1} flg.t) satisfaz uma equacho nfo-homogénea de primeira ordem em g

Em nosso caso definimos

2.

oo th B 4n
Vg !
0alq 3.3
Z; g ]?’H-l(fg q )?“H ( )
com 1880 obtemos:
1 oo Fiowe (1Y Arem 112 {1 1)
foalg 1) = - + égﬁz el i
TR -1 -tg®) T 2 (- 006 (1 — t)(t¢% 4 )n
(1= 0){(1 — tq) foslg. t) = 1+ tg° fas(g; 1g°)
Portanto a condicdo (iii) é satisfeita.
Podemos escrever
o
Temel}
onde
& o
(1-0(1—tg) Y Put"=1+1t¢"y Pultg")" (3.4)

nz=( n=0

3.1 Forma fermidnica

Agora podemos seguir Andrews [6]:

Joa = E gt E 't [ o } {por 2.15)
m=0

nwi
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Portanto

gy
P
i
o
=
}
3
I
3
1
]
A
G
LTt
o

Usando (2.16) temos que

n+n

T e

2 i
hm Py = hm E gr
N  @)onil

i}

(N 4+ 1]
i 2n+1

4
que é igual lado direito de (3.1},

L importante destacar que todos os Pr sio polindmios. Por causa disso este método
& as vezes citado como método de finitizacdo (veja Sills [24]). Comeo (3.5) surgiu do lado
da soma da identidade nés chamamos (3.5) forma fermibnica.

3.2 Forma bosdnica

Na dltima sescdo apresentamos o método de Andrews (0 método de equacles de ¢-
diferenca) que Andrews apresentou em Andrews|6]. Entretanto, em nosso trabalho nds
seguimos Santos{20]| na busca da forma bosdnica para (3.1). A equacdo {3.4) implica:

ZPt “Epn lé _ngn Efn'g”qun 27f _E'quznpn—ltn
rias]
E facil ver que:
Bolg)=1; Plg)=1+g+¢

Fo(g) = (1 + ¢+ ¢*) Paurlq) — ¢FPuz(a)

Agora, para os familiarizados com polindmios de Gauss ndo & tio dificil conjeturar a
forma explicita (forma bosénica} C, para familia dos polinémios F,:

(3.7)
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T s ] el ot ]
; ”-;2'_1’5 i 2?’?”“3’”‘ 1 f 5914445 272"%"3- f
C‘nfg\; = gia“f = E [ R 15574 14)+3 - . (3.8}
ChP L P hP P Py »
Vamos provar que essa conjectura é verdadeira:
Teorema 3.1. A familia F.{g) dada em (3.7} & igual C.{g) dado em (3.8).
Prova. Como Ch(g) =1 e C1(g) == 1 + g+ ¢° precisamos mostrar a ignaldade:
Colg) = {14 g+ ¢ Choi(g) ~ gCh2{(g) o0u que :
20 r ) = o0 .
Z gl-?}jz“i“ilj % Zn -+ 1 J _ Z gi5j21-14j'§—3 f- 2n+ 1 :!
i 1 — 57 B =2
Pl o Pt [ e 0]
oG = [eu}
_ ey n—1 5520144 2n—1
— [i g 271} 1552445 . _ 1575414743 -
S .Zq n—257 -1 _Zq n—>57—3
oG In o0
_ 132+ | N —3 ] _ sittigges | 203 /-
7 _Zq n—5j—2 ,Zg n—5j—4 | (3.9)
= = -4 G0

Quando (2.11} & aplicada a cada expressio do lado esquerdo de {3.9) temos:

o0

2 2n = 5

155 +4j “re | 1552495 +n+1 n

2 ¢ {ﬂ—w]*zg [’”W'Sﬁ'“i}

NMiadale el Jre—oo

— Z g15j2+14j+3 <70 _ Z q15j2-§-19j+6-§-n [ 2n
- n—935—12 . | n—53j-3
J=—0 jm—00

Aplicando (2.12) a cada soma na expressdo acima e substituindo em (3.9}, temos {depois
de alguns cancelamentos):

o

o
z g1552+j+n n—1 ] - Z q15j2+9j+n-§-} { n—1 }
: n =57 , i n—-5j—2 |
e O = NE=Tatv's] 4
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] K
— Z gla ~9wn-f~&§ 2n ~ 1 "‘1§ Z q15j3~’r19§+5+n§ Qﬂ'fl }
2 n-sji-2]7 2 n—5i—4
S T o)
P ‘ *D? Frdibl _ Z q153‘2+14j+4 { 2n—1 a;
: L =57 —3 |
3——-0& e i
o0 b oK -
_ 157944541 -3 155241454 2n—3 1
.Zg iﬂ;—ﬁj—?_’jﬂ_zq ln_éj_éj (3.10)
F=—00 jm—o0

Considerando o lado direito da tltima expressdo e aplicando (2.11) nas primeiras duas
s0mMas lemos:

o )
5 g -2 1 Z G501 2n -2
' n—5jm1j" n—>5j—2
J

J=—oo =—00

- i g15j2+14j+4 2n— 2 N i 1552418464 [ oop—2
n=955 =3 ! | n—sj-4

jmmoc jm»-:)o
on — 3 } 2 2n—3
. 1552 +4541 1574+ 145+4
Z [n_sj_.gfzq [n—-f}j—@J'
= j=m—co

Aplicando agora (2.12) na primeira e terceira soma da dltima expressio e fazendo alguns
cancelamentos, temos que o lado direito de (3.10) ¢ igual a:

(o) r p o~

Z gzsjzmjm n—3 I glfijz-i-gj-é-i-é-n | 22
_ n—>5j—1, £ in—:ﬁj*Q
= J=—=0

e o0
_ Z g15j2+9j+j+1+n [ 2n -3 - z q§5j2+19j-j~6+n n 2 _
{nw-fij—?) n—>57—4

J=—0o j=—oo

Agora consideramos o lado esquerdo de {3.10) e aplicamos {2.11) a todas as somas:

2 |l 22— 2 ?m..—‘? }
1572 —j4n 1572447 +2n—1
S gt [0 ] S e

Ju—ro =0



CAPITULO 3. O METODO DE EQUACOES DE Q-DIFERENCA 22
- i AP 95 ;-2 T " i 1575+ 14§ +2n+2 -2 ]
T2 n—5j—2 |7 £.1 n-5j—3 |
Fu- o j=—co
— i 1572495 4nel - Zn-2 né - §; qiéjzﬂivmj%«?n“’r% -2
n—5j—2] 4 n—>57—3
T IR e T - NETin s
r ‘}n —_— 9 "ﬁi N -3, . | l’ i1
N 1873 +1454+n+5 | Ll ™ L Lo 1554245 42n+9 -
pop RS P L T ]

Aplicando agora {2.12) na primeira e guinta soma e fazendo cancelamentos com as
somas do lado direito de (3.11) ficamos com:

3(; ™ %
gia; —G742n ] 2n — g 1552 445 43n—1 2 - 2 i
2 - Z n—5-1 |
Fmmeo - jem—0g
= r y s
4+ E q15j2+34j+2n+2 2n—2 _ Z qisj?+4j+2n—1 { 2n—3
o ' n—57—3 n—5j—2
j=—c0 - J=—co -
= - 3 o
- E q1532+14j+2n-§-2 2n—2 _ q15j2.§.24j+2n+9 2n — 2
. D) =3 Z n—5j—5
JEm 00 - - I=m—c0

Observando que a terceira soma cancela com quinta e trocando 7 por 7 + 1 na dltima

soma, temos {apds uso de 2.11)

o0

E : g15j2+4j-i~2n+} {

pR—

o
_ E: qlﬁjz—j-i-?m-fl }:

j=—c0

que & identicamente zero por {2.12) portanto completando a prova.

2n—2
n—5j-11"

2n— 3
n-—37—1

i q15j2-’,—4j+2n—1 Zn—3
, n—>5 -2
FEm—G
E

Portanto, a versdo finita de identidade (3.1} foi provada:

] o0

m+1 ]
n—Sj—ZJ
(3.12}

= Cn{g).

-5

15524147 +3 [

N . o0
. 2o AN+ 1} 1559025 | 241
R RE £ — e i
Pr=2 1 { 21 | T 2 [n—-éj

jm—z
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Voltando ao método de Andrews. precisamos terminar prova da propriedade {iii).
Usando (2.16) vale:

o0

1 e
o y - PR CF SR T 1572 +145 43
lim C,{g) = == % gt % grer s
j=—o

(g}w e
Usando agora Produto Triplo de Jacobi (2.43) temos:

3071‘““‘11){1_%_“{33071—-19}{1MQBDTL:} 2 o0 {1 +g38ﬂw11}(1+q30n—~19){1 _g30n>

]l =)

nazl

~r (1+g

=i

ue & o lado esguerdo de (3.1), o que termina a prova de (i),
4 ) o

Podemos observar que, além de prova para versfio finita de (3.1}, temos possibilidade
de aplicar valores diferentes para ¢ (o que vai ser feito no capitulo seguinte durante a
discussdo do aspecto combinatério dessa identidade). E bem conhecido que todas as
provas das identidades do tipo Rogers-Ramanujan sdo complexas. Aqui, toda dificuidade
& conjeturar a forma bosdnica. As provas dessas conjeturas, além de serem bastante
trabalhosas (veja Teorema 3.1} e exige muitas manipulacdes algébricas.

Portanto, usando este método, temos duas vantagens:

a) A demonstracdo para a versao finita das identidades fica relativamente simples {mas
trabalhosa},o que por sua vez fornece prova da identidade original.

b] A possibilidade de explorar a natureza combinatorial das identidades.



Capitulo 4

Nuimeros de Fibonacci e particoes

Neste capftulo apresentamos algumas propriedades combinatérias de {3.3) e estudamos
uma outra identidade da lista de Slater {Slater]29]}. Esses resultados ja foram publicados
em {Santos&ivkovi¢|21]).

4.1 Uma familia de poliné6mios relacionada
a sequéncia de Fibonacci

Comecamos com algumas observagoes sobre a natureza combinatorial de Py{g) dado
em (3.7). Sabendo que Pn{g) é o coeficiente de t" em (3.3):

i tnqnz-i-n
2 T=00a% )tz B

e considerando que n? 4+ n =24+ 44+ -+ + 2n podemos ver que o coeficiente de ¥ em

#m qnzdrn

(t¢% 00, (¢ %) ran

é a funcéo geradora para as particGes em exatamente N partes, onde todo par menor do
que ou igual & maior parte aparece pelo menos uma vez. Por causa do fator {1 — 1) no
dencminador provamos o seguinte:

24
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Teorema 4.1: Pvlg) ¢ a funcdo geradora para os particdes em no maximo N partes
onde todo par menor do que ou igual a malor parte aparece pelo menos uma vez.

Para ver o ligacdo entre a familia dos polindmios Fr{¢) e os ntmeros de Fibonacci,
fazemos g = 1 em (3.7}, obtendo

B(1)=1 F(1)=3
Pu(1) = 3P_1(1) = Pra(1)

Para a seqiencia de Fibonaccei F), temos Fo=1; Fy =3¢

FZn—é—? = 3F2?z - F‘ZnWQ

de onde podemos concluir:

Cr(l) = p??@) = F.‘Zn»}-E

Dessas consideragoes provamos:

Teorema 4.2: O ntmero total de partigdes em no maximo N partes onde todo par
menor do que ou ignal 4 maior parte aparece pelo menos uma vez & igual Fonio.

A familia dada por (3.7) tem também uma propriedade interessante em ¢ = -1,
Temos:

B(-1)=1 Pi{=1) =1
Fo(=1)= Py_1(~1} + Ppoa(~1)

o que significa que para ¢ = —1 temos todos os nfimeros de Fibonaccile. Po(—1) = Frir.
Para ver o que estd ocorrendo no sentido combinatério em ¢ == —1 precisamos observar
que quando mudamos ¢ por —¢g em (33}, 0 Gnico termo que muda é (tg; qg)nﬂ e agora
o coeficiente de ¢ vai ser o ntimero de particdes como explicado no Teorema 4.2 com
um numero par de partes impares menos o numero de particdes onde o nimero de partes
impares é impar. Formalizamos isso no seguinte teorema:
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Teorema 4.3 O numero de particdes em no méaximo /V partes onde todo par menor
do que ou igual & malor parte aparece pelo menos uma ver e com nimero par de partes
impares, menos ¢ niimero destas com um nlmero impar de partes impares, & igual Fyyr.

Na tabela (4.1) apresentamos, para alguns valores de n, os resultados provados nos
teoremas 4.1, 4.2 e 4.3, Na primeira coluna temos 7, na segunda particdes descritas no
teorema 4.3 com umn nlimero par de partes impares e na terceira coluna aquelas com um
nimero impar de partes impares. Na qguarta coluna Fo,+2 -nimero total de particdes nas
colunas 2 e 3 e na quinta coluna a diferenca entre os nlmerocs de partigdes na segunda e
terceira colunas -F,.5.
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As particbes descritas na teorema 4.2,
€000 WD nAmers par Om um pumers Enpar
" de partes impares de partes impares Fiarz £ Fons
0 ¢ t 11
i ¢ & & s 3 11
@ -]
] 8 @ ®
%
2 g 2
@ & @ & @ & @ ®
@ @ & @ 2 &
® & ®
$ 2 @ o ®
2 & a
® @ 2 & s ®
& ® @ 8 @9 @ L &
& & @ @ % @ &
@ @ 2 @ @ @
® ®
3 21 {3
& @ ® @ B ® @ & 8% ¢ & ¢ @ ® & 88 8
2 @ & B & @ e e @ LR
& @ ® e ® @ ® ®®
2
& @ A LR B
® 6@ |9 0 ¢ 2 BOGO
& & 2 @ i

Tabela 4.1
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4.2 Segunda familia de polin6mios relacionada
4 seqiiéncia de Fibonacci

Agora consideramos a funcio de duas varifvels dada em Santos {20/, relacionada A
identidade 99 de Slater (Slater [29]):

271 n-{—?ﬂ

= g /
fosla-t) = ; (t:6%)nrs (tG: (4.1)

Desta equacao pode-se obter a seguinte equacio funcional:

(1= t)(1 — tg) foolg. 1) = 1 ~ tg + tq" fas (g, 14%)
da qual obtemos

Tolg) = 1; Tilg) = 1+ ¢°

(42)
Tolg) = (1 + ¢+ ¢ Taus(g) — aTn-a(0)
onde Th{g) & o coeficiente de t¥ em (4.1} ie.
2
Joslg 1) = Z e qg)n+1 TR ;T gt (4.3)

Em {Santos|20]) encontramos a seguinte conjectura para uma formula fechada de {4.2):

. : 24214 2n+1 xiZ g [ 2n +1
— § 157°+27 E 1579487 +1

G 00 Pt

A prova dessa conjetura é dada no teorema seguinte.

Teorema 4.4. A familia 7,(g) dada em (4.2) e ignal Bn{g) dado em {4.4}.
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Prova. Ceﬁqiderandg que Bolg) = 1 e Bilg) = 1 + ¢* nds precisamos provar

Blg)={14+qg+¢*")Baoilg) — gB._slq):

\
o
“‘}_ 1”'?‘2—%8'4"1’ 2?’5"{_1
I“,.-ém E ga_; b1 | _ i
59 ) n—5j—11

=)

. [ on
Z giag%zj <7
[ -

Fum—

o0 - .
i I T O 273‘!} ,léj'—?_}_zj l 27? -1 _ 13_} +8j+1 x Qn -1
(1+g+g i(,‘zg | n—3j—1 ZQ n—5jm2}

FERES

el a0
— 1552545 2n—3 -, 165748741 i‘ 2n—3 -! o
g(.zg ‘[n—i’éjw?;} Zg | n—5-31]" (4.5)
7 <

- Fm—0

-

— 155248541 2n 5524185 4n 42 2n
Zq {nm5j_1} Zq [n—Sjm—Z .

jm—ce J=—o0

Agora aplicamos {2.12) em cada uma destas somas para obter:

o

o ]
1552425 Zn—1 n 15520 | en— 1
Zq {nmiSj—E}' ZQ n—9j |

=0 Jm=—o0

o T 9

o'
i I — 1 2o -1
on2+aj+7w~1 27 e 1332—r23+2n «5t
TZQ‘ [n—f}j_Q}; ZQ n—=57—1

j=—00 j:—m

e siegie | 2n ~ 1 = 2n - 1
- 157748 +1 153 +35+n
IDEEA I B SRS Pty

j=—co j=—o0

_ i ngj2+13j+n+2 Zn—1 1 _ i q15j2~§~8j-§—2n 2n—1
‘ n—>57—3 n—57—21

I
Substituindo isto em (4.5}, obtemos, apds simplicacdes

lD} ~3j+n { zn_ } .i Q.. Z ql*‘v +Ti+n-+1 [

-5
:——30 ‘? _7-——()0

an—1 1
n—5j—2
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E : 157% +35+4m
- g ey ¥i
o
fE
2
_— E 157 TZA;TL
oo
oD
157242741
- E q
Jm—o

Aplicando (2.11) nas primeiras duas somas do lade direito da ultima expressao. temos

para esse lado:

1552 4+2541
>4

I -0

e}

~ § ,, 1574

21— 2
n—95j—1

2n—2

J=eso

oK

j=—

15724251
-~ Y [

n—35-2

2n—3

2

n—5j 2

i

o)

D s
IB74+85+2
i

jm—oe

o0 §
. E { 15724Tj4n41 |
T ad

-0

X
_ E : Gl5j2-§—13j+n+1

o
2: 572485+
e g§j~€-—j2

j=—c0

5o r
g:iaj%izj-;vn% i
Z | n— 5] —

I -1

-

2n -2
| n—5j—2

|
|

2 —2
n—>5j—3

2n—3
no- 57— 3

|
|
|

Usando (2.12} as primeira e terceira somas, depois de cancelamento, temos
o0
} s Z 915j2+?j+n+1 {
n

j=—00
157241374240 {

n—>51—1

ar

2n— 2 ;

—-5j—2 ]

o

- Sy

j==s0

n—2 |

n—5 -3 |
Aplicando (2.11) a todas as somas a esquerda de (4.6} e depois de cancelamentos com
correspondentes somas do lado direto temos:

o0 e

15523540 | SN —2 | 1552 42j 42n—1 n -2
-Zg {H—Sj -2 ¢ o~ 5j—1
-0 jE=—no
- 1552 +1254-2n+2 r 2n — 2 ] _ = 157243540 P2n =72 E
+ng Erry ng TR
== e O T e R -
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31
] fee)
" E : {;;m 2r8i+an { 2n—2 ; Z g}5j2~2~18j-§-2n+4 { 2n -2 J
5 i 7Y e 3G e £
jm—c L J—2 ] FRNDY L J =
o5 foe] -
_ Z P A g 2n—-3 ] _ g35j2+3j,§m% !— 2n — 3 zg
1 L= 55
Pt [ n—oy—1 Rt f n— 357 |
Usando {2.12) na primeira e quarta somas 2 esquerda temos:
ol o
Z q15j2—8;+zn Zn ~ 3 N Z q;5j2.§_2j+2n_1 [ 2n -2
= n-—57 | e [ n-57—1
e ) a0 i roo 7
_“— Z gléjz+12j+2n+z [ 2n-2 - z g15j2w2j%~2nwg ; 2n -3 |
: n—>5 —3 ' [ 1 —5f~—1
FER—C é ¥ -; Jmmew 0 L J j
. o r
— E qlm +8j42n L 2n - -l Z q15j2+18j-%-5 | 2n—2 J -
n—3a7— 2 7 e 59 — 4
I=—00 j _E Jr—oo i' j

Trocando 7 por 7~ 1 na ultima soma e usando (2.10) esta soma cancela-se com a terceira

Trocando j por —J na guarta soma, usando (2.10) e subtraindo essa soma da segunda
em (4.4) temos finalmente:

() o0
Z gi57 =8 +2m [ 2n —_3 } 4 Z 1572 +on=2 { 2n—-3 1

P e af Pl n—>5j—1;
[s-u]
— S gt [ n -2 ] — 90
q - 2 -
Pl n — 57 1

Para ver que este expressdo é, de fato, identicamente zero aplicamos (2.11) &s primeiras
duas somas, trocamos j por —7 e usamos (2.10} o que completa a prova.

Considerando que Tx{g) é o coeficiente de ¢V em

n~+~n

Z(lmt(iq L @ In(tq; ¢%n

e observando que n? + n = 24 4 4 ... 4 21 podemos ver que coeficiente de ¥ em
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lm gnz 41

(19% ¢®inlte: %

¢ a funcao geradora para as particdes em exatamente /N partes onde a maior parte é par e
todo par menor do que a maior parte aparece pelo menos uma vez. Considerando o fator
{1 — £} no denominador ndés provamos ¢ seguinte teorema:

Teorema 4.5. T,.(¢) ¢ a funcio geradora para particdes em no maximo N partes onde
a maior parte & par e todo par menor do que a malor parte aparece pelo menos uma vez.

Fazendo ¢ = 1 em (4.2) temos

Mas para F;, vale:

F?-n+1 = 3F2nw1 - F-Qﬂ-S

de onde podemos concluir:
Bn(l) = Tn(}») = Fonq1

0 que nds permite concluir o seguinte resultado:

Theorem 4.6. O namero total de parti¢es em no maximo NV partes onde a maior parte
é par e todo par, menor do que a maior parte aparece pelo menos uma vez & igual a Fonyr.

Para a familia (4.2} também temos em ¢ = —1 todos os miimeros de Fibonacel F,,, n >
2.

Ti~1)=1; Th(~1)=2
To(=1) = Toor (=1} + Trea(=1)

i.e..} Tn(—:{} = Fn_}.g) 7 2 {,

Fazendo a mesma observacao feita para a primeira familia de polinémios em ¢ = —1
temos o seguinte resultado:
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Teorema 4.7. O nlmero total de particdes em no maximo N partes onde a maior parie
é par e tode par menor do que a maior parte aparece pelo menos uma vez e onde O nimero
de partes impares ¢ par menos o nlmero dessas com um nimero {mpar de partes impares
& igual Frvas.

Na tabela {4.2) apresentamos, para alguns valores de n todos os resultados provados
nesta secfo . Na primeira coluna temos 7, na segunda as particBes descritas no teorema
4.4 com um nlmero par de partes impares e na terceira coluna aquelas com niimero impar
de partes impares. Na quarta coluna temos fo,41, 0 niimero total de particSes nas colunas
2 e 3 e na quinta coluna a diferenca entre os valores da segunda e da terceira colunas -Fpyo.
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As parti¢hes descritas na teorema 4.6,
com um niimero par com um numers impar
ﬂ ar
: de partes gnpares Fonei 1 F
de partes impares B P 2t § ez
0 ¢ 1 1
: ¢ R 2 12
& & @ P
% ®
% B Py
2 5 3
e @ o @
e @
& <) ®
b e @ ®
2 S ®
® e @
3 ® e @ 2 o . % @ @ @
° s e ® ° o 315
@ e © a
e 8 6 98 6 & Beepege
2 @ s & & 528869
@ ®
® @ e @

Tabela 1.2
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4.3 Formula para F,

Esse capitulo tem titulo "Nameros de Fibonacci e partigdes "e estamos até aqui fa-
lande sobre familias de polindmios conectados com ntmeros de Fibonacci Vamos juntar
og resultados e formalizar a conexdo,

Usando o fato de gue os polindmios gaussianos dados em {2.8) sdo g-andlogos dos
coeficientes binomiais, i.e.
iim = .
g—1i m | moj

podemos calcular limites quando ¢ se aproxima 1 em (3.8} e (2.1} para obter:

o = 0 -

3 " 1mad A r/) = E i -7 ., 2 = ?
m Cn{g) = lim g g*sfg*“‘*f na i) gioI s E - !
= ’ g—1 17— 97 P n—35—2 |

\jx"-'OC j=—OC i
)
2n + [ 2n+1
= = == \1
Z{<ﬁ~5j> nméj-wQ)} Call)
jm—oC
e
h{nB (g) oo hm i g§5j2~§-2j [ 272 -} i . i 15j2+8j-§-1 2?‘1 -+ 1
g1 " g—1 Pl [ 1 — 53 o q o 53 -1
- Z {< n—5j ) - ( n—5j—1 >}_Bn(1)
Jm—0

Como ja observamos

Coll) = Fonsz  and  Bp(l)= Fanu

de onde:

Fonse = i {(i?jsé)”(ningiz)} (4.7)

o e O

€

Fong1 = i {< injé; ) a ( n %R:;i 1 )} (48)

j=—co
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4.4 Caminhos reticulados e Niimeros de Fibonaccel

Nesta secao apresentamos uma forma de relacionar niimeros de Fibonacel a caminhos
reticulados usando resultados provados em secles anteriores.

Em Naravana {19, lema 4A enconira-se a seguinte fHrmula

7

o — [ MmN m-+n
[Em. i, 9)} = Z {(m—fc(z’—‘es})—<n¢%ﬁ{é+8)—i—t)} (4.9)

ks 00

Para o numero total dos caminhos reticulados da origem até {m, n) sem tocar as retas
y=x—1ey=z+ s onde o caminho reticuladc é uma trajetoria formada de passos para
cima ou para direita.

Considerando que podemos escrever (4.7} e (4.8} como

= [/ n+(n+1) n+ (n+1)
F%”&AZ in—j(2+3)>_<n+1—:——j(2+3}+2 (410)
Jm—e b
. -
_ n+(n-+1) n+ (n+1)
Fane = .;o < n— {1 +4) ) - ( (n+1)+3(1+4)+1 (4.11)

podemos concluir que seguinte teorema € valido:

Teorema 4.7. Fonpi & 0 nimero de caminhos reticulados de origem até (n.n + 1) tais
que nao tocam asretas y=xr —itey=x-+3—¢, onde =12



Capitulo 5

Uma identidade relacionada a particoes
planas

Consideramos a funcao de duas variavels associada & identidade niimero 50 da lista de
Slater {Slater [29]),

_nm [ty Phatng 5
Jaolg,t) = Z (£ 6% )ne1(tg: ¢ dns1 o

n=0
temos, entac:
(1= 1)1 = tg) feolg, t) = 1+ (t¢* + 12¢*) foo{g, 1¢°) (5.2)

Escrevendo fso(g.t) em forma ) ., Fnt” para (5.2) temos

B, = (} +g+ q2n+§)PR_} N (q _ Q’Qn}Pn_z (53)
e também:
PB=l P=l4+q+¢: P=1l+g+@++2¢+8++¢ (54

Em (Santos [20]) J.P.Santos conjeturon uma férmula explicita para a familia dos po-
lindémios que satisfazem essa recorréncia:

= ; ; Zn = -2 L 2n
Colag) = 2452 487 _ 247 —1634*2{ _ 5
@=> g n - 67 2.4 - 146 (

J=——oo F=—os

<t
5}
e

37
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Provaremos agu: essa conjetura.,
Teorema 5.1 A familio P{g) dada em (5.3) e igual Cn(q) dado em [5.5).

Prova:Temos que provar o seguinte:

i qz‘ijz-%—g? "—‘n '{" ’} i 24]2“‘15]-1-2 En T 2 1 _
Y n=1-6]

q
e o
I& 721 472 h8q 2»132-—;63-«-2 |
(A+g+q (}29’2 Lmi»ﬁj} j/;% L—.‘E%ﬁjj)
. 2 — 2 ] = ‘ on
~(g ¢ i w20 g24j9-15:;+2 n >
\ <j§i;c ln-2-65) " jéi;c Lﬂ«—-3 63J

Usando (2.12) nas duas somas a esquerda temos:

o0 i ¢ Lo
Z q24j2+8j 2?7/ + 1 + z q24j2__}_2j+n 273 T 1 _
n—67—1 n - 67

j=—OC jm—ﬁc‘-‘

2

g24j2—»16j+2§_ n+l | i L n+1 1 _
n—2+6 n—1+ 6]

j==

- 2= 2n nd .2 : 2n
(1+ 0+ 2n+1} 2432-;-83{ _ 2472165 +2 ‘
S ‘;;q 71— 6] ;Zﬁg n—2+6j
ko o T onp—2
i .2n 2452 +85 2472185421 <70 5.7
- >(ZJ SO o {nm%,@j}}. 57

Agora usamos {2.11) na primeira e terceira soma na esquerda. Depois do cancelamento,
teInos:

o0

2472 +1454n+2 } = 4524254n | 210 T 1]
+ S ”f‘” 3 ) —
S g o pY; o

Jm—0 g4 -

l\D i\')
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T e I ;} b i
Z g2-§g2_223'-:—5—5—n } Z 245%. 107+ 14n 24 1 _
R = 3 - Ponydl in—1+67]
b 2?2-—1\& xf/ i 24‘?2*8] ik Qn 1 % Qéjz‘*lﬁj - { 2?"& “’E
£ Pel = - 1 =
TR iz_m’? ln-1-6j] =" Ln~2w~éw6j_j
) in = s« - b
AT 2n — 2 52 R .7 |-
—{g — 2 2474 -+87 |- 2452 —18742 ' ‘ 58
a=a i;j n—2— 6 j;j n—3+6j) (5:8)
Aplicamos {2.11) na segunda ¢ guarta soma na esquerda. Depois dos cancelamentos
TeImos:
o s Bl e =
Z g24f2+14j+m2 2n J Z g24j2+2j+-n,{ n -
) —_ £
o [n—2-6j; & |7 — 6]
o0 9 . -
Z q24j2m22;1—5+ﬂ{ <7 } z g24~?2-—§(33+1+n{ 2n _
245248541 = 247216543 =
72‘%@ L—%@J };@g [ w2+6jJ
0 o
) . 27y e 2 ) . O -
an 2452485 2452 165 +2 = .
=g 4 NI 5.9
(9—q )(j;xq [n_ﬁz_@j} j;mq {n_g%jj} (5.9)

Depois de aplicacao de (2.12) na segunda e quarta soma a esquerda, esse lado fica:

o0 T 5 —§ SO r ) 1
E: g24j2-}-14j~é~n+2 7 N E: g2 w2 470 = .
. RWE—SjJ At n—=6j—1
ju=—oe Fem—ts L -

(9]
2n—1 _ Z q24j2m22j+5+n 2n -

jm—oo

o0
2452 —45+2n
q

= { - n—1]

2442w 107+ 140 ’24}2—47+2n
Zq n—9—%—6jj Zg In—1+67]

JESS

(5.10)

J=—cc
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A terceira e a sexta somas se cancelam por (2.10).

Agora vamos trabalhar no lado direto. Depois da aplicagdo de (2.12) na primeira e
segunda soma e cancelamento de somas idénticas nos dois lados temos a equacao inteira:

i g24j2"§“34j*%*?1-%-2 Er 2n -E . i g24j2_22j+5_§_n §— n "i _
el ln-2-67] =, n~3+67]
e o0
Z q24j2+8j~:-1[ n—1 } _ Z g24j2-16j+3 2n—1
j= n—-2-65] 7 -3+ 6]
e - Jrm—o0
) o0 lgﬁww Py e Z 1 2 { D13 - 2 ) ‘
e 2ny 24787 i 245° 10742 {5 ]
e }<4;f n-2-6j] ;Ocq n-365 ) 11)

Aplicamos {2.11) nas primeiras duas somas a direita. Depois de cancelar somas idén-
ticas com sinals diferentes tem-se neste lado:

2 = 9
Z P HIen " -y =225 no]_
—2-6j = n -3+ 67
e e
S 3424145 4ntn| 2 — 2 b samanianin| 2 =2
.Zg L_g 63] Zq n— 4+ 6 +
=T j=—o0
oo o0
2ai2gsivon| 2M—2 ] paitot6iazaon | 20— 2 -
1 . - 12
j;g L—?“ﬁﬁ j;mq n—3+6] 12

Aplicamos novamente (2.11) as duas somas a esquerda.

o r < o -
Z g24j2+14j«—é~n-§-2 2n—1 . z q24j2+20j+2n+4 2n—1 _
“ 72— 67] , n—3 67

e e Jem—no = a
_ N 50 . -

i q24j2—22j+5—:n n—1 . z q24j2—2sj+8+2n 2n—1 .
' n—234+67] n-—4+67]

j:——GC j=—cc
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i r 1
Z ] an — z P [ 2n—-2 | N
s l??—-"?)%ﬁ? = %nm%—;«ﬁgi
i [o's}
Z g24j2+8j+2n 2n } Z 247 "mi63~°~2+2n§~ 2n—2 {5 19
Pt ?z—‘?——@ Pl \n—3-+67 N

A primeira e a terceira soma a direlta sdo iguals & primeira soma a esquerda por {2.12).
Também por (2.12} a segunda e a quarta somas a direita sdo iguais a segunda soma da
esquerda. Entao, ficamos com a expressac:

o0 r

- .
2472 400342044 | 2n 1 . 2457~ 287 +B42n L
Zg {;Q-_B_agj 24 in-4+6j‘

JE=—oo j=—oo

3

4)

st

(5.

| E— |

Mas, depois da aplicacdo de {2.10) e a troca j por ¢ + | podemos ver que isso &
identicamente igual a zero.

5.1 Interpretacao Combinatoria

Com a prova do secdo anterior temos o “terreno preparado” para obter uma interpre-
tacdo combinatéria para a expressiao (5.1). Vamos achar uma interpretacdo em termos
de particdes coloridas (duas cores). Particdes coloridas ndo diferem muito das particdes
definidas em (2.1). Neste dltimo caso algumas partes sdo "coloridas"i.e. marcados de tal
forma gue podemos distinguir alguns subconjuntos do conjunto das partes.

Vamos juntar os produtos no denominador. Por enquanto vamos deixar (—1q; ¢°J» de
lado. temos entéo:

ingn2+2n

(t: @an+2

como n® -+ 2n pode ser escrita como 3+ 5+.. .+ (2n -+ 1), podemos ver a parte (5.15)

de {5.1) como a fungio geradora para particdes onde a maior parte é impar e todas as

partes impares maiores do que 1 aparecem ao menos uma vez. A estas chamaremos partes
verdes,

UNICAMP
RIBLIOTEGA CENT ?%&
SECAD CIRCULANTF
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A expressdo (—1¢; ¢° ), obviamente resulta em partiches com partes {mpares diferentes.
Vamos denoming-los de partes amarelas. Nota-se que a maior parte agui € menor do que
a maior parte verde.

Lembrando de {3.3) que d4 a recorréncia dentro da familia dos polinémios £, podemos

3
trocar ¢ por 1 e {5.3) fica fica:

No final temos:

Teorema 5.2 O numero total de particées em no mdzime N partes e duas cores onde:
a maior parte verde € impar e todos os paries verdes impares maiores do gue 1 gparecem
pelo menos uma vez; partes amarelos sdo fmpares, diferentes e a matoer parte amarela e
menor do que a maior parte verde € iguel 37

Vale mencionar que nao existe uma finica forma para interpretar (5.1} e funcdes simi-
lares. Para nds parece ser esta a interpretacdo mais simples para (5.1).

Apesar disso é facil ver que podemos ordenar as partes verdes e as amarelas do Teorema
5.2. tal que temos uma interpretacdo combinatdria em termos de particdes planas (com
duas linhas).

Definicdo 5.1 {Partigbes planas) Uma particdo planar de n é dada por

n = E Tiyiy onde LI 2 njijg (517}

110 bp

quando 1, < J1 e o < Jo lexicograficamente [todos iy, inteiros positivos).

Em nosso caso a primeira linha seria formada de partes verdes e segunda de partes
amarelas. Como todos os impares menores do que a maior parte € maiores do que 1
aparecem comno as partes verdes, as partes amarelas sdo impares e diferentes e a maior
parte amarela e menor do que o maior parte verde, é claro que condicdes de definicdo sdo
satisfeitas.

Particdes planas tém aplicacoes na teoria de funcdes simétricas, teoria de invariantes,
e muitos problemas combinatéric. No caso em que vale a desigualdade estrita nas colunas
de particdo , particdes planalis sdo equivalentes a Young tableauz. Para mais detalhes uma
referéncia ¢ (Andrews[1]).



Capitulo 6

(zeneralizacoes polinomiais da
sequéncia de Pell

6.1 Introducao

Neste capitulo consideramos as identidades 36 e 34 de (Slater [28]), respectivamente:

=<y A 72 ¢ T
{_‘.Q‘g }ﬂq K—-QDQ‘ )DO BTL 3N - 8n—5 3
= (@ (% %) @ v 7" (6.1)
o GEIpRS A I 8 5
Zm . <g . H< -1~ (62)

Em {Santos [20}), Santos, usando estas duas identidades, encontrou generalizacdes
polinomiais para a seqliencia de Pell, incluindo formulas explicitas para as familias em
termos de g-analogos de coeficientes trinomiais.

Agui vamos introduzir a segunda variavel, 1, de um modo diferente.

Comecamos com o lado esquerdo de (6.1} e definimos

r .i — ? \?’L 6‘3
fla. 1) ; - (6.3)

43
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£ facil ver que

f 1 N
£y SR . e
AR o (& ¢ hnr

N
5

1 (1+tg) i (—tg% g% nst"g"

-t (I1~1) & (tg% ¢%)n
_ 1 . (1 -+ t{ﬁ Z {wtgg; gz}nf%-é-lqn2+2n+l
R (g% ¢%)ne
b O+tg) i (=t D). [1g?)g"
1—t " 1-14) (19% ¢%)rts

o que implica:

(1=-t)f(g,t) =1+ (1+ta)tefla.tq"). (6.4)
Esta equacao funcional serd usada na secdo 2 para obter uma generalizacio polinomial
para a seqliéncia de Pell e uma interpretacao combinatéria para esta segiiéncia.

Os ntmeros de Pell 1,2, 5, 12, .. definides por ag = 1; a1 = 2; @, = 201 + Qy.2 880
0s denominadores da segiiéncia dos niimeros racionais:

13 7 17 41 99
mmmmm (6.5}
que sdo os convergentes da fracio continua que representa /2.

Na secdo 3 exibimos uma nova férmula para os nimeros de Pell em termos de coefi-
cientes trinomiais provada usando-se a formula explicita da generalizacdo polinomial dos
nimeros de Pell dada na secéo 2.

Na secdo 4 temos uma outra generalizacao polinomial com interpretacio combinatéria
correspondente & uma nova f6rmula para a segiiéncia de Pell.

Na secdo D apresentamos duas formulas relacionadas com a segiiéncia de Pell,
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6.2 Generalizacao polinomial para a seqgiiéncia de Pell

Podemos ver de (6.2}, que

e temos a equacao funcional:

(1—-1)flg.t) =1+ (1 +ta)tgf (g tg°).

Sabendo que o coeficiente de i™ na expansao de (6.2} & um polindmic em g, temos:

fla.ty=> Bigt (6.6)

n=>4{

podemos substituir isso em {6.4) para obter:

(1-8> Bulgt" =1+ (1 +1gtg Yy Pulg)t"g™

n==( =0
o0 fo'e] o0 .
DR =Y Pa@tt =14 ) Rt 4y Pl
n=0 =0 n=0 0

de onde temos:

i Pa(g)t" - i Py (@)t" =1+ i Pooit™g™ ™ + i Paoat™q™ 2.
na=]

n==t} 1=l n=z0

Agora é facil ver, comparando os coeficientes com mesma poténcia de 1, que

Polgy =1
Plgy=1+¢ (6.7)
Polg) = (14 ¢ NPalg) + ¢ 2P
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Esta familia de polindémios pode ser interpretada combinaforialmente se nds obhgervar-
mos que (6.2) pode ser escrita na forma seguinte:

1 3

1—1

{1 _;__uig:ﬁ%wl\tﬂgi+3+5-’r"'+2ﬂwi
fla.t) = ‘ ’

; ?18

=3
it
&

1--1gil +1g°)
(1—tg?)(1—1tg) ... (1—1g*)
T . N A " - B 3 R p
de onde temos que nesta soma o coeficiente de Vg™ & o nfimero total de particdes de A
em exatamente N partes onde todo {mpar menor do que ou igual a maior parte aparece
pelo menos uma vez e no maximo duas vezes.
. 1 . .
Considerando o {ator ——— nds acabamos de provar seguinte teorema:

(1— %)

Teorema 6.1. F,(g) é a funcdo geradora para particdes em no méximo n partes onde
todo impar menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos uma vez e no maximo
duas vezes.

Para ver a relacdo dessa familia de polindémios e a seqiiéncia de Pell fazemos ¢ =1 em
1T .
(6.7). Temos:

Pol1) = 2P i (1) + Py_s(1)

a seqliéncia de Pell dada no comego.

Dessas observaces nés temos a seguinte interpretacao combinatéria para a seqiiéneia
de Pell que nés vamos formular como ¢ teorema.

Tecorema 6.2. O ntmero total de particdes em no méximo 7 partes onde todo impar
menor do que ou igual a maior parte aparece pelo menos uma vez € no maximo duas vezes
é igual ao ntimero de Pell F,(1).
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6.3 Formula explicita para uma generalizacao polino-
mial da seqgiiéncia de Pell
Usando a formula (6.20} de (Santos|20]) fol possivel achar uma conjetura para uma

formula expiicita para a familia de polinémics dada em (6.7). Nesta secdo nds vamos
provar a conjetura:

o] o
Colg)= > U8 = 3 U0, 3 - 87) (6.9)

J=—00 j=—0
onde Uin, A} =U(n, A g).

Para mostrar que esta conjetura & correta nds precisamos mostrar que (6.9) satisfaz a
relacio de recorréncia definida em {8.7).

Teorema 6.3. A formula Colg) dada em (6.9} satisfaz as condicses inicials e a relacio
de recorréncia dadas em (6.7).

Prova. Considerando que Cslg) = 1 e C1{g) = 1 + ¢ precisamos mostrar gue

Colg) = (1+ ¢ N Cna{q) + ¢ Cra(g).

Substituindo a expressio para Cp{g) dada em {6.9) temos:

o oo
> AV g ~ 3 @YU 3 - )
jmmoo j=—3{,‘
— (1 *jwqgn-l} < z qlsj +23‘]j’{n _ EJSQE _ Z g§632_14j+3U(n _ 13 “83}5
Fem—00 FE_ttv's)

+q ( D@m= 2.87) - 3 TR (n - 2,3~ 8j)> .

jm o j==oo

Aplicando (2.28) a0 lado esquerdo e usando {2.27), depois de algumas simplificacdes
Lemos:
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.3 F ’ . 16321091t n e T
Z giﬁj ‘BJTRTH?’@“LS_}’_1>+ Z giﬁj ;1@2;3-?,&3-1}(%%1:8?_?_2)
FEm =00 FEm e OO
=0
_— Z qlﬁ —'%’”kr’:{ &3@——-—3 7——8j;~m Z le —22 mg_lmﬁ? ?’im} 3"8}5
JEr—O0 JE—oo
oG &0
A VI . FE N P, WX ; -,
_ Z glﬁj +27 2+2n§n8{_n . 28:}} + Z §15J +27 2'5'2?12'“0{.}74 — 18} + 1}
FEm—oo Jmm e
oo
1 1"2__1_‘-11_;,“_ . y o~ i a"m.. LIPS
_ Z g’ﬁ“ 1474 EQH?D{?%*E.;%“?;‘,_}} zg l?‘i,zn?{nm’) %_,_8}}
IR Femem oo

Usando, agora, {2.24) em todas as somas do lado esquerdo obtemos a seguinte expres-
s50 para lado esquerdo:

o0
z q167 -—GJ-&-nT (72 - 8} _ 11 Z g163 + 25 - 2+2nT (??, )
j=—o0 o e (0
20 o0
LESTLRE Ry S oy 2 410j 4 14np -
+ D @I - 2,8) —2) 4 Y | g HHRT (- 2,85 +2)
j=—20 j=—00

a

4 3 QIR (2 85 4 3) + Z g (2,85 4 1)

= j=—a0
o
- Z q16j2—53~§-nT1(n . 2*‘ . Sj> Z glsj w14 3'}'2’!1“{“}.27 {n -2 3 _ Sj)
jEm—c =00

o0 o
— D RIS 21— 8) — Y ¢RI (1 — 2,5 — 85)

jm=—oc J=—c0

. o

Jem—0o J=—o0
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Trocando j por 7+ 1 nas 1iltimas duas somas, depois de cancelamentos com as corres-
pondentes somas no lade direito temos:

oe

[
Z ¢TI (- 2,8 — 1)+ ) ¢ T T (n - 2,85 - 2)

—o0 S
o0 >0

s B e ) )
Z 4363 1€)J+1~1~HT (?’2 -9 8_} + Z 153 "@'18j+2n+2T0{n . 28j + 3}
o0 o0
Z 5?”?71“??“5;;%2{;167“% To(n — 2,1~ 8j)

J=

o oo
» Z Qlﬁj"—l—}ﬁ;-{—lé—nfl (?2 N, - 8_}‘} _ Z qlﬁj“%-Qj——S-l-E?LTC(n _ 2.‘ - gj}

Jam Jm—oo

Usando {2.26) comm=n—2. A =1 — 8] temos:

Tin—2,1-8j) — "> Ty{n — 2.1 - 8)) — Ti(n— 2.2 — &)
g I ) 2.2-8)) =0

Considerando que T1{n—2,1—-87) = T3{(n—2,87 — 1} por (2.31) temos que a primeira,
segunda, quinta e sexta somas aclima sao identicamente 7ero.

A terceira, quarta, sétima e oitava soma juntas séo também identicamente 7ero por
(2.26) e (2.30}. Isto completa a prova.

Sabendo que Fo(1) é a seqiiéncia de Pell, que pode ser visto em (6.8), podemos obter
uma formula explicita para essa seqiiéncia usando a formula (6.9).

Po(1) = lim Clg) =

20

K
: 182 4+257 7 : 165%— 1454377 .
lim S g Uln, 85} — > ¢'¥ Uin,3 —8j)

Je—co ==
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fo'e)
= Z Hm{Th(n,84,q) + Toln, 87 + 1,0} —
g1

o

Toin,3 - 8j.q) — Toln, 4 — 87.4))

. = [/n e _ 7 _{/ noNy
B j;x; &(8})2 * (83 + 13}2 {3 - 8j>2 E\gi — 83) 2_j
M(n~+~1> m<n—_—1}}
& +1/, \8i+3/.]

onde foi usado que Ta{m, A, ¢} & um g-andlogo dos coeficientes trinomiais,

I
'Mg

0

lim To{m, 4,q) = @)2,

6.4 A segunda generalizacac polinomial para a seqiién-
cia de Pell

Comegamos considerando a fungdo f34(g. 1) associada & equacio 34 de (Slater|28]) dada
em (6.2)

o5 2.
(—tg; g)nt"g" ¥
faalg 1) = > s : (6.10)

Usando os mesmos passos usados para obter (6.4) podemos obter a equacio funcional:

(1= 1) faalg.t) = 1 (1 + tq)tq” faslg, 1¢°) (6.11)

Trocando faa{g,t) por

em (6.10) podemos obter
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Dolg) =

ot

Digy=1+¢ (6.12)

1 /

Dnlgy=(1+ ¢ D,_(a) + "D, _»(q)

Para achar a interpretacdo combinatdria para essa familia de polindmios podemos
escrever (6.10) na seguinte forma:

S (—tq; gt g 72"
Y
rpz=0) (Zf, g }n%l

e

z (; + iq){i + t!;ﬁ} (1 tg?-ﬁ-?-l)f’lq{2+1}+{4+1}...{2nw2-§-1)+{‘2n-—§—1)
(1=l —tg?g—1g*) ... (1 - tg*")

feXd]

de onde podemos ver que nessa soma o coeficiente de tVg™ ¢ o ntmero total de particies
de M em exatamente N partes onde a maior parte & impar. maior do que ou igual a 3,
aparecendo somente uma vez, e todo {mpar menor do que a maior parte e maior do que
ou igual a 3 aparece como partes pelo menos ma ver e No maximo duas veres.

Considerando o fator 1/(1 — ¢) para ¢ = 1 temos

D) =2 (6.13)

é a seqliéncia de Pell. Entdo, provamos o seguinte:

Teorema 6.4. O ntmero total de particdes em no maximo n partes onde a maior parte
& impar, maior do que ou igual a 3, aparecendo somente uma vez, e todo {mpar menor do
que a maior parte e maior do que ou igual a 3 aparece como parte pelo menos uma vez e
no maximo duas vezes é igual ao ntmero de Pell D, (1}.
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Foi também possivel achar uma forma explicita em termos de coeficientes g-trinomiais
para a familia dos polindmios {6.12).

Provamos que Dn_1{g) & igual &

o
T

e
Caln) = Z qisjzﬂ;-@jgj{nﬁj + 1) - z gmjhmjui;{m 8§+ 9) {6&4}
j=—a0 i
Entao temos a seguinte férmula para os nameros de Pell:
i{(ﬁ)-%/n){n\?’ﬂ)}
Pt L\&F+1/, KS} +2/, \-8+2/, R”’”?ﬁj +3/,]
o0 s N b
7 7 )
= . -l . (6.15
j;x {(\83%—1)2 (83+3>2J )

Néo citamos a prova para Css(n) dada em (6.14) porque essa prova é muito parecida
com uma dada para o teorema 6.3.

Essa formula também foi provada em (Sills[23]) usando-se uma identidade de Lebesgue.

A mesma expressac obtida no teorema 6.2, e no teorema 6.4 para duas classes de
particdes diferentes fol uma motivacdo para procurarmos uma bijecdo entre as duas classes.
N3o fol dificil encontrar essa bijecdo :

Na classe de particGes descrita no teorema 6.4 todos os impares maiores do que 3
aparecem pelo menos uma vez (e no méximo duas vezes); podemos subtrair 2 de uma
copia de cada destas partes impares para obter uma particao de classe descrita no teorema
6.2. B claro que  possivel inverter esse procedimento, observe-se que a maior parte obtida
¢ necessariamente {mpar {veja 6.2).

Tustramos isso na Tabela 6.1. onde a primeira coluna consiste de particdes definidas
no leorema 6.2, e a segunda coluna consiste de partiches definidas no Teorema 6.4
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Teorems 6.2 ii Teoremsa 6.4

& & % B

& 2 & @

® e

& & 1 & 2 =5

# | & @
2 & ® & 2 =2 @
2 & 2 B
s ® e ® @
* s =
®
s @ ¢ & @
® % 2 =
& e @
° & @ ® & 2 @ @
® @ ® 2
2 @
2 & @ e 2 © & @
® & ®
2 2 @

® @ e @ @ @ @
& B ® e 8 ®
@ ® & @
® & ¢ = s @ & & &
® & @ ® @ ® =
® e & @
s ® B @ @ PPN . ® & &
e & @ ® & ® @ @
#® e & &

Tabela 6.1
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Observamos que para obter as particdes na primeira coluna, tomamos n = 3 em {6.7)
chegando a

e as particdes em coluna 2 nés obtivemos tomando n = 3 em (6.12}:
Dolg) =1+ +¢'+ + ¢ +¢ + ¢ +¢" + "+ ¢ + g7 +¢"

6.5 Duas férmulas importantes relacionadas com a seqiién-
cia de Pell

Sabende a férmula (6.15) fol possivel encontrar e provar, por inducio , as seguintes
formulas: a primeira para a seqgiiéncia (S,) das somas parciais dos ntimeros de Pell ¢ a
segunda para os numeradores (N} da seqiiéncia dos ntmeros racionais dada em (6.1},

S“:_i Ks;:-z)z_ (gﬁé)j (6:16)

onde
S; = 1, SQ =3 Sﬁ = QSﬂw_l ; Sn__g +1 n>3 (6 1?}
e o0
7 7
N = — 6.
=32 (), (%), 619
onde

Ni=1, No=3, Ny=2N,1+Ny—oy n>3 (6.19)



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Durante a redacao deste trabalho mais perguntas surgiram do que respostas foram
dadas.

Durante os estudos dos resultados citados agui, e alguns outros, ainda em rascunho,
nos pudemos obter algumas ideias sobre a conexio da forma explicita para lado bosénico
de uma identidade e a recorréncia que esta familia de polindmios satisfaz. Talver exista
uma maneira direita de conjeturar forma explicita usando sé relacdo de recorréncia.

Provas das conjeturas de Santos |20] sdo longas e bastantes trabalhosas. Recentes tra-
balhos de Wilf, Zeilberger, Petkov3ek ( [26], [30]) na automatizacio de provas de identida-
des combinatérias, mais precisamente, generalizacdes para somas multiplas e g-analogos
destas generalizacSes, num contexto mais geral possivel, prometem automatizar estas pro-
vas. Por enquanto nada sobre esta possibilidade foi publicado. Serad que existem outros
problemas alem do computacional?

CGue acontece se nés omitirmos a condicdo (i) (f{g,t) satisfaz uma equacfo nio-
homogénea de primeira ordem em ¢) no Método de Equacdes de ¢-Diferenca? Se a possi-
bilidade de uma relacao de ordem maior é permitida o calculo com a relacio de recorréncia
fica muito mais complicado, mas os métodos de Wilf e Zeiberger podem ajudar agui tam-
bém. Este tipo de identidades é conhecido como Identidades Polinomiais de Bressoud
{veja Sills|24]).

Cormo nos parece existem ainda importantes questoes a serem respondidas.

[
e
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