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Resumo

A andlise matemdtica apresentou, principalmente a partir da década de 60, um
considerdvel avango no que se refere & teoria de correspondéncias ou multifungdes.
Muitas das contribuicBes nesta drea sdo devidas a economistas matematicos, tais como
Robert Aumann, Wener Wildenbrand, Gerad Debreu, dentre outros, que motivados por
problemas tedricos da ciéncia econdmica, mais especificamente 3 Teoria do Equilibrio
Geral e Teoria de Jogos, foram responséveis por varios resultados que, ou generalizavam
alguns fatos obtidos na analise de fun¢des classicas, ou mesmo apresentavam novos
conceitos e resultados. O objetivo principal deste trabalho é o de, num primeiro
momento, sistematizar a teoria basica de correspondéncias: passando por sua definicio, a
conceitnacdc de convergéncia, o estudo da continuidade até mensurabilidade e
integracdo. Por fim, vamos dar algumas das aplicages deste escopo & Teoria do
Equilibric Geral com finitos bens; mais especificamente, o modelo de Equilibrio Geral
com um continuo de agentes e puras trocas e ao modelo com produgdio e agentes
mensuraveis, conhecido como coalition production economy.
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Abstract

The mathematical analysis has presented, specially after the 60’s, a considerable
development in what is referred to the theory of correspondences or multifunctions. Many
of the contributions in this area are due to mathematic-economists, such as Robert
Aumann, Wener Hildenbrand, Gerard Debreu, amongst others, that motivated by
theoretical problems of economic science, more specifically the Theory of General
Equilibrium and the Game Theory, were reponsable for many results that have, either
generalized facts obtained in the analysis of classical functions, or even presented new
concepts and results. The main goal of this work is to, in a fist stage, synthesize the basic
theory of correspondences; passing by its definition, the concept of convergence, the
study of comtinuity up to measurability and integration. In the end we give some
aplications of this framework to the theory of General Equilibrium with finite goods;
more specifically, to the model of General Equilibrium with a continuum of agents and
pure exchange and the model with production and measurable agents, known as coalition
production economy.
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Capitulo 1
Teoria de Correspondéncias.

1.1 Apresentagao.

Nesta primeira parte do trabalho, temos como objetivo, introduzir os elementos bdsicos da teo-
ria de correspondéncias. Tendo em vista que uma correspondéncia, de um conjunte X a um
conjunto Y, é uma aplicagdo que associa a cada elemento de X um subconjunto ndo-vazio de Y,
temos a necessidade de realizar wm estudo sobre os espagos de subconjunto de Y para, entao,
podermos especificar alguns conceitos de convergéncia de conjuntos. Como neste trabalho o
estudo é desenvolvido para o caso em que ¥ = R®, ou de forma um pouco mais geral, para
o caso em que Y & um espaco de Polonés (Y é um espaco métrico completo e separdvel), nao
estabeleceremos resultados em contextos mais gerals; um tratamento em que admitimos espagos

topolégicos formados pela colecBo de subconjuntos de um espaco topoldgico original ¥ é dado

em [26].

Como daremos enfase para o caso em que ¥ = R™, vamos apresentar alguns tipos
de espacos de subconjuntos de R™, a saber: a familia dos subconjutos compactos de B e seu
subespacoe dos compactos e convexos, ¢ qual apresenta relevincia ao se trabalhar com corre-
spondéncias que relacionam elementos em X a subconjuntos nao-vagzios, compactos € CoONvexos
de R™. Nao obstante, também apresentaremos uma nocio de convergéncia de conjuntos aplicdv-
el a qualquer sequéncia de conjuntos, conhecida por convergéncia de Kuratowski. Veremos que,
quando dotamos o espacoe de conjuntos compactos com a métrica de Hausdorfl, obtemos um
espaco de Polonés. Ainda, apresentaremos uma caracterizacio da métrica de Hausdorff via
funcéo suporte, gracas a um resultado devido a Minkowski, o que torna sua operacionalizacao

hem mais coHmoda.



Em seguida, daremos os principais resultados relacionados a continuidade e hemicontinuidade
superior e inferior para correspondéncias. Tais resultados sio de extrema importdncia para o
estabelecimento dos tecremas de ponto fixo, mals precisamente, © ieorema do pento fixo de
Kakutani para correspondéncia o qual generslizou o tecrema do ponto fixo de Brouwer para
funcoes.

A dltima parte deste primeiro capitulo versa sobre mensurabilidade e integracio de cor-
respondéncias. Iniciaremos esta segdo apresentando os conceitos de mensurabilidade e Borel-
mensurabilidade para correspondéncias cujo dominio é um espaco de medida (X, A, ), além
da nocio de selecio mensurdvel e de contextos gue garantam sua existéncia. Dai, vamos definir
a integral de Aumann além de tratarmos algumas de suas propriedades, destacando sua con-
vexidade decorrente de um resultado devido a Lyapunov. Ao fim, depois de definirmos uma

correspondéncia contdvel aditiva, apresentaremos o teorema de Radon-Nikodym.

1.2 Espacos de Conjuntos em R",

1.2.1 Os Espagos K(R")e KC(R").

Inicialmente, vamos recapitular alguns resultados e definicBes bédsicas:

(a) ACR" él fechado se para toda sequéncia (z,,) C A tal que z, — = tenhamos que = € A.

{b) A C R"™ & limitado se existe alguma constante k& > 0 tal que para todo a € A, d(a,0) =
lall < &

(c) A CR"™ é compacto se, e somente se, A é fechado e limitado.

(d) A € R" é convexo quando para todo aj,ay € A e para todo A € [0,1], tenhamos
que Aay + (1 — A)ag € A.

(e} A envolvente conveza de A é o conjunto:
oA ={da; + (1 —Nas fa1,02 € A, A& [0,1]}

Ou equivalentemente, coA é a interseccio de todos os subconjuntos convexos que contém A;
como 2 intersecgao de conjuntos convexos é um conjunto convexo{l], entao coA é um conjunto
convexo. Ainda, é claro que A C coA = co{coA).

Definamos, entao, dois espacos de conjuntos em R"™, a saber, o espaco dos subconjuntos nio-

vazios e compactios e outre, um espago préprio deste dltimo, gque toma o requerimento adicional



de convexidade.
i) K{(R*)={ACR"/ A+#{, Aé compacto}.
(i) KC(R™") = {A € K(R")/ A é convexo}.

Usando as defini¢des acima podemos provar a seguinte proposicio:
Proposicao 1 Seja A CR™. Entdo:

{i) Se A é convexo entdo cod = A.
(i1}Se A é fechado entdo coA é fechado.

(iii)Se A & compacto entéo coA é compacto.
Definicao 2 Sejam A, B subconjunto ndo-vazios de R" e A € R, temos a segquinte definicdo

dada por Minkowski:

A+B = {a+b:ac A be B}
MM = {da:ac A}

Daf, vernos que K (R™} e KC{R"} sao fechados para estas operacoes de adicao e multiplicacéo

por escalar, ou seja, sd0 espacos vetoriais.

1.2.2 A Funciao Suporte.

Seia A C R™, A # 0. Definimos a funcio suporte do conjunto A como sendo:

cqa : R*—RU{o0}

¢ oa(z)=sup (a,T)
a4

em que (-, -} denota o produto escalar usual em R™.

Tal funcao apresenta uma série de propriedades, as quais listamos abaixo:
Teorema 3 Seja D{oy) ={z ¢ R": o4{z) < +oc} o dominio efetive de c4. Entio:

(i} D{c4) é um cone convexo com vértice em 0 € R™.

(o a(dx) = Aoalz), VA > 08

‘Desta propriedade, oa(z) = |zl oa(

+2), daf € nsual definir ¢4 - §*! e RU{cch,em que S = {z €
B izl — 1}

wt



(iil)o4 € convexa, ou seja:
calaz + By) <acalz)+ Bosly),Vo,yc R eVa, 3 >0 talsque a+4=1

{iv) 04 € uma funcdo semicontinua inferior (s.c.i.}2 € TIINCca OCOITE qUE o4 = +00.

(v} 04 = 0334, em que ¢oA € igual a intercecsfo de todos os conjuntos convexos fechados
que contérn A, ou eguivalentemente, 7oA = cod, em que X & o fecho® do conjunto X.
Demonstracao: (i)Seja £ € D{c4). Logo VA > 0.c4{A\z) =sup {(Aa,z) = A sup {a,z) =
Aoa(z} < +oc. Assim Az € D{o4). Além disso, o4(0) =sup {0, ;}ei 0. Portanto, (}B?GA) é um
cone com vértice em 0. Sua convexidade, como veremos, ggfé decorrente do item (i},

(il) Segue como escélio de (i).

(iil)Dados z,y € R"™, para tedo o, 8 > 0 tals que o + 5 = 1, temos:

oaloz +By) = sup{az+ By a) =sup {a({zr,a) + (Fy,a)} <
acA acA
asup(z,a) +fsup {y,a} = aoa(z)+ Boyly) < +oo
acA acA

ou seja, o4 € convexa sobre D(c4). Em particular, az + By € D(o4),0 que completa (i),
isto &, D{c4) € wm cone convexo com vértice em 0.

(iv) Como o4(0) == 0, nunca ocorre que o4 = +oc. A s.ci. segue do fato de o4 ser o
supremo das formas lineares e continuas.

(v) Mostremos duas desigualdades:

(<) - Como A ¢ ©0A segue que:

calz) = sup {a,z) < sup {a,r) = 0z4 (z)
ac A actoA

= 04 = Owpa

{>) - Seija x € R™ arbitrdrio.
Se o 4(x} = 400, da desigualdade anterior, o4 (z) = +oc.

Todavia, se o4(z) < +oc, facamos ¢ = o4{z).

Seja F um espaco vetorial normado. Uma funcio ¢ : E — Ru{cc} é ditasci. se Vo € F bm inf ({y) = (=)
Yo

em que iim inf (ly) = m. g = &1 inf  {{y)
d y—T ("i’y) ‘ weBiz.=) g(y) Peo wE B(r.s) s (y}

20 fecho de um conjunto X ¢ definido come: X =M{K 2 X : K & fechado}



m
Sez€cwA=3a...amEhea..apc{zeR 2 >0} com Y a = 1, tals que

izl
m
z =y oy0;.
=l
T me m
Logo, (z,2) = <T,Z‘aa> = > oplmay) £ Y ou( = ( = oalx). Ou sefa, vz €
=1 i=1 i1

coA, (z,2) < oalzx).
ASSim: JCG‘A(m) = G‘A(ZI?).
Se agora z € T0A = coA, entao 3(z) C coA tal que 2z, — z. Portanto, ¥p € N temos que

{z,zp) < 04(x). Como se, dado um z € R* fixo, definirmos a funcéo:

¥, : RMT—R

2 — (5,2)
¥, & continua, podemos fazer:
{(z,2) =plim {z,2p) < calz), V2 € @A
e OO

Portanto, oza(x) = sup {z,a) < ca(z). Isto &, o4 < 04, 0 que encerra a demonstracao.
acted

]

Observacao 4 Também podemos mostrar que se o : R* — R ¢ uma fungdo convera, positiva-

mente homogénea ¢ s.c.i. Enldo ¢ é a funcdo suporte do sequinte conjunto fechado e convero:

Q= () {yeR": (£,9) < ol&)}

cemn
a demonstragdo deste fato pode ser encontrada em [30].

Proposicao 5 Dado A C R™ e 04 sua fungdo suporte. Sejamu,v € B™ com o 4(v) < co. Entdo,

sevp =k o+ (1 =k u, (vg — u}. comk € {1,2,...}. temos que 04(u) r-kiim oalvr)-
=0

Demonstracao: FEm [14] temos a demonstracédo utilizando o fato de o 4 ser s.c.i. O

Teorema 6 Seja A € KC(R") e u € R"\{0} fizado. Entdo:

-~



(1) Existe z, € A tal que g4(u) = {(u, Ty ;

(i1)O hiperplano H = {x € R™ : g4(u) = (u, z)} suporta A em z,.

(ili) d(0, H) = oalyar).
Demonstragao: (i} Temos que a aplicacgo z € R™ v {u,x) € R, por uma das propriedades do
produto interno, é linear além de continua. Ainda, A & wm conjunto compacto, logo tal aplicacéo
atinge um méximo em algum ponto z, € A4, isto &, {u, ) =max {u, z) —sup {u,z) = ca{z).

(i1} O hiperplano H limita A j& que ¥z € A, (u,z) < oalz). Amda :cu € HNA, o que
implica em H suportar A em z,.

(iii) Como u € ortogonal a H, entdo existe A € R tal que Au € H. Mas daf || Au|| é a distancia

de 0 a H. O que nos perimite escrever:

u)__l_gl()megmlm, R 7]

G’A(E{é—i:’ = = {}‘utu,) = E’\‘; T = iif\%i\ - d<9 H}

Vejamos alguns exemplos, gquando particularizamos o conjunto A C R™.

Exemplo: Seja A = B{0,1] = {x € R" : ||z]] € 1}. Portanto para todo z # 0,podemos

escrever:

R Y — V=
ronn(®) = s (e = (o150} = ool = el

Se x = o0, ca(z) = 0= ||z||. Logo, Y € R*, 0y (x) = ||zl -

Em outras palavras, a funggo suporte da bola unitdria n-dimensional corresponde a fungao

norma ||-{l : R" — R. O
7%
Exemplo: Scja A= {{a;...a,) € R} : ¥ a; = 1}. Entdo sua funcio suportc o4 ¢ dada por:
g=1
o4(x) =gup {r,a) = wax p&z}, em que x = (&1 ...%,). De [ato, seja A = max {z;}
aGca 1=ig 1<i<n

Jﬁi(x) -——Stlp {z,a) = Sup{zzzaz Zaz = 1,03 > 0} <max {z;} =x;=A

< '('ﬁ
=1 4=} -

que ocorre na j-ésima coordenada. Tomando a € A tal que @ = {0....,0,1.0,....0}, em que



o nlimero 1 ocorre na j-ésima coordenada, temos:
(r,a) =z;= A

Portanto, oa(z) = A o

Exemplo: Seja W um subespaco de R* (W # {0}) e W+ seu complemento ortogonal, ou
seja, R™ = W& W+, Entior

0,z e W+

+oc,z e W

. f
G‘ﬁ/'(ZC) w i
{

Com efeito,

Sex € W+ = (z,5) = 0,V € W, logo ow(x) =sup {z.a) = 0. Pois, sem perda de
asW
generalidade, se sup {(#,a) > 0. terfamos que Y& > 0, Jac € W+ tal que [¢ € (0, oy {z))]

acW
0 < owlr) — & < {z,as) < ow(z), absurdo, pois ac € W+ = (z,as) = 0. Portanto ow () = 0.
Se z € W = ow(z) =Sup (z,a) > {x,z) = ||z||*. Como W & subespago, YA,8 € R e
Yy e W, A+ By € W. Portanto ow(x) —-sup {z,ay 2 (., \z + By) = ANz, z) + 8 {z.y) # 0.

Dal, como Vr € Ry, 3N 8 R 3y c W taique’r—,\(.?: zy + Bz, y), owlz) = r.¥r € R,.

Logo, ow(z) = +cc. £l
) ki3
Exemplo: Scja A = {a € R : la;] € 1.1 € ¢ € n} cntdo oa{z) = 3 |zi|, cm que
=1
= (x1, .-, Zn). Com efeito, Ya € 4, la;] < 1,¥i < {1,..n}. Assim, o4(z} =sup {x,a) =sup
acA acA
Th k2
Zmzaz mas max Zaz = 1+, n. Logo, sup Y mia; < 3. lz;}. Tomando a =
gzl : atA i=1 i=1
n
(—18@ 160 —15(”), emque £(i) =0sex; > 0e (i) =1sex; <0, entdo {x,a) =3 lzy|.
=1
[

Teorema 7 Sejam A, B CR™ com A e B ndo-vazios.

(i) Se A, p sao reais positivos, entdo oy a4,5(z) = Aoa(x) + pope(z).

(ii) Se A € B entdo og4(z) < op(z). Vr € R". Reciprocamente, se ¥xr € B",04(z) < oplx)



entio cod ¢ #68. Em particular, se A e B sfo convexos, fechados e nao-vazios entdo:
ACB & os(z) <oplzr),vz e R”

(iii) Seja {A; i € I'} uma familia de subconjuntos ndo-vazios de R™. Entéo 7] %_(x) =sup
&1 el
oa,{z).

Demeonstragao: (i)Pela definicio da funcio suporte, oxa4,p(2) = sup (z,z), sendo
ZEXA+uB
z € MDA+ uB entdo Ja € A e 3b € B tal que z = Aa + ub, assim podemos escrever

ortras (B) = sup  {A(z0)+p e, b} = A sup {z,a) + 4 sup {2,) = A0 () + pos(z) pois
(ab)EAXB agA beB
A e p 880 reais positivos.

(it) Como A C B é imediato que ca(z) < op(z)¥z &€ R". Reciprocamente, se Vz &
R". g4{z) < op(z) e, por contradicio, existisse um elemento z € A tal que z ¢ ZB. Dal
pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma forma linear e contimua f : B® — R que sepa-
ra estritamente {z}, que obviamente é um compacto, e €65, que é um fechado. Em outras
palavras, existe g € R™ tal que , como (xp, w) < {xo,2) Yz € T0B, sup {(xo,w) < {(xo,2).

wETo
Mas {xg,2) < sup {(xo,w) e dai og(zg) = oma(ze) < oma(ze) = oa(zo) , absurdo. Para
wecoA
a tltima equivaléncia, segue do que mostramos acima e de que se A é convexo fechado entao

A=T0A.
(iii) Seja {A; : ¢ € I}t uma familia de subconjuntos nio-vazios de R”. Temos que Vi € I,

A © U A; = A, (m) < O’UA_(x), vz & R™.

i€l SET
Inversamente, se a € A = | J A; = Jip € I tal que a € A;y. Assim, {x,a) < sup {z,£) =
(=34 §E.4='D
ca, (r) Ssupog, (x). Logo, sup {(z,a) <sup ¢4,(x). O que encerra a demonstragéo. O
- igl aclJ As iel

iel

1.2.3 Convergéncia de Kuratowski.
Definicao 8 Seja (Ap) um sequéncia de subconjuntos de R™. Seguem as definicfes abaizo:

(a) 2 € R™ é um ponto limite de (Ap) se VV = B{z,£),3po e N/ Vp > py A, NV # 6.

(b} x € R” & um ponto aderente de {A;) se Vp € Ne vV V = B(z,=z), 3¢ = p tal que
ANV E Q.

{c) iminf A, = {z € R"/ = é um ponto limite de (4,)}.

(d) imsup A, = {x € R"/ x &€ um ponto aderente de {A,}}.

i0



(e) Se lim inf A, = limsup 4, = A, entao dizemos que A é o limite da sequéncia (A}, no

sentido de Kuratowski. Como notacao, utilizamos:
. K
limAp = A ou A, — A.

Vejamos, primeiramente, um exemplo em que uma sequéncia de conjuntos em R™ nao con-

verge no sentido de Kuratowski.

Exemplo: Em R, seja

A = [1/p, +00), pépar.
= (=00, ~1/p], péimpar.

temos que lim inf A, = {0}, isto &, 0 & o inico ponto limite de (A,). Todavia, lim sup 4, = R,
ou seja, tode nidmero real é ponto aderente de (4,). Com efeito, dado z € R, Vp € N, Ve > 0,
tomando ¢ = min{n € N: 1/n < e e n > p}, temos que A; N B(x,e) # 0. Assim (4;) néo

converge no sentido de Kuratowsky. O

Teorema 9 Seja (A,) uma sequéncia de conjuntos em R", entdo:
(limsup Ap)° C Hminf AZ*

Demonstracao: Seja xg um elemento que nao pertenga a im sup 4,. Logo existe uma viz-
inhanca Vp de zp e ng € N tal que, Ym > ng, A M Vp = (. Agora, seja V' uma vizinhanca
arbitrdria de xp. Entdo, para todo m > ng, 20 € A5, NV, Assim, AS, NV é certamente ndo-vazio

e, logo, 7o € lim inf A7 -

Exemplo: Para vermos que néo podemos ter, em geral, a igualdade de conjuntos no tecrema

anterior, segue O seguinte exemplo em R :

[1/p,+c0), pépar

[
Ap =
? (‘\(‘“903-—3«/?], pédmpar

temos do exemplo anterior que lim sup 4, = R, isto &, (lim sup 4,)° = 0. mas lim inf 4] =

PAT=RM\A = {x e R iz ¢ A} denota o complementar do conjunto A em R”.
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Lema 10 {Monotonicidade dos limites de Kuratowski) Sejam {Ap) e {Bp) sequéncias de con-
juntos em R™ tais que Ay C By, Vp € N, entdo:

(i)im sup Ap C lim sup B,

(i )lim inf Ay, C lim inf B,

Demonstragae: (i)Queremos mostrar que, sob a hipStese de que A, C By, ¥p € N, todo
ponto aderente de {A,) é ponto aderente de (B;). Com efeito, se = € ponto aderente de {Ay)
entdo, dados quaisquer £ > 0 e p € N, é possivel enconirar ¢ € N tal que A, N B (z,2) # §, mas
B, B{x,e) D AN B(z,5) #0, isto &, x também é ponto aderente de (By).

(ii)Seja = um ponto limite de A4,, ou seja, Ve > 0. 3pg € N tal que Vp = pg, A, N B(x. ) £ 0.

Mas Vp 2 po. BpNB(z,2) D AN B{x, £) % 0. O que mostra que z € um ponto limite de {By). 2

Teorema 11 Sejam (A,) e (By) sequéncias de conjuntos em R™, entdo:
(1) lim sup{A, U B,) = lim sup A, U lim sup B,.
/ii) lim inf(A, N Bp) C lim inf A, lim inf B,.

Demonstragao: (i) Pelo lema anterior lim sup A, C lim sup(4, U B,) e limsup B, C
limn sup(Ap U Bp) e daf, lim sup A, U lim sup B, C lim sup(A, U B,). Mostremos a inclusao
inversa, seja zo € lim sup(A, U B,) e suponha que o ndo pertenca a lim sup A,. Entdo existem
uma vizinhanca Vp e um natural ng tal que para todo m > ng, A M Vo = 6. Agora seja V um
vizinhanca qualquer de zp e seja n € N. Entdo existe uma vizinhanca U C VM4 e wm midmero
natural ny, com ny > max{ng, n}. Agora, por g € limsup(A, L B,), existe um natural m > ny
tal que (A UBR)NU # 8. Comom 2ngelV CVge AnNU = B, temos que B, NU # §.
Assim, B, NV # 0 Ym > n o que implica em zp € lim sup B,.

(i1} Segue imediatamente do lema anterior, item (ii). =

Lema 12 Seja (A,) uma sequéncia de conjunios em R", entdo lim inf A, C lim sup A,.

Demonstragao: Das definicGes, temos que tode ponto Hmite é um ponto aderente. ]
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Exemplo: FEm R" seja A, = B{0,p) = {z e R" : |z]| < p},Vp e N. Sex ¢ R"e V &
uma vizinhanga qualquer de x, entdo € claro que 3py € N tal que 4, NV # @, Vp > pp. Daf,
consequentemente, liminf A, = R".e como lim inf 4,, C lim sup A, = lim sup A, = R", isto é,

Hm 4, = R™. O

Teorema 13 Sejam (A,) e (By) sequéncias de conjuntos em R™, entdo:
(iJlim inf(Ap N By} D lim inf Ap N lim inf B,
(1iim inf(A, U By} C lim inf A, Ulim inf B, U {lim sup A, N lim sup B,)].

Demonstracao: (i) Segue da monotonicidade do conjunto de pontos limites Iim inf .

(ii}Como para qualquer sequéncia de conjuntos (A,) de R™, vale que lim inf 4, < lim sup A,
Vernos que:

Hm inf Ap U lim inf B, U [lim sup A, N lim sup Byl = [lim inf A, N m inf B,] Ulim inf A, U
lim inf By U [Hm sup A, N lim sup By = [lim inf A, Nlim inf B, U [Jim inf 4, N lim sup A, U
{lim sup B, Nlim inf B,] U [lim sup By, N lim sup Ay] = [lim inf A, U lim sup Bp] M [lim inf B, U
lim sup Ap). Mas, por simetria®, & suficiente mostrar que lim inf(A, U B,) C lim inf A, U
limm sup Bp. Seja zo € lim inf(A4, U By) e suponha que zg ¢ lim sup By. kntdo existe uma
vizinhanca Up e algum mimero natural ng tal que, para todo m > ng, By N Up = 6. Tomemos
agoras uma vizinhanca arbitrdria U7 de zq e seja n € N. Entdo [V N Uy € uma vizinhanca de xp.
Assim existe algum ntmero natural n; tal que, para todo m > ny, (A, U By) N{UNTg) # G
Escolhendo 1y de maneira que ng > max{ng, 11}, podemos concluir que , para todo m > ng,

Am N (UNUg) # 0. Ou seja, 2o € lim inf 4, O

Os teoremas acima implicam em boas propriedades para a operacio de unifio, como sio

atestadas nos coroldrios abaixo.

Coroldrio 14 (i) Se a sequéncia (B,) converge entdo lim sup(4, U B,) = lim sup A, Ulim B,
e lim inf(Ap U Bp) = lim sup A, Ulim Bp.
(it} Se ambas as sequéncias {Ap) e (By) convergem entdo (A, U B,) também converge ¢

Lm( A, U Bp) = lim A, Ulim B,.

*Ou seja. demonstrado que lim inf(A,NB,) C lim inf A,Ulimsup B, segue que bminf{A,NB,)} = lim inf(B,N
Ap) € lim inf B, U limsup A,.
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Demonstracao: (i) Como B, converge, lim sup B, = liminf B, = lim B,,. Assim, segue do
teorema 11, que lim sup{Ay U B,) = lim sup A, U lim B;. Agora pelo teorema 13, lim inf(A, U
B,) D lim sup A, Ulim B, e liminf(A4, U By) C (liminf 4, Ulim By) N (lim B, Ulimsup 4,) =
{liminf A, Mlim Bp} U liminf A, Ulim B,

U(lim B, N limsup Ap) = limsup 4, Ulim B,,. Logo, lim inf(A, U By) = lim sup 4, U lim B,

(i) Segue imediatamente da hipétese de convergéncia e do teorema 11. O

Coroldrio 15 Se a sequéncia (A,U B,) converge e se limsup A, Nlimsup By, = B, entdo ambas

as sequéncias (Ap) € (By) convergem.

Demonstragao: Pela hipétese e pelo teorema 11, im(A, U B,) = limsup A, U limsup By,
Ainda, pela hipétese e pelo teorema 13, im(A, U B,) D liminf A, U Bminf B, e lim(A, U
Bp) C liminf Ay, U liminf B, U [im sup 4, M limsup Bp|,mas limsup A, M limsup B, = §. Lo-
go, limsup A, Ulimsup By = liminf A, U liminf 8,. Mas pelo lema 12, lininf A, C Hmsup Ap,
sendo que se esta inclusdo é estrita, entdo imsup A,Nliminf B, # 8, o que contraria a hip&tese,

logo lim inf Ay, = limsup A, Analogamente, temos que liminf By = lim sup B;. O

Para & operacao de intercecfo, no entanto, o limite de Kuratowski nfo apresenta pro-

priedades andlogas, como podemos constatar no préximo exemplo.

Exemplo: Seja 4p = {-1} U1+ 1/p,0) e By = (~oc, ~1 ~ 1/p} U {1}. Entdo im 4, =
{=1}U[1,2¢) e im Bp = (~oc, —1—1/p}U{1}, o que nos permite concluir que lim A, Mlim B, =
{=1} U {1}, mas para todo p € N, A, N B, = @ e assim Lim(A, N B,) = 0. O

Os teoremas abaixo estabelecermn uma maneira alternativa de se caracterizar os limites de

Kuratowski.

Teorema 16 Se (A;) € um seguéncia de conjuntos em R™, entdo limsup A, = (N { J 4m)-
neN m2n

Demonstracao: Pela definicdo de limite de Kuratowski, z € limsup A, se, e somente se,
para todo n € N e para qualquer vizinhanca U de z, existir algum m > n tal que 4, N U % 0,

isto &, se, e somente se, para todo n € N, z pertencer ao fecho de {J Am, o que demonstra o
M
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teorema. 0

Teorema 17 Se {A,) € um sequéncia de conjuntos em R entdo iminf A, = (Y {J Am), em
H meH
que H denota um subconjunio cofinal arbitrario de N e g interseccdo é sobre todos os H.

Demonstragae: Seja z € liminf A,. Tomemos I/ uma vizinhanca de z, Jf um subconjunto
cofinal de N e pg € N apropriado, logo Vp > pg, A, MU # B. Assim existe m € H, com m > pp
e AU # 9. Entdox € |J Am. Como isso vale para qualquer subconjunto cofinal 4, temos
eH
que liminf A, C N U Am)
H mcH

Agora, supondo que x £ limiof Ay, entdo existe uma vizinhanca U de = tal que, Vp € N,

podemos escolher my, > p com Am, NU = 0. Seja Hy = {m, : p € N}. Entdo Hy é um

subconjunto cofinal de Nparaoqual UN{ |J Am,)=0eassimz ¢{ |J An)

mpSHr mgHy
Logo temos que minf A, C () |J Am) e se z ¢ liminf A, entdo =z € (( U Am). daf
H me¢H H meH
podemnos concluir que Hminf A, = [ |J Am). =

H mcH

Coroldrio 18 Dada uma sequéncia gualquer (Ap) de conjuntos em R™, entdo os conjuntos

liminf A, e limsup Ay sdo fechados.

Demonstragao: Seguem como consequéncias imediatas dos teoremas 16 e 17. d

Coroldrio 19 Dada uma sequéncia qualguer (Ap) de conjuntos em R”, entdo liminf A, =

liminf 4, e limsup A, = lim sup A4,.

Demonstragao: Segue diretamente dos teoremas 16 e 17, j4 que, se A & qualquer subconjunto
de N, entdio ( U Am) = ( |J An); isto ocorre porque qualquer conjunto fechado que contém
med

. meh
Ap também contém A,. |

Coroldrio 20 Se (4p) é uma sequéncia constante, isto €, se A, = Ag para todo p € N, entdo

lirn Ap == K@.

SH ¢ um congunilo cefingl de N se Vn € N, 3m € H tal gue m > n.
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Demonstragio: Temos que para qualquer subconjunto A C N,( | Am) = Age assim
men
liminf A, = (Y U Am) = Ag e também, Imsup 4, = N ({J An)= Ao. O
H meH ngEl m2n
1.2.4 Convergéncia na Métrica de Hausdorff.
Definamos, agora, uma métrica sob o espaco K{R"™), conhecida como métrica de Hausdorff:
H : KRER')YxKR'Y}Y-—R

(A,BY — H({(A,B)=inf{e >0/ ACN(B,s)e BC N(A,2)}

em gue:

N(Aje) = {zeR" d(z,A)<¢e}

d{z, A} = inf d(z,a)
asA
Equivalentemente, podemos definir a métrica de Hausdorff da seguinte forma:
H(A, B) = max{sup d{a, B),sup d(b, A)}
acA be BB

Daf segue a definicio usual de convergéncia em espagos métricos:

Defini¢ao 21 Dizemos que uma sequéncia (Ap) de compactos ndo-vazios converge ¢ um com-

pacto A € K(R™), na métrica de Housdorff, (notagdo: Ap A, A se,

lim H(Ap, A) =0

Do

Teorema 22 (K(R"}, H) é wnm espago métrico completo.

Demonstragao: Para mostrarmos que (K(R™), H) é completo, tomemos uma sequéncia de
Cauchy (Ap) de compactos e ndo-vazios de R". Mostremos que:

A= N(U 4:) # 8, o que é um conjunto fechado.
pel i2p

()4, & A.
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Com efeito, seja & > 0. Entdo, como {Ay) é de Cauchy, para cada & € N existe p tal que
p,q = px implica em (A, A,) < 27%¢. Seja (ri) uma sequéncia estritamente crescente em
N tal que 7, = pr ,Vk. Seja z; € A,,. Suponhamos, entio, que escolhemos z1,%3, ..., Tx tais
que x; € Ap.e, ainda, d{z;, 1) < 27, Vi & {1, ...,k 1}. Entéo 731 é escothido de modo
que se verifique d(zg, zx_1) < 2-F~3z. Observamos que tal z;_; existe, pois: Ay, Ar, ) =
H{A, Ar ) < 2-06=1)¢z, Podemos ver que a sequéncia {zz) é de Cauchy em B™, Jogo existe
x € R™ tal que oz — z. Ainda, temos que = € A. o que prova (l)k :

Por outra parte, temos que: diz, 1) = lim d{zy,x1) <lm > d{zi_i,2) < e
k00 Fomrxy

gl

Assim, para todo 1 2 p3 e para todo zy € Ay, podemos construir wm x € A tal que
d{z,z) < . Ou seja, A, C N{A. <), ¥ry > p1. Mostremos agora que 4 C N(4,,2),Vp > ¢.
Com efeito, sabemos que H(A4,, A,) < /2 para todo p.¢ > p:. Se z € A, entéo x € m
e, por tanto, existe ¢ > p; e y € A, com d{z.y} < /2. Finalmente, se p > pl,tenfozsmque
d{z, Ap) < d(z, Aq) + H(Ap, Ag) < e. Por tanto, A € N(A4,.¢),¥p > p1. Isto mostra que
lffilo H(Ap, A) = 0, o que prova (ii).

’ Agora, s6 resta mostrarmos que A € K(R"). Por (i), temos que, 4 é a intersecgio de con-
juntos fechados, logo A é um conjunto fechado. Agora, seja = > 0, entdao H{4,, A) < &/2
para todo p = po. Em particular, temos que A C N(4,,,2/2). Dai, como Ap.é compacto entdo
este & limitado, logo existe um conjunto finito £ tal que Ap, C N{F,=/2), o que implica que
A C N(F,e) e, por tanto, A também & limitado. Concluimos que A é um conjunto compacto,

o que encerra a demonstraco. O

Teorema 23 (K(R"}, H) ¢ um espaco métrico separdvel .

Demonstracao: Para a demonstracéo, vamos usar o fato de que Q" é um conjunto denso
em R™. Seja © o conjunto de todos os conjuntos finitos da forma {z;;,....%i,}, com z;, €
Q". Entao é claro que ¢ ¢ um subconjunto enumerdvel de K({R™). Agora mostremos que &
é um subcojunto denso de K(R"). Com efeito, seja A € K(R") e ¢ > 0 dado. Como A
é um subconjunto compacto, entao este é limitado, de modo que existem y;,,...,3, em R™

tais que A © N({zy,...,zs,},¢/2). Mas, pela densidade de Q" em R”, podemos encontrar

elementos ;. .-, T, em Q7 tals que diz;,,y,) < £/2,¥k € {1,..,p}. Assim fica claro que

" Um espaco X € dito separdvel se este admite um subconjunto enumerdvel e denso.

17



AC NHZiy s s Tip }2 £)

Por ltimmo, podemos supor também que {x;,, ..., 23, } & N{(A4, ), pois, caso contrério, deveria
existir zo € {Ts;, ..., Tq, | tal que d{zo, A) > =, 0 que implicaria em AN B(zg, &) = §. Mas, em
tal caso, € claro que o conjunto {Z;, ..., x;, }\{xo} continua sendo finito, possuindo ainda a
propriedade de que A C N({zy, ..., x;, \{zo}, ). Isto mostra que H(A, {z;,... 25, }) < &

provando que @ é um conjunto densc em K(R™).

Assim, {K(R"), H) é um espaco métrico separdvel. m]

Os Teoremas 22 e 23 indicam, assim, que (K(R™), i) é um espaco de Polonés. Vejamos

alguns exemplos:

Exemplo: Seja (z) uma sequéncia de pontos na reta, podemos vé-la como uma sequéncia

Y177

de conjuntos unitdrios em R ao trabalharmos com {{#1}), e ainda, lim, = = < {zp} & {x}. O

Um resultado interessante é que a convergéncia na métrica de Hausdorff nao é equivalente a

convergéncia de Kuratowski em K(R™) , vejamos o exemplo abaixo, confirmando tal afirmacio:
Exemplo: Seja em R a seguinte sequéncia de compactos:

4 = {0.1/p} se p é par
T {0, p) se p é impar

temos que, liminf A, = limsup 4, = {0}, ou seja, (4,) converge no sentido de Kuratowski.

Todavia, H{Ap, {0}) = 0, isto &, (A,) nao converge na métrica de Hausdorff. O

Mas, como dado em [31], sob certa condicdo sobre a sequéncia de compactos tomada, temos

a equilivaléncia:
Teorema 24 Seja (Ap) uma sequéncia em K(R™) e suponha que exista K € K(R™) tal que
A, € K, Vp. Entao
A, B aea, A
Vemos, facilmente, que a condico de que exista K € K(R™) tal que A, C K, ¥p, ndo ocorre

no exemplo anterior. Também dado em [31], temos o seguinte resultado:
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Teorema 25 Seja X € K(R™) e considere o conjunto:
K(X)={Ac K[R®"):AC X}
Entio K(X) € compacto em K{R").

Proposicao 26 Algumas das propriedades da métrica de Hausdorff sdo as seguintes:

(i)H ¢ positivamente homogénea, isto &, VA, B € K(R") e YA > 0 temos que H(AA,AB) =
MH(A, B).

(iiNA, B € K(R™) € verdade que H(coA,coB) < H(A, B).

(iiNA, B, C, D € K(R™) temos a destgualdade H(A+ B,C + D)< H(A.C)+ H(B, D).

(iv)A métrica de Hausdorff é invariante por translacdo sobre KC(R™), isto é, YA, B,C €
KCR™), temos que H{A+ C,B+C} = H(A,B).

Um resultado importante sobre a convergéncia de sequéncias de compactos e convexos é o

seguinte:
Teorema 27 (KC(R"™), H) é wm subespago fechado de (K(R"), H).

Demonstracido: Seja (A4,) uma sequéncia de compactos e convexos nio-vazios de R”, tal
que A, LAY K(R™). Entdo temos que, pela desigualdade triangular, vp € N, H(A, coA) <
H(A, Ap) + H(Ap, coA). Por outra parte, como (A4,) é uma sequéncia de compactos e convex-
os nao-vazios de R"™, Vp € N, H(Ay, coA) = H(coAy, coA) < H(Ap, A}, ou seja, H{A,c0A) <
2H(Ap, A), ¥p € N, como phmf?c H(Ap, Ay =0 entéo H(A, cod) =0, dai cod = A, o que diz que

A & convexo, encerranco a demonstracio. O

Segue, entéo, o resultado de compacidade:

Teorema 28 (Teorema de Selecdo de Blaschke): Se X € K(R™) e (Ay) C X € um sequéncia

em KC{R"), entdo eriste uma subsequéncia convergente em KC(R™).

Demonstracao: Sabemos que se X € K(R™) entdo o conjunto K{(X) = {4 € K(R") :
A C X} é compacto. Portanto, (A,) € KC(R") possui uma subsequéncia convergente em

K(X) € K(R"). Ainda, como (KC({R™), H} é um subespago fechado de {K{E"), H}, entdo A
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& um subconjunto convexo de X. ]

Segundo um resultado devido a Minkowski, a classe dos subconjuntos compactos-convexos
de B", pode ser imerso isometricamente na classe de funces continuas sobre a esfera S 7.
Este resuliado proporciona, ¢omo veremos, a caracterizacdo da métrica de Hausdorf através

da funcio suporte, além de implicar em algumas propriedades. Denotemos por:
CE" N = {f: 51w R/ fécontinua}

dotado com & métrica uniforme:

d : CEHxCEH-R
(f.9) = d{f,g)= sup |f{z)}~ g(z)|

Pl
TES?

Teorema 29 (Imersdo de Minkowski). A aplicagio j : KC(R™) — C(S*1), definida por
J(A) = o4 € uma isomelria adiltiva e positivamente homogénea, isto é

(a) d(j(A), 5(B)) = H(A, B)

(b) oarp =04 +0p

fc) oas = A04 YA = 0.

Observacao 30 Tul teorema, implica em resultados jd estabelecidos no Teorema 2 (item (i)) e
no Teorema 7 (item(i)), como o caso dos itens (b) e (c) do Teorema 29. Podemos ver também

que o item {a) do Teorema 29 nos possibilita caracterizar a métrica de Hausdorff da sequinte

forma:

H(A,B) = sup |oa(z)— op(z)]

pefn-l

O que nos permite obler o sequinte resultado, jd obtido no Teorema 7 (item(ii)):
A, B e KC(R™), entéo A= B < o4 =o0p
Coroldrio 31 Dado A € KC(R"), 64 é wma fungdo Lipschitziana com constanie A :=

H(A,{0}}, isto €, Vo, y £ R" joalz) ~ caly) < 1Al llz —~yl].

Demonstragdo: De fato, | Al = H(A,{0}) = sup |oalz) ~ ooy {z)| = sup |oa(z)].

xege-1 zegn-t
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Logo, loa(®) = a) = loale o)l = oyl |%EH) < le-vl sup lou(e)l =
1Al I — il - ) =

1.3 Continuidade e Hemicontinuidade de Correspondéncias.

Nesta secio, introduziremos os conceitos bdsicos relacionados & continuidade de correspondén-

cias, mas para isso, definamos uma correspondéncia.

Definicao 32 Uma correspondéncia T do conjunto X no conjunto Y (escrevemosT: X 3 Y ),

¢ wma regra ao qual associa a cada elemento © € X um subconjunto ndo-vazio [{z) C Y.

O gréafico de uma correspondéncia I : X = Y é dade pelo subconjunto do produto cartesiano
X x Y, denotado por Gr = {{z,y) € X x Y/ y e [(z}}.

Como em [14], segue a seguinte definicao:

Definicao 33 SejaI': X =3Y wuma correspondéncia:

(i) A imagem inversa I'™! da correspondéncia [' é definida como: Seja F wma familia de
subconjunto de Y , entdo T™Y(F)={z € X :T(z) € F}.

(ii) A imagem inversa forte I'° da correspondéncia I é definida como: Seja U C Y, entdo
()= {zr e X :T(x) CU}L

(iii) A imagem inversa fraca I da corresondéncia I' é definida como: Seja U C Y, entdo

Te(Uy={zx e X :T{x)NU # 0}
Inicialmente, vamos definir o conceito de hemicontinuidade® superior:

Definicao 34 Uma correspondéncia T : X =2 Y ¢ dita hemicontinua superior (h.c.s.) em z se

para todo aberto © contendo I'(x), existe ume vizinhanga V de = tal que:
Nz CO,vzeV.

Dizemos entao que uma correspondéncia é h.c.s. se esta for h.c.s. em todo ponto de seu

dominio.

® Algnns autores empregam o termo Semiconfinuidade ao invés de Hemicontinuidade para correspondéncias.
O termo multifuncie também é usualmente empregado como sindénimo de correspondéncia.
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Exemplo: Seja f: X — Y uma funcéo e f : X = Y uma correspondéncia tal que ¥z £ X,

f(m) = {f(z}}, dai podemos mostrar que f é continua em z se, e somente se, )? & h.cs. em .

O

A proposicao seguinte ilustra algumas propriedades sobre hemicontinuidade superior:

Proposicac 35 (i) Se a correspondéncia I': X 3 Y € h.c.s. em x entdo o fecho de T, isto é,
a correspondéncia T f_(}j € também h.c.s. Todavia, a reciproco € falsa.
(ii)Se as correspondéncias (I, T; : X = Y , sdo h.c.s. entdo a unido, isto é, a
correspondéncia T — C} Ui{z), € também h.c.s.
i—1

(i1 )Sejam. as correspondéncias T : X =2 Y e W Y — W, tais gue, I' e U sejam h.c.s., entio

a composicdo oI, isto &, x— T(U(z)) = |] ¥(y) € h.cs.
yEr(z)

Em muitas aplicacoes, como salienta[21], a correspondéncia ¢ a valores compactos, ou seja,
[(x) é um subconjunto compacto de Y para todo xz em X. Para este caso, a definicio geral

de h.c.s. em termos de vizinhanga possui uma reformulacio por sequéncias, o que facilita em

muitos casos as dernonstracoes.

Teorema 36 A correspondéncia I' : X — K(Y), em que K(Y) denota a colecdo de todos os
subconjuntos compactos de Y, € h.c.s. em x se. e somente se, parg toda sequéncia convergindo

para x em X e toda sequéncia {y,), com y, € I'(xy). exvista uma subsequéncia convergente de

(yn) com limite pertencente a I'(z).

Demonstracao: ver {21]. o

Proposicao 37 Seja a correspondéncia T : X = Y a valores compactos e h.c.s.. Entdo a

imagem U'(K) = |} I'(z) do conjunto compacte K é um compacto.
reK

Dermonstragao: Vamos mostrar que toda sequéncia {(y,) contida na imagem I'(K) possui
alguma subsequéncia convergente, e ainda, seu limite pertence a I'(K). Com efeito, seja a se-
quéncia {y,) C T{K), temos que para todo y,, existe algum z, € K tal que ¥, € I'(x,). Como
K é compacto, existe uma subsequéncia {a:nq} ao qual o limite q]ig)lc zrn, =z € K. Assim, pela

hipétese de h.c.s. de I', podemos aplicar o Teorema 36 para as subsequéncias (zn,} € (yn,),
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e daf obtemos uma subsequéncia de (yn, ) convergente com limite pertencente a I'(z) C I'(X). O

Proposicao 38 Sejam as correspondéncias U; - X = Y (i = 1,....,k) a valores compactos ¢
h.c.s. Entdo a correspondéncia
k
¥V XY, Yi=YVie{l, . k}

=1

k

FES

& a valores compactos e h.c.s.

Demonstracao: Precisamos mostrar que para qualquer sequéncia (x,) convergindo a « e
para toda sequéncia (yn) = (yh,....u5lnen, com ¥ € [i(zn) Vi € {1....,k}, existe uma subse-
k

quéncia convergente, e ainda, seu limite pertence ao produto cartesiano ] I'i(z). Recordemos

el

que & sequéncia (3, ..., ¥ Jnen do produto cartesiano converge a (¥, ...,y*) se, e somente se,
toda sequéncia (¥4 )nen de suas coordenadas converge a y* Vi € {1....,k}. Assim, aplicando o
Teorema 30 sucessivamente, desde a primeira até a ditima coordenada, obtemos a convergéncia

desejada no espaco produto. O

Proposicao 39 Sejam as correspondéncias I'; : X = R" (i = 1.....k} a valores compactos e

h.c.s. Entao a correspondéncia soma

¥ : X=R"

T il}(zj

i=3

é a valores compactios e h.c.s.

k
Demonstragao: Seja a sequéncia (z,) convergindo a « e seja yn € 2 Ii{w,), n € N. Assim,
g1
temos que yn = 9 Yy, em que ¥, € Tie,), 7 € {1,...,k}. Pelo Teorema 36, existe para cada

i=1
sequéncia (% )nen uma subsequéncia convergente que, ainda, tem seu limite y* € I';(z). Conse-

quentemente, existe uma subsequéncia convergente (ynq)gegv tal que a coordenada yﬁlq converge
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. &
a . Dai, aiiné} Yng = (y?‘ 4. ~}~yk) c Z Ci(xn).
g— tm=1

Proposicao 40 Seja a correspondéncia T : X =3 R™ a valores compactos € h.c.s. em z. Entdo

a corresponidéncia envolvente convera

¥ o X =R
z +— ¥(X)=col'(z)

é a valores compactos e h.c.s. em .

Demonstraco: Seja a sequéncia (zp) convergindo a x e seja yp £ col'(zp), Vp € N. Por
um bem conhecido resultado devido a Caratheodory (ver [24]) no qual todo y, € RB" pode ser

escrito como uma soma convexa de n + 1 vetores em I'(zp), isto &
Yp == Agzg + A;z; + o+ AGzy

em que, 2z, € I'(zp), kig}\g = 1, Ak > 0. Assim, pelo Teorema 36, ¥i € {0,1,...,n} exis-
te wma subsequéncia con;ergente de {z;)peg\\g que, ainda, tem seu limite pertecente a I'(z).
Ainda mals, a sequéncia (A;)p@r é limitada e assim possui uma subsequéncia convergente.
Consequentemente, existe uma subsequéncia convergente (y;, ) tal que as correspondentes sub-

o~ : i i - =~ . s . . i — i
sequéncias (zpq)ggg\r e ()qu }gen sa0 convergentes. Escrevemos explicitamente, q]irg) z,, =2 ¢

kA -
lim A, = A\ Claramente, temos que Y A'=1e A 20, dai lm g, = (\%2°0+ ..+ A"2") €
g—oo ! = oo U

col” (T), o que encerra a demonstracao. &

Definigao 41 Uma correspondéncia I : X =3 Y & dite fechada se o gréafico Gr é um subcon-

Junto fechado de X x Y.

Observacao 42 Pela definicdo anterior e pelo Teorema 36, vernos que se uma correspondéncia
[': X =Y é a wvalores fechados (isto é, I'(z) é fechado em Y, ¥z ¢ X} ¢ h.c.s. entdo esta

possui grifico fechado. Todavia wma correspondéncia pode ter grifico fechado e ndo ser h.c.s.,

UNICAMP
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como o exemplo:

r : R,=mR
{{1/z} se x>0
v I‘(x)=1 0} sex=0

Neste exemplo, o grifice da correspondéncia I, a valores compactos, é fechado em X x Y, mas
1" nao € h.c.s. emx = 0. Todavia, note que se ¥ é wm espaco compacto- o qual pode ser o caso
em algumas aplicacdes- entio foda correspondéncia fechada € h.c.s.; isto segue imediatamente
do teoremna 36. Por esta razde, muitas vezes na literatura, denomina-se wma correspondéncia
fechada como h.c.s. Entretanto, como podemos trabalhar com Y ndo compacto, é imporiante

distinguir o dois casos.

Proposicac 43 Sejam a correspondéncia T 1 X =% Y a valores compacios e h.c.s. e a corre-

spondéncia ¥ : X =3 Y fechado e assuma que T(z)N¥(z) £ 0, Vo € X. Entdo a correspondéncia

intercesdo

® : X ==Y

z k- Oz)=DIz)N¥(z)
¢ a valores compactos e h.c.s.

Demonstragao: Vamos provar que V(z,) tal que 2, ~ = e V(y,) com y,, € T'(z,) N ¥(z,) Vo €
N, existe uma subsequéncia convergente de (yp) tal que seu limte pertence a ['(z) N ¥(z). Apli-
cando o Teorema 36 & correspondéncia I' segue que existe uma subsequéncia convegente (y,, q) tal
que seu limte y pertence a I'{z). Para provarmos que y € ¥(z), observemos que (z,. ¥p,) € Gu
e qlﬂi_)rgo (#p,+Yp,) = (z,7). Como por hipétese o grafico Gy ¢é fechado, segue que (z,y) € Gy,

isto &, y € W(z), 0 que encerra a demonstracao. O

Damos agora a definicdo de hemicontinuidade inferior para correspondéncias.

Definicao 44 A correspondéncia I' : X =3 Y € dita hemicontinua inferior (h.c.i) em x se. e
somente se, para todo conjunto aberto © em Y, com I'(z) N O #£ 0, existir uma vizinhanga V'

de x tal que:

[(z2)NO#Q,VzeV

]
Ut



Dizemos entao que urna correspondéncia € h.c.i. se esta for h.c.i. em todo ponto de seu dominic.

Exemplo: Seja f: X — Y uma funcéo e considere a correspondéncia:

f : Xm=Y
z — {fz)}
entdo [ é contimma se, e somente se, Féhei o

Algumas propriedades, que seguem Imediatamente da defini¢io de h.c.i., sao listadas na

proposicao abaixo:

Proposicac 45 (i) ': X = Y é h.c.i. se, e somente se, [ : X =2 Y é h.c.i.
(#)Se as correspondéncias I';: X == Y sdo h.c.i. Vi € {1,....k} em x entdo a correspondén-

cia unido:

¥ : X=Y

&

i=1

também é h.c.i.

(iii}Se as correspondéncias I': X ==Y e O .Y =2 U sdo h.c.i., enido a correspondéncia:

f1l

X=m U

z +— Z(z)= WVol(z)

& também h.c.i.

Demonstragio: ver [20] e [21]

Como quando tratamos de hemicontinuidade superior, temos também para o caso de hemi-
continuidade inferior uma caracterizacdo por meio de sequéncias, todavia tal caracterizacio néo

necessita da hipétese de que a correspondéncia seja a valores compactos, como no Teorema 36.
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Teorema 46 A correspondéncial : X 3 Y é h.c.i em x se, e somenle se, para toda sequéncia

(zn) tal que zn, — z e Vy € I'(x), existe uma sequéncia (y,) tal que yn — y com y, € T{zn).

Demonstragao: ver [21]. -

Proposigao 47 Sejam I'; : X =3 Y correspondéncias h.ei. Vi € {1,...,k} em z. Entdo a

correspondéncia produto:

¥ o X3 x ... XY

k vezes

é h.c.i. em .

Demonstragio: Seja a sequéncia (z,) tal que z, ~ z e sefa y = (y',....v%) € I{z) x
... X I'g(z}). Pelo Teorema 46, y* pode ser obtido como limite de uma sequéncia (y;)pg_N, com

y; € Ti(wp), Vi. Assim, yp = (y;;’ ey yg) é a sequéncia desejada. 0

Proposicao 48 Seja ' : X = R™ uma correspondéncia h.c.i. em x. Entdo g correspondéncia

envolvente convera:

$ : X=mR?

x — ®{z)=col{z)
é h.c.i.

Demonstracao: Seja a sequéncia (x,) tal que x, — z. Seja, ainda, ¥ € col{z), ou seja,
n - - ~ ” Y s < ogw 7 -
y= 3y Ny, emquey’ €¢z), ¥ >20,vie{l,..n}e Y ¥ =1 ComoTl éhci emz,
F=0 ) F=0
existe uma subsequéncia (33 )yen convergente a 3/ com yp € ['(zp). Dai, y, = A% + .. + A"y0

pertence a cof(x?} e converge a y. O

Observagao 49 Como citado em [21], em contraste com um resultado obtido na Proposicio

48, a intersecsao de correspondéncias h.c.i. ndo é, em gergl, uma correspondéncia h.c.i.
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Definicao 50 Uma correspondéncia I'é dita continua se I' for h.c.i. e h.c.s.
Vejamos alguns exemplos de correspondéncias descontinuas, dados em [6}:

Exemplo: Seja a correspondéncia:

FF + BR=R

([~1.1] sex#0
£
* {0} sexz=0

entdao F1é h.cl em 0. mas ndo & h.c.s. em 0.

Seja, ainda, a correspondéncia:

Iy R=R
{{—1 1] se @ =
’_.'.}
! | {0}sexs#0
entao F5 € h.es. em 0, mas nao é h.ed. em 0. 0

Segue, agora, um exemplo dado em [20] de correspondéncia que seja continua:
Exemplo: Sejam f; : X — R"™ funcgdes continuas (2 € {1,...,m}). Definindo:

v . X=R®

& — U(z) = col fi(x), - frale)}

ou seja, temos wma correspondéncia que associa cada ponto £ € X a envolvente convexa em

R™ dos pontos { f1(z), ..., fm(2)}. Entdo ¥ é continua. O

Podemos definir a continuidade de correspondéncias do tipo I' : T € R™ — K(R™) através
da definicdo usual de continuidade para espacos métricos. A equivaléncia da definicao herda-
da da estrutura de espaco métrico com a definicao mais geral, dada acima, pode ser obtida

trabalhando-se com a caracterizagao de continuidade dada por sequéncias.
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1.4 Teoremas do Ponto Fixo.

Os teoremas de Ponto Fixo para correspondéncia surgem nos contextos em que tenhamos uma
correspouééncia do tipo I : {2 =3 £2. Para o caso em que a correspondéncia é a valores unit4rios,
ou seja, uma funcéo I' = [ : (1 — O, o problema é saber em que condicdes podemos garantir a
existéncia de um elemento £ € £2 tal que g(£) = £. Neste contexto, temos o cldssico resultado

quando O € KC(R") e f ¢ continua:

Teorema 51 Ponlo Fizo de Brouwer:

Seja & um subconjunio nao-vazio, compacto e convero de R™ e seja f 1 £ - Q contfnua

Fntdo eriste wn ponto fizo z € 2 tal gue f(z) = 2.

Demonstracao: ver [16]. [

Exemplo: Se, em particular, n = 1 e daf tomamos £ = [a.b8] C R, a demonstracio segue
imediatamente ao fazermos g : z € {a,b] — g(z) = f(z) — z. De fato, se fla) =a ou f{b) =b
nada hd a demonstrar. Se todavia, f(a) > a e f(b) < b, logo ga) > 0 e g(b) < 0,do fato de ¢
ser uma fungao continua segue, do teorema do valor intermedidrio, que existe z € (a, b) tal que

g(z) =0, ou seja, f(z) = z. ]

Para correspondéncias I' : 2 =% 2, em geral, podemos ter, dentre outros, dois tipos de
teoremas do ponto fixo. O primeiro tipo questiona a existéncia de um ponto z € §2 tal que z €
I'(z), j4 o outro tipo, mais forte, questiona a existéncia de um ponto z € Q tal que I'(2) = {z}.
(O primeiro tipo € 0 mals importante, sob o ponto de vista de aplicagdes, e trataremos deste
nesta secio para o caso em que tenhamos 2 C B2,

Antes, necessitamos da definicio de selecdo para uma correspondéncia:

Definigao 52 Seja I' : X = R". Dizemos que f : X — R é uma selecio de I se f(x) €
[(z).vz € X.

Daremos, agora, um casc particular do cldssico Teorema de Michael sobre a existéncia de

selegbes continuas demonstrado em [29].

Teorema 53 Sejam © € KC(R™) e I' : Q = Q cujos valores sdo compactos e convexos.

Supondo que ' € h.c.i. entdo I admite uma selegdo continua.
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A seguir, vamos estabelecer un lema para daf provarmos o teorema do ponto fixo de Kaku-
tani; este lema decorre do Teorema 53. Assim, necessitamos da hip6tese de h.c.i. para corre-
spondéncias, entretanto, o teorema de Kakutani é usualmente estabelecido para correspondén-
cias h.c.s. a valores fechados. Néo obstante, como o conjunto {} é compacto, temos um resultado
{Observacao 42} em que h.c.s. associada & propriedade de a correspondéncia assumir valores

fechados, implica nesta possuir grafico fechado.

Lema 54 Sejam X.Y subconjuntos compactos de R” ¢ ' : X 3 Y uma correspondéncia a

valores converos com grifico fechado. Entdo, dado 3 > 0, existe uma correspondéncia ¥ : X =3

Y a valores convezos, h.c.i. tal gue Grgy C 8+ G,I' = N(G,T, 8).

Demonstrac¢ao: Vamos considerar a seguinte correspondéncia Ve definida para todo e > 0:

vel(z)= | J I
z'eX
fz—z'l<ze
Para vermos que ¥ é h.c.i., vamos considerar um aberto G tal que ¥</(z) NG # (. Entao
existe 2’ € X com ||&’ —z|| < ze I'(2') NG # 0. Se né suficientemente pequeno (n < e—
ha! — z|)) e se ||To — x| < 1, entdo || — x| < 2 e ¥(zo) NG # B, pois ['(z') C W&/ (20). Dal,
segue da proposicio 48 que We = coWe’ também é h.ci., logo ¥e é a valores convexos, restando
apenas provar que Grye, C 3+ Grp se £ é suficientemente pequeno. Por contradi¢io, vamos
supor que isto ndo seja possivel, isto &, qualquer que seja £ > 0 e para algum 8 > 0 temos que
Gree € 8+Grr, 0 que nos permite escrever que 33 > 0 tal que Vn € N, Grg, " ¢ 8+Grp.Entao
existe uma sequéncia (Tn.yn) C X x Y tal que (zn,un) € Gry, J,, 38 d{{zn, yn), Grr} = 5.
mt1 m+1

Temos que (zn, ¥n) € Gry, /n €quivale a afirmar que yn = Yo AnanicomAn; >0, 5 A =1
i=x1 i==1

€ Yni € [(z], ;) em que igx’;n - x";i < 1/n. Nests afirmacéo temos que a soma € sobre o mesmo

subconjunto dos naturais {1,2,...,m + 1}; e fol utilizado o teorema de Caratheodory em B”, jd

utilizado na Proposicao 40.

Como X,Y € K(R") e A, ; € [0,1] vamos assumir (passando & subsequéncia se necess4rio)

qQUe T, — Ty Yo = Ys Ang = iy Yni — Y € @, ; — o} Daf, como Exfm - zﬂ“ < 1/n, passando o
m-+1 m-1
limite quando n ~ o0, temos que z; = x. Temos também que > Ai=leys = 3 Apuiyni —

g g=]
m

1 —
S Ay = - Entdo, de () yn;) € Grr, (2, 5) = (z,3) € Grp = Gry.Dal, y; € ['(z) e,

F=]
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como ['(z}é convexo, y € I'(x), isto &, (z,y) € Grr. Mas como d{{Zr,yn), Grr) = 3 para todo

n, isto é impossivel. e esta contradicdo encerra a demonstracéo. O

Coroldrio 55 Nas condicdes do teorema anterior, ¥ é a valores fechados.

Demonstracao: Seja ¥ = Ut para ¢ suficientemente pequeno e, pela Proposicio 45, ¥é

h.c.i. Ainda, ¥ € a valores convexos e, se Grg. ¢ 34 Grp, entdo Gry C 3 -+ Grr. ]

Teorema b6 Ponie Firo de Kakutani:

Seja £ wm subconjunio ndo-vazio. compacto e convexo de R™ e seja I’ : & =3 & uma

correspondénicia a valoves convezo com grifico fechado. Entdo existe z € ) tal gue z € ['(z).

Demonstragao: Pelo Lema 54 e Coroldrio 55, para cada natural n existe uma correspondén-
cia ¥, : 2 =2 Q h.el tal que Grg, C n~1 + Grp e ¥, é a valores convexos e fechados. Entdo
pelo Teorema 33, existe uma selecdo continua ¢, para ¥,. Como ¢, : 2 —  é uma funcéo
continua, pelo Teorema 51, existe @, € £ tal que én(x,) = Tn, Yn. Como £ é compacto entéo a
sequéncia () possui algum ponto lmite z. Do fato de que (. zn) € Gre, C n™ 1 +Grr, segue

que (z,z) € Grr = Grr. Assim z € ['(z), 0 que encerra a demonstrago. O

O exemplo a seguir mostrar que a hipétese, no Teorema do Ponto Fixo de Kakutani, de que

I" seja a valores convexos &€ necessdria para a tese:

Exemplo: Seja 2 € KC(R") | 8 sua fronteira® e seja

'« O0m=mQ

r B(I’ZE};‘Q d(a:,z))\B(x,zi&%fn d(z, z}/2)

vemos que Vz € §1, Bz, lcrgg d{x, 2))\B{z, 1513131”Q d(z,z)/2) ndo € um conjunto convexo e

z & ['(x). o

"Pado A C R™, a fronteira de A, denotado por G4, é o coniunto dos pontos a & R™ tal gne ¥e > 0,
Bla,e)NA#bGe Bla.e)nA®#1D.
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1.5 Medida e Integracao de Correspondéncias.

1.5.1 Alguns Elementos Bdsicos sobre Integracao de Funcoes.

Tomemos o espago de medida (X, 4, u) o—aditivo, em que:

(a) A & uma o-slgebra, ou seja,

H0.X e A
(iNd € A= A"ec A
(ii)(An)y € A=| A4

{b) pé& um medida, ou seja, p: A Re,

(Hu@)
(iu(4) =z OvAe 4

(1ii)(An)y € A, disjunta =» “(U Ap) =Z p{An).

0;

Vamos, inicialmente, dar algumas definicdes e resultados importantes para o contexto de

funcoes integraveis, que serao importantes mais a frente.

Sejam (X,.A. #£) um espago de medida e ¥ um espaco de Banach!®. Um conjunto E € A4 é
dito de medida mila se u(E) = 0.

Definicao 57 Uma funcdo v : X — Y € dita A~ simples se existe uma particdo finita de X de

comjuntos (Ai)in, pertencentes o A 1 tal gue ¥ € constanie em cada conjunio desta partficdo.

Definicao 58 A integral de ¢, com respeito a u é definida por:
{. o
[ wdp =" p(As)y:
o t=1

em que (A;)%y € uma particdo correspondente a ¥, e w(A;) = {u;}

5eja X um espaco vetorial com norma |-} 5. se este for compleio nesta norma, entdo (X, [l-}i,.} é um espago
de Banach.

Mouseja, |JA:i=X e AiNA; =0 Vi#7
heml
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Definicao 59 Uma sequéncia (V) de funcoes A — simples de X em Y € dita A — Cauchy se
Al ) = [ [1m(@) — ()| dis — O quando m,n — oc.

Definicao 60 (Integral de Bochner) Uma funcdo v : X — Y é dita p — integrével, se existe
uma sequéncia A — Cauchy (W) de funcdes A — simples de X em Y gue converge a -y ft— q.8.

em X. A integral de v com respeito a p € definida por [ ~ydp = }“inéo [ mdp.
T
O espaco de fungbes p — integrdveis de X em Y & denotado por L (X, Y, u).

Definicao 61 Dado A € A, sejaxa = {é’ ﬁéi a fungdo caracteristica do conjunto A. A funcgéo

~v: X — Y é dita p — integrével em A se a fungdo xa.v € LNX,Y, u).

Quando tomamos o espago de Banach ¥ = R", a integral da funco v = (y1, sy W), de X
em K", é o vetor (f Yidft, ...y [ wmdp). Obviamente, v = (71, ... W) é p — integravel se cada

i

componente v; 1 X — R for 4 — integravel.

Definicao 62 Para cada k = 1,2, ..., sejam { Xy, A, ux) espagos de medida e v, - X — R. 4
sequéncia (k) € dita uniformemente integrivel se, e somente se:

(i) sup Jx,, 1wl dipr < o0

{it)Para toda sequéncia de conjunto (Ax), tal que Rl_l{go ur{Ag) = 0, tenhamos que kl—l-golo

fAk vkl dpe = 0.

A proposicio seguinte proporciona uma condicio suficiente para que a sequéncia (v ), defini-

da anteriormente, seja uniformemente integravel.

Proposicao 63 Para cada k = 1,2, ..., sejam (Xi, A, pz) espagos de medida e v, - X — R.
A sequéncia () € uniformemente integrdvel se existe uma funcdo integravel ¥ tal que || < o

para todo k.

Vamos apresentar agora um resulfado conhecido como Lema de Fatou em dimensdo n,

estabelecido em {22} e [32):

Lema 64 Seja (X, A, p) um espaco de medida e uma sequéncia {(pr) C LM X, R%, n). Supondo

que }\lini) Jx erdu existe. Entdo existe uma fungdo ¢ € L(X, R, u), tal que:
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Teorema 65 (i)e{x) € imsup{er(x)} u — g.8.:

(i) fx pdp < Jim_ f prdu.

Se, adicionalmente, a sequéncia (py) for uniformemente integrdvel e se o conjunto (Yr(x))rex
for timitado p—q.s. Entdo existe uma fungdo ¢ : X - R, tal que, @(z) € limsup{we(z)} p—
g-5. € [i pdp = lim [o grdp.

Ainda, se toda funcdo ¢ : X -+ R", com as propriedades (i) e (i) acima, valer gue

Iy wdp :xkﬁim [y wxdu. Entdo a sequéncia (py) € uniformemente integrivel.
: gt p ,

1.5.2 Mensurabilidade e Selecoes Mensuriveis

Definicac 66 Sejam (X, A, 1) um espago de medida e I : X = R™ uma correspondéncia. T é

mensurdvel guando:

MOy ={zcX: T{z)nC #0} € A, VC CR", C fechado.

Notemos que no contexto cldssico, se f : X — R” entao f é mensurdvel se, e somente se,

f~YC) € A, ¥C fechado de R". Assim, se definirmos a correspondéncia f{z) = {f(z)}, entdo
f X = R™ e ainda,

FA) = peX: fla)nd£8i={zec X : {f2)}nA+#0}=
= {z€X: f(z)c A} = f1(A).

O que nos permite afirmar que f é mensurdvel no sentido usual se, e somente se, [ é

mensuravel no sentido da definicdo dada para correspondéncias.

Seguem, na proposicao seguinte, alguns resultados sobre mensurabilidade de correspondén-

cias.

Proposigao 67 Sejam I', ¥ : X — R™ correspondéncias mensurdveis.

Exemplos: {a)l'1(z) = I'(z) & mensurével.
(b)[2(z) = col'(z) é mensurdvel.

{(c}Se T" e ¥ sdo a valores compactos, entdo f : X — R tal que f(z) = H(['(z), ¥(x)) &

mensuravel.
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(d) Qualquer que seja y € R”, a fungio gy : ¢ € X — d(y,['(z}) é mensurdvel. O

Para o contexto de mensurabilidade, segue naturalmente a definigio:

Definicao 68 Seja ' 1 X == R”. Dizemos que f: X — R" € uma selecdo mensurdvel de T se

f ¢ uma selegdo (f(z) € T{z), Vz € X) e f ¢ mensurdvel.

Exemplo: Seja a correspondéncia ' : z e R =3 [z,2 + 1] C R, entéo a funcdo f:z € R —
ngi € R é uma das possiveis selecGes {neste caso mensurdvel) de I'. Note que, neste exemplo,

as selegbes mensurdveis mais faceis de serem observadas séo g{z) =z e h{z) =z + 1. O

Como citado em [31], a existéncia de selegbes esté garatida pelo axioma da escolha, i4 que,
dada I' : X =% R”, para todo z &€ X temos ['(z) s 0, podemos para cada z escolher algum
y € I'(z)e fazer ¢(z) = y. Todavia, um problema bem diffcil em geral, é saber quando uma
correspondéncia admite selecdo mensurdvel. O teorema a seguir, provado por Kuratowski em
1965, d4 condicoes suficientes para a existéncia de selecbes mensurdveis para uma certa classe

de correspondéncias:

Teorema 69 Seja I' : X = Yem que Y é um espago Polonés (por exemplo, R"), é uma

correspondéncia mensurdvel a valores fechados, entdo U admite uma selecdo mensurduel.
Castaing, em 1967, estabeleceu uma equivaléncia muito importante, a saber:

Teorema 70 Nas condicdes do enunciado anterior, sdo equivalentes:

(i) I' é mensurduvel.

{it) Existe wna sequéncia (fy,) de selecdes mensurdveis de T, tais que,

Dz} = {falz)/ n e NLVz € X.

Demonstragao: ver [26]. 0

Definicao 71 Uma outre definicido de mensurabilidede ao qual é, em geral mais forte que a

anterior, dada como: Seja I : X = Y, denotemos por:
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(i) B(Y) a o-dlgebra de Borel de Y.
(ii) A& B(Y) a o-dlgebra gerada pelo espago produto A x B(Y).
Entao dizemos que I' € borel-mensurdvel se Gr € AR B(Y).

O resultado a seguir dado em [31], ilustra uma situacio em que os dois conceitos de mensu-

rabilidade apresentados sio equivalentes:

Teorema 72 Se Y é um espago Polonés, entio T borel-mensurdvel implica em T mensurdvel.

A reciproca s6 € vdlida se I" é a valores fechados.

Definicao 73 Dizemos que um espago de medida (X, A. u) é completo se:
BeAd pB)y=0eACB=4c A

Assim, usando a definicdo boreliana de mensurabilidade e a completude de um espaco de

medida obtemos um outro resultado acerca das selecdes mensuréveis, e este € o seguinte:

Teorema 74 (Teorema da Selecdo Mensurdvel de Aumann) Seja (X, A, p) um espago de me-
dida finita'® e completo € Y um espaco de Polish. Se ' : X = Y borel-mensurdvel, entdo

T admite uma selecdo mensurdvel p — g.s.,0u seja, 2 f : X — Y tal que f € mensurdvel ¢

f(z)el(z) p—q.s.

Demonstragao: ver [20], [26], e [6]. -

I preciso ressaltar que os adjetivos mensurdvel e fechado nao sao equivalentes, o que com-

provamos no exemplo a seguir, dado em {31]:

Exemplo: Seja R com a medida usual de Lebesgue, considere ainda um conjunto 4, que nao
seja Lebesgue-mensurével (isto é, A ¢ £(R)), por exemplo o conjunto de Vitali {ver[11]), e seja
Xy = {é ;;_ﬁ sua funcio caracteristica. Definindo, Z:z2 € R =3 Z(z) C R, vz € B, Z(z) =
{Xa(z)}. Temos que T é fechada porém nado é mensurdvel; com efeito, Z¥({1}) = {z ¢ R :

Elz) N{1} # 0} = A ¢ L(R). O

20 espace (X. A p) é dite de medida finita se (X)) < -+c0. Come exemplo particular, temos 05 espagos de
probabifidede em que u(X) = 1.
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Para as situagOes em que trabalhamos com correspondéncias do tipo I' : T C R™ — K(R"},

temos a seguinte caracterizacao de mensurabilidade, dada na seguinte proposicao:

Proposicao 75 Seja B(R™) e B(K(R™)) as o-dlgebras de Borel de R™ ¢ (K(R™), H), respecti-
vamente. FEntao, de acordo com [31], as seguinies afirmagdes séo equivalentes:

A0 : T — K(R™) é mensurdvel.

(ii}{t € T :T{t) € A} € B(R"), VA € B(K(R™)).

f4#)0%(B) € B(R™), YB € B(K(B™)).

(iv)T(A) € BR™), VA CR™ A aberto.

(T (C) € B(R™), YO C R™, C fechado.

(vi)Gp = {(t,¥) €« T xR" : y € (1)} € B{R™) @ B(K(R")).

(i )d(y, T(-)) : T — R € mensurdvel Yy € R™.

g i)« T — R € mensurdvel.

Se ainda, [ : T T R™ — KC{R"™)}, temos a equivaléncia das afirmagdes anteriores com:

(iw)opey(z) : T — R, opy(@)(t) = oppy(z) € mensurdvel Yz € R™.

1.5.3 A Integral de Aumann e suas Propriedades.
Seia X é um espago de medida finita, e g a medida usual de Lebesgue. Denotamos, como de

costume neste trabatho, por:

LMX, B p) = {f: X — R"/ f é integravel}

em que [ integrével significa que cada componente f; é Lebesgue integrdvel.

Vamos supor que o espago de medida é completo.

Definicao 76 Seja I' : X = R™. Dizemos que [ : X — R™ & uma selecdo integrivel se f € I}

e flz) € Dz) i — g.5. Vamos denotar por S(T') o conjunto das selegoes integriveis de I

A definicdo dada por Aumann para a integral de correspondéncias segue abaixo e pode
ser encontrada originalmente em [9], juntamente com virias propriedades, que aqui também

irataremos.



Definicao 77 Sejal : X = R™. A integral de Aumann de I' sz define como:

h/h@:{/f@MfESWﬂ

Dizemos que T € integrdvel quando [ Tdu 0.

Exemplo: Suponbamos que [ € LY{X,R" 1) e defindo, para todo z € X, F(z) = {f(z)}.
Obtemos que F & integrével, pois S(F) == {f}. e [ Fdp = {{ fdu}. -

Um problema, entdo, gue nos apresentar € saber quande uma correspondéncia é integrdvel.

Para o tratamento deste problema, precisamos estabelecer a seguinte definicio:

Definicao 78 Seja I' @ X =3 R™. T € dita integravelmente limitada se existe uma fungdo

g € LH(X, Ry, p) tal que sup{lly]l 1y € T(2)} < g{z) p—g.s. em X.

Assim, temos que se I' & uma correspondéncia mensurdvel e fechada, entdo I” é integravel-

mente limitada se, e somente se, ||[(z)]| € L{X,R).

Teorema 79 Se ' : X =3 R® ¢ Borel-mensurdvel e integravelmente kmitada, entdo I € inte-

grdvel.

Demonstracao: Temos pela definicdo que I' é integravelmente limitada quando f Tdp =
{[ fdu/ f € S([')} # @ o que é equivalente a afirmar que S(I') # @. Dai, basta mostrarmos
que I' admite alguma selecdo integrivel. Com efeito, como T" é borel-mensurdvel, pelo Teo-
rema 74, I' admife uma selecao mensurdvel p — q.5., isto &, exisie wma [ mensurdvel tal que
flz) € I'(z)p — g.5. Ainda, a hipétese de ['ser integravelmente limitada garante que existe
r e LY X, R) tal que {jyll < 7(z), Vz, Yy tal que y € ['(z)}. Portanto, || f(z)]| < 7{z), vz. O que
mostra que f é integravel. Assim, f € S(I')edai [Idu#0 . »;

Definicao 80 Seja (X, A, 1) um espago de medida. A € A é chamado de dtomo se:

(@) w(4) > O

(#)B € AeBCA= u(B)=0 ouu(B) = pulA).
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Assim, uma medida p é dita sem-dtomos gquando YA € A, A ndo for um diomo.

Se associarmos ao conceito de integral a idéla de soma, e se considerarmos correspondéncias
a valores convexos, ent&o, nete caso, € natural esperarmos que a integral de Aumann seja um
conjunto convexo. Todavia, ndo hé razdo aparente para esperarmos que a integral seja convexa
para correspondéncia a valores ndic necessariamente convexos. O teorema de Lyapunov, a seguir,
tem como consequéncia mais importante justamente o fato de que a convexidade da integral
de Aumann depende, essencialmente, da hipdtese de nao atomicidade da medida p, quando

tratamos de correspondéncias a espacos de dimensao finita, em particular, a valores em R™.

Teorema 81 (Lyapunov) Seje (X, A, ) um espaco de medida finita e suponhamos que u ndo

possua dtornos. Entéo a imagem de p (isto & {u(A)/ A € A}) € um conjunto fechado ¢

CONVEETD.

Demonstragdo: ver [27] O

O teorema a seguir € devido a Richter:

Teorema 82 Sejal : X = R™. Se u ndo possui dtomos, entdo a integral [ T'dp é um conjunto

CONvero.

Demonstracao: Sejam 71,72 € [ I'du, entdo existem fi1, fo € S(I') tais que v = [ fidp
e v2 = [ fodp. Vamos definir @(A) = (J, frdp, f, fodp), YA € A Como fi e fp sdo selecOes
integraveis de I' e p é sem-dtomos entdo © ¢ uma medida vetorial finita sem-4tomos. Com
efeito, supondo que E seja um dtomo para I; entao fi( E) # 0 implica que u{E) > 0. Aplicando
o teorema de Lyapunov {Teorema 81} em u, F pode ser particionado em F; e E» pertencentes
a A, tais que ({Fr) = p(F}) = 88 e a(E;) = W(E), 5(E,) = 0. Repetindo esta construco,
obtemos uma sequéncia (Fp) com a propriedade de que, para todo p, E, € A, Epy1 C Ep,
w{Epy = (1/2°)p(E}, ¢ B(Ep) = B(E). Scja centdio F = ﬁ Ep; eantdo u(F) = 0 c g(F) =
7i{E) # 0, o que & uma contradigdo. Por outro lado, ,{’Z(@)pil (0,0) e Z{X) = (~v1,7). Assim,
pelo teorema de Lyapunov (Teorema 81), para todo A € {0,1], existe W € A tal que a(W) =
(A1 4+ (1 = A0, Xyva + (1 = A)0) = Ay, Aye), daf, segue que E(X\W) = (1 — Aly, [1 — Aja).
Definindo,

filz), zeW

fw) = {fz(ﬁ“-)a re XAW

A
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teros que, para todo z € X, f(x) € I'(z) e [ fdu = [, frdu + fX\W Fadp = My; + {1 — Ay
Assim, dados quaisquer v1,¥2 € [ I'du, qualquer combinacio convexa Ay + (1 —A)y2é o resul-

tado da integral de alguma selecdo integravel de T, isto é, My + (1 — A)ye] € [ I'dp. O

Exemplo:  Seja ({0,1}, £{{0,1]),m), em que m denota a medida usual de Lebesgue, portan-
to sem-dtomos, e L£([0,1]) denota a familia dos subconjuntos de [0,1] que sejam Lebesgue
mensuraveis. Sejam, ainda, a.b reais tais que 0 < a < b. Definamos a correspondéncia
I'(z) = {a, b}, ¥z € [0,1]. Logo T ndo é a valores convexos. Sejam agora, Vz € [0,1], fi{z)=a
e fo(z) = b. Claramente, f1, fo € S(I') e f fidu=ae f fodu = b. Por outra parte, se tomarmos
qualquer particao mensurdvel de [0,1]da forma {4,B}, isto &, [0,1] = AUB, ANB = {
e 4, B ¢ £([0,1]). Entdo fazendo f = fiX4 + foXp, obtemos a familia de selecBes inte-
graveis de I'. Temos que para todo z € [0.1], flz) = filz}Xa(z) + folz)Xs(z). Logo, se
r € Aentdo f(z) = fi{z) e se ¢ € B entdo f(z) = falz). Assim, f € S(I") e ainda,

[ fdp = [ fi&adu+ [ foXpdp = ap(A) +bu(B) = Aa+{1 —A)b, A € [0,1]. Logo, [ Tdu = [a,d].
0

Exemplo: Consideremos o espago X = [0, 1] com a medida usual de Lesbegue m, mas com

a introdugéo de um dtomo em um de seus extremos, por exemplo, u({1}) = 3. Ou seja, se

A € £([0,1]), entdo definimos:

_ m{A), sel ¢ A
wAd) = {3 +m(A\{1}), se1 € A

Definindo a correspondéncia F(z) = {4,5}, ¥z € [0,1]e considerando todas as partictes
mensuraveis de [0,1] da forma {A,b, {1}}, obsservamos que dada qualquer f € S(F), ela deve

ser da forma:

f = 4X4+5XB+4X{1} ou

f = 4X4+5Xg+ 5.35{1}

no primeiro caso, obtemos:

[ fdp=4p(A) +5u(B) +12=41 4+ 5(1 — A) +12, A € [0,1].
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j4 no segundo caso, obtemos:
[ fdu=4u(A) +5u(B) + 15 =4X+5(1 = A) +15, X € 0, 1.

Assim, | Fdu = [16,17] U [19, 20], o que néo é um conjunto convexo. O

Corolario 83 Dado ¢ espago de medida (X, A, v} ndo necessariamente sem-dtomos, seja I
X = R™ uwma correspondéncia em que ['(z) é convezo para todo = pertencente a algum dtomo.

Enido f Tdv € um subconjunto convero de R™.

Demonstracao: Com efeito, seja Xy = U{A € A: A & um dtomo}, e seja Xp = X\ X1, ou
seja, Xgndo possul dtomos. Denotemos por I'g e I'y as restrigoes de I em Xy e X, respectiva-
mente. Assim, [T'dv= f, Tadv+ [ T'idv. Pelo teorema de Richter (Teorema 82), [y, Todvé
um conjunto convexo. Agora, pelo hipétese de I'(z)ser convexo para todo x pertencente a

algum dtomo, f x, F'1dv € um conjunto convexo. Logo, [ Tdv & um subconunto convexo de R™.

]

Notemos que no exemplo anterior, I'(1) == {4, 5} ndo & convexo e {1} era um dtomo. Todavia,
se tomarinos deste exemplo o mesmo espago de medida em que {1} é wm dtomo com u({1}) = 3,

mas com & correspondéncia:

U(x) = {{4: 5}, sex#1

[4,5], sex =1
por um raciocinio anélogo para o céleulo da integral, chegamos que [ Wdy = [16, 20], 0 que é um
conjunto convexo. Note, contudo, que ¥(1)é convexo, o que exemplifica o coroldrio anterior.
Vamos discutir, agora, alguns resultados sobre convergéncia de infegrais, para entao abor-

darmos em que condicdes a integral de Aumann é um conjunto compacto.

Proposicao 84 Seja (I'y) uma sequéncia de correspondéncia de X em R, e suponhamos que
exista uma sequéncia de funcoes (v) de X em RY satisfazendo:
(i) Dado y € Ti(z), y < mlx)p — q.s.

(ii)A sequéncia () é uniformemente integravel ¢ o conjunto {y(x)} € limitado u — g.s.

Entao limsup(f Fxdu) C [ lmsup(T;)dp.
Demonstracao: Seja y € limsup( f [rdp). Entéo existe uma sequéncia (yx, };e com limite y,

tal que yi, = [ vdp com ~v;{z) € Ty, V7 € N. Agora, basta mostrar que a correspondéncia que
F 7 7 7 1% q
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associa a cada x € X o conjunto limsup{~(x)} possui urna selecao integravel -~ satisfazendo a
condigdo | ydu mhﬁm [ vdp. Mas, como () € uniformermente integrével e o conjunto {~v;(z)}
—00

é limitado ¢ — g.s., segue do Lema 64 que tal fato & satisfeito. O

Corolario 85 Seja (') uma sequéncia de correspondéncia de X em R™, e suponhamos gue ca-

da [y é limitado pela mesma fungo v € LM X, R™, ). Entdo imsup(f Txdp) C [ lmsup(Tr)dp.
Segue, entao, o teorema abaixo andlogo ao lema de Falou:

Teorema 86 Seja (['r) uma sequéncia de correspondéncia de X em R™ tal que para todo k,

'y seja borel-mensurdvel. Ainda, suponharmos que cada Uy sejo lirnilada pela mesma funcdo

v € LHX.R™ p). Entdo [UHminf(Dpidp C liminf( { Tpdp).

Demonstrago: ver [9]. o

Segue um contra-exemplo que mostra gue a hipdtese de borel-mensurabilidade ndo pode ser

dispensada, dado em [9].

Exemplo: Seja A um subconjunto ndo-mensuravel de [0, 1] com medida interior nula e medida
exterior igual a 1. Consideremos a sequéncia (F}) de correspondéncias de [0, 1] em R definida

por Fi(z) = {Xa(z)/k}. Nesta caso, lim [ Fidp = § embora [ lim Frdu = {0}. o

O teorerna seguinte & andlogo ao feorema da convergéncia dominada de Lesbegue.

Teorema 87 Sgjam I', Ty, : X = R™ k = 1,2, ..., uma sequéncia de correspondéncias borel-
mensuriveis, tais que, Vo € X temos que imIg(x) = I'(z) (no sentido de Kuratowski) e
supondo também que cada Ty seja limitada pela mesma fungdo ¢ € LY(X,R", u). Entéo.

lim [ Updp = [ Ldp.

Demonstragao: Se I'(z) = Hminf(Iy(z)) = limsup(Ix(z)) para todo z € X, entio pelo
Corolério 85 e pelo Teorema 86 podemos escrever [ Tdy = [ liminf(Tx)dy C liminf( { Trdu) C
limsup( f I'ydp) € flimsap(Ty)dp = [Ddp. O




Teorema 88 Se I' : X = R” ¢ uma correspondéncia integravelmente limitada e a valores

fechados, entdo a integral [ Tdp é um conjunio compacto.

Demonsi:ragéo: Para k= 1,2, ..., escrevemos [’y = I'". Assim, para todo z, o conjunto [ {z)é
fechado, e daf obtemos que limsup(l'x(z)) = I'(z) = ['(z) e limsup(f Txdy) = m Agora,
a partir da Proposicio 84, temos que m = limsup( [ [xdp) C [limsup(Ty)jdu. Dai, fTdué
fechado. Por outro lado, como I' é limitado por uma funcio a valores reais ¥, segue que [ ['dué

limitado pela integral [ dy. Assim, mostramos que | ['du é compacto. O

(O tecrerna a seguir € muito imporiante por seu uso em aplicagtes, como veremos no segumdo

capitulo:

Teorema 89 Seja P um espaco métrico e uma correspondéncia I : X x P =z R™ tal que:
(i)eziste uma fungdo v € L X, R, p) satisfazendo ||y|l < v{z) para todo y € T'(z,p) € para
todo p € F;
(11}A correspondéncia I'(x, ) : P =3 R™ ¢ fechada em p, 1t — q.5. em X.

Entao, a relagdo que associa o cada p € p a integral [ I'(-,p)dy € fechada em p.

Demeonstragao: Seja {py) uma sequéncia em P convergindo a p. Lembrando que limsup 4y, éo
conjunto de pontos aderentes da sequéncia (A}, entdo provaremos este teorema monstrando que
lim sup( { I'(-, px)dpe) C f T(-, p)dp. Com efeito, como a correspondéncia I'(z, -) é, por hipétese,
fechada em p, temos que lim sup(I'(x, pr)) C I'(z, p). Pela Proposigio 84, Emsup( [ I'(-, pr)du) C
[ limsup(L'(-, pe)dee € [ T(-, p)dy, o que encerra a demonstracio. O

Deste resultado, se I' : X x P = W C R”, em que W é compacto, segue que se I'(z,p)
é¢ h.cs. em p e temos as hipdteses do teorema anterior, entdo [ I'(z,p)du é h.cs em p. O
trabalho pioneiro sobre este resultado foi de Aumann [9]. Alternativamente, em [7] Aumann
sem utilizar o lema de Fatou e o teorema da convergéncia dominada, mas sim o teorema de
Lyapunov{Teorema 81} e um tecrema sobre selecSes mensurdveis (em que toda correspondéncia
Borel-mensurdvel a valores compactos admite uma selecio mensurdvel), demonstra tal fato;
neste trabalho, Aumann define uma correspondéncia I' : X x P = R” h.c.s como sendo uma
correspondéncia que possui gréfico fechado, isto é, sua definicdo de h.c.s é mais forte que a

adota aqui. Yannelis, em [33], estende tais resultado para o casoem que I' : X x P =3 Y, sendo
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Y um espago de Banach separével. Debreu, em [14], j4 havia estabelecido tais resultados para o
caso em que Y seja um espaco de Banach, entretanto, este utilizou uma nocdo de convergéncia,
para provar o teorema da convergéncia dominada em dimensdo infinita, distinta da definicéo
dada a partir dos limites de Kuratowsky.

A proposicio seguinte, dada em [31], ilustra algumas propriedades bésicas para a integral

de Aumann.

Proposicao 90 Sejam I, ¥ : X =3 R" e A € R. Enido:
(i)Se T(z) C ®¥(x) pp — g.5. entdo [ Tdp C [ ¥dp.
(1i)Se AL(z) = I'(Ax) entdo f ATdp = X { Tdp.
(iii)Se T e ¥ sdo fechadas e integravelmente limitadas, entdo [(T+ U)du = [Tdu+ [ Ydpu.

Assim, sob condicles razodveis, a integral é Gnear.

A Integral e a Funcae Suporte.

Pelos teoremas anteriores temos que, quando a medida g é sem-dtomos, a integral é um conjunto
convexo e, ainda, se a correspondéncia é a valores fechados, sua integral é um conjunto compacto.
A questio que estamos interessados agora, € saber o que ocorre com a fungio suporte associada

i integral de uma correspondéncia. O teorema seguinte trata de tal questionamento:

Teorema 91 Sel : X 3 R" € Borel-mensurdvel (Gr € AQB(R™)) e a valores fechados, entdo
of Fd.p(y) = f‘fr(v)(?”)d#-
Demonstragao: Observamos que o /g, : K" — R esta definida por o pg,(z) = sup (=, z).
2€f Fdp
Fixemos agora um y € R™ e consideremnos a forma linear 7 associada com vy, isto & 7(r) =

{x,y),¥z € R". Entdo, temos que:

Ujm#(’y) = sup (z,y) =supxa([ Tdy) = [ supa(C(z))du{z) =

zef Tdp
Jsup{x(2) : z € D{z)Ndu(z) = [sup{(z,y) : z € T(@)}du(z) = [ ore(y)du(z), isto &,
orrap(®) = J ovy(y)dalz). =

Coroldrio 92 Sejam F, G correspondéncias nas condicdes do teorema anterior.

Entdo, H([ Fd, [ Gdy) < [ H(F(),G())dp.
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Demonstracao: Utilizando a caracterizacdo da métrica de Hausdorff, dada na Observacéo
30, vermnos gue:

H(f Fdp, [ Gap) = 0 o} ra,(0) — o7 60, (0)

= s \[ory@)de — [ oayy)dul =

yesn-1
=P, |[{er (@) —oay @)} dul < Sup T lese )(g,—*o'c{)(y Y dp =
yesn-t
= [ sap |op(y)} — g (y)du = fH(F() G(-))dp. o
I,fc:gnm

Sabemos, pela Observagao 30, que se A, B € KC{R"} entdo A = B & ¢4 = op. Assim,
sendo I' : X =% R" integravelmente limitada, fechada com u sem-dtomos, entdo fI'du €
KC@R™). Logo, A = [Tdu < o4 = O ray- Mas, pelo Teorema 91, para todo y € R",
of ray) = [ or(y(y)d, o que nos permite conhercer pontualmente o 4(y), para cada y€ R™

Assim, podemos reconstruir o conjunto compacto-convexo | I'dy através de sua funcao suporte.

Exemplo: Secja A € KC(R™) e consideremos a correspondéncia:

T : etz R
r — T{z)=

Entao, [ Tdu = (b~ a}A. Com efeito, como o rrap(y) = fovey(w)dg,
Orrap(y) = L aat¥) = [ noaly)dt = oaly) fi, , dt = (b—a)oaly) =
F G(b—-a}ﬁ(y):\?’y c k™. LOgO? O"j" Yiu = J(b—a)A =4 f po, = (b — QE)A.

|

Exemplo: Seja Z : [0,1] == R” tal que Z(¢) = B[0,f] = {z € B" : |z]| < t}.¥t € {0,1].
Observemos que Z € a valores fechados e integravelmente limitada, portanto integrivel, e ainda,
foy Z(t)dt =B [0, 3]. Com efeito, calculemos Jou Z{t)dt.

Temos que, para todo ¢ € [0, 1] : |

— o g Y e b ;oae) == T
0'2:{3)(.4) B, 11(9) _a:u{:gﬁ {a,y; < "yiﬁ’y> = Tl {y.y) = tlyl .Yy € R™.
Logo, [ oz (y)dt = [tlylldt = |ly]| [tdt =1L = o1 zarly), Yy € R™.

Por outro lado, notemos que para t = 1/2, T o0, ) = E_il Yy € B On seja, temos cues
b3

£

Tfzat = Tpio.4) & det = B0, 32..3 .



A Integral e a Envolvente Convexa.

Uma questdo interessante na integracio de correspondéncia, & o estudo da relacdo entre a
integral de uma correspondéncia I' e a integral de sua envolvente convexa col’ ou a integral
de sua envolvente convexa fechada ol. Para ¢ caso da envolvente convexa fechada, segue a

seguinte proposicao.

Proposicao 93 Seja I : X == R” uma correspondéncia o velores fechados € infegravelmente

limitado, em que o espago de medida (X, A, 1) néo possua dtomos. Entdo [I'dpy = f coldye.

Demonstracgao: Sabemos que pelo Teorema 3, item (v), para todo subconjunto A de R™,
é certo que: 04 = Oz e assim, como I é a valores fechados, integravelmente limitada e p &
semn-4tomos, entdo [ I'dy € KCO(R™). Logo, [ rau = O [ zorau, © Pela Observacio 30, temos que
fTdp = f[eldy. =

Vejamos um exempio:

Exemplo: Considerando a correspondéncia F : [0,1] =2 R, definida por F(t) = {a,b}, V1.
Logo, [ F(t)dt = Sy @F(t)dt = Jo.qla. bldt = [a, 8] o

Uma outra questdo, mais dificil, & saber a relacio entre f Pdpe f col'dy. A proposicdo a

seguir responde esta questio.

Proposicao 94 Sel': X 3 RY é Borel-mensurdvel, entdo co [ Udp = [ col'dp. Dat, se p nao
possui Gtomos, entdo | Tdp == [ col'dp.

Demonstragao: ver em [9]. o

Exemplo: Considerando, novamente, a correspondéncia F : [0,1] = R, definida por F{¢) =
{a,b},vt. Como coF(¢) = [a,b], ¥t € 0. 1], segue que [, ,, F(1)dt = [, ;[a,bldt = [a, 8]. C

Exemplo: Seja g a medida usual de Lebesgue sobre {0, 1] e seja {1} um dtomo com medida
1({1}) == 5. Se G & definida por G(z) = {2,3},Vz € [0, 11. Entdo temos que:
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FGdp = (12,13 U [17,18], enquanto que [ coGdu = [12,18].

]

1.5.4 A Derivada de Radothikodym para Correspondéncias.

Vamos infroduzir, inicialmente, alguns conceitos necessérios para a apresentacio dos resultados

desta segao.

Definicac 95 Um subconjunio A C R™ ¢ dito um subespago afim se Yy;,y0 € A e VA € R,
Ay +(1—Ayz € A

Desta definicdo segue o conceito de envolvente afim, como abaixo:

Definicao 96 A envolvente afim de wm subconjunto B C R"™, denotada por afB, é a inter-

seccdo de todos os subconjuntos afim de R™ que contém B.

Definigao 97 O interior relativo de wm subconjunio convexo C C R", denolado por irC, € o

conjunto irC = {v € afC : dn > 0 em que Vu € afC tenhamos que u € C ¢ |lu — vl < 7}

Vamnos supor, nesta secéo, que o espaco de medida (X, .4, 1) seja finito.

Até agora sempre trabalhos com correspondéncias do tipo T' : X = B™, existemn também
muitos problemas em que podemos associar subconjuntos de X a subconjuntos de R™. como
veremnos na segunda parte deste trabalho. Para isso, vamos introduzir s nocio de correspondén-

cias do tipo I' : A = R™, ou seja, correspondéncias que associam a cada elemento A € A, um

subconjunto ndo-vazio I'(A4) C R™.

Definicao 98 Uma correspondéncia ' : A =3 R™ ¢ dita o-aditiva se, para toda sequéncia (Ax)

de elementos disjuntos contida em A, T( | Ax) = 3. T'(A4x).
kEN kEN

O lado direito da igualdade é, por definiclo, igual ao conjunto:

WeER :y=>> .y €T(A). > llmll < o0}

keHN kgM

Os principais teorema desta se¢fo sfo atribuidos ao trabalho de Artstein [3], o qual utiliza

o termo set value measures para correspondéncias do tipo I' 1 A = B" contéveis-aditivas.
P p



Assim como definimos a fungio suporte para a classe de todos os subconjuntos de R,
paturalmente podermos estender tal definicio para correspondéncias com valores em R, Assim,

dada uma correspondéncia I : X =3 R™, para todo p € R™, fazemos op(,(p) = sup (p,y) -
y&el{z)

Proposicao 99 SejaI': A= R" o-aditive, € sejap € R". Para todo A € A, sejom:
(DPup(A) = sup (p.y)
y&el(A)
(1i)Tp(A) = {y € T{4) : pp(4) = (p, 1)}
Entéo, (i) define uma medida i, sobre A com valores em Ry = RU {+0oc}, e (i) define

uma relacdo T'p contdvel-aditiva de A em R™.

Demonstracao: (i) Temos que I'(#) = {0}, pois em caso contrério, Iy € (B tal que y 5 0 e
como [{B) = Z I'(), terfamos uma contradicgo. Assim p() = 0.

Ainda, tergi?; que, sejaqual for I : A2 B e p e R™, up{A) C] — o0, 4200, pois vemos que
pp(A) = oreay(p)-

Mostremos que L, & c—aditiva. Com efeito, seja {Ag) uma sequéncia de elementos disjuntos
em .A. Escolhendo y € T'({J Ag), temos que y = > yx. com yr € Az, ¥k € N. Tomando

. alN EaN
{p,y) = Z {p, ) , e disto segue que

() A= sup (py)= sup () (p.wx))

kgN yel{ 11 Ar) yel'( U Ak) k&M
ek

kil T
= sup (impinf 3 {p, ) < limpinf Z sup  (p,yx) =limminf > p(Az).
yEF{ng Ar) k==l k=1 y&l{AR) P

Se ptn( U Ax)} = o0, ndo temos mais nada a demonstrar. Todavia, se uy( | J Az) < 00, temos
keEN
que ;L;,,(Ak) < fin{ U Ar) < oo. Agora, seja > 0 dado, e em cada conjunto ['{4z}, & € N,

escolhemos um ponto z;, satisfazendo a condico up(Ax) ~ (p, z} < 27%p

Definindo v, = Z zZp+ Z Yr, temos que vy € I'( U Ag) e ppl U Ag) > lim, sup (p,vr) =
k=1 s |

lim, sup z #p(Ax) — . Como 1 > 0 ¢ arbitrdrio, p{ | Ax) = lim,sup z Lp{Az). Logo,
ol A= 5 ). ©

(11}Seja (Ak) uma sequéncia de elementos disjuntos de 4. Mostremos que [p{ |J Az} =
S Tp(Ar) <

REN

{C)Seja y € T'p( U Ag). Fagendo y = Z yr com gy € I'p(Ax), obtemos que (p,y) =
> o) S Z /JP(AE&) = p( U Ag) = (p, y) isto &, Z (py i) = %ﬁp(& Agora temos
kel keN
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que mostrar que, ¥ k € N, (p,yx) = pp{ A}, isto segue de, combinando o fato de que, V k € N,

(p,yk) < pp(Ar) e 3 () = 3 pp(Ag), ndo poderemos ter algum fndice 7 € N tal que
kel keN

{p,ys) < pplAr), 0 que nos proporciona a igualdade desejada.

(2)Seja ¥ € Z Up(Ag), ouseja, y = > yg, com yi € Up(Ag), Yk € N Daf,¥ &k € N,
kel

{p,9%) = bp{Ak) 1mpﬂcaﬂd0 que ;;Z\yk = Z pp{Ax) = ppl U Ay) = ;?% {p.yx) = {p.y), ou
€ €
seja, ¥ € [p( U_Ak) o
kel

Observacao 100 A relagdo T'y ndo é necessariamente uma correspondéncia, pois T'p(A) pode

ser vazio. Nao obstante, se I' € a valores compactos entdo I'y € uma correspondéncia.

Definicao 101 Uma correspondéncia ' : A = R” € dita absolutamente continua com respeilo
a medida p se para tode A € A idl que pu{A) = 0 implicar gue T'(A} = {0} Como notagdo
utilizamos T <€ p.

Proposicao 102 Seje a medida py,, como definida na Proposigdo 99. Dado p € R, enido se
'« p entéo pp € jt.

Demonstracao: Fixado p € R", seja 4 € A arbitrdrio tal que p{A) = 0, pela hipétese,

I'(A) = {0}.Dal, pp(A) = sup (p,y) =sup (p,y)=0. O
yer(4) ye{0}

Recordamos agora que (¢4} é o dominio efetivo da funcao suporte o4 do conjunto A.

Definimos entdo o conjumto L{A) = D{o4) — D{ca). Assim, D{c4) é um cone que gera o

subspaco L{A) de R™.

Lema 103 Seja ' : A 2 R" o—aditiva tal que T < p. Assumindo que exista uma subspago M

de R™ tal que M = L{T'(A)}) para cada A € A com p(A) > 0. Entdo existe uma correspondéncia
¥ X = R™ A-mensurével fal que:

{i}Para todo = € X, ¥(z} € fechado e convezo.

(it)Para a func@o suporte o de ¥, temos que [, 0g () (p)dp = pp(4) VA€ AevVp e R™.
Demonstragao: ver [5] e [26]. O

O lema a seguir generaliza o anterior ao retirar a necessidade da hipétese de existéncia de
um subspaco M.
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Lema 104 Seja I' : A =3 R"o—aditive tal que I’ <« p. Entdo exisle uma correspondéncia

¥ X — R™ A-mensurdvel tal gue:
(i)Para todo x € X, ¥(x)} é fechado e convero.

(it)Para a fungdo suporte o de ¥, temos que [, o (pidn = pp{A) YA € Aevp e R™.

Demonstragio: Inicialemente, observemos que se 47 C Ag entdo L(I'(41)) € L(I'(A2)),
e substituindo a condigdo do Lema 103 de que exista uma subspaco M de B” tal que M =
L{I'(A)), para cada A € A com p(A) > 0, pela seguinte construgio: X = ‘U_Xj para algum
(X;: 7 € N) tal que L(I'(4)) = M; seja verdadeiro para todo 4 C X C{:umJ E;?(A) > 0 e para
cada j; daf o Lema 103 vale emn cada Xj;.

Assim, seja Ag = {A C X : p{A) > 0}, e fixemos ng = maxaeq, dim L{I'(4}). Vamos
denotar por £ o conjunto {L{I'(A)) : dim L{I"(4}) = ng para algum Ao € Ap com u{Aa) > 0}.
Como ng € o mdximo para o qual A C Aa e u{4) > 0 temos que L{I{4)) = L{I'(4Aa)).
Supondo, ainda, que L{I'(Aa}) # L(I'(AB)}. Como L{I'(Aa)) C L(I'(Aan AB) e L{T'(A3)) C
L{I'(Aa M A3}, obtemos que dim L{I'(Aa N AB) > ng. Daf, se L(I'(Aa)} # L{I'(A3)) temos
p{Aa N AB) =0, e assim £ ¢ no méximo um conjunto enumersvel.

Agora, para cada a se pode encontrar algum X o, uma uni&o enumerével de conjuntos A; tais
que L(I'(A;)) = L(I'(Aa)), e Xa é maximal no sentido de que se L(T'(A)) = L{['(4Aa)) entao
u(A\Xa) = 0. Assim, obtemos uma familia enumerdvel de conjuntos mensurédveis e disjuntos
{Xa : @ € N} em que o Lema 103 seja vélido em cada espago de medida (X, Ajxa; fxa )
onde A; Xa © HiXxo denctam as respectivas restrigdes de A e p a Xa.

Seja X = X\ JaXa; temos entéo que XV é mensursvel. Definindo A; = {4 ¢ X ;
1(A) > 0} e fixando 1y = maxaca, dim L(T'(A4)). Entéo ny < ng. O argumento & repetido para
XM e analogamente obtemos X%, e assim sucessivamente. Apds um mimero finito de passos,
X é decomposto em uma familia enumersvel de conjuntos X, em que o Lema 103 é aplicado

para cada (Xj, Ax,, tx;). Como p, & o — aditivam, a prova esta completa. O

Vamos introduzir, agora, o conceito de seletor para uma correspondéncia do tipo I': A =
R™. Tal defini¢do segue a idéia dada quando discutimos a existéncia de selegbes para corre-

spondéncia do tipo I' : X 3 R™.

Definicao 105 Uma medida veforial ¢ € um seletor para I : A =3 R™ se ¢(A) e T{A4), VA€ A

50



Lema 106 Sejo ¥ : X 3 R" A-mensurdvel @ valores fechados e compactos do Lema 104.
Definindo a correspondéncia J : X = R™ por J{z) = ir¥(z), Yz € X. Entdo o conjunto S(J)

€ NAac-vazio.

Lema 107 Seja T : A = R" o adiliva o valores convexos tal que I < p. Seja também
¥ X = R™ A-mensurdvel ¢ valores fechados e compactos do lema 104. Definindo a corre-

spondéncia J : X = R" por J{(z) = ir®(z), Yz € X. Entdo [, J(z)du = ir[(A4), VA € A

Demonstragao: ver [5] e [26]. =

A partir destes dois lemas anteriores, estabelecidos originalmente em |5}, vamos estabelecer
condicoes suficientes para a existéncia de uma seletor ¢ de U tal que, dado Ag € A ey € I'(4p),

tenhamos que ¢{A4g) = y.

Teorema 108 Seja I' : A 3 R™ o-aditiva a valores converos tal gue T' < p. Entao, dado
Ap € A, para todo ponto y € T'(An), existe um seletor ¢ de T tal que &(Ag) = y.

Demonstracio: ver [5] e [26]. r

Exemplo: Seja v a medida de Lebesgue sobre o intervalo [0,1], e vamos considerar a corre-
spondéncia I' definida por: I'(4) = N se v(4) > 0 e T(A4) = {0} se v(A) = 0. Pela construgio
'« v el ndo é a valores convexos. Qualquer seletor ¢ de I' é sem-dtomos pois ¢ € v. Agora
supondo que ¢([0, 1]) == 1; segue que a imagem de ¢ ¢ o intervalo [0, 1], o que claramente é uma

contradicdo. Dai o dnico seletor neste caso é a medida indenticamente nula. I

Exemplo: Seja novamente v a medida de Lebesgue sobre [0,1], e consideremos a corre-
spondéncia [ definida por: I'(4) = {0} se A & enumerdvel e ['(4) = (0,20) se A é nio-
enumerdvel. Como podemos construir um conjunto nio-enumerdvel de medida de Lebesgue

nula (conjunto de Cantor), temos que I" ndo admite nemhum seletor. o

Estabeleceremos, entao, o teorema de Radon-Nikodym para correspondéncias; mas antes,

daremos uma defincdo e alguns conceitos, como segue:
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Definicao 109 Seja T : A =2 R" o-aditiva tal que T € p. Uma correspondéncia ¥ : X = R"
¢ uma derivada de Radon-Nikodym de I com respeito a p se [, U{z)dp =T{A), YA € A.

Dadas J1,J2 : A = R” contdvel-aditivas, escrevemos Jy C Jy quando para todo 4 € A,
J1{A) C Jo(A). Tomando, entdo, I' : A = R™ c-aditiva a valores convexos, vamos denotar
por M como sendo a colecéo de todas as correspondéncias contével-aditivas a valores convexos
J : A =3 R"satisfazendo a condicio: VA € A, J(A) = [(A). Ainda, denotaremos o maior
e o menor elemento em A, com respeito a inclusio (C), quando estes existirem, por % ¢

Tif yespectivamente.

Segue abaixo um tipe de teorema de Radon-Nikodym para correspondéncia:

Teorema 110 Se¢jal : A 3 R" o-aditiva a valores convezos tal gue T <€ u. FntdoM admite

wm maior elemento I'™®, e I possui uma derivada de Radon- Nikodym A-mensurdvel a valores

fechado e convezos.

Demonstragao: Seja ¥ : X =% R" A-mensurdvel a valores fechados e compactos do Lema
104. Temos que para todo A € A, [, Wdv C T'(A).

Como consequéncia do Lema 107, ir['(4) C [, ¥du. E assim segue que a correspondéncia
o-aditiva F(A) = [, Wdu pertence a M. Necessitamos provar agora que F = ", Supondo que
h € M ey € h{A). O Teorema 108 nos diz que existe um seletor v para h para o qual ¥{4) = y.
Agora, temos que -y possul uma derivada de Radon-Nikodym com respeito a g e vamos denoté-
la por ¢. Para todo p € R e B € A, obtemos que {(p, [ vdp) = (p,3(B)} < pp(B). Dai,
(pp(z)) < or(z)(P) 1~ g.5. em X.

Seguindo, vamos requerer que ¢(x) € ¥(z) u — g.s. em X. Vamos utilizar a decomposicio
(X;: j € N) de X em conjuntos disjuntos discutida no Lema 104. Para cada conjunto X; da
decomposicao, podemos encontrar uma sequéncia (py) em R” tal que ¥{(z) = () {y: (o, y) <
or@)(pe)} 1 — g.s. em X;. Podemos ver que {(pi,d(z)) < orpm)(pe) 4 — q.sfcfefn X;. Daf, o
requerimento acima é vilido, e como ¢ € uma selegéo integrdvel de ¥, temos que y = [ 4 Olx)dp

& um elemento de I*®: o que encerra a demonstracio. |



Capitulo 2

Aplicacoes & Economia: O Modelo
de Equilibrio Geral com Agentes

Mensuraveis.

2.1 Introducao.

A Teoria do Equilibrio Geral é uma prormissora srea de investigacio na teoria econoémica. Desde
a publicacio de A Rigqueza das Nagdes de Adam Smith, em 1776, ¢ questionamento sobre a
possibilidade de o sistema social, em que cada individuo age segundo seus préprios interesses, ou
seja, sob um regime descentralizado, alcancar um resultado em que cada agente tenha supnida
suas necessidades de maneira satisfatoria, obteve grande avango no que se refere ao processo de
alocacio de recursos escassos.

Depois da obra de Adam Smith, o grande expoente foi Walras, formulando uma criativa
forma de realizacao dos intercdmbios que levariam a uma distribuicio dos recursos, em que todos
os participantes do mercado se sentiriam satisfeitos com o resultado, levando em consideracio
as dotacdes iniciais que estes dispunham. Todavia, o intrumental matemdtico da época ainda
nao conferia a sua obra uma formalidade matemadtica coerente. Com efeito, s6 com a obra de
Arrow & Debreu [3], de 1854, é que observamos a consolidaciio de um tratamento matemético
bem fundamentado do problerna, utilizando o teorema do ponto fixo de Kakutani (Teorema

56), provado bem apds a obra de Walras. Daf em diante, os avangos na Teoria do Equilibrio

Geral sao inmdimeros.



Um dos principais nomes da Teoria do Equilibrio Geral é Robert Aumann, o qual publicou
em 1964 um artigo criticando a idéia de trabalbarmos a nogiio de mercados perfeitamente
competitivos com um nidmero finito de agentes. Propondo um medelo com um continuo de
agentes, ou Imais precisamente, um modelo em gue os agentes s30 caracterizados por wn espaco
de medida sem 4tomos, Aumann em [10] expde os conceitos cldssicos de equilibric Walrasiano,
ou competitivo, e de micleo (core) para uma economia de puras trocas (ou seja, sem producio)
e prova a equivaléncia entre estes conceitos para uma economia com um contfnuo de agentes.
Ainda. Aumann em (8], prova a existéncia de equilibrio geral para uma economia de puras
trocas, sem a usual hipdtese, até entdo, de preferéncias convexas.

A equivaléncia provada por Aumann, entre o conjunto de alocacdes que respeitam a definicao
de um equilibric competitivo e o conjunto de alocactes pertencentes ao nicleo da economia, em
[10] & generalizada por Hildenbrand para uma economia com producdo’ em [17]. Noartigo [19], o
mesmo autor estende o resultado de existéncia de equilibrio competitivo, dado em {8], para uma
economis com producio com um finito de firmas, em que os consumidores séo caracterizados
por um espacgo de medida, que pode ser particionado em um espace sem-dtomos e outro com
4tomos; neste dltimo os agentes possuem preferéncias convexas,

A questdo da otimalidade de Pareto para economias com agentes mensurédveis, e sua relacio
com conceito de equilibrio competitivo, foi tratada por Hildenbrand em [18].

Assim, neste segundo capitulo, vamos apresentar alguns destes fatos, destacando a utilizacao
dos resultados expostos no primeiro capitulo desta dissertacao.

Inicialmente, vamos estabelecer a existéncia de equilibrio competitivo para uma economia de
puras trocas, provado em [8]. Veremos que neste resultado utilizaremos o fato de que a integral
de Aumann, de uma correspondéncia definida sobre um espaco sem 4tomos e a valores no R™,
& um conjunto convexo. E este fato € o que possibilita descartarmos a hipétese de convexidade
nas preferéncias.

Daremos, finalizando, a generalizagio realizada por Hildenbrand [17] do trabalho pioneiro
de Aumann[10], em que temos a equivaléncia dos conceitos de equilibrio competitivo e nyicleo
de uma economia com agentes mensurdveis e com producio (coalition production economies).

Neste resultado, utilizaremos o teorema de Radon-Nikodym para correspondéncias.

A . . i . ) .

'Hildenbrand utiliza originalmente o termo coelition production ecomoemies para a caracterizacio de uma
economia com produg do. A razdo disto ¢ o fato de se associar a cada possivel coalizio de agentes da economia
uma certa tecnologia.



Vale mencionar que ndo vamos itratar o caso de econorias com um pimero infinito de bens.
Bewley fot o pionero no tratamento das questdes aqui abordadas para o caso de infinitos bens
e estendeu ambos os resultados apresentados neste capitulo nos trabathos [12] e [13].

Um ponto importante a ser destacado € que a existéncia de equilibrio em uma economia
com urn continuc de agentes, apresentado em [10], pode ter a demonstracio da existéncia de
equilibrio competitivo feita sem a utilizagfo da teoria de correspondéncia. Como encontrado
em [23], Ichiishi conclui que num contexto continuo a economia apresenta, genericamente, uma
funcio de demanda continua. Intuitivamente, qualquer economia com um continuo de agentes
pode ser aproximada por uma sequéncia de economias que apresente uma funcéo de demanda
continua, e esta ltima tem a demonstracac da exiténcia de equilibrio sem a necessidade de

recorrermos aos argumentos da teoria de correspondéncia.

2.2 Existéncia de Equilibric Competitivo para uma Economia

de Puras Trocas com um Continuo de Agentes.

2.2.1 Definigoes e 0 Teorema de Existéncia.

Uma economia de puras trocas é um sistemna de mercado sem producio, ou seja, é um modelo
para estudar o intercdmbio entre agentes econdmicos que, de posse de uma determinada quantia
de cada bem presente na economia, buscam satisfazer suas necessidades ao médximo trocando
entre si suas dotagoes sem haver a interferéncia de wm orgdo centralizado. As trocas sdo regidas
por um sistema de precos que especifica as possibilidades de trocas para uma dada dotagao
inicial, associando a cada bem um valor que chamamos de preco. O problema central nesta
teoria é perguntar, sob que condiches, se estas existem, encontramos um sistema de precos em
que, aos agentes realizarem as trocas sob este sistema, tenhamos umn estado para a economia
configurado por dotacdes que satisfacam cada agente de modo a ndo haver mais incentivos as
trocas; tal estado para a economia é dito um equilibrio competitivo.

Veremos que um modelo com um continuo de agentes possibilita obtermos um contexto
em que tenhamos as condigdes suficientes para uma resposta positiva a tal questdo, isto &,
possibilite a existéncia de equilibrio competitivo. Um maodelo com um continuo de agentes
tem por objetivo modelar a idéia de uma economia perfeitamente competitiva, ou seja, uma

economia em que nenhum agente tenha o poder de interferir nos precos, assim os agentes tomarm



os precos como dados. De maneira um pouco mais geral, podemos pensar o espaco de agentes
como um espaco de medida sem-4tomos; isto implica que cada agente, visto como wm ponto
neste espaco, tem medida nula. Vamos, entdo, iniciar a construcio do modelo:

Trabalhamos com o espaco euclidiano R'; a dimenséo ! do espaco representa o mimero de

diferentes bens para serem trocados no mercado.

Observacao 111 Utilizamos, neste capitulo, a seguinte notacdo: ¥V z,y € R:

x > y®$i>yi,\%6§{1?,..,l}
T 2 yYST>y.viE {1,...,{}
T 2 ySrZyerFty

Uma cesta de bens & ¢ um ponto no octante ndo negativo Q= R . A i-ésima coordenada
de uma cesta z representa a quantidade do bem ¢ contido nesta cesta x.

O conjunto de agentes (traders) é o intervalo compacto T = [0, 1]. Notemos que (7', B(T), m),
& um espago de medida sem dtomos(m & a medida usual de Lebesgue ¢ B(7") ¢ a familia dos
conjuntos Borel-mensursveis de 17). Poderfamos adotar qualquer espaco de medida sem-dtomos,

que é a condigao suficiente para que cada agente individual ndo possua influéncia.

Definicao 112 Um alocagio (wma distribuicdo de cesta sobre os espago de agentes) € uma
funcdo f : T — €, em que, cada coordenada ¢ Lebesgue integravel sobre T. Ou seja. temos o

conjunto L*(T, €2, m) representando o conjunto de alocagio da economia.

Para cada agente ¢ € T, associamos uma cesta ou dotacdo inicial #(¢), isto é, temos um
alocacdo inicial ¢ : T s 2.

Por hipdtese:

/ § oes / H{#)dt > 0

[ERe s

O que significa que cada bem esta presente no mercado.

Definicao 113 Uma alocagdo factfvel (alocacio final ou troca) € wma alocacio f para o qual

fii= )

Assim definimos A(Q) = {f € LNT,Q,m): [.f = [i}
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Vamos agora especificar o critério de escotha dos agentes a partir de wma relacdo de quasi-
ordem sobre o espaco de escolha ). Para cada agente ¢ definimos uma relacéo »; sobre (2,
chamada de relacao de preferéncia-indiferenca e varmos supor que esta ¢ uma guasi-ordem, ou

seja, 3=1€ reflexiva, transitiva e completa. Respectivamente, definimos:

(iyx > 1y quando x %=,y mas ndo tenhamos que ¥ = =

(i)z «~ wyquandoz = yey = &

Agora, vamos especificar um espacgo de preferéncias do tipo (7} acima, a partir de algumas

propriedades:

Definicao 114 Denotemos por P(2), come sendo o conjunto de todas as relagées »=C € x
gue CuTnpTEm
/a) Monotonicidede: £ 2> y = x > y.

(b )Continuidade: Vy € 2,08 conjuntos {z : x > y} e {z 1y = z} sdo abertos em relacdo a

(c)Mensurabilidade: Se = e y sdo alocagbes, entdo o conjunio {t : z{t) > y(t)} & Borel-
mensurdvel.

Dai, definimnos uma aplicacdo

w . TSPy

t —

Assim, =+ € chamada de relagdo de preferéncia do agente t, e ainda, vernos que ¥ determina
uma rede de preferéncias (~tjer. A condigdo {(a) significa que todo agente prefere uma cesta
que tenha, ao menos, uma quantidade maior de algum dos bens. Em particular esta hipdtese
implica em ndo-sactabilidode local, ou seja, dado qualquer ¢ € T, para toda cesta r € ) ¢
posstvel encontrar, tdo préxrima quanto se queira, uma outra cesta y € €, tal que y = x. Da
propriedade (b) € do fato de = ser uma pré-ordem segue a existéncia de uma fungio utilidade
U, - 2 — R, isto & para todo x,y € ), Up(x) > U(y) <> x = y; € ainda Uy € continua. Este
resultado pode ser encontrado em vérios textos cldssicos da drea, ver por ezemplo [2].[21],[24]

e [28]. Jé o propriedade (¢}, nos garante que U, pode ser escolhida de maneira que tal funcdo

sejq mensurdvel tanto em § como em x.



Para cada bem, devemos associar um preco ndo-negativo e, como temos [ bens na economia,

definimos wm vetor de pregos p como um vetor em IRQ.
Obviamente os agentes, dadas suas dotagdes iniclais, ndo podem escolher qualquer cesta
x € £, estes podem apenas escolher acquelas cestas que sao acessiveis ao seu poder de compra

lirnitado pelo produto interno (p,i(t)) que podemos entender pela riqueza do agente ¢. Assim,

definimos a correspondéncia:

B : BRixT=0

(p.t) — By =1{zeQ:(pz) < pidt)}

que nos dé o conjunto de cestas que o agente ¢ pode adquirir a partir de trocas realizadas

com suas dotacOes iniciais #(¢) € Q.

Assim, pelo que foi exposto podemos definir uma economia £ como sendo uma aplicacio

E 1 T QxP

t — (1), )

Definicao 115 Um equilibrio competitivo ou Walrasiano € um par consistinto de um vetor de
precos p € uma alocacdo f, tal que, a menos de um conjunto de medida nula®, f(t) é mdzimo

com respeito a ¢, no conjunto By = {z € Q: {(p,x; < (p.i(t)) }.

Uma alocegio de equilibrio é uma alocagio f para o qual existe um vetor de precos p tal
que o par (p,x) € um equilibrio competitive.
De maneira wm pouco mais formal podemos definir o conjunto W(£) de equilibrios Wal-

rasianos come sendo:

W(E) = {(p, f} € Ry x A(4) : f(£) é méximo com respeito a >, no conjunto B t— q-8-
em T}

Dadas as defini¢des, vamos enunciar o resultado principal desta secio:

Teorema 116 {EW) Nas condicdes exposta anferiormente para uma economia E, existe um

equilibrio competitivo, ou seja, W{E) # (.

? Entretante, em alguns cuses vamos desconsidernr os conjunies de medide nula.
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2.2.2 Teorema Auxiliar

Para a demonstracao do Teorema (EW), vamos inicialmente demonstrar um teorema auxiliar.
Vamos definir uma economia AM, consistindo de um natural I, determinado pelo niimero de
bens na economia inicialmente tomada £, wma alocacio inicial e uma relagio de preferéncia
s 2 x ) para cada agente t em 7. Diferentemente das propriedades que definem a economia
£. dadas na secao anterior, vamos assumir para a economia M que :

Hipétese 1: Existe uma dotacdo inicial i € L'(T, €2, m) para a economia M, tal que, i() > 0
para todo t € T, ou seja, todo agente possui uma quantia positiva de cada bem presente na
economia. Notemos que esta é uma hipGtese mais forte que aquela feita para a economia &,
que especificava apenas que [ > 0.

Hip6tese 2: Para esta hipétese vamos definir primeiramente:

Definicao 117 Uma cesta x € Q € dita wm maximal->; para as preferéncias do agente t sc¢

parae gualquer cesta y €  valer que x = y.

Dai, assumiremnos que a rede de preferéncias (>, )7 apresenta a seguinte propriedade: para
todo t € 7, se T > y entdo = »>; ¥ & menos que y seja uma cesta maximal. Esta propriedade
para as preferéncias é conhecida como nonotonicidade fraca. Vemos que, diferentemente da
monoctonicidade definida anteriormente, neste caso, dada uma cesta = que ndo seja maximal
para os agentes, naoc serd mais suficiente que se aumente a quantia de algum bem em suas
dotacdes para que estes se sintam mais satisfeitos. Ainda, a existéncia de uma cesta maximal
& impossivel com a hipétese de monotonicidade.

Hipétese 3: Ndo somente varmos permitir a existéncia de uma cesta maximal, mas também

vamos exigir isto para a economia M. Mais precisamente, vamos definir:

Definicao 118 Seja v uma alocagdo, isto €, v € Ll(T, Q,m). Dizemos que a preferéncia do
agente t € commodity-wise-satured em v(t) se para toda cesta x e bem 1, tal que x; 2 vi(t)

tenhamos que T ¢ (Z1, -y Tie1, 02 (), Tig 1, ooy T1)-

Ou, em outras palavras, mudando o valor da i-ésima coordenada para acima de v;(¢) néo
alteramos o nivel de satisfacio. Intuitivamente, temos que a preferéncia pelo i-ésimo bem é
saciada quando a quantidade deste bem € igual a v;(t), embora o agente ¢ possa querer ainda

mais de outro bem j, de qual detem menos do que v;(t)-
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Agora, seja V 1 T = € uma correspondéncia que associa a cada ¢ € T o hiper-retdngulo
V(t)={z € Q:z S v(})}, ouseja, o conjunto de cestas em que suas componentes sdo menores
ou iguais a v(t). Dai, vamos definir uma aplicacio v, : Q 2 = — v (z) € V() como segue: vi(x) é
a cesta formada a partir de « ao substituirmos toda coordenada x; por v;(t) quando x; for maior
que v;(t). Entéo a hipStese commodity-wise-saturation sobre v(t) implica que v{z} v . Desta
maneira, podemos Testringir a escolha dos agentes ao hipercubo V(#), j4 que para qualquer
z,y € ) por nossa construcao & ¢ y < v(x) = ve(y)-

A existéncia de v(t) é intuitivamente coerente, ao passo ela implica dizer simplesmente que
existe um limite superior para a quantidade do bem que pode ser consumida de maneira indi-
vidualmente proveitosa, aconteca o que acontecer comn 0s outros bens, sendo ou ndo avaliados.
O requerimento de que v seja uma alocacéo, ou seja, v € L7, 2, m). quer dizer que a economia
como um todo pode ser commodity-wise-satured, ou seja, existe uma cesta {a saber, f vdm) que
pode ser distribuida entre os agentes de forma que cada agente ¢ tenha sobre sua preferéncia a
propriedade commodity-wise-satured em v(t).

Assim, segue a hipétese: Existe uma alocacio v € LT, Q,m) tal que, toda preferéncia =
apresenta a propriedade commodity-wise-salured em v(t).

Finalmente, para a economta M damos a seguinte hipdtese.

Hipétese 4: Resirigdo ¢ Saturagdo, z ndo pode ser mazimal->; a menos que z > ().

Podemos entao ver a economia A como uma aplicacio:

M T = QxPYQ)

t (i(t)z >‘ﬁ)

em que, P*(Q2) apresenta algumas diferencas com relacdo a P(Q) : trocamos a propriedade (a)
da Defini¢do 114 pela hipétese 2 apresentada nesta secao. Além disso assumimos as hipdteses

1, 3 e 4. Estabelecemos, entéo, o teorema auxiliar sobre existéncia de equilibrio competitivo

Teorema 119 (Teorema Auziliar) Se M satisfaz as condigdes expostas nas hipsteses 1,2,3 ¢
4 desta secdo, além das propriedade de continuidade e mensurabilidade dadas nos itens (b) e

{e) da Defini¢do 114, entdo existe equilibrio competitivo para M, ou seja. W(M) # @.

60



Esbogo da Prova do Teorema Auxiliar.

Para a demonstracio, temos como ponto inicial a definicdo da correspondéncia preferred sef
C,ft), definido para cada agente t e para cada vetor de pregos p, como o conjunic de cestas

preferiveis ou indiferentes a todos os elementos da restricao orgamentdria By, ;(5)- Formalmente:

C . RixT=0

(p.t) = Cp(t) = {z € Q: VY € By T =t y}

Dada a correspondéncia preferred set Cjp, agora fixamos p € R., definimos por aggregate

preferred set o seguinte conjunto, dado pela integral de Aumann:

fcpdmw {f fdam: f € 8(Cp)}
T T

em que, S{Cp) € o conjunto das selecbes integraveis da correspondéncia G, : 7' =3 (. Notemos
que neste caso, S{C) € o conjunto de alocacdes f tais que f(t) € Cp(t) p~g.s.em T

A integral de Aumann f:z“’ Cpdm é o conjunto de todas as cestas agregadas que podem ser
distribuidas entre os agentes de tal maneira que cada agente esteja, no minimo, tao satisfeito
como ele estaria ao vender suas dotacfes iniciais e comprando o melhor {de maneira padrio®)
que ele poderia no mercado, &0s preqos p.

Como nao fizemos nehuma hipétese de convexidade sobre as preferéncias, o conjunto Cp(?)
pode ndo ser convexo. Todavia, pelo Teorema 82, o conjunto fT Cpdm é convexo, pois estamos
trabalhando com (1, B(T"),m), como j& comentado no inicic deste capitulo, sendo um espago
de medida sem-dtomos. Ao utilizarmos a convexidade do conjunto [, Cpdm, estaremos aptos
a provar que existe um tnico ponto ¢(p) € [.Cpdm que seja o mais préximo de f 1dm; Dal,
definimos A(p) = c(p) — [ idm.

Seja P = {pefl: i p; = 1} 0 simplex dos vetores de precos normalizados, cujas coorde-
nadas tenham sOma uzéza;—ria. Dai, a idéia central da prova é fazer wso de A para construir uma
funcio continua de P em P e ent@o aplicar ¢ teorema do ponto fixo de Brouwer; o ponto fixo

obtido, o qual denotamos por ¢, resulta em um vetor de pregos de equilibrio.

*Fntedemeos como maneira padrio, o comportamento maximizador, condicionado pela sua relagio de prefer-
éncia, requerido na definicdo de Equilibrio Walrasiano.
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Definimos a funcio f : P — B! como:

) = p+h(p)

i=1

Vamos mostrar, mais a frente, que A{p) 2 0. Ainda, o denominador na defini¢do da fungae
f nunca é igual a zero e, também, f(p} € P,¥p € P.

I
Agora, supondo que g seja wm ponto fixo para f. Entdo ¢(1 + 3 hi(p)) = g + h{g), isto
g=zx]

é hiq) = ag. Porser A(p) 2 0, o = Z hi(p} 2 0. Desejamos mostrar que h{g) = 0. Por
contradicio, vamos supor que h(g) > G Peia definicio de h e pela convexidade de [ Cpdm
segue que para todo p € R!, o hiperplano que passa por i(p) + [ idm e é perpendicular a h{p)

suporta [, Cpdm. Aplicando isto para p = g, obtemos que

(y — | idm),h(q) ) = (g}, h(a)) = )} . ¥y € | Cpdm
(= [iamniar) 2 /

Como h{g) > 0,a > 0; e pelo fato de h{g) = ag, obtemos que {(y — [idm),oq) = o? llgl

e dai:
(W= [iam).a) zalg?. v [ Cyam

Agora, para cada %, seja z(£) um ponto pertencente & restricdo orcamentéria By, sy que

seja maximal com respeito a relagao de preferéncia de ¢, entdo temos por um lado que

<x(t) - [ia’m?q> <0

e, por outro lado, x(t) € Cy{t). Dal, integrando, obtemos que

<( / zdrm, — j[ wdmn), q> < 0e / wxdm € f Copdim
o 4

e isto é uma contradicio, pois haviamos estabelecido que {(y — [idm),q) 2 allgl®. Vg €
fT Cpdm. Daf, h{(g) = 0.

O que acabamos de mostrar, significa que [idm € | Cpdm, ou seja, existe uma alocagdo
g: T — Qtalque [gdm = [idm e g(t) € Cp(t), ¥¢ € T. Logo, g ¢ uma alocacdo (g € A()), e

g(t) & preferfvel ou indiferente a todos os elementos de Big ;1)
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Para completarmos a prova de que (g, g) € um equil{brio competitivo, s6 é necessdrio mostrar
que g(t) € By vt € T. Com efeito, supondo que para algum 2, {g,g(t)} < {g,é(¢)}. En-
tdo, g{t) ndo pode ser maximal pela hipbtese 4 para a economia M, e dai pela hipétese de
monotonicidade fraca, segue que g{t) + {6, ..., 8) =; g{f) para & > 0. Mas pars § suficientemente
pequeno, temos que {g, (g(t) + (8,....8))) = (g, ¢(£)) + & < {g,#(¢)) e assim (g(t) + {§,....8)) €
Big.e)), contradizendo o fato de g(t) € Cyt). Daf, {g.9(t)) < {g,i(t)) & impossivel, o que
nos permite concluir que {g, g{t)) = {g,i{t)),¥t € T. Se a designaldade estrita valer para al-
gum t, podemos deduzir que [ {g.g}dm > [ (g,i)dm, contradizendo [ gdm = fidm. Assim,
(g, g(t)) = {q,i(t)} , ¥Vt € T, seguindo que g(t) € By, ;). ¥t € T. Mostramos, assim que (p, g) ¢

urn equilfbrio competitivo para M.

Provas dos Resultados Complementares para o Tecrema Auxiliar.

Vamos comecar estabelecendo a existéncia, unicidade, continuzidade e nfo-negatividade da
funcdo h. Em principio, as trés primeiras propriedades seguem das propriedades de f Cpdm
ser a valores fechados, ser ndo-vazia, convexa e continua em p. A nao-negatividade, veremos
que segue da hipdétese de monotonicidade fraca. Uma dificuldade que surge é o fato de Cp(%)
ndo ser limitado. Para transpormos esta dificuldade vamos trabalhar com wm outro conjunto,
definido a partir de Cp, que seja limitado.

Seja v uma alocacao tal que a preferéncia de cada agente ¢ apresente a propriedade cormmodity-
wise-satured em v(t), dada na definicio 118. Recordemos que V{(¢) = {z € Q : z £ v(t)},
daf, vamos trabalbar com o conjunto Dp(t} = V(i) N Cp(t). Notemos que a correspondén-
cia D, : T =3 Q & integravelmente limitada, uniformemente em p, pela funcéo v : T — Q.

Estabelecemos 08 seguintes lemas:
Lema 120 Fizado t € T, a imagem direta de P, D{t)(P) € urn conjunto comnpacto.

Notemos que por este lema, dada wma sequéncia (pi) C P tal que py — p, toda sequéncia
(ye) com yr € Dy, (1) possul uma subsequéncia convergente. Dai, quando necessitarmos de
demonstrar a h.c.s. para a correspondéncia D{t) : P = ) no precisaremos mostrar a existéncia
de uma subsequéncia, pois sua existéncia j4 estd garantida, necessitaremos tao somente mostrar
que limy; € Dp(t), j4 que, sem perda de generalidade, podemos tomar a subsequéncia, como

sendo a prépria (yz). Ver também a Observacio 42.
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Lema 121 Para cadat €T, Dyy(t) é continua em p.

Demonstracao: Inicialmente vamos mostrar que Dpy(t) € h.c.s. em P. Com efeito, seja (px)
uma sequéncia tal que k}gglo P = p. Seia a sequéncia (z;) tal que z e }}3_%0 z; = x. Como
z, € V{(t), Yk € N podemos escrever que z; < v{¢), vk € N, passando o limite temos que
kﬁm z; =z S v(l), logo x € V(¢). Mostremos que € Cp(t); Se = ¢ Cp(t) entéo existiria
y_*eooB{p,i(t)) tal que y > x. Assim, {p,y) < (p,i()) > 0. Pela hipétese em que i(t) > 0, temos
{p,#(t)) > 0. Pela continuidade nas preferéncias, podemos tomar uma cesta y, suficientemente
préxima de y. em que tenhamos z »; z, mas {(p, z) £ (p,%(?)} . Entdo, para um k suficientemente
grande, obtemos que {(px, 2) = (py,4(f)) . Novamente, aplicando a hipdtese de continuidade nas
preferéncias, deduzimos, de z >; z, que, para k suficientemente grande, z > zz; mas isto
contradiz o fato de x € Cp(?) e logo x € Dp(t). Assim, D,(t) € h.cs. em p.

Mostremos agora que D(y(t) € h.c.i. em P. Dado p € P, seja (py) € P tal que plirilo pr=pe
tomemos T € Dp(t). Devermnos encontrar uma sequéncia (z;) tal que kl_xi'go zp =z exy & Dy, (),
vk € N. Com eleito, se x é mazimal->;, entdo z € Dy, (¢), Yk € N e dai, fazendo a3 = =z,
temos a sequéncla desejada. Agora, suponhamos que = nio &€ mazimal-»¢ . Seja zx um ponto
e Dy, (f) 0 mais perto a z; a existéncia de z; segue do fato de Dy, (7) ser fechado, o qual é
decorrente da h.c.s. Para um & > 0 arbitrério, fixemos yé «~; & + (6, ..., §) = z, pela monotoni-
cidade fraca temos que para todo &, y6 € Dy, (1) para qualquer k suficientemente grande, sendo
para algum 6, exitiriam infinitos & tais que yé € Dy, (t). No primeiro caso, temos que para
todo &, pela definicéo de zy. que |z — z|| £ ||ly8 — || £ 812/2. Como & é arbitrario, temos que
klin;o Ty = 2, 0 que implica na h.ci. desejada. No segundo caso, vamos assumir, sem perda de
generalidade, que yé & Dy, (¢}, ¥k € N. Entéo para cada k, existe algum z; € By, ;0 N V(1)
tal que zx >+ y8. Como (2;) C V(#), (23) possui um ponio limite z; novamente, sem perda de
generalidade, suporemos que este seja seu limite. Como kl}fgo e =p e {pr.zx) £ {(px,i(t)) .
segue que (p,z) = (p,i(t)), isto & z € By, ). Por outro lado, pela hiptese de continuidade
sobre as preferéncias, temos que z »=¢ y; como yé = z, segue também que z »; z. Mas isto

contradiz z € Dp(t) C Cp(t), completando a prova do nosso lema. a

Vale observarmos que a prova de h.c.s. do lema anterior fol possivel gracas & hipdtese de

que #{¢) > 0 para a economia M, a qual € uma suposicao mais forte que a feita para a economia

£, dada por f idm > 0.
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Lema 122 C, ¢ D, sao borel-mensurdveis para cada p fizado.

Demonstracao: Como toda funcio Lebesgue-mensurdvel é Borel-mensurdvel 2 menos de
um conjunto de medida nula, podermnos assumir que v e ¢ s80 Borel-mensuréveis. A afirmacdo
z & Dp(t) é equivalente a x = v(t) e z € Cp(t). Afirmar que x € Cp(t) equivale a ¥y € By, sry).
x »; y; como 3= é continua, a 1ltima passagem equivale a afirmarmos que Vr € Q@M By ).
2 3= r. Para algnm r fixado, = 3= r equivale a escrever que: existe algum ponto s € QN tal

que s 2z er ¢ 5. Dal {{z.t) 12 = r} , o qual é igual a:

QxT\ U Hz:sZ2zpx{tir>; s}

s={IN0

& Rorel-mensurdvel.

Dai, também {(z,%) : z € Cp{t)}, o qual é igual a:

M) (@ {t: .r) > @A ULz t) 7w}

relnn

& Borel-mensurdvel; o que mostra que C, é Borel-mensuravel.

Assim, {(z,%) : © € Dp(¢)}, que é igual ao conjunto

{{z.8) iz 2 v(@®)} N {(=. 1) : 2 € Gp()}

é Borel-mensurével. o que completa a demonsitracio. O

Coroldrio 123 O conjunto dado pela integral de Aumann [ Dydm é ndo-vazio, convezo, con-

tinuo em P e fechado.

Demonstracao: (i) Temos que, Vi € T, Dy(t) = V)N Cplt) = {z : 2 S v(t)} N {z :
Yy € B T ¥t Y1 Logo, v(t) € Dp(t), ¥i € T. Como v € uma alocagdo, v é uma selecdo
integravel de Dyp. Logo, [ Dpdm é nio vazio.

(ii)A convexidade de [ Dpdm segue do Teorema 82.

(iiijCome, ¥t € T, Dy{t) & integravelmente limitada por v, segue dos Lemas 121 ¢ 122 e do

Teorema 89, que | Dydm é continua em P.



{iv) Ainda, como os valores de uma correspondéncia contima séo sempre fechados, o coroldrio

tem sua demonstracao terminada. O

Para cada p € P, seja d(p) o ponto em [ Dpdm que seja o mais préximo de [idm. A
existéncia de tal ponto é garantida pelo fato de f Dypdm ser um conjunto fechado e néo-vazio;
sua unicidade & decorrente da convexidade de | Dpdm. Ou seja, as condi¢Oes do cldssico teorema
da projecac ortogonal em espacos de Hilbert.

Lema 124 A funciod: P2 p—d(p) ={C € [ Dydm: ||{ — [idm] mw@}ngpdm llw — [idm|}
é continua em P.

Demonstragao: Seja (p;) C P tal que ;E%o pi = P, € seja xz um ponto limite de d{p;). Pela
h.c.s. de | Dypdm temos que z € [ Dpdm. Supondo que exista um ponto y € | Dypdm tal que
lly — [ idm]| < |j¢ — [dm]|. Pela h.c.i de f D,dm existe uma sequéncia de pontos y; € [ Dydm
convergindo a y. Seja (d{pg,)) uma subsequéncia de (d(p;)} convergindo a z. Como a norma é

continua, segue que para j suficientemente grande,

=[] <ot - f s

contradizendo a definicio de d(py,). Daf, z = d(p). Logo o inico ponto limite de {d(p;)) ¢
d(p), e o lema estd demonstrado. =

Lema 125 Para todo p € P, d(p) 2 [ idm.

Demonstragao: Se, ao contrério, d(p) < [ idm, entdo d(p) possui alguma coordenada(sem
perda de generalidade, a primeira) tal que di(p) < [#41dm. Agora, d(p) = [~dm, em que
2(8) € Dy(t). ¥t € T. Sefa y(t) = (23(8),7(2), .. w(2)). Entdo, y(t) 2 ~(t) e y(t) < v(0):
ainda, y{t) € Dy(t),vt € T. Mais ainda, ([ vidm,ds(p). ...di(p)) = [ ydm € [ Dydm. Agora,
di1(p) < fi1dm, e pela Restrigio & Saturac@o, [idm < [vidm; assim, existe algum o € (0,1)
tal que a [ vidm + (1 — a)di(p) = [4;dm Fixando z = ay + (1 — a)y e Z = | zdm, obte-
mos que Z € [ Dpdm (pela convexidade de [ D, dm) ez = ([ i1dm, dg(p -..di{p)}). Entao, de
di(p) < [#1dm. deduzimos que ||z — [idm|” = (ci (p) — [i;dm)? < Zl(d»(p) — [i;dm)? =
i
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lld(p) — f ideQ. Assim, 7 € [ Dpdrn é um ponto mais préxime de [idm que d(p), o que é

uma contradicio. O que prova o lema. o]

Agora, seja g{p) = d(p) — [ idm. Estabelecemos para g{p) todas as propriedades que dese-

jarnos para h{p). Dai segue ¢ seguinte resultado:

Lema 126 Para fodo p € P temos que g(p) = h{p).
Demonstracao: Fixamos p € P, escrevemos g = g{p), b = h{p), ¢ = ¢(p) e d = d(p). E

lernbramos que g =d — [idm e h = ¢~ [idm. Daf:
(i) Se g = 0, logo d = fidm e assim d é o ponto mais préximo, em [ Cpdm, de [edm.

Portanto, d=ce g= h.

(ii) Se g # 0. Pela definiciio de g o hiperplano que passa por d, perpendicular a g suporta
f Dydm. Isto quer dizer que:

(.9) 2 gll?, vz < / Dydm — / idm

Supondo que exista um ponto y em  Cpdrn que seja mais préximo de [ idm que d, ou seja,

y € (| Cpdm — f idm) que é mals préximo de 0 {origem) que g. Entéo,
ly* < Ygll?

Ainda mais, llyl® — 2{y,¢) + flgl® = lly —gli* > 0. Dat, I9lf® > (. 9) + [y, 9) — llgl®)-
Se {y,g) — llgl* > 0, entdio liy||> > {v,g) = lig?, o que é uma contradicdo, pois vimos que
ly)l> < ligl* . Logo,

2
w,g) < ligll

Agora, y = [ zdm — [idm, em que z(t) € Cy(t),Vt € T. Pela commodity-wise-saturation,
v{z()) £ z(t) e v(z(t)) £ v(t). Fazendo z(t) = w{z(t)), obtemos que [ zdm € [ Dydm e
[ zdm — {idm = y. Como g 2 0, pelo Lema 125, segue que, {{ zdm — [idm.g) < (y.g).
Dai, como vimos que {y, g) < ||gi®, temos que ( [ zdm — [idm) € ([ Dydm — [idm)}, e como
(z.q) 2 |gii* ¥z € (J Dpdm — [idm), vale que {[ zdm ~ [idm,g) > l|gll*, o que & uma con-

tradicdo, e assim temos g{p) = A{p). U



Agora, s6 nos resta mostrar que algum x : T — {2 mensurdvel pode ser escothido de maneira

que sua integral contrarie

Qy—j&waﬂ>;auw%vqe£}%mn

como na passagem da demonstracio do Teorema Auxiliar em que mostramos que h{g} = 0
e g & um ponto fixo de
p+ hip)

13 ha(o)

i=]1

flp) =

De acordo com a sec&o em que estabelecemos o Teorema Auxiliar, é suficiente mostrarmos

que existe um = mensurdvel tal que, para todo ¢ € T, z(¢) &€ méximo em B(g(y)) com respeito

a = . Assim temos o lema:

Lema 127 Eriste wma funcio = : T — By, iy mensurdvel tal que, pare todo t € T, z(t) €

mdzimo em Bgs) com respeito a 3 .
Demonstragado: Seja X (¢} o conjunto de todos os pontos maximais em By ), 0u seja:

X T3 By

t — {{ € By € =enm—gqs. em Bag}

Como na prova do Lema 122, podemos tomar i Borel-mensurdvel. Entdo, {(z,¢) : =z €
Byt = (1) : {g.2) = {q, (1)) = QA x T\U{z : {g,7) > n} x {t: 7> {g,2(1)}}],

em que 7 percorre todos 0s racionais. ngo, {(z.?) : = € Byt ¢ Borel-mensuravel.
Aplicando o Lema 122, deduzimos que {(z, ¢} : z € X(f)}, o qual é igual ao conjunto {(z,t) : z €
Ba,it 0 (= t}: x € Cyft)}, é um conjunto Borel-mensurdvel. Assim, X é Borel-mensurdvel.

Agora, vamos mostrar que X{t) # { para todo ¢t € T. Pela compacidade do conjunto V'(¢)M
Big.iqy) € pela continuidade da relagéo de preferéncia ¢, seguimos que V{£)1 By () possui um
elemento maximal y. Entéo, pela commodity-wise-saturation, y também é maximal em By, ;¢1))-
De fato, suponhamos que exista algum z € By, ;) tal que z >, y. Assim, (g,2) = {g,(1)) ; ainda
mais, {¢.v41(2)) = {g.2) = (g.4(?)} , 0 que nos leva a concluir que vz} € By Finalmente,
vy(2) v 2 ¢ y. Assim, vz} contradiz a maximalidade de z em V{£)N By

Logo, temos que X : 7" = By, ;1)) & uma correspondéncia Borel-mensurével satisiazendo as
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hipétese do Teorema 74; e assim temos a existéncia de uma selecdo mensurdvel z : T — B us)

para X. i

2.2.3 Prova do Teorema de Existéncia de Equilibrio Geral para a Economia
£.

A idéia geral € aproximar a economia £ : T — (2 xP({1}, definida inicialmente, por uma sequéncia
de economias (Mg )rex, em que M, 1 T — O xP*{Q) sho economias com as propriedades dadas
no Teorema Auxiliar, ou seja, j4 temos uma sequéncia de economias em que a existéncia de
equilibrio geral € garantida para cada uma delas, e vamos denots-los pela sequéncia ({(gg, ¥x)),
destes equilibrios competitivos vamos construir uwm par {g,y), e mostraremos que este par €
um equilibrio competitivo para £.

Para definir a economia My, vamos especificar a dotacio inicial i e a relagio de preferéncia
#¥: quanto ac ndmero de bens, fixamos ! em todas as economias M.

Seja (8x) uma sequéncia mondtonona de ndimeros reais positivos tais que };H_Igo b = 0, e
definimos:

ix(t) = (t) + (8%, --r Ok)
Para definir a relacdo de preferéncia, seja v uma sequéncia monétona de ntimeros reais

tals que kh'm v = 00 & 7y > &3, assimn facamos:
— 0

vr(t) = i(2) + {vk, - W)

Seja, finalmente os hiper-reténgulos Vi(t) e as fungdes vy :  — Vi{t) como definidos na

construcio do Teorema Auxiliar.

Agora, definimos a relacao de preferéncia como:
z #f e vplx) > vee(y)

Assim, temos que, para todo k, a economia M, satisfaz as condicoes do Teorema Auxiliar,
em que, vy & a alocagado commodity-wise-saturation. Ainda mais, notemos que a ordem de
preferéncia em My coincide com a ordem em & para todo z e y tais que z < (7)) + (g, .o, Vi)

ey S (i) + (s s Ve )-
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Seja (gx,yr) um equilibrio competitivo para a economia Mj. Pela compacidade de P, a
sequéncia (gx) possui uma subsequéncia convergente e sem perda de generalidade, vamos supor

que esta sgja a sequéncia original {gx). Seja ¢ =klim gk. Segue um importante lema desta sec¢ao:
—00
Lema 128 lim g =g > 0.
f ]

Demonstracao: Inicialmente, vamos mostrar que:

(i) Se {g.i(t)} > 0, entdo (yx{t)) nio possui ponto limite quando k — oo.

Com efeito, supondo que exista algum ponto y que seja ponto limite de (y;(f)), sem perda de
generalidade, vamos assumir que este seja o limite. Como {(gx, yx) é um equilibrio competitivo
em My, temos que (g, v} S {gs, 1(2)) . Usando este fato e a restricio 4 saturagio na economia
My, deduzimos que yx(t) ndo pode ser um mazimal->; . Dai, se {gr, yx(2)) < {(gr.2x{t)), entdo
pela monotonocidade fraca das preferéncias na economia My, poderiamos encontrar algum

ponto w € B ir)) em que w = yx(t), 0 que contraria a definicdo de equilibrio competitivo,
Logo, e pela hipétese de (i}, obtemos:

(#) (g, y) =Um (g, ye) =Hm (g, ix(?)) = (g,%(2)) > 0

Assim existe alguma coordenada j tal que y; > 0 e g; > 0. Vamos assumir, sem perda de

generalidade, que j = 2. Agora, pela hipStese de monotonidade, ¥ + (1,0,...,0) = y. Se, para
algum & > 0 suficientemente pequeno, definirmos z == y + (1, 4,0, ...,0), entdo z € Q, e pela

continuidade deduzimos que z »; y. Novamente, usando a continuidade, obtemos z =; yx(t)

para k suficientemente grande.

Como {gx, %) é um equilibrio competitivo para My, obtemos que (g, 2) > {gr.ix{t}},

fagendo k — co e aplicando (ii), temos:

(i22) (g, 2) = lim {gx.2) 2 lim (g, ix(2)) = (¢: )
Mas como ¢; =0 e gz > 0, obtemos:

{9.2) = (g y) + @1 ~ 62 = (q,¥) — g2 < (g, %)
Contradizendo (iii}. Assim, obtemos (i).
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Como ¢ € P e [idm > 0, segue que [ {g,i)dm = {(q, [idm) > 0.
Seja S = {t : (g,i(t)) > 0}, entdo S ndo tem medida nula; e seja m(S) > 0 sua medida.
Definimos:

i i
A={zeQ:) =z = 2fZ{zj/m(3}}dm}
z==1 =1
Vemos que A C £ € limitado e fechado, ou seja, A é compacto. Este fato associado & (i) implica
que, para todo ¢ € 5, yx(t) € A para um ntmero finito de indices &; isto é, paracadat € §

i I
existe algum natural k(1) tal que, para todo k 2 k(), 3 wesll) > 2 3 [i;/m(8)]dm. Dai,
i=1 i=1
para t € S,

i !
(i) it Sy () > 2 [ lig/m()lam
=} F=1
Por y; ser uma alocagdo em M, temos que:

i ! { i
(v)lim / ;yk,idm:ﬁgn / ;ik,idmzzlign f ;(if+n5k)dm=1i£n / Zz’idm

gz

O Lema de Fatou, em dimens@o 1, nos diz que se {¢;) € wma sequéncia de fungdes a valores
reais ndo-negativa e mensurédvel, entdo liminfy [ ¢pdm 2 f liminfy ¢xdm. Assim, pelo Lema de

Fatou , por (iv) e pelo hipétese de que [ idm > 0, temos que:
! ! ! i _
lin f ;yk,idm 2 / ﬁmir;f;y&,i > J/; limi%f;yk__i > [S 2 f Zl[ij/m(S)}dmj =
== = i= Jam=
! ! !
= [2[ ijdm]/l/m(S}dm-—-?f i-dm>/ isdm

Isto contradiz (v), e assim provamos nosso lema. o
Agora, como gy — g > 0, existe um certo § > 0 tal que qv; = & para k suficientemente
grande e para todo i. Sem perda de generalidade, vamos assumir que gx; 2 & para todo k e ¢,

e que ix;(f) S 4:(t) + & para todo i,k e ¢. Assim, para todo ,k e ¢,

i
B0(0) 5 (g1 Ue)) S (e 1000)) S {gein(®) + ) S [ 15 (0) + ol
=1



Onde, obtemos:
!
(V8) Unar) S 1+ f > lis(t)/8idm
s
Para cada i, seja ¥ () o conjunto de pontos limites de y,{¢) quando & — oo. Seja Y3 () o
conjunte unitério consistindo do ponto yx(t), assim Y (¢) = limsup ¥i{¢). Por {(vi), todo Yi(t) &

limitado pela mesma funcao integrdavel. Dai pelo Coroldrio 85,

/idm:ﬁmfikdm @ iimsup/}%dm C J/Iimsupi/};dmm [Ydm.

Seja ¥ tal que y(t) € Y(t) para todo ¢, e

{vii) / ydm = | / idm

Vamos mostrar que (g, y) é um equilibrio competitivo para a economia £.

Para isso, necessitamos mostrar que y é uma alocacio, que y(t) € By, )y para todo t, e que
y(t) é maximal em By, 1)y m — ¢.8 em T, isto é, que nenhum ponto em B, ;) € preferivel a
y(t) m — q.s em T. Por {vii), y é uma alocacfo. Agora, como y(t) € Y (1), segue que y(f) é um
ponto limite de (yx(t)). ou seja, ¥(t) = limp.oo yx,(t). Como <q;9p, y;c?(t)> < (g, ikp(t)> , € ao

fazermos p — o¢, deduzimos que (g, ¥) < {g,%(t)), e dai, para quase todo t,
(véit) y(t) € Brgsay)

Finalmente, vamos supor que para { num conjunto de medida positiva, exista algum z €
Bigay tal que z =4 y(t). Claramente z # 0, e vamos supor, sem perda de generalidade, que
z; > 0. Se para & > 0 suficientemente pequeno definirmos 26 = z — (4,0, ..., 0), entdo podemos
escrever que

(iz) 28 >y y(?)

Ainda mais, como limy, (gk, 28} = {g,2)} — qé < {(g,2) = {g.i(t)} = limg (g, iz(L)) , segue que,
{gr. 28) < {g,ix(1)), para k suficientemente grande; digamos, para k > kp. Agora, do fato de
y(t) ser um ponto limite de (yx(%)), existe uma subsequéncia (yx,{f)) convergindo para y(?);
dai, para p suficlentemente grande, temos a estrita preferéncia 28 >; yx, {Z), por (iz). Se nos

tomarmos p de tal forma que k, > kg, entao z¢ contradiz o fato de ykp(t) ser maximal no
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conjunto de restricdo orcamentdria B{q_,gp in (8))- Logo, a suposicao de que z =: y(f) nos levou
a uma contradicio, e assim concluimos que y(f) € maximal em B,y para quase todo ¢
Assim, este tltimo fato, juntamente com (viZ) e (vifi), nos mostram que (g, ¥) é um equilibrio

competitivo para a economia £. Temos assim provado o Teorema (EW).

2.3 O Teorema do Nicleo para uma Economia com agentes

mensuraveis e com Producao.

Vamos tratar agora de uma economia com producfo, cu seja, um sistema de mercado em que
os bens nao sdo apenas trocados entre os agentes, mas também produzidos por apropriados
agentes: as firmas. O modelo aqui exposto é conhecido na literatura por eoalition production
economy. Vamos, nesta segdo, fazer uma apresentacio do modelo econdmico um pouco mais
geral do que a apresentada na secao anterior. Diferentemente da maneira como definimos
anteriormente ¢ espago de agentes, vamos adotar agora como espago de agentes {consumidores)
um espaco de medida finita (espago de probabilidade) completo (A, A, v) sem 4tomos, em que: A
& o conjunto de agentes ou consumidores presentes na economia: A éa ¢—dlgebra das possiveis
coalizbes de agentes e ¢ é uma medida que indica a fracio do total de agentes contidos em
cada possivel coalizdo, podemos interpretar v também como uma medida que associa a cada
coalizao um medida de seu poder politico relativo na sociedade. Se a coalizéo S € A é tal que
v{8) = 0, dizemos que esta é uma coalizdo nule. Notemos que na se¢do anterior tinhamos
A =[0,1], A= B([0,1]) e v sendo a medida de Lebesgue.

Como feito na secdo anterior, R denotard o espaco de bens e £2 = R, & o conjunto de cestas
sobre o qual definimos uma relacéo de preferéncia 3=,para todo a € A.

Vamos denotar por P(Q) o conjunto de relacoes de preferéncia »=C € x 2 que satisfacam as
seguintes propriedades:

(i} A relacdo de preferéncia > é localmente ndo sacidvel, ou seja: para todo z € £} e para
toda vizinhanca U de z existe uma cesta y € QN U tal que y > .

(i) Para todo x € €, os conjuntos {y : z > y} e {z : y > x} sdo abertos em relagio a 2.

(it} A preferéncia = satisfaz a seguinte condicdo de mensurabilidade:

{la.z,)) EAXR xR : 2 >, y} € A2 B(RY @ B(R)
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Como feite na secado anterior, vamos assumir que £ € uma economia de trocas puras e vamos

vé-la, analogamente, como a seguinte aplicacio:

£ 1 (A A0 —QxPQ)

[ (i(a‘):}‘a)

Agora para nossa coalition production economy falta especificar o setor produtivo da econo-

mia.

Definicao 129 O sefor produtivo € descrito por uma correspondéneia Y : A =3 Ri gue seja

o-aditiva e a valores convexo. Ou seja:

o8 o0
Dado (5;) C A disjunta, Y(|_J Sk) =) Y(5), €
1 k=]
vS8 € A, Y{(S) é wm conjunto convezo.

A correspondéncia Y é conhecida coma production set correspondence. Tal correspondéncia
associa a cada possivel coalizdo § € A uma tecnologia Y (S) que interpretamos como o con-
junto possibilidade de producdo, o que define uma firma. Um vetor y € Y(S) representa uma
possivel produgéo para S, em que suas componentes negativas representam os insumos {inpuls)
e as coordenadas positivas representam os bens que a coalizdo S poderd ofertar na economia
{outputs).

Assim especificamos uma coalition production economy como sendo o par {(£,Y).

Vamos assumir a hipéiese do comportamento maximizador tanto por parte dos agentes
{consumidores) em A como por parte das coalizdes S € A, este dltimo no seguinte sentido, a
coalizdo escolhe uma possivel producdo y em Y(S) de modo a maximizar seus lucros aos pregos
pE Rﬂ,. Dado um preco p, o lucro por parte da coalizdo S ao produzir y € Y (S) é dado pelo
produto interno (p,y) . Logo, o comportamento maximizador de § implica na escolha de uma
producio y € Y(5) tal que {p,y} = sup (p,w) = oy(s(p), ou seja, o lucro méximo é dado
pela funcao suporte de Y (E) apiicadz\:g}p.

Uma hipétese que vamos assurmmir € que Y é absolutamente continua com respeito a v, pela
notacdo ¥ < v. ou seja, dado § € A, se v(8) = 0 entdo Y(S) = {0}. Tal hipétese diz que toda

coalizdo nula ndo exerce alguma atividade produtiva.
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Proposicao 130 Seja (£,Y) uma coalition production economy em que £ e Y satisfazem as
hipsteses dadas anteriormente. Enido exite uma fungdo w{-,p) de A em RU {ox}, que denota

a distribuicdo individual do lucros, unicamente determinda por v.

Demonstragao: Para toda coalizdo § € .4, associamos sua funcio suporte oy (g)(p), assim
definimos uma aplicacao x{-, p) de Aem RU {0}, e ela denota a distribuicdo dos lucros entre as
coalizdes. Obscevamos que #( OLj Skp) = § #(Sk,p), pois ¥ ¢ contdvel aditiva ¢ ¥ < v. Logo
K também é o—aditiva e & <<k:.lf)ai, pelok:ei)rema de Radon-Nikodym . existe uma fungio, que

denotamos por 7{-,p) : A — RU {oc}, tal que, para todo S € A4,

(8, p) = [gr(wp)d‘v

Vamos estender agora o conceito de alocago e alocacio factivel para uma coglition produc-

tion economy.

Definicao 131 Uma alocagdo ¢ para (£,Y) € uma funcao integrdvel de A em §) | islto €, o
conjunto € alocagio é dado pelo espago 1.1 (A.Q.v).

Ainda, wma alocagdo ¢ € factivel se [, ¢dv € [aidv+Y(A), em quei € LA, Q,v) e como
de costume, i(a) denota a dotacdo inicial do agente a.

Dai, definimos A(7) = {¢ € L'(A,Q.v) : [, ¢dv € [ridv + Y(A)} como sendo o conjunto

de alocagées factiveis.

Defini¢ao 132 Umna alocacdo factivel & € A7) de (£,Y) € dita bloqueada (ou dominada) pela

coalizio ndo nula E € A se eziste uma alocagio v € L1(A, Q. v) tal que:

(i)y(a) = go(a),v—gs emE,

(id) / vdv € f idv + Y(E)
E E

A condicdo (72), usando uma terminologia de Aumann [10], diz que a alocacio v é efetiva
para F, ou seja, temos uma espécie de factibilidade de 1 restrita a £.

Passamos, assim, para a definicdo do conceito de micleo da economia (£,Y) :
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Definicao 133 O ndcleo (core) C{E,Y) para(E,Y) € dado pelo conjunto de todaes as alocagies
facttveis £ & A(i) de (£.Y) tais que ndo admitem nenhuma coalizio E € A tal que £ é bloqueada

por E. Toda alocagdo factivel em C(E,Y) € dita uma alocagdo de Edgeworth.

Agora, vamos para a definicdo do conceito de equilibrio competitivo ou Walrasianc para
(£,Y), mas, antes vamos definir o conjunto de demanda . Vemos que a correspondéncia restrigao
orcamentéria em (£,Y") é dada por:

B : RLxA=Q

(p.a) = Bpiay = {z €Q:{p.2) = (p.i(a)) +7(a p)}
Assim definimos a correspondéncia de demanda por:

D : RixA=Q
(poa} = Dpogita)) =12 € By 1 2 %a 2. YT € B iap }
Segue assim a definicdo de equilibrio competitivo:
Definicao 134 Um Eguilibrio Competitive ou Walrasiano para (E,Y) é uma alocagdo factivel

&, uma produgdo v € Y{A) e um vetor de precos p € RY | tal que:

(t)dla) < D gy ita))V — -8 €M A.

) {p.~y = max {(p, g
(iz) {p. v qey{A)(p,q;

(i) / bdy = f idv -+
A A

Vamos denotar por W(£,Y') o conjunto de alocacio que sdo equilfbrios competitivo.
Por dltimo, vamos assumir a existénceia de uma alocacio dg e uma producio yp tal que

T dodu < [ 4 idv + yo. Esta suposicéo elimina a excepcional situagdo em que

it (s~ o ) o
pEL{A00) \p [i (L/ \pf r'iz L; N ( p)

como afirmam [20] e [26].

Segue portanto o teorema:
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Teorema 135 Seja (£,Y) uma coalition production economy com as caracteristicas descritas

anteriormente, entdo C{E,Y) = W(E,Y).

Demonstracao: (2) Desejamos mostrar que W(E,Y) C C(£,Y). Supondo que ¢ € W(E,Y)

e que ¢ & C(€,Y); entdo existe uma coalizdo njo nula 5 € A4 e uma alocagdo ¢ tal que

(@)dla) = odla), v—gs. em 5,

(42) /t,&d’u € [id@ﬁ—Y(S)
45 48

(i) e a Definico 134 implicam que existe um vetor de precos p € R, tal que (p,i(a)) +7(a,p} <
(p,¥(a)) v—g.s- em A. Assim, segue que k(S,p) = [ 7(-, p)de < [(¥—i)dv. Como [ (v—i)dv €
Y'(S). nés obtemos uma contradigio pela definicdo de x(S, p).

(C)Agora, vamos mostrar que C(E.Y) € W(£,Y). Com efeito, seja ¢ € C(£,Y} e definimos

a correspondéncia

r - A:BR?;,

o s I(a)={z R} :z+i(a) = ¢(a)}

temos que [ é uma correspondéncia Borel-mensuravel e pelo Teorema 74, [ admite uma selecdo
A—mensurdvel. Ainda, S{I'}) # 0, pois ¢ é integrdvel e as preferéncias sio localmente ndo-
sacidveis.

Pelo teorema de Radon-Nikodym para correspondéncias {Teorema 110), existe uma corre-

spondéncia ¥ : A =3 R) tal que [ ¥dv C Y(S) e fo ¥dv = Y(5), para todo § € A.

Seja Ag = {§ € A:v(S) > 0} e definimos Z = |J {f, ['dv ~ [ ¥dv}; podemos, utilizando
o teorema de Lyapunov (Teorema 81), ver que 2 ésfléf subconjunto convexo de R!. Temos que
0 ¢ Z, caso 0 € Z entdo existiria uma coalizdo ndo nula § € A e uma selecio integravel ¢ de
' com [s¢dv € [¢ Wdv. Agora, ao definirmos n = v + i, notamos que fqndv € [cidv +Y(S);
e nla) =4 ¢(a) v~ g.5. em 5. Disto segue que ¢ € C{£,Y), o que é uma contradi¢io.

Por um argumento padrao de separacdo podemos encontrar um vetor de precos nac-milo
tal que para todo z € Z tenhamos (p, 2z} > 0. Ainda podemos ver que #(A4,p) < co e dai, por
Radon-Nikodym, 7(-,p} : A — R é uma funcio integrdvel. Ainda, para quase todo a € A,

(p,i{a)) +7(a,p) < {p,z) para todo = =, d(a).



Pela ndo-saciabilidade local e do fato de que para quase todo a € 4, {p,i(a)} + n(a,p} <
{p,z), para todo x =, ¢#{a)}, temos que {p,i(a)) + =(a,p) < {p,#(a)) v — g.s. em A. Supondo
entdao que existe alguma coalizdo ndo-nula S € A, e que tenhamos uma estrita inequacao para
cada agente na coalizdo. Podemos assim escrever que (p, f, idv) +x(4,p) < (p, [, dv) , e assim
k(A p) < f,(@ —i)dv. Mas isto constradiz a definicio de x(A4, p), para [,(¢ — f)dv € Y{A).
Dai, {(p,d(a)} < (p.i(a)) +=(a,p) v — g.5. em A.

Mas por nossa hipétese, é sempre vélido que

inf {p, z} < {p,i(a)) + 7(a,p)

Daif, usando de uma argumentacio andloga a feita por Aumann em [10} para provar que toda
alocacio no niicleo € um equilibrio competitivo no caso de um modelo de puras trocas, temos
que ¢(a) & um elemento maximal sobre a restricho orcamentéria do agente a. Para comple-
tarmos a prova, observemos que, de {p,¢(a}} < {(p,i(a)) + 7(a,p) v — g.5. em A, segue que
{(p. [0 iydv) = w(A, p), isto &, f4(¢ —i)dv maximiza os lucros em Y(A). Assim, ¢ possui as

propriedades de uma alocacio que seja uma equilibrio Warlrasiano ou competitivo. 0

Deste 1iltimo teorema, uma consequéncia natural € que uma economia perfeitamente com-
petitiva pode ser definida como uma economia em que o micleo coincida com o conjunto de
equilibrio competitivos.

Nos modelos em que temos um ndmero finito de agentes com finitos bens {economias finitas)
de puras trocas, nao € possivel estabelecermos a equivaléncia dos conjuntos de alocacdes de
equilibrio competitivo e de alocacdes no nucleo. Neste caso todo alocacgio de equilibrio estd no
ntcleo, porém nao vale areciproca. Todavia, um resultado devido a Debreu e Scarf mostrar que,
tomando uma economia com finitos agentes, para toda alocacio no nicleo podemos encontrar
uma nova economia com um admero maior ou igual de agentes, tal que, esta alocacio seja um
equilfbrio competitivo para tal economia; ou seja, quando o ndmero de agentes tende ao infinito

o micleo coincide com o conjunto de alocagdes de equilibrio. Para estes resultados, ver [4].



Bibliografia

[10]

Acker, F. & F. Dicktein.: Uma Introdugao & Andlise Convexa. 14” Coloquio Brasileiro
de Matemética. 1983

Aratjo, A Inmtrodugao a4 Economia Matematica. 14° Coloquio Brasileiro de

Matemética. 1983,

Arrow, K.J. & G. Debreu.: Fuzistence of an Fguilibrium for a Competitive Economy.
Econometrica. Vol. 22, No. 3, July, 1954. pp. 265-290.

Arrow, K.J. & F.H Hahn.: Analisis General Competitivo. Fondo de Cultura Econdémi-
ca, Madrid. 1977.

Artstein, Z.: Set Value Measures. Trans., Am. Math. Soc. 165, 103-121. 1972

Aubin, J.P. & H. Frankowska.: Set-Valued Analysis. Systems & Control: Foundations
& Applications, Volume 2. Birkh#user. 1990.

Aumann, R.J.: An Elementary Proof that Integration Preserves Uppersemicontinuity.

Journal of Mathematical Economices. 3, (1976} 13-18.

Aumann, R.J.: FEzistence of Compelitive Fguilibria in Markets with a continuum of

Traders. Econometrica, Vol. 34, No 1, January, 1966. pp.1-17.

Aumann, R.J.: Integrals of Set-Valued Funclions. Journal of Mathernatical Analysis
and Applications. 12, 1965. pp. 1-12.

Aumann, R.J.: Markets with a Continuum of Traders. Econometrica, Vol. 32, No 1-2,

January-April, 1964. pp 39-50.



[11]

[22]

Bartle, R.G.: The Elements of Integration and Lebesgue Measure. JOHN WILEY
& SONS, INC. 1995.

Bewley, T.: Existence of Equilibria in economies with infinitely many Commodities. Jour-

nal of Economic Theory. 4, 514-540. 1672.

Bewley, T.. The Equality of the Core and the Set of Equilibria in Eeconomies with infinitely
many commodities and the continuum of agents. International Economic Review. 14,

383-394. 1973,

Debreu, G.: Integration of Correspondences. Proceedings of the Fifth Symposium on

Mathematical Statistics and Probalilty 2, part 1, 351-372. 1967.

Diamond, P. & P. Kloeden.: Metrics Spaces of Fuzzy Sets: Theory and Applica-
tions. World Scientific Publishing. London. 1994.

Dunfort, N, & J.T. Schwartz.: Linear Operators, Part 1. Interciense Publishes, INc.
New York, 1958.

Hildenbrand, W.:The Core of an Fconomy with a Measure Space of Economy Agents.
Review of Economic Studies. 35, 443-452. 1968.

Hildenbrand, W.: Pareto Optimality for a Measure Space of Economic Agents. Interna-
tional Economy Review. Vol. 10, No. 3, October, 1960,

Hildenbrand, W.: Egzistence of Equilibria for Economies with Production and Measure

Space of Consumers. Econometrica, Vol. 38, No, 5, September, 1870. pp. 608-623.

Hildenbrand.W.: Core and Equilibria of a Large Economy Princeton Studies in Math-

ematical Economics. Princeton University Press. 1974.

Hildenbrand, W & A.P. Kirman.: Introduction to Equilibrium Analysis: Variations

on theme by Edgeworth and Walras. Advanced Testbooks in Economics. Ediotrs:
C.J. Bliss & M.D. Intriligator.1976.

Hildenbrand, W., J.F. Mertens.: On Fatou's lemma in several dimensions. Zeitschrift

fiir Wahrscheinlichkeutstheorie und verwandte Gebiete. 1971.

30



[23] Ichiishi, T.: Economies with a mean demand function. Journal of Mathematical Eco-

nomics. 3.{1976). 167-171.

[24] Ichiishi, T.: Game Theory for Economic Analysis. Economic Theory, Econometrics,

and Mathematical Economics. Academic Press. New York. 1983.

[25] Kirman, A.P.: Measure Theory and Applications to Economics. in chapter 6 - Handbook
of Mathematical Economics Vol. I1 ; Editors: Kenneth Arrow & Michael Intriligator.
Elsevier Science Publishers B.V. 1987(third printing).

126] Klein, E. & A.C. Thompson.: Theory of Correspondences: Including Applications
to Mathemtical Economics. Canadian Mathematical Society Series of Monographs and

Advanced Texts. John Wiley & Sons, Inc. New York. 1984,

[27] Lindenstrauss, J.: A short proof of Lyapunov’s convezily theorem. J. Math. Mech.. 14,
1966.

[28] Mas-Colell, A., M.D. Whinston & J. R. Green.: Microeconomic Theory. Oxford Uni-

versity Press. New York. 1995
[29] Michael, E.:Continuous Selections I. Ann. Math. 63. 361-382. 1956.
[30] Rockafellar, R.'T.: Convex Analysis. Princeton University Press, Priceton. 1970.

[31] Romén-Flores, H. & M.A. Rojas-Medar.: Introduccién al Anailisis Fuzzy, 46°Semindrio
Brasileiro de Anaslise, 1997, pp. 259-319.

[32] Schmeidler, D.: Fatou’s lemma in several dimensions. Proc. Am. Math. Soc. 24. 300-
306. 1970.

[33] Yannelis, N.: On the Upper and Lower Semiconlinuity of the Aumann Integral Journal

of Mathematical Economics. 19, (1990) 373-389.

81





