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Resumo

Esta tese aborda o seguinte problema: dados um ou mais objetos que tenham sido que-
brados ou partidos em um grande mimero de fragmentos irregulares, achar os pares de

fragmentos que eram adjacentes nos objetos originais.
Nossa abordagem é baseada na comparacdo das curvaturas codificadas dos contor-

nos dos fragmentos, usando uma variagao do algoritmo de programacdo dindmica para
casamento de seqiiéncias.

Objetivando reduzir o custo assintético do casamento de um grande nimero de con-
tornos de resolugdo alta, usamos uma técnica de casamento em mijltiplas escalas. Depois
de filtrar e reamostrar os contornos dos fragmentos em diferentes escalas de detalhes,
procuramos casamentos iniciais na escala mais grosseira possivel. Entdo, repetidamente,
selecionamos os pares mais promissores, e refinamos os mesmos numa escala cada vez mais
fina de detalhes. No final, obtemos um conjunto pequeno de pares de fragmentos que sio
0s que mais parecem ser adjacentes nos objetos originais.
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Abstract

This thesis addresses the following problem: given one or more unknown objects that have
been broken or torn into a large number of irregular fragments, find the pairs of segments

that were adjacent in the original objects.
Qur approach is based on comparison of the curvature-encoded fragment outlines with

a variation of the dynamic programming sequence-matching algorithm.

In order to reduce the asymptotic cost of matching a large number of high-resolution
outlines, we use a multiple scale matching technique. After filtering and resampling the
fragment outlines at many different scales of detail, we look for initial matchings at the
coarsest possible scale. We then repeatedly select the most promising pairs, and refine
them at the next finer scale of detail. In the end, we are left with a small set of fragment
pairs that are most likely to be adjacent in the original objects.”
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Capitulo 1

Introducao

O tema deste trabalho é a reconstrugao auxiliada por computador de objetos desconhecidos
que foram quebrados, ou rasgados, em um grande nimero de fragmentos irregulares, tais
como o0s da figura 1.1.

Figura 1.1: Alguns fragmentos de cerimica de um sitio
pré-histérico na Gréeia [11].

A reconstrugdo pode ser dividida conceitualmente em duas etapas: a identificacdo de
fragmentos adjacentes e a montagemn propriamente dita. Neste trabalho, estamos inte-
ressados no primeiro passo, em que sdo identificados os pares de fragmentos que eram
adjacentes nos objetos originais. Quando o8 pares adjacentes estio misturados com cen-
tenas ou milhares de outros fragmentos, pode ser impossivel encontra-los manualmente.
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Nossa contribui¢do é um conjunto de técnicas matematicas ¢ algoritmos que podem ser
usados para localizar tais pares a partir dos contornos digitalizados dos fragmentos. Estas
técnicas foram implementadas por nds, e sua validade foi comprovada por experimentos.

Uma vez identificado o conjunto aproximado de pares de fragmentos adjacentes, a
etapa seguinte seria a montagem global, onde o objetivo € reconstruir a topologia e a
geometria dos objetos fraturados. Esta etapa néo foi abordada neste trabalho visto que
sua dificuldade e a qualidade do resultado dependerdo muito da corre¢io e completude da
lista de pares adjacentes encontrados na primeira etapa. Além disso, a etapa de montagem
global requer intervengdo humana para introduzir informagdes que ndo sdo capturadas
pelos contornos — tais como textura, cor e decoracao dos fragmentos, localizagio etc.

1.1 Motivacao

A montagem de fragmentos é um problema bastante comurm e importante em arqueologia,
como mostra o texto abaixo:

Pottery forms one of the most common and abundant types of artifacts
found at archaeological sites. As such, pottery provides important information
about chronology, technology, trade, and art. Although most handbooks illus-
trate whole or nearly complete vessels, the vast majority of ceramic remains
from any ezcavation consists of thousands of small, broken pieces which need
to be cleaned, sorted, counted, weighed, and analyzed. [11]

Além da cerdmica, as técnicas que apresentaremos podem ser aplicadas a outros ti-
pos de materiais arqueolégicos, como por exemplo: objetos de vidro [15], ferramentas
de pedra [11], tabuinhas cuneiformes [23), manuscritos antigos [3], pinturas murais [14],
estatuetas e decoragdes esculpidas em pedra, etc.

Esperamos que nossas técnicas também possam ser aplicadas aos problemas de recons-
trucgéo de objetos de outras dreas, tais como paleontologia (fésseis), cirurgia e medicina
legal (reconstrugao de ossos), analise de falhas, ete.

1.2 Trabalhos relacionados

Até onde temos conhecimento, técnicas computacionais complexas ainda nao sdo usadas
na reconstrucao de fragmentos arqueolégicos. O trabalho de classificagdo é, quase sempre,
artesanal, exigindo muita paciéncia e muito tempo para ser realizado. Os computadores
séo usados, quando muito, em tarefas de classificagdo, indexagio, apresentacio e digitali-
ragao das imagens dos fragmentos [3, 14, 35], sendo indexados e recuperados baseando-se
somente nas descrigdes textuais fornecidas pelo usuério.
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Hé vérios artigos sobre técnicas de realce de imagens aplicadas a materiais arque-
olégicos (35, 14]. Entretanto, poucos autores tém considerado o uso da visio por com-
putador e técnicas para extracdo e indexacdo automaéticas de informacdes, a partir de
imagens digitais, visando auxiliar a solugdo de problemas na drea de arqueologia.

O problema especifico de identificar fragmentos de cerAmica adjacentes foi recentemente
abordado por Ugoluk e Toroslu [34]. No algoritmo apresentado por eles, os contornos sio
considerados apenas em uma escala de resolucfo fixa, e portanto, é esperado um alto custo
assint6tico (veja a se¢io 1.6.3). Nenhum experimento prético é relatado no artigo.

O problema da montagem de fragmentos é similar ao problema da montagem qu-
tomdtica de guebra-cabecas, que ja foi abordado antes, principalmente como uma tarefa
inteligente em robética e visdo por computador [9, 13, 8, 31]. Em particular, H. Wolfson e
G.D.Burdea desenvolveram um programa que descobre as pecas adjacentes em um jogo de
quebra-cabeca tipico [37]. Essas informaces sio usadas por um braco de robd que monta
fisicamente o quebra-cabega. Entretanto, as técnicas utilizadas neste trabalho se apro-
veitam de caracteristicas particulares do formato das pecas de um quebra-cabeca tipico
(bordas suaves e cantos bem definidos) que nfo sio encontradas em artefatos arqueolégicos.

Além disso, o problema pode ser visto como um caso especial do casamento de con-
tornos aproximados, uma 4rea de extensa bibliografia [18, 26, 17, 5, 29, 40, 21, 33]. Em
especial, existem muitos artigos em visdo computacional que versam sobre o reconhect-
mento de objetos a partir de suas linhas de contorno, com aplicages principalmente nas
areas industrial e militar. Alguns resultados obtidos nestas dreas podem ser aplicados
também a fragmentos irregulares. Todavia, a majoria destes trabalhos considera que as
linhas de contorno sdo testadas contra um numero relativamente pequeno de gabaritos,
e o que eles desejam € diminuir o custo de comparagio entre as linhas de contorno do
objeto e o gabarito. Na aplica¢®o que nos interessa os gabaritos podem ser da ordem de
milhares, pois sdo os préprios fragmentos. N6s estamos portanto interessados em técnicas
que possam ser usadas para eliminar grandes conjunto de gabaritos a custo relativamente

bhaixo.

1.3 Abordagem

Nossa abordagem é baseada na informacdo extraida das linhas de contornos dos fragmen-
tos. O modelo idealizado pode ser resumido como a seguir. Nos supomos que os objetos
fragmentados tém uma superficie bem definida e relativamente plana. Esta superficie é
dividida em duas ou mais partes, os fragmentos ideais. Veja a figura 1.2(a). Os fragmen-
tos sdo separados por linhas de fratura, que sdo curvas irregulares de largura zero. Dois
fragmentos dao ditos adjacentes se eles compartilham uma mesma linha de fratura. As
fraturas também dividem o contorne da superficie original do objeto em uma ou mais
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linhas de borda.

As linhas de fratura podem ser vistas como um grafo G desenhado sobre a superficie
do objeto. O ponto onde trés ou mais linhas (de fratura ou de borda} se encontram é
chamado canto ideal. A concatenacdo das linhas de fratura na fronteira de um fragmento
ideal constitui seu contorno ideal.

linha de borda

3

(b)

Figura 1.2: Rede de fratura ideal(a) e o grafo de adjacéncia (b).

Neste trabalho, supomos que cada fragmento tem a topologia de um disco, isto é, seu
contorno consiste de uma tinica curva fechada. Nos casos onde isto nao é verdade (por
exemplo, no caso da al¢a de um jarro ou de um vaso cilindrico quebrado em ambos os
extremos), nés podemos tratar cada curva fechada como sendo a fronteira de um frag-
mento separado. O mesmo acontece para objetos com duas faces suaves de caracteristicas
similares (por exemplo, ladrilhos de cerdmica): podemos considerar as duas faces de cada
fragmento como sendo dois fragmentos diferentes. A conexdo fisica entre estes dois con-
tornos s¢ precisa ser feita na etapa de montagem global do objeto {que ndo nos interessa
aqui}.

O dual topolégico da rede de fratura é chamado grafo de adjacéncias G*. Neste grafo
cada fragmento u € representado por um vértice u*; para cada linha de fratura e, que
separa os fragmentos u e v, existe uma aresta €* em G* conectando u* e v*. Veja a

figura 1.2(b). Observe que G é um objeto geométrico e topolégico enquanto G* é somente
um objeto topolégico.

1.4 Os dados reais

As linhas de fratura e os contornos ideais sdo meras abstragdes. O que obtemos a partir
dos fragmentos recuperados sdo os contornos observados, que diferem dos contornos ideais
devido a rebarbas (comuns em fragmentos de papel), manchas, perda de migalhas de
material nas regides de fratura, ou outras razdes. Por causa destas perturbacdes, uma
unica linha de fratura que separa dois fragmentos adjacentes ideais dé origem a duas
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secOes ligeiramente diferentes dos contornos observados correspondentes. Esta diferenca é
onde reside a principal dificuldade do problema da identificacdo de fragmentos adjacentes.

nto recuperado

' contornos observados

Figura 1.3: Contornos observados.

Chamaremos de segmento um trecho de contorno estritamente menor que o contorno
completo. Um par de segmentos correspondentes é um par de trechos maximails de dois
contornos observados que correspondem 4 mesma linha de fratura. Veja a figura 1.4.

Figura 1.4: Segmentos correspondentes.

1.5 A geometria das linhas de fraturas

Para as aplicagdes que nos interessam, as linhas de fratura possuem um certo nivel de
auto-similaridade. QOu seja, se examinarmos um contorno ampliado verificaremos que
suas irregularidades sdo visualmente similares s do contorno original. Veja a figura 1.5.
Sendo assim, podemos dizer que as linhas de fratura sdo um exemplo cldssico de curvas

fractais [10].
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-

Figura 1.5: Carater fractal das linhas de fratura.

Este modelo é apropriado para fraturas em materiais rigidos e granulares como ceramica,
pedra, estuque, etc. Ele pode também ser apropriadoe para fraturas de papel muito antigo

que tende a se esfarelar em vez de rasgar.
Como veremos no capitulo 5, s@o as irregularidades aleatdrias da linha de fratura que

permitem identificar segmentos correspondentes com confianga razoavel.

Fraturas de vidro ou de objetos de cerdmica vitrificada sdo muito mais suaves, possuin-
do portanto menos irregularidades caracteristicas. Por outro lado, sdo mais bem definidas e
podemos adquiri-las e comparé-las com grande precisdo; por issg, esperamos que o0 modelo
sirva também para este tipo de material

1.6 Caracteristicas fisicas dos contornos obtidos

Em aplicagbes tipicas, podemos esperar que existam fragmentos que ndo foram recupera-
dos, ou seja, provavelmente teremos fragmentos perdidos. Portanto, existe uma ambigiiida-
de intrinseca neste modelo: a perda de uma pequena porcao de material na borda de um
fragmento pode ser atribuida a ruédo (figura 1.6(a)), ou pode ser modelada como um frag-
mento ideal que foi perdido (figura 1.6(b)}. Nossos algoritmos resolverao arbitrariamente
esta ambiguidade, de um modo ou de outro, dependendo do tamanho da parte que estiver

faltando.
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Figura 1.6: Ambigiiidade do modelo de fraturas.

QOutra ambiguidade do modelo é que ndo é possivel definir com precisdo o inicio e o
término dos segmentos correspondentes. Além disso, ndo sabemos a. posicido dos cantos
ideais de fratura, e de qualquer modo, a presenca de ruido ndo nos possibilita definir uma
correspondéncia ponto a ponto precisa entre os contornos ideais e observados. Novamente
nossos algoritmos definirdo arbitrariamente o inicio e o fim de segmentos correspondentes,
baseando-se na distancia entre dois contornos.

Uma importante propriedade das linhas de fratura fisicas é que cada canto ideal no
interior do objeto € geralmente incidente a somente trés linhas de fratura, sendo que duas
destas linhas normalmente fazem um dngulo de 180 graus. Veja a figura 1.7. Deste modo,
a existéncia de um canto é aparente somente em dois dos trés fragmentos incidentes.
Por estas razdes, ndo podemos esperar identificar os segmentos dos contornos adjacentes
procurando por cantos.

Figura 1.7: Geometria tipica dos cantos ideais

Qutra propriedade dos fragmentos reais € que o comprimento de uma linha de fratura
dificilmente ultrapassa metade do comprimento do fragmento.

1.6.1 Objetivo da reconstrugao

Com os conceitos acima, formulamos o problema da reconstrucdo de objetos fragmentados
da seguinte maneira: Dada uma cole¢cio F de contornos observados, queremos determinar
a maior parte possivel do grafo de adjacéncias G*.
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1.6.2 Identificagao dos contornos

A primeira questdo que devemos responder é se o problema pode de fato ser resolvido. B
realmente possivel identificar fragmentos adjacentes, apenas com base nos seus contornos
observados (que contém ruidos)? A resposta é sim: por experimentacio com fragmentos
reais, podemos verificar que a natureza irregular das linhas de fratura permite que pares
de fragmentos adjacentes sejam identificados com boa confiabilidade, por comparagao de
suas linhas de contorno em escala sub-milimétrica. Veja a figura 1.8.

(a)

Figura 1.8: (a) e (b) sdo trechos dos contornos de dois fragmentos adjacentes.

Nossa estratégia para resolver o problema da reconstrucio explora estas irregularidades
dos contornos. Para isto, € preciso adquirir e trabalhar com os eontornos dos fragmentos
em escala sub-milimétrica.

Se os trechos forem suficientemente compridos, e & diferenca de forma for suficiente-
mente pequena, podemos descartar a hipdtese de que essa semelhanca seja. devida a mera
coincidéncia. No capitulo 5, analisaremos quantitativamente a relagdo entre precisio de
medida, magnitude do ruido e probabilidade de identificar corretamente os fragmentos
correspondentes de um dado tamanho.

1.6.3 Dificuldades Computacionais

Do ponto de vista computacional, a dificuldade principal deste problema é o grande nimero
de pares de segmentos que precisam ser comparados.

Para identificar fragmentos adjacentes com confianca suficiente, nés precisaremos tra-
balhar com comparacio de segmentos de contorno com milhares de pontos de amostras
independentes. Além disso, para cada par de pontos precisamos testar todos os pares de
segmentos possiveis. Em instincias tipicas do problema, onde temos milhares de fragmen-
tos, esta busca exaustiva é muito custosa. Como veremos no capitulo 10, se nds temos N
fragmentos, cada fragmento com n pontos de amostra, entdc uma comparagido exaustiva
precisard de O(N?n*) operagoes.

Objetivando reduzir assintoticamente este custo, usaremos duas idéias complementares:
Primeiro, diminuiremos o numero de pontos de amostra em cada fragmento, por filiragem
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e reamostragem deste contorno. Segundo, reduziremos o0 niimero de pares de segmentos a
serem comparados em detalhe, através de técnicas de escalas miltiplas [2]. Na secdo 10.1,
MOStrarenos como estas técnicas [2, 22] nos permitem reduzir o custo para O(N?+ Mn?),
onde M é o niimero de pares de fragmentos adjacentes.

Usando hashing geométrico, como proposto por Haim J. Wolfson [38], seria possivel
reduzir o termo O(N?), possivelmente para O(NlogN). Noés ndo implementamos esta

otimizacao.
1.7 Etapas do processamento
Portanto, nosso processo de solugdo consiste das seguintes etapas:

e Aquisi¢do e separacio das imagens dos fragmentos;

e Segmentagio e extragio dos contornos;

Filtragem dos contornos em vérias escalas de resolugéo;

Codificagido dos contornos por cadeias de curvatura,;
o Andlise estatistica dos contornos;

e Identificacdo de segmentos similares nas escalas mais grosseiras;

Localizagéo e refinamento dos pares similares nas escalas mais finas;
o Alinhamento geométrico 6timo dos segmentos semelhantes;

e Apresentacao grafica dos resultados.

Nos préximos capitulos, descreveremos cada estdgio com mais detalhes.



Capitulo 2

A quisicao das imagens e obtencao
dos contornos

A primeira etapa na solugdo do problema é aquisicdo das imagens dos fragmentos, que.
pode ser feita de diversas maneiras, dependendo da natureza dos mesmos. No caso de
fragmentos de papel, por exemplo, pode-se utilizar diretamente um scanner de mesa.

(Veja o exemplo da figura 2.1).

Figura 2.1: Imagem digitalizada contendo 20 fragmentos.

Para outros objetos, tais como ladrilhos, tabuinhas cuneiformes e pinturas murais, uma,
camera (fotografica ou de TV) talvez seja mais adequada. Em ambos os casos os contornos
sao essencialmente planos.

No caso de fragmentos de vasos de cerdmica ou estidtuas, onde os contornos dos frag-
mentos séo curvas tridimensionais, seria necessarto adquirir duas ou mais imagens de cada
fragmento, de ingulos diferentes, e usar técnicas de visdo estereoscdpica pars extrair os
contornos. Neste texto trataremos apenas do caso de imagens planas.

Uma vez obtidas as imagens dos fragmentos, devemos identificar os fragmentos sepa-
radamente e extrair os contornos dos mesmos. A extracio de contornos é uma operacio
comum em reconhecimento de padroes. Nesta aplicacao, entretanto, ela exige cuidados
especiais, devido ao fato que a identificacdo de fragmentos vizinhos depende, em grande
parte, de detalhes sub-milimétricos.

10
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Na apresentacdo dos algoritmos de identificagio e extracéo dos contornos dos fragmen-
tos, utilizaremos a seguinte notagéo: n, e n, denotam as dimensGes horizontais e verticais
da imagem digitalizada, em pixels; R = [0..n; — 1] % [0..n, — 1] é 0 dominio da imagem.
A posicio genérica de um pixel p é, portanto, um par (p,,p,) € R. O valor (intensidade)
da imagem no pixel p ¢ v|p|.

2.1 Identificacao e separacao dos fragmentos

Por razdes préticas, frequentemente sdo digitalizados dois ou mais fragmentos juntos.
Veja a figura 2.1. Portanto, antes de extrair os contornos, devemos identificar e separar
os fragmentos presentes em cada imagem.

Para identificar os fragmentos usamos um algoritmo baseado em simples limiarizagao
(thresholding). O algoritmo supde que a superficie dos fragmentos tem uma cor apro-
ximadamente uniforme §,,.., € eles sdo digitalizados contra um fundo uniforme de cor

Smin < Smay. Supomos portanto que existe um nivel de cinza Gnico d,e,, tal que pizels com-

cor v[p] < b.ep pertencem ao fundo e pizels com cor v[p] > &,p pertencem ao fragmento.

Uma vez localizado um pizel v[p] > 54p, usamos uma variante do algoritmo de pro-
pagacido (flood-fill), usado em muitos editores grificos para colorir regides de contornos
arbitrarios. Esse algoritmo identifica todos os pizels ¢ com v[g] > d,., que 880 conectados
a0 pixel p, na topologia de vizinhanca 4 [28].

Além do fragmento propriamente dito, extraimos uma borda de seguranca ao redor
do fragmento com um pizel de largura. Os pixels nesta borda tem por defini¢io valores
menores que Og.p. Dsta borda é importante para a determinagéo precisa do contorno do
fragmento, como serd explicado na secio 2.2. Supomos que os fragmentos estdo suficien-
temente afastados, entre si e das bordas da imagem, para que estas bordas de seguranca
existam e sejam disjuntas.

A saida deste estigio é um conjunto de imagens, cada uma contendo wm unico frag-
mento com sua borda de seguranca, contra um fundo uniforme de cor dpip < dsep. Veja a
figura 2.2.

(2) )

Figura 2.2: Trés dos fragmentos contidos na figura 2.1.
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2.2 Extracao dos contornos

Uma vez separados os fragmentos, extraimos o contorno bruto de cada um, sob a forma
de uma curva fechada poligonal. Como na se¢@o 2.1, nés supomos que a superficie dos
fragmentos tem uma cor aproximadamente uniforme d,,,, € €les foram digitalizados contra
um fundo uniforme de cor conhecida d,;,, como mostrade na figura 2.2. O contorno
pode entdo ser extraido por um algoritmo simples que segue a curva de nivel com uma
intensidade intermedidria d,,.q, algum valor entre 6, € Srmag.

Na verdade, ¢ importante que 0 limiar .y seja exatamente (dpmin + Omag) /2, de modo
a garantir que contornos de fragmentos adjacentes sejam congruentes. Este requisito pode
ser deduzido das hipéteses de que as imagens digitalizadas sdo versoes linearmente borradas
de uma imagem ideal (de resolugdo infinita), ¢ de que o objeto original tinha cor uniforme
dmee €M ambos os lados da fratura.

Uma escolha incorreta do limiar ., mudard a curvatura das partes concévas e con-
vexas em direcdOes opostas, dificultando o reconhecimento dos contornos correspondentes.
A figura 2.3 ilustra este problema. Nos trés exemplos, a cor do fundo 4,,;, é 10/255, e a
cor do fragmento dpm,, € 200/255.

SORCHACE

Smed = 30/255 Grmea = 105/255 Somea = 170/255

Figura 2.3: Efeito do limiar na forma dos contornos.

Observa-se nesta figura que os contornos extraidos sdo congruentes somente quando 8,,eq
¢ proximo a média de dpin € dmas-

Para evitar inconsisténcias entre os procedimentos de separagao e extragdo de contorno,
é recomenddvel que o limiar d,., utilizado para a separacdo dos fragmentos seja igual ao
limiar de extragdo do contorno dpyeq.

2.2.1 Algoritmo de extracio de contorno

Para extrairmos o contorno de um fragmento, primeiro localizamos um par de pontos
adjacentes {a,b) na grade de pixels R, com a dentro do fragmento (v[a] > &,,.4), € b fora
(v[b] < dpmeq)- Entdo, seguimos a fronteira do fragmento no sentido anti-hordrio mantendo

estas condigoes.
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Mais precisamente, a cada passo do algoritmo podemos ter uma das situacoes ilustradas
na figura 2.4.

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.4: Situagdes possiveis durante a extracdo do contorno.

Suponha que ¢ estd diretamente acima de b, como na figura 2.4(a). A partir desta
posi¢do, o algoritmo pode avangar a, b ou ambos de modo a manter a deatro e b fora do-
fragmento, como mostrado nas figuras 2.5 (a)— 2.5 (¢). O tratamento dos outros casos
(figuras 2.4(b—c)) ¢é andlogo.

(a)

Figura 2.5: Passos alternativos do algoritmo para a situacio da figura 2.4(a).

Obtemos por este processo uma seqiiéncia de pares {as, ;), onde a; acompanha o con-
torno pelo lado de dentro (isto €, v[a;] > dmeq), € b pelo lado de fora (isto &, v{h] < beq)-
Para maior precisao na comparagdo dos fragmentos, calculamos por interpolagao linear o
ponto (fraciondrio) p; da aresta (as, b;) onde o nivel de cinza é exatamente §,,.4. Veja a
figura 2.6.
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Figura 2.6: Contornos extraidos: externo, interpolado e interno.

O resultado deste processo € uma curva poligonal fechada py, p1, .. pn = pg, onde cada
p; € um ponto do plano R? Os lados desta poligonal tém comprimento varidvel entre
0 e 0?2, onde o é a distincia entre pizels consecutivos. Supde-se que a sequéncia p; é
periédica, isto é p;y, = p;, para todo .

Este algoritmo simples de extracdc de contorno deixa muito a desejar. Mesmo para
objetos planos e finos, como os fragmentos de papel da figura 2.2, o algoritmo é freqiien-
temente enganado por rebarbas e fiapos, como os que s@o visiveis no lado direito da
figura 2.2(a).

Qutra fraqueza séria do algoritmo é o fato de que, na pratica, a cor do fragmento
bmas varia bastante de ponto para ponto, e portanto ndo existe um 1inico valor correto do
limiar é,0¢- Para tais aplicagGes, seria necessario usar um algoritmo de segmentacio mais
sofisticado, no qual &, varia (e portanto d,,.s também varia) de pixel para pixel baseado
nos valores da imagem dos pixels vizinhos.



Capitulo 3
Filtragem de sinais

Apds a obtencdo dos contornos, como desecrito no capitulo 2, submetemos os mesmos a um
processo de filtragem que é uma das etapas mais importantes para o sucesso da solugio

proposta.
No capitulo 4 estudaremos o problema da filtragem de curvas e sua fungéo no nosso

algoritmo. Antes disso, precisamos recapitular aqui alguns conceitos basicos de processa-
mento de sinais que serdo iiteis para entendermos a filtragem dos contornos.

3.1 Representacao de Fourier

Sabemos que um sinal continuo com perfodo 7" pode ser aproximado com qualquer grau de
precisio desejado por uma série de Fourier finita, também conhecida como um polindmio
trigonométrico — uma soma finita de senéides e cossendides, cujos perfodos dividem T

o(t) = g + ; [ak cos (i,—”m) + besin (%im)} (3.1)

Os coeficientes a;, by S50 nimeros reais, os coeficientes de Fourier do sinal. Cada termo
ay, cos(2rkt/T) + by sin{2rkt/T) é chamado componente do sinal; o indice & € a fregiiéncia
da componente, e o valor /a2 + b2 é a amplitude da mesma. E ficil ver que a funcdo
(3.1)é continua e periddica, de periodo T

3.2 Representacao complexa

A férmula (3.1) pode ser escrita também como

L

z(t) = Z Ck exp(gg-,—ikt) (3.2)

k——mn

15
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onde i€ a unidade imagindria (v/—1), e 0s parAmetros c; 530 0s coeficientes complezos de
Fourier,

b
%k 1% parak >0
cp = <{ para k =0 (3.3)
b
%ﬁ - i—2E para k < 0
Inversamente, temos
ao = Co, Oy = Cp 4+ C_p, Dy =C—C-p, para k=1,..n (3.4)

Note que o niimero de coeficientes ¢, na férmula 3.2 € igual ao nimero total de coeficientes
ap, b na férmula (3.1). Observe também que c_x é o conjugado complexo de ¢ para todo
k; e que ¢g é real. Portanto, em qualquer das duas representagdes, a série de Fourier tem
2n 4+ 1 grauns de liberdade.

Verifica-se que os coeficientes ¢, podem ser calculados pela férmula

1 (T
-T—/ 2(t) exp (—2wkit) di (3.5)
0
3.3 Derivadas de um sinal
Se z(t) é um sinal da forma (3.1) ou (3.2), sua derivada primeira em relagdo a ¢ é
dx
() = —()
= ig@ - s’n(Q—ﬂEt + by cos 2—7Tk~t
T ooT [TRUAT AT
ki) 2 . =
= k;n _7%1_:’_4:_% exp(%kt) (3.6)
e sua derivada segunda é
d’z
() = ot
= (27Tk)2 [ o cos (QTrkt) b sin (2%1:1;)}
= ) |0 ——t ]| —bgsin | ——
—~ T T T
. 2k o
-y - ?) ce exp (k) (37
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3.4 Representacao por amostragem

O teorema de amostragem de Nyquist diz que se n é a freqiiéncia médxima que ocorre na
representagdo de Fourier de um sinal periddico, entdo podemos representar este tltimo
por uma seqiléncia de valores espagados uniformemente no tempo, sem perder qualquer
informacdo, desde que tomemos pelo menos m = 2n + 1 amostras por periodo.

Mais exatamente, se tomarmos m amostras igualmente espacadas (¢; = <T/m) no
intervalo (0.. T} de cada um dos elementos da base de Fourier, podemos verificar que os m
vetores de R™ resultantes

arikt;. . iki, .
Up = (cos( i )ii= 1..m) = (cos(%lm) = 1..m) k=0.n

T m
2wikt;, . . k2, .
v = (sin( ﬂ;_, Jii= 1..m) = (5111(2?;&2) r = 1..m) k=1.n

sdo linearmente independentes. Portanto, dadas m amostras »; = z(f;) de um polinémio
trigonométrico, existe uma tnica combinagdo linear dos vetores (u : & = 0..1) e (v .
k = 1..n) que reproduz essas amostras; e portanto uma tnica combinagao linear da forma
(3.1) ou (3.2) que coincide com as amostras ; nos instantes ;.

3.5 Reconstrucao do sinal a partir das amostras

Implicita no teorema de Nyquist é a afirmacéo de que, dado um ntmero m = 2n + 1 de
amostras z; = z(t;) (4 = i{7'/m) de um sinal periddico z, igualmente espacadas, é possivel
reconstruir o valor z(¢) do mesmo em qualquer instante ¢ dado.

Este processo, inverso da amostragem, é denominado reconstrugdo do sinal, e concei-
tualmente pode ser descrito pela férmula

z(t) = Z zi10; (1)

onde as funcdes v¥; sdo polindmios trigonométricos de periodo T e freqiiéncia mdxima n,
tais que

1 L
hi(t;) =6 = { 0 :2 E %j (3.8)

para i,j € {1..m}. E facil verificar que as fungdes

bi(t) = %ijc (E-w)

satisfazem a condigéo (3.8).
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3.6 Norma de um sinal

A norma Ls de um sinal (real ou complexo} z com periodo T' é definida por

foll=[7 [ letoral

Esta norma estd associada ao produte escalar Lo de dois sinais de periodo T,

1/2

{flg) = f ft)g*(t)dt

pela identidade
||z = (zlz)'”?

2wik 27k 27k
Verifica~-se que as funcées da base de Fourier — exp(~7,}—1t), ou ¢os{—— ; t) e (Lt)

sa40 mutuamente ortogonais em relacio ao produto escalar { | ); e que

“1“2 =1

para k # 0.
Segue-se que, se T ¢ uma série trigonométrica da forma (3.1) ou (3.2), entéo

n 1/2 n 1/2
{0% + %Z (laxf® + |bk|2)] = {Z lckIQ] (3.9)

k=—n

ou seja,

" 1/2
=i, = LE i%l{' (3.10)

=-Tt

3.7 Transformada discreta de Fourier

Como observado na segéo 3.5, o teorema de Nyquist diz que os m = 2n + 1 coeficientes
¢x de um polindmio trigonométrico da forma (3.2) podem ser determinados a partir de m
amostras z; igualmente espacgadas no periodo T'. Se considerarmos a seqiiéncia de amostras
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¢ a seqiiéncia de coeficientes ¢, como vetores do espaco C™, podemos considerar o cdlculo
dos coeficientes a partir das amostras, ou vice-versa, como sendo uma transformacio linear
{mudanca de base) neste espaco. Verifica-se que esta é uma transformagéo ortogonal, ou

dolalf =D ladl® = (llzlly)’ (3.11)
i=1

k=—n

seja,

3.8 Filtros

Um filtro é wn termo geral para qualquer operador F que transforma um sinal x em outro
sinal Fz. Aqui, discutiremos alguns filtros de especial interesse para o nosso trabalho.

Um filtro F é dito linear se satisfaz Flaz) = aFz ¢ Flx +y) = (Fz) + (Fy), para
qualquer a € R e quaisquer sinais z e y. Um filtro é tnvariante no tempo se satisfaz
F(A,z) = A, (Fz), onde A,z denota o sinal z retardado por 7, isto é, (A z}(t) = z(t—7).

Pode-se mostrar [6] que o efeito de todo filtro linear e invariante no tempo em um.
sinal trigonométrico é equivalente a multiplicar cada coeficiente complexo de Fourier, ¢,
por um nfiimero complexo wy, = ag + 18;. O nlimero wy € o fator de atenuagdo do filtro
pare a freqiéncia k. Para que os valores do sinal filtrado sejam nimeros reais, é necessario
que w_ seja o conjugado complexo de wy. Nesse caso, a filtragem substitui cada par de
coeficientes reais ax, br da férmula 3.1 por novos coeficientes apar — Siby ,Betsx + azby.
Este resultado nos d& um modo conveniente e padrio para descrever um filtro linear e
invariante no tempo: basta especificar a lista de fatores de ajcenua,(;eic{;__@;c t k= —n,..n).

Dizemos que um filtro F é simétrico no tempo se satisfaz F(Z) = (Fz) onde 7 é o sinal
x invertido no tempo, isto é z(¢) = z(—#). Verifica-se que o filtro ¢ simétrico no tempo se
e somente se wy é real e w_; = wy.

3.8.1 Filtragem por convolugao

Prova-se que todo filtro linear e invariante no tempo transforma um sinal z num sinal 2’
dado por:

2t) = f_ " gt = 1) f(r)dr

onde f é o nicleo do filtro, uma fungfio de R em C [6].

Para certos filtros, a “fun¢do” f pode ter valores infinitos para certos valores de T,
desde que sua integral seja finita em qualquer intervalo. Isto é, o nacleo f pode ser uma
distributcdo ¢ ndao uma funcdo. O exemplo cléssico € o filtro identidade Zz = z, cujo
nicleo € o impulso de Dirac 6(t) [6], que é zero para £ # 0, e cuja integral é 1 em qualquer
intervalo que contenha £ = 0.
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Se z é um sinal periddico de periodo T, prova-se que o efeito do filtro equivale também
a multiphicar cada coeficiente ¢, da série de Fourier de z pelo ntimero complexo

Wy = /:m €Xp (*%;h) f(r)dr

o0

ou seja, pelo coeficiente complexo de freqiiéncia & do niicleo f(r).

3.8.2 Filtro retangular

Um filiro retangular passe-baizas de largura kmer tem wy = 1 para |k| < Koz, @ wi =0
para |k| > k. ISto €, o filiro retorna apenas os componentes do sinal cuja freqiiéncia
é menor ou igual a kn,,. (Note que ao aproximarmos um sinal arbitrdrio por uma série
trigonométrica finita, como na equagio 3.1, ja estamos implicitamente filtrando o sinal
por um filtro retangular passa-baixas [6].)

Este tipo de filtro tem uma caracteristica indesejdvel, o efeito Gibbs: ele dé origem
a oscilagOes espurias no sinal filtrado. A figura 3.1 mostra este efeito: se removermos
do sinal ilustrado em {a) todas as componentes com freqiiéncia > 5, obtemos a funcdo
ilustrada em (b). As oscilagdes espirias desta iltima ficam mais evidentes no grafico da
sua segunda derivada, mostrado em (c).

(a) {b) ()

Figura 3.1: O efeito Gibbs.

O efeito Gibbs é um inconveniente sério para nds, pois o nosso algoritmo de reco-
nhecimento de fragmentos adjacentes depende muito da curvatura dos contornos, que é
calculada a partir de sua segunda derivada {vide segdo 4.1). Portanto, precisamos utilizar
filtros que néo produzam tais oscilacOes espirias.
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3.8.3 Filtro gaussiano

Os filtros gausstanos séo ideais para os nossos objetivos, porque, como mostrado no artigo
de J.Babaud, A.Witkin e outros [2], s&o praticamente os dnicos filtros que ndo introduzem
novos mdaximos e minimos na segunda derivada da fungdo. Por defini¢do um filtro gaussiano
é um filtro linear e invariante no tempo cujo nicleo é uma distribuicio gaussiana.

1 2

oV 2T %p(_ﬁ

Go(1) = (3.12)

O parimetro o, que é o desvio padréo da distribuigdo, é também chamado de duracio
caracteristica ou escale de tempo do filtro gaussiano.

3.8.4 Extensdo do filtro gaussiano

Da férmula (3.12), conclui-se que o nicleo G, (1) do filtro gaussiano tem valor méximo em
7 = 0, e diminui rapidamente & medida que 7 aumenta. Em particular,

il | fG.(r)dr
>0 | <0318
> 20 | < 0.0456

> 30 | < 0.00270

> 4o | < 0.0000634
>bo | < 0.574 107
> 60 | <0198 10°%

Segue também da férmula (3.13) € pela tabela acima que, se = € um sinal tal que |z(f)| < M
num intervalo finito [a,b], e z(t) = 0 para t ¢ [a, b, entéo para todo ¢ & [a — 60, b + 60,

o0

(f+G)®)| < M | Go(r)dr < 107%M
6o

3.8.5 Filtragem gaussiana na representacao de Fourier

Conforme visto na secao 3.8.1, a filtragem gaussiana equivale a multiplicar a componente
de freqiiéncia k do sinal pelo fator reai

W = f exp ("—271.;”-) Ga-("f')d‘]"

oo

- exp (_ (k%)g) (3.13)
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Segue-se da férmula (3.13) que 0 peso wj decresce muito rapidamente & medida que k&
aumenta. Em particular, uma componente cujo periodo T/k é menor que a duracéo
caracteristica ¢ do filtro tem freqiiéncia k¥ > T'/o, e portanto, serd atennada por um fator

menor que
exp | — Zg—z : = ex (—7r2) ~ 1074
P g T — %P -

Mais geralmente, se k > mT'/e, o valor de wy, é limitado conforme a tabela abaixo:

k Wi
>1T/o | < 0.518 10~*
> 2T /o | < 0.268 1078
> 3T/o | < 0.139 10712
> 4T /o | < 0.716 1077
> 5T /o | < 0.371 1072
> 6T /o | <0.192 107%

Note que as componentes com periodo 7'/k muito menores que ¢ séo praticamente elimina-
das. Portanto, na pratica, wy pode ser considerado nule quando & > 27"/7. Isto significa
que, na representacdo por série de Fourier de um sinal filtrado com G,, s6 precisamos
calcular os termos da série até freqiiéncia kpee = 2[T/0].

3.8.6 Composicao de filtros gaussianos

Segue da férmula (3.13), que se aplicarmos a uma curva c dois filiros gaussianos em
seqiiéncia, com duracoOes caracteristicas o, e o2, o efeito total é equivalente a um dnico
filtro gaussiano de duragio caracteristica o = /0?2 + 03.

3.8.7 Reconstrucao de sinais com filtragem gaussiana

Estritamente falando, quando amostramos um sinal £ que resulta da aplicagdo de um
filtro gaussiano a um sinal arbitrario z, nfo é em geral possive!l reconstruir nem z nem # a
partir de um nimero finito de amostras, pois o critério de Nyquist nio é necessariamente
satisfeito (secdo 3.4).

Entretanto, se tivermos pelo menos 4[7 /o] amostras igualmente espagadas ao longo do
periodo, segue da andlise feita na se¢do 3.8.5 que é possivel reconstruir uma aproximagio
do sinal filtrado %, com erro relativo inferior a 1078|z|l,.
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3.9 Sinais lineares por partes

No nosso caso, freqitentemente precisamos filtrar e reamostrar um sinal z que é dado por
amostras (t1,%1),.. (tn, Zn) irregularmente espagadas. Para tornarmos o problema soltivel,
vamos interpretar tais sinais como funcdes lineares por partes (LP) que interpolam as
amostras dadas. Ou seja,

. : < . i =1..n —
x(t)*__{agt+b, set; <t<tyy, i=1l.n-1 (3.14)

0 caso contrario

onde os coeficientes a;, b; sdo tais que z(¢;) = ;. Vamos supor também que z; = 2, = 0
de modo que a funcdo é continua.

3.9.1 Filtragem gaussiana por difusao

O filtro gaussiano também pode ser visto como o resultado de um processo evolutivo
andlogo & difusdo do calor em um dominio homogéneo e unidimensional. Neste processo,’
a distribuicao de temperatura inicial sobre 0 dominio evolui ao longo do tempo de acordo
com equagdes diferenciais estritamente locais, de tal forma que o calor passa das partes
mais quentes para as partes mais frias vizinhas.

Nesta abordagem, o sinal z(t) € visto como um membro initial 2{¢) = z(¢,0) de uma
familia de sinais z(¢, 7), definida pela equagéo diferencial

Oz H°

g;(i,?) = @x(t, 7) (3.15)
Uma, familia de sinais que satisfaz a equagdo acima é
z{t,0) = 6(8),
(t,7) = -l—ex _EY G () para 7> 0 (3.16)
HHTL= g m P\ Ty ) T B P '

A partir desta observagio, pode-se concluir que, numa solugéo geral z(¢, 7) da equagao
(3.15), o sinal 2'(¢) = z(¢, 7), para 7 fixo, é uma versio do sinal original z(¢, 0), suavizada
por um filtro gaussiano de duracdo caracteristica o = v27.

3.10 Filtragem de um sinal linear por partes

Nesta secdo, nosso objetivo é aplicar um filtro gaussiano a uma funcgio LP z(t), e rea-
mostrar a funcdo filtrada z'(t) em m pontos igualmente espacados #1,%;.. . Isto significa
calcular os valores

=7 (t) = /m z(t; — 7)Ge(T)dr

L=}
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Uma fungio LP da forma (3.14) pode ser vista como a soma de n — 2 termos

n—1
Qf(f) = Z xiAtz‘—l,fa,fi+1 (t)

=2

onde Agpo(t) € a fungdo tenda ilustrada na figura 3.2:

a2 b c
Figura 3.2: Funcéo tenda.

Em teoria, poderiamos filtrar cada tenda A separadamente, e somar os resultados. En-
tretanto, esta abordagem ¢é numericamente instivel, pois leva a cancelamento de ter-
mos grandes. Para reduzir este problema, decompomos a fungdo LP z(t) numa tenda
Trhip g ta (t) + 2O() + 28(2), onde 1 = n/2, e z2(t) e zV(¢) séo duas funcdes LP
definidas por amostras nos instantes ¢,..%, e t...t, respectivamente. Veja as figuras 3.3
e 3.4

t
1 t n

Figura 3.3: Funcdo linear por partes genérica.
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1] tr In

Trhty b, 00 ()

ty tr

¢V v ty
(1) (t)

Figura 3.4: Decomposicao da fungdo da figura 3.3 em trés componentes uma
tenda e duas fungoes LP.

Aplicando recursivamente esta decomposigio, obtemos uma soma de tendas cujas alturas
diminuem rapidamente 3 medida que suas larguras diminuem. Cada componente da fi-
gura 3.4 é filtrada e reamostrada, e os resultados sdo somados. As componentes (0 (¢) e
2z (t) sdo filtradas aplicando-se recursivamente o mesmo procedimento. A componente
Aty 2 1. € filtrada pela férmula:

o0

(Aaspe* Ga)(t) = f Aapelt — 7)Go(r)dr

o

Por sua vez, Aqp.(t) pode ser escrita como

1 1 1 1
Agpc(t) = — ara,mp(t —-a)— (b — - b) ramp(t — &) + - bramp(t —c)
onde
sey 20
ramp(y) = { 3 o z -0 (3.17)

portanto,a tenda filtrada pode ser expandida em

(epes GO = telt = 0) = (22 + 525 ) bt =0+ wae—0) 319
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onde

_ Y yv/2 o [ —y?
wir= st - oe(2)) o ()

erf(z) = %fo e " dr

Conforme observado na segio 3.8.6, podemos supor que (Aqp. * Go)(t) € desprezivel fora

do intervalo [a — 60, ¢ + 60|
Este algoritmo € descrito em detalhes a a seguir. Ele recebe uma funcio LP, dada pelas
amostras (f1,x1), .. (tn, T,) (cOm 21 e z, arbitrérios) e filtra a fungio LP % definida pelos

pontos (%;,Z;}, onde

. tn — 1 ti — 11

e (tn —un T tn—tlm“)
Veja a figura 3.5. O algoritmo soma &s amostras z; a funcio Z, filtrada e calculada nos
instantes t;. Na primeira chamada, z;, z, € as amostras z, devem ser nulas.

x(t)

i ‘n
Figura 3.5: Funcao .

Algoritmo 1 Filtragem de uma fungao linear por partes
Entrada:

e ¢ duragdo ceracteristica o do filtro gaussiano;
e as amostras (£1,21), .. (fa, Zn) da funcdo LP.
e 05 instantes de amostragem (¢].. 1) pare a curve filirada

Entrada e saida:

e 0s valores (), .. z.,) da fungdo filtrada nos tempos 1, th.. ).
Passos:

1. Se n =2, a fungdo 7 é identicamente nula, e ndo ha nada a fazer.
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. Sendo, seja r = [n/2]. Aplique o algoritmo 1 4s amostras (¢;, z1).. (¢, z,), e depois
as amostras (tr, Zr).. (tn, Zn), acumulando o resultado nas amostras (¢}, z}).. (¢., z})
e (t.,z0).. (., z,) respectivamente.

r1ve ms ~m
~ tn_tf‘ tr_tl

=T, — z + T

Ty " (tn“‘tll t — 1 n

. Usando a férmula (3.18), calcule &7 = £,(Asy ¢, 6, * Go)(t]), e some &} a 7, para
todo j tal que ¢, — 60 < t; < ¢, + 6o,

, Calcule

27



Capitulo 4

Filtragem de curvas

Neste capitulo, vamos estender 0s conceitos de filtragem de sinais para curvas, e apresentar
o algoritmo que utilizamos para filtrar os contornos.

No nosso trabalho, a filtragem ¢ utilizada com duas fun¢des diferentes. Primeiramente,
¢ utilizada para remover irregularidades niio significativas dos contornos — irregularidades
causadas por artefatos da aquisicao das imagens e do processo de extracio dos contornos,
ou por erosao do material apds sua fragmentacio. Para este fim é necessirio remover as
componentes de freqiiéncias mais altas dos contornos, que sio as mais afetadas por estas
perturbacdes. Em segundo lugar, a filtragem ¢ necessdria para evitar ”aliasing quando
sub-amostramos os contornos a fim de aumentar a velocidade da identificagio de segmentos
similares. Este uso serd explicado com mais detalhes no capitulo 10.

Todos os conceitos e algoritmos deste capitulo podem ser estendidos trivialmente para
curvas no espago R?, ou espacos de dimensio maior.

A etapa de filtragem ¢é muito mais critica na nossa aplicacao do que na maioria das
aplicacGes de reconhecimento de padrdes [9]. Nestas, hd geralmente uma nitida separacio
entre as escalas do sinal e do ruido, pois os objetos tém contornos suaves e o ruido é
principalmente devido a erros de quantizagao.

Na nossa aplicacdo, entretanto, a natureza fractal dos objetos significa que hA sinal
1itil em todas as escalas de detalhe, e na verdade desejamos preservar o sinal nas escalas
mals finas possivels.

Além disso, como veremos, a comparacao dos contornos € feita com base nas curva-
turas, e portanto € essencial que a filtragem dos dois trechos correspondentes de mesmo
contorno produzam curvas bem semelhantes, mesmo que os dois tenham sido digitalizados
em posicoes e dngulos diferentes.

Esta exigéncia se torna mais critica pela presenca freqiiente de reentrancias estreitas
nos contornos, devidas a rachaduras e riscos nos fragmentos (Veja a figura 4.1).

28



4.1. Conceitos bdsicos 29

Figura 4.1: Contorno de um fragmento de cerdmica com uma rachadura.

Com técnicas de filtragem tradicional, esses defeitos afetam um trecho relativamen-
te extenso da curva filtrada, destruindo a semelhanca com o trecho correspondente do
fragmento vizinho.

4.1 Conceitos basicos

O contorno de um fragmento simples (sem buracos) pode ser convenientemente descrito
por uma seqiiéncia continua de pontos no plano R?, isto é uma curve plana. Mais espe-
cificamente, nos refertmos a uma curva continua, fechada, no plano cartesiano R?, que é
uma funcio periddica c(t) = (2(t),y(t)) de R para R?

A velocidade da curva num instante ¢ é a derivada v(t) = ¢ () da posicdo c(t) em relagido
a0 parametro t. A velocidade v(¢) pode ser interpretada como outra curva, denominada o
hodégrafo da curva c(t). Note-se que o comprimento da curva entre os instantes &g e £; €

i1
[ |u(¢)|dt. A aceleragdo da curva é sua derivada segunda, a(t) = ¢ (¢).
t

8] . .
Note que hd uma infinidade de curvas com a mesma forma, que diferem entre si na
escolha do pardmetro . Na parameiriza¢@o natural, ¢ é o comprimento da curva, medido
a partir de um ponto inicial arbitdrio; de modo que a velocidade |v{t})| é sempre igual a 1.
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4.2 Filtragem paramétrica de curvas

Poderiamos pensar que filtrar uma curva ¢(t) equivale a filtrar separadamente as coor-
denadas z(t) e y(¢) consideradas como sinais — isto é fungoes reais do “tempo” . Esta
abordagem é dita filtragem paramétrica. Entretanto, como veremos nas préximas secdes,
a filtragem paramétrica de uma curva, ainda que por um filtro linear, modifica 0 compri-
mento da mesma de maneira ndo linear. Devido a este problema, a filtragem de curvas é
um processo intrinsecamente nao linear, e portanto a teoria cldssica de andlise de sinais

néo se aplica facilmente a este problema.

4.2.1 Representacao de Fourier

Na abordagem paramétrica, uma curva ¢(t) com periodo T pode ser encarada como dois
sinais contfnuos z(t) e y(t), de mesmo periodo. Portanto, como visto no capitulo 3, c(t)
pode ser aproximada com qualquer grau de precisdo desejado por uma série de Fourier
finita. '

= 2k 2wk
c(t) = (g CO8 | ~———1 ) + bpsin | —1 4.1
0 aﬁg[k (2250) + b (254)] (2.1)
onde os coeficientes ay, by sao vetores do R2. Cada termo ay cos(2nkt/T) + by, sin{2rkt/T)
é chamado componente da curva; o indice k& € a freqiiéncia da componente. Curvas com
esta representacio sio ditas curvas trigonoméiricas. A curva (4.1) é obviamente fechada,

continua e periddica de periodo 7.
Assim como no caso de sinais, a férmula (4.1) pode ser escrita também como

c(t) = Z Cr exp(z%rikt) {4.2)

k=—n

onde ¢ 530 vetores de C2, dados por

a b

Ek + 1~§k~ para k >0
=< Qo para k=10

ar Ok

5 15 para k <0

Note que o termo aq = ¢ afeta somente a posi¢iio da curva no plano. Se ¢(t) é a curva
trigonométrica {4.1), sua velocidade ¢ dada por

o(t) = o (t) = g(w -3 @(—ak sin (%t) + by cos (2%’3?:))

k=1
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e sua aceleragéo por
2 ! 2k 2k . {27k
(I(t) = c--(t) = ( T )2(—ak CcOs (Tt> — by sin (?t))

4.2.2 Comprimento de onda aparente

A grosso modo, uma variagao no coeficiente da componente de freqiiéncia k£ da curva dé
origem a oscilacdes na curva de amplitude & < +/|ag|? + |be|2 = 2|c]. A distdncia entre
duas oscilacgbes sucessivas dessa componente, em média, é

Ak = % (4.3)
onde I é o comprimento total da curva. O pardmetro A; € dito o comprimento de onda
médio da componente k& (Veja a figura 4.2).

Curva com

a compenenta k
amplitud%

TN N TN LN

1 I
| |

Curva sem comprimento
a componente k de onda

Figura 4.2: Amplitude e comprimento de onda.

Na verdade, o comprimento de onda das oscilagdes devidos a2 uma determinada com-
ponente varia conforme a velocidade da curva em cada ponto.

A velocidade escalar |v(t)| da curva precisa ser constante, |[v(t)] = % (ou quase) para
que o comprimento de onda A, da férmula (4.3) seja bem definido. Nesse caso podemos
escrever

Tv

= —

Em particular, na parametrizacdo natural (T = L), o comprimento de onda serd X, =
Lik=T/k.

Note que esta condi¢io de velocidade constante |v(¢)| equivale a dizer que o hodégrafo
da curva é o circulo de raio 7 e centro na origem, com uma parametrizacio arbitraria.

Uma questdo tedrica interessante é se existem curvas trigonométricas (com banda limi-
tada) de velocidade constante, além das triviais (um circulo percorride vérias vezes). Nio
conseguimos resolver esta questio de maneira exata. Porém, verificamos empiricamente
que existem curvas trigonométricas de velocidade quase constante, com formas suficiente-
mente variadas para representar formas arbitrérias.
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4.2.3 Filtros isotrdpicos

Um filtro de curvas é isotrdpico se satisfaz F(Ryc) = Re(Fc), onde (Rgc) é a curva c
rodada de um Angulo 8. Se as componentes z e y da curva sdo filtradas pelo mesmo filtro
linear, verifica-se que a combinagao ¢ um filtro isotrdpico.

Conclufmos que o efeito de todo filtro linear, isotrdépico e invariante no tempo sobre
uma curva trigonométrica € equivalente a multiplicar cada coeficiente de Fourier ¢; da
formula (4.2) {um vetor de C x C) por um nimero escalar complexo wy = oy + i8y; isto é,
substituir cada par de coeficientes ag, by (dois vetores de R x R) da férmula 4.1 por novos
coeficientes axar — Brbi B0k + Qibr.

O filtro F ¢ posicionalmente invariante se F(c + u) = (Fe¢) + u, para todo vetor v no
R2. E f4cil ver que um filtro linear, isotrépico e invariante no tempo é posicionalmente
invariante se e somente se wy = 1.

4.2.4 Filtragem gaussiana de curvas

Vamos considerar a filtragem da curva ¢(t} por um filtro gaussiano de duragio caracteristica
o, ou seja, calcular a convolugéo

c(t) *G,(t) = f:: c(t — NG (r)dr ..
onde o) = ;iz; - (_21:5)

Como vimos no capitulo 3, o efeito da filtragem € multiplicar a amplitude ¢, da com-

ponente de freqiiéncia k pelo fator wy = exp{—(kow/T)?).
Suponha que a curva ¢(t) tem comprimento L, periodo T, e velocidade constante
v=L/T. A duragéo caracteristica & determina o tamanho dos detalhes da curva que séo

removidos e/ou suavizados pelo filtro gaussiano, segundo a férmula

_Lo
T

Veja a figura 4.3. O parametro A é dito comprimento caracteristico ou escala de filtragem
do filtro.

A=V
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(¢} A = 8 pixels (d) A = 16 pixels

Figura 4.3: Filtragem paramétrica gaussiana de uma curva em vérias escalas de
A. Cada quadrado da grade tem 25 pixels de lado. A barra no canto inferior
esquerdo tem comprimento 2X.

Informalmente, pequenas oscillagdes num contorno suave, com comprimento de onda
Ar préximo a A = Lo /T, tém freqiiéncia £ = L/ X = T/o, e portanto (conforme visto na
secdo 3.8.3) tém sua amplitude reduzida por um fator

exp (— (%%7;) 2) = exp(—n*) ~ 107

Uma vez que o pardmetro A tem significado geométrico claro, em geral o filtro gaus-
siano de curvas € especificado por esse parametro, sendo entdo a duragac caracteristica
o calculada por ¢ = AT/L. Observe que ¢ depende de L e T, e portanto seu valor serd
diferente para cada curva, para uma mesma escala de filtragem A.
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4.3 Limitacoes da filtragem paramétrica

A abordagem descrita acima para filtragem de curvas, em que as coordenadas sao vistas
como sinais temporais, tem varios problemas sérios. Em primeiro lugar, mudangas na
forma da curva mudam seu comprimento, e portanto alteram sua parametrizacdo. Logo,
quando removemos as componentes de fregiiéncia ¥ maior que um certo k,,,, €M sempre
estamos removendo todos os detalhes da forma com tamanho menor que L/k,,0.. Como
podemos ver na figura 4.4, tal operagao podera inclusive resultar numa curva com detalhes

menores que os da curva original.

- e
] (EN NN 0N
N N PRSIy SN
CNU N [ N
\_..__,_\ :/ N A | \H__,\ s \.,//____/
[ A [/ -
AR C ol Nt - ¢ ~../
- ™ TN T W Feme U I
N ( \_ LN
SN eSS
(a) curva original (b)A=8
SIS TT T
NARIAVIVE AN LV
(N Tl W= LIRS
B N — N
Wane= = - BN
Ny (o W
Vel N N
7S ]
(c)A =16 (d)) = 32

Figura 4.4: curva original (a) e versdes filtradas da mesma (b),(c) e (d). Cada
quadrado da grade tem 25 pixels de lado. A barra no canto inferior esquerdo

tem comprimento 2A.
Note que, nas protuberancias da curva, a filtragem faz o raio de curvatura diminuir

em vez de aumentar. A explicagfo para este efeito paradoxal € que a filtragem diminui
a velocidade da curva, e portanto diminui os comprimentos de onda A; das componentes
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que sobrevivem.
QOutra manifestacdo mais sutil deste problema é que oscilagdes nos contornos de am-

plitude maior sdo removidas com menos eficiéncia. Veja a figura 4.5.

§.“\(/?/?,1 ,\\ﬂnn
SN SONVYFT
P CC/& ! 53 Céf¢, ..........
s ‘= S o=
S = .
S >
CIANNRNN
________________________ VUNN
e et ) o
(a) A =2 pixels (b) A = 4 pixels
r\ fi T 5
NV P
g Z /
— = :
: i :
) %k S0 T A O S N SO
VN AN .
(c) X = 8 pixels (d) A =16 pixels

Figura 4.5: Filtragem paramétrica de uma curva com detalhes de diferentes
amplitudes e mesmo comprimento aparente de onda. Cada quadrado da grade
tem 25 pixels de lado. A barra no canto inferior esquerdo tem comprimento 2.

Lembramos que a filtragem de sinais temporais diminui a componente de freqiiéncia & por
um fator wy, independente de sua amplitude. Entretanto, no caso de curvas, a presenca de
uma oscilagdo com comprimento de onda aparente A; aumenta o comprimento da curva,
e, deste modo, diminui sua freqiiéncia efetiva para fins de filtragem. Portanto, ondas de
grande amplitude serdo removidas de modo menos eficaz do que ondas pequenas de mesma
freqiiéncia aparente.




4.3. Limitacdes da filtragem paramétrica 36

QOutro problema relacionado é que o efeito do filtro linear gaussiano em detalhes com
tamanho préximo a A depende da presenca ou auséncia de detalhes de tamanho menor que
X. Especificamente, partes da curva que sdo mais afetadas por ruido serdo menos filtradas

do que o resto da curva. Veja a figura 4.6.

AT
e .
- e
»J e
> €
C -
o it
Lf\;/\vf-\wgu
{a) curva original (b)A = 2 pixels
{7 : s [ -
R RN
P S AL
AN 5 AT NS R
DI < DI B
he IR @ N
N £ N
Lq‘f AL Nl N)f- :
: a
{c)A = 4 pixels (d}A = 8 pixels

Figura 4.6: Filtragem paramétrica de um contorno com distribui¢ao néao
uniforme de ruido de alta freqiiéncia.

Note que, nessas figuras, as ondas maiores (comprimento A =z 30) sdo menos atenuadas
no lado direito, onde a curva original estava contaminada por ruido em escala bem menor
(A~ 10).

Qutra manifestacio deste problema é que talhos e picos agudos num contorno ndo
serdo removidos por filiragem, conforme mostrado nas figuras 4.7.
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Figura 4.7: Filtragem paramétrica. O circulo tem raio 80, e os talhos t€m
larguras 24, 12, 6 e 3 pixels. Cada quadrado da grade tem 25 pixels de lado. A
barra no canto inferior esquerdo tem comprimento 2A.

Observe que a curva filtrada, nas figura 4.7(8) ¢ (c¢), ainda tem detalhes de curvatura
alta (raio menor que A).

Todos estes problemas ocorrem porque n#o existe nenhuma maneira natural de de-
compor uma curva na “soma” de curvas com diferentes escalas de detalhes andloga a
decomposicac de Fourier para sinals temporais. Sem isso, ndo é possivel desenvolver uma
teoria consistente de filtragem linear de curvas.

4.4 Suavizacao por evolucao continua

Uma alternativa popular para definir ¢ conceito de filtragem de curvas é defini-lo como o
resultado de uma evolugdo continua, onde cada trecho da curva original é gradualmente
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suavizado por um processo local, que redistribui a curvatura dos trechos mais curvos para
08 trechos vizinhos mais retos.

Este modelo é justificado por analogia com processo de filtragem de um sinal por
difusao (secéo 3.9.1). Mais precisamente, sob este ponto de vista, a filiragem é modelada
pelo processo de difusdo de curvatura [32]. Este processo define uma familia de curvas
¢(t, 7) onde ¢ é o pardmetro da curva, como na segao anterior, ¢ 7 é o indice da curva na
familia (que pode ser considerado um instante de tempo). Por defini¢do, c(t,0) é a curva
original e ¢(t,7) para 7 > 0 sdo as versdes filtradas da mesma. O processo evolutivo é

definido pela equagio:

% (t,7) = Relt, 7) =

or

(e'(t,7) x e (t,7)) X e (t,7)

@, It 44

Este processo é uma versao nao linear da equacdo padréo de difusdo (3.15), em que a segun-
da derivada z*" = 8%z/8¢% (um conceito paramétrico) é substituida pelo vetor curvatura
. (um conceito geométrico, independente da parametrizagdo).

Este método alivia um pouco os problemas descritos na se¢io 4.3, pois equivale a fazer
& reparametrizacdo para velocidade constante de forma continua e simultaneamente com a
suavizagdo. Entretanto, ele ndo resolve completamente os problemas. Para certas curvas,
a equacao de difusdo de curvatura, assim como a filtragem paramétrica, pode aumentar
temporariamente a curvatura de certos pontos. Em particular, isso acontece se a curva
incluir um trecho de raio constante.

Além disso, a filtragem por difusdo de curvatura também sofre do problema ilustrado
na figura 4.6, ou seja, a presenga de ruido de fregiiéncia alta interfere na filtragem de
componentes de freqiiéncia mais baixa.

Finalmente, continua ocorrende o problema ilustrado na figura 4.7: O grau de fil-
tragem necessdria para eliminar certos detalhes de alta curvatura pode destruir detalhes
significativos de curvatura bem menor.

Conceitualmente, outra desvantagem deste método é que a filtragem deixa de ser uma
transformacio idempotente. Ou seja, a filiragem de uma curva sempre altera sua forma,
mesmo quando a curva original j4 foi filtrada. Portanto, o conjunto das curvas filtradas
nio pode ser caracterizado “a priori”.
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4.5 Filtragem geométrica

Para corrigir o problema da reparametrizagio, é necessdrio que o fator wj, que multiplica
a componente de freqiiéncia k leve em conta a mudanga no comprimento da curva, e
portanto no valor Ax, que serd causada pelo processo de filtragem.

Em outras palavras, a curva original deve ser parametrizada de tal modo que, a filtra-
gem resulte numa curva de velocidade quase constante. Desta forma, apds a filtragem, cada
componente de freqiiéncia & da curva terd um comprimento bem definido Ax. Chamamos
este processo de filtragem geométrica.

Esta precaucdo elimina vérios problemas de filiragem paramétrica mencionados na
secao 4.4. Em primeiro lugar, com a filtragem geométrica, a curva filirada geralmente
ndo tem detalhes de tamanho muito menor que A. Compare por exemplo a figura 4.8
(filtragem geométrica) com a figura 4.4 (filtragem paramétrica).
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Figura 4.8: Filtragem geométrica: curva original (a) e filtrada em diferentes
escalas {b),(c) e (d). Cada quadrado da grade tem 25 pixels de lado. A barra no
canto inferior esquerdo tem comprimento 2A.

Além disso, detalhes de largura comparivel a A sio eliminados de maneira mais uni-
forme, independentemente da sua amplitude; compare por exemplo as figuras 4.5 e 4.9.
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Figura 4.9: filtragem geométrica de uma curva com detalhes de diferentes
amplitudes e mesmo comprimento aparente de onda. Cada quadrado da grade
tem 25 pixels de lado. A barra no canto inferior esquerdo tem comprimento 2.

Observe-se que, com filtragem geométrica, ondas de comprimento aparente préximo a A
sao eliminadas simultaneamente qualquer que seja sua amplitude.

Observamos igualmente que, a presenca de ruido em escalas pequenas em algumas
partes do contorno nfo tera efeitc na filiragem de componentes com comprimento de
onda maior. Compare a figura 4.10 (filtragem geométrica) com a figura 4.6 (filtragem
paramétrica).
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Figura 4.10: Filtragem geométrica com distribuicao n&o uniforme de ruido,
Cada quadrado da grade tem 25 pixels de lado. A barra no canto inferior
esquerdo tem comprimento 2\,

Finalmente, no exemplo da figura 4.11, observamos que com a filtragem geométrica,
cada talho desaparece — exceto por uma pequena reentrancia — assim gue ¢ comprimento
caracteristico A é comparavel a largura do talho. (A relagfo serd vista na secio 4.7.)
Compare a figura 4.11 com a figura 4.7.
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Figura 4.11: Filtragem geométrica. O circulo tem raio 80, e os talhos tém
larguras 24, 12, 6 e 3 pixels. Cada quadrado da grade tem 25 pixels de lado. A
barra no canto inferior esquerdo tem comprimento 2.

4.6 Algoritmo de filtragem geométrica

A filtragem geométirica exige que a reparametrizacio desejada da curva original seja cal-
culada por um algoritmo numérico iterativo que descreveremos a seguir.

O algoritmo parte de uma curva ¢, que pode ji ter sido filtrada geometricamente na
escala Ayyq, € retorna uma cépia de ¢ processada com um filtro gaussiano de escala Aney >
Aotg- A curva de entrada é representada por amostras ¢i, ¢s.. ¢, que s&o implicitamente
estendidas pela identidade ¢4z, = ¢; para todo i e k; em particular ¢ = ¢,. A curva
filtrada resultante é representada por amostras d, ds.. d,,, igualmente espagadas ao longo
da curva, com passo de amostragem que satisfaz o critério de Nyquist como discutido na
secao 3.4.
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No decorrer do algoritmo, estaremos construindo iterativamente uma reparametrizagao
da curva de entrada. A reparametrizagio é representada por tempos ;.. ¢,, associados as
amostras ¢y, ¢s.. ¢, sendo que %, é o periodo da curva (isto é ;. 4, = %; + ki, para todo
i e k). A curva reparametrizada ¢ por definicio satisfaz é(¢;) = ¢;, para todo i. A
reparametrizagdo é tal que a filtragem paramétrica da curva € resulta numa curva d de
velocidade constante jd° = 1. Portanto, ao fim da iteracdo, o periodo t,, da curva & serd
igual ao comprimento da curva filtrada d; e cada termo ¢; serd o comprimento da curva
filtrada d, desde o ponto inicial d{0) até o ponto d(t;) que corresponde & amostra original

c;-

Algoritmo 2 Filtragem geométrica
Entrada:

o as escalas de filtragem Agg € Anew COM Apeyw = Agig 2 05

® as amosiras ¢, Cs.. ¢, da curve origingl (filtrade no escala A,g), igualmente es-
pacadas;

¢ duas tolerGncias €gep, Eiot-

Saida:
o As amostras igualmente espacadas, dy, dy.. d,, da curva filtrada na escala Apeq -

o (s pardimetros t1.. 1, que definem a reparametrizacdo da curve c usada na filtragem.

Passos:

1. Calcule os tempos iniciais t&‘” ,tém, . tﬁfn para as amostras ¢, s, .. ¢, sendo que tEO)

é o comprimento da curva entre ¢o(=c¢,) e ¢;, parai =1,..n.

2. Calcule a escala de filtragem a usar, A + /A2, — A2,
3. Faga k& + 0.

4. Repita

41. Faca L« t¥ ke k+1.

4.2. Estime o nidmero de amostras necessdrias na curva filtrada pelo critério de
Nyquist: m = 4[L/ Apew |-

4.3. Seja a curva ¢ definida pelas amostras ¢;,..¢, com periodo L e tempos
t&k_l), ¥, Caleule a convolugao da curva & com o nicleo do filtro gaussia-
no G, de duracio caracteristica o = Az, € reamostre a curva resultante em m
instantes igualmente espagados ¢},..t}, no intervalo {0, L] (isto é, t; « jL/m
para j = L..m}.
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4.4. Recalcule os tempos
${6=1)

t§’°’=f’ \d* ()| dr
para = L..n.

até que a diferenca ]tn“‘) - tn("‘l)| < EtotAnew €
‘(tz-.,_l(k) — ;5N — (i, 0 — t,-““l))| < EstepAnew; Para todo i

(ou seja, até que a reparametrizacio se estabilize).

5. Retorne as amostras di,..dn da curva filtrada, e os tempos t&k), t%k) da curva

original reparametrizada.

A filtragem no passo 4.3 ¢ feita por convolugdo da curva original com o nicleo do filtro
gaussiano, G, (secdo 3.8.1). Nao trabalhamos no espago de freqiiéncias (representagao de

Fourier), porque o comprimento caracteristico A dos filtros usados é um miltiplo pequeno

do intervalo de amostragem da. curva inicial, e portanto a convolugdo é mais rapida que a
transformada répida de Fourier (FFT).

Além disso, como vimos na se¢do 3.8.3, a filtragem por convolugdo pode ser efetnada
mesmo quando as amostras nao sao igualmente espagadas. Note que este é o caso dos
contornos extraidos das imagens pelo algoritmo descrito na secéo 2.2; e, de qualquer forma,
0s intervalos entre as amostras sdo alterados de forma irregular pelo préprio algoritmo de
filtragem geométrica. Vale notar que, no exemplo da figura 4.11, a reparametrizacio
eventualmente usada pelo algoritmo ¢ tal que todo o talho fica comprimido num intervalo
de tempo da ordem de A. Para filtrar corretamente esta curva via FFT seria necessario
reamostra-la com passo pequeno o bastante para representar precisamente a drea do talho,
o que implicaria num custo bastante elevado.

Na nossa implementacdo, supomos implicitamente gue a curva de entrada é uma poli-
gonal com vértices ¢, Ca, .. ¢y, € efetuamos a filiragem pelo algoritmo 1 do capitulo 3.

Para maior precisio, seria desejdvel supor que a curva original é uma interpolacao mais
suave das amostras dadas. Entretanto, para isso seria necessdrio utilizar uma férmula de
filiragem ainda mais complicada que a férmula (3.18), envolvendo cinco ou mais amostras
consecutivas, Além disso, a decomposi¢io recursiva usada no algoritmo 1 ficaria mais
complicada.

O uso de interpolagdo linear por partes introduz um erro pequeno, mas sistematico
na fltragem, pois a curva de entrada supostamente € suave, e a poligonal reintroduz
componentes de [reqiéncias altas, além de deslocar a posi¢io média da curva na diregio
do centro de curvatura. Entretanto, o deslocamento € proporcional ao quadrado do passo
de amostragem; portanto como usamos um passo bem menor que o limite de Nyquist, o
erro decorrente da aproximagio poligonal é desprezivel.
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4.7 Convergéncia da filtragem geométrica

Uma vez que a filtragem geométrica foi definida de maneira implicita, cabe questionar se o
resultado sempre existe, e se ele é (inico. Em particular, observa-se que a filtragem diminui
o comprimento de onda das componentes, e portanto faz com que as mesmas sejam ainda
mais atenuadas na iteracio seguinte.

4.7.1 Filtragem geométrica de um circulo

Para responder em parte a essa questdo, vamos considerar o caso em que a Curva ¢ a Ser
filtrada é um circulo de raio R. Por simetria, é evidente que todas as reparametrizacoes
da curva ¢ calculadas pelo algoritmo 4.6 terdo velocidade constante, e portanto todas as
versoes filtradas da mesma, serdo circulos percorridos com velocidade uniforme. Nesse caso,
a curva ¢ pode ser escrita como uma série finita de Fourier, com freqgiiéncia maxima k = 1
e amplitude |e;) = R. Se T é o periodo da reparametrizacio corrente, a velocidade da
curva serd 2aR/T.

Conforme visto na secéio 3.8.3, a filtragem gaussiana reduz a amplitude dos termos de

freqiiéncia 1 pelo fator
wp = exp ( )
! T

Portanto, a curva fiitrada ¢ sera um circulo de raio

R' = Rw; = Rexp (— (%)Q) (4.5)

A curva ¢ é entdo reparametrizada em termos do comprimento da curva filtrada ¢’. Segue-
se que seu novo perfodo T serd o perimetro 2w R’ de ¢’. Substituindo na férmula (4.5)
temos que o algoritmo varia o raio R’ do circulo filtrade pela iteragdo

R+ Rexp (— (%)2) ~ Rexp (— (5%,-)2) (4.6)

E necessirio portanto verificar que esta iteracdo nao reduz toda a curva a um ponto, mas
converge para uma curva de comprimento malor que zero.
Para estudar a convergéncia da iteragdo (4.6) convém reescrevé-la na forma

R 1(3)°
R (i
ou, denotando R'/R por w, e A/R por «,
' 2
W + exp (— o ) (4.7)

4w?
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A figura 4.12 mostra o gréfico do lado direito da iteragdo (4.7), f(w) = exp{—a?/(4w?)),
para diversos valores da razdo o = A/R:

141 | | | alpha =05 —— |
. alpha=1.0 ——
12 alpha = 2.0 e |

e e =

08 ¢
06
04

0.2 |

0 05 i 1.5 é
Figura 4.12: Gréfico de f(w) = exp(—a?/{4w?)).

As solugbes da iteragdo (4.7) correspondem as intersecbes do grafico de f(w) com a
reta r(w) = w. Como pode ser visto na figura, a iteragdo possui sempre um ponto fixo
trivial w = 0 (ou seja, R’ = 0) , correspondente ao ponto A da figura. Além disso, se & é
menor que um certo valor critico o ha outras duas solucoes, correspondentes aos pontos
B e C. A solugdo B ¢ instavel, do ponto de vista do algoritmo, que portanto convergira
para a solucio A ou C, conforme a estimativa inicial para w esteja & esquerda ou & direita
de B. Em particular, se a estimativa inicial for w = 1 (isto é R’ = R), verifica-se que a
iteracao converge rapidamente para a solugdo C.

4.7.2 Raio critico

O valor critico da razio & = A/R é o* = {/2/e ~ 0.858. Portanto, circulos com raio R
menor que A/a* & 1.2 s8o reduzidos a um ponto pelo algoritmo de filtragem geométrica,
enquanto que circulos de raio maior que A/a* sdo reduzidos por um fator maior ou igual
aw*=1/y/e~0.607.

Com base neste caso particular, pode-se intuir que a filtragem de curvas mais gerais exi-
be um comportamento similar. Verifica-se que detalhes (protuberéncias ou reentrancias)
na curva com raio < 1.2X sdo eliminadas, enquanto que detalhes com raio > 1.2) séo
reduzidos para 60% do seu tamanho original, se tanto. Em particular, como visto na
figura 4.11, talhos de largura < 2.4X s&o eliminados, qualquer que seja a profundidade,
enquanto que talhos de largura > 2.4 praticamente ndo sao alterados.




4.7. Convergéncia da filtragem geométrica 48

4.7.3 Solucoes multiplas

Na verdade esta anélise também revela que a solugdo pode nio ser dnica. Dependendo
da parametrizacfo inicial, certos detalhes podem ser eliminados ou nio, e nos dois casos
a parametrizagio natural do resultado pode ser consistente com a parametrizacio inicial
escolhida.

Ou seja se a curva original ¢ tém dois pontos X e Y, cuja distancia em linha reta é da
ordem de A, existe uma solugido estdvel em que a curva filtrada ¢ pula diretamente de X
para Y sem acompanhar a parte de curva entre estes dois pontos. Esta solugio nio sera
normalmente encontrada pelo algoritmo uma vez que a estimativa inicial para a solucdo é
a prépria curva c.

A existéncia de varias solucdes estdveis potenciais implica que é dificil dar uma carac-
terizacio direta da curva filtrada. Ela é uma desvantagem da filiragem geométrica.

4.7.4 Velocidade de convergéncia

Infelizmente, ndo podemos limitar o nimero de iteracOes executadas pelo algoritmo 2,
pois esse parametro depende do tamanho das irregularidades a serem removidas. Se o
contorno possui um talho profundo e estreito (como na figura 4.11), cada iteracao reduz
o comprimento do talho de uma distancia da ordem da escala de filtragem A; portanto o
nimero de iteraces é proporcional a profundidade do talho dividida por A.

4.7.5 Correspondéncia entre as curvas

A reparametrizagido da curva ¢ no decorrer do algoritmo 2 significa que pontos correspon-
dentes no contorno original e no contorno filtrado terfio valores diferentes do pardmetro
t. Esta discrepéncia é inconveniente, porque, para o processamento multi-escala, que des-
creveremos no capitulo 10, é necessdrio conhecer a correspondéncia entre os pontos destas
duas curvas.

Para contornar esta dificuldade, associamos a cada amostra ¢; de cada contorno filtrado
um rétulo 7, que é o comprimento do contorno original (néo filtrado) desde o ponto que
corresponde & amostra ¢y até o ponto que corresponde & amostra ¢;. Quando aplicamos o
algoritmo de filtragem & curva ¢, obtemos novas amostras dy, .. d,,, com tempos igualmente
espagados ¢}, .. ¢, € novos tempos #1, .. {, para as amostras ¢y, .. ¢, que indicam a posi¢io
das mesmas na curva filtrada. Por interpolagio dos valores ¢;.. na fung8o linear por partes
definida pelos pares (%;, 7:} obtemos, para cada amostra d;, o rétulo 7; correspondente.

Uma vez determinados os rétulos 7; para todas as escalas de filtragem, podemos mapear
um ponto de uma versdo filtrada para outra. Por interpelagao direta caleulamos o rétule
7 do ponto em questdo, e por interpolacio inversa encontramos o ponto correspondente
na outra curva.
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A figura 4.13 mostra a correspondéncia entre os pontos de uma curva original e de sua
versdo filtrada com A = 64 pixels.

Figura 4.13: Curva original (mais externa) e sua verséo filtrada (curva interna).




Capitulo 5

Informacao contida nos contornos

Para descobrir se problemas de tamanho realista (milhares de fragmentos) podem ser
resolvidos considerando-se apenas os contornos dos mesmos precisamos saber quanta in-
formacéo 1til existe no formato de um fragmento. Por “util” queremos dizer a informacao.
que pode ser usada para identificar os fragmentos adjacentes ao mesmo.

Neste capitulo, descreveremos um método para determinagao da deste dado, especi-
ficamente a quantidade média de informagao 1til contida em um pedago de contorno de
fragmento de um dado comprimento. Lembramos que dois segmentos de contornos que cor-
respondem & mesma linha de fratura nunca séo precisamente congruentes: sempre existem
algumas diferengas, quer reais (por exemplo, perda de pequenas migalhas de fragmento)
quer artificiais (devido a erros no processo de extragdo dos contornos). A informagdo itil
contida em um pedac¢o de contorno é determinada pela magnitude de todos estes erros,
em relacdo ao tamanho dos detalhes caracteristicos que podem ser usados para identificar
o parceiro de um dado segmento.

5.1 Conceitos basicos de teoria da informacao

Revisaremos aqui alguns conceitos béasicos de teoria da informac&o que serao usados mais
tarde.

5.1.1 Entropia e informacao

Vamos denrotar por avg{X) e var(X) a média e a varidncia de uma variavel aleatdria (real
ou complexa) X,

avg{X) = /C;Pr(XHx)xd:c {(6.1)
var(X) = avg(|X —avg(X)]?) (5.2}

30



5.1. Conceitos bdsicos de teoria da informacéo 51

A incerteza ou entropia de uma varidvel aleatéria X, que varia sobre um dominio
continuo D, é por definigao

H(X)= —_/DPr(X == ) logy Pr(X ~ z) dx (5.3)

onde Pr{X = ) é a densidade de probabilidade de X nas vizinhangas do ponto z de D.
Em particular, se X é uma varidvel real com distribuicdo gaussiana de varidncia X,
verifica-se que sua entropia é
1 .
H(X) = 3 log, (27eX) (5.4)
Dizemos que uma varidvel complexa tem distribuigdo gaussiana, simétrica de varidncia
X se suas partes partes real e imagindria sdo varidveis gaussianas independentes com a

mesma variancia X /2.
A partir da férmula (5.4}, podemos deduzir que a entropia de tal varidvel é

H(X) = logy(meX) (5.5)

5.1.2 Informacao condicional

Se A e B sao duas varidveis aleatdrias com dominios Dy e Dpg, a informagao que ganhamos
sobre B, quando sabemos que A tem um valor particular v, é

I{BjA=y)=H(B)-H(B|A=y) (5.6)

onde H(B | A=y) é o valor da férmula (5.3), calculado para a distribui¢éo de probabili-
dade condicional Pr(Brz | A =1y).

A informagdo média fornecida por A a respeito de B é o valor esperado da grandeza
I(B | A=y), para um valor genérico de y, isto &,

I(B| A) = H(B) — H(B | A) (5.7)

onde

H(BlA)= D HB|A=y)Pr(A=~y)dy (5.8)

5.1.3 Informac¢ao mutua

Um caso que nos interessa particularmente é quando A =S+ N e B = 5+ P, onde S,
N e P sio varidvels complexas independentes com distribuictes gaussianas simétricas e
varidncias §, N, and P. Podemos pensar no ndmero complexo S como uma “mensagem” a
partir da qual sdo feitas duas cdpias independentes, que sdo corrompidas por “ruidos” N
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e P. Nosso objetivo é determinar quanta informaco a mensagem A dé sobre a mensagem
B, na média.

Neste caso, verifica-se que A e B também tém distribuicGes gaussianas simétricas com
varidncias A = S+ Ne B=§+ 15, respectivamente. Portanto, o primeiro termo da
férmula (5.7) é simplesmente

H(B) = log,(meB) = log,[re(8 + P)] (5.9)

Mais ainda, verifica-se que a distribuicdo condicional Pr(S =~ z | A = y) é outra
gaussiana com média y5/A e variancia SN/A. Uma vez que P é independente de N e S,
a distribuicdo condicional de B = S + P, dado A = y, € também uma gaussiana, com 2
mesma média yS / A e variancia SN / A + P. Observe que a varidncia nio depende de y;
de modo que a férmula (5.8) se reduz a

SN .
H(B| A) = log, {ﬁe (7 + P) (5.10)
De acordo com a férmula (5.7), a informacao dada por A sobre B €, entéo,
I(B|A) = H(B)~-H(B|A)
= log,[me(S + P)] — log, |i7re (% + }3)
- log [ 6+ P
= 9% | ZR L F
:T + P
AB
=1 P Py 2.11
8 | SN 1 AP (511

5.1.4 A férmula de Shannon-Hartley
Em particular, tomando N = 0 (isto ¢, B = S) obtemos a férmula de Shannon-Hartley [16]
S+ N }

I{5] A) = log, l%] = log, [ %

(5.12)

que d4 a gquantidade de informagao fornecida pela mensagem corrompida A sobre a men-
sagem original S.

Intuitivamente, a distribui¢do da mensagem observada A é uma nuvem gaussiana
simétrica no plano complexo, com &area proporcional a S + N: enquanto que a distri-
buigdo do ruido N é uma nuvem menor com area proporcional a N. Portanto podemos
empacotar O((S + N)/N) cipias desta tltima dentro da primeira, com uma quantidade
fixa de sobreposicdo; i.e. podemos distinguir O({S + N)/N) valores discretos de .S, com
uma confianga estabelecida. Veja a figura 5.1.
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Figura 5.1: Distribuigdes para as varidveis complexas S (sinal originai), N
(ruido), e A = S + N (sinal observado).

5.1.5 Informacao a partir do espectro

Como visto no capitulo 4, se um sinal s(t) € conhecido em apenas um conjunto finito de
instantes uniformemente espagados ¢; = j4, para 0 < j < m, podemos expressi-lo como
uma. série discreta de Fourier

s; = s(t;) = Z Skexp(@tj) (5.13)

onde T = mé € o perfodo, n = [m/2] é a freqiiéncia mdzima, ¢ i = v/—1 é a unidade
imagindria. Lembramos que os coeficientes de Fourier S; de uma série de valores reais
d; satisfazem S_j = S} para todo k; além disso, S é real, e S, é real quando m & par.
Portanto, temos exatamente m graus de liberdade nos coeficientes de Si.

5.2 Interpretando curvas como sinais

Antes de aplicarmos as ferramentas da teoria da informacao ao nosso problema, devemos
transformar cada curva em um sinal, que retorna valores reais em funcio de um parametro
real {. A transformagfo deve assegurar que segmentos de contorno adjacentes resultem
em sinais parecidos, mesmo se os fragmentos tiverem sido digitalizados com orientacdes
aleatdrias.

A escolha natural para o pardmetro ¢ é o comprimento da curva a partir de um ponto
de referéncia. Néao ¢ valido usar as coordenadas = ¢ y como dois sinais separados, ja
que elas ndo sdo independentes na parametrizacao pelo comprimento do arco. Nio é
valido tampouco usar apenas uma das duas coordenadas, pois dessa forma estariamos
descartando informacgfo das partes da curva onde a mesma é aproximadamente paralela
a0 eixo correspondente.

Uma representagio que é geralmente usada no reconhecimento de formas é o grafo da
curvatura em fun¢do do comprimento do arco. Esta representacdo seria adequada para
nosso propdsito (tanto assim que a usamos no resto do trabalho). Contudo, uma vez
que a curvatura é essencialmente uma derivada segunda, ela tende a awmentar o efeito
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do ruido nas escalas pequenas. Além disso, o formato do grifico de curvatura em geral
é bem diferente do formato da curva. Apesar destes problemas nao afetarem a andlise
acima, baseada na série de Fourier, parece prudente usar uma representacio que seja a
mais proxima possivel da curva original.

Portanto, usaremos neste capitulo uma fungdo de forma derivada do segmento da
curva conforme descrito abaixo. Vamos supor que o segmento de curva em questio tem
comprimento L, e é dado por n+1 = 2¥ 41 pontos amostrais ¢y, .. ¢, no plano, igualmente
espacados ao longo da curva. A func¢ao de forma s é conceitualmente definida no intervalo
[0 _. L], e é representada por n + 1 amostras sg, s, .. Sp, COM S5 = S, = 0, pelo seguinte
procedimento recursivo:

1. se n =0, retorne sp = 0.

2. seja r o indice da amostra do meio do segmento, 7 = n/2. Recursivamente converta
as seqiiéncias ¢y, .. ¢y € Cp, .. Cp €N SINAIS S, .. Sy € Sp, .. Sp-

3. seja o 0 dngulo entre os vetores u = ¢, — ¢y € ¥ = ¢, — C,. SOome &S amostras sy, .. 8,
uma sequéneia g, .. gn COM go = gp = 0, g, = aL /4, ¢ demais valores definidos por
interpolagdo linear entre estes extremos (i.e., um pulso triangular de altura aL/4).
Retorne a seqiiéncia sg, .. S.

Esta transformagio é completamente inversivel: dado o comprimento L, o ponto ¢y,
a linha cpcn, € as amostras s;, podemos reconstruir os pontos originais ¢; executando os
passos do algoritmo na ordem inversa. Esta representagdo, ao contrdrio do grifico das
curvaturas, nao aumenta o ruido em pequena escala, e preserva qualitativamente a forma
da curva, mesmo quando esta ndo é o grafico de nenhuma fungdo. Veja figura 5.2.
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Figura 5.2: Uma curva e sua fungao de forma.

Um problema desta transformagao é que uma perturbacao local pode mudar o compri-
mento da curva, e portanto causar um deslocamento global da func¢éo de forma a partir
do ponto onde a perturbacio ocorre. Entretanto, verifica-se experimentalmente que as
fungdes de forma de dois pedacos de contorno correspondentes, como os ilustrados nas
figuras 5.3 e, 5.4 geralmente permanecem sincronizadas na maior parte cos seus compri-
mentos, conforme mostrado na figura 5.5.

Figura 5.3: Dois fragmentos correspondentes — tamanho real.
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Figura 5.4: Partes correspondentes de dois fragmentos vizinhos, ampliados. As
linhas da grade tém espagamento de 1 mm. Os contornos foram digitalizados
com resolugiio de 300dpi (0.085 mm/pixel) e suavizados por um filtro gaussiano
de escala caracteristica A = 0.152 mm.
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Figura 5.5: As funcgdes de forma dos dois segmentos correspondentes mostrados
na figura 5.4.

5.3 Contetudo de informacao dos contornos

A férmula para informagéo mutua (5.11) pode ser muito simplificada no caso dos sinais
gaussianos—sinais cujos coeficientes de Fourier sio varidveis aleatdrias independentes,
com distribuictes gaussianas simétricas de média zero no plano complexo. Muitos sinais
naturals se enquadram neste modelo.

Abstratamente, podemos considerar os contornos dos fragmentos digitalizados como
sinais gaussianos (as linhas de fratura) corrompidos por ruidos (migalbas de material per-
dido, erros na aquisi¢cdo dos dados, etc). Especificamente, os formatos dos dois segmentos
correspondentes podem ser escritos como a(t) = s(t) + n'(¢) e b(t) = s(t) + n"(t), onde
s é a forma da linha de fratura ideal, e n’, n” sfo as fungdes de “ruido” que descrevem a
perda de material, erros de aquisigao, etc.
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Sejam Ag, Bk, Sk, Ny, e NJ! os coeficientes de Fourier de @, b, 5, n', e n”, respectiva-
mente. Vamos supor gue S tem varidncia Sk, e que N, e IV} tem a mesma varidncia Ne.
Neste caso, pela férmula 5.11, a informagéo fornecida por cada coeficiente Ay a respeito
do coeficiente correspondente By é

(Skﬁ-ﬂﬁ)z }

Ik = }.Og “A—LEEA = lo = = =
SNk + Ap Ny, (25% + Nx)Ng

A informacao total sobre b obtida a partir de a é entdo, simplesmente,

Tior = Z Ik
k=0

observe que a soma inclui somente termos com k£ > (0, uma vez que os coeficientes de
Fourier com % negativo sao determinados pela condicido S_; = S} caracteristica de sinais
com valores reails.

(5.14)

5.3.1 Determinando S; and N,.

Infelizmente, n&o temos informacio direta sobre a variancia do sinal original 3 (a funcéo
de forma da linha de fratura ideal) ou do ruido Ny (a diferenca entre as linhas de fratura
e os contornos observados). Entretanto, podemos estimar estes pardmetros comparando
secoes de contornos de fragmentos que sabemos corresponder s mesmas linhas de fratura
no objeto original, como os ilustrados na figura 5.3.

Vamos denotar por a(t) e b(t), para t € [0.. T), as fun¢des de forma de dois segmentos
de contorno correspondentes, como as da figura 5.5, selecionados de maneira que os pontos
centrais a(T/2), b(T/2) dos dois gréficos correspondam ao mesmo ponto da linha de fratura
ideal. Seja m(¢) = [a(?) +b(t))/2 a média dos dois sinais, e d(t) = a(t) — b(¢) sua diferenga.
Veja a figura 5.6.
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Figura 5.6: A média m(¢) = [a(¢) + b(£)]/2 e a diferenga
d(t) = a(t) — b(t) das fungbes de forma da figura 3.5.
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Os coeficientes de Fourier M, e Dy dos sinais m e d tém entio varidncia

Mk _ V&r(Sk_'_Nk-;Sk_i_Nk)
& 1 ! 1 - "
= S]c + ZV&I(Nk) -+ ZV&I'(N]C)
~ 1 -
= Sk-i' ENk (515)

Dy = ar((S;c + Ng) — (S + NY))
= var(N; — Ny)
= var(Nk) + var(—Ny)
= 2N

Sendo assim, dado um conjunto de pares de segmentos casados, podemos calcular a
partir dele as varidncias M e Dy, e entdo estimar as varidncias Sy e N pelas férmulas

. o 1. . 1.
Si=M,--Dp  K=3D (5.16)

Portanto, pela formula (5.14), a quantidade de informacéo contida na componente de
freqiiéncia k da curva a sobre a mesma componente de seu parceiro b €

(A’
W, 400+ 301) (D)

] (5.17)

I = log

nhl.l—l

Mka

Quando estimamos as varidncias Mz e D¢, devemos notar que elas sdo usadas como
argumentos para a funcdo logaritmo, que é altamente ndo linear neste caso. Portan-
to, ao invés de computar as varidncias pela férmula usual, é mais seguro expandir a
férmula (5.17}, obtendo

Ir = 2log Ag — log My, — log Di (5.18)
e entdo estimar o termo log Ay pela média de log(|Ax|®) para varios segmentos, e similar-
mente para log M), e log Dy.

5.3.2 Verificagao de consisténcia

Para verificar a consisténcia da férmula (5.18), vamos supor que a(t) € b(t) sdo as funcdes
de forma de dois segmentos, com o mesmo comprimento, de contornos ndo relacionados.
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Neste caso, temos a = s +7n' e b = &”" + n”, onde &' e " sdo sinais independentes. As
varidncias dos coeficientes My, e Dy sdo portanto

. ! ' H I
M = var(Sk+Nk-+2-Sk+Nk)

1. . A 1.
= E(Sk + Ng) = §Ak

Dy = var((S) + Ng) — (S + V)
= Q(Sk + N’k) = 2:&](:

Pela férmula (5.18), obtemos entao
- 1. -
Iy =2log Ay, — log(g./-lk) —log(2A,) =0

conforme esperado.

5.4 Resultados experimentais

Para testar esta teoria, preparamos cerca de 100 fragmentos oriundos de 4 ladrilhos de
cerdmica ndo vitrificada, fragmentados para o experimento com didmetro variando de
10 a 50 mm. Digitalizamos esses fragmentos com um scanner de mesa de 300 dpi, e
extraimos suas linhas de contornos conforme descrito no capitulo 2. Para remover o ruido
de quantizagao, suavizamos cada contorno com um filtro geométrico gaussiano (capitulo 4),
com escala caracteristica A = 1.8 pier ( = 0.152mm), e reamostramos cada conjunto com
passo uniforme 1 pixel { = 0.085 mm). Alguns desses contornos sio mostrados na figura 5.7.

GDAQ
NN

Figura 5.7: Alguns contornos obtidos a partir de fragmentos de cerimica.

Para o teste, a partir dos contornos filirados, selecionamos 33 pares de fragmentos ad-
Jjacentes nos ladrilhos originais, e manualmente extraimos os segmentos correspondentes
dos seus contornos, com cerca de 10-20 mm de comprimento. Para cada um desses pares,
encontramos o melhor ajuste geométrico, como descrito no capitulo 6. Feito isso, selecio-
namos dois pontos correspondentes, um de cada segmento, e extraimos de cada segmento
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um trecho correspondente de comprimento 64 pixels (5.4 mm), centrado no ponto selecio-
nado. Convertemos entdo estes trechos para funcdes de forma a(t) e b(¢), como explicado
na secio 5.2, e calculamos o sinal médio e o sinal diferenca m(t) e d(¢) para cada par.

As figuras 5.8 e 5.9 e a tabela 5.1 mostram as varincias estimadas A, My, e Dy e o
conteddo de informagdo 1itil Iy, para cada componente de freqiiéncia k, computados pela
férmula (5.18).

wavelength {(mm}

5.0 1.0 0.50.4 0.3 0.2
WTTY—Tf¢e 1T 1T F 1 T 1 T T T
1k average |(M[k]|"2 -
[ average |D[k] "2 =——-2 ]
. 0.1 F [T ' .
< t .
E  o0.01F |l .
3 0.001 F 3
=
5] - ]
& 00001 - =
1e-05 k 3
!

frequency k

Figura 5.8: Espectro médio de poténcia do sinal médio(Mk) e do sinal
diferenca(Dy) para um conjunto de 33 segmentos correspondentes.

wavelength (mm)

5.0 1.0 0.50.4 0.3 0.2
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-
2 2t
l =
0
-1 b1 ] 1 ! 1 1 ] -

0 5 10 15 20 25 30
freguency k

Figura 5.9: Informacdo 4til I por freqiiéncia %, calculada a partir dos dados da
figura 5.8.
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k 421;5 Mk bk Ik Ik/L
mm? mm? mm? | bits ﬁ
0.79343 | 0.78351 | 0.03366 | 4.58 | 0.845 ;
0.14348 | 0.13903 | 0.01634 | 3.18 | 0.587
0.03649 | 0.03459 | 0.00872 | 2.14 | 0.395 |
0.00935 | 0.00789 | 0.00592 | 0.90 | 0.166
0.00529 | 0.00437 | 0.00306 | 1.07 | 0.197
0.00256 | 0.00188 | 0.00223 | 0.64 | 0.118
0.00088 | 0.00070 | 0.00080 | 0.47 | 0.087
0.00049 | 0.00040 | 0.00043 | 0.47 | 0.086
0.00020 | 0.00016 | 0.00016 | 0.58 | 0.106
0.00011 | 0.00008 | 0.00010 | 0.48 | 0.089
0.00005 | 0.00003 | 0.00005 | 0.68 | 0.126
0.00004 | 0.00003 | 0.00002 | 1.16 | 0.214 _;
0.00003 | 0.00002 | 0.00003 | 0.47 | 0.087 |
0.00002 | 0.00002 | 0.00002 | 0.11 | 0.020
0.00002 | 0.00001 | 0.00002 | 0.75 | 0.139
0.00002 | 0.00001 | 0.00002 | 0.50 | 0.093

W00 -1 O U e G B

T S S Sy S g S
o h A s WO O~ O

total 18.2 | 3.356

Tabela 5.1: Resultados para um conjunto de 33 pares de segmentos de contorno
correspondentes: espectro de poténcias do contorno(fik), sinal médio(M,), e
sinal diferenca (D), conteddo de informacio estimado(l;), e a densidade de
informagao(J;/L), por freqiiéncia k.

Observe que a varidncia Ay, foi estimada calculando-se a média dos logaritmos de |4;|* de
todas as amostras, como descrito na segdo 5.3, e tomando-se o anti-logaritmo da mesma.
() mesmo para Mk e f)k.

A tabela 5.2 mostra o conteido de informagio I, condensado por escalas de detalhe
(bandas de freqiiéncia logaritmicamente espacadas), e acumuladas em cada escala.
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freq w. length g | Fog / L

bits
MIT:

1.1 [2.71..542 | 4.58 | 0.845
2.3 | 1.36..2.71 | 5.32 | 0.982
4.7 |0.68..1.36 | 3.08 | 0.568
8..15 [ 0.34..0.68 | 4.70 | 0.867
16..32 | 0.00..0.34 | 0.50 | 0.092

total 18.2 | 3.355

mm bits

Tabela 5.2: Informacdo itil (7;,) e densidade de informagao (I;/L), acumuladas
por escala de detalhe (banda de freqiéncia)

A titulo de experimento de controle, repetimos o processo com 30 pares de segmentos
ndo correspondentes. As figuras 5.10 e 5.11 mostram o espectro de poténcia médio e o
contelido de informacio 1til Iy para cada amostra. Observe que I é praticamente nulo
neste caso, como esperado (segdo 5.3.2).

wavelength (mm)

5.0 1.0 0.50.4 0.3 0.2

[ (L1 N R I I O N B T B T T T ]
1F +___ average |M[k]|["2 x
[ -l'- average |[D[k]|*2 b-——-- 7
o

power [(mm~2)
(]
O
[}
'_I
1

L]
(=]
o
[
[y
I

frecquency k

Figura 5.10: Espectro de médio de poténcia do sinal médio (M) e sinal
diferenga (D), para um conjunto de 30 pares de segmentos nao correspondentes.
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wavelength {mm)

5.0 1.0 0.5 0.4 0.3 0.2
= unrr «rrrtr 111 T T T p=

information per freguency

bits

frequency k

Figura 5.11: Informacdo itil I, por freqiiéncia k, calculada para os dados da
figura 5.10.

5.5 Consideragoes finais

Baseados nestes resuitados, concluimos que, nos fragmentos utilizados, o formato de um
segmento de contorno de 5.4 mm de comprimento contém pelo menos 18 bits de informacéo
titil a respeito do formato do segmento correspondente. Esta informagéo estd quase intei-
ramente contida nas componentes de fregiiéncia entre 1-16 {comprimentos de onda entre
5.4 ¢ 0.34¢mm).

O perimetro médio L dos fragmentos em nossos testes é cerca de 2000 pixels (170 mm).
Uma vez que os contornos foram amostrados com passo de 0.5 pixel, cada contorno tem
aproximadamente 4000 =~ 2'? segmentos que podem corresponder a um dado segmento.
Portanto, os 18 bits de informagao 1til contida num segmento de contorno com 5 mm de
comprimento permitem identificar pares de segmentos correspondentes entre 218/212 — 64
fragmentos, com uma probabilidade de acerto fixa.

Esperamos obter melhores resultados se usarmos segmentos de contorno apenas um
pouco maiores do que 5 mm. Se as propor¢des forem mantidas, um segmento de 10 mm de
comprimento conterd 36 bits de informacio, suficientes para identificar seu parceiro entre
2%% (4 milhdes) segmentos. E claro que alguns dos 36 bits seriam redundantes e portanto
intiteis; entretanto, dada a natureza fractal dos contornos dos fragmentos (segdo 1.6.2)
espera-se que esta redundéncia seja relativamente pequena. Por outro lado, tude leva a
crer que a nova componente, com comprimento de onda A = 10mm, fornecerd sozinha
outros 5 bits de informagao além dos 36.




Capitulo 6

Discrepancia de segmentos de
contornos

Neste capitulo, vamos discutir como quantificar a semelhanga (ou diferenga) na forma de
duas curvas e usar o resultado para identificar pares de segmentos correspondentes.

6.1 Conceitos basicos

Vamos supor que cada contorno é uma curva simples fechada, representada por uma
segiiéncia circular de amostras. Cada amostra pode ser um ponte do contorno — ou
qualguer outra propriedade local, geométrica ou fisica. Também vamos supor que as
amostras sao uniformemente espacadas ao longo do contorno, e que o passo de amostragem
§ é aproximadamente o mesmo para todos os contornos.

Um candidato é um par de segmentos pertencentes a contornos diferentes. Diremos que
um candidato é verdadeiro se 0s seus segmentos correspondem a mesma linha de fratura
ideal, e diferem somente pelos erros de aquisicdo da imagem ou pela perda de migalhas.
Caso contririo diremos que o candidato é falso. Denotaremos por V e F 08 conjuntos
de todos os candidatos verdadeiros e falsos, respectivamente, que existem no conjunto de
contornos dados.

Note que quando extraimos o contorno de um fragmento, seguimos sua fronteira no
sentido anti-hordrio, como explicado na segdo 2.2. Sendo assim, dois segmentos que com-
partilham uma mesma linha de fratura sao percorridos em dire¢Ges opostas, como mostrado
na figura 6.1. No restante deste capitulo, sempre que compararmos dois segmentos, vamos
supor que um deles foi invertido, para compensar este fato.

64
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Figura 6.1: Segmentos adjacentes possuem sentidos opostos.

6.2 Classificacao por discrepancia

Para quantificar a qualidade de um candidato, definiremos o conceito de diserepdncia,-
uma medida de quio diferentes séo os dois segmentos — na forma, ou em alguma outra
caracteristica derivada.

6.2.1 Discrepincia com correspondéncia perfeita

Sejam a(t) e b(t), t € {0 __ T, os dois segmentos de contorno que queremos comparar, Com
parametrizagao natural. Vamos supor inicialmente que hi uma correspondéncia perfeita
entre os dois segmentos, isto é, a(t) e b(t) correspondem ao mesmo ponto da fratura ideal,
para todo ¢. Seja ||a(t), b(¢)||* uma medida da diferenca entre dois valores do contorno a(f)
e b(t), que chamaremos de discrepdncia quadrdtica pontual. Por exemplo, se os valores
sao pontos no plano podemos usar a distancia euclidiana |a(t) — b(¢)|. A discrepdncia
quadrdtica total do candidato é, por definigéo,

C*(a,b) = ] la(t), b |12 dt (6.1)

Na prética, os contornos dos segmentos do candidato (a,b) sdo dados por amostras
a = (a1..a,) € b = (b1.. by), igualmente espagadas ao longo dos segmentos. Nesta secdo,
Vamos supor que as amostras estdo centradas em 7 subintervalos iguais de [0 __ T, ou seja

@ =a (“ ”n1/2T) b =b (“ "nl/QT)

Neste caso, a integral pode ser aproximada pela somatéria das amostras:

C?(a,b) ~ 65%(a, b)
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onde n
§%(a,0) = Y llas, bill? (6.2)
i=1

Intuitivamente, quanto menor o valor de C%(a, ) (ou 5%(a, b)) maior a probabilidade
dos segmentos a, b corresponderem ao mesmo trecho de uma linha de fratura.

6.2.2 Justificativa da férmula

Para justificar a utilizagdo da fun¢do $*{a, b) na classificagdo dos candidatos, vamos estu-
dar analiticamente o comportamento da mesma para uma situacgao bastante simplificada,
em que as amostras sao valores reals. Vamos supor primeiramente que o candidato é ver-
dadeiro. Seja entdo ¢; a amostra da curva ideal correspondente as amostras observadas
a; € b;, e sejam a; = a; — ¢, e f; = b; — ¢; as perturbagdes de ¢; que resultaram nessas
amostras. Vamos supor que as amostras ideais (¢;) e os rufdos (a; e 5;) séo varidveis

aleatérias independentes, com distribuicbes gaussianas de desvios padrio w e ¢ (¢ K w),.

respectivamente. Neste caso, a diferenca a; — b; ¢ uma varidvel aleatdria com distribuicdo
gaussiana de varidncia v? = 2¢%. Ou seja,

1 2
Pria; — b=z | (a,0) € V) = G, 5(z) = o exp (_%2_)

Suponha agora que o candidato é falso. Neste caso a; e b; sdo duas amostras nao relacio-
nadas — isto é, a; = ¢, +a; e b; = ¢ + §; — e portanto a diferenga a; — b; é uma varidvel
aleatdria com distribuico gaussiana de varidncia ¢ = 2(w?® + ¢?). Ou seja,

1 1 22
P p — 0~ sb F = 4
r{a; — b = 2| (a,b) € F) zmﬁew ( 4w2+62)

Em ambos os casos, prova-se que a funcio

T

S = 8%*a,b) = > _ llas, bil®
=1
é uma varidvel aleatéria com distribuigdo x? de n graus de liberdade [25]. A média de
cada termo [|a,—,b£]|2 é a varidncia de a; — b;; ou seja, 7> = 202, se os contornos forem
correspondentes, e ¢ = 2(w? + 0?), se ndo forem. Portanto, o valor médio de S%(a,b) é
ny® = 2no? no primeiro caso, e n¢? = 2n{w? + ¢*) no segundo caso. Isto &,

1 (z/v*)®~372 exp ((—2/7%)/2)

7 27/2T(n/2) (6:3)

2272 exp(—2z/(27%))
202 T (n/2)

Pr(§%~z|(a,b) V) =

(6.4)
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Pr($?=~z|(a,b) € F) = 1 (2/¢H) 02 exp ((—2/67)/2)

- $2 gn/2 F(n/?) (6-5)
_ AP exp(=2/(24) 69
¢ 2772 T (n/2)
Veja a figura 6.2.
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Figura 6.2: Distribuigbes de probabilidade da medida S%(a,b), para candidatos
verdadeiros e falsos, com n = 10 amostras, c =1 e w = 5.

A figura 6.2 sugere que se S%(a,b) < 50 o candidato (a,d) é provavelmente verdadeiro;
enquanto que se S*(a,b) 3> 120 ele é provavelmente falso.
O teorema de Bayes [25] permite tornar esta intui¢io mais precisa, e calcular a proba-

bilidade de um candidato ser verdadeiro (V), ou falso {F), dado o valor de S%(a, b):
Pr(S? = z | {a,b) € V) Pr((a,d) € V)
D x=y s P(S2 = 2| (a,b) € X) Pr((a,b) € X)

Pr({a,b) € V| S’ 2) =

ou, mais sucintamente,

2o Pr(5? = z | V) Pr(V)
Pr(V | S =z2) = > xey s PE(S2 % 2 | X) Pr(X)

As probabilidades “a priori” Pr(V) e Pr{F) dependem do nimero de fragmentos e de seus
comprimentos. Note que Pr(V) ¢ a probabilidade da amostra b; ser a parceira correta
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da amostra a;; ¢aso seja, os demais pares a; € b; também serfo corretos, pelas suposicoes
iniciais. Portanto, se o numero total de amostras considerando todos os fragmentos juntos
(excetuando-se o que contém o segmento a) for M, entdo Pr(V) =1/M. Logo,
2 n, 1
Pr(V|S*=2z) = Prl(S ~ 2| V) - (6.7)
Pr(52~ 2 | V)3 +Pr(S? =~ z | F)(1 — 57)
Pr(§* 2~ z | V)

= ez V) + (M =DP P~z [P (68
Portanto pelas férmulas (6.4) e (6.6),
U e )
2 . v 2%2 D (n/2)
Pr{V| 5=~z = 2272 exp(—2/277) (M ZPD/2 exp(—2/(242))
272 T(n)2) & 272 T (n]2)
Simplificando,
Pr(V |82~z = ! (6.9)

O () (7 ()
Esta distribuicdio e seu complemento Pr(F | 82 = z) = 1 — Pr(V-| 8% = z) estdo ilustradas
na figura 6.3.

1.2 - "
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1
0.8 .
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0.4 :
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Figura 6.3: Pr(V | 2~ 2) e Pr(F | 2~ 2),paran=10,0 =1, w=5¢
M = 10000.
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6.2.3 Discrepancia de corte

A discrepdncia quadrdtica critica é o valor =% de S%{a, b) para o qual o candidato pode ser
tanto verdadeiro quanto falso, ou seja, Pr(V | S? =~ 52) = 1/2. Pode-se verificar que

:| ¢2'Y2

52 =2 nlné—-ln(M— 1)

- (6.10)

(,02'—-"}’2

Como pode ser visto na figura 6.3, quande S* <« Z? é quase certo que o candidato é
verdadeiro; e quando S? 3> =% é quase certo que ele é falso.

Segundo a férmula (6.10), =% é negativo quando n é menor que um certo ndmero
minimo (M — 1)
nM—1
Timin = ~ 7" 6.11)
In(¢/7) (

A interpretagfo deste fato é que para candidatos com menos de 7,y amcstras, a hipétese
do candidato ser falso é mais provdvel que a oposta, por menor que seja sua discrepincia
5%(a,b). '

Podemos escrever =2 na forma

=2 __ IH(M - 1) ¢’2'}(2 ?
=4 = n (n " @/ ) 7 ln_’_}/ (6.12)
= (1~ Nmin)E* (6.13)
onde 272 p
¥
&= ¢* — 2 ln v

Chamamos £2 de discrepdncia quadrdtica critica amostral.

Informalmente, €2 ¢ o valor médio ||a;, b;||* que separa candidatos verdadeiros de falsos
quando os candidatos sdo suficientemente longos (n > 1).

Observe que a discrepdncia gquadritica critica =2 depende de n e de M. Entretanto,
Tmin que depende de M é constante, e portanto desprezivel a medida que n aumenta.

Se as amostras a; e b; sdo pontos de R% em vez de nimeros reais, a varidvel S2(q, b)
tem distribuicdo x* com nd graus de liberdade em vez de n. Nesse caso, a andlise deve ser
modificada de acordo.

O propésito desta andlise é mostrar que existem constantes £2 (que depende apenas da
variancia do “sinal” e do “ruido”) e n, (que depende do niimero de contornos) que nos
permitem decidir se um candidato é verdadeiro ou falso, com bastante confianca, a partir
do sinal de

Ala,b) = C*a,b) — 652 = §[S*(a,b) — (B — Ngnin &7 (6.14)

Se o sinal de A(a,b) é negativo, o candidato é provavelmente verdadeiro; caso contrario,
o candidato é provavelmente falso.
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Porém, na prética, nio podemos utilizar as férmulas (6.11) e (6.13) para calcular os
valores de &2 € myp,, pois ndo conhecemos os valores de ¢ e . Além disso, as férmulas
(6.9), (6.10) ¢ (6.14) foram deduzidas a partir de premissas pouco realistas. Na prética,
nio existe correspondéncia um-para-um entre as amostras dos segmentos. Além disso,
como usamos mais amostras do que o necessario pelo critério de Nyquist, as amostras nédo
sa0 independentes; portanto, o niumero de graus de liberdade na distribuigio da fungio D
é significantemente menor que 7.

Finalmente, se as amostras s2o pontos do plano ou do espago, é necessirio rodar e
transladar um dos segmentos antes da comparacio; € este ajuste remove trés ou seis graus
de liberdade, respectivamente, da distribuigfio da varidvel $%(a, b).

Em vista dessas dificuldades, optamos por determinar os paridmetros £2 e n,,;, empiri-
camente, como serd descrito na secao 9.2.

6.2.4 Saturacao da discrepéancia

Outro fator que deve ser levado em conta no cileulo da discrepancia C%(a,b) é a possi-
bilidade de perda de migalhas, que pode fazer com que a distribuicio dos erros a; — b;
nio seja adequadamente modelada por uma gaussiana. Se a diferenca de duas amostras é
significativamente maior do que o limiar §, a hipotese mais provavel é que as amostras nao
correspondem ao mesmo ponto da fratura ideal — provavelmente por causa de material
perdido, rebarbas etc. Neste caso, o valor exato da diferen¢a nao é muito significative. Por-
tanto, para preservar, na medida do possivel, as conclusoes da segao anterior precisamos
definir a discrepéncia ||a;, b;|| como uma fun¢do nfo-linear da diferenca |a; — &;|, tal que
lla;, B:||* tenha uma distribuido razoavelmente préxima de x? com d graus de liberdade,
onde d &€ a dimensao das amostras.

Na prética, isto significa que ||a;, b;|| deve ser definida de modo a nio ultrapassar um
miltiplo fixo k¢ de £&. Em nossa experiéncia, uma escolha adequada é & = 3.




Capitulo 7

Correspondéncia irregular entre
segmentos

No capitulo anterior, discutimos a classificagio de candidatos supondo que havia uma cor-

respondéncia um-para-um entre as amostras dos dois segmentos. Entretanto, os erros na
aquisicdo dos contornos podem mudar o comprimento das linhas de fratura. Uma vez que
as amostras sdo escolhidas a intervalos iguais sobre o contorno observado, independente-
mente, para cada contorno, verifica-se que, em geral, num candidato (e, #), uma amostra
a; de um segmento corresponde a algum ponto entre duas amostras b; e b;,; do outro
segmento. Além disso, como os dois segmentos tem formas diferentes, a amostra a;.x néo
corresponde necessariamente a um ponto de b entre b;1x e bjr14x. Veja a figura 7.1.

o 11

1 23 45 6 78 9 101112 13 1415

Figura 7.1: um casamento genérico.

Portanto, quando queremos medir a qualidade de um candidato, ndo podemos consi-
derar uma correspondéncia um-para-um entre os dois segmentos como feito na férmula
(6.2). Ou seja, precisaremos generalizar a férmula (6.2) para correspondéncias que permi-
tem pular amostras em qualquer dos dois segmentos.

7.1 Correspondéncia perfeita com velocidade variavel

Vamos supor primeiramente que os dois segmentos sdo descritos por funcdes continuas
a(t) e b(t), para t € [0 __ T, com uma parametrizacio de velocidade varidvel tal que a(%)

71
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e 5(t) sdo pontos correspondentes dos dois contornos, para todo ¢, como na se¢dio 6.2. A
férmula da discrepancia entre estas duas curvas (6.1) deve entfo ser modificada conforme

segue:

C%a,b) = ft ’ la(), b = W1+ @, (7.1)

H
2
=)
O fator (la*(¢)| + [b*(¢)|)/2 dt representa uma média da distincia percorrida pelas duas

curvas no intervalo dt. Note que, no caso particular em que hé casamento perfeito entre
as duas curvas na sua parametrizagio natural, a férmula (7.1) reduz-se & férmula (6.1).

7.2 (Casamento continuo

Na pratica, cada segmento & discretizado separadamente com velocidade constante; de
modo que, para obter a correspondéncia correta é necessario aplicar uma reparametrizagio
a ambas as curvas. Definimos portanto um casamento continuo de duas curvas a(r),
r € [0 .- R] e b(s),s € [0 __ S], como consistindo de duas funcdes r(t) e s{t}, continuas ¢
diferencidveis, definidas em algum intervalo [0 _. T, tais que:

r{0) = s(0) = 0;

r(T) = R e s(T) = S;
r(t)>0es(t) 20, Vte[0__T};
(r(8), s () # (0,0), Ve € [0 __T).

Diremos que, segundo este casamento, o ponto a(r(t)) corresponde ao ponto b{s(%)), para
todo ¢ € [0 __T]. Veja a figura 7.2.
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|| elbF) I1|I | | “Hl i |1I I|| I;E”l ‘“I‘I “| 3 !II I o ;|lii||r Iy
AEITH | th '”l' 'll m 4k H “ﬁnlli |Il' ||'"|II"
I;u |I , II i | |”\ul l' It ” u i

N III

b{0) . b(s(t) b(S)

Figura 7.2: Um casamento continuo entre dois segmentos
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7.3 Discrepancia com casamentos continuos

Vamos agora adaptar a férmula 6.1 para o caso em que os segmentos sdo descritos por
duas funcdes a(r), r € [0 .. R] e b(s), s € [0 ... S], na parametrizacéo natural; ou seja

db

da
3;(3)‘ =1

()

B =

para todo r e s; e que a correspondéncia entre as duas curvas é dada por um casamento
continuo (r(t), s{t)), como definido na secao 7.2. A férmula (7.1) fica entdo:

T re s
cfantins) = [ ), sspr (7:2)

7.4 Casamento discreto

Para fins computacionails, vamos aproximar um casamento continuo por um casamento
discreto. Suponha novamente que o candidato (a, b) é dado por duas segiiéncias de amos-
tras {ag.. am) , (bo.- b). Nesta se¢io convém supor que as amostras estio nas extremidades
de intervalos de amostragem de largura uniforme $, isto é

a; = a(id), 1 € {0,..m} by = b(j6), j € {0,..n}

Um casamento discreto entre esses dois segmentos consiste de uma seqiiéncia de pares de
indices (rx, sx), k € {1,..p} satisfazendo as seguintes condigGes:

e 7g=0, 50 =0;
o r,=1Mm, S ="m;
o 7y KTy ST+ 1
® 5p < 5k S5+ 1

o (7%,8%) # (Tk+1 Sk+1)-

para todo k. Diremos que, segundo este casamento, a amostra a,, corresponde a amostra
bs,, para todo k € {0,..p}. Vamos definir o passo k do casamento como sendo o par de
pares consecutivos {(r, Sk}, (Te+1, Sk+1)) do mMesmo.

Os pares (rg, i) podem ser visualizados como uma “ferrovia” cujos trilhos representam
os dois segmentos, e cujos dormentes sdo os pares (ar.,b,, ). As condigbes acima dizem
que o espaco entre dois dormentes — ou seja, um passo do casamento — pode ser um
quadrildtero, ou degenerar num tridngulo. Veja a figura 7.3.
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123 45 6 7 8 9 10111213 1415

Figura 7.3: Um casamento discreto entre dois segmentos

Observe que um casamento discreto ndo permite que uma amostra do segmento «
corresponda a um ponto entre duas amostras de b. Portanto, a correspondéncia repre-
sentdvel pelo melhor casamento discreto possivel pode diferir da correspondéncia verda-
deira (continua) por, no maximo, metade do passo de amostragem. Em consegiiéncia, se
Vmaz € O valor méximo de ¢ (¢}, a discrepincia calculada entre as amostras discretas pode
diferir de até dvpe;/2 em relagao a discrepdncia verdadeira. Este valor € outro motivo
pelo qual o valor da discrepancia critica nao pode ser facilmente calculado, e precisa ser
determinado empiricamente.

7.5 Discrepancia com casamento discreto

Para calcular a discrepancia C?(a, b; r, s) nestas condi¢bes, podemos interpretar os indices
Tk, Sk como amostras de duas fungGes continuas (¢}, s(t) de [0 __p| para [0 .- md] e [0 __ p]
para [0 - nd], respectivamente, tomadas nos instantes 0, .. p, e divididas por ¢; isto €

1 1
re = =r(k), s = gs(k), ke {0,..p}

Nesse caso, a integral (7.2) pode ser aproximada pelo método do trapézio [7], resultando
na férmula

1 7 (0) 4+ s (0
C*a,b;7,8) = [ 5 || @, bol|” %_.(_)
p=-1
(k) + s (k)
3 lany b P TEEEE)
k=1

1 2 T(p) _2'_ 3@) ] (7.3)

+

§ ]|am1bn”

As derivadas r-(k) e s*(k) podem ser estimadas por diferencas finitas. Para o primeiro e
o ultimo termo da somatéria, sé6 podemos usar diferencas unilaterais

r(0) = 6(r; — ro) (7.4)

() = 6y = 75-1) (7.5)
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Para os demais termos, é preferivel usar as diferencas centradas nas amostras,
]

k)= S =rer) 5 (R) = 5 (s — k) (7.6)

Obtemos assim a férmula

1 8(r, — 5(s; —
Clabirs) = [ 3 llao byt BT EAEZ %)
2 2
p—1 Fi 3
sIre4+1 — Te—1} + 58641 — Si—
R e
k=1
1 d(ry, — rp—1) + 6(8p — 85—
§ Ham,bn”2 ( p r 1) ; ( i P 1) ] (77)
Simplificando,
)
Clabirs) = 3| laoboll (o= ro+ 51— s0) +
=1
Z lar,, 5sk||2 (e+1 — "1 + Sp41 — Sp-1) +
k=1
s ball* (7 = o1 + 85 = 5p-1) | (7.8)
Para simplificar ainda mais esta férmula, vamos definir ¢; = |[a,,, bSk“?, e T = T + Sk
Temos entao
51 at
C*a,bimy5) = 7 |eoln— 7o)+ D (T — Tict) + (7 — Tp—l)}
- k=1
5t r-1 p—1
= 3 co(ri— 7o)+ D ex(Tesr — 7) + E €x (T — k1) + €p(7p — Tp—l)}
- k=1 k=1
6 _p_]- P
= 1 Z €x(The1 — k) + Zt‘k(ﬂc - Tk—l)]
T k=0 k=1
6 _p_l -1
= 1 E €x(The1 — Tk) + Z€k+1('rk+l - Tk)]
- =0 k=0
§ &=
= 1 Z(Ek + €a1) (Tht1 — Tk)
k=0
] = 2 2
- Z Z( ||(1rk; bsk ” + Ha"rk_]_l H bSk.l.]_ “ )(Tk+1 - Tk + sk+l - Sk) (7'9)
k=0
O valor

oy o0 g
(a,555,0,7,5) = 7 (las bl + llaa, oyl ) (7 =i+ 5" = 5) (7.10)
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é dito discrepincic quadrdtica do passo ({3,7),(#,j')). Note que a discrepincia total
C%(a,b;r,s) é a soma de c*(a, b; 7, 8, Tr+1, Sk11) Para todos os passos do casamento (7, s).

A discrepancia quadritica C*(a,b;r,s) pode ser usada para discriminar candidatos
verdadeiros de candidatos falsos. Como no capitulo 6, pode-se justificar que existem valores
£? e Npn, a discrepdncia quadrdtica critica amostral e o comprimento minimo, tal que
C?*{(a,b;1,3) € (L~ 0nmin )€ para candidatos verdadeiros, e C*%{a, b; 7, 8) 3 (L — 0nimin )£2

para candidatos falsos; onde L é o comprimento médic dos dois segmentos que compde o
m—+n 5

Como observado no capitulo 6, para candidatos muito curtos (L < &ngmm,) o lado
direito destas formulas é negativo, significando que a hipétese do candidato ser falso é
mais possivel que a oposta, por menor que seja a discrepancia C%{a, b; 7, 2).

candidato, isto é I =

7.6 Penalidade para casamento imperfeito

A férmula de discrepancia total (7.8) ndo leva em conta a irregularidade do casamento
(r,s); ela retrata apenas a diferenca entre as amostras ||a;, b;||. Esta insensibilidade pode
ser problemética, dependendo da natureza das amostras. Por exemplo, suponha que cada
amostra é um unico niimero real, e ||a;, b;|| foi definida como sendo ja; — b;[. Nesse caso,
as seqiiénecias a e b abaixo -

a=(1,0,1,1,1,1,1,0)

b=(1,0,0,0,0,0,1,0)
tém discrepéancia quadratica zero para o casamento
r=1(1,2,2,2,2,2,3,4,5,6,7,8) s=(1,2,3,4,5,6,7,7,7,7,7,8)

Uma solugdo para este problema é acrescentar & férmula da discrepancia quadrética total
C?{a,b;r,5) um termo que penaliza explicitamente casamentos imperfeitos, como o do
exemplo acima. Em particular, nés adicionamos a C%(a, b, 5) o termo de penalidade

p=1

Wi, = 23 P Te s o

k=0
onde ¢? é um pardmetro que depende da natureza das amostras. Ou seja

p—1

W2(T', 8) = Z wz(rk, Sk Thk+1s 8k+1) (711)
k=0

onde

o gy _ [P —i=F+dl 0 [0 se ' —i=j—] 7.12
w*(i,5,7,5") = 9 66" = {6@/2 caso contrario (7:12)
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O valor de ¢? ¢ determinado empiricamente, mas deve ser menor que a discrepancia qua-

dratica critica amostral £2.
Em resumo, para discriminar os candidatos verdadeiros dos falsos, verificamos o sinal

de
+
Ala, b, 5) = C*a, b1, 8} + W3(r,5) — 8¢2 [m 5 n_ nmm] (7.13)
Note que podemos escrever
-1
Ala, by, 8) = Z d?(a, b; Tk, 8k, Tkt 1s Sk+1) + OTmin€” (7.14)
k=0
onde
d*(a, b1, 5,7, 5") = (e, b;4,5,7,7) +w*(5,45,7,5) = B*(4, 5,7, 7) (7.15)
com ; : ) ’
oy  —i+ 5 =7 6§ se ¢ —i=j—j
hQ,”"':L.__(szz 7.
(6:4,4,5) | 2 ¢ 6€2/2  caso contrario (7.16).

O termo W?(r, s) ndo é necessario quando cada amostra é um ponto do plano (ou do
espago tridimensional), porque neste caso a discrepincia C?(a,b;r, s) é minima somente
se os dois segmentos realmente tem a mesma forma.

D peema, aBvEENL CRELE



Capitulo 8
Programacao dinamica

Neste capitulo, descreveremos como escother o melhor alinhamento de dois segmentos o e b
de um candidato, de modo que sua funcéo discrepancia seja minima. Ou seja, precisamos
encontrar um casamento (7, s) dos dois segmentos ¢ e b que minimiza a funcdo A(a, b;7, ).
definida pela férmula (7.13). Para resolver este problema usamos a técnica de programacdo

dindmica (PD}.

8.1 Casamento com extremos fixos

Em primeiro lugar, consideraremos o problema de encontrar o melhor casamento de dois
segmentos (ag, .. @), (bo, .- bn} que comeca com o par (ay, by) e termina com o par (Gm, bn)-
Como descrito por Meidanis e Setubal [19] este problema pode _ser formulado como o
problema de achar um caminho de custo minimo num certo grafo G. Os vértices de G sao
todos os pares (i, 7) € {0..m} x {0..n}. Cada aresta corresponde a dois pares de indices
que podem aparecer consecutivamente num casamento valido:

(i,5) = (i +1,5),
(4,7) = (4,7 + 1),
(4,) = (i+1,7+1)

para0 <i<m—1e0<j<n—1 Vejaa figura 8.1.
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Figura 8.1: Grafo G.

A cada aresta deste grafo, com extremos (i, j) — (¢, 7°), associamos um custo d*(a, b; 1, 7, 7', '),
calculado pela férmula (7.15). B

Podemos ver que um casamento discreto (r,s} de a e b, como definido na se¢do 7.5,
corresponde a um caminho no grafo G do vértice (0,0} ao vértice (m,n). Os vértices do
caminho s&0 os pares (rg, Sz), € 0 custo total deste caminho é

p—1

Z dz(a? b ThkySks Thky1, 3k+l) = A(a'a b;, 3) - 5nmiﬂ£2 (81)

k=0

Vide férmula (7.14). Note que SNminé? é constante, de modo que minimizar o custo de
um caminho em G corresponde a minimizar o indicador A(a, b; r, s), ou seja, determinar o
casamento (7, s) que tem maior probabilidade de ser verdadeiro.

8.2 O algoritmo de programacao dinamica

No algoritmo de PD, o grafo 5 é representado por uma matriz (M;;, 1 € 0,..m, 7 €0,..n)
cujas linhas e colunas correspondem as amostras de ¢ e b, respectivamente. Cada elemento
M, ; da matriz corresponde ao vértice (4, 7) de G. O valor de M; ; é o custo do caminho
mais barato em G do vértice {0, 0) ao vértice (4, j); Ou seja, M;; € o valor minimo para A
para qualquer casamento do segmento (ag, ;) com o segmento (by, ;).




8.3. (Casamento com extremos livres R0

O algoritmo de PD constrdi esta matriz recursivamente pela férmula

dz(a': b;% - 1:.? - 1131.?) + Mi—l,j—l;
M'i»j + min dQ(a’: b: ‘- 17 ja Z:j) + M'-—l,j; (82)
d2(a: b: ?'-.-.? - 1:?‘:.?) + Mi,j—l;

onde 7 varia de 1 até m, e j varia de 1 até n.

A coluna j = 0 ¢ inicializada com Mpg < 0 e M;p d*{a,b;i —1,0,4,0) + M; 10,
para 2 = l..m. A linha ¢ = 0 é inicializada de maneira andloga.

Uma vez calculados os custos minimos de todos os pares (¢, 7) pela recorréncia (8.2},
é trivial encontrar o caminho de menor custo custo do vértice (0,0) até o vértice (m,n),
invertendo os célculos que resultaram em M, ,. Ou seja, comegamos em ¢ =m, ' =n,
e repetidamente passamos do vértice (¢, ') para o vértice (3,7), com i’ - 1 < 7 < ¢,
i —1<j<jel(ij)##,5), cujo custo é M;; = My y — d*(a,b;14, 5,7, §').

8.3 C(Casamento com extremos livres

O algoritmo bésico da PD supde que o inicio dos segmentos a casar é conhecido. Entretan-
to, na nossa aplicacio, isto ndo é verdade. Como veremos na se¢édo 10.1, o problema central
que precisamos resolver é na verdade o seguinte: dados dois segmentos a = (ag, .. am) €
b = (by,.-bn) que sdo aprozimaedamente correspondentes, encontrar dois sub-segmentos
o' = (Gy,, - ay,) €8 = (by,,. by,) ¢ um casamento (r,s) entre a’' e &', que minimizem o
valor A{d,¥;7,s).

Conforme discutido na secio 6.2.3, para candidatos verdadeiros o valor de A(a’, d'; r, 3)
é minimo quando o comprimento do sub-candidato {a',4) é o maior possivel; enquanto
que, para casamentos falsos, A(a’,¥';, s} é minimo quando o comprimento é menor que o
comprimento minimo.

8.3.1 Casamento com um extremo livre

Existem modificagoes da PD [19] que resolvem este problema na suposi¢ao que pelo menos
um dos sub-segmentos ¢’ e ¥ comega (ou termina) no inicio do respectivo super-segmento
a, b. Infelizmente, esta restricdo ndo pode ser imposta no nosso caso.
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b
Inicip ——
aproximado
Cazamento
/ aproximado
P

~ fim .,
aproximado

Figura 8.2: Caminho minimo aproximado.

8.3.2 Casamento centrado .

Por outro lado, na nossa aplicacgéo, sabemos que o casamento procurado, se for interessante,
deve cobrir uma fragio significativa dos segmentos dados a e b. Ou seja, em termos do
grafo 5, sabemos que o caminho procurado comega “perto” do vértice (0,0) e termina
“perto” do vértice (m,n). Além disso, conhecemos um casamento aproximado entre os
segmentos originais a e b, que dd uma idéia aproximada do caminho minimo procurado
(veja a figura 8.2).

Em particular, temos uma idéia aproximada do ponto médio desse caminho: sabemos
que ele passa préximo a um par dado (c,, ¢}, que chamamos centro do candidato da.do._}

Nossa estratégia é portanto examinar todos os caminhos de custo minimo no grafo G
que passam perto do par (¢, ¢p). Mais precisamente, examinamos todo caminho que passa
por algum vértice (kq, k), tal que |¢, — k;| < g e |cs — k] < g, onde ¢ é um pardmetro
dado.

Pode-se verificar que, para isso, basta considerar os vértices (s,, sp) tais que

{Sa+3b=ca+cb
18, — sy £ ¢

ou
{sa+sb=ca+cb—i—1
|Sa_3b|5q*1

A figura 8.3 mostra a posi¢do destes vértices no grafo:
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Figura 8.3: Centros provaveis.

F obvio que todo caminho que comeca “perto” do ponto (0,0), termina “perto” de
(m,n) e passa a uma certa distincia < ¢ de (cg, ¢} forcosamente passa por um dos vértices
(84, 5p) definidos acima. Portanto, reduzimos nosso problema a 4g+1 instancias do seguinte
subproblema: encontrar um caminho de custo minimo no grafo ¢ gue passa por um vértice
(84, 83) dado.

8.3.3 Programacio dinamica bidirecional

Para resolver este problema, partindo de cada possivel centro (sq, s), aplicamos o algo-
ritmo de programacio dindmica duas vezes: primeiro na direcdo decrescente dos indices
(trabalhando implicitamente com o grafo G, obtido invertendo-se a direcio das arestas de
5), ¢ depois na dire¢ao crescente dos indices.

O resultado imediato dessas duas aplicacdes é preencher uma parte M' da matriz M
(sombreada na figura 8.4) com os custos minimos de caminhos que levam do par (., s3) &
cada par (i, %) de M e vice-versa.

Seja (uq, uy) 0 menor elemento da submatriz [0.. s,) % [0.. s3} de M. Analogamente, seja
(va,vs) 0 menor elemento da submatriz [s,.. m] X (.. n] de M.

A concatenagio dos caminhos P {invertido) e ¢ é o caminho de custo minimo gue
passa pelo vértice (s,,85), ou seja o casamento de dos dois segmentos @, b que contém o
par (s, S;) e minimiza a somatéria (8.1). Como o termo §¢? independe dos segmentos e
do casamento, concluimos que este caminho também minimiza A(a, b; r, 3).
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Seja P o caminho de custo total minimo em G do centro (S0, 86) até (uq,us)- Seja @
o caminho de custo total minimo em G do centro (s,,sp) até (vq,v,). Para construir o
caminho @, basta partir de (v,, vs) € ir voltando até (s,, s5). De maneira andloga se obtém
o caminho P.

Figura 8.4: Caminho de menor custo contruido a partir de (s, sp).

8.4 Custo da comparacao

E facil ver que o custo do algoritmo de programacao dindmica bidirecional, para um vértice
determinado de partida (s,., ss) dado, é proporcional a ©(mn), pois o ntunero células da
matriz M que precisam se calculadas é no minimo mn/2 e no méximo mn. Portanto o
custo total do algeritmo de programacio dindmica bidirecional para tocos os vértice de
partida (s,, sp) € ©(gmn).

8.4.1 Um algoritmo mais eficiente

E possivel diminuir ainda mais o custo da comparagfio usando toda informacéo disponivel
no casamento encontrado na escala mais grosseira.

Esta otimizacdo supde que o casamento na escala fina ndo serd muito diferente do
anterior uma vez levada em conta a correspondéncia entre as duas escalas. Ela significa
que ¢ caminho étimo no grafo G deve ser procurado dentro de uma faixa relativamente
estreita. Mais precisamente, seja (7, s} = (rg, So)-. (*p-1, Sp—1) UM casamento inicial para o
candidato {a,b) (Note que (r, s) pode cobrir apenas parte dos segmentos a e b).
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Definimos o conjunto V' dos pares iniciais como sendo todos os pares (rg,s;) desse
casamento, mais todos os pares (¢,7) com 0 < ¢ < g, e 0 < 7 < sy, mais todos os pares
(t,j)comrpy Ki<me s <j<n

Ou seja,

V = {('rk,sk):ﬂékgp—l}
U{(?’)j) :OSiSTGaGOS]‘SSD}
W{(6,5) : o1 <9< m, esp1 < j < m} (8.3)

Definimos a partir de V, o conjunto dos pares vdlidos V* como sendo

Vi={(i+e,7+8) : (i,7) €V,eq,b€[~q.+q|} (8.4)
Veja a figura 8.5.

0 s

// Ny
o

l'p_1
7|
L~
7
N, 51

Figura 8.5: Caminho aproximado e faixa de interesse.

Se o intervalo [~q.. +¢| for suficientemente grande, e o casamento (r, s) for suficiente-
mente correto, o casamento entre ¢ € b estard contido no conjunto de pares V*. Pode-se
observar que a fronteira do conjunto V* consiste basicamente de duas ¢épias do casamento
inicial (r, s), deslocadas de +g ¢ —¢ na direcio diagonal. Este fato permite representar e
enumerar o conjunto V* de maneira simples ¢ eficiente.

Normalmente o pardmetro ¢ é uma constante pequena (2 a 5) independentemente
do tamanho dos segmentos ¢,b. Da mesma forma, o niimero de amostras de @ e b que
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nao sao cobertas pelo casamento inicial é também uma constante relativamente pequena.
Portanto, o conjunto V* tem O((rm + n)g) pares em vez de O(mng). Isto significa que o
custo total do algoritmo de programacgio dindmica bidirecional para todos os vértices de
partida serd O{(m + n)¢*).




Capitulo 9

Codificacao dos contornos por
curvatura

9.1 Invariantes Geométricos

Uma vez que as orientagdes e as posigoes em que os fragmentos foram digitalizados séo
arbitrarias, ndo € possivel encontrar pares semelhantes comparando diretamente as coor-
denadas dos pontos. Para evitar o custo elevado de testar todas as rotagdes e translacgoes
possivels, precisamos extrair dos contornos algumas caracteristicas que nao se alterem
quando o fragmento é rodado ou transladado.

Exemplos de tais invariantes geométricos sdo a drea, o perimetro e ¢ momento de
inércia do contorno. Infelizmente estes invariantes sio intdteis para o nosso problema, pois
dependem do contorno inteiro.

A fungao de forma definida no capitulo 5 também é invariante sob rotacéo e transiacao.
Entretanto, ela depende do inicio e fim do segmento para o qual ela é calculada. Esta
discrepancia néo ¢ aceitdvel na nossa aplicagdo, pois o inicio ¢ o fim dos segmentos séo
parte da informacdo a determinar.

Os invariantes que precisamos devem ser locais, isto é, devem depender apenas de um

pequeno trecho do contorno.

9.1.1 Curvatura

O invariante local mais simples é a curvatura. A curvatura num instante ¢ é dada pela

e (t)

seguinte expressao:

Uk c->(<t) ;ﬂw (9.1)

onde ¢*(t) é a primeira derivada da curva, e ¢**(t) é a segunda derivada.
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A curvatura é bastante utilizada no reconhecimento de formas, como por exemplo nos
trabalhos de H.J. Wolfson[38, 39], P.Rosin[30], e A Kalvin e outros[13].

Uma desvantagem do uso da curvatura é que curvas muito distintas podem ter grificos
de curvatura parecidos. Em geral, a discrepancia calculada a partir das curvaturas néo
tem nenhuma relacio rigida com a diferenca de forma. Entretanto, a andlise do capitulo 6
continua valida: existe um valor £ da discrepéncia média amostral (diferen¢a de curvatura)
que distingue os candidatos verdadeiros dos falsos; e esta separacao é bastante confiavel
para candidatos de comprimento suficiente.

9.1.2 Complementacao das curvaturas

Note-se que, ao compararmos segmentos de curvaturas codificadas, um dos segmentos
deve ser complementado além de ser invertido (como explicado na segéo 6.1}, para que as
curvaturas dos trechos se tornem compardveis.

8.1.3 Estimativa numérica da curvatura

Um obstéculo ao use da curvatura como invariante de forma € que ela é muito sensivel a
ruido [39]. Ou seja, pequenas mudangas na forma do contorno {como erros de quantizagio,
rebarbas ou perdas de migalhas do fragmento) podem acarretar diferencas grandes de
curvatura. Além disso, o céleulo das derivadas ¢*(%) e ¢'*(t) por diferenciacdo numérica é
instavel.

Entretanto, podemos reduzir a severidade destes problemas trabalhando com uma
versdo filtrada da curva e usando um ndmero de amostras superior ao critério de Ny-
quist. O cdlculo da velocidade e da aceleragdo nos pontos amostrais, que é o que nos
interessa é realizado como descrito abaixo.

Dados os pontos ¢; = ¢(t;), amostrados nos iustantes t;, 2 = 0,..m — 1, as velocidades
v; = ¢'(t) nesses instantes podem ser estimadas pela férmula
Cit1 — G

28
onde § é o tamanho do passo, j4 que estamos considerando que apds a filtragem a distancia
entre duas amostras consecutivas ¢ constante.

Asg aceleragtes nesses instantes podem entdo ser estimadas pela formula

e 2¢; + ¢
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v =

9.2 Determinacao da discrepancia critica

Como observamos na seciio 6.2.1, a discrepancia critica pontual &2, que distingue candi-
datos verdadeiros de falsos, deve ser determinada por testes empiricos. Especificamente,
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nds usamos o seguinte método:

1. Filtramos os contornos na escala desejada A, e amostramos com passo uniforme
6=Xr/4.

2. Calculamos a curvatura de cada amostra, pela férmula 9.1.

3. Escolhemos aleatoriamente um conjunto aproximado de candidatos (a, b), verdadei-
ros e falsos, de comprimento suficiente, e extraimos os trechos correspondentes das

cadeias de curvatura.

4, Para cada candidato {a, b), escolhemos um trecho (o', %) de comprimento fixo, centra-
do em (a, b), e calculamos para 0 mesmo um casamento discreto (r, s) que minimiza
o valor dos termos da discrepancia G*(a’, ¥'; 7, s) = C*(a’, ¥'; 7, 5) + W?(r, 5), segundo
as formulas (7.8) e (7.11). Neste cdlculo, a discrepancia amostral ||a;, b;|| é a dife-
renca ja; — b;| das curvaturas estimadas nas duas amostras correspondentes. Seja
G2,.(a,b) o valor de G*(d/,¥';7, 5) para este casamento. '

5. Para cada categoria de candidatos (verdadeiros e falsos) construimos um histograma
dos valores G2, (a,b)/((L, + Ly)/2), onde L, e L, sdo os comprimentos dos dois
segmentos.

6. Determinamos um valor £2 que separa estes dois histogramas.

A figura 9.1 mostra uma instancia destes histogramas, obtidos a partir dos contornos
do exemplo 11.7 filtrados com escala caracteristica A = 32.

9.2.1 Influéncia do comprimento

A figura 9.1 mostra a influéncia do comprimento dos candidatos na sua classificagio. Este
grafico foi obtido a partir de um conjunto de 10 candidatos verdadeiros e 10 falsos. Para
cada candidato {a, b), e cada comprimento (Ly+L;)/(24), encontramos o casamento {r’, &)
que cobre um trecho central (a',¥) de (a,b) de comprimento n’ = (L, + L})/(26) ¢ tem
discrepancia total G%(a,b;r, s) minima; seja G2, (a,b;n') esta discrepancia. O gréfico
mostra a evolugio do quociente G2, (a,b; h)/n' em funcdo de n’, para cada candidato
{a,b).
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Figura 9.1: Gréfico de G2, (a,b;n')/h em funcéio de n' para alguns
candidatos, verdadeiros (x) and falsos (+).

Podemos ver neste grafico que a ordenada &2 ~ 0.0008 separa os candidatos verdadeiros
(x) dos falsos (+), pelo menos para i > 60 pixels. Portanto, se usarmos este valor de £2 na
férmula Ale, b) = G3;,(a, b) —n&?, teremos um valor negativo para os primeiros e positivo
para 0s tltimos.

9.2.2 Amostragem da curva

No céleulo da curvatura, supomos que a curva é dada por amostras igualmente espagadas
no tempo, com fregiéncia suficiente para satisfazer o teorema de Nyquist. Comeo visto na
secdo 3.8.7, para curvas que foram filtradas com filtro gaussiano de comprimento carac-
teristico A, o critério de Nyquist é praticamente satisfeito se o espago entre as amostras
for menor ou igual a A/4.

Na verdade, como os algoritmos de comparagdo consideram apenas casamentos dis-
cretos (em que cada amostra de uma curva é comparada com uma amostra da outra) é
necessario usar uma frequéncia de amostragem tal que o erro devido a esta limitacio seja
toleravel. Ou seja, se a derivada da curvatura |dx/dt| é limitada por uma constante 5,
e o intervalo de tempo entre amostras é €, a restricio a casamentos discretos introduzira

. 1 . . .
um erro menor ou igual a 566 na curvatura comparada. Portanto se £ é a diferenca sig-

nificativa de curvatura, deveriamos usar passo § < 2£/8. Néo levantamos dados sobre a
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distribuicio dos valores de |dx/dt|, mas os resultados satisfatdrios obtidos ¢ = A/4 indicam
que este passo satisfaz o critério acima.

9.3 Codificacao das curvaturas

As curvaturas calculadas segundo a férmula (9.1) sdo ntmeros reais. Como veremos,
o processo de comparacdo exige acesso aos dados de curvatura de todas as curvas ao
mesmo tempo, implicando em um alto custo de armazenamento. Entretanto, uma vez que
nao é necessario saber o valor exato da curvatura, podemos economizar espaco em disco
e memoria, quantizando cada amostra para um conjunto pequeno de valores discretos,
[—¢ .. +q|, especificamente inteiros num intervalo limitado. Desta forma, cada amostra
pode ser codificada de maneira compacta com [log,(2¢+1)] bits. Note-se entretanto que os
niveis de quantizagio devem ser suficientemente finos para que as diferengas mgmﬁcatwas
de curvatura sejam preservadas na cadeia codificada.

Por conveniéneia e para facilitar a depuragdo dos programas, nas ilustracoes a seguir-
utilizamos g = 26, e representamos cada amostra por uma letra mintiscula para curvatura
negativa (convexidades), uma letra maiiscula para curvatura positiva (concavidades), e ‘0’
para curvatura nula (partes retas da curva). Veja as figuras 9.2 e 9.3. Numa implementacao
otimizada, entretanto, seria melhor utilizar ¢ = 127 o que ainda-permite representar cada
amostra num unico byte.

Definimos uma cedeia como uma seqiiéncia de um ou mais valores quantizados de
curvatura. Qbserve que hé correspondéncia 1-1 entre os valores quantizados da cadeia e
os pontos amostrados na curva correspondente.
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Figura 9.2: Contorno fitirado de um fragmento.
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Figura 9.3: Gréafico de curvatura e cadeia de curvatura codificada para o
contorno da figura 9.2.

9.3.1 Funcao de quantizagao

Ao quantizar a curvatura, devemos utilizar um nuamero suficiente de valores para que o
erro de quantizacio seja desprezivel em relagdo as diferencas significativas de curvatura;
isto é da ordem do ruido inerente na curvatura.

Por outro lado, para maximizar a eficiéncia da codificacdo (isto é; maximizar o niimero
de bits de informacao ttil na cadeia codificada) é desejavel que a distribuicio dos valores
codificados seja aproximadamente uniforme.

Verifica-se experimentalmente que a distribuicio de valores da curvatura x, para ma-
teriais cerdmicos, é aproximadamente uma gaussiana com média & = 0. Veja por exemplo
a figura 9.4 referente aos fragmentos cerdmicos mostrados nas figuras 77 e 11.7.

Portanto, antes de quantificar os valores da curvatura, aplicamos aos mesmos a funcgio
¢ definida por

w/(RV2)
o(k) = erf(x/(kV?2)) = %/; exp(—z®)dz (9.2)
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Esta funcdo transforma valores reais em distribuicdo normal de média zero e desvio
padrao 2 em valores uniformemente distribuidos entre —1 e +1. A figura 9.5 mostra a
distribuicdo dos valores ¢(x) para as mesmas curvas da figura 9.4.

A cadeia de curvatura codificada consiste entdo em valores de g¢(x) em cada ponto
amostrado da curva, arredondados para o inteiro mais préximo.

9.3.2 Estimativa do parametro &

O parametro & da funcdo de quantizagdo (9.2) deve em principio ser determinado empi-
ricamente, para cada instincia do problema e cada escala de filtragem. Entretanto, se as
linhas de fratura forem fractais com dimenséo fixa, uma curva ¢ filtrada na escala ) serd
similar 3 curva c filtrada na escala X\?. Portando a distribui¢do de curvatura da curva &
deve ser semelhante & curva ¢, comprimida horizontalmente por um fator de 1/)%, ou seja
uma gaussiana de desvio padrdo o/ X%, para alguma constante o;. No capitulo 11 veremos
que esta relacdo é verificada na prética.



9.3. Codificacao das curvaturas 93

1200
1000
BCO
£00
400

" ]

samples

(a) escala de filtragem A = 1 pixel, & = 0.17

BOO
Q0 7
@ &ap r
2 suor

&400*

9 300 |
o

-0.86 -0.4 =-0.2 Q 0.2 0.4 0.8

(b) escala de filtragem A = 2 pixels, & = 0.085.

200
a00
w S00
2 400
& 300
" 200
100

a ] 1 4 1 _—

-0.3 -0.2 =0.1 g 0.t G.2 0.3

(¢) escala de filtragem A = 4 pixels, & = 0.039.

00
aoe f
700 |
@ gpo |
= 500 |
£ aoo |
RTINS
200
10t

o n RN n
-0.15 -0.1 -G.05 4] 4,05 0.1 ¢.15

{d) escala de filtragem A\ = 8 pixels, & = 0.015.

700
00 |
2 500 |
= 400 p
ﬁ 300
@ Zpo p

| ke

o . . . L
-0.06 ~0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

(e) escala de filtragem A = 16 pixels, & = 0.0060.

600

500 |
9 apo
< 300 |
E

a 200}
100 F :

4]
-2.93 I -0.01 "} 3.01 0.0z 0.¢3

(f) escala de filtragem A = 32 pixels, & = 0.0028.

Figura 9.4: Histogramas de distribui¢do de curvatura x e desvio padrao & da
mesma para diversas escalas de filtragem A.
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Capitulo 10

Muiltiplas escalas

Em principio, para encontrar os pares de fragmentos adjacentes, bastaria comparar dois
a dois todos os contornos observados, em todas as posi¢es possiveis, com os métodos
descritos nos capftulos 6-9. Entretanto, o alto custo do algoritmo de programacgao dindmica
torna invidvel esta abordagem ingénua.

Mais precisamente, suponha que temos um total de N contornos observados com com-
primento médio L, e que a distancia entre duas amostras ¢ ¢; de modo que o ntiimero médio
de amostras por contorno é n = L/§. Suponha que queremos detectar candidatos com
comprimento maior ou igual a Ly,. Na préitica, podemos supor que Ly, = SL = Q(n?),
para alguma constante § ndo muito pequena. O nimero minimo de amostras num casa-
mento de tamanho Lmin € 0130 Nmin = Lmin/d = fn.

Para dois contornos dados de n amostras cada, existem em principio ©(n?) candidatos a
verificar, pois cada contorno term n segmentos de comprimento n,;,. O custo de comparar
dois segmentos com T, amostras cada, com o algoritmo de programagcéo dindmica (PD),
é proporcional a nZ. . Como temos N contornos, que devem ser testados dois a dois, 0
tempo total seria Q(N%n?).

Com um pouco de trabalho adicional, é possivel chegar a reduzir o ndimero de candida-
tos de cada par para ©(n), pois pares que tem um mesmo alinhamento € uma sobreposi¢io
razodvel 530 de certa forma redundantes, e podem ser omitidos. Com essa otimizacio, o
tempo total seria Q(N?n8) .

Lembrando que queremos resolver o problema com mithares de fragmentos, cada um
deles com milhares de amostras, é obvio que o custo dessa abordagem é excessivo.

Neste capitulo, veremos como usar a técnica de mualtiplas escalas [36] para resolver o
problema do alto custo da comparagdo dos contornos dos fragmentos.

95
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10.1 Técnica de multiplas escalas

De modo geral, a técnica de miltiplas escalas consiste em resolver varias versdes aproxi-
madas de um mesmo problema, com precisdo crescente, comecando com a aproximacao
mais grosseira possivel e terminando com a versdo que se deseja resolver; sendo que a
solucdo encontrada em cada etapa é usada como estimativa inicial para a resolugdo da
etapa seguinte.

A técnica de miiltiplas escalas é usada em diversos trabalhos de processamento de con-
tornos [20, 29, 27, 40]. Porém, nestes trabalhos a técnica é geralmente usada para localizar
pontos “caracteristicos” dos contornos, como cantos ou méximos e minimos de curvatura.
Como discutido na se¢do 1.8, no caso dos contornos de fragmentos, a determinacgio de tais
pontos ndo € vidvel nem muito atil. Portanto, no nosso trabalho utilizamos a técnica de
muiltiplas escalas diretamente na comparacgio dos valores da curvatura, sem a identificac¢ao
prévia de pontos caracteristicos.

10.1.1 Borramento de cantos

(Quando queremos resolver o problema com contornos filtrados devemos levar em conta o
“borramento” dos cantos do fragmento causado pela filiragem, e estender ou reduzir os
segmentos conforme for o caso. Veja a figura 10.1. -

Ll

Figura 10.1: Borramento dos cantos

Mais precisamente, supbe-se que a presenca de um canto num ponto ¢(¢) do contorno
bruto tem um efeito significativo nos pontos &(¢') do contorno filtrado com [t' — 2| <
a). A constante « depende da discrepéncia critica £ e da geometria do canto. Porém a
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dependéncia em £ é logaritmica, e portanto podemos supor que ¢ é constante. No nosso
caso, apds testes empiricos, adotamos a = 3.0.

Devido a este fenémeno, um candidato reconhecivel — como (AB, C'D) na figura 10.2
terd seu comprimento reduzido em 2aX quando os contornos forem filtrados na escala A,
resultando num candidato (UV, XY).

(_:.. . D cf X YD

A B Ay VB
Figura 10.2: Encolhimento dos candidatos devido ao borramento dos cantos.

10.1.2 O algoritmo de casamento em miltiplas escalas

Especificamente, nds comecamos resolvendo o problema da identificacfio de fragmentos ad-
jacentes com uma versao grosseira dos contornos filtrados e amostrados com maior passo ¢
possivel. Esta escala é aquela em que os segmentos procurados ainda ndo foram completa-
mente obscurecidos pelo borramento dos cantos. Isto é, Ap = A1:‘2_R ¢ a maior escala tal que
o comprimento minimo Ly, {dos segmentos a encontrar), menos o borramento de canto

2 g, ainda é maior que o passo de amostragem J, = Ag/4. Ou seja, Ag < Limin ,
1/4 + 2¢
porfanto
Lmin
R =log M
At

Nesta escala, o numero médio de amostras por contorno € Nyin = Lmin/Omez = O(1).
Portanto, a compara¢do exaustiva de todos os fragmentos em todas as posigdes possiveis
pode ser feita em tempo O(N?). A desvantagem é que os candidatos encontrados nesta
etapa também tém O(1) amostras, portanto a comparacdo ndo ¢ muito conclusiva. Em
conseqiiéncia, obtemos em geral um nimero muito grande de candidatos, da ordem de N2.

Em seguida, resolvemos de novo o problema com um passo menor 8,4, /2, mas testando
apenas 0s candidatos enconirados no processamento anterior. Repetimos este processo
para passcs ¢ cada vez menores, em progressdo geométrica, terminando com um passo
dmin compativel com a precisdo dos contornos observados.

Mais precisamente, utilizamos o seguinte procedimento:
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Algoritmo 3 Identificacdo multi-escale de fragmentos adjacentes
Entradas:

o contornos brutos C® = {cy,c;,..en_1};
o escala tnicial de filtragem A (mais fina);
e comprimento minimo Ly, dos candidatos a procurar;

& 0 fator de borramento de cantos .
Saida:

o conjunto de candidatos P provavelmente corretos.

-t

C T =15 8y /4
. Enquanto 8, + 2ai, € Ly,

I

2.1. Filtre os contornos C~% com um filtro geométrico de comprimento carac-
terfstico A, obtendo contornos C{*);

2.2. Apsr) € 20y Opgy = 20,405 T T+ 1
3. rer—1,
4. Determine um conjunto de candidatos iniciais P a partir dos contornos €.

. Bnquanto v > 1

1

5.1. Mapeie os candidatos P das curvas C para as curvas C"~1 da escala r —1,
obtendo os candidatos brutos Qr—1.

3.2. r+—r—1

5.3. Refine os candidatos brutos Q) usando programacdo dindmica, obtendo os
candidatos refinados P,

5.4. Elimine do conjunto P os candidatos que tiverem discrepancia positiva.
5.5. Dentre os candidatos restantes, em P™, combine os candidatos sobrepostos.

6. Mapeie os candidatos PV das curvas €™V para as curvas €9, obtendo os candidatos
finais P©.

7. Retorne os candidatos P

10.1.3 Analise do algoritmo multi-escala

Observe que, a cada etapa, o nimero de amostras dobra, e portanto o custo de comparar
dois segmentos de um candidato com o algoritmo de programacdo dindmica aproximada-
mente quadruplica. Mesmo com a otimizagso descrita na se¢do 8.4.1, que usa o casamento
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anterior, o custo no minimo dobra. Por outro lado, a cada etapa a forma dos segmentos é
examinada em maior detalhe do que na etapa anterior, de modo que os candidatos falsos
vio sendo progressivamente eliminados. Na ultima etapa, trabalhamos com o méximo de
detalhes; mas, se 0 método funciona como esperado, os candidatos que restam sio quase
todos verdadeiros, e portanto sdo uma fracao bem pequena dos candidatos iniciais.

Vamos agora tornar esta anélise mais precisa. Como veremos na secdo 10.1.5, a geragéo
dos candidatos iniciais leva tempo O(N?) e normalmente gera O(N?) candidatos. Para
analisar o resto do algoritmo, precisamos adotar algumas hipéteses sobre a eficicia do
mesmo. Vamos supor que a detecgio de candidatos verdadeiros funciona pelo menos na
escala mais fina, ou seja, que o néimero de candidatos devolvidos na dltima etapa [P
é O(M), onde M é o ntimero de candidatos reconheciveis. Pelo teorema de Euler para
grafos planares [4], podemos supor que M = O(N).

Vamos supor também que o nimero F, = [’P{")[ de candidatos devolvidos na etapa r
decai exponencialmente, com razao 1/7. Ou seja, se K é o valor maximo de » no algoritmo,
vamos supor que Pr ~ Pr(1/n)® " = Pip"~l. Uma vez que P, = O(N) e P = O(N?),
o custo total da etapa r é proporcional a P.n? = Pgy"~!, e portanto, o custo total serd
dominado pelo custo da etapa r = R, ou seja O(Pg) = O(N?).

Para evitar problemas de “aliasing” ao amostrar os contornos, temos que respeitar
o critério de Nyquist, e portanto precisamos a cada etapa trabalhar com os contornos
adequadamente filtrados. Como observamos na segdo 3.4, a escala A de filtragem deve
satisfazer A > 46.

10.1.4 Mapeamento dos candidatos

Apés mapear um candidato da escala A, para a escala A,_; precisamos expandir os seg-
mentos por a(), — A1) em cada dire¢io. Este ajuste é ilustrado na figura 10.3: o
candidato {UV, XY), encontrado na escala mais grosseira (esquerda) deve ser estendido
para (CD, AB) ap6s ser mapeado para a escala mais fina (direita).

Figura 10.3: Mapeamento de um segmento de uma escala mais grosseira (a
esquerda) para outra mais fina (direita).
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10.1.5 Geracao de candidatos iniciais

Para iniciar o processo multi-escala, temos que resolver o problema na escala mais grosseira,
onde 7imin =~ 1. Uma maneira ingénua de fazer isto é aplicar o algoritmo de PD para todos
os pares de segmentos possiveis com ny;, amostras de cada lado. Porém, esta abordagem
ainda teria um custo muito alto.

Em vez disso, aplicamos um método que dispensa PD e procura apenas candidatos com
casamentos perfeitos (ou correspondéncia perfeita, secio 6.2.1). Este métcdo € descrito a
seguir:

Dadas duas cadeias circulares ¢ = ag, .. an,—1 € b = by, .. bn,—1, onde cada uma descreve
o contorno de um fragmento (circular) distinto, consideramos o conjunto de pares (i, 5),
onde i é um indice em a e 7 é um indice em b. Estes pares podem ser interpretados como
os vértices de uma grade toroidal com periodos n, € n;. Um casamento perfeito € entdo
uma sequéncia de pares (i, j) ao longo de uma mesma diagonal desta grade.

O ndmero de diagonais d da grade toroidal é o médximo divisor comum de n, e n,. Cada
diagonal é uma seqiiéncia circular de tamanho 7y = n,n;/d. Numeramos as diagonais de 0
a d — 1, e indexamos os elementos de cada diagonal de 0 a ¥ — 1. O elemento de indice r
da diagonal de nimero t corresponde ao par de amostras (a;,b;) onde i =k e j= (t ~ k)
médulo ny.

Cada diagonal ¢ ¢ processada em separado. Para cada elemento da diagonal de indice &,
calculamos um valor booleano 7, que informa se os pares a; € b; correspondentes aos nimin
elementos consecutivos da diagonal, a partir do elemento &, tém discriminante A {férmula
(7.14)) negativo. Finalmente, percorremos o vetor 7, devolvende como candidatos iniciais
todos o0s trechos maximais de elementos verdadeiros. :

Uma, visualizagac grafica do que ocorre é apresentada na figura 10.4. A imagem (uma
matriz de tons de cinza) tem uma linha para cada amostra g; € uma coluna b;; a claridade
do tom de cinza do pixel m;; é proporcional & diferenca absoluta das amostras |a; — b;l.
Portanto, casamentos perfeitos promissores dao origem a linhas diagonais claras.
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Figura 10.4: Casamentos perfeitos mais promissores.
Note parte superior, mais a direita, a presen¢a de uma
diagonal mais longa e clara

Como observado acima, nesta etapa podemos supor que o tamanho dos contornos é
O(1) e portanto o custo total é O(N?).

10.1.6 Uniao de candidatos sobrepostos

Uma vez que os candidatos iniciais encontrados no passo (4) estdo restritos a casamentos
perfeitos, é comum que um mesmo candidato reconhecivel (a,b) na escala mais fina dé
origem a dois ou mais candidatos parciais na escala inicial. Veja a figura 10.5(a,b). A
medida que esses candidatos sdo mapeados e refinados pelo algoritmo de PD, eles tendem
a convergir para trechos do candidato (a,b), com se¢bes em comum. Veja a figura 10.5(c).

O objetivo do passo (5.5) é descobrir tais candidatos e combinéd-los em candidatos

maiores, como mostrado na figura 10.5(d).
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Figura 10.5: Sobreposi¢do de candidatos.

Na implementacao atual, este teste é feito verificando-se se existem pelo menos M,
pares no emparelhamento de cada candidato que diferem em no miximo ¢, pares do
outro candidato. Mais precisamente, se cada candidato, visto como um caminho no grafo
5, tem pelo menos m,,;, vértices dentro da regido

U={{(ry +90, sp+6) : OSkﬁp—leée[—_q..Jrq]}

onde (ry, 8x), k = 0..p — 1 sdo os vértices que definem o casamento do outro candidato.
Veja a figura 10.6.

BN
ENEN

Figura 10.6: A regido U usada no critério de sobreposi¢io de candidatos.




Capitulo 11

Analise de alguns exemplos

Apresentaremos neste capitulo os resultados de alguns testes dos nossos programas. Os
dados foram obtidos de fragmentos reais {se bem que especificamente gerados para este

11.1 Awvaliacao dos resultados

Uma solu¢do para o problema da reconstrucio ¢ um conjunto de candidatos suposta-
mente verdadeiros, isto é, candidatos que correspondem a linhas de fratura entre pares
de fragmentos adjacentes no objeto original. Para avaliar o desempenho do programa,
introduziremos duas medidas quantitativas da qualidade dessa solugéo.

11.1.1 Relevancia

Idealmente, uma solu¢do S devolvida pelo programa deve conter apenas candidatos ver-
dadeiros. Portanto, um critério para medir a qualidade de uma solugdo encontrada S é
sua relevdncia definida por

_1snT
|5

onde T é conjunto dos candidatoes verdadeiros envolvendo os contornos dados. Este critério
mede a capacidade do programa rejeitar candidatos ndo verdadeiros.

p(S)

11.1.2 Sensitividade

O outro critério de medida do desempenho do programa € sua sensitividade, isto €, a
capacidade do programa de reconhecer os candidatos verdadeiros.
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Entretanto, o conceito de candidato verdadeiro ndo ¢ adequado para este fim, porque é
baseado em informacoes que podem néo estar presentes nos dados. Se a perda de material
ou os erros de aquisi¢do sdo suficientemente grandes, os dois segmentos de um candidato
verdadeiro podem ter formas completamente diferentes. Além disso, os candidatos verda-
deiros, tal como definidos, incluem também pares de segmentos cuja linha de fratura ideal
¢ pequena demais para que o par seja identificado sem ambigiiidade (veja no capitulo 5).

Sendo assim, para fim de calculo de sensitividade do programa é interessante defi-
nir o conceito de candidato reconhecivel, que é o candidato verdadeiro que poderia ser
identificado, por uma pessoa cuidadosa e paciente que comparasse somente os contornos
digitalizados dos fragmentos, sem limite de tempo. A sensitividade de uma solugo S pode
ser definida entdc pela {érmula

SnR
V(S)=%

onde R ¢é o conjunto dos candidatos reconheciveis. Note que v{S) varia entre 0 e 1, e que
v(S) = 1 significa que o programa conseguiu encontrar todos os candidatos reconheciveis.
Em geral, existe um conflito entre os critérios de relevancia e sensitividade. Se relaxar-
mos os critérios de sele¢io dos candidatos (por exemplo, se aumentarmos a discrepancia
critica £, ou o nimero maximo m, de candidatos considerados para cada par de curvas),
obteremos em geral solugdes com maior sensitividade, porém menor relevéncia.

11.1.3 Apresentagao dos resultados

Para cada teste, e cada escala apresentaremos os seguinte pardmetros:
¢ a discrepéncia critica amostral £ usada no refinamento,
» a penalidade para casamento imperfeito (|

e o nimero maximo permitido de candidatos por par m,,

o numero de candidatos n.,q, 0btidos em cada escala,

*

o custo em segundos da etapa de refinamento %y,

o nimero |8 N T'| de candidatos verdadeiros no conjunto refinado,
e a relevincia p desse conjunto, e

e a sensitividade v.
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11.2 Teste 1 - fragmentos de papel

Para este primeiro teste, o objeto original era um pedaco de papel retangular {veja a
figura 11.1), de cerca de 13.0 cm por 8.0 cm, o qual foi levemente chamuscado para ficar

quebradico, e entao rasgado em 20 pedagos.

Figura 11.1: Fragmentos do teste 1, montados manualmente, e seu grafo de adjacéncias.

Os dados de entrada para este teste eram o conjunto dos 20 fragmentos mostrados
na figura 11.2. Os fragmentos foram digitalizados diretamente com um scanner de mesa
padrdo (modelo UMAX UC630 Maxcolor) com 300 pontos por polegada. O comprimento
médio L dos contornos extraidos era aproximadamente 1200 pixels.
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Figura 11.2: Imagens de entrada para o teste 1.

Os contornos foram filtrados e convertidos para cadeias de curvaturas codificadas, como
explicado na segdo 9.3. O algoritmo de alinhamento em multiplas escalas foi entao aplicado
a estes contornos codificados, comecando na escala Ay = 32 pixels e terminando na escala
Ap = 2 pixels. O comprimento minimo alvo L., dos candidatos a procurar foi fixado
em 210 pixels (17.8 mm). Note-se que na escala A = 32 o borramento dos cantos reduz
tais candidatos a 210 — 6 * 32 = 18 pixels. O conjunto de candidatos reconheciveis com
comprimento maior ou igual a Lo, tinha 15 candidatos. A figura abaixo mostra o grafo

Figura 11.3: Fragmentos com o grafo de adjacéncias para os candidatos reconheciveis
com L > 17.8 mm.
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A tabela abaixo mostra os parémetros usados no algoritmo de multi-escala:

A £ C | Mo | Neands | tres | SN T 0 v
32 | 0.00085 | 0.00200 | 16 | 2300 | 3066 15 | 0.0065 { 1.00
16 | 0.00340 [ 0.00840 | 8 212 [ 2098 15 [ 0.0708 | 1.00

8] 0.01000 ; 0.01800 | 4 38| 349 15| 0.1705 } 1.00

4 | 0.02300 | 0.03500 | 2 281 305 11 1 0.3929 | 0.73

21 0.10000 | 0.30000 | 1 14| 244 9| 0.6429 | 0.60 |

As figuras 11.5 e 114 abaixo mostram os candidatos resultantes da pendltima etapa
de refinamento (A = 4).

Figura 11.4: Grafo de adjacéncias obtido pelo programa para fragmentos do teste 1, na
escala A =4
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Figura 11.5: Candidatos devolvidos pelo algoritmo de alinhamento era miltiplas
escalas para o teste 1, na escala A = 4. As estrelinhas (x) identificam os
candidatos verdadeiros.

11.3 Teste 2 - fragmentos de ceramica

Para o teste 2, 0s objetos originais eram 5 ladrilhos retangulares de ceramica néo vitrifica-
da, medindo cerca de 25.0 cm por 6.0 cm cada um, que foram quebrados em 112 pedagos.
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Veja a figura 11.6.

Figura 11.6: Fragmentos do teste 2, montados manualmente, € seu grafo de adjacéncias

Os fragmentos foram digitalizados diretamente usando um scanner de mesa padrao
(modelo UMAX UC630 Maxcolor) com 300 pixels por polegada. O lado plano de cada
fragmento foi esfregado levemente com giz para realcar o contraste. A figura 11.7 mostra

as imagens obtidas. O comprimento médio L de cada contorno extraido destas imagens
era aproximadamente 1500 pixels.
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Figura 11.7: Imagens de entrada para o teste 2.

Os contornos extraidos foram filtrados e convertidos para representagio por curvatura,
conforme explicado na secdo 9.3. A figura 11.8 mostra o grifico do desvio padrio &, dos
valores da curvatura, para cada escala de filtragem A,. Pode-se verificar que estes valores
obedecem razoavelmente a férmula

&y = 0.75/ 212 (11.1)

0 que pode ser interpretado como indicacio de que a dimenséo fractal das linhas de fratura
é proxima a 1.2 nas escalas de 1 a 16 pixels.
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Figura 11.8: Grafico do desvio padrio & dos valores da curvatura em funcio da
escala de filtragem A (escala logaritmica). A linha pontilhada é o grifico da

férmula (11.1).

O algoritmo de alinhamento em multiplas escalas foi aplicado entdo para estes con-
tornos codificados, comegando na escala Ay = 32 pixels e terminando na escala Ao = 2
pixeis. Foram feitas duas execu¢des do programa, indicadas a seguir por 24 e 2B, com

paridmetros ligeiramente diferentes.

11.3.1 Teste 2A

Nesta rodada ¢ comprimento minimo L, dos candidatos a procurar foi fixado em 250
pixels (20.8 mm). Note que na escala A = 32 estes candidatos sdo reduzidos a 250—2%32 =
58 pixels. Na figura 11.9 mostramos o grafo de adjacéncias dos 53 candidatos reconheciveis

com comprimento maior ou igual a Lpy;q.
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Figura 11.9: Grafo de adjacéncias dos candidatos reconheciveis com L., > 250 pixels.

O nimero de candidatos iniciais gerado pelo programa foi 87773. A tabela abaixo
mostra os pardmetros usados no algoritmo de multi-escala:

A ‘52 C | Mer | Treands bref 5N T 4 .
32 { 0.00070 | 0.00021 | 16 | 12950 | 14200 45 | 0.0035 | 0.8491
16 | 0.00220 | 0.00440 8 342 | 7484 351 0.1023 | 0.6604

8 | 0.00800 | 0.01400 4 67 668 27 | 0.4030 { 0.5094

4 | 0.02400 { 0.04000 2 28 321 231 0.8214 { 0.4340

2 | 0.06500 | 0.10000 1 22 419 19 | 0.8636 | 0.3585

A figura 11.10 abaixo mostra os 22 candidatos sobreviventes na escala A = 2.0 pixels.
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Figura 11.10: Os 22 candidatos devolvidos pelo algoritmo de alinhamento em
miiltiplas escalas para o teste 2A na escala A = 2 pixels. As estrelinhas (%)
identificam candidatos verdadeiros.

A figura 11.11 mostra o subconjunto das arestas do grafo de adjacencia que correspon-
dem aos pares verdadeiros encontrados pelo algoritmo.
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Figura 11.11: Fragmentos do teste 2A, montados manualmente, e o subgrafo de
adjacéncias encontrado pelo programa na escala A = 2 pixels.

11.3.2 Teste 2B

A tabela abaixo resume os resultados de uma segunda execucio do procedimento multi-
escala para os fragmentos do teste 2, com critérios mais relaxados (valores maiores para
£} e um comprimento menor para L, (210 pixels). (Na escala A = 32. estes candidatos
ficam reduzidosa 210 — 6 * 32 = 18 pixels.) O niimero de candidatos iniciais gerado pelo

programa foi1 166626.

A § C | ™ | Teeands bres SN T| P v
32 | 0.00080 | 0.00210 | 16 | 64743 | 31091 97 | 0.0009 | 0.7703
16 | 0.00260 | 0.00440 8| 7797 | 52551 70 | 0.0090 | 0.9459

8 | 0.00900 | 0.01400 41 1814 | 10095 64 | 0.0353 | 0.8649

4 1 0.02600 | 0.04000 2 442 | 4058 o0 | 0.1131 | 0.6756

2| 0.07050 | 0.10000 1 277 | 2542 46 | 0.1661 | 0.6217
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Note-se que a sensitividade v aumentou (de 0.3585 para 0.6217) em comparacao com
o teste anterior, enquanto que a relevancia p diminuiu (de 0.8636 para 0.1661). As fi-
guras 11.13 e 11.14 mostram os 60 primeiros candidatos devolvidos na 1iltima etapa, ¢ a
figura 11.12 apresenta o grafo de adjacéncias correspondente.

Figura 11.12: Fragmentos do teste 2B, montados manualmente, e o subgrafo de
adjacéncias na escala A = 2 pixels.



11.3. Teste 2 - fragmentos de ceramica

g

s

&
= ?
*(?;;
FIEEIEIE

Figura 11.13: Os 30 primeiros candidatos devolvidos pelo algoritmeo de
alinhamento em miltiplas escalas para o teste 2B na escala A = 2 pixels. As
estrelinhas (%) identificam os candidatos verdadeiros.
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Figura 11.14: Os préximos 30 candidatos devolvidos pelo algoritmo de
alinhamento em multiplas escalas para o teste 2B na escala A = 2 pixels. As
estrelinhas (x) identificam os candidatos verdadeiros.
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Capitulo 12

Conclusoes e sugestoes para
trabalhos futuros

Qs experimentos apresentados no capitulo 11, apesar de seus tamanhos modestos, demons-
tram a possibilidade de mecanicamente identificar segmentos adjacentes a partir de suas
linhas de contorno. Eles também validam a premissa bédsica do método de casamento em
multiplas escalas, em que o numero de candidatos sobreviventes diminui muito rapida-
mente a cada refinamento com aumento de resolugdo. O custo computacional de nosso
programa de casamento em muiltiplas escalas ainda é grande (cerca de 2 horas para os 112
fragmentos do teste 2), mas serd certamente fécil reduzir seu custo com pequeno esforgo

de programagio.

12.1 Contribuigoes para a area

Para identificar pares adjacentes, num conjunto grande segmentos, tivemos que resolver
varios problemas, alguns dos quais nfo tém uma solugdo étima conhecida. Antes de mais
nada tivemos que descobrir se seria possivel atingir nosso objetivo apenas a partir dos
contornos dos fragmentos. N&o encontramos na literatura nada que garantisse este ser
um problema possivel de ser resolvido ou nédo, de modo que tivemos que desenvolver
uma. técnica de estimacgio da quantidade de informacfo contida em linhas de fratura
(capitulo 5).

Uma vez mostrado que o problema pode ser resolvido a principio, enfrentamos o proble-
ma da filtragem dos contornos. As técnicas usualmente empregadas, baseadas em filtragem
paramétrica, sio afetadas pelo efeito do ruido no comprimento da curva, e produzem re-
sultados diferentes dependendo da orientacio do segmento. Para solucionar este problema
desenvolvemos o algoritmo de filtragem geométrica com parametrizagio “a posteriori”
(capitulo 4).
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Outros problemas que tivemos que resolver foram a geracio dos candidatos iniciais,
0 alinhamento de segmentos correspondentes, ¢ mapeamento dos segmentos em véarias
escalas de filtragem que também demandaram solugoes originais.

12.2 Sugestoes e trabalhos futuros

Uma necessidade ébvia é estender estas técnicas para fragmentos com superficies curvas
(vasos, estatuas, etc) que constituem a maioria dos fragmentos encontrados em escavagcdes
arqueolodgicas.

Esta extensfo exigird o uso de técnicas de visdo estereoscopica para extragao das linhas
de fratura, e o estudo e representacio de invariantes locais para curvas no R? (incluindo
por exemplo torsdo, além de curvatura).

Também ¢ necessario melhorar a implementacao para torna-la mais eficiente € mais
facil de usar, incluindo a escolha automética de valores para os varios pardmetros, que
atualmente devem ser fornecidos pelo usuario. :

QOutra dire¢io para trabalho futuro é adaptar os métodos apresentados aqui para outras
dreas tais como: medicina legal (para reconstrucio de ossadas) e biologia computacional
(na identificacio de cadeias de DNA).




Apéndice A
Descricao dos programas

Nés implementamos os métodos e algoritmos apresentados neste trabalho usando a lin-
guagem Modula-3 [12], [24]. A programacdo totalizou cerca de 20.000 linhas de cédigo.
Neste capitulo vamos descrever 0s principals componentes desta implementacio. Maiores
detalhes podem ser obtidos nas interfaces dos mddulos das bibliotecas € nos comentérios

dos programas.

A.1 Programas principais:

Nesta secdo, descreveremos os programas necessirios para processar uma instancia do
problema, desde as imagens iniciais até a lista dos pares de fragmentos adjacentes encon-

trados.

PZSplit

Este programa separa uma imagem de N fragmentos em N imagens individuais, usando
uma variante do algoritmo de propagacéo descrito na se¢éio 2. O programa permite escolher
o nivel de cinza by, € a cor de fundo &, (suposta uniforme). As imagens séo tons de
cinza, no formato pgm usado pelo pacote PBMplus.

PZBoundary

Este programa extrai o contorno de um finico fragmento a partir de uma imagem do
mesmo, segundo o algoritmo descrito na segdo 2.2. O programa pode opcionalmente
gravar o contorno externo {a;} ou interno (b;), em vez do contorno interpolado (p;).
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PZFilter

Este programa filtra uma curva em varias escalas Amin, GAmin, € min, - 0 Amin, Usando
o algoritmo de filtragem geométrica descrito na secdo 4.6. Além dos contornos iniciais
(produzidos pelo PZBoundary) este programa recebe a escala inicial Ap;,, 0 passo o, e o
mimero de escalas n. Além disso, devem ser fornecidos o nimero r de estdgios interme-
didrios do algoritmo de filtragem, e a tolerancia € para determinacio de sua convergéncia.
Uma saida colateral deste programa séo os arquivos que fornecem a correspondéncia entre
as parametrizagdes do contorno nas diferentes escalas de filtragem.

PZComputeVelAcc

Este programa parte de um contorno amostrado e calcula a velocidade e a aceleragio em
cada amostra na parametrizagao natural.

PZComputeCurvature

Este programa calcula a representacdo por curvatura de um contorno dado como deserito
no capitulo 9 a partir dos arquivos produzidos por PZComputeVelAcc.

PZEncodeCurvature

Este programa codifica as curvaturas de cada contorno conforme descrito na segdo 9.3. O
parametro &, deve ser fornecido ao programa.

PZGetStraightSegs

Dado um conjunto de contornos, este programa produz um arquivo de segmentos dos
mesmos que ndo devem ser considerados no processe de casamento, por terem curvaturas
muito proximas a zero. Conforme observado na secéo 1.6 estas partes sdo provavelmente
bordas externas; e, de qualquer forma, elas ndo podem ser casadas com confianca, pois
produziriam um ndimero muito grande de candidatos.

Este programa deve ser aplicado a contornos filtrados numa escala intermediaria, pois
nas escalas mais finas os erros de aquisi¢do do contorno podem impedir o reconhecimento
de bordas externas.

PZMapSegs

Este programa mapeia um conjunto de segmentos de contornos, de uma escala de fil-
tragem A; para outra escala de filtragem A;. Para isto, € necessario que os contornos




A.2. Utilizagao dos programas 122

correspondentes ja tenham sido filtrados nas escalas A; e A;. Ele é usado no algoritmo de
reconhecimento em multiplas escalas, e também para mapear os segmentos retos obtidos
por PZGetStraightSegs para outras escalas. Ele recebe como entrada, além dos segmen-
tos numa escala );, o fator de borramento (segdo 10.1.1), e os arquivos que definem a
correspondéncia entre os contornos na escala ); e A; (que séo produzidos pelo PZFilter,
como subproduto do processo de filtragem).

PZGetInitialCands

Este programa lé um conjunto de contornos e gera o conjunto dos candidatos iniciais dos
mesmos. Ele encontra apenas candidatos definidos por alinhamentos perfeitos, conforme
o algoritmo descrito na segdo 10.1.5. Neste processo sdo desconsiderados os segmentos
produzidos pelo programa PZGetStraightSegs.

PZMapCands

Este programa anédlogo ao PZMapSegs, mapeia o conjunto de candidatos de uma escala de
filtragem A; para outra escala A;.

PZRef ineCands

Este programa refina num conjunto de candidatos aproximados, usando o algoritmo de
programacio dindmica a partir do centro (“centrifugo”), conforme descrito na segao 8.3.2,
aplicado as representagdes por curvatura dos contornos. Além disso, ele classifica os can-
didatos refinados pelo valor da discrepincia total, e elimina os mais discrepantes, como
discutido na secio 9.2. Além dos candidatos aproximados € das cadeias de curvatura, o
programa precisa dos seguintes pardmetros: o valor critico de corte £2; o tamanho minimo
de um candidato; o nimero méximo de candidatos; e o0 nimero méximo de candidatos por

curva.

A.2 Utilizacao dos programas

Os programas s&o tipicamente usados segundo os fluxogramas abaixo. No inicio, os frag-
mentos digitalizados em conjunto sdo separados com o PZFilter, ¢ cada fragmento tem
seu contorno extraide com o PZBoundary. Feito isto, cada contorno é entfo filtrado em

diferentes escalas de filtragem, com uma unica execugao do PZFilter (figura A.1).
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Figura A.1: Diagrama mostrando a extragdo dos contornos e filtragem em
diferentes escalas.

Para cada contorno filtrado, em cada escala, ¢ calculada a representagdo por curva-
tura do mesmo usando os programas PZComputeVelAcc e PZComputeCurvature. A se-
guir, o programa PZCurvHist é usado para calcular o valor de &,, utilizado na funcéo de
quantizagdc ¢. As curvaturas sao entdo codificadas pelo programa PZEncodeCurvature,
conforme descrito na secdo 9.3.
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Figura A.2: Diagrama mostrando o cdlculo e a codificagfo da curvatura para
um Contorno.

Feito isso, usamos o programa PZGetStraigthSegs para extrair segmentos do contor-
no, que provavelmente correspondem a bordas externas, na escala mais conveniente para
esta identificagdo. Em seguida, estes segmentos sdo mapeados para escala mais grosseira
com o PZMapSegs. Os candidatos iniciais sdo entdo gerados com o PZGetInitialCands,
ignorando-se 0s segmentos retos.
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Figura A.3: Diagrama mostrando a extracio dos segmentos de borda e a
inicializagdo do arquivo de candidatos.

Uma vez obtido um conjunto inicial de candidatos, usamos alternadamiente os progra-
mas PZMapCands, para “traduzir” os candidatos de uma escala para a escala mais fina
seguinte, e PZRefineCands para encontrar ¢ melhor casamento, e eliminar os candidatos
que se revelam pouco promissores. A figura A .4 ilustra uma destas etapas.
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Figura A.4: Diagrama mostrando o refinamento dos candidatos.

Este processso de refinamento/mapeamento dos candidatos é repetido até que os can-
didatos que restam sejam na sua maioria corretos, ou até atingir a escala de detalhes a
mais fina possivel.

A.3 Programas de impressao e tracado

Estes programas nao sao estritamente necessdrios para a solugdo do problema, mas sao
bastante titeis para monitorar o processo. Os programas de desenho podem gerar saida
no formato Postscript (.ps) ou Encapsulated Postscript (.eps) [1].

PZDraw

Este programa desenha o contorno de um fragmento ¢ foi usado, por exemplo, para gerar
a figura 9.2.

PZDrawSegs

Este programa desenha um ou mais segmentos de contorno.
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PZDrawCands

Este programa é usado para desenhar um conjunto de candidatos, opcionalmente com seus
casamentos. As figuras 11.5 e 11.10 foram geradas por este programa.

PZPrintCands

Este programa imprime um conjunto de candidatos num formato legivel. Para cada can-
didato sdo impressos os numeros dos dois contornos, o indice de inicio e fim de cada
segmento, a discrepdncia e o casamento (codificado de maneira compacta). Opcional-
mente, o programa lé os contornos codificados por curvatura e imprime os segmentos dos
mesmos correspondentes a cada candidato.

PZDrawCandGrid

Este programa desenha a matriz que representa o grafo ¢ {segdo 8.2), € 0 caminho corres-
pondente ao casamento de cada par de segmentos do conjunto de candidatos. A figura 10.6
¢ semelhante a gerada por este programa.

A.4 Programas de avaliacao e estatistica

Os programas a seguir séo utilizados principalmente para ajudar a escolha dos pardmetros
usados pelos programas principais. Na resolu¢do de varias insténcias similares do proble-
ma, eles provavelmente s6 precisam ser executados uma vez.

PZRefineCandsGeometry

Este programa refina um conjunto de candidatos, utilizando as coordenadas cartesianas
das amostras e néo as curvaturas. O programa usa procedimentos de otimizagdo ndo linear
para encontrar a melhor rotacio e o melhor deslocamento relativo dos dois segmentos. Ele
é usado ocasionalmente para validar o casamento por curvatura codificada, ou para obter
candidatos sabidamente corretos, para fins de teste.

PZMatchlmage

Este programa produz uma imagem m em tons de cinza que mostra em forma grafica todos
05 casamentos perfeitos de dois segmentos @, & na representacao por curvatura, como &
mostrada na figura 10.4.




A.5. Programas auxiliares 128

PZRandomCands

Dado um conjunto de contornos observados, este programa extrai do mesmo um conjunto
de candidatos aleatdrios, constituido de pares de segmentos de mesmo comprimento esco-
lhidos aleatériamente. O programa opcionalmente 1é uma lista de segmentos dentro dos
quais 0s candidatos sdo escolhidos.

PZCurvHistogram

Este programa recebe wm conjunto de grificos de curvaturas de contornos, produzidos
pelo PZComputeCurvature, e produz histogramas dos mesmos, como os da figura 9.4.
O programa pode opcionalmente excluir dos histogramas um conjunto especificado de
segmentos. Sua fungdo principal é estimar o valor de A, usado na férmula de quantizacio
da curvatura (secdo 9.3.1).

PZPlotMatchCost

Dado um conjunto de candidatos codificados por curvatura, este programa executa o
algoritmo de programac@o dindmica centrifuga para cada candidato, e determina para
cada comprimento S o casamento de menor discrepincia com esse comprimento. Esses

valores de discrepéncia sao plotados em fungao de S, produzindo um grafico como o da
figura 9.1. A principal funcio deste programa é determinar a discrepancia critica £ a ser
usada neo casamento de segmentos e classificacio dos candidatos.

PZSpectrum

Este programa calcula a transformada de Fourier de uma func¢do periédica (por exemplo,
a coordenada z ou ¥ de um contorno) e grava o espectro de poténcia da mesma.

A.5 Programas auxiliares

PZConvertSyntheticCands

Este programa converte o formato do arquivo de um conjunto de candidatos obtidos ma-
nualmente (.txt) para o formato padrio de um conjunto de candidatos (.can)

PZMapChain

Este programa recebe um contorno (ou segmento) na forma de uma curva plana, e aplica
3 mesma uma rotagio e/ou translagio especificada.
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A.6 Biblioteca 1ibm3pz

Os programas utilizam vérias bibliotecas de Modula 3, incluindo geometria projetiva
(libm3geo), geragio de arquivos Postscript (1ibm3ps), otimiza¢io (1ibm3minu, libm3minn),
etc. Especificamente para este trabalho foi desenvolvida uma biblioteca especial, 1ibm3pz,
de operagdes com curvas, segmentos, candidatos, etc. A biblioteca 1ibm3pz contém os se-
guintes maddulos:

PZGeo:

Este mddulo descreve varios procedimentos de manipulagao geométrica. Ele inclui procedi-

mentos para interpolar linearmente pontos (LinearInterpolate), interpolar cubicamente
os pontos (HermiteInterpolate), estimar a velocidade a partir de trés amostras sucessivas

por vérios métodos (EstimateVelocityl, EstimateVelocityC, EstimateVelocityQ)},

calcular a distancia média quadrética entre dois segmentos de reta (AvgSegDist), calcular
o comprimento da curva polinomial (HermiteCurveLength) e procedimentos Rotation e’
Translation para calcular as matrizes de rotagfo e translagdo que levam um segmento

de reta em outro.

PZProc:

Este mddule apresenta uma misceldnea de fun¢des e procedimentos auxiliares.

PZLR3Chain:

Este mddulo define a representagio de contornos amostrados onde as amostras sdo pon-
tos do R® {embora, no nosso trabalho, apenas as coordenadas z e y sejam utilizadas,
pois nossas curvas sio planas). Ele prové procedimentos para leitura e gravagio de tais
contornos.

PZLRChain:

Este médulo fornece um conjunto de procedimentos para manipulacdo de um vetor de
numeros reais. Esta representagio é usada tanto para representar os graficos de curvaturas
ao longo dos contornos, quanto os vetores que definem a correspondéncia entre as amostras
de um contorno filtrado e as do contorno original (segio 4.7.5).
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PZSymbolChain:

Este médulo define os principais procedimentos de manipulacio de um conjunto de vetores
de curvaturas codificadas. Ele também prove procedimentos para leitura e gravagao de
tais contornos.

PZIntChain:

Este médulo implementa um conjunto de procedimentos para manipulacao de um vetor
de inteiros.

PZSmooth:

Este médulo contém os procedimentos necessarios para filtrar uma curva (PZLR3Chain)
usando convolucio.

PZSegment:

Este mddulo define a representacdo de segmentos e 0s procedimentos para sua leitura
(Read) e gravagio (Write).

PZCandidate:

Este mddulo define a representacdo de candidatos e os principais procedimentos para a sua
manipulagdo. Em particular, inclui procedimentos para leitura e gravagio (Read, Write
e Print); procedimentos para detectar e juntar candidatos parcialmente sobrepostos ou
repetidos (MergeOverlaps, Qverlap) e para ordenar ¢ eliminar candidatos pouco promis-
sores (Sort, Prune).

PZMatch:

Este médulo prové os procedimentos o casamento genérico de contornos por meio de
programacéio dindmica tanto na forma padrio (Match), quanto na variante “centrifuga”
(OutMatch), Estes procedimentos recebem como parimetro uma funcdo que determina
o custo de um passo (3,7,¢,;') de modo que eles podem ser usados para casamento de
contornos quer eles estejam codificados por curvatura, quer na forma de coordenadas
cartesianas.



A.6. Biblioteca 1ibm3pz 131

PZ0ptMatrix:

Este mdduloe define o procedimento que célcula o melhor alinhamento de dois segmentos a
partir das coordenadas z e y das amostras. O procedimento retorna a matriz de translagéo
e rotagio que fornece o alinhamento étimo.

PZMismatch:

Este médulo calcula a discrepéncia dados os valores da integral de f|la — ||, a distincia
critica, a distdncia de saturagdo e a penalidade por casamentos imperfeitos, conforme
descrito no capitulo 7.

PZPlot:

Este médulo define procedimentos para desenhar contornos, segmentos, candidatos, e ca-
samentos, gerando arquivos no formato de um arquivo Postscript (.ps) ou Encapsulated
Postscript {.eps).

PZFullPlot:

Este médulo semelhante ao PZPlot:, mas também abre o arquivo para mudar escalas para
ajustar as curvas.

PZFourier:

Este médulo define procedimentos para andlise de Fourier de sequéncias reais (PZLRChain).

PZImage

Este médulo define procedimentos para representacao e manipulacao de itnagens em tons
de cinza, no formato ppm.

PZMatrix

Este médulo define a matriz de transformacgio geométrica, e procedimentos que criam
matrizes de rotagao e translacao.

PZShape

Este médulo implementa o cdlculo da fungio de forma de uma curva, como descrito no
capitulo 5.
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PZSymbol

Este médulo define a representagdo codificada das curvaturas e a a funcao ¢ (9.2) de
guantizacdo da curvatura.

A.7 Formatos dos arquivos

A.7.1 Contornos

Os contornos e arquivos associados (reparametrizagoes, curvaturas, etc) sio armazenados
em arquivos com formatos semelhantes. O formato é

begin (tipo) (format of {data))
samples = (nimero)

unit = (unidade)

{amostra 0)

{amostra I)

{amostra n — 1)
end

Para acelerar a leitura e gravagdo do arquivo gravamos os valores como inteiros que sio
multiplicados por um fator de corre¢o real (unit) quando lidos do disco para a meméria.
A {data) é dada por ano-més-dia, e ¢ atualizada a cada modificagao do formato do arquivo.
O (tipo) pode ser

¢ SymbolChain: cada amostra é um caracter entre z..00A..Z, representando um
nimero entre —26 e —26, conforme descrito na secio 9.3. Em arquivos deste tipo, a
linha unit é substituida por uma linha sigma = { numerc ) que determina o desvio
padrio &, usado na funcido de codificagao ¢.

e LR3Chain: cada amostra é um ponto do R3, dado por 3 ntmeros z, y, z. Este
tipo de arquivo é usado para representar os contornos (atualmente planos, isto é
z=0).

e LRChain: cada amostra é um dnico ndmero real. Este tipo de arquivo é usado

para armazenar curvatura numérica em cada ponto de amostra, e o rétuio da mesma,
que define a correspondéncia entre diferentes escalas.
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A.7.2 Segmentos

Este arquivo é usado para listar segmentos de contorno, por exemplo os segmentos de
borda determinados pelo programa PZStraightSegs.
0 formato é

begin PZSegments (format of (data))
segments = (nimero)

{segmento 0)

{segmento I}

{segmento (n — 1))
end

Onde cada {segmento i) tem as seguintes informagdes: o niimero do contorno , o ndmero
de amostras do mesmo, o indice da amostra inicial ¢ o nimero de amostras do segmento. -

A.7.3 Lista de candidatos

Este arquivo é usado para descrever um conjunto de candidatos numa dada escala.

begin PZCandidate.List (format of (data))
(nimero de candidatos)

{candidato ()

{candidato 1)

(candidato 2)

{candidato (n — 1))
end

Onde cada candidato tem as seguintes informagdes: os dois segmentos {como no arquivo
de segmentos) cada qual seguido de um indicador do sentido de leitura, (“4-” normal, “—"
invertido); a discrepéncia, o comprimento total dos segmentos, o comprimento casado e
opcionalmente um {casemento).

O significado da discrepancia depende do programa que produz ¢ arquivo. O casamento
é dado pelo inicio do mesmo relativo a cada segmento, e uma seqiiéncia codificada de
passos (/, | ou \, dependento se apenas o primeiro segmento avanga, se os dois segmentos
avangam, ou se apenas o segundo segmento avanga (vide capitulo 8)).
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A.7.4 Lista de candidatos manuais

Para fins de teste, podemos gerar um conjunto de candidatos manualmente, bastando para
isso produzir um arquivo no seguinte formato:

n = {numero de cendidatos)
{descrigio do candidato 0)
{descricdo do candidato 1)
{(descrigdo do candidato 2)

(descrigao do candidato (n — 1))

Cada (descrigdo do candidato i) consiste das seguintes informagdes: o mimero do pri-
meiro contorno, o inicio e o fim do segmento considerado; o ndmero do segundo contorno, e
o infcio e o fim do segmento considerado. O inicio e o fim s@o fornecidos na forma de fragdes
decimais (entre 0 e 1) do comprimento total do contorno, a partir da amostra inicial. O
programa PZConvertCands transforma este arquivo no formato padréo (secdo A.7.3).
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