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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos uma generalizagao do diagrama de Voronoi: conside-
ramos diagramas de Voronoi de ordem k no plano projetivo orientado T?. Este espaco
admite retas orientadas assim como muitos outros conceitos geométricos fundamentais de
maneira consistente. Neste contexto, demonstramos vérias propriedades de diagramas de
Voronoi, algumas delas intrinsecas a T?. Por exemplo, o diagrama de Voronoi de ordem k
de um conjunto de n sitios em T? tem um nimero exato de regides e é antipoda do diagra-
ma de Voronoi de ordem n — k do mesmo conjunto de sitios, ¥k : 1 < k < n. Finalmente,
apresentamos uma generalizacdo, de R? para T?, de dois algoritmos para construcio de
diagramas de Voronoi de ordem k. O primeiro algoritmo constréi os diagramas de Voronoi
de todas as ordens para busca dos k vizinhos mais proximos, em tempo e espago 6timos;
enquanto o segundo é um algoritmo incremental randomizado on-line para construir o
diagrama de Voronoi de cada ordem, independentemente. Para este segundo algoritmo,
apresentamos um novo método para localizagdo de pontos, o qual reduz a complexidade
de tempo por um fator logaritmico e que é muito mais simples que o original.



Abstract

In this dissertation, we present a generalization of the Voronoi diagram: we consider
order k Voronoi diagrams in the oriented projective plane T2. This space handles oriented
lines as well as many other fundamental geometric concepts in a consistent way. In this
context, we show several properties of Voronoi diagrams, some of them intrinsic to TZ.
For example, the order k Voronoi diagram of a set of n sites in T? has an exact number
of regions. Furthermore, this diagram is antipodal to the order n — k& Voronoi diagram of
the same set of sites, ¥k : 1 < k < n. Finally, we present a generalization, from R? to T2,
of two algorithms for constructing order k& Voronoi diagrams. The first one constructs all
Voronoi diagrams for k£ nearest neighbor search, in optimal time and space, and the other
is an on-line randomized incremental algorithm for constructing each order k Voronoi
diagram, independently. For this second algorithm, we present a new method for point
location which improves the time complexity by a logarithmic factor and which is much
simpler than the original one.
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Capitulo 1

Introducao

O diagrama de Voronoi estd entre as estruturas mais estudadas em Geometria Computa-
cional, devido a quantidade de suas aplicagbes em diversas dreas [3]. Um exemplo cldssico
consiste no seguinte problema: dadas n agéncias dos correios e a posi¢ao de uma pessoa,
determinar qual das agéncias estd mais préxima da pessoa. O problema pode ser resolvido
de maneira trivial, calculando-se a distancia da pessoa a cada agéncia, em tempo linear
no numero de agéncias. Entretanto, se o problema deve ser resolvido frequentemente,
¢ interessante utilizar uma estratégia mais elaborada. Construindo-se uma 1inica vez o
diagrama de Voronoi das n agéncias, podemos determinar a agéncia mais préxima de
qualquer pessoa em tempo O(logn), utilizando um algoritmo de localizagdo de pontos,
como o algoritmo de Kirkpatrick [16].

Nos tltimos anos, muitas pesquisas em Geometria Computacional abordaram genera-
lizagOes do diagrama de Voronoi. Dentre elas, estd o diagrama de Voronoi de ordem k,
introduzido primeiramente por Shamos e Hoey [30]. Este diagrama generalizado permite,
por exemplo, resolver o problema das agéncias dos correios quando estamos interessados
nas k agéncias mais proximas. Outras generalizagoes podem ser obtidas, considerando-se
objetos mais complexos ou modificando-se o0 espago geométrico.

Neste contexto, esta dissertacao é continuacdo natural de dois trabalhos anteriores.
No primeiro deles [11], foi apresentado um ambiente distribuido de visualizacdo com su-
porte para Geometria Projetiva Orientada [31]. Este ambiente, denominado GeoPrO, foi
utilizado no segundo trabalho [22], onde foram generalizados, de R? para o plano pro-
jetivo orientado T?, algoritmos para construcdo de diagramas de Voronoi de ordem 1.
Dessa forma, o GeoPrO serviu como ferramenta de apoio a visualizagdo dos algoritmos
implementados.

Nés também generalizamos algoritmos de R? para T?, mas consideramos diagramas
de Voronoi de ordem k. Assim eomo em [22], utilizamos os visualizadores do ambiente
GeoPrO para facilitar a depuragéo dos algoritmos implementados.



Organizacgao da Dissertacao

No capitulo 2, apresentamos uma introdugdo a diagramas de Voronoi de ordem & e o
capitulo 3 apresenta os conceitos fundamentais do plano projetivo orientado. Algumas
referéncias sdo indicadas no texto, possibilitando ao leitor interessado encontrar mais
detalhes.

No capitulo 4, apresentamos uma generalizagdo, de R? para T?, de um algoritmo pa-
ra construir os diagramas de Voronoi de todas as ordens. Este algoritmo generalizado
mantém a otimalidade do algoritmo original e permitiu visualizarmos diagramas de Voro-
noi, antes do estudo de algoritmos mais complexos. O capitulo também apresenta cotas
exatas para o nimero de regides, vértices e arestas de um diagrama de Voronoi de or-
dem k de n sitios em T? e mostra que este diagrama é antipoda do diagrama de Voronoi
de ordem n — k£ do mesmo conjunto de sitios.

Um algoritmo eficiente para construir diagramas de Voronoi de ordem k em T? é
apresentado no capitulo 5. Este algoritmo é randomizado, incremental e on-line e, ao
se inserir um novo sitio, a primeira etapa consiste em localizar um vértice destruido do
diagrama de Voronoi anterior. Nés reduzimos o tempo esperado deste passo de O(logn)
para O(1), mantendo a complexidade das demais etapas.

Para demonstrar a corretude dos algoritmos apresentados, nds mostramos varias pro-
priedades de diagramas de Voronoi de ordem k& em T?. As propriedades de R? que se
aplicam naturalmente a T? sdo apenas citadas e indicamos uma referéncia para a de-
monstracdo original correspondente.

No final de cada capitulo, apresentamos imagens de diagramas de Voronoi de ordem &
nos modelos plano e esférico de T?. Estas imagens foram produzidas pelos visualizadores
do ambiente GeoPrO, como resultado da execucgdo dos algoritmos implementados.



Capitulo 2

Diagramas de Voronoi de Ordem £k

A definicdo usual de diagrama de Voronoi é o diagrama de vizinho mazts prézimo: dado
um conjunto de objetos num espago geométrico, o diagrama de Voronoi desse conjunto é
uma divisao do espaco em regioes, cada qual associada a um objeto do conjunto, de modo
que todos os pontos de uma regido sdo mais préximos do objeto correspondente do que
de todos os demais. Veja na figura 2.1 um diagrama de Voronoi de pontos. No contexto
de diagramas de Voronoi, cada objeto do conjunto ¢ denominado sitzo.

Outras defini¢oes do diagrama de Voronoi sdo consideradas variagoes ou generalizagGes

e podem ser obtidas da seguinte forma [22]:
e utilizando outra relagao de ordem entre distancias;
e considerando objetos mais complexos;

e modificando o espaco geométrico.

A modificagdo da relagdo de ordem entre distancias acontece, por exemplo, no diagra-
ma de Vorono: de vizinho mais distante. Neste diagrama, os pontos de cada regidao sao
mais distantes do sitio associado do que de todos os outros.

No diagrama de vizinho mais préximo, cada regidao € associada a apenas um sitio
do conjunto. Entretanto, podemos definir um diagrama que associe, a cada regiao, k&
sitios do conjunto, de modo que os pontos de cada regiao sejam mais proximos dos k
sitios associados do que de todos os demais. O diagrama de Voronoi definido dessa forma
é denominado diagrama de Voronoi de ordem k. Assim, o diagrama de vizinho mais
préximo é o diagrama de Voronoi de ordem 1, enquanto o diagrama de vizinho mais
distante é o diagrama de Voronoi de ordem n — 1, onde 7 é o niimero de sitios.

Este trabalho trata de generalizacoes do diagrama de Voronoi. Em primeiro lugar, nos
consideramos diagramas de Voronoi de ordem k. Por exemplo, o diagrama de Voronoi de



Figura 2.1: Exemplo de diagrama de Voronoi de vizinho mais préximo.

ordem 2 do conjunto de sitios da figura 2.1 é apresentado na figura 2.2. Além disso, nés
modificamos o espago geométrico, ao utilizarmos a Geometria Projetiva Orientada.

Alguns conceitos que parecem bastante intuitivos no diagrama de Voronoi de ordem 1
podem, a primeira vista, tornar-se intrigantes quando aumentamos a ordem do diagrama.
Por exemplo, no diagrama de Voronoi de ordem 1, cada regiao contém o sitio ao qual
estd associada. Entretanto, nos diagramas de ordem mais alta, onde cada regido estd
associada a k sitios, um sitio pode ser associado a uma regiao e, a0 mesmo tempo, estar
contido em outra regido. Na figura 2.2, observe que a regidao associada aos sitios {1, 7}
contém apenas o sitio 7 e a regido associada a {1,5} nao contém nenhum sitio.

Outro exemplo é a existéncia de uma regido para cada sitio no diagrama de Voronoi
de ordem 1. Isto ndo ocorre em diagramas de ordem superior, pois cada regiao estd
associada a k sitios. Assim, existem (:) possiveis subconjuntos de & sitios, onde um sitio
pode estar associado a vérias regides. Felizmente, apenas O(k(n — k)) destas combinactes



estdo associadas a regides do diagrama de Voronoi de ordem k [17]. No capitulo 4, nés
apresentamos uma demonstragao do nimero exato de regioes, vértices e arestas de um
diagrama de Voronoi de ordem k no plano projetivo orientado. No préximo capitulo,
apresentamos uma introducao a este espaco geométrico.

Figura 2.2: Diagrama de Voronoi de ordem 2 do conjunto de sitios da figura 2.1.



Capitulo 3

Geometria Projetiva Orientada

A grande maioria dos algoritmos para construc¢ao de diagramas de Voronoi no plano Eu-
clidiano R? trata de maneira especial as regides ilimitadas do diagrama. Num algoritmo
incremental, por exemplo, a inser¢do de um novo sitio geralmente remove alguns vértices
do diagrama. Porém, caso o novo sitio seja inserido no exterior do casco convexo do
conjunto, pode acontecer de nenhum vértice ser removido. Como muitos algoritmos in-
crementais [4, 13] come¢am identificando um vértice destruido pelo novo sitio, a inser¢ao
deste sitio tem que ser tratada como um caso especial.

Uma solugdo é utilizar o plano projetivo cldssico P? que equivale, topologicamente, a
uma cépia do R? e um ponto no infinito. Este ponto representa simultaneamente todos
os pontos no infinito e, portanto, surge o problema de auséncia de orientagdo: os dois
pontos no infinito de uma reta sao representados pelo mesmo ponto, embora estejam em
sentidos opostos.

Uma solugdo elegante para este problema vem da utilizagao do plano projetivo orien-
tado T? [25, 31] que é, topologicamente, composto de duas cdpias do R? e uma reta
do infinito. Deste modo, os pontos no infinito de uma reta sdo representados por pon-
tos distintos na reta do infinito, uma representacao que permite definirmos de maneira
consistente conceitos geométricos como convexidade e orientagao.

Neste capitulo, apresentaremos a notacao que sera utilizada ao longo da dissertacao,
bem como conceitos associados ao plano projetivo orientado. A notagado adotada € a
mesma usada em [31], onde o leitor interessado pode encontrar, em detalhes, os conceitos
que serao apresentados.

3.1 Plano Projetivo Orientado

O plano projetivo orientado T? combina as vantagens do plano projetivo classico e do plano
Euclidiano. Além de considerar a existéncia de pontos no infinito, T? permite atribuir



3.1. Plano Projetivo Orientado 7

orientacao aos objetos geométricos e, para isto, sao utilizadas coordenadas homogéneas
com sinal. Assim, o ponto p = [z,y,w| é diferente do ponto [—z, —y, —w]. Este iltimo,
denotado por —p, é denominado antipoda de p, a0 mesmo tempo em que p é antipoda de
_lp_

Como T? é formado por duas cépias do R? e uma reta do infinito, devemos distinguir
pontos proprios e imprdprios. Um ponto p = [z, y, w] é préprio se w # 0. Caso contrario,
com w = 0, 0 ponto é impréprio’, ou seja, estd na reta do infinito, denotada por Q. Ja
um ponto préprio estd4 numa das cépias do R?: uma delas é denominada aquém e a outra
além. No aquém, estdo todos os pontos com w > 0 e, no além, aqueles com w < 0. O
aquém e o além sao chamados de hemisférios canénicos.

T? pode ser representado pelo modelo plano ou pelo modelo esférico, como mostrado
na figura 3.1. No modelo plano, um ponto p = [z,y,w| é representado pelo ponto em
coordenadas cartesianas (z/w,y/w), onde w # 0; no modelo esférico, p é representado
pelo ponto (z,y,w)/ V2 + y2 + w?. Note que estes dois modelos estdo relacionados por
projecdo central, como mostrado na figura 3.2. Nossa convengao nas figuras utiliza pontos
vazios e linhas tracejadas para o além no modelo plano ou quando estao escondidos no
modelo esférico.

além

aquém

(a) (b)

Figura 3.1: Modelos de T?: (a) plano e (b) esférico.

1A tripla [0,0,0] é considerada invalida.
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[z, y, w]

[z, y, w]

p = [z/w,y/w,1]

= [—'l'/'w, _y/w: _1]

Figura 3.2: Relacd@o entre os modelos plano e esférico de T?.

O conceito de segmento de reta em T? é uma simples generalizacio do mesmo conceito
em R?. Dados dois pontos p e ¢ em T?, ndo coincidentes, o segmento de reta entre eles é
formado pelos pontos do menor dos dois arcos definidos por p e ¢ no circulo maximo do
modelo esférico que os contém. Veja na figura 3.3 alguns exemplos de segmentos de reta
em T?. Observe que o segmento de reta entre um ponto p, no aquém, € um ponto ¢, no
além, tem um aspecto particular no modelo plano. Este segmento de reta pode ser melhor
visualizado no modelo esférico, como mostrado na figura 3.4. Note que o segmento de
reta entre p e —p € indefinido, pois existem infinitos circulos méximos passando por estes
pontos.

A nogdo de ponto médio estd diretamente relacionada ao conceito de segmento de
reta. Dados dois pontos p e ¢, onde pelo menos um deles é proprio, nés denotamos por
midpoint(p, g) o ponto médio correspondente, definido da seguinte forma:

midpoint(p, @) = [Pz|w| + @z|Pwl: Pylou| + 0y |Pul, PulGuw| + Gu|Pul]

O ponto médio de dois pontos sé estd bem definido se o segmento de reta entre eles
também estd. Por exemplo, se ¢ = —p, entdo o ponto médio é indefinido, da mesma forma
que o segmento de reta entre eles.
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o
I
|
I
|
|
I

Figura 3.3: Exemplos de segmentos de reta no modelo plano de T?.

3.2 Os Lados de uma Reta

Em R?, dados dois pontos p e g existe uma tinica reta passando por eles. Mas, em T2,
podemos definir duas retas passando por p e g, contendo os mesmos pontos, mas com
orientacoes opostas. A equacdo de uma reta r em T? tem a forma Az+ By+Cw = 0, onde
A, B, C sao constantes reais. A reta com orientagdo oposta ader é —Az — By—Cw = 0.
Portanto, é conveniente representar r em T? pela tripla de coeficientes {A, B, C) e a reta
com orientacao oposta por (—A, —B,—-C).

Atribuindo orientacao a uma reta, podemos definir de maneira consistente os seus
lados esquerdo e direito. A figura 3.5 mostra o lado esquerdo de uma reta r orientada
de p para g, passando por estes pontos. Note que a reta também passa por —p e —¢. A
operagao de determinar uma reta passando por dois pontos é chamada join e denotada
por V. Nesta notagao, a reta r é definida por pV ¢, enquanto a reta com orientagao oposta
aderégVvp.

Em T2, duas retas ndo coincidentes interceptam-se sempre em dois pontos antipodas,
como mostrado na figura 3.6. A operagao dual do join consiste em, dadas duas retas r
e 5, determinar um de seus pontos de interseccdo. Esta operagdo é denominada meet e
denotada por A. Na figura 3.6, o ponto p é igual a 7 A s, ou seja, p é o ponto em que 7,
de acordo com sua orientacao, intercepta s passando do lado esquerdo para o lado direito
desta reta.

Como as retas em T? possuem orientacao, podemos decidir se um ponto p esta do lado
esquerdo ou do lado direito de uma reta r. Esta operacédo, denotada por ¢, indica o sinal
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Figura 3.4: Segmento de reta entre um ponto no aquém e um ponto no além.

da substituicao das coordenadas do ponto p na equagao da reta r. Assim,

a esquerda de >0
p esta sobre r se por< =0
a direita de <0

Com o operador A, podemos definir o conceito de perpendicularidade de duas retas
em T?. Em primeiro lugar, considere que (2 seja a reta do infinito orientada de modo
que o aquém esteja do seu lado esquerdo. Nés definimos dir(r) = r A Q, ou seja, dir(r)
é o ponto de (2 interceptado por r, passando do aquém para o além, de acordo com a
orientagdo de 7. Veja na figura 3.7. O ponto de T? correspondente ao vetor ortogonal a
dir(r) é denotado por norm(r). Assim, nés dizemos que uma reta s é perpendicular a r
se norm(r) = dir(s) ou dir(r) = norm(s).
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Figura 3.5: O lado esquerdo de uma reta.

3.3 Uma Distancia no Plano Euclidiano de
Dois Lados

Com duas cépias do R? e uma reta do infinito, T? pode ser usado para emular R? [31]. A
traducdo das primitivas dos algoritmos geométricos de R* para T?, de maneira adequada,
permite resolver problemas geométricos de maneira uniforme e transparente. O algoritmo
em T? torna-se uniforme, pois ndo precisa considerar casos especiais e, a0 mesmo tem-
po, fica transparente quando as primitivas sdo generalizadas adequadamente. Assim, o
algoritmo funciona como se estivesse em R®.

Quando utilizado dessa forma, T? é denominado plano Euclidiano de dois lados. A
seguir, nds apresentamos a nogao de distdncia neste plano.

Definicdo 3.1 Sejam p e g pontos em T2, onde pelo menos um deles é um ponto préprio.
Entdo, a distdncia dp:(p, q) : T2 x T? — T*, € definida como:
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Figura 3.6: Os pontos de intersec¢do de duas retas.

dry2 (.ps Q) e {\/(pa:‘i'w = QzPu )2 =t (prw = Qypw)zrpwq-w

Note que dr: assume valores num subconjunto de T' e a menor distancia entre dois
pontos p e ¢ de T2 é [0, 1], quando p = ¢g. Se p e ¢ estdo no mesmo hemisfério, esta
distdncia é sempre finita, mas quando um dos pontos estd sobre a reta do infinito, a
distdncia é [1,0] (infinita). Para pontos em hemisférios diferentes, a distidncia assume
valores além do infinito e a maior distancia entre dois pontos é [0, —1], quando p = —q.

Definigdo 3.2 A relagdo de ordem entre pontos de T' ¢ definida da sequinte maneira:
sejam p e q pontos em T*. Nds dizemos que p <71 q se e somente se:

(2) Puu 0,90 >0, gy £0 ou

(22) Pwlu > 0, P2Guw < GzPw-

E fécil verificar que dr2 satisfaz os mesmos axiomas que fungoes de distancia entre
pontos com coordenadas reais e esta é, portanto, uma generalizacdo desta nocdo. Nos
denominamos dr2(p, ¢) a disténcia no Plano Euclidiano de Dois Lados de p a q.

Podemos observar que a distancia entre um ponto proprio e um ponto impréprio €
sempre igual a [1,0]. Assim, ndo podemos distinguir numericamente distancias infinitas.
No entanto, algoritmos para construgao de diagramas de Voronoi frequentemente utilizam
distAncia para decidir o vizinho mais préximo de um dado ponto. Pela definicdo de dy2,
um ponto na reta do infinito estd equidistante de todos os pontos do aquém e do além e,
portanto, todos os pontos sao cocirculares. No capitulo 4, nés mostramos como um algo-
ritmo pode ser generalizado, de R? para T?, tratando esta particularidade nas primitivas
geometricas.
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norm(r) = dir(s) dir(r)

Figura 3.7: Perpendicularidade entre retas em T?.

Nos préximos capitulos, nés utilizamos duas operagoes entre pontos de T?: soma e
subtracdo. Dados dois pontos p, ¢ € T?, a soma p + ¢ resulta no ponto em T:

(2219w | + 20z |Pwl, 2Pyl 9wl + 29y |Pu. Pultu| + gulpul] -
Se p e ¢ estdo no mesmo hemisfério, a subtragdo p — ¢ é dada pelo ponto em T*:
[P219w| — 92 |Puls Py|Gu| — GylPul, Pulgul] -
Caso contrario, p — ¢ € igual a:

[lele = ‘Izlpwla Pqu'w[ F= lepwlsprw] "



Capitulo 4

Um Algoritmo Otimo para Construir
os Diagramas de Voronoi de todas as
Ordens para Busca dos £ Vizinhos
mais Proximos no Plano Projetivo
Orientado

4.1 Introducgao

O problema de busca dos k vizinhos mais préximos para k arbitrario pode ser resolvido
de maneira eficiente construindo-se a priori os diagramas de Voronoi de todas as ordens.
Utilizando esta abordagem, Dehne [9] apresentou um algoritmo 6timo para o plano eu-
clidiano. Neste capitulo, apresentamos uma generalizacao deste algoritmo para T?, além
de vérias propriedades de diagramas de Voronoi, algumas delas intrinsecas a T?, demons-
tradas na secao 4.2. Por exemplo, o diagrama de Voronoi de ordem k de um conjunto de
n sitios em T? tem um nimero exato de regides e este diagrama é antipoda do diagrama
de Voronoi de ordem n — k do mesmo conjunto de sitios, Vk : 1 < & < n. A segao 4.3
apresenta o algoritmo e, nas secoes 4.4 e 4.5, demonstramos sua corretude e complexidade.
O contetido deste capitulo estd essencialmente no artigo [26].

14
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4.2 Diagramas de Voronoi de ordem k& no Plano Pro-
jetivo Orientado

Nés denotamos por S um conjunto de n sitios, que sdo pontos em T? e por —S o con-
junto dos pontos antipodas dos sitios em S. Seja & um inteiro, 1 < k < n. Para cada
subconjunto Hy C S de k sitios, nés denotamos por Vi(Hg, S) o conjunto:

{z € T? : dps(z, p) <12 dr2(z,9),Vp € Hy,Yg € S\ Hi},

que é denominado a regi@o de Voronoi de ordem k associada a Hy. Em outras palavras,
Vi(Hy, S) é o conjunto de pontos em T? cujos k vizinhos mais préximos em S sdo os sitios
em H;. Como dr2 é uma generalizacao da métrica Euclidiana, o conjunto de todas as
regioes de Voronoi de ordem k forma uma particdo de T?. Nés denotamos esta partigdo
por Vi(S) e a chamamos de diagrama de Voronoi de ordem k de S.

Assumimos que S U —S ndo contém quatro pontos com circuncentro proprio'. Toda
aresta de um diagrama de Voronoi de ordem k é parte de um bissetor B(p, ¢), com p,
g € S. Nés denotamos por Bi(p. ¢) uma parte de B(p, ¢) que é uma aresta do diagrama

de Voronoi de ordem k de S.
A primeira propriedade que apresentaremos refere-se a inversao da relacao de ordem
quando a funcdo de distancia é aplicada a pontos antipodas. Esta propriedade é caracte-

rizada pelo seguinte lema.

Lema 4.1 Se p.q e r sao pontos em T?, entdo:

de(rt p) <t dT:‘(rr Q) — dT’(“'T! p) 271 dT2(_'T', Q)

PROVA: Sejam [z1,w;] e [z2, ws] as coordenadas, em T, de dr2(r, p) e dr2(r, ¢), respec-
tivamente. Entao,

dr(r, p) <1 dpa(r, ) <= |21, w1] <11 [72, W]

Pela definicao de <p: (segdo 3.3),

[z1, w1] €11 [22, wo] =

ou

(i) wwe, <0 e w20 e wy <0 &
(—w)(—wy) <0 e w1 20 e W <0 <

IPela definigio de dra, todos os sitios sdo cocirculares se consideramos como centro qualquer ponto
na reta do infinito. Veja a segao 3.3.
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(—w2)(—w1) <0 e (—wp) >0 e (—w;) <0
ou

(1) wwe >0 e zZywy < Tow; <
(-—wl)(—'wQ) >0 e g (—1!12) > :cg(—wl) —
(—w2)(—w1) >0 e zo(—wi) < z1(—wo).

Como ((7) ou (i2)) <= [z1, —w1] 21 [T2, —w,), temos que

[3"11 wl] <t [:1’:2,?1)2] — [xls "'wll 271 [3:23 _w2]-

Pela definicdo de distancia no Plano Euclidiano de dois lados (se¢do 3.3):
d'ﬂ'z(rﬁ p) == [:cl.:wl] — dT2(_'TT1 p) == [xls _w1]°
Analogamente,
dra(r, ) = [T2,wa] <= dr2(-7, q) = [22, —ws).
Portanto, nés provamos que

d’}ﬂ(?’, P) <mn de(rs Q) — de(_‘T! p) 271 de(_‘rt Q)
O

Pelo lema anterior, se s é o vizinho mais proximo de p, entdo s é o vizinho mais
distante de —p, como observado em [22]. Nés generalizamos esta relagdo para diagramas

de Voronoi de ordem k.

Teorema 4.1 O diagrama de Voronoi de ordem k de um conjunto S de n sitios em T?
¢ antipoda do diagrama de Voronoi de ordemn —k de S, Vk: 1 < k < n.

Prova: Considere o diagrama de Voronoi de ordem k de S, V,(S), e um ponto z € T%
Seja H; um conjunto préprio de S, contendo k sitios. Pela definicao de Vi(H, S),

T € Vi(Hy, S) — de(I,p) <t de(:C,Q), Vp € Hy, Vg € S\Hk "
Pelo Lema 4.1,

Z e Vk(Hk, S) =5 de(—tI, p) >m d';'z("'x, q), Vp € H, Vg € S \ H ,

que € equivalente a

T & Vk(H,,, S) = d-r?(_!.‘r, q) <m d-gi’("‘l‘, p), VQ‘ ES \ Hk, Vp = H[; e
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ou

e Vk(Hk, S)<= -z € vn_k(S\Hk, S)
O

Na pratica, conhecendo-se um diagrama de Voronoi de ordem k em T2, podemos obter
o diagrama de Voronoi de ordem n — k, em tempo linear, simplesmente substituindo cada
vértice pelo seu antipoda e mantendo a topologia representada pelas arestas conectando
pares de vértices. A figura 4.1 mostra o diagrama de Voronoi de ordem 1 de um conjunto
de 4 sitios e o seu antipoda.

Figura 4.1: Diagramas de Voronoi antipodas.

O diagrama de Voronoi de ordem 2 do conjunto de sitios anterior pode ser visto na
figura 4.2. Note que, para n par, o diagrama de Voronoi de ordem n/2 é antipoda dele
mesmo. Assim, observe na figura que a parte do diagrama que esta no além coincide com
a parte do aquém.

O seguinte lema, cuja versdo Euclidiana pode ser encontrada em [17], descreve os
pontos proprios de T? que estdo em arestas de algum diagrama de Voronoi de ordem k.
Para uma descrigao dos pontos na reta do infinito, veja o Lema 4.3 e o Teorema 4.4.

Lema 4.2 Seja Vi(S) o diagrama de Voronoi de ordem k de um conjunto S de sitios
em T?. Entdo, p ¢ Q é um ponto numa aresta Bi(s;, s;) de Vi(S) se e somente se o



4.2. Diagramas de Voronoi de ordem k no Plano Projetivo Orientado 18

de

Figura 4.2: Diagrama de Voronoi de ordem 2 do conjunto de sitios da figura 4.1.

circulo centrado em p com raio dy2(p, s;) = dr2(g, s;) contém k — 1 sitios de S no seu
mterior.

PRrovA: Esta é uma simples generalizacao da prova do lema 3 de [17].
O

Teorema 4.2 Sejam v, —wv € T? o0s circunceniros proprios de s., S, S. € S, com s,, Ss,
s. no mesmo hemisfério de T2. Seja H o conjunto de sitios que estdo mais prozimos de v

do que Sq, Sp, Se €st@o:

H={z€S8: dp(v, 2) <m dp2(v, s4)}

e seja k = |H|. BEntdo, v é um vértice de Voronoi de Vi.1(S) e Viia(S), enquanto —wv €
um vértice de Voronor de V,o_x_1(S) € Vpx—2(S). Além disso, as arestas e regides que
sao incidentes em v e —w sao dadas pelos diagramas mostrados nas figuras 4.3 e 4.4.

Prova: Esta é uma generalizagdo da prova do teorema 1 de [9]. Pelo Teorema 4.1,
segue que as arestas incidentes em —w sdo as arestas antipodas aquelas incidentes em v.

Observe nas figuras 4.5 e 4.6 as arestas de Vi, e Vi, incidentes em v, respectivamente.
O
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vk-i-?(H u {ai C})

a = Vk+1

Vitr(HU{c})) — Visz

PN
Vin(HU{a))

Vis2(H U {a,b}) Vi+a(HU {b,c})

Vi (H U {b})

n/c

(a)

Va-k-2(S\ (H U {a,c}))

a'c el Vn—k—l

rd

i
\.\C I a, - vu—-k—ﬂ
-~ b

I
vﬂ_g_g (S \ fH U {:})) vu—l:—l (5\ (H u {C}))

~
-~

c
Va_k-2(S\ (HU {b,¢}))
~

-

Va-k-2(S\ (HU{e,b})) b *bf
a’b' Vacir(S\ (H U B)))

ale
!
(b)

Figura 4.3: Arestas incidentes: (a) v no aquém e (b) —v no além.

Teorema 4.3 Sejam s,, sp, 5. € S ev € T? \ Q o vértice de Voronoi de V;(S) tal que:
v € Vi(A, S)nVi(B, S)NV(C, S),
- € um vértice de Voronoi de V;(S),
-v € V;(4'; S)nV;(B', S)nV,(C", S),

e v, —w $do oS circuncentros proprios de s,, Sp, Sc- Seja H o conjunto de sitios de S que
sdo mais prozimos de v do que S,, Sp, Sc estdo:

H = {z €S: de(v, Z) <71 dra(t‘, 38)}

e seja k = |H|. Entdo, ou
t=k+lej=n—k-—1 com
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Vies1 (H U {b})
Gre == Wikl
&€ b ‘ib‘ - Vige

% 3 .
Vita(HU {b,c}) o V:M(H U {a,b})
-

-
c

Vis1(H U {c}) J’fﬂ(ﬂ' U{a})
/, i L] b T \-c_
% Vesa(HU {a,c})
e,
L]
(a)

Vs (SN(HUB)

b n—k—2

N

Vn-x=2(S\ (HU {b,¢})) [ Vn-i-2(S\ (HU{a,b}))

Vn-k-1(S\ (HU {f-'})
Vn-g-2(S\ (HU {a,c}))

’ “Ic

(b)

Vo-k-1(S\ (HU {a}))

a

Figura 4.4: Arestas incidentes: (a) v no além e (b) —v no aquém.

{A, B, C} = {HU {s,}, HU{sp}, HU {s.}} e

{4, B, C'} = {S\ (H U {sa}), S\ (HU {ss}), S\ (HU {s.1)}

i¥k+2 ej=n—k—2 com

{A, B, C} ={H U {sq, sp}, HU {sp, 5c}, HU{sq, sc}} €

{4, B, C"} = {S\ (H U {sa, 5}), S\ (H VU {85, 8c}), S\ (HU{sa, 5:})}

PROVA: Segue como uma generalizagao do teorema 2 em [9]. Pelo Teorema 4.1, nés
temos que A'=S\A,B'=S\Be(C' =8\C.
O

O Teorema 4.2 apresenta uma condigdo suficiente para um ponto v ¢ 2 ser um vértice
de Voronoi de Vi1, (S) e Vi o(S). Por outro lado, o Teorema 4.3 mostra que esta condigao
é necessaria. Logo, o Teorema 4.2 descreve todos os vértices proprios e as arestas e regioes
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(b)

Figura 4.5: Arestas de V., incidentes em v: (a) v no aquém e (b) v no além. A area
sombreada representa o interior do circulo centrado em p. Observe que, em ambos os
casos, este circulo contém |H| = k sitios no seu interior.
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— Vi

(b)

Figura 4.6: Arestas de V., incidentes em v: (a) v no aquém e (b) v no além. O circulo
centrado em ¢, em ambos os casos, contém |H|+ 1 = k + 1 sitios no seu interior.
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neles incidentes de todos os diagramas V(S),Vk: 1 < k € n— 1. Antes de descrevermos
os vértices no infinito, nés precisamos da seguinte defini¢do.

Definicao 4.3 Considere o homeomorfismo tdentidade h que mapeia o modelo esférico
de T? na esfera unitdria S* C R®. Seja B(q, @) o conjunto de pontos de S? cuja distdncia
em R® até g € S% é menor que ou igual a a. A vizinhanga N(p,a) em T? ¢ o conjunto
de pontos h='(r), com r € B(h(p), a).

O lema a seguir caracteriza os pontos que estao em arestas de algum diagrama de
Voronoi de ordem k. O Coroldrio 4.1 serd usado no Teorema 4.5 para caracterizar os
vértices no infinito.

Lema 4.3 Se p € T? € um ponto que separa duas regides de Voronoi adjacentes Vi(H U
{s.}) e Vi(H U {sy}) de Vi(S), entdo p estd contido na reta

r = norm(dir(s, V s3)) V midpoint(s,, sp).

ProvA: Se p ¢ Q entdo, pelo Lema 4.2, dr2(p, s.) = dr2(p, ss) € 0 k-ésimo vizinho mais
préximo de p é s, ou s;. Como p € Q, p esta contido em 7. Se p € , entdo, ou
(2) s, e sp estdo em hemisférios diferentes, e neste caso temos r = ), que contém p. Veja

a figura 4.7(a);

=141
(a) (b)

Figura 4.7: Ilustragdo da prova do Lema 4.3: (a) caso (i) e (b) caso (iz) .

ou
(1) s, € 5y estdo no mesmo hemisfério. Por contradicao, suponha que p nao esteja em 7. Se

nés tomamos a > 0 suficientemente pequeno, a vizinhanga N (p, @) contém pontos de uma
\inica regido, uma contradicdo para o fato de que p separa Vi(H U {s,}) e Vi(H U {ss}).

Temos uma contradicao. Veja a figura 4.7(b).
O
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Corolario 4.1 Se v € () € um vértice de V(S), entdo eristem s,, s, € S com s, € s
num dos hemisférios candnicos de T?, tal que

v € r = norm(dir(s, V $p)) V midpoint(s,, ss).

Sejam s,, sp, sc € S. Nés denotamos por M (e, b,c) e =M(a, b, ¢) os circuncentros de
Sa, 85, Se. De acordo com a definicdo 3.1 de distancia no plano Euclidiano de dois lados,
todos os sitios sao cocirculares se nés tomamos qualquer ponto em {2 como circuncentro.
Assim, néo ha sitio no interior de um circulo centrado num ponto em § e o Teorema 4.2
nao é suficiente para caracterizar a que diagramas de Voronoi um vértice em () pertence.
Os Teoremas 4.4 e 4.5 descrevem que vértice M(a,b, j), circuncentro de s,, s, 5; € 85,6
adjacente a um vértice v € () e a que diagramas de Voronoi v pertence. Primeiramente,
vamos estabelecer condigoes suficientes.

Teorema 4.4 Sejam v € Q € s,, Sy € S, com s, e sy num dos hemisférios canédnicos
de T?, tal que

v € 7 = norm(dir(s, V sp)) V midpoint(s,, sp)-

Se eriste pelo menos um sitio no hemisfério candnico oposto ao de s, e sy, ent@o € sufi-
ciente para v ser um vértice de Vi(S), 1 < k < n, que ou

(1) 3s; € S\{sa, s6} : M(a,b,j) é um vértice préprio de Vy(S), tal que a aresta By (sq, 53)
incidente em M (a, b, j) tem a mesma orienta¢do da reta M(a,b,j) V v e ndo existe outro
vértice de Vi(S) no segmento de M(a,b,j) até v,

ou

(22)3s; € S\ {Sa, So} : M(a,b,7) é um vértice de Vi(S) e Vs, € S\ {sa, Sp}, com
M(a,b,7) € Vi(S), nds temos M(a,b,j) € Q.

ProOvVA: Sejam s,, sy € S, com s, e s, num mesmo hemisfério de T?, tal que
v € r = norm(dir(s, V sp)) V midpoint(s,, S),

e considere que exista no minimo um sitio no hemisfério canoénico oposto ao de s, e s,.

Assuma que o caso (¢) ocorra. Como M(a,b,j) é um vértice de Vi(S), entdo ele separa
no minimo trés regides, entre elas Vi(H U {s,}) e Vi(H U{s3}). Como a aresta By(sq, 55)
incidente em M (a, b, j) tem a mesma orientagao da reta M(a, b, j) Vo e nao hé outro vértice
de Vi (S) no segmento de M(a, b, j) até v, estas regioes também sao adjacentes a v. Assim,
v separa Vi(H U {s.}) e Vi(H U {s}). Resta apenas mostrarmos que existe uma terceira
regiao adjacente a v. Considere uma vizinhanga N(v,a). Se « é suficientemente pequeno,
entdo a parte de N(v,a) que estd no hemisfério oposto de M(a, b, j) contém pontos que
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sao mais préximos de um ponto s. naquele hemisfério do que s, e s, estdo. Note que
assumimos a existéncia de pelo menos um sitio naquele hemisfério. Portanto, s, estd
entre os k vizinhos mais préximos destes pontos, ou seja, existe uma regido Vi(H'U{s.}),
com s, ¢ H' e sy ¢ H', tal que v também limita Vi (H' U {s.}). Logo, v é um vértice de
Vi(S).

Assuma agora que o caso (i) ocorra. Como v € Qe v € r, ou v é M(a,b,j) ou é
-M(a.b,7). Sevé M(a,b, j), entéo ele é um vértice. Caso contrario, como M(a, b, j) é um
vértice de Vi(S) e Vs; € S\ {sa, 55}, com M(a,b, j) € Vi(S), nés temos M(a,b,j) € Q,
M(a,b, 7) tem um vértice adjacente em rAS2, que ndo é M(a,b, j). Logo, este é =M (a, b, j),
ou seja, "M (a, b, j) é um vértice de Vi(S5). Como ou v é M(a,b,j) ou é ~M(a,b, j), mas
v nao é M(a.,b,j), entdo v é ~M(a,b, j), que é um vértice de Vi(S5).

O

Agora nés mostramos a reciproca do Teorema 4.4.

Teorema 4.5 Seja v € Q um vértice de Vi(S). Entdo ezistem s,, sy € S com s, € 8
num dos hemisférios candnicos de T? tal que

v € r = norm(dir(s, V 8p)) V madpoint(s,, sp),

e eriste no minimo um sitio no hemisfério candnico oposto ao de s, € s,. Nos também

temos ou

(1) 3s; € S\{Sa, p} : M(a,b, ) é um vértice proprio de Vi(S), tal que a aresta Bi (54, 8)
incidente em M(a, b, j) tem a mesma orientagdo da reta M(a.b,j) Vv e ndo eziste outro
vértice de Vi(S) no segmento de M(a,b, 7) até v,

ou

(1) 3s; € S\ {sa, o} : M(a,b j) € um vértice de Vi(S) e Vs; € S\ {54, S5}, com
M(a,b,j) € Vi(S), nds temos M(a,b,j) € Q.

Prova: Pelo Coroldrio 4.1, se v €  é um vértice de Vi(S), entdo 3 s,, s, € S com s,
e s, num dos hemisférios canénicos de T? tal que

v € 7 = norm(dir(s, V $)) V midpoint(s,, sp).
e Se s, € 5, 540 0s Unicos sitios num dos hemisférios canénicos, entao ou:

1. Nao existe sitio no hemisfério oposto, S = {sq, ss}. Logo, o unico diagrama de
Voronoi é Vi({s., ss}) que € simplesmente a reta r, ou seja, nao existem vértices,
uma contradigdo para v ser um vértice de Vi (S); ou
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2. Existe no minimo um sitio no hemisfério canénico oposto ao de s, e s,. Portanto,
M(a,b,j) € Q, Vs; € S\ {sa,%}. Como v é um vértice de Vi(S) e v é um
circuncentro de s,, sy e qualquer sitio no hemisfério canénico oposto, 3s; € S\
{Sa, S8} : M(a,b,7) é um vértice de Vi(S). Isto implica (iz).

e Se existe no minimo um sitio no mesmo hemisfério candnico em que s, e s, estdo,
entao ou:

1. Nao existe sitio no hemisfério canénico oposto, caso em que S = S’ U {s,, 5}, com
todos os sitios de S’ no mesmo hemisfério canénico em que s, e s, estio. Portanto,
nao ha vértice em (2, uma contradigdo para v ser um vértice de Vi(S); ou

2. Existe no minimo um sitio s, no hemisfério candnico oposto ao de s, e s,. Assim,
v é uma intersecdo de r e 2, onde Q2 equivale ao bissetor de s, e qualquer outro
sitio no hemisfério canénico em que s, e s estdao. Por contradi¢ao, assuma que () é
falso. Seja S” C S o conjunto de sitios tal que M(a, b, s'), com s' € §”, é um vértice
de V(S) no segmento de M(a, b, j) até v. Considere o vértice M(a, b, s;) € Vi(S),
com s; € §”. Como (i) foi assumido como falso, o segmento de M(a,b, s}) até v
contém outro circuncentro M(a,b,s;) € Vi(5), com s; € §”. Da mesma forma, o
segmento de M(a,b, s;) até v deve conter outro circuncentro M(a,b,s;) € Vi(S),
com sy € S”. Por um argumento indutivo, temos que o nimero de circuncentros
é infinito e portanto S seria também um conjunto infinito, uma contradi¢do. Isto
implica (7).

O

A seguir, nés mostramos que o diagrama de Voronoi de ordem k de um conjunto
finito de sitios tem um niimero exato de regides. Antes disto, nds apresentamos algumas
definigdes e propriedades utilizadas na prova.

Definigao 4.4 Sejam p, g, r € S e seja v um circuncentro proprio destes sitios. Seja k
o nimero de sitios no interior do circuncirculo de p, q, v. No diagrama de Voronoi de
ordem k+1, v é denominado proximal (figura £.5), enquanto no diagrama de ordem k+2,
v € um vértice distal (figura 4.6).

Definigdo 4.5 Uma aresta e é uma aresta proximal de V;(S) se e somente se ambos 0s
vértices de e sdo prozimais em V,;(S5).

Definicdo 4.6 Uma aresta e € uma aresta distal de V;(S) se e somente se e € incidente
em, no minimo, um vértice distal de V,(S).
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Em T?, da mesma forma que em R? [17], uma regido de um diagrama de Voronoi de
ordem k + 1 sempre contém ao menos uma aresta do diagrama de Voronoi de ordem k.
Assim, podemos classificar as regides de Voronoi da seguinte forma:

Definigao 4.7 V;;1(H) € uma regido tipo I de Vi41(S) se e somente se V,,1(H) contém
no seu interior apenas uma aresta e de V,(S), e e é prozimal em V,;(8S).

Definicao 4.8 V., (H) € uma regido tipo II de Vi(,(S) se e somente se Viy (H) contém
em seu interior apenas vértices distais e arestas distais de V;(S).

O Lema 4.4 garante que nao pode ocorrer outro tipo de regido. Os Lemas 4.4 e 4.5
sao generalizacoes dos lemas 8 e 10 em [17], respectivamente, e por isso omitimos suas
provas.

Lema 4.4 Toda regido de qualquer diagrama de Voronoi V,(S) é ou uma regigo tipo I ou
uma regido tipo I1.

Lema 4.5 Se Vi(H) contém m vértices distais de V;_,(S) no seu interior, entdo também
contém 2m + 1 arestas distais de V;_;(95).

O lema a seguir estabelece uma relagao entre o nimero de vértices, arestas e regioes
de qualquer diagrama de Voronoi de ordem k e o Lema 4.7 mostra o nimero exato de
regides do diagrama de Voronoi de ordem k£ de um conjunto finito de sitios. Esta € uma
propriedade intrinseca de T?.

Lema 4.6 Sejam Vi o numero de vértices, Ex o numero de arestas e F; o niumero de
regioes de Vi(S), 1 <k < n— 1. Entdo, Vi, = 2F;, —4 e E, = 3F; — 6.

Prova: Como F; é o niimero de faces da subdivisdo correspondente a Vi(S) e cada
vértice de Vi(S) tem grau 3. Entdo, pela féormula de Euler, Ex + 2 = Vi + F;. Como
Ej = 3V}, nés temos Vi = 2F — 4 e By = 3F; — 6.

O

Lema 4.7 O nimero F;. de regides de Vi(S),1<k<n-1,¢€

Fr=2k(n—k) —n+2.

PRrROVA: Sejam F; o nimero de arestas e V; o nimero de vértices de V;(S). Seja V', o
numero de vértices proximais de V;.;(S), ou seja, o niimero de vértices de V,;41(S) que
nao existem em V,(S). Entao, Vi, =V, +V/, isto é

Via=Vin - V. (4.1)
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Seja E;., o nimero de arestas proximais (arestas conectando apenas vértices proxi-
mais) e B/, o nimero de arestas distais (arestas incidentes em, no minimo, um vértice
distal de V;;1(S)). Como o diagrama de Voronoi de ordem 1 possui apenas vértices
proximais, todas as suas arestas sao deste tipo, ou seja, E; = E e

Ein=E, +E},

Como cada aresta proximal de V;.,(S) corresponde a uma regiao tipo I de V,;42(S5), o
nimero F)., de regides tipo I de V;.5(S) ¢ igual ao numero E;,, de arestas proximais
de Vi41(S). Seja F},, o niimero de regides tipo II de V;.5(S) e seja m; o nimero de
vértices distais de V,.;(S) contidos no interior da j-ésima regiao tipo II de V,5(S). Seja
V!, o ntimero total de vértices distais de V;.,(S). Entéo, nés temos

F’ﬂ'
i )
Z my =Via = V.
J_
Pelo Lema 4.5, o niimero e; de arestas incidentes nestes m; vértices é e; = 2m;+1. Entao,

F::i-?. F::hﬁ
'
=D =2 mi+Fi,=2V/+F,
J=1 =1

i, - '
ou fy 9= 1+l 2V

Portanto, Firs = Fi s+ Fi\p = Ei ) + Ef}) — 2V{ = Ejyy — 2V}
Como F; = n, nés temos Fp = E) — 2V = Ey = 3F; — 6 = 3n — 6, pelo Lema 4.6. Além

diSSO, Fk+2 = Ek+1 = 21/;: = 3Fk+1 —6— 21/;
Por (4.1), VI =V, —Vi_;,e V] = Vi =2F; — 4 = 2n — 4, pelo Lema 4.6. Entao,

1’:{ =Vi = (Vim1 — Vi_g) = (Ve = Vie—1) + Vo

Portanto, V] = Zf:fkﬂ]ﬂ(vz‘—k Vai—k-1) + Vopgsa1—& = =Yk [(=1)**V]], ou seja,

Vi =Y [(-1)*(2F, — 4)].

Entao, .
Fryy =3Fj4 — 6 — 2_21[(—1)*—*(25; —4)). (4.2)
=
Por inducao em k, nés podemos provar que
Fy, =2k(n—k)—n+2.

Base: Fy =ne F, =3n—6.
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Hipétese (1): 3 7 > 2 tal que

Fo=2k(n—k)-n+2,Vk:1<k<;
Passo de Indugao: Por (4.2),

Fiy1=3F—6—2 k)ff[(—n*-l-*(zz«: —4)].

=1

Por indugao em &, nés podemos provar que:

S (1) @F, — 4)] = Fy—n+ 2% — 2

=l
Base: k= 2:
1
SIU=1)'""2F, —4)|=2F —4=2n—-4=F,-n+2(2) -2

g=1

Hipétese (2): 3 k> 2:

E[(_l)k_l_’(”f —4)]=F—n+2k—2
t=1

Passo de Indugao:

k k=1

Y (-1)**(2F - 4)] = (-1)**(2F — 4 + Y [(-1)*7(2F: - 4)]

=1 =1

= 2R — 4= [(-1)2R - 4)

i=1
Pela hipétese (2),

k

2 -1 2F: - 4)) =

i=1
=2Fk—‘4—(Fk—ﬂ+2k—2)

=Fk+n—2k—2

= 2k(n — k) = n+2+n — 2k — 2, pela hipotese (1)
= %k(n — k) — 2k
=2k+1)(n—-k)—2(n—k)—2k
=2k+1)(n—k—-1)+2(k+1)—2n
=Rk+1)(n—(k+1)—-n+2]-n+2(k+1) -2
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=Fk+1—n+2(k+l)—2

Entao,

Fk+1=3Fk—6—2[}*-};—ﬂ+2k—2]=Fk+2n—4k—2

Pela hipétese (1),
Fk+1=2k(n—k)—n+2+2n—4k—2
=2k(n —k)+n—4k
=2kin—k—-1)-2k+n
=2k+1)n—k-1)—-2(n—k-1)—2k+n
=2(k+1)(n—(k+1))—n+2
O

Teorema 4.6 Sejam V). o nimero de vértices, Ex o nimero de arestas e Fy o nimero de
regides de Vi(S), 1 <k < n—1. Entdo nos temos:

(i) ©(Vi) = O(Ex) =O(F), Vk:1<k<n-1

(i2) F, € O(k(n—k)) C O(kn), Vk:1<k<n-1

(12d) TRZ; Fi € O(n?)

(1) TRI) kFe € ©(n*)

PROvVA: Esta é uma simples generalizagao da prova do teorema 3 em [9].

4.3 O Algoritmo

Nesta secao, apresentamos um algoritmo para construir os diagramas de Voronoi de todas
as ordens. Um vetor L com todos os circuncentros é construido e com cada circuncentro
nés mantemos suas arestas e regioes incidentes. Cada diagrama de Voronoi Vi(S) é
representado por uma lista encadeada de vértices, cada vértice correspondendo a um

circuncentro em L.

1. Construa um vetor L com todos os circuncentros M(a, b, c) e ~M(a, b, ¢),a > b >
¢, cada um definido por trés sitios s,, sp € 5. de S. Armazene M (a, b, ¢), ~M(a, b, ¢)
e (a, b, c) em L no endereco (“;1) S (";1) +c.
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2. Percorra L e calcule, para cada M(a, b, ¢), o conjunto
H(a, b,c) ={z€ S : dp2(M(a,b,c), z) <p: dy2(M(a,b,c), s.)}

e 0s raios e regioes incidentes em M(a, b, ¢), como descrito no Teorema 4.2. Para
-~ M(a, b, c), o Teorema 4.1 implica que o conjunto —~H(a, b, ¢) = S\ H(a, b, ¢) \
{sa; b, Sc}. Se |H(a, b, c¢)| = k entdo H(a, b, c) é o conjunto dos k sitios que
estao mais proximos de M(a, b, ¢) do que s,, s e s, estdo, enquanto =H(a, b, c) é o
conjunto dos n—k— 3 sitios que estdo mais préximos de =M (a, b, ¢) do que s,, s; € s,
estao. Adicione M (a, b, c) ao final das listas encadeadas correspondentes de V. (S)
e Vis2(S). Analogamente, adicione =M (a, b, ¢) ao final das listas encadeadas de
Vyn-k-2(S) e Vn_x—1(S). Armazene com M(a, b, ¢) em L, o endereco de M(a, b, c)
e =M (a, b, c) em tais listas.

3. Percorra L novamente para conectar os vértices de cada Vi(S). Cada M(a, b, ¢) é
um vértice nas listas de V,(S) e V,;.1(S), com 6 raios incidentes. Para cada raio r,
que é parte de B(s,, s), incidente em M(a, b, ¢) de V,(S), verifique se M(a, b, d),
com sg € S\ {84, 85, Sc}, € um vértice de V,(S), tal que M(a, b, d) € B(s,, s3). Caso
tal M(a, b, d) ndo seja tinico, tome aquele com a menor distancia de M(a, b, ¢). Se
M(a, b, c) € Qe M(a, b, d) € Q, entdo nés tomamos aquele com a menor vizinhanca
N(M({a,b,c),c). Se M(a, b, c) € Qe M(a, b, d) € Q entdo nds verificamos os casos
descritos no Teorema 4.5. Reduza r a uma aresta (M (e, b, ¢), M(a, b, d)) e o raio
correspondente de M(a, b, d) a uma aresta (M(a, b, d), M(a, b, c)).

4.4 Corretude

O passo 1 computa todos os circuncentros M(a, b, ¢) definidos por trés sitios s,. S € S.
de S. O passo 2 calcula o conjunto H dos k sitios que estdo mais proximos de M (a, b, ¢)
do que s,, 5p e s, estdo. Pelo Teorema 4.2, cada M (a, b, ¢) & §2 corresponde a um vértice
de Vi1(S) e Vii2(S). Pelo Teorema 4.3, estes sao todos os vértices proprios de todos os
diagramas Vi (S). O passo 3 simplesmente conecta os vértices adjacentes. Se {M(a, b, ¢),
M(a, b, d)} & Q entéo a corretude segue do Teorema 4.3. Ainda precisamos provar que os
vértices na reta do infinito sdo corretamente conectados. Pelo Teorema 4.5, se um vértice
M (a, b, ¢) € §2, entao ou:
(1) M(a, b, ¢) tem um vértice adjacente M(a.b, ;) ¢ Q2 ou
(#1) todos os seus vértices adjacentes M (@, b, 7) pertencem a €.

No caso (i), M(a,b,c) é um vértice adjacente a M(a,b,j). Como M(a,b,3) & Q,
ambos sdo conectados no passo 3. No caso (iz), o vértice adjacente a M(a, b, c) em Vi(S)
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é aquele com a menor vizinhanga N(M(a,b,c),a). Este vértice é conectado a M(a, b, c)
no passo 3.

Pelo Teorema 4.4, estes sdo todos os vértices impréprios de todos os diagramas V,(S).
Como todos os vértices préprios ou impréprios de todos os diagramas Vi (S) sdo compu-
tados e conectados corretamente, nés provamos a corretude do algoritmo.

4.5 Complexidade de Tempo e de Espaco

A complexidade de espago do algoritmo é

n-1 n—1
(> kVi) = O(3_ kFi) = ©(n').
k=1 k=1

Cada circuncentro é computado em tempo constante. Como hd ©(n®) circuncentros,
o passo 1 toma tempo ©(n3). No segundo passo, para cada um destes circuncentros, o
algoritmo realiza ©(n) iteragoes, ou seja, o passo 2 toma tempo ©(n*). Da mesma forma,
o passo 3 toma tempo ©(n*). Portanto, o algoritmo toma tempo ©(n*) e usa espaco ©(n*)
e, pelo Teorema 4.6, isto é 6timo.

4.6 Consideracoes Finais

Apresentamos uma generalizacdo, de R® para T?, de um algoritmo para construir os
diagramas de Voronoi de todas as ordens com a informacao dos k sitios associados a
cada regiao de Voronoi. Esta generalizagdo mantém a mesma simplicidade do algoritmo
original, embora sua prova de corretude seja mais complexa do que para o plano euclidiano.
Nés também mostramos que, para k fixo e para um conjunto finito de sitios, o diagrama
de Voronoi de ordem % tem um niumero exato de regides.

Implementamos o algoritmo, permitindo visualizar cada um dos diagramas. A figu-
ra 4.8 mostra o diagrama de Voronoi de ordem 2 de um conjunto de pontos no aquém.
Observe que, ao contrario do que acontece em R?, mesmo nas regides ilimitadas do diagra-
ma em T? toda aresta é adjacente a exatamente dois vértices, ou seja, regides ilimitadas
nao precisam ser consideradas casos especiais. A figura 4.9 mostra o diagrama de Voronoi
de ordem 2 para um conjunto contendo sitios no aquém e no além. Observe as arestas e
vértices na reta do infinito.

Devido a simplicidade deste algoritmo, nds o escolhemos como o primeiro algoritmo
para este propésito a ser generalizado para T?. No préximo capitulo, apresentaremos
um algoritmo incremental para construir o diagrama de Voronoi de cada ordem em T?
independentemente.
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Figura 4.8: Diagrama de Voronoi de ordem 2 de um conjunto de sitios no aquém. Imagem
produzida com GeoPrO [12]

Figura 4.9: Diagrama de Voronoi de ordem 2 de um conjunto incluindo sitios no aquém
e no além. Imagem produzida com GeoPrO [12]



Capitulo 5

Um Algoritmo Randomizado
Incremental On-line para Construir
Diagramas de Voronoi de Ordem &k
no Plano Projetivo Orientado

5.1 Introducao

Os algoritmos incrementais apresentam uma complexidade de tempo no pior caso que,
em geral, é maior do que a de algoritmos que utilizam outras técnicas. No entanto,
especialmente quando utilizamos técnicas de randomizagao, a complexidade de tempo
de um algoritmo incremental €, muitas vezes, semelhante a dos algoritmos de divisdo e
conquista ou de varredura, no pior caso.

Ja existem algoritmos randomizados incrementais para uma grande quantidade de
problemas geométricos [5, 6, 7, 15, 18, 20, 28, 29, 32]. Neste capitulo, apresentamos
um algoritmo randomizado incremental para construir diagramas de Voronoi de ordem
k em T?. Como este algoritmo é também on-line, ndo podemos gerar uma permutagio
aleatdria do conjunto de sitios, pois somente o conhecemos no final do algoritmo. Portanto,
assumimos a prior: que os sitios sao inseridos em ordem aleatéria. Como veremos, a
randomizagao permite que o algoritmo tenha uma complexidade semelhante a da grande
maioria dos algoritmos existentes para esta finalidade.

Uma caracteristica particular deste algoritmo é o fato da construcao de um diagrama
de ordem k ocorrer diretamente, ou seja, nao hd necessidade de construirmos os diagramas
de ordem inferior a k. Qutros algoritmos [1, 6, 17, 19, 27] fazem uso destes diagramas
para obter o diagrama de ordem k.

Este algoritmo é totalmente baseado na dualidade entre diagrama de Voronoi no plano

34
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e casco convexo no espago. Para o plano euclidiano, esta relagao é utilizada em [14] para
diagramas de Voronoi de ordem 1 e em [2] para diagramas de Voronoi de ordem k. Nés
generalizamos esta dualidade ao plano projetivo orientado T? para diagramas de Voronoi
de ordem k, considerando sitios em apenas um hemisfério.

5.2 Dualidade com Casco Convexo

O diagrama de Voronoi de um conjunto S de sitios no plano euclidiano é dual da trian-
gulagdo de Delaunay deste conjunto [23]. Quando consideramos o paraboléide em R®
definido por z = z? 4+y? e projetamos cada sitio verticalmente neste paraboléide, obtemos
um conjunto de pontos cujo casco convexo possui uma relagao interessante com o diagra-
ma de Voronoi de S. A proje¢do vertical em R? da parte inferior deste casco convexo é
a triangulacdo de Delaunay de S e, portanto, o diagrama de Voronoi de S é dual desta
parte do casco convexo [2], como mostrado na figura 5.1.

Figura 5.1: Dualidade entre diagrama de Voronoi em R? e casco convexo em R®.

Para o plano projetivo orientado, a generalizacao consiste em construir nao apenas
a parte inferior, mas o casco convexo completo. Considerando-se sitios em apenas um
hemisfério de T?, esta é uma solu¢do. Por exemplo, a figura 5.2 mostra o casco convexo
construido em T2, para o mesmo conjunto de sitios da figura 5.1. No entanto, para sitios
em hemisférios diferentes, surgem alguns problemas.

Observe que apenas uma folha do paraboldide ndo é capaz de representar os dois
hemisférios, quando os sitios sdo mapeados desta forma. Entao, seria natural utilizarmos
um paraboldide de duas folhas em T®. Ainda assim, teriamos vdrios problemas:
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Figura 5.2: Mapeamento de T? para T®: sitios em apenas um hemisfério

e 0 casco convexo em T° dos pontos mapeados neste paraboléide nde é dual do dia-
grama de Voronoi em T?. Na figura 5.3, observe que o mapeamento do sitio p esté
no interior do casco convexo em T°. O leitor pode observar melhor o problema na
figura 5.4, onde mostramos a projegdo dos pontos no plano z = 0.

e as origens dos dois hemisférios sdo mapeadas em pontos antipodas. Portanto, ndo
poderiam ser consideradas no casco convexo, pois o tornariam indefinido;

e a medida em que aumentamos a ordem do diagrama de Voronoi, surgem regioes
degeneradas sobre a reta do infinito. Assim, os pontos duais destas regiGes seriam
representados por um tnico ponto: o foco imprdprio, compartilhado pelas duas
folhas do paraboléide.

A principio, poderiamos resolver os dois primeiros problemas fazendo uma translagao
do foco préprio de ambas as folhas do paraboléide. Esta translagao seria feita de forma que
o plano tangente no ponto em T® cuja projecao em T? estd mais distante da origem, numa
das folhas, ndo interceptasse a outra. Mas isto ndo ¢ suficiente. Para podermos considerar
regioes na reta do infinito, a translacdo do foco préprio de cada folha as reduziria a um
unico ponto: o foco impréprio.

Infelizmente, um mapeamento de T? que permita a constru¢do de um casco convexo
em T3, considerando-se sitios em hemisférios diferentes, ainda nao foi encontrado. Neste
capitulo. nés assumimos que todos os sitios estdo num mesmo hemisfério.
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Figura 5.3: Mapeamento de T? para T°: sitios em dois hemisférios.

5.2.1 Levantamento dos pontos

Para obter o diagrama de Voronoi de ordem k de um conjunto S de sitios em T?, nés
comegamos por mapear cada subconjunto H C S, contendo % sitios, num ponto em T°.

Definigcao 5.9 Seja H C S um subconjunto contendo exatamente k sitios de S. Defini-
mos q(H) : (T?)* — T® da seguinte forma:
1
q(H) = 2 3 [palpul, ylpul. 22 + 2}, Pulpul]-
peEH
Defini¢ao 5.10 O conjunto de todos os pontos em T® correspondenies ao mapeamento
de um subconjunto H C S, contendo k sitios, é denotado por Qx(S):
Qk(S) ={q(H) : HCS, [H| =k}
Quando consideramos sitios em apenas um hemisfério, a seguinte propriedade de dia-

gramas de Voronoi em R? [2] também se aplica ao diagrama de Voronoi estendido a T?.

Lema 5.8 O casco convero de Qx(S) € dual do diagrama de Voronoi de ordem k de S,
de modo que cada vértice do casco convezo é dual de uma regido de Voronoi e cada face
do casco convezo € dual de um vértice de Voronot.
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Figura 5.4: Mapeamento de T' para T?: sitios em dois hemisférios.

5.3 O Algoritmo

Como o casco convexo de Q(S) é dual do diagrama de Voronoi de ordem k dos sitios em S,
poderiamos simplesmente computar o conjunto x(S) e determinar o seu casco convexo.
No entanto, Q(S) contém O(n*) pontos, dos quais apenas 2k(n — k) — n+ 2 sdo vértices
do casco convexo — duais de regides de Vi (S) [26]. Entdo, em vez disso, vamos aplicar a
dualidade a partes do diagrama de Voronoi de ordem k, onde conseguimos determinar, de
maneira eficiente, quais subconjuntos contendo k sitios de S produzem vértices do casco
COnvexo.

Apresentamos um algoritmo incremental que constréi o diagrama de Voronoi de or-
dem k diretamente — sem construir os diagramas de ordem inferior a k. Assim, assumin-
do que pi,...,pn seja a ordem (aleatéria) de insercdo dos sitios, denominamos estdgio;
o momento em que o algoritmo concluiu a construcdo do casco convexo C; dual de
Vi({p1,...,pi}). Note que nado faz sentido construirmos o diagrama de Voronoi de ordem
k para menos de k + 1 sitios e, entdo, a primeira etapa consiste da construgao do casco
convexo Ciy; para os k + 1 primeiros sitios. Neste momento, ja estamos no estagiog;; €
o algoritmo prossegue para cada novo sitio p;, t =k + 2, ...,n.
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Algoritmo Diagrama-de-Voronoi-de-ordem-k({pi, ..., pn})
1. Determine Q({p1, ---, Pk+1})-

2. Construa o casco convexo Ci,; deste conjunto.
3. Para ¢ de k + 2 até n faca

(a) Determine e remova todas as faces de C;_; — duais de vértices de Vi ({p1, ..., pi-1})
— que sao destruidas pela insercao de p;.

(b) Determine o conjunto de todos os vértices novos do casco — duais de regides de
Vi({p1,....pi}) — que ndo existiam em Vi({p1,...,pi-1}).

(c) Reconstrua, com estes vértices novos, a parte do casco C;_, que foi destruida,
obtendo C;.

(d) Determine o rétulo das arestas novas de C;.
4. Retorne o diagrama de Voronoi de ordem k dual de C,.

Esta é a idéia geral do algoritmo. A seguir, apresentamos em detalhes cada passo,
juntamente com algumas propriedades que sao utilizadas para demonstrar sua corretude.
Apresentamos, também no final do capitulo, uma analise de sua complexidade de tempo e
de espago. Durante o texto, mostramos a execugao do algoritmo tomando como exemplo
o conjunto de sitios da figura 5.5 e construindo o diagrama de Voronoi de ordem 3 deste
conjunto.

5.3.1 Determinando Qr({p1,..., Pk+1})
k+1

Pela defini¢do 5.10, o conjunto Qx({p1,..., Pk+1}) contém ( : ) = k + 1 pontos:
Qc({p1, s Pe1}) = {¢(T1), -, a(Tis1) }

onde T; = {p1,....px+1} \ {p;}. Portanto, Qx({p1,....Pr+1}) pode ser computado em
tempo ©(k) da seguinte forma. Em primeiro lugar, calculamos:

[z,y, z,w] = ¢({p1, .. Prs1 })
Em seguida, determinamos cada ¢(7}) em tempo constante:
1
9(Ty) = 2 ([(k + 1)=, (k + 1)y, (k + 1)z, 2] — g({p;})) -

No nosso exemplo, construimos Qs({pi, p2, ps, p+}), formado pelos pontos

a({p2:p3, ) = 5(al{p2}) + al{ps}) + a({p}),
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Figura 5.5: Um conjunto de 16 sitios.

g({p1,p3.ps}) = %(q({pl}) +q({ps}) + a({p4})).
a({ps, P2 p4}) = 3(al{m)) + alfma)) + al{pa})),

a({pr,p2ps)) = 3(al{m)) + al{pa}) + alls)).

Este conjunto é mostrado na figura 5.6.

5.3.2 Construindo o casco convexo Cjii

40

A etapa seguinte é a de construgdo de Ci+;, 0 casco convexo de Qi({p1, ..., Pk+1}), dual
do diagrama de Voronoi de ordem k de {py, ..., pi+1}. Como podemos utilizar qualquer
algoritmo para casco convexo que seja 6timo em tempo e espaco, preferimos utilizar o
algoritmo por divisao-e-conquista descrito em [23], pois este algoritmo é bastante simples.

A figura 5.7 mostra o casco convexo Cy para o nosso exemplo.
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q({p2, ps, P+})

.q({plam,pa})

Q({php:h p4})

a({p1, P2, P4})

Figura 5.6: O conjunto Q3({pi, p2, 3, p4}) do nosso exemplo.

q({p2_1P3rp4}) Q({pzrpi!!pé})

a({p1, P2, p3}) q({p1,p2,3})
q({p1,p3,ps}) q({p1.p3,ps})

q({p1, P2, pa}) a({p1, P2, ps})

(a) (b)

Figura 5.7: Projecao em T? do casco convexo C; de Q3({p1,p2, p3. p+}) do nosso exemplo:
(a) parte inferior e (b) parte superior.

5.3.3 Inserindo um novo sitio p;

O passo genérico do algoritmo consiste da insercao de um novo sitio p;. Neste momento.
estamos no estdgio;_i, ou seja, terminamos de construir o casco convexo C;_; e precisamos
determinar C;, dual do diagrama de Voronoi de ordem & de {p;....,p:}. A insercdo de p; é
realizada em duas grandes etapas. Na primeira delas, determinamos e removemos todas as
faces do casco convexo C;_; que ndo estao presentes no novo casco C;. Na segunda etapa,
determinamos as faces do casco convexo C; que sdo novas, ou seja, ndo estao presentes
em C;_;.

Para os 15 primeiros sitios do nosso conjunto exemplo, as figuras 5.8 e 5.9 mostram a
projecdo das partes inferior e superior do casco convexo Cy; em T?, respectivamente. A
seguir, vamos apresentar a inser¢do do préximo sitio pi.
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Figura 5.8: Projecdo da parte inferior do casco convexo C;5 em T?

Determinando as faces destruidas por p;

Para determinar as faces de C,_; que ndo estdo presentes no novo casco C;, podemos
nos basear na seguinte propriedade, cuja prova é uma generaliza¢do para T? da prova do
lema 5 de Aurenhammer e Schwarzkopf [4].

Lema 5.9 Seja R a unido de todas as reqiges Vi(HU{p;},{p1,...,p:}). Entdo, as arestas
de Vi({p1, ....pi-1}) no interior de R formam um grafo conezo.

Este lema garante que as faces de C;_; destruidas por p; correspondem a um grafo
conexo. Portanto, apés determinarmos uma destas faces, podemos percorrer o grafo
correspondente e remover todas elas, em tempo linear no nimero de faces destruidas.
Para isso, basta utilizarmos o algoritmo de busca em largura descrito em [8]. Nosso
problema resume-se, entao, em determinar uma das faces de C;_; destruida por p;. Em
primeiro lugar, precisamos caracterizar em que situacao uma face é destruida por p;. A
seguinte propriedade de vértices de Voronoi em R? [17] também se aplica aos vértices do
diagrama de Voronoi estendido a T? quando todos os sitios estao num mesmo hemisfério.
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Figura 5.9: Projecao da parte superior do casco convexo C;s em T?

Proposigao 5.1 Assuma que ndio hd 3 sitios cocirculares. Todo vértice proprio de Vo-
ronot € um circuncentro de eratamente 3 sitios de S e o circuncirculo correspondente
contém ou k — 1 ou k — 2 sitios no seu interior.

Definicdo 5.11 Sejam s,, 83, 8. sitios em S e seja v um circuncentro proprio de S,, Sp, Se-
Se v € um vértice de Voronot de Vi(S), nds denominamos v da seguinte forma. Se o cir-
cuncirculo de 8,, s, 8. contém k — 1 sitios no seu interior, denominamos v um vértice
proximal de Vi(S). Caso contrdrio, com k — 2 sitios no interior deste circuncirculo, de-
nominamos v um vértice distal de V(S). A face dual de v no casco convezo é denominada
analogamente.

Uma face f de C;_; € destruida por p; nao apenas se o vértice v dual de f nao
estd presente em C;, mas também caso v mude de tipo. No primeiro caso, o circuncirculo
correspondente a v continha k — 1 sitios no seu interior. Com a insergao de p;, passou a ter
k sitios no interior e deixou de ser um vértice de Voronoi. No segundo caso, o circuncircule
continha k — 2 sitios e passou a ter £ — 1. Logo, v mudou de distal para proximal. Nos
destruimos f também neste caso, pois as regides que definem v no novo diagrama estao
associadas a conjuntos de sitios que incluem p; e, portanto, a face dual de v deixou de
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ser f e deve ser reconstruida. Este segundo caso ficard mais claro quando apresentarmos
o método de reconstrucdo destas faces. Assim, temos a seguinte propriedade:

Lema 5.10 Uma face f do casco convezo Ci_, dual de Vi({pi,...,pi—1}) € destruida
por p; se e somente se p; estd no interior do circuncirculo correspondente ao vértice de

Voronoi dual de f.

Nosso problema agora € determinar uma face f de C;_, destruida por p;. Apresen-
tamos no final deste capitulo um algoritmo para localizagdo de pontos que resolve este
problema. Por enquanto, suponha que f seja determinada de maneira eficiente. Note que
uma face € destruida se e somente se p; ¢ inserido no interior do circuncirculo correspon-
dente ao vértice dual desta face. Portanto, podemos testar em tempo constante se uma
dada face é destruida ou nao. Apés determinarmos f, podemos percorrer o grafo conexo
correspondente as faces destruidas e removeé-las em tempo linear no niimero destas faces.

A figura 5.10 mostra a projecao da parte inferior do casco convexo C};, com a remocao
dos triangulos destruidos pelo préximo sitio p;g. Observe que, neste exemplo, 0 novo sitio
modifica apenas a parte inferior do casco convexo, mas nada impede que a parte superior
possa ser modificada. Escolhemos este exemplo para simplificar a apresentac¢do e aumentar
a intuicao do leitor ao longo do texto.

Determinando as faces produzidas por p;

Apds removermos todas as faces destruidas por p;, nds temos apenas as faces do casco C,_;
que permanecem no novo casco C;. As demais faces possuem vértices duais de regices
novas — regioes associadas a conjuntos de sitios que incluem p;. Cada face pode ser
de dois tipos de acordo com o vértice dual correspondente: proximal ou distal. Nosso
algoritmo utiliza a seguinte propriedade de diagramas de Voronoi.

Lema 5.11 Toda regigo de um diagrama de Voronoi de ordem k de um conjunto contendo
n > k + 2 sitios tem, no minimo, um vértice prozimal.

PRrROVA: Esta é uma generalizagdo da prova do lema 7 de [17]. Em R?, esta propriedade
vale apenas para regioes limitadas. Mas em T?, a propriedade vale para toda e qualquer
regiao de Voronoi e segue-se naturalmente do fato de que toda regido de um diagrama de

Voronoi em T? é um poligono, o que ndo acontece em R? para as regides ilimitadas.
O

Este lema garante que, reconstruindo todos os triangulos proximais novos, ja determi-
namos todos os vértices novos do casco convexo. Apds a reconstrucao destes triangulos,
restam apenas alguns buracos no casco convexo que devem ser preenchidos. Como ja
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Figura 5.10: O buraco produzido por pss.

reconstruimos os tridngulos proximais, todos estes buracos sao formados por triangulos
distais. Além disso, estao faltando apenas as arestas destes triangulos, pois ji determina-
mos todos os vértices novos do casco convexo.

No artigo [4], Aurenhammer e Schwarzkopf afirmam que, caso o sitio p, seja inserido
no interior da proje¢do do casco convexo no plano, cada um destes buracos, quando
projetado no plano, é um poligono convexo. Neste caso, podemos utilizar um algoritmo
de Aggarwal et al. [1] que, em tempo linear, constréi o casco convexo de uma sequéncia
de pontos, cuja proje¢ao no plano corresponde a uma ordem circular dos vértices de um
poligono convexo. No entanto, caso p; seja inserido no exterior da projecdo do casco
convexo no plano, podem surgir buracos cujas projecoes no plano sdo poligonos simples
— ndo necessariamente convexos. Voltaremos a discutir este topico ao descrevermos a
reconstru¢ao dos triangulos distais.
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A seguir, apresentaremos como determinar todos os tridngulos produzidos pelo novo
sitio, comec¢ando pelos tridngulos proximais.
Os tridngulos proximais produzidos por p;

Lema 5.12 Todo vértice distal v de Vi({p1, ..., pi-1}) destruido pela insercio de p, rea-
parece como um vértice prozimal v' em Vi({p1,...,0:}). Veja a figura 5.11.

V;,(H U {p,-, T'})
vit (‘H U {p1 Q})

q q
Ve(HU {q,7}) Vi(H U {p;,q})

a q

Figura 5.11: Vértice distal destruido por p; reaparece como proximal.

Prova: Se v foi destruido, entdo p; foi inserido no interior do circuncirculo corres-
pondente a v. Pela definicdo 5.11, este circuncirculo continha k — 2 sitios, passando a
conter k — 1 sitios com a inser¢ao de p,. Logo, pela mesma definicdo, v reaparece em

Vi({p1,....pi}) como um vértice v' proximal.
O

Para evitar qualquer confusao com vértice do diagrama de Voronoi, chamamos de
canto cada vértice do casco convexo.

Lema 5.13 Seja A um tridngulo distal do casco convezo dual de Vi({p1,....pi-1}) des-
truido pela insergdo de p;. Sejam q(H,), q(Hz2), g(H3) os cantos de &A. Entdo, & produz
um novo tridngulo prozimal ', cujos cantos sao q((HyNHy) U{p;}), a((H1NH3)U{m}),

q((H2 N H3) U {p:})-

PRrROVA: Seja v o vértice de Vi({p1,...,;1-1}) dual de A. Pelo Lema 5.12, v reaparece
em Vi ({pi,...,pi}) como um vértice v’ proximal. De maneira dual, A reaparece no novo
casco convexo como A'. Este triangulo é dual de v, cujas regides incidentes sao Vi((H; N

Hy) U {p:}), Vi((H1 N H3) U{pi}), Vk((Hz N H3) U {p:})-
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P P
fQ(HU {p,'r}) Q’(HU {Pf,p})’.—\
qg(HU{p,q}) q(H U {p;,r})
\VQ(HU {a,7}) g(H U {p:, q})
g q

Figura 5.12: Triangulo distal destruido por p; reaparece como proximal.

O

Lema 5.14 Todos os triéngulos novos prozimais cujos cantos sdo todos novos sio criados
da forma descrita no Lema 5.135.

Prova: Seja A’ um tridngulo novo proximal, cujos cantos sdo todos novos. Este
triangulo é dual de um vértice v’ cujas regides incidentes sdo todas novas — regides asso-
ciadas a conjuntos de sitios que incluem p;. Entéo sejam Vi(H U {p;, p}), Vi (H U {p:,q}),
Vi(H U {pi,r}) estas regides. Como p; é um sitio comum a estas trés regides, p; estd
no interior do circuncirculo correspondente a v’. Portanto, antes da insercdo de p;, este
circuncirculo continha exatamente |H| = k — 2 sitios, definindo um vértice v distal de
Vie({p1, ..., pi-1}) € um tridngulo distal A dual de v. Assim, A’ é criado a partir de 4,

como descrito no Lema 5.13.
O

Quando p, é inserido, produz um buraco no casco convexo C,_; e, para obter o casco
convexo C;, o algoritmo mantém um rétulo para cada aresta. Cada aresta do casco é
rotulada simplesmente pelos sitios que definem o bissetor contendo a aresta de Voronoi
dual correspondente. Por exemplo, se e é dual de uma aresta de Voronoi compartilhada
pelas regides Vi(H U {p}) e Vi(H U {g}), entdo e é rotulada por (p,q). Veja a figura 5.13.

Lema 5.15 Seja A um trigngulo novo que possui apenas um canto novo e dois antigos.
Seja ¢; o seu canto novo e ¢, c3 seus cantos antigos (na fronteira do buraco produzido
por p;). Entdo, /A € prozimal e podemos determinar seu canto novo a partir do rétulo da
aresta entre os cantos antigos. Seja e(p,q) a aresta formada por ¢, e c3. Entéo o canto ¢
ét(k-co—p+p) = 2(k-c3—q+p;) e as novas arestas sio rotuladas por (p, p;) € (g, p;)-

ProvA: Sejam H,, H,, Hy C S os subconjuntos de k sitios associados as regides duais
de ¢;, ¢ e c3, respectivamente. Além disso, seja H = H, M H3. Como a aresta entre ¢; e
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Vi(HU {q}) q(HU {g})
e(p, q)
Vi(H U
(H U {p}) 3 g(H U {p})
(a) (b)

Figura 5.13: Rétulo de uma aresta: (a) diagrama de Voronoi e (b) casco convexo dual.

e(p: pt')

L

g(H U {pi})

q(H U {p})
.

q(H U {q})

Figura 5.14: Todo triangulo adjacente a uma aresta da fronteira é proximal

) "

cs é e(p, q), as regides duais de ¢ e ¢3 sao Vi(H U {p}) e Ve(H U {¢}), respectivamente.
Por contradicao, suponha que A seja distal. Como ¢; é novo, p; € H;. Devido ao fato
de Vi(H,), Vi(H U {p}) e Vi(H U {q}) serem adjacentes e p; ¢ H,, temos p; € H;, uma
contradi¢do. Logo, & é proximal e as novas arestas sdo rotuladas por (p, p;) e (¢, p;).
Além disso, pela definicao 5.9,

1 1
a=gqHU{p}) = (k-q(HU{p})) —p+p)=(k-q(HU {g}) —q+pi).
Assim, podemos determinar ¢; facilmente, a partir de ¢; ou ¢;:
1 1
= E(k ‘Ca—p+p)= E(k ey — P+ i)-
O

A figura 5.15 mostra os tridngulos novos adjacentes a fronteira do buraco produzido
por pig. Como demonstramos, todos estes tridngulos sao proximais. O lema seguinte
refere-se a triangulos incidentes em apenas um canto da fronteira.

Lema 5.16 Seja /A um tridngulo novo que possui apenas dois cantos novos e um antigo.
Entao A é distal.
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Figura 5.15: Tridngulos adjacentes & fronteira da superficie destruida.

PROVA: Sejam ¢; e ¢, 0s cantos novos de A e seja ¢3 seu canto antigo (na fronteira do
buraco produzido por p;). Sejam Hy, H,, H; C S os subconjuntos de k sitios associados
as regioes duais de ¢;, ¢, e c3, respectivamente. Além disso, como p; € H; e p; € H>, seja
H U {p;} = H) N H, e seja e(p, q) a aresta nova entre ¢, e c;. Entdo, as regides duais de
) e ¢y sao Vi(H U {p;,p}) e Vi(H U {p;, q}). respectivamente. Como Vi (H3) é adjacente
a estas regioes, temos

|(H U {pi.p}) N H3| = |[(H U {pi, q}) N H3| = k — 1.

Como ¢3 é um canto antigo, p; ¢ H; e, assim, H U {p} C H; e H U {q} C H;, ou seja,

H; = HU{p,q} e A é distal.
ad

Assim, pelo Lema 5.11, reconstruindo os tridngulos cujos cantos sdo todos novos e
aqueles em que apenas dois cantos sdo antigos, determinamos todos os cantos novos
produzidos por p;. A figura 5.16 apresenta todos os triangulos proximais produzidos pelo
sitio pis. Note que ainda aparecem alguns buracos, a serem preenchidos por tridngulos
distais, como mostrado na figura 5.17.
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Figura 5.16: Triangulos proximais produzidos por pis.

Os triangulos distais produzidos por p;

Ja determinamos todos os tridngulos proximais produzidos por p,, mas restam ainda
alguns buracos a serem reconstruidos, cada um formado por um conjunto de tridngulos
distais produzidos por p;. A reconstrugao de cada buraco pode ser realizada utilizando-se
um algoritmo para casco convexo. Mas, antes disso, precisamos determinar as fronteiras
de cada buraco, ou seja, dada uma aresta em determinado buraco, precisamos determinar
as arestas adjacentes de forma a utiliza-las como entrada do algoritmo para casco convexo.

Por questao de eficiéncia, é interessante gastar tempo nao mais que linear no nimero
de cantos de cada buraco para determinéd-lo. Pode-se demonstrar [4] que duas arestas
estao num mesmo buraco se e somente se o conjunto dos k£ — 1 vizinhos mais préximos é
0 mesmo para qualquer ponto numa das arestas. Veja a figura 5.18.

Além disso, as arestas de um mesmo buraco formam um grafo conexo [4] e, entdo,
podemos determinar cada um em tempo linear no seu nimero de arestas.

Para a reconstrucgao de cada buraco, nés utilizamos o mesmo algoritmo [23] que, no
primeiro passo, construiu o casco convexo do conjunto Qi ({p1, ..., Px+1}), em tempo étimo.
Neste ponto, é interessante notar que, caso p; fosse inserido no interior do casco convexo
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Figura 5.17: A parte sombreada sera preenchida por tridngulos distais.

de {p1,...,pi-1 }, cada um destes buracos seria um poligono convexo, quando projetado no
plano. Neste caso, poderiamos utilizar um algoritmo [1] que, em tempo linear, constréi o
casco convexo de uma sequeéncia de pontos que, projetada no plano, corresponde a uma
ordem circular dos vértices de um poligono convexo.

A figura 5.19 mostra a proje¢ao da parte inferior do casco convexo Cig, apds a inser¢ao
do sitio p1g. Como pig nao destruiu nenhum triangulo da parte superior do casco, esta
parte se mantém exatamente como mostramos na figura 5.9. Este casco convexo é dual
do diagrama de Voronoi V3({pi, ..., p16}), mostrado na figura 5.20.

Rotulando as arestas novas

As arestas novas devem ser rotuladas 4 medida em que sao construidas. Isto é necessario
porque o algoritmo utilizard esta informac@o ao inserir o préximo sitio p;;; ou ainda
durante as préximas etapas da insergao de p;. No primeiro caso, os rétulos das arestas
sdao utilizados, por exemplo, para determinarmos os tridngulos proximais adjacentes as
arestas da fronteira da superficie nova, como descrito mo Lema 5.15. No segundo caso,
nos utilizamos os rétulos das arestas para determinar se duas arestas estao num mesmo
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q(H U {p}) e(HU {r})

e(p: Q)‘/ \Le(q!r)

g(HU{q})

Figura 5.18: H é o conjunto dos k£ — 1 vizinhos mais préximos de qualquer ponto em
e(p. q) ou e(g,r).

buraco, formado por tridngulos distais, como vimos anteriormente.

Localizando uma face destruida por p;

Nesta segao, apresentaremos um método para localizar uma face do casco convexo des-
truida por p;. No plano, isto significa encontrar um triangulo, dual de um vértice de
Voronoi de Vi({p1,...,pi-1}), cujo circuncirculo contenha p;. Poderiamos fazer isto di-
retamente neste diagrama de Voronoi, mas levariamos tempo O(k(n — k)). Por questdo
de eficiéncia, é importante localizarmos p; em cada diagrama de Voronoi construido até
o momento. Primeiramente, localizamos um triangulo A de Cy. destruido por p; e, em
seguida, localizamos p; em C,, j = k£ + 2,...,7 — 1, considerando que jid conhecemos um
triangulo A de C;_; destruido por p,.

O algoritmo em [4] para R? utilizava um procedimento de localizagao de pontos baseado
num resultado de Guibas, Knuth e Sharir [15], tomando tempo esperado O(log® n) para lo-
calizar p; num determinado casco convexo C;. No final do artigo [4], Aurenhammer sugere
a utilizacao de um algoritmo de trapezoidizacio [29], tomando tempo esperado O(logn).

Ao contrario de um algoritmo de trapezoidizacao para uso geral, o nosso algoritmo é
baseado em propriedades de diagramas de Voronoi. Naturalmente, teremos que demons-
trar estas propriedades que garantem a corretude do algoritmo. Porém, como esta é uma
solucao especifica para o0 nosso problema — localizar um tridngulo destruido por p, — o
algoritmo é muito mais simples do que o original, além de ser mais eficiente. Conseguimos
localizar um triangulo A de C; destruido por p; em tempo esperado O(1). Apresentaremos
algumas propriedades e, em seguida, o algoritmo.

Lema 5.17 Seja & um trigngulo distal destruido por p; e seja C;, 7 < 1, o casco convezo
no qual /A é uma face. Entdo, p; destroi o triangulo prozimal de C;4y produzido a partir
de A — descrito no Lema 5.13.
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Figura 5.19: Projecdo em T? da parte inferior de Cjs.

PrRovA: Seja v o vértice dual de A e sejam p, g, © os sitios de S cujo circuncentro é v.
Pelo Lema 5.12, v reaparece em Vi({p1, ..., pj+1}) como um vértice proximal »', também
circuncentro de p, ¢, r. Como p; destréi 4\, entdo p; esta no interior do circuncirculo de
p, ¢, r. Portanto, p; destréi v’ e, no casco convexo dual, p; destréi o tridngulo proximal

correspondente.
a

Pelo lema anterior, conhecendo-se um triangulo distal & que p; destrua em Cj;, pode-
mos localizar, em tempo constante, um tridngulo A’ que p; destrua em Cj;4,;. Este tltimo
triangulo é proximal. No entanto, o vértice dual de um triangulo proximal ndo reapare-
ce no diagrama de Voronoi seguinte e, entao, ndo podemos determinar diretamente um
triangulo de C;., destruido por p;.

As propriedades que apresentamos, a seguir, referem-se especificamente a este caso
e nos permitem localizar tal tridngulo em tempo esperado constante. Note que, caso p;
destrua um tridngulo A de C; — seja A proximal ou distal — e p;4; nao destruiu tal
triangulo, entdo A estd presente em Cj;. Caso p;4; destrua A, entao hd apenas dois casos
possiveis. No primeiro deles, A é distal e, pelo lema anterior, podemos determinar A’ em
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Figura 5.20: Diagrama de Voronoi V3({p,

...y P16}) do nosso exemplo.
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tempo constante. No segundo caso, A é proximal e o tratamento deste caso é apresentado
a seguir.

No restante desta segdo, denotamos por v um vértice proximal de Vi({p1,...,p;})
destruido por p;4+; € por p; e denotamos por p, g, 7 os sitios de S cujo circuncentro é
v. Como este é um vértice de Voronoi, denotamos por H C {pi,...,p;} o conjunto de
sitios no interior do circuncirculo de p, g, . Como v é proximal, |[H| = k — 1, ou seja, o
conjunto H contém os k — 1 sitios dentre {pi, ..., p,} que estdo mais préximos de v. Como
p, g, r estao na fronteira do circuncirculo centrado em v, ou seja, sdo equidistantes de
v, estes sao os k-ésimos vizinhos mais préximos de v. Desta forma, um novo sitio s no
interior do circuncirculo estd mais préximo de v do que p, ¢, 7 estao e os & vizinhos mais
préximos de v passam a ser H U {s}.

As propriedades que serao apresentadas estao relacionadas a dois diagramas de Voro-
noi: Vi ({p1, ..., 2is s+1}) € Ve({p1,---,pj, pi}). No primeiro diagrama, v € Vi (HU{p;+1}),
pois p;4+1 destréi v, logo p;41 estd no interior do circuncirculo de p, g, 7. No segundo dia-
grama, v € Vi(H U {p;}), analogamente.

Lema 5.18 Seja A a regigo de Voronoi Vi(HU{p;+1}) no diagrama de Voronoi Vi({p, ...,
P;»P;+1}) € seja B a regido de Voronoi Vi(HU{p;}) no diagrama de Voronoi Vi({p1,....p;.
pi}). Entédo, AZ BeB ¢ A.

PrROVA: Primeiramente, temos que A # B, pois p; # p,+,. Por contradicao, sem perda
de generalidade, suponha que B C A. Note que

ANB= vk+1(H U {pj+iapi}1 '{pls seey pj&pj+1~.p:})-

Assim, A N B é o subconjunto dos pontos em A que estdo mais préximos de p; do que
de qualquer outro sitio em {p;,....p;} \ H. Logo, toda aresta de AN B que seja parte
ou totalidade de uma aresta de B estd contida no bissetor de p, com algum sitio em
{p1,....p;} \ H. Analogamente, toda aresta de A, cuja intersec¢ao com B seja nao-nula,
estd contida no bissetor de p;4; com algum sitio em {pi,...,p;} \ H. No decorrer das
demonstracoes, faremos referéncia a este argumento denotando-o por *.

Entdo, por argumentos anteriores *, todas as arestas de B estao contidas em bissetores
de p; com sitios em {py,...,p;} \ H. Portanto, p; € B e, em Vi({pi,...,p;,p:i}), a tinica
regido associada a um conjunto de sitios que inclui p; € B. Veja a figura 5.21. Como
p; € B, p; estd em A e, assim, existe ponto z € A \ B, tal que z estd mais préximo de p;
do que p; esta (caso contrario, haveria pelo menos duas arestas de B, cada uma contida
num bissetor que contém uma aresta de A, ou seja, 4 pontos cocirculares, uma contradicao.
Veja a figura 5.22). Seja Vi(HU{a}) a regido de Voronoi de Vi({py, ..., p;, pi}) que contém
z, como mostra a figura 5.23. Note que ¢ € {p1,...,p;} \ H. Como z € A\ B, entdo
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z € A, ou seja,
de(:s,pJH) <T! d—;z(.z:, a) <t dTa(I, p,-)

dr2(z, pi) <1 dr2(Z, D),

uma contradigao.

Figura 5.21: Por contradicdo, supondo que B C A (na prova do Lema 5.18).

Ca

Pj+1

Di

Figura 5.22: Haveria 4 pontos cocirculares.

Lema 5.19 Seja A a regido de Voronoi Vi(HU{p;+1}) no diagrama de Voronoit Vi({py, ...,
p;. Pi+1}) e seja B a regido de Voronoi Vi(HU{p;}) no diagrama de Voronoi Vi({p1, ..., p;.
pi}). Seja C = A\ B. Entao, C € conezo.

Prova: Como A e B sao regides de Voronoi, entao sdo convexas. Por contradicao, supo-
nha que C nao seja conexo. Entao, pelo Lema 5.18, as fronteiras de A e B interceptam-se
em, no minimo, 3 pontos. Veja a figura 5.24.

Seja €;4; uma aresta de A interceptada por uma aresta e; de B, como mostra a
figura 5.25. Por argumentos anteriores *, €;4; esta contida no bissetor de p;,; com algum
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D;
Pi+1

Figura 5.23: Uma contradigao (Lema 5.18).

Ve(H U {p:}, {p1, 25, 2:})
Vi(H U {pj41}, {p1, -1 25, Pj1})

Figura 5.24: Por contradigdo, supondo que C nao seja conexo (na prova do Lema 5.19).

sitio a em {p1,...,p;} \ H e a regido adjacente a e;+1 € Vi(H U {a}, {p1, ..., P, Pjs1})-
Como e; intercepta €41, a outra regiao adjacente a e; é Vi(H U {a}, {pi1, ..., p;.p:}). Logo.
a interseccao u de e; com e;41 é um circuncentro de p;, p;11 € a, ou seja, u estd no bissetor
de p; com p;.;. Se houver mais de 2 intersecgdes, teremos mais de 2 circuncentros, cada
um definido por p;, p;+1 € um terceiro sitio em {p;, ..., p;} \ H, todos contidos no bissetor
de p; com p,;;. Assim, temos mais de 2 intersecgdes deste bissetor com a fronteira de B,

uma contradi¢do para o fato de que B é convexa. Veja a figura 5.26.
O

Lema 5.20 Considere uma aresta da regiGo de Voronoi Vi(H U {p;11}) de Vi({py,...,
pj+1}) interceptada pelo bissetor de p; e p;y1. Entao, hd apenas um ponto de intersecgdo.

Prova: Por contradigdo, suponha que uma aresta e de Vi(H U {p;s1}) de Vi({p1,...,
P;+1)) seja interceptada em, pelo menos, dois pontos distintos u; e uz. Seja a o sitio
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Vk(H U {Pj+1}a {Ph ---spjapj+1})

Ve(H U {p:}, {P1, - 25, D:})

Figura 5.25: Interseccao de uma aresta de A com uma aresta de B.

Ve(H U {p:}, {p1, - 0, B:})

Figura 5.26: Contradigao: B ndo seria convexa (na prova do Lema 5.19).

que, juntamente com p,4,, define o bissetor contendo e. Veja a figura 5.27. Entdo, por
argumentos anteriores *, 0s pontos u; € uy sao circuncentros de p;, p;..1 e a, ou seja, estdao

no bissetor de p; e p;+1 € @ = p;, uma contradigao.
O

Assim, nés temos o seguinte corolario:
Corolério 5.2 p; destréi pelo menos um vértice de Vi(H U {p;+1}, {p1, -1 Pj41})-

J4 apresentamos o método de localizagao de pontos que utilizamos ao longo do algo-
ritmo. O lema seguinte refere-se a eficiéncia deste método.

Lema 5.21 Seja AA um tridngulo de C; que p; destrua. Entdo, um A' de C;4, destruido
por p; pode ser determinado em tempo esperado constante.

Prova: Ha apenas dois casos possiveis: ou A ¢ distal ou A é proximal. No primeiro
caso, a prova segue do Lema 5.17. No segundo caso, caracterizado pelos Lemas 5.19, 5.18 e



5.3. O Algoritmo 59

Figura 5.27: Contradicdo: a seria igual a p; (Lema 5.20).

5.20, A é dual de um vértice contido em alguma regiao de Voronoi A de Vi({pi, ..., p;41})
e /A" é determinado em tempo linear no nimero de vértices da regiao A. Seja Fj o nimero
de regides de Voronoi de Vi({p;....,p;+1}). Entdo, o nimero de vértices deste diagrama
é 2F, — 4 e o numero esperado de vértices numa regido de Voronoi deste diagrama é
constante. Assim, em tempo esperado constante, podemos determinar um vértice de A

que p; destrua e, de maneira dual, um triangulo A’ destruido por p;.
O

Lema 5.22 Um trigngulo 2;_ de C;_, destruido por p; pode ser determinado em tempo
esperado O(klogn).

PrROVA: Em primeiro lugar, localizamos um triangulo Ay de Ci.) destruido por p;,
em tempo O(k). Em seguida, para j = k+2,...,2— 1, localizamos um triangulo 4; de C;
destruido por p;, da seguinte forma:

Se p; ndo destroi &;_; entao
1. Seja t € {j,....,4s — 1} o maior indice, tal que A;_; estd em C,. Como A,_; estd

em Ct, j& determinamos A; e podemos avangar para C: A, =A; ; e j=t+1;
Senao

2. Localizamos A; em C;, em tempo constante, como demonstrado pelo Lema 5.21.
Fim-Se

Note que o niimero de vezes em que o passo 1 é executado €, no maximo, uma unidade
a mais que o nimero de execugoes do passo 2. Portanto, o tempo total é devido ao passo 2

e dado por:

i1
Y Probabilidade{A;_, ser destruido por p;}

J=k+2

1—1 1—1
€ X . 3 -I:EO(klog%).

j=k+2J j=k+2
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5.4 Corretude
Lema 5.23 O algoritmo constréi o diagrama de Voronoi Vi({pi,...,pn}).

Prova: No primeiro passo, computamos Qi({pi,...,Px+1}) € construimos seu casco
convexo Ci41. Pelo Lema 5.8, este casco convexo é dual de Vi ({py, ..., pr+1})-
Para cada novo sitio p;, i =k + 2, ..., n,

1. localizamos um tridngulo &, de C;_; destruido por p;, como demonstrado pelo
Lema 5.22;

2. pelo Lema 5.9, as arestas de C;_; incidentes em tridngulos destruidos por p, formam
um grafo conexo. Nés percorremos este grafo, utilizando busca em largura (8],
removendo todos estes triangulos;

3. os triangulos proximais novos sao todos construidos, como demonstrado pelos Lemas
5.14 e 5.15. Pelo Lema 5.11, toda regiao de um diagrama de Voronoi de ordem k
de um conjunto contendo n > k + 2 sitios tem, no minimo, um vértice proximal.
Como ¢ > k + 2, o lema se aplica e, assim, todos os tridngulos proximais e todos
os cantos do casco convexo C; sao corretamente computados. Os triangulos distais
estdo em buracos ainda ndo preenchidos pelo algoritmo [4]. Todas as arestas de
um mesmo buraco possuem os mesmos k& — 1 vizinhos mais proximos e estas arestas
formam um grafo conexo [4]. Portanto, apés determinarmos as arestas de um buraco,
construimos o casco convexo dos cantos na fronteira do buraco. Apds todos os
buracos serem preenchidos, temos o casco convexo ;. Pelo Lema 5.8, este casco
convexo é dual de Vi({p,...,p:}). Portanto, a partir de Vi({p1,.... p;_1}), obtemos
Vi({p1,..-.p:}). Quando i = n, obtemos Vi({p1, ..., Pn})-

O

5.5 Complexidade de Tempo e Espaco

Nesta secao, apresentamos o tempo esperado do algoritmo e o espago utilizado. Ao fazer
a analise de complexidade, calculamos algumas probabilidades que estao relacionadas a
quantidade de vértices no diagrama de Voronoi de ordem k em T?. Como demonstramos
nos Lemas 4.6 e 4.7, hd um nimero exato de vértices neste diagrama e, portanto, podemos
calcular exatamente as probabilidades envolvidas.

Lema 5.24 O numero esperado de vértices de Vi({pi,...,pi—1}) destruidos pelo sitio p; €

o(k(1-4%)).
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PROVA: Seja v um vértice de Vi({pi, ...,pi—1}) e sejam p, g, r os sitios em {py, ..., pi—1}
cujo circuncentro é v. Entao, v é destruido se e somente se p; é inserido no interior do
circuncirculo C de p, g e 7. Como v é um vértice de Vi({p1, ..., pi—1}), este circulo contém
exatamente k — 1 ou k — 2 sitios no seu interior, ou seja, apds a insercao de p;, C contém
no maximo k sitios. Assim, a probabilidade P de que v seja destruido por p; é igual a
probabilidade de que, apds a insercdo, p; seja um dos (no maximo k) sitios no interior de
C, ou seja, P < % Pelos Lemas 4.6 e 4.7, ha exatamente

22k((i—1)—k)— (i —1)+2] —4=4k(i—1—k) —2(: —1)

vértices em Vi({p1,...,pi-1}). Logo, o nimero esperado de vértices destruidos por p; é.
no maximo:

[4k(i —1—k) —2(i — 1)] (1:”) < 4k? (1—%‘-) eO(kz(l-—?)).

Lema 5.25 O algoritmo toma tempo esperado O(k*(n — k) logn).

ProvA: No primeiro passo, determinamos Qi ({p1,...,Px+1}) em tempo ©(k). Em se-
guida. construimos o seu casco convexo em tempo O(klogk), utilizando o algoritmo por
divisdo-e-conquista descrito em [23]. Para cada sitio p;, 1 = k + 2, ..., n:

1. localizamos A;_; em C,_; destruido por p;, em tempo O(k log n), como demonstrado
no Lema 5.22;

2. removemos todos os O (k2 (1 - f)) triangulos de C,;_; destruidos por p;. Pelo Lema
5.9, podemos percorrer o grafo formado pelas arestas de C,_; incidentes nestes
vértices destruidos, removendo cada um em tempo constante. Portanto, removemos

todos eles em tempo O (kz (1 - f))

3. seja n; o nimero esperado de tridngulos de C; produzidos por p;. Construimos a
superficie nova de C;, em tempo O(n; log n;), devido ao algoritmo para casco convexo
[23]. Por um argumento semelhante ao dado na prova do Lema 5.24, podemos
demonstrar que n; também é O (k2 (1 - f))

Portanto, o algoritmo toma tempo esperado:

1=k+2

O(k+klogk+ Y, (klogn+n,+n,logn,)) -
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= (Zn: (klogn+ni105m))
=0

k*(n— k) logn) .

Lema 5.26 O algoritmo usa espago esperado O (k*(n — k)).

Prova: Para Cy.,, correspondente a Vi({p1, ..., Pr+1}), utilizamos espaco ©(k). Para
cada casco convexo C;, j = k + 2,...,n, aumentamos o espago usado em n;, onde n; é o
niimero de vértices novos produzidos por p;. Como n; tem valor esperado O (kz (1 - f))
o espago total usado pelo algoritmo é

o) (k +j=%—2 (k2 (1 = Jﬁ))) =0 (K*(n-k)).

5.6 Consideracoes Finais

Apresentamos uma generalizacio, de R? para T?, de um algoritmo incremental randomi-
zado on-line para construir cada diagrama de Voronoi de ordem %, independentemente.
No algoritmo em R?, a inser¢do de um novo sitio pode néo remover nenhum vértice do
diagrama, um caso especial a ser tratado pelo algoritmo. Ao contrério, o algoritmo em T?
funciona de maneira uniforme pois, mesmo quando o novo sitio € inserido no exterior do
casco convexo do conjunto, sempre ao menos um vértice é removido.

O algoritmo também foi implementado e, para sua depuragao, utilizamos os visuali-
zadores do ambiente GeoPrO. A figura 5.28 mostra a projecao em T? da parte inferior
do casco convexo dual do diagrama de Voronoi de ordem 3 de um conjunto de sitios no
aquém de T?, enquanto o diagrama de Voronoi dual é mostrado na figura 5.29. Para um
conjunto de sitios no além de T?, mostramos analogamente as figuras 5.30 e 5.31.

O algoritmo original [4] utilizava um procedimento de localizagio de pontos baseado na
trapezoidizagdo do diagrama de Voronoi. Ndés demonstramos propriedades de diagramas
de Voronoi de ordem k que nos permitiram projetar um novo método para localizacao de
pontos. Utilizando propriedades inerentes de diagramas de Voronoi, este novo método ¢
mais eficiente e mais simples que o original.
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s - AB . v il .o s ; . ol A e ’
Figura 5.28: Projecao em T° da parte inferior do casco convexo dual do diagrama de
Voronoi de ordem 3 de um conjunto de sitios no aquém
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Figura 5.30: Projecao em T? da parte inferior do casco convexo dual do diagrama de
Voronoi de ordem 3 de um conjunto de sitios no além.



Capitulo 6
Conclusoes

Nesta dissertacdo, nds apresentamos uma generalizagao do diagrama de Voronoi: conside-
ramos diagramas de Voronoi de ordem k no plano projetivo orientado T?. No capitulo 2,
foi apresentada uma introdugao ao diagrama de Voronoi de ordem k& e, no capitulo 3,
apresentamos conceitos fundamentais associados ao plano projetivo orientado. Como vi-
mos, T? é um espago geométrico que permite emular e estender o plano Euclidiano. Os
algoritmos tornam-se uniformes de maneira transparente: uniformes, pois nao se precisa
tratar casos especiais; e transparentes, pois comportam-se como se estivessem em [R?.

Apresentamos uma generalizacdo, de R? para T°, de dois algoritmos para construcao de
diagramas de Voronoi de ordem k. O primeiro algoritmo constréi os diagramas de Voronoi
de todas as ordens com a informacao dos k sitios associados a cada regido de Voronoi,
em tempo e espago 6timos, enquanto o segundo € um algoritmo incremental randomizado
on-line para construir o diagrama de Voronoi de cada ordem, independentemente. Nos
apresentamos um novo método para localizacao de pontos neste algoritmo, que reduz a
complexidade de tempo por um fator logaritmico e é mais simples que o original.

Ao longo do texto, nds demonstramos varias propriedades de diagramas de Voronoi.
algumas delas intrinsecas a T?. Por exemplo, o diagrama de Voronoi de ordem k de
um conjunto finito de sitios em T? tem um nimero exato de regioes. Além disso, este
diagrama é antipoda do diagrama de Voronoi de ordem n—k do mesmo conjunto de sitios,
Vk: 1<k <n.

Nés provamos a corretude de todos os algoritmos apresentados, assim como a com-
plexidade de tempo e espaco de cada um. Todos os algoritmos foram implementados
utilizando-se o GeoPrO [12] como ferramenta de visualizagdo, o qual simplificou enorme-

mente a depuracao.
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6.1 Trabalhos Futuros

A construcdo uniforme de diagramas de Voronoi em T? é uma das vantagens em relacao
4 construgdo em R? e, para manter esta uniformidade, é interessante que o diagrama
de Voronoi nao seja “costurado” na reta do infinito. Como vimos no capitulo 5, ainda
nao encontramos um mapeamento de T? que permita a constru¢ao de um casco convexo
em T®, considerando-se sitios em hemisférios diferentes. Portanto, naquele capitulo, nds
assumimos que todos os sitios estdo num mesmo hemisfério. Este é um problema em
aberto cuja solugdo pode ser investigada num futuro trabalho.

Além disso, existem algoritmos para construcao de diagramas de Voronoi de ordem
k em R? cujas generalizagdes para T? seriam interessantes. Os algoritmos de Lee [17],
por divisdo e conquista, e de Rosenberger [27], por varredura, sdo bastante conhecidos
e, portanto, h4 um interesse especial na generalizacdo desses algoritmos para T?. A
principio, a generaliza¢do do algoritmo de varredura [27] parece ser mais complicada do
que a do algoritmo de divisdo e conquista [17]. Mesmo considerando sitios em apenas
um hemisfério, este algoritmo de varredura j4 teria vantagens em T?, pois obteriamos nio
apenas o diagrama de Voronoi de ordem &, mas também o diagrama de Voronoi de ordem
n — k, ja que ndo conhecemos um algoritmo para construgao do diagrama de Voronoi de
ordem n — 1 por varredura em R?.
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