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Resumo

O objetivo deste trabalho é realizar uma anélise dindmica da expressdo iterativa do
algoritmo do médulo constante (CMA), uma das mais populares técnicas de equalizacdo
cega. Esta analise, realizada para as versfes deterministica e estocastica do algoritmo,
mostra que o CMA pode apresentar, além dos comportamentos usualmente enfocados de
convergéncia para um ponto fixo e divergéncia, um cendario dindmico bastante rico,
incluindo duplicagdo de periodo e caos. Tais caracteristicas sdo verificadas com detalhe
para diversas configuracdes de canal e equalizador lineares, 0 que propicia uma satisfatéria
abrangéncia das constatagdes com relacdo ao modelo do sistema. E feita uma analise
tedrica, fundamentada nos conceitos da teoria de sistemas dindmicos néo-lineares e em
algumas idéias mais recentes, como a de saltos markovianos, de forma a se estabelecer um
suporte solido para a discussdo dos resultados obtidos. Por fim é proposto um método,
baseado no estudo realizado, que pode aumentar a convergéncia global de algoritmos de
Bussgang em algumas situacdes. A aplicabilidade do método é investigada para o CMA e
também para o algoritmo de decisdo direta (DD), através de simulacbes envolvendo

diferentes modelos de canal.



Abstract

The objective of this work is to perform a dynamica analysis of the constant
modulus algorithm (CMA) iterative expression. The analysis shows that the CMA, in both
deterministic and stochastic versions, can present, besides the usual “convergence to fixed
point” and “divergence” types of behavior, a very rich dynamical scenario, which includes
period-doubling and chaos. These features are verified in detail for many linear
channel/equalizer configurations, what provides a satisfactory scope for the conclusions in
terms of the system model.

A theoretical analysis, founded on the classical nonlinear dynamical systems theory
and on more recent ideas, like markovian jumps, is carried out in order to establish a solid
support to the discussion concerning the obtained results.

Finally, we propose a method, based on some conclusions taken from the study, that
may improve Bussgang algorithms global convergence in some situations. The applicability
of the method is investigated for the CMA and also for the decision-directed (DD)

algorithm, through simulations concerning different channel models.



O Reino de Deus ndo vem de modo visivel,
nem se dird: ‘Aqui esté ele’, ou ‘La esté ele’;
porque o Reino de Deus esta em vocés.
Lucas 17, 20-21

N&o rir, ndo lamentar, nem amaldicoar,
mas compreender.

Baruch de Spinoza

Baste a quem baste o que Ihe basta
O bastante de Ihe bastar!

A vida é breve, a alma € vasta;

Ter é tardar.

Fernando Pessoa

A cabeca dos outros é um pessimo lugar
para ser a sede da verdadeira felicidade de um homem.

Arthur Schopenhauer

Thus let me live, unseen, unknown;
Thus unlamented let me die,

Steal from the world, and not a stone
Tell where 1 lie.

Alexander Pope



A Nilmar Lins Pimenta, in memoriam
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1. Introducao

A comunicagdo sempre foi um aspecto primordial da vida em sociedade. De fato,
desde que comegou a se agrupar em cidades e reinos, 0 homem tem buscado formas de
comunicacgdo que sejam adequadas a diversas atividades.

Com o advento da eletricidade e a consolidacdo da teoria eletromagnética por
Maxwell e Hertz, estavam lancadas as bases de alguns inventos e técnicas que alargaram
imensamente a possibilidade de comunicacdo. A inven¢do do telégrafo, do telefone e a
primeira transmissdo de informacdo por ondas de radio influenciaram profundamente o
mundo no seculo XX.

E certo que o avanco técnico das comunicacdes ndo significa que o homem de hoje
se comunique mais com o0 seu semelhante, ou que a tecnologia conseguiu romper as
barreiras que nos separam. Pensar a ciéncia e a tecnologia num contexto social e ético e
fundamental para que o avanco do conhecimento e sua aplicacdo ndo se tornem
instrumentos de opressédo e desigualdade.

Embora tenham sido abertas muitas perspectivas, as mesmas trouxeram consigo um
novo conjunto de problemas relacionado & real aplicabilidade das técnicas concebidas.
Trabalhos como os de Wiener, Shannon e Nyquist foram fundamentais para que as
concepcOes acerca da comunicacdo se concretizassem em sistemas aplicaveis as condigdes
de “mundo real”.

O canal de comunicagdo caracteriza 0 meio pelo qual se propaga o sinal portador de
informacdo, no trajeto entre o transmissor e o receptor. Este canal atua sobre o sinal
transmitido, alterando suas caracteristicas, possivelmente até um ponto em que haja uma
corrupgdo significativa da mensagem enviada. Em determinados sistemas, é simplesmente
inviavel repassar diretamente ao destinatario a mensagem extraida do sinal recebido. E
preciso, portanto, encontrar formas de reduzir os efeitos nocivos do canal até um patamar
aceitavel para a aplicacdo visada.

Uma das técnicas mais conhecidas e utilizadas para compensar a atuacdo do canal €
a equalizag¢do. Equalizar significa operar sobre o sinal recebido de forma a deixa-lo o mais

proximo possivel do sinal original, ou seja, atuar sobre a mensagem de forma a cancelar os



efeitos do canal. O dispositivo que realiza esta tarefa é denominado equalizador,
normalmente um filtro que tem como entrada o sinal recebido.

Pela definicdo acima, nota-se que hd uma intima ligacdo entre o equalizador e o
canal. O filtro que faz o papel de equalizador deve ter seus pardmetros ajustados
adequadamente de modo a cumprir sua tarefa. Se o canal for conhecido, ha técnicas de
projeto que podem ser utilizadas na confecc¢do do dispositivo.

Em diversos sistemas, porém, ndo é possivel conhecer o canal precisamente, por
exemplo, devido a uma rapida variacdo de suas caracteristicas. Neste caso, torna-se muito
importante encontrar um método de ajuste de parametros adaptativo, ou seja, capaz de se
adaptar a modificacdes sofridas pelo canal. Tal método precisa se basear em algum critério
capaz de produzir uma funcdo objetivo, cuja otimizacdo leve a um ajuste adequado dos
parametros do equalizador. O uso de um procedimento iterativo de otimizacdo é o que
proporciona a capacidade de rastreamento do equalizador.

Caso se disponha de amostras do sinal transmitido, pode-se procurar aproximar a
saida do equalizador o mais possivel do que se conhece acerca deste sinal. Esta idéia é a
raiz da filtragem de Wiener, a pedra angular da teoria de filtragem adaptativa. A partir da
solucéo de Wiener surgiram os algoritmos LMS e RLS, sendo o primeiro, principalmente,
bastante utilizado na prética.

Porém, sO tem sentido tal procedimento de equalizacdo durante um periodo
limitado, dito de treinamento. Também é bom ressaltar que introduzir sequéncias de
treinamento na transmissdo significa um dispéndio de espectro, o que nem sempre é
conveniente do ponto de vista pratico. Estas limitacdes levaram ao desenvolvimento de um
outro paradigma: o da filtragem ndo-supervisionada, autodidata ou cega, em contraposicao
ao paradigma de Wiener, que dispunha da “supervisdao” de um sinal “piloto”, desejado.
Dentre os primeiros frutos deste paradigma temos os algoritmos da deciséo-direta (DD),
normalmente utilizado apds uma fase de treinamento, e de Sato. No comeco dos anos 80,
porém, surgiu um algoritmo que € uma referéncia classica dentro das técnicas autodidatas
[Johnson et al., 1998], por ser bastante eficaz, de formulacdo simples e elegante e bastante
aplicado na pratica: o CMA (Algoritmo do Mdédulo Constante). Tal algoritmo, como 0s
outros de sua classe, a das técnicas de Bussgang, utiliza uma estimativa ndo-linear para

suprir a auséncia de um sinal desejado, expediente este que acaba por levar a uma



expressdo iterativa também ndo-linear. Esta caracteristica, como se sabe da teoria de
sistemas dindmicos, pode levar a uma riqueza de cenarios completamente estranha aos
sistemas lineares (como os algoritmos derivados do filtro de Wiener).

Qual é, porém, o interesse que isto pode despertar? Ora, é sabido que um algoritmo
deve ter a sua fundamentacdo tedrica estabelecida nas bases mais sélidas possiveis. Caso
contrario, serd muito dificil para o projetista de um sistema de comunicac6es avaliar a real
utilidade da técnica e a adequacdo dos parametros de projeto do equalizador adaptativo.
Seréa dificil, ainda, propor melhorias que possam tornar o0 método ainda mais adequado a
determinadas aplicacdes praticas sem um bom conhecimento acerca de suas limitacGes,
equivaléncias em relacdo a outros métodos e peculiaridades.

A andlise tedrica das técnicas supervisionadas é algo ja bastante bem estabelecido.
Ja para as técnicas autodidatas, ainda ha grande abertura para estudos no ambito teérico. O
motivo para isto, como ja afirmamos, é a presenca de ndo-linearidades, que tornam a
andlise tedrica bem mais dificil. Especificamente no caso do CMA, os anos 90 viram uma
grande quantidade de trabalhos tedricos enfocando varios pontos relativos tanto a
caracterizacdo dos pontos de equilibrio da expresséo iterativa como a evolucao dindmica do
estado do filtro. Estes trabalhos permitiram que se aprofundasse bastante o conhecimento
acerca da técnica, o que também teve implicacbes préticas positivas (por exemplo, o
desenvolvimento de procedimentos de inicializacdo como o “center-spike™).

Em todos estes trabalhos, porém, excetuando uma pequena mencgdo em [Frater et al.,
1995], a tbnica de analise se restringiu ao binbmio “convergéncia para um ponto fixo ou
divergéncia”. Este binbmio é suficiente no dmbito de um algoritmo linear, mas ndo é
necessariamente verdadeiro quando se lida com um algoritmo nao-linear.

O objetivo central deste trabalho é buscar caracterizar os possiveis comportamentos
do algoritmo do modulo constante que transcendam tal bindmio, procurando assim
demonstrar que ha uma complexidade inerente ao algoritmo que se manifesta quando da
sua aplicacdo a varios modelos de canal. Iremos enfocar o CMA tanto em sua versao
deterministica quanto na estocastica (convencional), usando técnicas de anélise distintas em
ambos os casos. Desta forma, esperamos ter alcancado uma certa abrangéncia em relacéo

ao dominio de nosso estudo, demonstrando que o CMA pode ter seu estado adaptado



segundo Orbitas caoticas em diversas situacGes de interesse, justamente na regido
intermediaria em relagdo aos dois cenérios do bindémio citado acima.

Desta analise teorica e do estudo de alguns artigos sobre otimizacao surgiram varias
idéias que procuramos compilar na forma de um método para se aumentar a taxa de
convergéncia global do CMA. Foram realizados alguns testes do mesmo em varios modelos
de canal, sendo a aplicagdo também estendida ao algoritmo DD.

Para que as propostas deste trabalho pudessem estar razoavelmente situadas no
panorama geral das analises de convergéncia, e ainda com o intuito de que se tivesse um
texto que discutisse alguns dos principais trabalhos sobre a convergéncia do algoritmo,
procuramos comentar os resultados obtidos pelos pesquisadores da &rea, na forma de um

tutorial.

1.1.  Organizagéo da Tese

No capitulo 2 é apresentada uma revisdo de diversos conceitos sobre sistemas
dindmicos, para melhor situar o leitor que ndo teve contato com as ferramentas de analise
usuais desta area.

No capitulo 3 discutimos diversos topicos versando sobre dindmica caética, para
que possamos entender o que significa um sistema operar em caos.

No capitulo 4 sdo expostos alguns conceitos-chave sobre equalizacdo adaptativa,
incluindo a classica analise de convergéncia para o LMS.

No capitulo 5 comentamos varios trabalhos versando sobre diversos aspectos
estaticos e dinamicos do CMA, buscando assim tecer um panorama acerca da evolugdo do
conhecimento teorico sobre 0 método.

No capitulo 6 expomos e comentamos o0s resultados principais do trabalho, a saber,
a verificacdo e confirmacdo teorica da ocorréncia de comportamento complexo no CMA,
em suas versdes deterministica e estocéstica.

No capitulo 7 apresentamos os elementos de um método que pode aumentar, em
alguns casos, a taxa de convergéncia global do algoritmo, sendo discutidos alguns
resultados de simulacéo.

No capitulo 8 estdo colocadas as conclusdes e consideragdes finais.



2.Uma Introducéo a Teoria dos Sistemas Dinamicos

Observa-se na natureza, de modo geral, uma incessante variacdo. Da agitacdo das
moléculas a peregrinacdo dos astros, podemos afirmar que o Universo se afigura em
constante mudanca. Poderiamos, como alguns fil6sofos o fizeram, questionar a realidade de
nossas observacdes. Mas, pelo menos no campo da Fisica, tornou-se imperativo introduzir
em modelos aplicados a diversos fendbmenos um formalismo adequado para expressar a
variacdo de determinadas grandezas.

Podemos citar, como um grande exemplo desta necessidade, o desenvolvimento do
Caélculo Diferencial por Leibniz e Newton, independentemente (e antes deles, em diversos
aspectos, por Fermat [Boyer e Merzbach, 1991] ). No caso de Newton, o Célculo foi um
dos pilares de sua proposta de Fisica, sendo que a prépria forca, em seu modelo, era
definida como sendo a derivada do momento linear em relagdo ao tempo. A derivada, neste
caso, nada mais é do que uma expressdo da taxa de varia¢do de uma dada grandeza fisica.

A matematica, portanto, comecou a fornecer ferramentas adequadas as novas
concepcBes do Universo, na esteira de uma verdadeira revolugdo cientifica. Era preciso
lidar, cada vez mais, com modelos dindmicos dos diversos sistemas estudados, fossem eles
galéxias, circuitos, populagdes...Isto levou & formulagdo de uma teoria matematica bastante
solida, cujos resultados encontram aplicacdo nas mais diversas areas e constituem um dos
pilares da ciéncia moderna.

Neste capitulo, serdo apresentados alguns conceitos e resultados desta teoria, 0s

quais serdo muito Uteis em nossa analise posterior.

2.1.  Sistemas Dinédmicos: Definigdo

Dado o modelo de um sistema dindmico, podemos procurar dentre suas variaveis
um conjunto especial, no sentido que o seu valor num certo instante contém toda a
informacao sobre o passado e o presente do sistema que pode afetar seu futuro. Em suma,
conhecer o valor deste conjunto de variaveis € suficiente para se conhecer toda a histéria
subsequente do sistema dindmico [Von Zuben, 2001]. A este conjunto é dado o nome de



varidveis de estado [Haykin, 1994]. O conjunto destas varidveis é denominado estado do
sistema.

Supondo uma variavel ¢ independente e continua (pertencente ao conjunto dos
reais), podemos escrever as variaveis de estado como X;(t), Xa(t), ..., Xk(t). O valor de K é a
ordem do sistema. Caso a variavel independente seja discreta (pertencente ao conjunto dos
inteiros), serd denominada n, e as variaveis de estado serdo xi(n), X2(n), ..., Xk(n). Podemos
definir um vetor com todas as variaveis de estado, que sera chamado o vetor de estado x(t)
ou x(n), para 0s casos continuo 0U discreto, respectivamente.

Um sistema dindmico é aquele no qual o estado muda com a evolucdo da variavel
independente. Quando esta variavel € uma medida de tempo, é bastante natural utilizar o
termo “dindmico”.

Uma ampla classe destes sistemas pode ser modelada por um conjunto de equacoes
de primeira ordem [Ruelle, 1980, Haykin, 1994]. As equagdes serdo diferenciais, Se 0

sistema for continuo,
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As equacOes descritas em (2.1) e (2.2) sdo chamadas de equacgdes de estado do
sistema. O segundo membro destas equagdes define um campo vetorial F(x), que
caracteriza o sistema dindmico enfocado. Se algum dos componentes do campo vetorial
tiver uma dependéncia ndo-linear com respeito a pelo menos uma das variaveis de estado,

entdo o sistema dinamico € dito ndo-linear [Haykin, 1994]. Caso contrério, é considerado



linear. Como os campos vetoriais F(x) de (2.1) e (2.2) ndo dependem de 7 ou #, 0 sistema é
dito auténomo. Caso dependessem, seria ndo-autonomo [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].

A analise de sistemas ndo-lineares € bem mais trabalhosa que a dos lineares. Em
muitos casos, € preciso realizar um linearizacdo em torno de um certo ponto do estado do
sistema, para se ter mais informacdo a seu respeito. Porém, é justamente a ndo-linearidade
que da origem a uma série de comportamentos dindmicos complexos presentes nos mais
variados sistemas. Portanto, buscar uma analise mais detalhada destes sistemas é
fundamental para uma melhor compreenséo de diversos fendmenos.

Um sistema linear autdbnomo, segundo a concepgdo expressa em (2.1) e (2.2), pode

Ser escrito como:

dx(t)/dt = A.x(t) (2.3)
ou
x(n+1) = B.x(n) (2.4)

onde x(t) € um vetor coluna com K elementos e A e B sdo matrizes K x K. Usualmente,
todos os entes sdo definidos em espacos reais.

Esta forma matricial é amplamente utilizada, pois permite uma notacdo compacta,
além de muito proveitosa matematicamente, como iremos verificar mais adiante.

Podemos perceber que, uma vez obtida uma expressao para o campo vetorial F(x), o
estado do sistema em qualquer instante de tempo, passado ou futuro, dada uma condicéo
inicial x(0), fica perfeitamente determinado, caso sejam obedecidas as condicGes de
existéncia e unicidade da solucéo, que discutiremos na secao 2.3.

E interessante notar que, caso o comportamento dos mais diversos sistemas do
nosso Universo pudesse ser expresso através de equacdes como (2.1) e (2.2) e se tivesse um
exato conhecimento da condicdo inicial, tudo estaria perfeitamente determinado. Este tipo
de pensamento, porém, perdeu muita for¢ca com o advento da Fisica Quéntica (que limita a
precisdo acerca do conhecimento de determinadas grandezas fisicas) e da teoria de sistemas

dindmicos cadticos, que mostra que a inexatiddo arbitrariamente pequena acerca do



conhecimento das condigdes pode levar a uma imprevisibilidade do estado do sistema a
“longo prazo”. Além disso, hd comportamentos dindmicos que ndo estdo sujeitos a uma

descricdo matematica precisa, com base no aparato de formalizacao hoje disponivel.

2.2. O Espaco de Estado

Uma vez estabelecida a no¢do de estado de um sistema, podemos buscar maneiras
de “vislumbrar” a sua evolucdo dindmica, tanto para o caso linear como para o ndo-linear.

O conceito de espaco de estado € muito Util para esta finalidade. Para entendermos
esta ideia, voltemos a definicdo de estado do sistema, um conjunto de variaveis que, em um
certo instante, constituem a informacdo necessaria e suficiente para se determinar 0s
valores passados e futuros destas mesmas variaveis.

Sendo o sistema de ordem K, o vetor de estado terd K componentes. Podemos entdo
imaginar este vetor como um ponto em um espago K-dimensional. Este espaco é o
chamado espaco de estado.

Tentemos perceber a relevancia desta representacdo. Ora, dado o estado do sistema
em um certo instante, vimos que ele corresponde a um ponto no espago de estado. As
caracteristicas de um sistema dindmico estdo diretamente ligadas a maneira pela qual a
posicdo deste ponto varia. No espaco de estado, esta variacdo provoca o surgimento de
trajetorias “percorridas” pelo estado do sistema, indicando como se da a sua variacdo
temporal. Tomemos como exemplo um circuito RLC série autbnomo. As equacles de

estado s&o:
di/dt = (-1/L).(Ri + v) (2.5)
dv/dt =i/C (2.6)
O vetor [i(t) v(t)]", para este caso, é o estado do sistema no instante ¢. Fazendo R =

L=C=1ev(0) =i(0) =1 (as unidades foram omitidas por simplicidade de notacdo), a
trajetoria percorrida no espaco de estado estd apresentada na Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Trajetoria no Espaco de Estado

Esta trajetdria € uma espiral em direcdo ao ponto v(e) = i(c0) = 0. Isto significa que
0 capacitor e o indutor tendem a “perder” toda a sua energia inicial, dissipada no resistor. A
forma pela qual a trajetdria converge também € uma informacao sobre o tipo de ponto de
equilibrio do sistema, como discutiremos mais adiante.

O conjunto das trajetérias do estado para fodas as possiveis condi¢des iniciais é
chamado retrato de fase do sistema [Haykin, 1994]. Embora a definicdo inclua a palavra
todas, iremos usad-la mesmo quando tratar-se apenas de algumas condicGes iniciais

representativas. Vejamos, para o nosso exemplo, o retrato de fase:

15

0.5F

tenséo no capacitor ()

.05}

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
corrente no indutor (i)

Figura 2.2: Retrato de Fase

Tal retrato mostra uma tendéncia do sistema em levar o estado para a origem, o0 que

esta ligado ao sentido fisico citado, de dissipacdo de energia. O ponto [0 0]" lembra um



“ralo”, atraindo as trajetorias, e sempre através de espirais. E bom notar que as trajetorias
sdo sempre orientadas. No caso, esta orientacdo ndo foi explicitada nas figuras, pois o texto
ndo da margem a duvidas.

Vejamos agora 0 caso de um sistema dindmico discreto. No caso, foi escolhido o

seguinte sistema linear:

x(n+1) = a.x(n) + b.y(n) (2.7)

y(n+1) = c.x(n) + d.y(n) (2.8)

ondea=d=0.9,b=05ec=-0.1.

A Fig. 2.3 mostra o retrato de fase do sistema acima. Como era esperado, as
trajetorias no espago de estado de um sistema discreto ndo sdo tracados continuos, mas
sequéncias de pontos. Apesar desta diferenca de natureza, é notavel a semelhanca de
comportamento em relacdo ao exemplo anterior. Novamente, a origem funciona como um
atrator de trajetorias.

Em sintese, trabalhar com o espaco de estado fornece um elo muito forte e (til entre
a teoria de sistemas dindmicos e a andlise topoldgica e geométrica. Esta

“interdisciplinaridade” foi e € fundamental para o avango deste campo.

0.5
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Figura 2.3: Retrato de Fase
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2.3.  Sistemas Continuos: Condigcdo de Lipschitz

Seja um sistema continuo da forma de (2.1). Podemos imediatamente perguntar se
existe uma solucdo para 0 mesmo, e caso a mesma exista, se € Unica. A resposta a estas
perguntas esta no campo vetorial F(x). Para que uma solugdo exista, é suficiente que F(x)
seja continuo em todos os seus argumentos. Porém, isto ndo garante a unicidade da solucao.
Para tanto, é preciso haver uma condicdo adicional, a condicdo de Lipschitz [Haykin,
19941, que expomos a segulir.

Sejam x e u dois vetores em um conjunto aberto W de um espaco de estado. De

acordo com a condic¢éo de Lipschitz, existe uma constante G tal que:
[F(x) - F(u)]| < G.[|x —u| (2.9)

paratodo x e u em W.
Esta condicdo implica que F(x) é continuo e que a solucdo para o sistema de

equacdes € Unica.

2.4.  Sistemas Continuos: Se¢do e Mapas de Poincaré

Um sistema dindmico discreto também pode ser denominado mapa. Em certas
circunstancias, pode ser muito interessante estudar algumas propriedades de um sistema
dindmico continuo, ndo diretamente atraves de suas trajetorias no espago de estado, mas
através de sequéncias de pontos que, de alguma forma, fornecam informacdo acerca das
mesmas. E esta idéia, de buscar um paradigma ao mesmo tempo simples e representativo de
analise, que esta por tras da secdo e dos mapas de Poincaré [Parker e Chua, 1987, Fiedler-
Ferrara e do Prado, 1994].

Imaginemos um sistema dindmico de terceira ordem, por exemplo. As trajetdrias
correspondentes a evolucdo do estado estdo em um espaco tridimensional. Pensemos agora
num plano especifico contido neste espaco. Cada vez que o estado cruzar o plano, temos
um ponto no mesmo. Com o passar do tempo, devido a sucessivos cruzamentos, teremos

marcado diversos pontos, correspondentes a varias intersec¢fes. Podemos pensar na
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sequéncia de pontos como um mapa bidimensional, que chamamos de mapa de Poincaré.
Em nosso exemplo, o plano fez papel da se¢do de Poincaré.

Podemos resumir esta discussdo em uma frase [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]: a
secdo de Poincaré é uma ferramenta que permite que analisemos um sistema continuo de
ordem K por meio de um sistema discreto de ordem K-1. E o que é fundamental: este
sistema discreto permitird que se tenha uma idéia do tipo de comportamento apresentado

pelo sistema continuo K-dimensional.

2.5.  Pontos de Equilibrio e Ciclos-Limite em Sistemas

Dinamicos

Um dos aspectos mais relevantes quando se analisa os sistemas dinamicos é a
obtencdo de seus pontos de equilibrio ou pontos fixos.

Para termos uma idéia sobre tais pontos, imaginemos um péndulo amortecido. Se o
deslocarmos e soltarmos de diversas posic¢Oes, e com diversas velocidades, o péndulo vai
perdendo energia cinética rumo a uma configuracdo vertical e estatica. Uma vez atingida tal
configuracdo, a menos de uma intervencdo externa, ndo havera mais modificacdo nem na
posicdo nem na velocidade do péndulo. Para o caso do circuito RLC série, visto na secdo
2.2, ocorre um comportamento analogo: uma vez descarregados os bipolos armazenadores,
ndo se observard mais nenhuma atividade no sistema, ou seja, 0s elementos permanecerdo
descarregados. Em ambos o0s casos, a conservacdo da energia torna naturais estas
consideracOes: de onde poderia surgir energia num circuito sem fontes? O que poderia
mover um péndulo estatico? Podemos afirmar que o sistema atingiu um equilibrio, uma
configuracéo especial para a qual ndo mais ocorre variacdo em seu estado.

Podemos definir, em termos intuitivos, um ponto de equilibrio como um ponto de
onde o estado jamais escapa, uma vez nele. Em termos mateméaticos mais rigorosos,
podemos escrever, para sistemas continuos, que xe € um ponto de equilibrio se, e somente

Se:

F(x) = 0 (2.10)

12



e para sistemas discretos:

F(xe) = Xe (2.11)

Ambas as férmulas sdo bastante razoaveis do ponto de vista da intuicdo. Olhando
para (2.1), vemos que a condic¢do (2.10) implica todas as derivadas nulas, o que nos d& uma
idéia de invariancia. Observando (2.2), percebemos que (2.11) nos mostra que a proxima
iteracdo € sempre igual a anterior, 0 que também esta em harmonia com a definicdo dada
acima.

As condicbes (2.10) e (2.11) sdo sistemas de equacdes algébricas que, uma vez
resolvidos, fornecem os pontos de equilibrio do sistema dindmico. Nem sempre € simples
obter uma solucdo analitica para estes sistemas, sendo necessario muitas vezes recorrer a
métodos numericos.

Vejamos, a titulo de exemplo, como obter os pontos de equilibrio dos sistemas da

secdo 2.2. A partir das equacdes (2.5) e (2.6), temos as condi¢oes:

(-1/L).(Rie + Vo) =0 (2.12)

i/C =0 (2.13)

que nos dao unicamente a solugéo trivial i =Vve = 0.
A partir de (2.7) e (2.8) temos:

Xe=aXe+b.ye=(a-1).Xe+ b.ye=0 (2.14)
Novamente, a Unica solucdo para o sistema acima € a trivial, Xe = ye = 0. Em ambos
0S casos, ja eram esperadas tais solucdes, a partir do que constatamos anteriormente.

Porém, ndo basta obter os pontos de equilibrio de um sistema, é preciso analisa-los
quanto a sua estabilidade. Por exemplo, sabemos que um péndulo poderia, idealmente,
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permanecer parado numa posicao invertida (“de pé”), mas nunca se teve noticia de algum
caso em que esta configuracdo tenha durado mais que alguns instantes. De fato, trata-se de
um ponto de equilibrio (e 0 modelo do sistema nos garante isto), mas de um ponto de
equilibrio instdvel. Intuitivamente, sabemos o que é instabilidade...imaginemos que o
péndulo esteja na configuracdo descrita. Se uma pequena mosca pousar em um dos lados do
peso, 0 mesmo ira pender e sair do equilibrio. Com o passar do tempo, ele acabaria
chegando a configuracao de equilibrio estavel.

Com base nesta intuicdo, tentaremos definir estabilidade de um ponto fixo.

2.5.1. Definicées de Estabilidade

Um ponto de equilibrio, ou fixo, é dito assintoticamente estdvel [Fiedler-Ferrara e
do Prado, 1994, Haykin, 1994] se a resposta do sistema a uma pequena perturbacdo (“em
torno” do ponto em questdo) tende ao ponto fixo quando o tempo tende a infinito. O ponto
é entdo denominado atrator ou sorvedouro, por atrair trajetérias em sua vizinhanca.
Pensemos novamente no péndulo: se 0 mesmo estiver em repouso e introduzirmos uma
pequena perturbacdo, 0 mesmo tenderd a voltar ao repouso com o0 passar do tempo.

Um ponto fixo € dito estdvel (no sentido neutro ou de Lyapunov) se a resposta a
uma pequena perturbacdo permanece pequena com o tempo tendendo a infinito. Caso a
perturbacdo seja amplificada com o passar do tempo, o ponto € dito instavel.

Quando o contexto ndo permitir interpretagdes dubias, podemos utilizar apenas a
denominacdo estavel para qualificar um ponto de equilibrio que rigorosamente deveria ser

denominado assintoticamente estavel.

2.5.2. Analise da Estabilidade de um Ponto Fixo de um Sistema

Continuo

Um sistema continuo linear pode ser escrito como em (2.3). Em tal caso, a solugdo

do sistema é:

x(t) = xo.exp(A.t) (2.16)
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onde xp é um vetor com K elementos que contém a informac&o sobre a condi¢éo inicial do
sistema.

E possivel mostrar, a partir de (2.16), que ha uma estreita dependéncia entre x(t) e
0s autovalores da matriz A, que se evidencia, por exemplo, no fato que sdo tais entes
matematicos que determinam a estabilidade do ponto de equilibrio (no caso linear, s6 temos
um possivel ponto). Para que o ponto seja assintoticamente estavel, é preciso que todos 0s
autovalores tenham suas partes reais negativas. Se pelo menos um dos autovalores tiver sua
parte real maior que zero, o sistema ndo sera estavel sob nenhuma definicdo [Parker e
Chua, 1987].

Tomando como exemplo um sistema de ordem dois, podemos produzir a seguinte

tabela, encontrada em [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]:

Autovalores Sinal da Parte Real Classificacio Estabilidade
AZEA, AL A 20 A A2>0 ] ] ]
No (hiperbolico) Assint. Estavel
A1, Agred A, A2<0
AZEAo, A A 20 A A2>0 ) )
NoO (hiperbolico) Instavel
AL Ao real AL, A>0
AZEAo, A A 20 . .
A A2<0 Sela (hiperbdlica) Instavel
A1, Ao real
A=A iy o .
Positivo Foco (hiperbdlico) Instavel
A1, A, complexos
A=Ay _ : . :
Negativo Foco (hiperbdlico) Assint. Estavel
A1, A, complexos
A=A, o Estavel (mas ndo
Nulo Centro (eliptico) o
A1, A2 complexos assintoticamente)
AL A=0 Nulo Caso Degenerado
. Inflected Node ]
A=A, Positivo ] . Instavel
(hiperbélico)
] Inflected Node ] ]
A=A, Negativo ] . Assint. Estéavel
(hiperbolico)

Tabela 2.1: Classificacdo dos Pontos de Equilibrio para Sistemas Continuos 2-D
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Voltemos ao exemplo do circuito RLC série, enfocado anteriormente na sec¢éo 2.2.
A matriz A do sistema é:

1 -1
A= EL E (2.17)
0l 0Q

Os autovalores desta matriz sdo

_1+2\/§'J e _1_2\/5'1 . Portanto, segundo a Tab.

2.1, aorigem é um foco estavel, como ja intuiamos a partir dos resultados anteriores.
A anélise da estabilidade de um ponto de equilibrio pode ser estendida a sistemas

ndo-lineares, em carater local, através da linearizacdo em torno de um ponto de equilibrio.

Vejamos como isto pode ser feito. Escrevamos:
x(t) = xe + Ax(t) (2.18)
Usando uma aproximacdo de primeira ordem, através da série de Taylor, obtemos:
F(x) = F(xe) + A.Ax(t) (2.19)

Onde A, neste caso, € a matriz jacobiana do sistema calculada em xe. A definicdo da

matriz jacobiana, que genericamente chamaremos de J é:

OF /0x, .. .. OFR/ox, O
(l 0
=0 O 2.2
J O .. .. O (2:20)
OF 19X, .. .. OF.10x,.
Sabendo que F(x¢) = 0, e usando (2.18) e (2.19), temos:
dAx(t)/dt = A.Ax(t) (2.21)
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O sistema pode entdo ser analisado com 0 mesmo procedimento do caso linear,
observando-se os autovalores da matriz A. Porem, quando o método indica que o ponto €
um centro, nao quer dizer que de fato o seja. A isto chamamos problema dos falsos centros
[Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Para os outros casos, ndo ha ambiguidade alguma.

E importante atentar para o fato de que, como fizemos uso de uma aproximacio em
torno do ponto de equilibrio analisado, iremos ter informagbes /locais sobre sua

estabilidade, para o caso de sistemas ndo-lineares.

2.5.3. Analise da Estabilidade de um Ponto Fixo de um Sistema

Discreto

Um sistema discreto linear pode ser escrito como em (2.4). A solucdo de tal sistema
tem por componentes fungdes do tipo:
x(n) = xo.A" (2.22)

onde A representa um autovalor genérico da matriz B. Novamente, os autovalores
determinam a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema linear. Caso todos os
autovalores estejam dentro do circulo de raio unitario (CRU), o ponto sera assintoticamente
estavel. Caso um dos autovalores esteja fora do CRU, o ponto ndo sera estavel em nenhum
sentido.

Novamente, tomando um sistema de segunda ordem como modelo, vejamos na
Tabela 2.2 a classificacdo dos pontos de equilibrio, conforme exposta em [Fiedler-Ferrara e
do Prado, 1994].
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Autovalores Mo6dulo Classificacio Estabilidade

A1, Apredis Ailes]<1 Atrator Assint. Estavel
A1, A, reais Aderg>1 Repulsor Instavel
A1, Ao reais A>1e A< lou A >1 Ponto de Sela Instavel
e A<l
A=Ay N, Mg >1 Foco Instavel

A1, Ao complexos

A=Ay N, Mg <1 Foco Assint. Estavel

A1, Ao complexos

A=Ay N, A =1 Centro Estavel (mas néo

A1, A, complexos assintoticamente)

Tabela 2.2: Classificacdo dos Pontos de Equilibrio para Sistemas Discretos 2-D
Analisemos o sistema discreto que nos serviu de exemplo na secdo 2.2. A matriz B

(2.4) pode ser escrita como:

09 05
=5 S (2.23)
0.1 097

/86

. O modulo de ambos é 0 = 0.9274.

- 20.i —_ J20.i
Os autovalores sao 18+v20] e 18-v20]
20 20

A partir da Tab. 2.2, podemos perceber que a origem € um foco estavel.
Para estendermos esta analise a sistemas ndo-lineares, novamente podemos utilizar

uma linearizacdo em torno do ponto que se deseja analisar. Para tanto, sejam:

x(n) = xe + Ax(n) (2.24)
e
x(n+1) = xe + Ax(n+1) (2.25)
Temos que:
x(n+1) = F[xe + Ax(n)] = F(x¢) + M. Ax(n) (2.26)

18




Lembrando que F(xe) = xe € usando (2.26), obtemos:

Ax(n+1) = M. Ax(n) (2.27)

Nesta expressdo, M é a matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio. Tal
matriz também é chamada de matriz de Floquet. Seus autovalores sdo chamados de

multiplicadores de Floquet.

2.5.4. Ciclos-Limite em Sistemas Dindmicos

Na secdo anterior discutimos a convergéncia para pontos de equilibrio em sistemas
dindmicos. Ressaltamos, porém, que este tipo de comportamento é apenas um dos possiveis
em tais sistemas.

Uma outra possibilidade sdo solucdes periodicas, denominadas ciclos-limite. EStes
tipos de oscilacdo estdo presentes em uma ampla gama de fendmenos fisicos, de sistemas
neurais a circuitos elétricos.

E interessante notar que, até agora, s6 haviamos falado de atratores pontuais. A
trajetoria descrita em um ciclo-limite é também um atrator, embora de dimensao ndo-nula
(no caso continuo). Trata-se de um atrator no qual o estado ndo permanece constante, mas
varia de forma periddica. Tal comportamento s6 é encontrado em sistemas néo-lineares.

Vejamos um exemplo que pode nos ajudar a entender melhor o conceito discutido

acima. Seja o sistema continuo e ndo-linear de segunda ordem:
dx/dt =y (2.28)

dy/dt = -A (1 - x?).y - x (2.29)
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Foi feito A = 0.5, e tragadas algumas trajetorias, para diferentes condi¢des iniciais. O
retrato de fase obtido esta na Fig. 2.4 (novamente, foi omitida a orientacdo das trajetdrias,
sendo que todas convergem para o ciclo).

Podemos notar, pela figura, que a estabilidade do ciclo limite se processa através de
um movimento “para fora” de configuracdes de estado com pequena amplitude e de um
movimento oposto para configuracdes com grande amplitude. Este comportamento produz
uma regido de fronteira estavel que caracteriza o movimento periddico. Como
consequéncia, sempre que houver um anico ciclo limite estavel envolvendo a origem, a

mesma sera necessariamente instavel.

Figura 2.4: Retrato de Fase para um Ciclo-Limite Estavel

Ciclos-limite podem ainda ocorrer em sistemas discretos, o que iremos verificar

atraves de um exemplo. Seja o seguinte sistema discreto unidimensional e nao-linear:
x(n+1) = u.x(n).[1 — x(n)] (2.30)
Tal sistema é denominado mapa logistico (ver secdo 3.6). Ele apresenta um
comportamento dindmico muito rico, com varias possibilidades dindmicas, de acordo com

o valor de p. Usaremos, no exemplo, o valor p = 3.1. Para este valor, temos as seguintes 50

primeiras iteracdes:
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Figura 2.5: Ciclo-Limite do Mapa Logistico para pu = 3.1
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Em regime permanente, o estado oscila entre dois valores: 0.7646 e 0.5583. Estes
dois valores constituem um atrator, um ciclo-limite para o qual converge o estado do

sistema apos cessarem 0s transitorios.

2.6.  Bifurcagbes

Certamente, um dos conceitos centrais da teoria de sistemas dindmicos é o de
bifurcagdo. Intuitivamente, bifurcacdo é uma mudanca qualitativa nas caracteristicas de um
sistema causada por uma pequena varia¢do quantitativa em seus parametros [Guckenheimer
e Holmes, 1983, Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Por exemplo, ha uma bifurcacéo
quando um sistema que sO apresentava pontos de equilibrio estaveis passa, gracas a uma
variacdo em seus pardmetros, a ter comportamento periddico devido ao surgimento de um
ciclo-limite estavel. Este novo ente espelha uma mudanca muito destacada no retrato de
fase do sistema.

Em resumo, e procurando adotar uma terminologia mais formal, ocorre uma
bifurcacdo quando a mudanca de um ou mais parametros de um sistema produz uma
alteracdo significativa nas caracteristicas topoldgicas de seu fluxo.

Matematicamente, seja F(x) o campo vetorial associado a um certo sistema
dindmico. Se uma pequena modificagdo neste campo levar a uma mudanca qualitativa na

topologia do fluxo no espaco de estados, falamos de uma bifurcagcao. A mudanga no campo
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F(x) usualmente se da através da modificagdo do valor dos pardmetros livres, ou
pardmetros de bifurcagdo.

Ha diversos tipos de bifurcacao, classificados de acordo com o tipo de modificacao
ocorrida na dindmica do sistema. Analisemos alguns deles, que serdo mais importantes para

0 desenvovimento posterior deste trabalho.

2.6.1. Bifurcacao Sela-Né6

Uma bifurcacdo sela-n6 [Guckenheimer e Holmes, 1983, Fiedler-Ferrara e do
Prado, 1994], como o proprio nome indica, ocorre quando a variacdo das caracteristicas do
sistema leva ao surgimento de um par de pontos de equilibrio: um ponto de sela e um no
estavel. Para que possamos perceber como isto se da, analisemos um exemplo simples.

Consideremos o seguinte sistema:
dx/dt = pt - X (2.31)

Aplicando (2.10), obtemos os pontos de equilibrio Xe; = \/ﬁ € Xep = —\/H. A matriz

jacobiana, no caso um escalar, vale respectivamente -2\/ﬁ e 2\/H .

Ora, se L < 0, Xe1 € Xe2 @ssumirdo valores complexos. Caso o estado seja inicializado
em um valor real e p também pertenca a este dominio, tais pontos ndo terdo influéncia
alguma sobre a evolucdo dindmica do sistema. Portanto, 1 = 0 é o valor para o qual os
pontos de equilibrio passam a, de fato, existir no espaco de estado real do sistema.

Para 1 > 0, a matriz jacobiana nos mostra que o primeiro ponto (nd) € estavel e que
0 segundo (sela) é instadvel. Considerando um aumento progressivo de | a partir de um

valor inicial negativo, podemos afirmar que em = 0 ocorre uma bifurcacéo sela-no.

2.6.2. Bifurcacao de Hopf

No primeiro tipo de bifurcacédo estudado, so havia pontos de equilibrio envolvidos.
Na bifurcacdo de Hopf, um ponto de equilibrio estavel da lugar a um ciclo-limite estavel,

com a variagdo do campo vetorial F(x).
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Um exemplo desta bifurcacéo pode ser visto através do seguinte sistema:

dx/dt = -y + X.(4 - X* = y?)
(2.32)
dy/dt = x + X.(1 - X* = y?)

Demonstra-se que em P = 0 ha uma bifurcacdo de Hopf. Observa-se que a matriz
jacobiana calculada no ponto de bifurcacdo apresenta dois autovalores puramente
imaginérios, o que € caracteristico desta bifurcacdo [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].

Vejamos algumas trajetorias (novamente a orientacdo € omitida, estando

subentendida a atracdo) parap=-lep=1:

2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
X X

Figura 2.6: Bifurcacao de Hopf

O que observamos na Fig. 2.6 clarifica a idéia basica deste tipo de bifurcacdo: uma
transicdo entre atratores estaveis distintos (do pontual para o ciclico).

2.6.3. Bifurcacao Flip

Na bifurca¢do flip, um ciclo limite estavel perde sua estabilidade e surge uma nova
Orbita com o dobro do periodo. Este € o motivo pelo qual esta bifurcacdo também é

denominada bifurcagdo de duplicag¢do de periodo. Caso ocorram sucessivamente n destas
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bifurcacdes, a partir de um ciclo-limite original de periodo T surgird um ciclo limite com
periodo 2".T.

Para que a bifurcacdo flip ocorra em sistemas continuos, sdo necessarias 3
dimensdes, no minimo. Para sistemas discretos ndo ha restricdes quanto a ordem do sistema

para a ocorréncia de tais fendOmenos.

2.7. Alguns Comentarios Sobre Sistemas Dinamicos a
Saltos Markovianos

Até agora, vinhamos estudando sistemas dindmicos deterministicos, cuja evolugdo
era descrita de forma inequivoca por um conjunto fixo de equacbes diferenciais ou a
diferencas. No entanto, este tipo de modelo pode ndo ser razoavel em circunstancias onde
ocorrem eventos cuja descricdo matematica se encaixa bem no contexto da teoria de
probabilidade e processos estocasticos.

Em tal classe se encaixam os modelos de sistemas a saltos markovianos, que tém
despertado crescente aten¢do da comunidade cientifica [Goncalves et al., 2000]. A idéia
destes sistemas pode ser resumida da seguinte forma: o sistema que se deseja estudar €
modelado como um conjunto de sistemas deterministicos associados a estados numa cadeia
de Markov [Palazzo, 1999]. A transicdo entre estados liga-se a uma mudanca de
comportamento dindmico, sendo que o sistema deterministico associado ao estado presente
sempre “rege” a evolugéo do estado.

Esta idéia sera por nds retomada, no contexto da analise do CMA, na se¢&o 6.3.

2.8. Discussao

Neste capitulo, procuramos expor e discutir alguns conceitos fundamentais da teoria
de sistemas dindmicos. O objetivo desta discussdo foi comecar a preparar 0 cenario para a
analise posterior do CMA, a qual empregara muitos dos conceitos apresentados.
Basicamente, procuramos fundamentar as idéias de sistema dindmico e de estado, de
importancia capital para todo o desenvolvimento subsequente. A seguir, foi exposto o
conceito de espaco de estado, que fornece um elo entre a teoria de sistemas dindmicos e a

geometria. Passamos, ap6s mais algumas ideias, a definicdo e caracteriza¢do dos pontos de
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equilibrio de um sistema. A convergéncia para tais pontos constitui uma classe muito
importante das possibilidades dindmicas do sistema, sendo que, em andlise de algoritmos
adaptativos, é certamente a classe mais relevante do ponto de vista prético.

A seguir, foi introduzido um novo atrator: o ciclo-limite, que ocorre apenas em
sistemas ndo-lineares. Trata-se, como iremos mostrar, de um atrator presente na dindmica
do CMA em todos os casos analisados. Analisamos entdo a idéia de bifurcacédo, estudando,
dentre todos os possiveis tipos, aqueles que aplicaremos diretamente neste trabalho e, por

fim, tecemos alguns comentarios sobre sistemas dindmicos a saltos markovianos.
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3. Dinamica Cadtica

A paavra caos tem o sentido usua de desordem e irregularidade. A palavra grega
original é xaod, que se refere ao vazio que havia antes da criacdo de todas as coisas
[Schuster, 1988].

No contexto de sistemas dindmicos, a idéia de caos ja aparece nos trabalhos de
Henri Poincaré, um eminente fisico-matematico francés e James Clerk Maxwell [Hunt e
Yorke, 1993], um dos pais da moderna teoria eletromagnética. Basicamente, os dois
perceberam que determinados sistemas dindmicos, em algumas condic6es, podiam evoluir
de forma sensivelmente distinta mesmo a partir de condi¢des iniciais muito proximas. Este
tipo de comportamento ndo despertou grande interesse nos pesquisadores da época, e ficou
varios anos sem ser adequadamente estudado.

Apenas em 1963, um meteorologista chamado Edward Lorenz descobriu que um
sistema nédo-linear de trés equacdes diferenciais acopladas apresentava, para alguns valores
de um parametro de controle, um comportamento pouco usual. Seu trabalho ndo teve um
grande impacto imediatamente, mas logo ajudou a desencadear uma verdadeira revolucéo
cientifica, na qual se percebeu que esta nova faceta dos sistemas dindmicos ndo era uma
mera curiosidade, mas um tipo de fendbmeno comum aos mais diversos contextos.

O fato curioso sobre os sistemas de Poincaré, Maxwell e Lorenz é que embora
sendo deterministicos e possuindo um namero finito de graus de liberdade, apresentavam
comportamento caotico, COM dependéncia sensitiva das condi¢oes iniciais (DSCI).

A origem da “descoberta” de Lorenz é bastante emblematica, bem como o seu
famoso “efeito borboleta”. Iremos contar esta historia de forma resumida, como é relatada
em [Gleick, 1987]. O intuito de Lorenz era criar um modelo atmosférico simplificado.
Simulando as equacdes de seu modelo em um computador digital, ele percebeu, por acaso,
que pequenas mudancas nas condic¢des iniciais logo evoluiam para estados subsequentes
completamente distintos. A conclusdo que se pode tirar disto € que a previsdo do tempo
atraves destes modelos ndo nos da grandes garantias de seguranca, sendo a longo prazo
inviavel. O resumo desta historia esta no enunciado do efeito borboleta (nome derivado do
titulo de uma palestra proferida por Lorenz): “Uma borboleta batendo as asas no Brasil

pode causar um tornado no Texas?”.
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Para buscarmos compreender o conceito de DSCI, analisemos o préprio sistema de

Lorenz.

3.1. O Sistema de Lorenz e a Dependéncia Sensitiva

das Condigées Iniciais

O cenério do modelo de Lorenz é o seguinte [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]: um
fluido entre duas placas horizontais, entre as quais ha uma diferenca de temperatura AT (a
placa superior estd a uma maior temperatura). O valor de AT tem grande relevancia para a
determinacdo do comportamento fisico do sistema. Para AT pequeno, ha conducao de calor,
e com o aumento da diferenca, comegam a aparecer rolos de conveccdo. Trabalhando com
as equacdes de Navier-Stokes, da conducdo de calor e da continuidade, e empregando
condicdes de contorno e simplificagdes adequadas, Lorenz obteve um sistema nao-linear de

trés equacdes diferenciais acopladas:

dx/dt =-0.(Xx - y) (3.1)
dy/dt=rx-y-x.z (3.2)
dz/dt =x.y-b.z (3.3)

Neste sistema, X(t) é proporcional a velocidade circulatéria do fluido, y(t) é
proporcional a diferenca de velocidade entre seus elementos ascendentes e descendentes e
z(t) é proporcional aos desvios do perfil de temperatura vertical em relacdo a um perfil
linear.

Supondo o = 10 e b = 8/3, deixemos r (0 nimero de Rayleigh relativo) ser nosso
parametro livre (de bifurcagcdo). Para valores pequenos de r, o sistema apresenta
convergéncia para um ponto de equilibrio (x,y,z) = (0,0,0). Acima de um certo valor, este
ponto perde a estabilidade, e dois outros pontos passam a atrair as trajetérias. Fisicamente,
trata-se do regime de conveccdo. A partir de um certo valor, passam a coexistir as duas

solucBes estacionarias e um atrator ndo-periddico. Aumentando ainda mais o valor de r,
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apenas este ultimo atrator permanece estavel. Neste contexto, 0s rolos de convecgdo ndo
mais descrevem o que ocorre, sendo que a movimentacdo do fluido € mais complexa e
irregular.

Usando r = 28, podemos visualizar na Fig. 3.1 o atrator comentado acima:

Figura 3.1: Atrator de Lorenz

Trata-se de um atrator bastante diferente dos que observamos até agora, lembrando
um novelo de trajetérias em torno de dois “centros”, que correspondem ao par de pontos de
equilibrio correspondentes ao estado de conveccdo. Como o sistema dindmico €
deterministico, ndo ha cruzamento de trajetorias, pois isto significaria que, a partir de um
mesmo estado, o sistema poderia evoluir para estados diferentes. Iremos discutir com mais
detalhe a estrutura deste tipo de atrator mais adiante.

Tentemos “reproduzir” a observacdo de Lorenz. Para tanto, utilizaremos a
configuracdo dada acima e duas condigdes iniciais muito proximas.

Sejam xo1 = (0.25, 2.1, 1.100000) e xo2 = (0.25, 2.1, 1.100001). Na Fig. 3.2, foi
tracada a diferenca entre os valores da variavel x(t) nos dois casos. Podemos perceber
claramente que os valores, inicialmente proximos, em t = 20 s ja divergem claramente, ndo
sendo aparente que as duas trajetorias se originaram de um estado inicial tdo proximo.

Trata-se de um exemplo classico de DSCI, que esta na esséncia do comportamento caotico.
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Figura 3.2: Diferenca entre os Valores de x(t) para Duas Condi¢es Iniciais Distintas

Este efeito tem implicacbes fisicas bastante concretas. Trata-se de uma grande
limitacdo relativa a informacdo que podemos obter acerca de um sistema cadtico: um
pequeno “engano” sobre o estado do sistema logo leva a quase completa ignorancia sobre o
mesmo. ConsideracOes baseadas na teoria de informacdo ajudam a elucidar este relevante
aspecto da DSCI, como veremos adiante. Uma vez feita a introducdo ao caos,
aproximadamente seguindo as proprias constatacGes pioneiras de Poincaré, Maxwell e
Lorenz, podemos tentar aprofundar nossos conceitos. Um conceito matematico muito
importante para a analise de sistemas dinamicos em geral, e de sistemas caolticos em

particular, é o de expoentes de Lyapunov.

3.2. Expoentes de Lyapunov

Quando analisamos a DSCI, percebemos que ela pode ser entendida como uma
espécie de situacdo em que ha divergéncia entre trajetorias inicialmente proximas. Esta
intuicdo encontra justificativa matematica através dos expoentes de Lyapunov. Estes entes
matematicos indicam como uma diferenca inicial entre estados evolui em termos
exponenciais.

Para entendermos a situagéo, observemos a Fig. 3.3 que mostra a evolugdo de um
conjunto de pontos contido num elemento circular num espaco de duas dimensdes [Fiedler-
Ferrara e do Prado, 1994].
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Figura 3.3: Evolucdo de um Elemento de Volume

onde d(Xg) € o0 raio do elemento original e d:(t) e &,(t) sdo 0s semi-eixos nas direcdes 1 e 2
relativos ao elemento eliptico, observado apds t segundos. Analisar a evolucdo de &, e &,
proporciona muita informagéo sobre o fluxo. Procurando ajustar as distor¢des decorrentes
da evolucédo do elemento circular a um modelo exponencial de variacdo temporal, chega-se
aos expoentes de Lyapunov.

Suponhamos agora um sistema de ordem genérica. Podemos definir os expoentes de

Lyapunov como [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]:

A, =lim _lim }.In%mm‘—

=1...K 3.4
oo el &4

onde K é a ordem do sistema dinamico.

Esta equacdo permite a seguinte aproximacéo (desprezando-se os limites):
3i(t) = o(Xo)-exp(Ai.t) (3.5)

Pensando em um sistema continuo, vemos que expoentes negativos indicam
convergéncia de trajetorias em suas direcdes correspondentes. J& expoentes nulos associam-
se a solugdes periddicas enquanto expoentes positivos estdo ligados a divergéncia entre
trajetdrias (uma caracteristica central em sistemas que apresentam DSCI). A presenca de
pelo menos um expoente positivo esta, portanto, intimamente ligada a ocorréncia de caos
deterministico.

Definamos um elemento de volume no espaco de dimenséo K como:
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dV() = 8u(t). 3(t) . ... . Bu(t) (3.6)

Usando (3.5) e (3.6), temos:

dVv(t) = dV(0).exp[(A1+...+AW)t] (3.7)

A partir de (3.7) percebemos que, caso a soma dos expoentes sgja nula, o volume do
elemento se conservara. Isto caracteriza um sistema conservativo, estando tal resultado
ligado ao chamado teorema de Liouville [Symon, 1982, Guckenheimer e Holmes, 1983].
Uma soma de expoentes negativa associa-se a contracdo do elemento de volume, o que
caracteriza um sistema dissipativo.

A soma dos expoentes deve ser negativa ou nula, para que o elemento néo tenda a

ter um volume infinito, o que caracterizaria instabilidade.

3.2.1. Calculo do Expoente de Lyapunov para um Mapa

Unidimensional

Suponhamos agora que o sistema de interesse seja um mapa unidimensional. Como
fizemos para o caso continuo, é necessario também definir uma variavel que permita
quantificar o tipo de evolucdo dindmica experimentada por um conjunto de pontos
qualquer. Suponhamos que, no instante n = 0, tomamos dois pontos, x(0) e y(0).
Suponhamos ainda que passemos a acompanhar a evolu¢do temporal dos mesmos. A
mudancga em suas posicdes relativas, caso os dois estivessem inicialmente a uma distancia
suficientemente proxima, fornece informacgédo sobre o comportamento do mapa, de forma
analoga ao elemento de volume empregado na secao anterior.

No instante inicial, o elemento é dado por:

€ = y(0) — x(0) (3.8)

No instante imediatamente posterior, temos um novo valor para o elemento:
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e =y(1) - x(1) (3.9)
Relacionar estes dois valores €& fundamental para que se quantifique
matematicamente a distorcdo imposta pelo sistema ao elemento original. Novamente,
utilizamos um ajuste do tipo exponencial:
g =exp(A). € (3.10)
onde A € um expoente. De (3.8), (3.9) e (3.10), deduzimos:
| F[x(0) + €] - F[x(0)] | = le|.exp(A) (3.11)
Iterando-se 0 mapa N vezes, obtém-se:
| FU[x(0) + €] = FU[x(0)] | = el.exp(N.A) (3.12)

onde FN(.) corresponde a N aplicacdes da funcéo F. Isolando A, temos:

1_,n| F[x(0) +é] —FN[x(O)]I
€

(3.13)

Considerando uma distancia inicial € infinitesimal e um ndmero de aplicacdes

tendendo a inifinito, chegamos a:

(3.14)

N-ow g0 N

s = 1imtimL pFx@ +e -F x| _, Imln‘dFN[x(O)]
| £ | Nee N | dx(0)

Através da regra da cadeia e de uma propriedade dos logaritmos, chegamos enfim a:
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. 1 N-1 ,
A[x(0)] = ’leﬁgln|F(xi)| (3.15)

que é a definicdo do expoente de Lyapunov para um sistema discreto com apenas uma
dimensdo. Em um mapa unidimensional, o expoente de Lyapunov é negativo quando ha
convergéncia para um ponto fixo ou para um atrator periédico, se anula quando ocorre uma

bifurcacéo e é positivo quando ha DSCI.

3.2.2. Calculo dos Expoentes de Lyapunov para um Mapa

Bidimensional

Vejamos agora como fica o célculo dos expoentes de Lyapunov para o caso de um

mapa bidimensional. Por analogia com o caso de um mapa unidimensional, temos:

.1 .
)\jzllmﬁln‘/\’]", j=1,..p (3.16)

N - o

onde |Aj| séo os modulos dos autovalores da matriz M definida como:
N
M= I_ll J(x;) (3.17)

sendo J(x;) a matriz jacobiana calculada no estado x;.

A analogia entre (3.16) e (3.15) justifica-se pelo fato de a matriz jacobiana ser uma
“generalizacdo” da derivada unidimensional para campos vetoriais.

O uso direto de (3.16) costuma, porém, levar a problemas numéricos, mesmo para N
ndo muito grande. Tais problemas podem ser contornados através do uso de um

procedimento de ortogonaliza¢do, como o de Gram-Schmidt.

3.3. A Entropia de Kolmogorov-Sinai

Seja um atrator no espaco de estado. Recubramos o atrator com hipercubos de lado

€. Seja uma sequéncia de cubos c, Cy, C3, ... , Ch. SUponha que o estado do sistema visite 0s



cubos listados (na ordem apresentada) em intervalos regulares t. A informacdo média
associada a uma sequéncia de cubos, segundo a defini¢cdo de Shannon, é dada por:

12€)=Y , , plese,)Inples,e,)] (3.18)
onde p(ci, .., c,) €& a probabilidade de que os cubos c;j,....Cob Sejam visitados
sequencialmente. O somatoério refere-se a todas as possibilidades de escolha dos cubos.
Intuitivamente, 1, é a quantidade de informag&o necessaria para localizar o estado em uma
trajetoria especial 1 , ..., ¢ , dadas apenas as probabilidades p(cs,...,Cp).

A grandeza:
b1 D) - 157(e) (3.19)

determina a informacao necessaria para se localizar o estado do sistema (determinar o cubo
Cp+1) Sabendo que ele percorreu a sequéncia de cubos ci, ..., Cp. A grandeza expressa por
(3.19) quantifica a perda de informacdo do observador (e o ganho de informacdo do
sistema, consequentemente) entre os instantes de tempo bt e (b+1)t.

A entropia de Kolmogorov-Sinai é definida como a taxa média de criacdo de
informacdo no sistema (ou de perda de informagéo do observador) [Fiedler-Ferrara e do
Prado, 1994]:

~
I I

s L'{DE zp(cp Cb) In[p(cl7 Cb)] (3-20)

sendo que, para mapas, t=1.

Qual o motivo de se estudar o fluxo temporal de informagcdo em um sistema
dindmico? Imaginemos um sistema no qual o estado esta convergindo para um ponto fixo:
estudando o comportamento do sistema por algum tempo, obtemos a informacdo necessaria
para antecipar com precisdo qual serd o seu comportamento num instante de tempo quase
que imediatamente posterior. Isto quer dizer que ndo ha producdo de informacdo pelo

sistema.
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Pensemos agora num sistema cadtico. A DSCI j& nos faz sentir que com o passar do
tempo, a informagédo que temos sobre o sistema num instante inicial fica cada vez menos
significativa. Isto indica que ha producdo de informacdo por parte do sistema, o que
justifica a definicdo da entropia de Kolmogorov-Sinai [Parker e Chua, 1987].

A partir do que comentamos, podemos intuir que hd uma intima relagdo entre os
expoentes de Lyapunov e a entropia de Kolmogorov-Sinai. Para percebermos melhor tal
fato, iremos tecer uma série de consideracdes [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].

Pensemos no espaco de estados. Iremos recobri-lo com uma “malha” de uma certa
“espessura”. Quanto mais fina for a malha, mais definicdo se tem na especificacdo da
posicdo de um certo estado. Se a malha delimitar uma sé regido, ndo hé necessidade sequer
de especificacdo. Havendo duas, € necessaria uma “coordenada”. Havendo quatro, séo

necessarias duas especificacbes. Em suma, podemos escrever:
1D = Jog >N (3.21)
que é a definicdo de Boltzmann para a informacdo. Quanto maior o numero de regides,

maior o nimero de especificagdes necessarias e maior a informacgéo gerada pela malha.

A informacdo média ligada a posicao do sistema, segundo Shannon, é:
® i
I == p.log, p (3.22)

De (3.22), chega-se a (3.21) supondo equiprobabilidade das regides. Supondo um
sistema continuo, consideremos Ax; um elemento de comprimento na dire¢do i e € uma
unidade de comprimento (muito menor que Ax;). Entdo, Ax; = N. €, onde N € o0 nimero de

subregifes. A informacdo que se obtém através da especificacao é:
1Y = log , (Axile) (3.23)

Admitamos que Ax; corresponda a distancia, na direcdo i, entre dois pontos no

espaco de estados, num instante t. A partir de (3.5), temos:
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AXxi(t) = Axi(0).exp(Ai.t) (3.24)
Substituindo (3.24) em (3.23), temos.
1 = log, [Axi(0).exp(Ai.t) /€] (3.25)
Portanto,
dli O/t O A (3.26)
Quando ha expoentes de Lyapunov positivos (DSCI), produz-se informacdo no
sistema (a taxa de variagdo temporal é positiva). Isto condiz com o que discutimos

anteriormente.

Definamos a grandeza:

L= in (3.27)

Pelo que discutimos acima, é natural que a mesma esteja relacionada a taxa de

producdo de informacdo no sistema, que € a entropia de Kolmogorov-Sinai. Temos que:
Ks<L (3.28)
sendo que, sob algumas condicdes, vale a igualdade:
Ks=L (3.29)
Podemos nos perguntar: qual a relagdo entre a entropia de Kolmogorov-Sinai e 0

tipo de sistema dindmico analisado? Tentemos elucidar, a partir do que ja discutimos, este

ponto muito relevante.
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Num sistema deterministico regular (com convergéncia para pontos de equilibrio ou
ciclos-limite), pontos proximos no espaco de estados evoluem sem uma divergéncia
significativa. Com isto, ndo se produz informacdo no sistema e, consequentemente, nao
aumenta a ignorancia do observador com o passar do tempo, sendo Ks igual a zero. Num
sistema deterministico cadtico, existe DSCI, havendo portanto divergéncia. Ocorre entdo
producdo de informacdo no sistema dindmico, com perda de informagdo por parte de um
observador. Logo, Ks > 0, obedecendo a (3.28). Caso o0 sistema seja estocdstico, a evolucao
do estado ndo seguira nenhum tipo de continuidade no espaco de estado, havendo uma
perda abrupta de informacéo por parte de um observador. Portanto, Ks— .

A exposicdo deste conceito nos traz mais uma informacdo acerca de sistemas
caoticos: 0os mesmos tém entropia de Kolmogorov-Sinai positiva e finita. Este conceito

também destaca a distin¢do entre um sistema cadtico e um sistema estocastico.

3.4. Alratores Estranhos

Nesta secdo, iremos discutir a idéia de atrator estranho, intimamente ligada ao
comportamento caotico de sistemas dindmicos. Dado um conjunto limitado 4 num espaco
de N dimensdes, podemos dizer que 0 mesmo é um atrator associado a um campo vetorial

F(x) se ha um conjunto U tal que [Ruelle, 1980]:

1) U é uma vizinhanca N-dimensional de A, ou seja, para cada ponto x de 4 ha uma

pequena esfera centrada em x e completamente contida em U.

2) Para cada ponto inicial xo em U, 0 ponto x; permanece em U para valores positivos de t.
O estado se aproxima e permanece tdo proximo quanto se queira de 4 para t grande o

suficiente. Isto quer dizer que 4 € um atrator.
3) Pode ser escolhido um ponto xo em 4, tal que, arbitrariamente préximo de cada outro

ponto Y em A, ha um ponto x; para algum t positivo. Isto nos mostra que 4 nao pode ser

decomposto em dois atratores distintos.
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Analisemos cada uma das proposic¢Ges. A primeira tem a finalidade de definir uma
vizinhanga U que envolva o atrator. Qual o motivo de se trabalhar com uma vizinhanga?
Ora, é justamente o fluxo na vizinhan¢a de A que pode caracterizar a sua capacidade de
atrair trajetorias. Por exemplo, um ponto de equilibrio pode atrair ou repelir, mas este
comportamento é observado ndo através do ponto em si, e sim das trajetorias em sua
vizinhanga. Imaginemos que o0 conjunto A em questdo seja composto pelos pontos de uma
circunferéncia no plano. A vizinhanga U poderia ser uma coroa circular de espessura muito

pequena, como nos mostra a Fig. 3.4.

Figura 3.4: Exemplo de definicdo de U

Na segunda proposicdo, temos a no¢do de atracdo propriamente dita. A idéia é a
seguinte: caso o estado do sistema assuma um valor pertencente a U, 0 mesmo ocorrera
para todos os valores subsequentes. Isto quer dizer que, uma vez na vizinhanca de 4, ndo ha
mais possibilidade de escape por parte do estado. Ainda € dito que, uma vez em U, a
tendéncia € que o estado se aproxime cada vez mais do atrator, o que é bastante intuitivo.

Na terceira proposicdo, € imposta uma condic¢do sobre a unicidade do atrator. Esta
unicidade é garantida pela ndo-existéncia de regiGes de atragdo isoladas entre si. A
condicdo € que, dado um ponto xp inicial, a evolugdo subsequente do estado ird fazer com
que ele se aproxime arbitrariamente de qualquer ponto de A4, caso A seja um Unico atrator.
Portanto, unicidade significa inexisténcia de zonas de atracéo distintas e independentes.

Tendo exposto a nogdo de atrator, passemos a analisar o que quer dizer “estranho”.

Isto nos leva a uma quarta proposicao:

4) A é um atrator estranho se for um atrator e se, quando a condicéo inicial xq estiver no

conjunto U, a evolucdo temporal subsequente apresentar DSCI.
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Portanto, a “estranheza” destes atratores se liga diretamente a ocorréncia de
dependéncia sensitiva das condicGes iniciais. Por que a DSCI torna estes atratores téo
diferentes que tenham merecido, da parte de David Ruelle e Floris Takens, tal nome?

J& vimos na se¢do 3.1 o que significa, do ponto de vista dindmico, a ocorréncia de
DSCI. Duas condi¢cBes iniciais muito proximas passam a evoluir de forma
significativamente diferente apds alguns instantes. Tal comportamento deve estar de
alguma forma espelhado na estrutura topologica dos atratores estranhos. Isto pde no ar uma
questdo: que tipo de processo sui gemeris ocorre em tais entes geométricos? Antes de
discutirmos este ponto, voltemos aos nossos conhecidos atratores “usuais”.

Por exemplo, suponhamos que nosso espaco de estado tenha duas dimensdes, e que
a origem seja um atrator. Se imaginarmos um elemento Q, composto por alguns pontos e
acompanharmos sua evolucdo, percebemos que ele sofre um processo de contracdo até que,
no limite, tende a um lugar geométrico de dimensdo nula (a prépria origem) [Fiedler-
Ferrara e do Prado, 1994]. Isto pode ser visto na Fig. 3.5.

Em tal figura, a titulo de ilustracdo apresentamos ainda Q’, que corresponde a uma
observacdo do conjunto de pontos em um instante qualquer, o que explicita a contracdo
experimentada pelo elemento.

Se o atrator fosse um ciclo-limite, o elemento de volume sofreria rotagédo, tendendo

a um valor unitario de dimenséo (que € a dimenséo do ciclo).

|

Figura 3.5: Evolucdo Temporal de um Elemento
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Como procuramos ilustrar, usualmente a atracdo para um ponto fixo se d& por meio
de processos de contracao e os ciclos-limite estdo associados a processos de rotagdo. Mas
serdo estes 0s UNicos processos possiveis?

H& algumas questdes muito pertinentes que podem surgir e que ainda ndo foram
adequadamente respondidas. Na se¢do 3.2, mencionamos que sistemas cadticos apresentam
pelo menos um expoente de Lyapunov positivo. Ora, vimos que isto significa a ocorréncia
de uma divergéncia do tipo exponencial entre trajetorias. Como tal divergéncia pode se
processar sem que haja uma explosdo para o infinito? E evidente que ha pecas faltando
neste quebra-cabeca topolégico.

A resposta para estas indagacdes esta no chamado processo de dobra. Tal processo
pode lidar com as duas questbes colocadas no paragrafo anterior, ou seja: comportar
divergéncia exponencial sem explosédo e “produzir” DSCI.

Um exemplo que pode trazer alguma luz & nossa discussdo € o seguinte:
imaginemos um pedaco de massa de pdo. Marquemos dois pontos nessa massa, €
comecemos a trabalha-la através do procedimento usual dos padeiros, que inclui expansdes
e dobras sucessivas. Podemos imaginar que, apds alguns segundos, 0s pontos ocupardo
posi¢des tdo distintas que alguém que chegue durante o processo nem sequer suspeitara que
eles tenham estado muito proximos no comego do trabalho. O tipo de deformacdo imposto
pelos processos de expansdo e dobra €, portanto, a chave para a DSCI, para a divergéncia
exponencial e também a razdo pela qual atratores estranhos sdo tdo diferentes dos demais
atratores.

O teorema de Poincaré-Bendixson [Guckenheimer e Holmes, 1983] atesta que s6 ha
duas possibilidades de atrator para um sistema dinamico bidimensional: ponto fixo ou
ciclo-limite. Isto exclui categoricamente a possibilidade de ocorréncia de um atrator
estranho em um sistema continuo com dimensdo menor que trés. Vale frisar que esta
restricdo ndo se aplica a sistemas discretos, ndo contemplados pelo teorema. Mesmo em
sistemas discretos com apenas uma dimensao pode ocorrer caos, como € 0 caso do mapa

logistico, que veremos na secéo 3.6.
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3.4.1. O Mapa de Hénon

Hénon, em 1976, prop6s um sistema com dindmica discreta de ordem dois no qual

ocorre um atrator estranho. O modelo consiste das seguintes equacdes [Hénon, 1976]:
x(n+1) = 1 - a.x?(n) + y(n) (3.30)
y(n+1) = b.x(n) (3.31)

A idéia de Hénon foi propor um modelo mais simples, mas que possuisse as
propriedades fundamentais do sistema de Lorenz. Em suas palavras, foi uma “abordagem
reducionista”.

Inspirado por resultados anteriores sobre o sistema de Lorenz, ele prop6s trés
transformacdes do plano em si mesmo. A primeira transformacao realiza a dobra, a segunda
realiza uma contracdo na direcdo do eixo x (por um fator b), e a terceira faz uma troca entre
0s eixos x e y. O encadeamento das trés leva a (3.30) e (3.31).

Os valores utilizados em [Hénon, 1976] foram a = 1.4 e b = 0.3, 0s mesmos que
iremos utilizar nesta secdo. A Fig. 3.6 nos da a evolucdo do sistema para uma condicao
inicial arbitraria x(0) = 1 e y(0) = 0.

Podemos perceber a condicdo inicial e a segunda iteracdo, assinaladas por circulos,
e depois ndo mais podemos acompanhar o estado do sistema na figura acima, denominada
atrator de Hénon. Trata-se de um sistema que apresenta DSCI, como ja era esperado a

partir da constitui¢do das transformacdes que originaram 0 mapa.
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Figura 3.6: Atrator de Hénon

E possivel vislumbrar a complexidade da estrutura deste atrator estranho através de

ampliacdes. A Fig. 3.7 nos mostra duas delas.
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Figura 3.7: Ampliacdes do Atrator de Hénon

Os dois graficos nos ddo uma idéia da auto-similaridade inerente ao atrator. Uma
figura auto-similar é caracterizada por ter partes cuja estrutura é semelhante a estrutura do

todo. Isto, como veremos a seguir, ocorre tipicamente em fractais.

3.4.2. Dimensao Fractal, Dimensées Generalizadas e a Conjectura de

Kaplan-Yorke

Estamos acostumados a pensar em dimensdo como sendo 0 numero de vetores que

compdem uma base ortonormal relativa a um certo espaco [Boldrini et al., 1986]. Esta
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definicdo, muito intuitiva por sinal, parece quase uma verdade indiscutivel. Mas o fato €
que, a partir dos anos 70 [Gleick, 1987], houve uma grande explosédo de pesquisas
envolvendo figuras geométricas com uma caracteristica bastante peculiar: sua dimenséao
ndo podia ser expressa por um numero inteiro. Tais figuras foram denominadas fractais.

A dimensdo dos fractais ndo € contemplada pela defini¢do usual de dimenséo (como
se pode ter uma base com 2.7815 vetores, por exemplo?). Isto exigiu 0 uso de outras
ferramentas matematicas para caracterizar tais figuras. Uma delas, a Unica que discutiremos
com algum detalhe neste trabalho, € a dimensdo de Hausdorff ou dimensdo de Hausdorff-
Besicovitch [Parker e Chua, 1987, Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].

Seja um conjunto de pontos 4 num espaco de dimensdo N. Sejam estes pontos

recobertos por hiper-cubos de aresta €. A dimensao de Hausdorff é dada por:

D, = IimM (3.32)
-0 log(1/€)

onde K(€) é o nimero minimo de hiper-cubos de aresta € necessarios para cobrir 0 conjunto
de pontos 4. Podemos expressar (3.32) de forma inversa, dizendo que K(g) varia segundo
exp(-Do) para € - 0.

E importante ressaltar que a definicdo da dimensdo de Hausdorff fornece valores
adequados ndo s6 quando aplicada a figuras com dimenséo fracionaria, mas também produz
resultados coerentes para figuras com dimensé&o inteira.

Analisemos um exemplo de fractal, para que possamos tomar contato com a riqueza
destas figuras a primeira vista tdo paradoxais. O exemplo por nés escolhido é o conjunto de
Cantor, que definiremos a seguir [Parker e Chua, 1987, Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].

Imaginemos um segmento de reta. Dividamos o mesmo em trés partes iguais.
Agora, retiremos a parte do meio. Retiremos a terca parte central dos dois segmentos
restantes, e depois facamos o mesmo com o0s quatro, oito, enfim, infinitas vezes. No
infinito, estara formado o conjunto de Cantor. A Fig. 3.8 ilustra a construcdo deste

conjunto.



Figura 3.8: Conjunto de Cantor

Na etapas 1, 2, 3, ou em qualquer outra, a figura sera composta por um numero de
segmentos de reta, e tera dimensdo um. Mas isto ndo garante nada a respeito da dimenséo
do conjunto de Cantor, como tentaremos mostrar.

Vejamos a aplicacdo de (3.32): para a situacdo 1 da Fig. 3.8 é preciso, para recobrir
toda a figura, um hiper-cubo (no caso, o “hiper-cubo” € um simples segmento de reta), de
aresta L (onde L é o comprimento do segmento original). Na segunda situacdo, séo
necessarios dois hiper-cubos, cada um com aresta L/3. Na terceira, quatro hiper-cubos de
aresta L/9. Portanto, temos:

_ log2" log2
DO = = =
n-=log(3" /L) log3

0.6309 (3.33)

O calculo da dimensdo de Hausdorff nos mostra que o conjunto de Cantor néo €
simplesmente “poeira de pontos” com dimensdo nula, mas tem um valor fracionario de
dimenséo.

Neste caso, escolhemos uma disposi¢cdo Otima para 0s hiper-cubos, 0 que nos
permitiu um calculo bastante simples. Caso ndo possamos conhecer, a priori, uma
distribuicdo Otima, é necessario recobrir os pontos com um ndmero adequado de hiper-
cubos de aresta € bastante pequena para se ter uma boa aproximacgédo de Do. Este tipo de
procedimento é denominado contagem de caixas.

H& um comentario que precisa ser feito. Existem fractais ndo-uniformes que

necessitam, para uma adequada caracterizacao, de outras dimensfes além da dimenséo de
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Hausdorff. Dentre estas, podemos citar a dimensdo de informagdo (D1) e a dimensdo de
correlagdo (D).

Por fim, vale citar a célebre conjectura de Kaplan-Yorke [Fiedler-Ferrara e do
Prado, 1994], que liga os expoentes de Lyapunov de um sistema caético a dimensdo fractal
de seu atrator estranho. Definamos, em primeiro lugar, a dimensdo de Kaplan-Yorke, ou

dimensdo de Lyapunov [Parker e Chua, 1987]:

Dy =j+1= (3.34)

onde A;>A2>...>Ay sd0 0s expoentes de Lyapunov ordenados de forma decrescente, e j é 0

maior inteiro tal que:

Zji >0 (3.35)

A conjectura de Kaplan-Yorke, que tem sido confirmada computacionalmente em

varios sistemas é que:
DKY = Do (336)

Cabe ainda um comentério final. Uma caracteristica marcante dos fractais € a sua
auto-similaridade. Podemos perceber no conjunto de Cantor como as partes tém uma
estrutura andloga a da figura como um todo. Os atratores cadticos, conforme ja haviamos
afirmado na secdo anterior, também apresentam esta propriedade. A observacdo desta
caracteristica (até um certo ponto) em plantas, flocos de neve, vasos capilares, para ficar em
alguns exemplos, levou a uma popularizacio da idéia de dimensdo fracionaria. E preciso
frisar, no entanto, que um fractal € um ente que tem caracteristica auto-similar para

ampliacOes sucessivas de qualquer ordem, 0 que ndo ocorre em um objeto fisico.
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3.5.  Caracterizagdo do Caos Deterministico

E dificil dar uma definicdo precisa do que seja comportamento cadtico. N&o é nosso
objetivo dar uma definicdo completa e rigorosa, mas apontar aspectos relevantes para que
possamos entender melhor o que significa, do ponto de vista dindmico, um sistema
deterministico operar em regime de caos.

Vejamos algumas caracteristicas emblematicas de sinais e sistemas caoticos
[Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]:

1) Um sistema caotico apresenta DSCI.

2) A evolucdo temporal das varidveis de estado é rapida e tem uma aparéncia erratica,
embora seja possivel muitas vezes observar padrfes que se repetem aproximadamente, de

forma nédo-periodica.

3) O sinal cadtico tem uma funcgdo de autocorrelacdo temporal que decresce rapidamente, o
que é esperado a partir da idéia de DSCI e de expansao e dobra no espaco de estado. Assim,
amostras espacadas de um certo intervalo de tempo tém uma correlacdo tanto menor quanto
maior for o intervalo, via de regra. Como consequéncia disto, 0s processos cadticos tém

espectro de poténcias continuo e de faixa larga.
4) Em um sistema cadtico, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivo e a entropia
de Kolmogorov-Sinai é positiva e finita. Isto quer dizer que hd uma producdo de

informacdo por parte do sistema.

5) Sistemas cadticos dao origem a atratores estranhos, que por sua vez possuem dimensao

fracionaria.
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3.6. O Mapa Logistico

Em 1845, P. F. Verhulst [Schuster, 1988] introduziu um modelo populacional

discreto para uma espécie mantida em uma area fechada:
x(n+1) = F[x(n)] = p.x(n).[1 - x(n)] (3.37)

Tal equacdo é denominada mapa logistico [Schuster, 1988]. Neste mapa, x(n)
assume valores entre 0 e 1, sendo que o menor valor representa a auséncia de populacéo, e
1 representa a maior populacéo possivel. Trata-se de um dos sistemas mais analisados e
discutidos dentro da area de caos. Sua rica dindmica comecou a ser melhor compreendida
nos anos 70, através dos trabalhos de Robert May e Mitchell Feigenbaum, entre outros
[Gleick, 1987]. Nesta secdo, iremos discutir alguns aspectos do comportamento de (3.37),
que ajudaréo a fixar os conceitos discutidos e nos familiarizardo com os procedimentos de
andlise que usaremos em capitulos posteriores.

Para melhor compreendermos o sentido de (3.37), partamos do famoso modelo

malthusiano de populagéo [Schuster, 1988]:
x(n+1) = p.x(n) (3.38)

que conduz a um crescimento exponencial desenfreado de populacdo (para p>1) ou a uma
continua reducéo (para p<1), ndo sendo, portanto, um modelo realista. E preciso levar em
conta limitaces de recursos e de espaco, 0 que pode ser feito através da introdugdo de um
termo do tipo (1-x), que leva a uma diminuicéo de populacdo para valores altos da mesma,
0 que contemplaria uma possivel luta por recursos escassos, doencas, etc.

Trata-se de um sistema com um modelo dindmico muito simples, facilmente iteravel
numa calculadora cientifica, mas que tem, em sua estrutura, bastante complexidade.

Uma das ferramentas mais usadas para se analisar o comportamento de um sistema
dindmico discreto (ou um sistema continuo discretizado), quando sdo variados seus
parametros, € o diagrama de bifurcagdo. Em tal diagrama, € ilustrado o regime permanente

do sistema dindmico em funcdo dos parametros de controle ou de bifurcacdo. Assim, €
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possivel observar para que valores destes pardmetros ocorrem mudancgas substanciais na

dindmica do sistema.
Para o mapa logistico, tracamos um diagrama no qual foram exibidos os 40 ultimos

valores de x(n), em funcéo do valor de p. O resultado esté na Fig. 3.6.

Papulagdo Final
=]
n

Parimetro Livre

Figura 3.9: Diagrama de Bifurcagédo

Para 0 < p < 1, a populacdo tende a extingdo, como nos indica o grafico. Para
1 < u < 3, a populacdo tende para um valor de equilibrio, que varia com o parametro de
bifurcacdo. Para 1 > 3, observamos que a populacdo oscila periodicamente, primeiro com
periodo 2, depois com periodo 4, 8, 16, e assim sucessivamente até um ponto de
acumulacdo, a partir do qual comeca a ocorrer comportamento cadtico, correspondente as
regibes mais “cheias” do diagrama. Dentro da faixa de caos, hd zonas nas quais 0 sistema
volta a ter comportamento periddico, ilustradas por tracos verticais brancos na figura. Para
M > 4 o sistema diverge.

Em suma, temos uma situacdo de convergéncia para pontos fixos, ocorrendo entdo
uma bifurcacdo de Hopf (se¢édo 2.6.2) seguida por uma cascata de bifurcagoes flip (SeGao
2.6.3) que levam a uma zona cadtica, entremeada por janelas de periodicidade, nas quais
podemos ter inclusive periodos de oscilacdo impares. Apos isto, ha divergéncia para o
infinito.

Analisemos, passo a passo, este mapa, que apresenta propriedades que
encontraremos adiante, quando analisarmos o CMA. Isto aumentara nossa familiaridade,

tanto em relacdo ao método de analise quanto a sistemas discretos caoticos de modo geral.
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3.6.1. Obtencao dos Pontos de Equilibrio e Analise de Estabilidade

A aplicacdo de (2.11) para se obter os pontos de equilibrio do mapa logistico nos

leva a seguinte equacéo algebrica:

Xe = MXe (1 — Xe) (3.39)

que por sua vez fornece duas solucdes:

X =00UXe=1-p? (3.40)

A anélise de estabilidade do sistema depende da primeira derivada de F(x), que € a

matriz jacobiana do sistema, dada por:

F'(x) = 1.(1-2x) (3.41)

Para o pOﬂtO Xe1, t€MOS:
F(0)=u (3.42)

Para o pOﬂtO Xe2, t€MOS:
F-uh=2-p (3.43)

Em ambos os casos, o ponto fixo sé serd estavel se:

IF*(xe)|<1 (3.44)
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0 que ocorre para 0 primeiro ponto nafaixa:

O<p<1 (3.45)

e para o segundo nafaixa

1<p<3 (3.46)

Os resultados condizem, como era de se esperar, com as faixas de estabilidade dos

pontos de equilibrio obtidas diretamente a partir do diagrama.

3.6.2. Os Ciclos-Limite

Para p > 3, 0 segundo ponto de equilibrio também perde a estabilidade. Portanto,
ndo ha mais pontos fixos atratores no mapa. Isto indica que o comportamento do sistema
deve sofrer uma mudanga significativa, o que acontece com o surgimento de ciclos-limite
estaveis.

O que ocorre, basicamente, é uma bifurcacdo de Hopf seguida por uma sequéncia
infinita de bifurcacdes flip, sendo que cada uma duplica o periodo de oscilacdo do estado.
Podemos analisar a estabilidade destes ciclos através de uma aplicacdo composta de F(x).
Por exemplo, se temos um ciclo-limite de periodo dois, com valores de oscila¢do iguais a X1

e Xo, vale:

F(X1) = X2 e F(X2) = X1 (3.47)

0 que nos leva a:

F[F(x1)] = X1 ou F[F(X2)] = X2 (3.48)
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Portanto, os pontos fixos de F®(x) = F[F(x)] incluirdo os dois pontos de equilibrio
ja conhecidos de F(x) e mais os dois pontos do ciclo-limite de periodo dois. Para fixar

melhor esta idéia, observemos a Fig. 3.10.

Paszo 1

xl/,_\%

W

Passo 2
F(zy ) =F[F(x;]]

Figura 3.10: Ciclos-Limite como Pontos de Equilibrio de F®()

Suponhamos que apliqguemos a funcdo F(.) ao ponto x; (passo 1). Isto levara ao
ponto X,. Apliquemos agora F(.) a este ponto (passo 2) e teremos como resultado o ponto
de partida, X;. Portanto, x; é ponto de equilibrio da aplicacdo conjunta (passo 1 + passo 2)
de F(.), ou seja, de F®(.). O mesmo raciocinio se aplica se partirmos de X,, 0 outro
componente do ciclo-limite.

Analisar a estabilidade destes pontos é analisar a estabilidade do ciclo de periodo
dois. Raciocinio anélogo pode ser feito para um ciclo de qualquer periodicidade.

Ap0s sucessivas bifurcacdes, porém em intervalos cada vez mais curtos, chega-se a
um valor do parametro de controle para o qual as bifurcacfes tendem a um periodo infinito,

sendo que a partir dai comega a ocorrer caos.

3.6.3. Caos, Janelas de Periodicidade e Crises

A regido cadtica é perceptivel no diagrama apresentado na Fig. 3.9 , pois € uma
faixa “cheia”, ao contrario das regides de convergéncia para pontos fixos ou ciclos-limite.
A explicacdo para isto € a caracteristica essencialmente aperiddica do sinal caotico, que nao
da margem ao surgimento de padrdes pontuais no diagrama.

Porém, em algumas regibes, observamos “manchas brancas” que indicam volta a

um comportamento periodico. De fato, estas regides sdo denominadas janelas de
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periodicidade. Podemos observar algumas janelas na Fig. 3.11, que é composta por
ampliacOes da Fig. 3.9.
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Figura 3.11: Janelas de Periodicidade

Nota-se que ha uma mudanga abrupta no comportamento do sistema, com o
surgimento de pontos entre 0s quais 0 estado oscila. O sistema experimenta entdo uma
cascata de duplicacdes de periodo, seguida de caos.

A bifurcacdo que faz surgir os ciclos-limite estaveis € do tipo sela-no (secéo 2.6.1),
ou seja, para cada valor do ciclo ha um segundo valor instavel. E interessante perceber que,
logo que o caos recomeca, ha trés zonas caoticas separadas, cada uma correspondente a um
dos pontos do ciclo. Para p proximo de 3.86, ha um alargamento subito das trés bandas
caoticas, formando uma banda unica. A este fenémeno, damos o nome de crise interior.
Esta crise é causada justamente pela interacdo entre os pontos de sela instaveis (e portanto,
ndo visiveis no diagrama) e os atratores estranhos ligados a rota para o0 caos que envolve
também os nds [Grebogi et al., 1983].

3.6.4. Analise por Diagramas de Teia

Uma poderosa ferramenta de anélise de mapas unidimensionais € o digrama de teia
[Aguirre, 1996, Fiedler-Ferrara e Cintra do Prado, 1994]. Neste diagrama €é possivel
acompanhar a evolucdo da varidvel de estado do sistema através das sucessivas iteragcdes. A

base deste diagrama consiste de duas funcdes, a funcdo F(.), que nada mais é do que o
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campo vetorial discreto da equacdo (2.2), e a funcdo identidade. A importancia da funcéo
F(.), como ja discutimos anteriormente, estd em seu papel de destaque na determinacéo das
caracteristicas dindmicas do mapa. Ja a funcdo identidade é uma referéncia para a
realizacdo das iteragdes, introduzindo a realimentacdo inerente aos mapas discretos.

Para 0 mapa logistico, o cerne do diagrama esta na Fig. 3.12, para pu = 3.

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(n)

Figura 3.12: Cerne do Diagrama de Teia

Como podemos observar na Fig. 3.12, no eixo das abcissas é representado valor
presente do estado, x(n), e no eixo das ordenadas, o valor ap6s uma iteracdo, x(n+1). Isto
nos da a idéia de como realizar uma vez o processo iterativo. Mas, e depois? Bem, ai entra
a funcdo identidade: através dela, pode-se “transformar” um valor de x(n+1) no eixo das
ordenadas em um valor x(n) no eixo das abcissas. Utilizando p = 3 e a condicdo inicial x(0)
= 0.1, foi tracada a Fig. 3.13, que mostra as duas primeiras iteracbes do mapa através do

diagrama de teia.



0.8 Valor apés a segunda iteragcéo

T 0.5 Valor apos
to. Y
< a primeira
iteragéo

oot N/

0.2 Realimentacdo

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(n)

Figura 3.13: Visualizacdo de Duas Iterac6es do Mapa Logistico

Na primeira iteracdo, o valor x(0) = 0.1, representado no eixo das abcissas, produz
x(1) = 0.27, numa ascensdo vertical até o encontro com a parabola F(.). Isto é o equivalente
geomeétrico da aplicacdo da funcdo ao um valor x(0). Na proxima iteracdo, x(1) precisara
ser um valor presente, o que se realiza através de um movimento horizontal até que haja um
encontro com a funcéo identidade. Temos expressa a idéia de recursdo, inerente a classe de
mapas que estamos estudando. Para a segunda iteracdo, 0 mesmo processo se repete.

Uma vez colocadas estas idéias principais, estamos aptos a aplicar o diagrama a
andlise do mapa logistico. Manteremos x(0) = 0.1 para todos 0s casos, e variaremos L para
realizar um estudo envolvendo os diversos tipos possiveis de comportamento em estado
estacionario apresentados pelo mapa logistico. Em primeiro lugar, tomemos pu = 0.5. O

diagrama de teia correspondente esté na Fig. 3.14.

0.06

F¢. Identidade

0.05

0.02

Cond.

0.01 Inicial

Pto. de Equilibrio

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
x(n)

Figura 3.14: Diagramade Telaparapt = 0.5

55



Os pontos para 0s quais ha o cruzamento entre F(.) e a funcdo identidade s&o 0s
pontos de equilibrio do mapa em questdo, o que se pode apreender da analise de (2.11).
Para o caso em foco, 0 cruzamento ocorre apenas na origem, o0 que demonstra ser
Xe = 0 0 Unico ponto de equilibrio para este valor de p. A estabilidade deste ponto € atestada
pela convergéncia do estado para a origem, conforme indica a Fig. 3.14. Isto era esperado, a
partir da anélise empreendida por outros meios, como o diagrama de bifurcacdo da Fig. 3.9.

Analisemos agora uma outra situacao, para a qual p = 2.5, na Fig. 3.15.

0.8

Pto. de Equil.

0.7 Estawel

0.6

0.5F

=
50.4*

03[pto. de

Equil.
0.2 [Instavel

0.1}
Cond. Inicial

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
x(n)

Figura 3.15: Diagramade Telaparap = 2.5

Para este caso, temos dois pontos de equilibrio. O primeiro deles, Xe = 0, € instavel,
como ja haviamos inferido de nossa andlise anterior. Podemos verificar este fato também
no diagrama, verificando que uma reta tangente a parabola F(.), na origem, teria coeficiente
angular de magnitude maior que a unitaria. Isto quer dizer que |F’(0)| > 1 o que nos remete
a equac0es (3.42) e (3.44). J& o outro ponto de equilibrio, xe = 0.6, seré estavel, o que ja era
esperado e de fato € verificado pela convergéncia ilustrada na Fig. 3.15.

Tomemos agora p = 3.3. A Fig. 3.16 nos traz o diagrama de teia para este caso.
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"Ponto'de Eq. "
Ponto do Ciclo-Limite  Instavel

Pto. de Equil.

~[instavel
0.4F /

0.3f Ponto do Ciclo-Limite

Condicéo Inicial

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(n)

Figura 3.16: Diagramade Telaparapt = 3.3

De fato, verificamos o comportamento periddico esperado tendo em vista a Fig. 3.9.
O estado ndo mais converge para um ponto fixo, mas tende a oscilar entre dois valores,
vértices de um quadrado visivel na Fig. 3.16.

Em nossa Ultima andlise, utilizamos p = 4. O diagrama de teia encontra-se na Fig.
3.17.

0.9}

A I
0.8f A4 il ik

0.7}

0.6}

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x(n)

Figura 3.17: Diagrama de Teia para p =4

Para tal valor de |, € esperado comportamento cadtico, conforme a analise

anteriormente empreendida. Tal comportamento, de natureza aperiddica, leva as
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caracteristicas representadas na Fig. 3.17. Figuras como esta explicam o fato de a
nomenclatura destes diagramas estar associada a idéia de uma teia de aranha.

Diagramas de teia, como procuramos mostrar, sdo ferramentas de grande utilidade
para o entendimento da dindmica de mapas unidimensionais, revelando de forma clara e

pictorica o comportamento de tais sistemas.

3.6.5. Universalidade

Mitchell Feigenbaum, ao analisar diferentes mapas unidimensionais, percebeu
determinadas propriedades que depois se mostraram vélidas para uma ampla classe de
sistemas [Feigenbaum, 1978, 1979 e 1983]. Fazendo contas em sua calculadora
[Gleick, 1987], o pesquisador comecou a notar padrdes regulares na rota para o caos de
duplicacdo de periodo, padrdes estes posteriormente qualificados de universais, por se
repetirem em uma ampla classe de sistemas dindmicos. A intuicdo inicial foi depois muito
bem formalizada em diversos artigos, revelando aspectos até entdo desconhecidos mas de
grande relevancia, tanto matematica quanto fisica. Vale ressaltar que, embora o0s aspectos
apontados por Feigenbaum fossem inéditos, a idéia de universalidade ja havia sido
explorada em outro ambito por Metropolis, Stein e Stein [Gleick, 1987, Schuster, 1988,
Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].

Para que possamos entender o que é universalidade, voltemo-nos para o exemplo do
mapa logistico. A Fig. 3.9 traz o diagrama de bifurcacdo deste mapa, onde podemos
observar a cascata de bifurcacfes “flip” que caracteriza o cenario. Na Fig. 3.18 temos uma

ampliacdo da Fig. 3.9, onde podemos observar esta regido com mais detalhe.

[=]
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Figura 3.18: Ampliacdo Mostrando as Bifurcagoes Flip
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Denominemos W, 0 valor do parametro livre para o qual ocorre a n-ésima bifurcacao
flip. A grandeza analisada por Feigenbaum foi a razéo entre a extenséo de duas zonas de

oscilacdo periodica sucessivas [Feigenbaum, 1978]:

5, = “Hua (3.49)
Un+1 _un
O que se percebeu foi que:
limd, =o (3.50)

onde & é a primeira constante de Feigenbaum, cujo valor é:

& = 4.669201609... (3.51)

passivel de obtecdo apenas numeérica. Este valor € universal dentro de uma ampla classe de
mapas.

A segunda constatacdo de Feigenbaum esta ligada ao maximo da funcdo F(.).
Basicamente, ele observou que ha um fator de escala que liga as sucessivas distancias entre
0 ponto de maximo e o ponto integrante do ciclo-limite mais proximo ao maximo, quando
este Gltimo é um dos pontos componentes do ciclo. Este conceito torna-se mais claro pela
observacdo da Fig. 3.19 onde as sucessivas distancias citadas acima sdo representadas por
dy, da.
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Figura 3.19: Distancias Sucessivas d,

Definida a razdo entre distancias sucessivas:

a,=—1" (3.52)

0 que Feigenbaum [Feigenbaum, 1978] demonstrou foi que:

lima, =a (3.53)

n- o

onde o é uma constante universal para uma classe de mapas, cujo valor é dado por:

a = 2.50290787... (3.54)

Mais do que apenas uma curiosidade, a universalidade é uma propriedade muito
forte, e isto ndo apenas do ponto de vista tedrico. Ela mostra que sistemas distintos podem
apresentar determinadas caracteristicas e até mesmo valor de constantes em comum. Dai a
forca desta propriedade: ser um termo comum entre sistemas nédo-lineares distintos que

apresentam um cenario de duplicacdo de periodo.
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3.7. Discussao

O objetivo deste capitulo foi expor e analisar alguns conceitos basicos da teoria de
sistemas dindmicos caoticos, formando assim uma base para as discussdes posteriores sobre
0 comportamento do CMA. Tentaremos agora discutir um pouco a idéia geral do que
apresentamos.

A caracteristica principal de um sistema cadtico é apresentar dependéncia sensitiva
das condi¢des iniciais (DSCI). Esta caracteristica estd ligada ao comportamento
extremamente complexo de um sistema dindmico operando em regime caotico, que tem um
carater de aparente aleatoriedade. Na verdade, ndo ha aleatoriedade alguma, apenas um
processo de evolucdo temporal rico que inclui expanséo e dobras no espaco de estado.

Uma outra forma de se enxergar a DSCI € atraves da divergéncia entre trajetorias
préximas, o que nos leva ao conceito de expoente de Lyapunov, central na analise de sinais
cadticos. Esta divergéncia, como comentamos, pode ser vista também do ponto de vista da
teoria de informacéo, o que conduz a aplicacdo do conceito de entropia de Kolmogorov-
Sinai. De posse deste conceito, pode-se tecer um quadro muito enriquecedor a respeito do
fluxo de informacdao associado a evolugdo temporal do vetor de estado.

A idéia de atrator estranho também esta intimamente ligada ao carater geral de um
sistema caotico. Como nos mostra a conjectura de Kaplan-Yorke, pelo menos em muitos
casos conhecidos a dimensédo fractal do atrator estd diretamente relacionada a questdo da
divergéncia entre trajetdrias, ou seja, ao valor dos expoentes de Lyapunov positivos.

A analise do mapa logistico foi importante, pois nos colocou em contato com as
idéias centrais do cenario de Feigenbaum, também chamado de cenario de duplicacdo de
periodo, que serd fundamental na analise posterior do algoritmo do médulo constante.

Por fim, talvez caiba colocar que todas estas idéias sdo aspectos de uma mesma
esséncia, inerente a muitos sistemas ndo-lineares. Todos 0s conceitos apresentados aqui
talvez possam ser imaginados como os sons de diferentes instrumentos que se juntam para

expressar a misteriosa sonoridade do caos.
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4. Filtragem Adaptativa e Equalizacao Supervisionada

4.1.  Introdugéo

Basicamente, um filtro pode ser definido como um dispositivo que atua em um
conjunto de dados, visando a extracdo de informacdo relevante [Haykin, 1996]. No
problema classico de filtragem, utiliza-se informacdo atual e passada de um sinal para a
obtencdo de caracteristicas presentes relevantes. Iremos abordar, neste trabalho, uma das
aplicagcbes mais importantes dos filtros: a equalizagdo. Para que possamos compreender a
utilidade desta aplicacdo, precisamos nos voltar para os modelos de sistemas de
comunicagdo.

Basicamente, o objetivo de um sistema de comunicacdo é permitir o fluxo de
informacdo confiavel entre transmissor e receptor, através de algum meio de transmissdo.
Este meio ou canal tem caracteristicas proprias, independentes das do sinal sobre o qual
atua e pode acarretar distor¢do da informacdo transmitida. Esta distorcdo pode levar a uma
interpretacdo errdnea ou incoerente da mensagem enviada, impossibilitando assim o
intercambio de dados. Uma possivel maneira de tornar a degradacdo imposta pelo meio
limitada a patamares razodveis estd no uso de equalizadores. Tais dispositivos se
encontram no receptor e atuam no sinal degradado a fim de tentar “compensar” a influéncia
do canal sobre o sinal de informacdo, tendo uma atuacdo “inversa” a do meio de
transmissdo. Desta forma, a informacdo apos o equalizador deve estar mais proxima da que
foi transmitida, ocorrendo uma significativa melhoria no desempenho do sistema.

Vejamos, na Fig. 4.1, um modelo simplificado de sistema de comunicacao:
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Figura 4.1: Modelo Simplificado de um Sistema de Comunicacao

A informagdo é adequadamente codificada e modulada no transmissor, enviada
atraves do canal de comunicacdo, e entdo demodulada, equalizada, “reconstruida” e
decodificada no receptor. Idealmente, 0 que se espera é que a saida do equalizador seja
igual a uma versdo atrasada (de ng) do sinal na saida do codificador, a menos de um
possivel fator de escala G. Matematicamente, temos entdo como objetivo:

y(n) = G.s(n-ng) 4.2)

onde y(n) é o sinal na saida do equalizador e s(n) € o sinal na entrada do canal.
Sendo obedecida esta expressao, é possivel uma perfeita recuperacdo da informacéo
enviada. Neste caso, fala-se em equalizacao zero-forcing (ZF). Nem sempre serd possivel

satisfazer (4.1), sendo nestes casos desejavel obter uma aproximagcao do critério ZF.

4.2. Modelos de Canais

Na Fig. 4.1, o ruido foi considerado parte integrante do bloco do canal, pois, em
termos conceituais, o ruido é parte do canal de comunicagcdo. Porém, neste trabalho ndo
lidaremos diretamente com o ruido, sendo que a palavra “canal” estara associada a um
sistema puramente deterministico.

Ha diversos possiveis meios pelos quais se transmite a informacdo (atmosfera, par

de cabos, fibra Optica, etc.), sendo que cada um tem caracteristicas especificas. No entanto,



em muitos sistemas, ha alguns fatores comuns de modelamento, seja por similaridade, seja
por simplicidade matematica.

Ha duas hipoteses amplamente aceitas na concepcdo de modelos para inUmeros
sistemas de comunicacdo: linearidade e invaridncia no tempo. Feitas estas hipoteses,
obtém-se um modelo bastante tratdvel matematicamente, e que se ajusta bem a diversos
casos. Analisemos 0 que estamos assumindo. Seja R(.) o operador que fornece a resposta
do canal a um sinal de entrada s(n), e seja x(n) a saida do canal.

O sistema é dito /inear se e somente se [Oppenheim et al., 1997]:
R[k1.51(n) + K2.52(n)] = k1.R[s1(n)] + k2.R[s2(n)] 4.2)

Em (4.2), temos a expressdo matematica do principio da superposicdo.
Intuitivamente, temos que a resposta a entradas superpostas € a superposi¢do das respostas
do sistema a cada uma das entradas, individualmente. H& ainda uma segunda consideracdo
de que, caso a entrada de um sistema linear seja amplificada, a sua saida sera amplificada
pelo mesmo fator (o termo amplificado refere-se a ganhos genéricos, ndo apenas a ganhos
cujo médulo seja maior que um).

O sistema é dito invariante no tempo se [Oppenheim et al., 1997]:
X(n + ng) = R[s(n + no)] 4.3)

Esta expressdo nos mostra que, uma vez que num certo instante n o sistema
responde a entrada s(n) com a saida x(n), ele continuara a responder da mesma forma com
0 passar do tempo. Isto quer dizer que os pardmetros do canal ndo se alteram
temporalmente. Os sistemas que obedecem a estas duas restri¢cdes sao denominados lineares
e invariantes no tempo (LIT). Neles, a saida se relaciona com a entrada atraves da relag&o:

x(n) = i h(k).s(n — k) (4.4)

k=—00
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onde h(n) é a resposta do canal ao impulso unitario d(n). Em (4.4), temos a expressdo da

convolucdo discreta. Podemos escrever, equivalentemente:
x(n) = h(n)*s(n) (4.5)

A partir de (4.4), podemos escrever:

x(n) = h(ny)s(n—n,) + S h(k).s(n — k) (4.6)

k=-00 K#ny

A primeira parte do segundo membro corresponde ao sinal que se deseja recuperar,
e o restante esta ligado a influéncia do passado (e do futuro, pois ndo fizemos restrigdes
quanto a causalidade). Esta Ultima parcela corresponde a um tipo de interferéncia, a
interferéncia intersimbolica (11S). Esta interferéncia provoca distor¢cdes e pode levar a uma
severa degradacdo no desempenho do sistema. Para satisfazer, ainda que aproximadamente,
o critério ZF, o equalizador precisa reduzi-la consideravelmente.

Uma visdo muito interessante e poderosa pode ser obtida a partir do uso da
transformada Z. A transformada Z de um sinal discreto s(n) é descrita por S(z), e definida

por:

0

z) = Z s(k).z™ (4.7)

k=-0c0
A partir desta definicdo e de (4.4), chega-se a [Oppenheim et al., 1997]:
X(2) = H(2).S(2) (4.8)
que € a contrapartida da convolucao temporal no dominio da transformada. A transformada
Z da resposta ao impulso, H(z), se chama funcdo de transferéncia. O uso de um simples

produto ao invés de uma convolugdo faz com que se tenha mais facilidade na anélise dos

efeitos introduzidos por um canal de comunicagdo. Caso o circulo de raio unitdrio (CRU)
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esteja no dominio da transformada Z de um certo sistema, podemos ainda obter o espectro
de Fourier de x(n) fazendo:

z=¢® (4.9)
Desta forma, temos que (4.8) se torna:

X(€®) = H(E®).5(e'") (4.10)

onde H(€®) é a resposta em frequéncia do canal, e S(€'°) e X(¢') sdo 0s espectros de
frequéncia dos sinais de entrada e saida, respectivamente. Esta forma de analise permite
que se tenha uma visdo da influéncia do canal no dominio da frequéncia. Dado o sinal de
informag&o s(n), o mesmo tem um contelido em frequéncia S(e'). Ao ser enviado através
de um canal com resposta em frequéncia H(e'), o sinal tem o seu espectro distorcido. Por
exemplo, se o canal for passa-baixas, 0 conteido em alta frequéncia de s(n) serd muito
atenuado. Portanto, o equalizador deve enfatizar esta regido do espectro para compensar a
distor¢do imposta pelo meio de transmiss&o.

Por fim, podemaos reescrever a condi¢do ZF (4.1) como:

Y(2)=GS(z).z ™ (4.11)

Vejamos agora alguns modelos de canal que empregaremos neste trabalho.

4.2.1. Canais Auto-Regressivos

Denominaremos esta classe de canais de auto-regressivos (AR) por analogia com 0s
modelos de processos estocasticos de estrutura similar. Um canal sera AR de ordem p se

satisfizer a seguinte equacéo a diferencas:

s(n) = ag.x(n) + ar.x(n-1) + ... + a,.x(n-p) (4.12)
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Portanto, o valor da saida x(n) dependera do valor presente da entrada e de valores
passados da propria saida, caracterizando feedback. Supondo, sem perda de generalidade,

que ap = 1, podemos aplicar a transformada Z a (4.12):

_X(2) _ 1
S(z) 1l+az'+..+a,z”®

H(z) (4.13)

Percebe-se que apenas os p pélos de H(z) trazem a informacéo sobre os parametros
do canal. Antes de mais nada, € preciso que todos estejam contidos no circulo de raio
unitério para que o canal seja estavel e, portanto, realizvel na préatica. Canais AR séo IIR

(infinite impulse response), pois tém uma resposta ao impulso de duracéo infinita.

4.2.2. Canais Moving-Average

Esta classe de canais também recebe este nome por analogia com o modelo de
processos estocasticos de estrutura similar. Um canal é denominado moving-average (MA)

de ordem p se obedecer a seguinte equacdo a diferencas:
X(n) = bo.s(n) + b1.s(n-1) + ... + bp.s(n-p) (4.14)

O valor da saida do canal depende apenas do presente e do passado das amostras de
entrada. Neste caso, ndo héa realimentacdo, ndo havendo também problemas de estabilidade.

Aplicando a transformada Z e supondo bp = 1, temos:
X(2) i _
H(z)=——==1+b,.z" +...+b_ 2" 4.15
(2) S2) ! o (4.15)

Portanto, a informacéo sobre o canal esta contida no valor dos zeros de H(z). Caso
todos os zeros estejam dentro do CRU, o canal € dito de fase minima. Caso todos estejam
fora do CRU, o canal é dito de fase mdxima. Nos demais casos, o canal € dito de fase mista.

Os canais MA também podem ser denominados FIR (finite impulse response), por

terem uma resposta ao impulso de duracao finita.
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4.2.3. Canais ARMA

Esta classe de canais consiste de uma mistura entre os dois modelos anteriores.
Portanto, temos que a ordem do modelo é dada por dois nimeros, um associado a “por¢ao
AR” e 0 outro a “porcdo MA”. Para um modelo ARMA(p,q) temos a seguinte equacdo a

diferencas:
X(n) + ar.x(n-1) + ... + ap.x(n-p) = s(n) + by.s(n-1) + ... + bg.s(n-q) (4.16)

Neste caso, também ha realimentacdo, podendo haver problemas de estabilidade e
valendo a mesma restricdo do modelo AR quanto aos polos. A fungéo de transferéncia pode
ser escrita como:

1+b,.z"+..+b .z

H(z) =
(@) l+ta,.z" +..+a,z"

(4.17)

Quanto a classificacdo relativa a posicdo dos zeros, valem também as mesmas
consideraces tecidas na descri¢cdo do modelo MA.

4.3. Equalizadores Lineares

Dentre as muitas possiveis estruturas para se realizar equalizacdo, abordaremos
neste trabalho apenas um tipo: 0s filtros transversais lineares. A estrutura de tais

dispositivos esta na Fig. 4.2.
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w(n)

J y(n)

Figura 4.2: Filtro Transversal Linear

Tal equalizador nada mais é do que um filtro FIR (modelo MA), com um certo
ndmero de parametros livres (wo a Wp.1) , que caracterizam a sua ordem. Esta estrutura tem
duas grandes vantagens: ndo apresenta problemas de estabilidade, por ndo ser realimentada,
e € simples de se tratar matematicamente, quando se busca a otimizacdo de seus

parametros. A resposta ao impulso destes filtros € dada pela sequéncia:
hw(n) = {wo, Wy, ..., Wp1} (4.18)

sendo portanto o préprio vetor de parametros do dispositivo.

Conforme discutimos na secdo anterior, 0 objetivo do equalizador é ter uma
configuracdo inversa & do canal. Esta estrutura so é capaz de satisfazer o critério ZF se o
canal n&o tiver zeros (sendo portanto AR), 0 que podemos perceber se observarmos como a

saida do equalizador se relaciona com o sinal transmido:
Y(z) = H(z).W(2).S(z) (4.19)
Para que haja equalizacdo ZF, é preciso que:
H(z)W(z) =G.z"™ (4.20)
Portanto, polos “anulam” zeros e zeros “anulam” pélos. Como a nossa estrutura €

caracterizada por zeros, ela precisaria ter uma ordem infinita para anular outros zeros.

Porém, apesar de ndo poder equalizar com perfeicdo canais MA e ARMA, com o0 uso de
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uma ordem adequada podem ser obtidas boas aproximac6es do critério ZF empregando-se
um filtro transversal linear.

Resta, porém, uma questdo muito importante: como ajustar os parametros do filtro
de modo a se obter a situacdo desejada de equalizacdo ZF, ou uma boa aproximacao sua?

Caso tenhamos informagdes sobre o canal, e caso estas informacdes permanegam
validas com o passar do tempo, pode-se escolher a localizacdo dos zeros que melhor
“anula” os pélos do canal. Trata-se de um processo que exige bastante técnica e intuicéo.

Outra maneira de realizar o projeto é atraves do uso de um sinal de treinamento, que
indica o que se deseja obter apds o processo de filtragem, fornecendo assim uma referéncia
para o ajuste dos pardmetros. Este caminho leva a teoria da filtragem de Wiener, e aos
algoritmos LMS e RLS.

Uma outra possivel forma consiste em se explorar estatisticas de ordem superior
(EOS) do sinal recebido, tendo algum conhecimento sobre as estatisticas do sinal
transmitido, de modo a se extrair informacéo sobre a atua¢do do canal sobre 0 mesmo. Este
caminho nos leva a teoria da equalizacdo cega ou autodidata.

Neste trabalho, iremos abordar apenas as duas Ultimas maneiras, que permitem uma
adaptacdo recursiva dos parametros do equalizador, sendo assim mais Uteis para canais
Cujos parametros variam no tempo.

Uma ressalva que gostariamos de fazer é sobre a aparente contradi¢cdo entre o
paragrafo anterior e a exposicdo do conceito de invariancia no tempo. De fato, embora
utilizemos a idéia de convolucdo em um filtro adaptativo, assumimos que os parametros do
canal e do filtro variam, mas de uma forma que permita que se utilize a propriedade da
convolucdo em cada instante de tempo, com o valor adequado dos parametros.

Para que possamos analisar a teoria da equalizacdo autodidata de forma
conveniente, passemos a uma atenta analise de alguns aspectos da teoria classica de
filtragem adaptativa supervisionada, que tem seu resultado central associado ao nome de

Norbert Wiener.
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4.4.  Filtragem de Wiener

Quando se projeta um filtro, inicialmente é preciso escolher uma estrutura. Uma vez
escolhida, faz-se necessario um ajuste de seus parametros, visando obter uma configuracdo
6tima segundo algum critério. No paradigma associado a Wiener, o objetivo é ajustar o0s
parametros do filtro de modo a aproximar a sua saida de um sinal desejado conhecido. A

Fig. 4.3 contém o esquema deste modelo de filtragem.

() FILTRO y(r)
DE
WIENER
CALCULO
h- DOS a din)
COEFICIENTES Cz A
e(n)

Figura 4.3: Filtro de Wiener

Basicamente, temos um filtro com um vetor de parametros w, de comprimento
infinito, em cuja entrada séo inseridas amostras de um processo estocastico x(n). A saida
deste filtro, y(n), é comparada com um sinal desejado d(n), sendo que a diferenca entre os
dois sinais da origem a um erro de estimagdo e(n).

O objetivo do ajuste dos parametros do filtro é fazer com que y(n) seja a melhor
estimativa possivel de d(n). Portanto, trata-se de projetar um dispositivo que “molde” o
processo estocastico x(n) de modo a se ter uma saida semelhante a um modelo de sinal
conhecido a priori. O grande objetivo por trds do processo é reduzir o erro de estimacgdo a
um minimo. Esta reducéo ¢ a linha condutora dos esforgos de otimizacdo empreendidos.

Certamente, minimizar o erro implica no tratamento uniforme para erros positivos e
negativos, de modo que o que se deseja afinal € aproximar o erro de zero. Também ¢é
relevante levar em consideracdo nédo apenas situagfes instantaneas, mas uma minimizagéo

no sentido da média.
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Um critério que contempla estas observacdes € o do erro quadrdtico médio [Haykin,

1996]. Assim, a funcdo custo pode ser escrita, no dominio dos complexos, como:
J=E[e(n).e*(n)] = E[l(n)f’] (4.21)

A saida do equalizador sera:
y(n) = Zﬁwf(.x(n -k) (4.22)

Definamos o k-ésimo peso complexo:
Wy = ax + J.bg (4.23)
E o k-ésimo elemento do gradiente complexo:
Oy = 0/0ax + j.(8/0by) (4.24)

Para obtermos o ponto de minimo da funcdo custo, precisamos ter, para todos 0s
valores de k:

Okd =0 (4.25)

Substituindo (4.22) em (4.21), aplicando o operador gradiente definido em (4.24) e
levando em conta a regra da cadeia, chegamos a:

Od = -2.E[x(n - k).e ()] (4.26)
Aplicando (4.26) a condicdo (4.25), obtemos por fim:

E[X(n-k).eo (N)] =0 k=0, 1, 2,... (4.27)
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onde e,(n) designa o erro na situacgao de otimalidade, ou seja, de gradiente nulo.

A equacdo (4.27) permite que digamos [Haykin, 1996]:

A condi¢do necessaria e suficiente para que a fungdo J atinja o seu minimo valor é
que o valor do erro de estimagdo seja ortogonal a cada amostra de entrada empregada na

estimativa da resposta desejada no instante n.

Tal resultado é conhecido como principio da ortogonalidade. Um interessante

corolario de (4.27) é:
E[yo(n)-€o (N)] =0 (4.28)
que indica que, no filtro de Wiener, a saida y,(n) é ortogonal ao sinal de erro.

Tentemos agora obter o valor do vetor de pesos para o qual ha otimalidade. Para
tanto, apliquemos (4.22) a (4.27):

E{x(n—k).[d*(n)—iwOi X (n=-D} =0 (4.29)

onde Wy € 0 i-ésimo coeficiente do filtro 6timo.

Manipulando (4.29), temos:
2w0i E[x(n—K).x" (n—i)] = Ex(n-k).d" (n)], parak=0, 1, ... (4.30)

O termo r(i - k) = E[x(n - k).x (n - i)] é a funcéo de autocorrelacdo de x(n) para um
atraso de i-k. O termo p(-k) = E[x(n - k).d (n)] é a correlagéo cruzada entre a entrada do
filtro x(n) e a resposta d(n) para um atraso de -k.

Portanto, temos que (4.30) se torna:
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iw"‘ Hi-K) =p(-k), k=01, .. (4.31)

que séo as equagdes de Wiener-Hopf.
Supondo agora um filtro linear com p coeficientes, podemos escrever as equacgdes
de Wiener-Hopf na forma matricial:

R.wo = (4.32)
P

onde R = E[x(n).x"(n)] e p = E[x(n).d"(n)], sendo x(n) = [x(n), x(n-1), ..., x(n-p+1)]".

Por fim, obtém-se o valor de w, por uma simples inverséo:
wo=R™p (4.33)
Podemos nos perguntar: como € a forma da funcao custo J(w)? Certamente isto €
bastante relevante para que possamos caracterizar o esquema de filtragem 6tima de Wiener.
Os resultados anteriores nos mostraram que h& apenas um ponto, a solugdo de
Wiener expressa em (4.33), que anula o gradiente da funcdo. Portanto, a funcéo é unimodal.
Uma primeira analise pode ser no sentido de obter o valor minimo desta fungéo, ou
seja, J(wo). Temos que:
J(wo) = Elleo(n)’] (4.34)
Uma vez que:
d(n) = yo(n) + eq(n) (4.35)

Temos ainda, supondo processos de média nula:

Od” = Oy + J(Wo) (4.36)
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gracas ao corolario do principio da ortogonalidade. Portanto:
Jmin = J(Wo) = O-d2 - 0'y02 (4.37)
Assim, o valor minimo da funcdo custo é a diferenca entre a variancia do sinal
desejado e a variancia da saida do filtro na condicdo 6tima.
Tomando (4.21) e (4.22), ap6s diversas manipulacdes, chegamos a expressdo geral
para a fungdo custo:
Jw)=ol-whp-p'w+w'Rw (4.38)
que também pode tomar as formas:
Jw)=0os-p" Rip+w-RLp)"Rw-R1p) (4.39)
ou
IW) = Jin + (W = wo) LR.(W = wo) (4.40)
A funcdo custo J(w) € portanto quadrdtica, e tem a forma de um paraboldide com p
graus de liberdade, caracterizado por um unico minimo. Os exemplos a seguir podem fixar

melhor os conceitos discutidos até agora.

Exemplo 4.1: Canal MA(1)

Seja um canal MA(1):

Hua(z) =1+ a.z*t (4.41)

cujo Unico zero encontra-se em z = -a. Empreguemos um equalizador com dois

coeficientes, com vetor de pesos:
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w(n) = [wo(n) wa(n)] (4.42)

Suponhamos que o sinal s(n) assuma valores +1 e —1 com igual probabilidade, e que

ha independéncia entre as amostras. Podemos escrever, a partir de (4.41):

x(n) =s(n) + a.s(n-1) (4.43)
Portanto:
r(0) = E[s%(n) + a®s%(n-1) + 2.a.5(n).s(n-1)] = 1 + o (4.44)
E também:
r(1) = E{ [(s(n) + as(n-1)L.[s(n-1) + a.s(n-2)] } = a (4.45)

Temos a seguinte propriedade da funcdo de autocorrelagéo:

r(-k) = r(k) (4.46)
que nos permite dizer que:
r-1)=r(1)=a (4.47)
Portanto:
R= E"Lu“z 1+°‘a25 (4.48)

Supondo que o sinal desejado é o proprio sinal transmitido, temos:
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d(n) = s(n)

Portanto:

p(1) = E[d(n)x(n)] = E{s(n).[s(n) + a.s(n-1)]} = E[s(n)] =1

p(2) = E[d(n).x(n-1)] = E{s(n).[s(n-1) + a.s(n-2)]} =0
O valor do vetor de correlacdo cruzada é entdo:
p=[10]"

A solucdo de Wiener sera, portanto:

0 1+0? ~a O

+a’+a’ 1+a2+a4%

Wo = R'l.p

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

Para podermos obter alguns resultados nimericos, fizemos a = 0.6. Para este valor

de a, a solucao de Wiener é:

wo = [0.9130 -0.4028]"

(4.54)
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Figura 4.4: Superficie de Erro e Curvas de Nivel

Na Fig. 4.4, esta tracada a superficie de erro para 0 modelo utilizado no exemplo.
Esta figura é complementada por um conjunto de curvas de nivel de J(w), onde a solucao

de Wiener esta indicada por um asterisco, no centro das diversas elipses.

4.5. O Algoritmo LMS

Na filtragem de Wiener, tinhamos um situacdo eminentemente estatica: ha o célculo
do vetor 6timo de pesos, 0 que conclui o projeto do filtro. Porém, em situacfes préticas, €
muito importante tentar atingir a solugdo 6tima por meio de um processo iterativo. Ha
alguns motivos importantes para isto, como por exemplo o custo computacional. Solucionar
as equacdes de Wiener-Hopf pode ser muito custoso computacionalmente, principalmente
para equalizadores com muitos taps e operando em altas taxas [Haykin, 1996].

Uma alternativa pode ser o uso do método steepest descent, que descreveremos na

secdo seguinte.

4.5.1. O Método Steepest Descent

A partir do célculo diferencial, sabemos que o gradiente de uma funcdo num dado
ponto, caso ndo seja o vetor nulo, tem sempre a diregdo e o sentido de maior crescimento da
mesma [Kreyszig, 1993]. Intuitivamente, percebemos que “caminhar” no sentido contrario
ao maior crescimento possivel é uma boa estratégia para buscar um ponto de minimo, pois

trata-se da “descida mais ingreme”. Este € o conceito por tras do chamado método steepest
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descent, introduzido por Cauchy em 1847 [Kreyszig, 1993]. Portanto, dada uma fungéo
custo J(w), podemos expressar que a atualizacdo do vetor de pardmetros w se faz através da

seguinte expressao:

w(n+1) = w(n) - pL.OI[w(n)] (4.55)

onde o parametro Y, denominado passo de adaptag¢do, controla o tamanho do passo dado a
cada iteracdo. Repetidas realizacGes de (4.55) devem levar a um minimo local, se o valor do
passo for adequadamente escolhido.

Para que possamos utilizar este método na busca do valor que otimiza (4.21),
precisamos efetuar o calculo do vetor gradiente de tal fungdo. Aplicando (4.24) as

expressoes (4.38-4.40), temos:

0J=-2.(p-Rw) (4.56)

A partir de (4.55) e (4.56), obtemos a expressdo do método steepest descent

aplicado a busca da solucdo de Wiener:
w(n+1l) =w(n) + 2...[p — Rw(n)] (4.57)
Por razdes de simplicidade, incorporaremos o fator multiplicativo 2 ao passo de
adaptacdo em (4.57).
Isto produz, finalmente:
w(n+1) =w(n) + Ww.[p - Rw(n)] (4.58)
O método steepest descent nos levou, portanto, a um sistema dindmico discreto
linear com p variaveis de estado, onde p é o nimero de parametros do filtro. A aplicacdo da

condicdo de equilibrio (2.11) nos da como Unico ponto justamente a solucdo de Wiener,

como era de se esperar. Isto conclui a andlise estdtica do algoritmo. Em termos de analise
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dindmica, compete a nos buscar uma andlise de estabilidade do ponto obtido. Para isto,
vamos expressar a matriz jacobiana (secéo 2.5.2) de (4.58), dada por:

J=I-pR (4.59)
onde I € a matriz identidade de ordem p.

Atraves de (4.59), podemos estabelecer uma relagéo direta entre os autovalores da

matriz jacobiana e 0s da matriz de autocorrelagéo:

A3=1- AR (4.60)
onde A; é um autovalor genérico da matriz jacobiana e Ar 0 autovalor correspondente na
matriz de autocorrelagéo.

Sabemos que a condi¢do de estabilidade para um sistema linear de ordem p é:
Mil<1,i=0, .., p-1 (4.61)
Aplicando (4.60), obtemos a condicdo equivalente:
I1-pAR|<1,i=0, .., p-1 (4.62)
A condicdo (4.62) pode ser desdobrada em:
-1<1-MmARi<1,i=0,..,p-1 (4.63)
que equivale a:

0<p<2Ag,i=0, .., p-l (4.64)

Sendo uma propriedade da matriz de autocorrelacdo ser definida ndo-negativa, ou
seja, valendo a restricao:
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Ari20,i=0, .., p-1 (4.65)

a condicdo (4.64) equivale a:

0 < 1 < 2/\Rmax (4.66)

onde Armax € 0 autovalor da matriz R com maior magnitude.

A faixa de valores indicada em (4.66) revela a faixa de operacdo satisfatoria para o
método steepest descent. Fora desta faixa, o algoritmo ndo mais converge para a solucéo de
Wiener, sendo que o valor de J[w(n)] tende a valores infinitamente grandes. Gracas a
linearidade inerente a expressao iterativa (4.58), ha apenas estas duas possibilidades.

Uma vez concluidas as analises estatica e dindmica, passemos a um exemplo de

aplicacdo do método.

Exemplo 4.2 — Aplicacdo do Método Steepest Descent

Voltemos ao modelo do exemplo 1: uma canal MA(1) com a = 0.6, e um
equalizador com dois pesos. Usando as expressdes (4.48) e (4.52) em (4.58), obtém-se a
expressdo do método para esta aplicacdo especifica. A condicdo inicial escolhida foi
w(0)=[00]".

Foram realizadas 1000 iteracdes com p = 0.01. A escolha do passo é razoavel pois,
para este caso, a faixa de estabilidade obtida a partir de (4.66) foi 0 < pu < 1.0204. A
trajetdria seguida pelo vetor de pesos encontra-se na Fig. 4.5, junto com as curvas de nivel.
E interessante notar que a trajetoria segue aproximadamente uma direcdo ortogonal a
tangente as curvas de nivel em cada ponto de cruzamento. Isto decorre diretamente das
propriedades do vetor gradiente e da suficiente pequenez do passo de adaptacdo. Apds as
sucessivas iteracdes, o vetor w(n) encontra-se muito proximo da solucdo de Wiener
(indicada por um asterisco).

Na Fig. 4.6, encontramos a evolugdo de J[w(n)], simplesmente expressa por J(n).

Percebe-se que h& um decrescimento no valor da funcdo custo até um valor minimo. Tal
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comportamento era o esperado por nos. Calculemos o valor de Jyin para este caso. Para
tanto, podemos utilizar a relagéo:

0y02 = WOH.R.WO = WOH.p (4.67)
Substituindo (4.67) em (4.37), obtemos:
Jmin = O - Wo ' .p (4.68)
Sabemos que o4® = 1. Utilizando os resultados do exemplo 1, obtemos:
Jmin = 0.0870 (4.69)
Podemos perceber que este valor € o valor minimo da Fig. 4.6, o que reafirma o

bom desempenho do método. Com 400 iteracdes ja se encontrava o erro muito proximo do

limitante tedrico (4.69).

0
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

Figura 4.5: Trajetéria de Convergéncia Figura 4.6: Evolucgéo de J(n)

Sendo (4.58) um sistema dinamico linear, a expressdo para w(n) pode ser obtida
analiticamente, e sera do tipo exponencial. E preciso, para tanto, resolver a parte
homogénea (transitoria) e a particular (permanente). A Fig. 4.7 mostra claramente o carater
de combinacéo de exponenciais discretas das solugdes:
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Figura 4.7: Evolucéo dos Pesos

As bases das exponenciais sdo os autovalores de J, expressos em (4.60). H& um
termo constante na solucdo, que corresponde ao regime permanente. Tal termo leva a

solucdo de Wiener, expressa em (4.54), quando o transitorio desvanece.

4.5.2. Derivacao e Propriedades do Algoritmo LMS

Conforme vemos em (4.58), o emprego do método steepest descent exige o calculo
da autocorrelacdo do sinal de entrada e também da sua correlacdo cruzada com o sinal
desejado. Na maioria das aplicacdes praticas do procedimento, o canal ndo é conhecido a
priori, 0 que impede o célculo analitico de R. Pode-se, no entanto, realizar estimativas
temporais da matriz, supondo a ergodicidade do processo de entrada.

Porém, tais processos requerem um custo computacional que pode se tornar
indesejavelmente alto em certos casos. Um procedimento mais simples torna-se entdo
bastante interessante.

Com base nestas idéias, surgiu o algoritmo LMS (Least Mean Square), proposto por
Widrow e Hoff em 1960 [Haykin, 1996]. Tal algoritmo tem por base uma aproximacéo: a
substituicdo da esperanca por valores instantdneos. Isto d& origem as grandezas

aproximadas:

Rgp = x(n).x"(n) (4.70)



pap = x(n).d () (4.71)
Aplicando (4.70) e (4.71) em (4.58), obtemos:
w(n+1) = w(n) + p[ x(n).d (n) - x"'(n).x(n).w(n)] (4.72)
que apés algumas manipulagdes nos leva a:
w(n+1) = w(n) + px(n).[d"(n) - x"(n).w(n)] = w(n) + pe’(n).x(n) (4.73)

Em (4.73), temos a expressdo final do algoritmo LMS. Trata-se de um algoritmo
extremamente simples, sendo portanto bastante atraente do ponto de vista pratico. Tendo o
equalizador p parametros, sdo necessarias 2p+1 multiplicagdes complexas e 2p adigdes
complexas por iteracdo. Portanto, a complexidade ¢ do tipo O(p) [Haykin, 1996].

As aproximagdes realizadas nos levam a uma verséo estocdstica do gradiente, pois o
mesmo ird variar instantaneamente de acordo com e(n) e x(n), que sdo processos aleatorios.
Portanto, a expressdo (4.73) refere-se a um sistema dindmico estocdstico, de natureza
bastante diferente dos sistemas deterministicos que temos estudado.

Esta aproximagéo do vetor gradiente faz com que o algoritmo LMS tenha algumas
diferencas de desempenho muito significativas em relagdo ao método steepest descent. A
introducdo de incertezas na adaptacdo impede que o sistema convirja para um ponto fixo
(no caso a solucdo de Wiener), sendo o comportamento estacionario do vetor de estado
caracterizado por uma variacdo aleatéria em torno do ponto de equilibrio do método
steepest descent. A aleatoriedade introduzida pela aproximacdo estocéstica pode ser vista
como a introducao de um ruido de gradiente.

Diremos que o algoritmo LMS sera convergente, no sentido da média quadratica, se:

J(n) - J(),sen - o (4.74)
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onde J(e0) é um valor fixo. A diferenca entre este e 0 menor valor possivel, Jmin, Caracteriza
0 desajuste (misadjustment), que quantifica a diferenca de comportamento do método
steepest descent e do LMS.

A convergéncia do algoritmo LMS esta intimamente ligada ao passo de adaptacao
M, como ja podiamos antecipar a partir de (4.66). De fato, a escolha do passo esta ligada a
fatores que iremos discutir mais adiante.

Tentaremos agora mostrar alguns pontos relevantes da analise do LMS, seguindo a
abordagem exposta em [Haykin, 1996].

Em primeiro lugar, definamos:

g(n) =w(n) - wo (4.75)

que indica o erro do vetor de pesos em relacdo ao valor 6timo de Wiener. Portanto, €(n)

sera chamado de vetor de erro de pesos. Aplicando (4.75) a (4.73), temos:

g(n+1) = [I - p.x(n).x"(n)].€(n) + p.x(n).eo (n) (4.76)

onde

eq(n) = d(n) — wo .x(n) (4.77)

Supondo um passo de adaptacdo suficientemente pequeno, podemos afirmar que a

solucdo de (4.76) estara proxima da solucéo de:

g(n+1) = [I - p.R].€(n) + p.x(n).eo (n) (4.78)

A condicdo sobre a pequenez de | procede, pois neste caso a variacdo aleatoria de
€(n) serd bastante atenuada.

Discutamos também a chamada reoria da independéncia, baseada em quatro pontos:

1 — Os vetores de entrada x(0), ..., x(n) sdo estatisticamente independentes.
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2 — Num instante n, o vetor x(n) é estatisticamente independente das amostras passadas
d(0), ..., d(n-1).

3 — Num dado n, d(n) depende de x(n), mas independe de d(0), ..., d(n-1).

4 — O vetor de entrada x(n) e o sinal desejado d(n) consistem de variaveis aleatdrias

Gaussianas e mutuamente distribuidas para todos os valores de n.

Os quatro pontos acima, embora sejam simplificadores na analise do algoritmo, sdo
bastante discutiveis. No primeiro ponto, assume-se independéncia entre os vetores de
entrada. Ora, dois vetores sucessivos x(n) e x(n+1) compartilham p-2 amostras idénticas,
sendo um deles proveniente do deslocamento do outro (com a eliminacdo de uma amostra
antiga e a inclusdo de uma nova). Portanto, para uma estrutura de filtragem temporal como
a que enfocamos neste trabalho, o primeiro ponto ndo se sustenta. No caso de um array de
antenas, onde as entradas ndo apresentam uma linha de atrasos, a primeira hipotese é mais
razoavel.

Os pontos 2 e 3 também podem ser contestados, caso o sinal desejado apresente
dependéncia entre amostras sucessivas, e esteja de alguma forma relacionado ao sinal
transmitido. O ponto 4 também é bastante limitador, como podemos imediatamente
constatar.

Feitas as hipoteses simplificadoras, partamos para algumas defini¢des que serdo

- Dada (4.78), podemos afirmar que havera convergéncia, na media, se:
E[e(n)] - 0 (4.79)
ou seja,
E[w(n)] - wo (4.80)
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O fato de haver convergéncia na media ndo significa um comportamento
satisfatorio, pois ndo elimina a possibilidade de variagdes substanciais em torno do nivel
médio. Um critério mais interessante é:

D(n) = E[|le(n)||] — constante (4.81)

que leva em conta um desvio quadratico médio D(n). Podemos ainda escrever, no mesmo

espirito:
J(n) = E[le(n)*] - constante (4.82)
Os critérios (4.81) e (4.82) estdo intimamente ligados, 0 que permite que a analise se
restrinja a um deles apenas.
Definamos a matriz de autocorrelacédo do vetor de erro dos pesos:
K(n) = E[g(n).€"(n)] (4.83)
Aplicando (4.83) a (4.78), e aplicando a hipotese de independéncia discutida, temos:
K(n+1) = (I - .R).K(n).(I - LR) + p%Jmin.R (4.84)
A matriz de autocorrelacdo ndo ira convergir para 0, pelo segundo termo do segundo
membro. Isto indica que havera uma oscilacdo aleatoria cuja poténcia é determinada por
este termo.
Utilizaremos (4.84) para tentar definir o comportamento de J(n). Para tanto, seja:
e(n) = d(n) — w"(n).x(n) = d(n) — wo .x(n) - £"(n).x(n) = eo(n) - €7(n).x(n)  (4.85)
Aplicando (4.85) a (4.21), temos:

J(n) = Jmin + E[€™(n).x(n).x"(n).€(n)] (4.86)
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Sabendo que o traco de um escalar é ele mesmo, e lembrando a hipotese de

independéncia assumida, podemos escrever:

E[e™(n).x(n).x"(n).e(n)] = E{tr[e™(n).x(n).x"(n).e(n)]} = tr{E[x(n).x"(n).e(n)."(M)]} =
tr[R.K(n)] (4.87)

Portanto, (4.86) equivale, sob as hipoteses feitas, a:
J(N) = Jmin + r[R.K(N)] = Jin + Je(n) (4.88)
Sendo R.K(n) sempre definida positiva, podemos afirmar que o algoritmo LMS
sempre produz um erro quadratico médio maior que 0 minimo teorico Jmin.
Sabendo que:

Q"RQ=A (4.89)
onde A é uma matriz diagonal contendo os autovalores de R, e Q é uma matriz cujas
colunas séo os autovetores associados a0s mesmos.

Seja também:
Q" K(n).Q = U(n) (4.90)
Em geral, U(n) ndo é diagonal. A partir de (4.88), (4.89) e (4.90), temos:
tr[R.K(n)] = tr[Q.A.Q".Q.U(n).Q"] = tr[A.U(n)] (4.91)

onde usamos as propriedades tr(AB) = tr(BA) e Q.Q" = I.

A partir de (4.91), podemos escrever:
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J,.(n)= pZ_j)'Ri u, (n) (4.92)

ondeu(n), i =0, ..., p-1, sdo os elementos da diagonal da matriz U(n).
A partir de (4.89), (4.90) e (4.84), obtemos:

U(n+1) = (I - PA).UM).(I - PA) + P2 dmin. A (4.93)

Pela dependéncia de (4.92), nos restringiremos aos termos diagonais de U(n). A
partir de (4.93), obtemos:

ui(n+1) = (1 - PAR)ZU(N) + P2dmin. Ari (4.94)
Definindo:
u(n) = [Uo(n), ..., Upa(M]" (4.95)
e
A =[ARos oo Arpa]" (4.96)

podemos reescrever (4.94) como:
u(n+1) = B.u(n) + p2JminA (4.97)
onde by = (1 - WARi)? se i =jou by = PEALA;, se i # .

A matriz B ¢ real, definida positiva e simétrica. E possivel demonstrar [Haykin,
1996] que a solucéo de (4.97) € dada por:
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p-1

u(n) = 3 clg,! [a(0) ~u(e)] +u() (4.98)

onde ¢; € 0 i-ésimo autovalor de B e g; 0 i-ésimo autovetor.

Aplicando (4.98) em (4.92), temos:

Jo(n) = AT.u(n) = ijC 27g. g7 [u(0) —u(co)] + 2 u(e) (4.99)
de onde inferimos que:
Jo(®) = AT.u(c) (4.100)
Sabendo que:
J(N) = Jnin + Je(N) (4.101)
obtemos:
p-1
J(n) = ; y,c' +J.. +J, (o) (4.102)

onde y, = A".g.g " [x(0) - x(0)], i =0, ..., p-1.

Podemos inferir que o erro quadratico médio, expresso em (4.102), ir& evoluir sem
nenhum tipo de oscilacdo de natureza periddica amortecida, consistindo apenas de uma
soma de exponenciais e de termos constantes. Vale lembrar que, em uma inica realizagdo,
a curva ird apresentar oscilagdes aleatorias, que desaparecem quando se toma a esperanca e
obtém-se J(n).
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Os transitorios de J(n) tendem a desaparecer com o aumento de n, ou seja, 0 LMS
converge se e somente se a restricdo (4.66) for obedecida. Para que isto acontega, 0S
autovalores de B devem ser menores que 1 em magnitude. Pela propria definicdo de
autovalor e autovetor, temos:

B.g=cg (4.103)

que equivale a:
p-1 _
Zbij.gj =cg,,i =0,..,p-1 (4.104)
£

Lembrando as expressdes para bj;, expostas junto a (4.97), e aplicando-as a (4.104),

obtemos:
p-1 _
(L-pA) 29, + 1A Z)IRj g, =cg;,i =0,.,p-1 (4.105)
&

Finalmente, resolvendo para g;, chegamos a:

Hhra %) 0 (4.106)
g = ' . 9:,1=0,...,p-1 4.1
c-(1-pAy)? j:;# e

Utilizemos o teorema de Perron-Frobenius [Haykin, 1996], que afirma que uma
matriz definida positiva B tem um Unico autovalor maximo (em magnitude). O autovetor
correspondente tera apenas componentes positivas. Portanto, fazendo com que este maximo

autovalor valha 1, e realizando simplificagdes, obtemos:

= p_l)l 0 0
- K 9.i=0..p-1 4.107
g| 2 ./-\Ri A Ri gJ p ( )
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No caso de convergéncia do LMS, segundo (4.82), podemos escrever:

Jex(®0) = J(%0) = Jmin (4.108)
A partir de (4.94), obtemos:
I'I'Jmin H—
u;(e0) =——i =0,...,p-1 (4.109)
2 UAg

Substituindo em (4.100), temos:

p-1 p-1 ,LIAR
Jey (0) = Z Agi Ui () =3 ﬁ (4.110)
1= 1= “IRi

Se 0 somatorio do segundo membro de (4.110) for menor que um, podemos afirmar
que:

Jox(®0) < Jnmin (4.111)

Uma importante medida de desempenho do algoritmo LMS é o j& mencionado

desajuste (misadjustment), definido como:

Ao du(®) & phy
i S 2— UAy

min

(4.112)

Pela relacéo estabelecida em (4.111), temos que:

A<1 (4.113)

O desajuste fornece o quanto a solucdo obtida através do LMS estd afastada da

solucdo de Wiener. Portanto, quanto maior o desajuste, mais pobre sera a estimativa do
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algoritmo. Um desajuste de 25 %, por exemplo, indica que o custo da solu¢do do LMS estéa
25% acima de Jyin.

Percebemos que A depende do passo de adaptacdo Y. A escolha do passo, portanto,
relaciona-se com a qualidade da estimativa fornecida pelo método. Supondo que o valor do

passo € muito menor que o maior (em magnitude) autovalor de R, podemos escrever:
A= % A (4.114)

Sendo a matriz R Toeplitz, todos os elementos de sua diagonal principal sé&o
idénticos e iguais a r(0). Assim,

tr[R] = pr(0) = 2E[|x(n -k)[] :Z Ay (4.115)

A expressao (4.115) indica que a soma dos autovalores corresponde a poténcia na
entrada do filtro.

Para fins préaticos, podemos adotar uma restricdo para P mais conservadora que
(4.66), pois a obtencdo de Ama N0 € razodvel na prética. Portanto, podemos adotar a

condicdo:
0 <u<2ir[R] (4.116),

que pode ser mais facilmente determinada num caso pratico, através do uso da equacéo

(4.115), que relaciona o traco da matriz a poténcia na entrada do filtro.

4.5.3. A Escolha do Passo de Adaptacao

Conforme pudemos constatar, o passo de adaptacdo tem um papel preponderante no
projeto de um equalizador adaptativo. Dele dependem a velocidade de convergéncia, o
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desajuste, a estabilidade, enfim, trata-se de um parametro que deve ser cuidadosamente
escolhido.

Basicamente, trata-se de um compromisso classico entre velocidade de
convergéncia (que aumenta com o aumento de ) e precisao da solugéo (que diminui com o
aumento de p, como vimos na secdo anterior). Isto levando sempre em consideracao a faixa
de valores de passo para a qual hd convergéncia. Portanto, cada caso de aplicacdo deve ser
analisado, para que se opte por dar mais énfase a uma ou outra caracteristica, que podemos
dizer, mais se destacam no “dilema” da escolha de pardmetros de um filtro linear
adaptativo.

Em algoritmos lineares, como o sdo os que derivam da filtragem de Wiener, a
variacdo do passo de adaptacdo leva a dois cendrios: convergéncia para um ponto de
equilibrio (préximo ou igual & solucdo de Wiener), ou divergéncia para o infinito. Em
algoritmos baseados em outros critérios, hd uma riqueza de cenarios maior, como veremos
no capitulo 6.

Voltemos ao modelo MA(1) para um exemplo envolvendo o uso do algoritmo LMS.

Exemplo 4.3 — Aplicacdo do Algoritmo LMS

Voltando ao modelo MA(1), que ja enfocamos em duas outras oportunidades,
apliquemos agora o algoritmo LMS para buscarmos o filtro 6timo. Utilizaremos os
parametros a = 0.6, p = 0.01 e w(0) = [0 0]". Na Fig. 4.8, encontra-se a trajetéria percorrida
pelo estado do sistema, tracada juntamente com as curvas de nivel, para uma melhor

referéncia.
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Figura 4.8: Trajetoria do Vetor de Pesos no LMS

Em comparagdo com a Fig. 4.5, percebemos claramente a influéncia do ruido de
gradiente na trajetdria, responsavel por suas oscilacoes e pela flutuacdo em torno da solucéo
de Wiener, como discutimos anteriormente. Na Fig. 4.9, podemos analisar a evolucdo do

erro quadratico médio na realizacdo corrente do algoritmo LMS.
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Figura 4.9: Erro Quadratico Médio e Ampliacdo

A evolucdo do erro quadratico medio tem um comportamento semelhante ao
apresentado na Fig. 4.6. Porém, como era de se esperar, no caso do algoritmo LMS héa
flutuacBes na regido de regime permanente da curva. Tais flutuagcBes também séo
consequéncia da oscilacdo ruidosa verificada na trajetdria do vetor de pesos, comentada no
paragrafo anterior.

Utilizando (4.112), obtemos que o desajuste vale:
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A =0.0137 (4.117)

um valor compativel com uma andlise mais detalhada da Fig. 4.9.

Na Fig. 4.10, podemos observar a evolucédo de wg(n) e wy(n). Podemos perceber que
tal evolucdo € semelhante a exibida na Fig. 4.7, a menos das ressalvas feitas quanto a
aproximac&o do gradiente deterministico, que explicam as flutuacGes aleatorias inexistentes

no caso do método steepest descent.
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Figura 4.10: Evolucdo dos Pesos

Por fim, vale notar que uma Unica realizacéo do algoritmo LMS leva a uma curva de
erro quadratico com bastante “ruido”. Uma média entre diferentes realizacbes vai
gradativamente reduzindo tais aleatoriedades, levando a estimativas razoaveis do custo
(erro quadratico médio). A Fig. 4.11 confronta uma Unica realizacdo do erro com uma

média feita com 30 realizacdes.

97



g
i
[

o
©

I
N

o
©

i

o
3

o
©

o
2

Erro Quadratico

o o
w B
=

7

I
IS

Erro Quadratico - Média de 30 Realizagdes
g g o o
& [
- ——

0.2

. |

0 500 1000 1500
n n

Figura 4.11: Erro Quadratico (em uma e trinta realizac6es)

4.6. Outros Métodos Baseados na Teoria de Wiener

O algoritmo LMS néo é a Unica forma de se obter, de forma adaptativa, estimativas
da solucdo de Wiener. Foram desenvolvidas algumas outras técnicas, que comentaremos
brevemente nesta secéo.

O algoritmo RLS (Recursive Least Squares) é talvez o mais conhecido dos
algoritmos supervisionados, excetuando-se 0 LMS. Fundamenta-se na minimizacdo de uma
funcéo custo que é a soma ponderada dos valores do erro quadratico. Ou seja, a definicéo
ndo envolve esperancas matematicas como no caso da teoria de Wiener. A partir desta
definicdo, chega-se a equacdes muito semelhantes as de Wiener-Hopf, com a diferenca de
que ndo estardo envolvidos o vetor de correlacdo cruzada e a matriz de autocorrelagdo, mas
sim suas estimativas temporais. Tais estimativas sdo atualizadas iterativamente, o que é
bastante relevante do ponto de vista computacional. Para se evitar a constante inversdo de
matrizes, que sé@o muitas vezes de grande dimensdo, emprega-se um engenhoso resultado
algébrico denominado lema de inversdo de matrizes OU identidade de Woodbury [Haykin,
1996]. Através deste resultado, consegue-se também estimar a inversa iterativamente. Isto
conclui a obtencédo do algoritmo.

Em comparagdo com o LMS, o RLS apresenta um maior custo computacional, mas
tem uma velocidade de convergéncia tipicamente uma ordem de grandeza maior que a do

LMS [Haykin, 1996]. A velocidade de convergéncia do RLS independe das estatisticas de
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segunda ordem do sinal, o que ndo é verdade para o LMS. Por fim, o valor de Je(n)
converge para zero quando n tende a infinito, o que ndo ocorria para o LMS.

Baseados nestes dois algoritmos, surgiram métodos modificados, baseados por
exemplo em fatoracdo de matrizes, como a fatoracdo QR, ou em procedimentos de

normalizag&o (como o chamado LMS normalizado).

4.7.  Introdugdo aos Métodos Autodidatas

Conforme tivemos a oportunidade de constatar, os métodos baseados na teoria do
filtro 6timo de Wiener exigem o conhecimento de uma sequéncia d(n), correspondente a
um sinal desejado. Nao é dificil perceber que dispor de amostras do sinal transmitido no
receptor € algo complicado, pois 0 objetivo da comunicacdo € justamente fazer com que a
informacdo em um transmissor possa ser enviada a um receptor. Portanto, para se gerar a
sequéncia de treinamento do equalizador, faz-se necesséria a transmissdo de informacéo ja
conhecida no destino. O emprego do sistema no envio de mensagens que servem apenas
para 0 ajuste do equalizador pode levar a necessidade de um aumento na taxa de
transmissao, o que significa maior ocupacédo espectral, por exemplo. Ha ainda sistemas em
que se torna impossivel a adicdo de tais sequéncias, por impossibilidade de projeto,
inviabilizando esses procedimentos de equalizacdo. Um exemplo classico, e que nos faz
entender a motivacao inicial de Godard ao propor a classe de algoritmos que hoje leva o seu
nome (iremos discutir este algoritmo com detalhes no capitulo 5), é o de uma rede de
computadores multiponto [Haykin, 1996, Godard, 1980 e da Rocha, 1996]. Supondo uma
arquitetura onde haja uma unidade de controle e diversos terminais, torna-se problematico o
retreinamento de um destes Ultimos elementos, que s6 podem operar quando designados
pela unidade de controle. O problema decorre de possiveis varia¢gdes no canal ou do fato de
o terminal no estar ligado durante a sincronizacéo inicial da rede.

Outro caso em que pode ndo ser pratico o uso de sequéncias de treinamento é num
ambiente de comunicagdes moveis, onde a faixa de transmissdo € severamente limitada, e a
presenca de desvanecimentos severos pode tornar muito dificil a obtencdo de um adequado

sincronismo.
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Enfim, por motivos como estes, torna-se atraente uma técnica que permita o ajuste
iterativo do equalizador sem a necessidade de transmissdo de uma sequéncia de
treinamento. Tais técnicas sdo denominadas autodidatas ou cegas.

Podemos dizer que a equalizacdo autodidata esta ligada a um cenario de
desconvolugdo. A razdo para isto estd em (4.5), onde percebe-se que o sinal transmitido €
convoluido com a resposta ao impulso do canal, para dar origem ao sinal recebido.
Portanto, para recuperarmos a informacdo transmitida faz-se necessario realizar uma
operacdo inversa a convolugdo, a desconvolugdo. Esta idéia ndo se limita a canais de
comunicagédo, mas a todo e qualquer sistema modelado como LIT.

Dispondo do sinal de saida do canal (sinal recebido), hd dois cenérios nos quais
pode ocorrer a desconvolugdo: com ou sem conhecimento do canal. Este ultimo caso é o

mais interessante para nos, pois nele esté a raiz do problema da equalizacdo autodidata.

4.7.1. Técnicas Mais Utilizadas

Basicamente, a desconvolucdo autodidata tem sido realizada segundo trés
paradigmas, a saber [Haykin, 1996]:

1) Algoritmos Baseados Explicitamente em Estatisticas de Ordem Superior, que usam
cumulantes de ordem maior que dois e suas contrapartidas frequenciais, 0s
poliespectros. Tais grandezas, ao contréario da autocorrelagdo, preservam a informacao
de fase, informacdo esta que “faz a diferenca” quando se lida com canais de fase nédo-

minima.

2) Algoritmos Baseados Implicitamente em Estatisticas de Ordem Superior, grupo no qual
se incluem os algoritmos de Bussgang, classe da qual o CMA faz parte. Trata-se de
algoritmos que utilizam um estimador ndo-linear para suprir a auséncia de um sinal
desejado. S&o algoritmos que apresentam um comportamento dindmico bem mais rico

que o dos algoritmos supervisionados, como procuraremos mostrar neste trabalho.
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3) Algoritmos Baseados em Estatisticas Cicloestaciondrias, que utilizam estatisticas
cicloestacionarias de ordem dois do sinal recebido. A raz&o para o emprego de tais

estatisticas esta nas propriedades das modulacGes baseadas em uma portadora senoidal.

O leitor interessado em aprofundar-se no estudo de qualquer um dos trés
paradigmas pode encontrar em [Haykin, 1996] referéncias dos trabalhos seminais relativos
a cada uma das areas.

O tema deste trabalho centra-se no segundo paradigma, o mais utilizado e também o
de mais simples implementagéo e operagao.

Basicamente, 0 maior interesse das técnicas de equalizacdo cega reside no projeto
de equalizadores para canais de fase ndo-minima. A razdo para isto é que para se equalizar
um canal de fase minima € preciso simplesmente inverter a resposta de amplitude do canal,
0 que se faz através de um filtro branqueador, enquanto que para canais de fase ndo-minima
torna-se imperativo que informagdes de fase sejam utilizadas para se ter uma desempenho
satisfatorio.

Muito do conhecimento que temos sobre a equalizacdo cega esta sintetizado nos
teoremas de Benveniste-Goursat-Ruget [Benveniste et al., 1980] e de Shalvi-Weinstein
[Shalvi e Weinstein, 1990]. O primeiro teorema estabelece que uma condi¢do necesséria e
suficiente para a ocorréncia de equalizacdo ZF é a igualdade da distribuicdo de
probabilidade entre o sinal transmitido e a saida do equalizador. O segundo “enfraquece” a
condicdo e dad como condicdo necesséria e suficiente para a equalizacdo ZF a igualdade
entre estatisticas de segunda ordem e de alguma ordem par superior a dois. Vale enfatizar
que estes teoremas sdo validos para sinais transmitidos ndao-gaussianos. Tais trabalhos séo
dois pilares tedricos das técnicas que empregam estatisticas de ordem superior.

Apos esta visdo geral de filtros adaptativos, com énfase num estudo mais profundo
das técnicas supervisionadas, convém que agora nos voltemos para o algoritmo que é o
tema desta tese: o algoritmo do modulo constante (CMA), uma das técnicas de Bussgang,
que “substituem” o sinal desejado por uma estimativa ndo-linear, produzida a partir da

saida do equalizador.
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5. O Algoritmo do Modulo Constante

Apds um breve panorama geral sobre os diversos paradigmas de equalizacéo
autodidata, iremos neste capitulo analisar mais especificamente a técnica mais relacionada
as principais motivagdes desta tese: o algoritmo do mddulo constante (CMA).
Procuraremos expor as principais descobertas sobre os comportamentos estatico e dinamico
da aplicacdo deste algoritmo, desde sua proposta inicial até o presente. Sendo o assunto
bastante vasto, € importante apresenta-lo da forma mais didatica possivel, dividindo-o
segundo as diferentes abordagens que pudemos encontrar na literatura e preservando,
sempre que for conveniente, a linha historica na qual evoluiram os resultados. Assim, as
treze primeiras se¢fes enfocam a analise do CMA segundo a abordagem mais tradicional,
baseada na funcdo custo e em suas derivadas, no espaco dos parametros do equalizador.

Da secdo 5.14 & 5.19, tratou-se de um novo paradigma que classificamos aqui como
“abordagem geométrica”. Tal metodologia concentra seus resultados no chamado espago
conjunto, resultante da convolucgéo entre os elementos da resposta do canal e os parametros
do equalizador. Na andlise dos pontos criticos do critério neste novo espaco, utiliza-se
sobretudo determinadas regifes oportuna e elegantemente definidas para este fim.
Destacam-se ainda neste setor do capitulo as demonstracdes de equivaléncia entre 0s
critérios do modulo constante e o de Shalvi-Weinstein.

Finalmente, os dois Ultimos itens referem-se a analise dindmica do CMA, ja
antecipando a discussdo do capitulo 6, onde se concentram as contribuices mais
inovadoras desta tese.

5.1. A Proposta Original de Godard

Embora ainda sem receber este nome, o algoritmo do mdédulo constante apareceu
pela primeira vez na literatura técnica em novembro de 1980, num artigo de autoria de
Dominique Godard [Godard, 1980]. Godard, a época, trabalhava no Centro de Estudos e
Pesquisas da IBM, em Le Gaude, Franca. Sendo uma das areas de interesse do autor a
transmissdo digital, ndo € de se estranhar que o algoritmo foi proposto dentro de um

contexto de comunicacdo por redes multiponto, onde pode ser impraticavel dispor de
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sequéncias de treinamento em certas circunstancias e € imperativo que se tenha uma
convergéncia rapida do algoritmo de equalizacdo empregado. Outro ponto muito relevante
para a aplicacdo motivadora de Godard é que o método por ele proposto ndo exigia
recuperacdo da fase da portadora na entrada do equalizador, sendo que tal tarefa poderia ser
realizada na saida do mesmo, tendo por base o algoritmo da deciséo direta.

Basicamente, Godard expressa 0s objetivos do método como sendo “reduzir os
efeitos das distor¢bes do canal, de tal forma que as decisdes do receptor tornem-se seguras
o suficiente para se empregar algoritmos de gradiente convencionais de decisdo direta”.
Para isto, é proposta uma funcdo custo capaz de “caracterizar o nivel de IIS na saida do
equalizador independentemente da constelagéo e da fase da portadora”. Sem preservar a
notacdo original do autor, 0 que certamente daria margem a equivocos, tal funcdo custo se

expressa por:
1P =E[ |y(n)P - Ry ]2 (5.1)

A esta funcéo, Godard da o nome de dispersdo de ordem p. A constante R, é
positiva, e seu valor sera derivado posteriormente.

Se analisarmos atentamente (5.1), podemos perceber alguns aspectos muito
relevantes. O primeiro € que, de fato, a fase do sinal recebido ndo importa para o célculo da
dispersao, pois apenas 0 médulo da saida é levado em conta. O segundo € que podemos
encarar este critério, para p = 2, como um “recuperador de médulo constante”, caso a
constelagdo transmitida tenha esta caracteristica. Dai 0 nome CMA para esta versdo do
algoritmo, que como ja frisamos nédo foi usado originalmente por Godard, embora ele tenha
percebido esta propriedade. A analise comeca com a imposicdo de duas restricdes sobre 0s

sinais transmitidos, a saber, que pertencessem a uma constelacdo com uma simetria tal que:
E[s*(n)] =0 (5.2)
além da usual condicao de estacionariedade e descorrelacdo entre os simbolos.

A escolha de R, é feita a partir da analise do gradiente de J®) Apés este calculo,
Godard observa que a variagcdo de R, provoca uma mudanga de amplitude na solugao
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6tima. Assim sendo, ele observa que esta constante € um controle de amplificacdo do
equalizador. Forcando uma condi¢do 6tima, na qual a saida do equalizador é igual ao sinal
transmitido a menos de uma distorcéo de fase, € obtido o valor de R, que proporciona tal

situacdo, a saber:

2p
El|s(n
- Els™ 53)
Efls(n)[’]
A partir destas consideracfes e também de uma aproximacdo estocastica para o

gradiente, chega-se entdo a expresséo classica do algoritmo:
w(n+1) =w(n) + p.e (n).x(n) (5.4)
onde
e(n) = y(n).ly()P2 (R - ly(m)I) (5.5)

e 1 é um passo de adaptacao.

A partir da proposta, Godard ja restringe 0s seus testes aos valoresp=1ep = 2, por
problemas com aritmética de precisédo finita. De fato, estes dois algoritmos foram, desde o
inicio de seus trabalhos, os mais utilizados.

Godard realiza entdo a primeira analise da convergéncia do método, na qual ja se
obtém algumas conclus@es importantes.

Nesta anélise, o autor ja observa que a funcdo dispersdo por ele proposta ndo €
convexa. Isto quer dizer que a inicializacdo influi profundamente no desempenho do
algoritmo, pois ha minimos locais na funcdo custo. E assumido um comprimento infinito
para o equalizador, e solugdes de equilibrio no espago conjunto (canal + equalizador) sdo
procuradas. Sdo procuradas solugdes ZF, consideradas como minimos globais. Godard
também expde, pela primeira vez, uma inicializacdo baseada em um unico “spike”, idéia

mais explorada por Foschini, como veremos na se¢do 5.4. Os resultados obtidos mostram
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que o algoritmo obteve solucbes proximas a de Wiener através de um processo de

convergéncia considerado lento.

5.2.  Treichler e Agee Entram em Cena

Um artigo de 1983 [Treichler e Agee, 1983], escrito por Treichler e Agee, figura
também entre os trabalhos pioneiros sobre 0 CMA.

Basicamente, os autores propdem o algoritmo, que recebe pela primeira vez o nome
de algoritmo do mddulo constante, para compensar os efeitos de multipercursos seletivos
em frequéncia e de interferéncia em sinais com envelope constante. O termo “envelope
constante” estende o dominio de aplicabilidade da técnica também a sinais FM, o que se
liga ao problema motivador dos autores, a propagacao de sinais pelo ar. Vale lembrar que a
estrutura do sinal FM esta muito ligada a dos sinais do tipo PSK, mais relacionados ao
trabalho de Godard.

E explicado com cuidado o problema dos multipercursos seletivos em frequéncia,
capazes de provocar efeitos indesejados de AM e distor¢bes de fase, sendo proposta entéo
uma funcgéo custo capaz de mitigar estes danos. Tal funcdo é justamente (5.1), comp=2e
a suposicdo de maddulo unitério, ou seja, R, = 1. Ha ainda a adicdo de um fator de escala.
Foi utilizada a aproximacao estocastica, sendo adotada a notacéo de (5.4), que é semelhante
a do LMS. Os autores consideram esta notacao muito Gtil por permitir que se use 0 mesmo
hardware para ambos os algoritmos, 0 que a época significava uma relevante economia de
recursos.

E empreendida entdo uma anélise tedrica do algoritmo. Em primeiro lugar é
analisada a forma da superficie de erro do CMA, sendo tomadas como variaveis de estudo
as partes real e imaginéria da saida do equalizador. As figuras obtidas indicam a existéncia
de um vale circular, representando a condi¢do de mddulo unitério, e de um ponto de
maximo, 0 que é bastante razoavel tendo em vista a estrutura matematica da expressdo
iterativa. Tal analise, porém, ndo significa que o vale va ser sempre atingido. Por exemplo,
no caso classico de equalizacdo de um canal FIR por um filtro FIR, jamais, mesmo no
minimo global, serd atingido tal vale. Portanto, analisar o algoritmo através de y(n) é um
procedimento bastante limitado. Em seguida, os autores mostram que, para que y(n) tenha
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modulo unitério, é preciso que a resposta conjunta canal + equalizador, c(n), tenha apenas
um termo ndo-nulo. A prova € valida para os tipos de sinais usualmente empregados em
telecomunicacdes.

Apdbs mostrar que um deslocamento de fase no vetor de pesos ndo altera o custo da
solucdo e que qualquer atraso de grupo é equivalente do ponto de vista da recuperacéo do
modulo unitério, ou seja, qualquer configuracdo 6tima (ZF) atingida por ¢(n) é equivalente,
realiza-se uma comparacdo da técnica com alguns paradigmas classicos. Em primeiro lugar,
a comparacdo é feita com os estimadores MAP e ML, sendo apontadas importantes
diferencas conceituais entre as técnicas. Em seguida, os autores procuram estabelecer uma
relacdo entre o filtro de Wiener e a solucdo obtida pela funcdo custo CM, sendo obtidas
algumas conclusBes que apontam no sentido da equivaléncia, desde que sejam satisfeitas
determinadas hipOteses estatisticas. Analises mais profundas foram realizadas
posteriormente, como veremos ao longo do capitulo.

Os autores mostram resultados para um canal com um multipercurso, sendo que 0
algoritmo comporta-se bem na presenca e na auséncia de ruido, apresentando uma
convergéncia qualificada como “moderadamente rapida”. No fim do trabalho os autores
mencionam o algoritmo de Godard, no contexto do uso da técnica para sinais digitais com

moddulo constante.

5.3.  Analise de Convergéncia: Equalizadores

Duplamente Infinitos

Os primeiros trabalhos sobre a convergéncia do algoritmo do modulo constante
fundavam-se principalmente em um equalizador com comprimento duplamente infinito.

Isto quer dizer que sua resposta ao impulso seria:
hW = {, W_1, Wp, Wy, } (56)
Trata-se de um filtro ndo realizavel na pratica, ndo-causal e com infinitos
parametros. Porém, é uma configuracdo que permite uma analise bastante simplificada no

dominio conjunto canal + equalizador ¢. Neste tipo de andlise, tem particular interesse
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configuracGes de ¢ com um unico elemento ndo-nulo, correspondentes as configuragdes
zero-forcing (secdo 4.1). Em [Foschini, 1985], Foschini analisou pontos de equilibrio no
dominio ¢ que tinham M elementos ndo-nulos, através da matriz hessiana da funcéo J® de

Godard. Tal matriz é definida por:

0°J

= - 5.7
oc,, dc, 1)

ess

Basicamente, foram apontadas trés possibilidades para os pontos de equilibrio:

1) M =0, correspondendo a um méximo local (H.ss € semi-definida negativa);
2) M =1, correspondendo a minimos globais (H.ss € semi-definida positiva);

3) M > 1, correspondendo a pontos de sela (Hess € indefinida);

Ao apontar estas caracteristicas, Foschini reconhece que, de fato, ndo é o interesse
primordial de uma andlise de convergéncia se basear no espaco ¢, pois 0s parametros de
relevancia sdo os pesos do equalizador. Porém, ele estende os resultados que acabamos de
discutir ao espaco do parametros do equalizador com base em algumas consideragdes
matematicas envolvendo a caracteristicas da convolucao e a expressdo da funcdo custo de
Godard.

Pudemos constatar entdo que a analise do equalizador duplamente infinito nos leva a
um cenario em que os pontos de equilibrio estaveis sdo minimos globais segundo o critério
CM. Em tal condicdo, haveria poucos problemas de operacdo, pois 0os demais pontos nao
seriam atratores e todas as condicGes zero-forcing se equivaleriam, do ponto de vista da
teoria de equalizacdo. Mas resta uma pergunta muito pertinente: até que ponto estas
conclusdes valem para um equalizador finito, que € de fato o que se ira utilizar numa

aplicacdo pratica?
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5.4.  Primeiras Extensées para Comprimento Finito

As conclusbes de Foschini [Foschini, 1985] sobre a extensdo dos resultados
mostrados para um equalizador com comprimento finito ndo sdo fundamentadas em
argumentos matematicos solidos, como o préprio autor reconhece. Apesar disto, €

importante que enfoquemos dois aspectos de sua analise:

1 — A idéia de que buscar periodicamente uma configuracdo onde o coeficiente de
referéncia (de maior magnitude) do equalizador esteja no centro de massa do vetor de
parametros poderia ajudar a “reproduzir” uma situacdo de comprimento infinito do
equalizador. Este é o conceito de “center-spike”, sendo importante frisar que configuragdes
com um Unico parametro ndo-nulo ja vinham sendo analisadas desde o trabalho de Godard.
Teremos outras ocasides para discutir esta idéia ao longo do capitulo.

2 — A nocgdo de que o aumento do numero de taps do equalizador poderia permitir que se
tivesse um comportamento arbitrariamente proximo do comportamento do equalizador

duplamente infinito.

As concluses de Foschini sdo altamente intuitivas, e por muito tempo foram aceitas
sem maiores analises. Alguns anos depois, porém, novos trabalhos lancaram importantes
luzes sobre estes e outros aspectos de convergéncia do CMA, revolucionando o que se

entendia até entdo a respeito do comportamento deste algoritmo.

5.5. Constatagdo da Convergéncia para Minimos Sub-

Otimos

Como vimos, as analises mais rigorosas de convergéncia realizadas por Foschini e
Godard limitaram-se a uma situacdo nada pratica: o emprego de um equalizador
“duplamente infinito”. Porém, garantir convergéncia global para este caso ndo garante que

tal caracteristica se manifeste em um modelo finito.
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De fato, em 1991, Ding, Kennedy, Anderson e Johnson [Ding et al., 1991]
demonstraram que um equalizador finito ajustado pelo critério de Godard poderia convergir
para situacdes em que haveria nenhuma reducédo de 1S, ou seja, minimos locais da funcéo
custo (5.1). Isto ja havia sido demonstrado para o algoritmo de Sato em trabalhos
anteriores, como mencionado em [Ding et al., 1991]. Mas analises anteriores do CMA
ainda ndo haviam contemplado tais pontos. Em [Ding et al., 1991] € mostrado que, ao
contrério de técnicas supervisionadas e do caso duplamente infinito, o critério CM néo
apresenta convergéncia global em equalizadores implementaveis na pratica. Isto torna o
desempenho do algoritmo altamente dependente da inicializagdo do estado do filtro, o que
passa a ser um importante problema adicional de projeto.

O cenario da demonstracdo dos resultados € o de um canal AR equalizado por um
filtro FIR, sem a presenca de ruido aditivo. A primeira constatacdo é que o minimo global
da funcéo custo necessariamente implica a remogéo da I1S. Podemos intuir isto, pois temos
uma condi¢do na qual o equalizador pode inverter perfeitamente o canal, ou seja, ha a
possibilidade de se atingir uma configuracdo ZF. Tal configuracdo serd, para a hipotese de
independéncia feita sobre os simbolos transmitidos, idéntica a 6tima do ponto de vista do
critério de Wiener. E razoavel imaginar que a mesma coincidira com o minimo global de
3@, Além disto, como a equalizagéo é perfeita, temos que J?(wga) = 0, onde wgop é O
minimo global de J®.

A equivaléncia entre 0 minimo global de J® e a solucdo ZF é mostrada através de
dois resultados: o primeiro estabelece que a convolugdo entre a sequéncia de entrada e a
resposta conjunta sé terd um modulo constante e igual a um valor p para todos 0s instantes
de tempo se a condigdo ZF tiver sido atingida. Em seguida, mostra-se que isto equivale a

minimizagao de J®, o que conclui o raciocinio.

5.5.1. Obtencao dos Minimos e Analise de Estabilidade

Para a obtencdo dos pontos de minimo local do equalizador, é considerado um canal

AR(N) com a seguinte funcdo de transferéncia:

HZ)=— (5.8)

1+oa.z™
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O equalizador é considerado com sendo MA(N), sendo portanto, a condicdo de

equalizacdo perfeita:
Wgob =£[10..0]" (5.9)

Reconhecendo ser muito dificil obter os demais valores de w que anulam o
gradiente de J®, os autores restringem a busca de outros pontos de equilibrio a

configuraces do tipo:
Weq =% Keq.[00... 1]" (5.10)

Impondo a condicdo de gradiente nulo a estas solucdes e tecendo algumas

consideragdes de modelo, chega-se ao valor de Key para o qual weq € ponto critico de J@:

< =HEIXOD) _Rp% 5.11)
{Ix(n) [}

Uma vez obtida esta classe de pontos criticos, resta ainda saber se eles séo minimos
da funcdo, ou seja, capazes de atrair trajetorias no espago de estados. Para isto, utiliza-se a
matriz hessiana de J®, definida em (5.7). Calculando a matriz nos pontos de (5.10),
percebe-se que eles serdo estaveis desde que a constelacdo de entrada satisfaca a condigédo

de simetria:
3.LE(s()) 1* > E(s(m)’) (5.12)

Os resultados de simulacGes apresentados confirmaram o proposto pela teoria para o

caso de modulagbes 2 e 8-PAM, com N = 1.

111



5.5.2. Extensoées dos Resultados

Uma vez realizado todo o desenvolvimento para o0 modelo de canal apresentado,
fica ainda a pergunta: os minimos locais irdo influir no comportamento de equalizadores
FIR quando houver ruido? E quando o canal ndo for da forma (5.8)?

Através de simulacdes, mostra-se em [Ding et al., 1991] que a adicdo de ruido com
poténcia 10 dB menor que a do sinal ndo altera significativamente a bacia de atragéo dos
minimos locais, embora haja uma modificagdo na forma de J®, assim como na posicdo e na
profundidade dos minimos. Também ndo se mostra verdadeira, para o valor de SNR citado,
a conjectura de que a presenca de ruido contribui inequivocamente para o escape dos
minimos locais, pois o ruido também pode vir a provocar escape dos minimos globais, que
sdo mais “rasos” em tal caso que no caso sem ruido.

Por fim, os resultados sdo estendidos a um modelo de canal do tipo MA(2) em que
atracdo para minimos locais € confirmada por meio de simulagoes.

Resultados anédlogos sdo deduzidos ainda para constelages complexas,

confirmando o que se obteve para sinais binrios.

5.6.  Sobre a Posicdo dos Minimos de J®

Como vimos, a presenca de minimos locais é uma caracteristica inerente ao critério
CM, pelo menos em equalizadores realizaveis. Portanto, passa a ser um problema
fundamental buscar estratégias que ajudem a evitar solucbes indesejadas, melhorando o
desempenho do algoritmo.

Em 1992, um artigo de Ding e Kennedy [Ding e Kennedy, 1992] enfocou a analise
de posicdo dos minimos de um equalizador ajustado por dois critérios: o de Benveniste-
Goursat-Ruget (BGR) [Benveniste et al., 1980] e o de Godard [Godard, 1980].
Concentraremo-nos nos resultados obtidos para este Gltimo, que é o tema deste trabalho,
aplicado no &mbito de um canal do tipo MA com resposta ao impulso h(n).

Escrevamos a funcdo custo de Godard como:

I = E{yly(n)] } (5.13)
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onde Wly(n)] = (1/2p).E{[ly(N)F - Rel*}.

Na configuracdo de equilibrio global, com parametros de projeto adequados, temos

que:
x"(n).Wgob= S() (5.14)

Tomando uma configuragdo wgir = Y.Wgob, POdemMos escrever J® para o caso M-
PAM como:

M/2

P (wey) = & > 0l@ -1y (5.15)

Quando se calcula W[x"(n).wqi], percebe-se que a fungdo Y precisa ser unimodal
[Ding e Kennedy, 1992]. Isto porque a multi-modalidade desta funcdo acarretaria a
presenca de outros minimos na direcdo de wg, 0 que ndo faz sentido para uma funcéo
sensivel ao médulo. Uma condicdo adicional, nada restritiva em se tratando de técnicas de
Bussgang, é que Y(y) — o quando |y| — .

Analisando vetores de pesos do tipo w = p., percebe-se que J® atinge valores

minimos em:

_ o HIx"(n)el]
IP2(®)P = R, a0 Pl (5.16)

e em seus simétricos com relacdo a origem, devido a simetria do critério CM.
Todos os pontos de minimo e de sela estdo na variedade descrita por (5.16). O
maximo esta em p = 0. Para analisar as caracteristicas desta variedade, realiza-se uma

normalizacdo em ¢ de forma a se ter:
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Zj|t(n)|2 =1 (5.17)

ondet(n) = h(n)* ¢(n).
E entfo demonstrado que p1(¢) atinge o seu maximo quando a 11S é completamente
eliminada, ou seja, quando t(n) tem um Unico elemento ndo-nulo. De forma geral, podemos

expressar esta conclusao pelo resultado:

Pu(P) =1 (5.18)

com igualdade na configuragdo ZF. Na obtencdo destes resultados foram feitas algumas
consideracOes sobre a simetria das constela¢fes transmitidas.

Portanto, para 0 CMA, todos os minimos e selas da funcdo custo estardo sobre
esferas com raios p1(¢). Dada a normalizacao (5.17), mostra-se que o minimo global leva a
um valor mé&ximo e unitario para o raio, enquanto os demais pontos encontram-se dentro da
esfera unitéria. Portanto, foi obtida pelos autores uma condicdo de diferenciacdo para os
minimos globais e os demais pontos criticos, baseada no raio pi(¢), que pode ser calculado
a partir de t(n) e s(n).

Por fim, os autores desencorajam o uso desta condicdo de raio no projeto de um
CMA com restri¢des, pois 0 uso deste artificio poderia gerar novos equilibrios indesejados
na esfera, além dos ja apontados. Porém, consideram o resultado uma ferramenta
possivelmente atil para identificar a qualidade da solucéo obtida pelo critério do mddulo
constante, o que poderia direcionar procedimentos destinados a melhorar o desempenho do
algoritmo.

O artigo em questdo foi um marco para a anélise de convergéncia do CMA, tendo
obtido resultados fortes e elucidativos. Outras analises sobre a posicdo dos pontos de
equilibrio, talvez mais refinadas que a de Ding e Kennedy, foram desenvolvidas

posteriormente, e teremos a oportunidade de revisitar este topico em outras secdes.
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5.7. Equalizadores de Comprimento Finito Revisitados

Ainda em 1992, um artigo de Ding, Johnson e Kennedy [Ding et al., 1992]
estabeleceu um resultado muito importante, que fundamentou mais solidamente o
procedimento de andlise de algoritmos adaptativos de Bussgang. Podemos afirmar que o
grande resultado do artigo € uma prova de que a analise feita no espaco conjunto (canal +
equalizador) sO equivale a analise feita no dominio dos parametros do equalizador se a
matriz de convolugédo do canal tiver um espacgo nulo trivial, o que pode ocorrer em dois

Casos:

1 — Quando o equalizador é duplamente infinito.

2 — Quando o canal é trivial, ou seja, simplesmente impde um ganho ao sinal de entrada.

Isto quer dizer que, em situacGes em que o equalizador ndo for duplamente infinito e
o0 canal ndo-trivial, 0 método de analise no espago conjunto, empregado em [Godard, 1980],
[Foschini, 1985], e também por Shalvi e Weinstein em [Shalvi e Weinstein, 1990], ndo
produz resultados conclusivos sobre convergéncia global.

O impacto desta afirmacdo pode ser percebido se observarmos que as primeiras
analises dos algoritmos foram feitas em ¢, sendo que a partir dai era estudada uma extenséao
para o caso pratico. O que Ding, Johnson e Kennedy mostraram é que tal extenséo ndo é
possivel exceto em casos particulares. Outro resultado muito relevante do mesmo artigo é
que um equalizador com um numero arbitrario de parametros nao ¢é ainda uma garantia de
que haja um possivel mapeamento bijetor de convergéncia global entre o espaco combinado
e 0 espaco de parametros do equalizador, o que contradiz a intui¢cdo exposta por Foschini,
vista por nés no segundo item da se¢do 5.3. Vale lembrar que este Gltimo ja reconhecia que
a sua intuicdo ndo era suportada por nenhuma prova matematica rigorosa.

O primeiro questionamento que leva aos resultados expostos é se a obtencdo dos
pontos criticos da fungdo custo do algoritmo é equivalente nos dois espacos. No espaco do
equalizador, os pontos criticos sdo o0s que satisfazem a condi¢do de gradiente nulo (em w):

E [x (n).y(m).ly()P.(y(MP -Rp) 1=0 (5.19)
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e No espago conjunto, 0s pontos criticos satisfazem:
E [s"(n).y(n).lymP.(y(mP-Rp)1=0 (5.20)
A grande pergunta é:
(5.19) = (5.20)?

pois neste caso, a obtengdo dos pontos nos dois espacos seria equivalente.

Uma vez que:
x(n) = H.s(n) (5.21)
onde H é a matriz de convoluc¢do do canal, podemos reescrever (5.19) como sendo:
H'.E [s"(n).y(n).ly(mP2.(ly(mP-Rp) 1= 0 (5.22)
0 que imediatamente nos leva a concluir que:
(5.20) O (5.19)
Porém, a outra implicagdo ndo é necessariamente verdadeira, pois H pode ter um
espaco nulo de dimensao maior que zero.

Para entendermos o motivo pelo qual tal condi¢do deve ser satisfeita, analisemos um

pouco mais a matriz H. Vejamos, primeiramente, como ela é definida:

MO h@® h@ .. h(NN) 0 0 00O
o ho) h@ h@ .. hN) ... o5

-0 H

H=p. S . ... ... .. ..« (5.23)
Ho 0 .. h©O h@® h@ .. h(N)B
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Tal matriz tem M + 1 linhas e M + N + 1 colunas, onde M é a ordem do equalizador
e N é a ordem do canal.

Agora, passamos a pergunta crucial: em que condi¢bes pode H ter um espaco nulo
trivial, ou seja, (5.19) < (5.20) ?

1 - Quando N =0, ou seja, 0 canal é apenas um ganho, sem adicéo de IIS e a matriz H tem

dimensdo M+1 x M+1. Neste caso, H tera apenas um espaco nulo trivial.

2 — E quando M - oo, H tera um espaco nulo trivial? Para sistemas causais isto ndo
ocorrera, mas se considerarmos o caso de um equalizador duplamente infinito, entéo

teremos tal condigéo sobre a matriz de convolucéo.

Portanto, apenas nestes dois casos 0s pontos obtidos no espaco conjunto irdo
necessariamente contemplar todas as possibilidades do espago dos parametros do
equalizador finito. S8o dois casos de pouco valor pratico, 0 que indica que, apesar de ser
tratdvel do ponto de vista matematico, a analise por meio do espaco conjunto nao
corresponde necessariamente a analise bem mais complexa realizada no dominio de w.

Vale destacar que, mesmo para um equalizador de comprimento infinito, pode nao
haver a correspondéncia biunivoca entre os pontos nos dois dominios de anélise. Isto vai de
encontro a crenca de que o aumento do nimero de taps leva a um comportamento
arbitrariamente proximo do caso duplamente infinito, assunto ao qual voltaremos na se¢éo

seguinte.

5.8.  Estabilidade dos Minimos Locais e Comprimento do

Equalizador

Em 1993, um artigo de Ding e Johnson [Ding e Johnson, 1993] procurou analisar
uma conjectura feita por alguns pesquisadores da area. Basicamente, o ponto de partida da
conjectura era a prova da convergéncia global de equalizadores duplamente infinitos

ajustados pelo critério de Godard. A partir deste resultado, passou a ser uma suposicao
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popular a que “em equalizadores FIR suficientemente longos, os minimos locais estaveis
poderiam desaparecer (assintoticamente)”, sendo que, neste caso, um comportamento de
convergéncia global seria arbitrariamente aproximado.

O resultado capital do artigo é que, para uma certa classe de canais AR, a analise
tedrica mostra que os minimos locais se mantém estaveis para todo e qualquer
comprimento finito escolhido para o equalizador. Este resultado vem questionar a
conjectura exposta acima, pois demonstra que ndo havera um comprimento, por maior que
seja, que permita a eliminacdo da estabilidade dos minimos locais. O modelo de canal
usado pelos autores € 0 mesmo da equacdo (5.8). A caracterizacdo dos pontos de minimo ja
foi feita na secdo 5.5.

Os autores demonstram que os pontos de minimo local serdo localmente atraentes se
for satisfeita uma certa condicdo que envolve apenas a estatistica de entrada e as
caracteristicas do canal, ndo dependendo, portanto, da ordem do equalizador. Portanto, os
minimos locais ndo perdem a sua estabilidade para um certo valor de ordem do equalizador
suficientemente grande, como afirmavam as conjecturas descritas anteriormente.

Os autores ressaltam, com muita propriedade, que o trabalho ndo tece consideracdes
sobre a variagdo da profundidade e da extensdo da regido de atragdo dos minimos com o
comprimento do equalizador. O aumento da dimensdo do equalizador, embora n&o possa
eliminar os pontos de minimo local, pode levar, através de uma reducao de suas bacias de
atracdo e da altura do ponto de sela mais proximo, a uma diminuicdo consideravel dos

efeitos “nocivos ao desempenho” por eles causados.

5.9.  Extraindo Informag¢éo da Superficie de Erro

Johnson e Anderson, em 1995, publicaram um artigo [Johnson e Anderson, 1995]
que teve como foco de anélise as caracteristicas da funcdo custo do algoritmo do mddulo
constante, no dominio dos pesos do equalizador, considerado de comprimento finito. As
hipdteses sobre 0 modelo foram as usuais: canal FIR, fonte binaria e branca de média zero

(1) e equalizador linear, FIR e espagcado de um intervalo de simbolo.
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S&o apresentadas entdo, apos o adequado desenvolvimento matematico, elegantes
expressdes matriciais para o vetor gradiente e para a matriz hessiana, ferramentas
fundamentais para a analise da superficie de erro do CMA.

Em todas as simulacées é utilizado o canal h = [0.5 -0.3 0.25]" e um equalizador de
dois taps. Em tal modelo, a superficie de erro apresenta dois minimos globais, dois locais,
dois pares de pontos de sela e um méaximo local.

A primeira andlise tem a ver com o vetor gradiente, cuja direcdo, com sinal
negativo, é decomposta em um componente radial e um angular. A seguir, sdéo mapeados 0s
pontos que apresentam componente radial para dentro ou para fora e componente angular
no sentido horério ou anti-horéario. Um aspecto interessante é que 0s pontos de sela e de
minimo da superficie ficam onde a fronteira entre os dois tipos de componente radial
encontra a fronteira entre os dois tipos de componente angular.

A partir da expressdo da matriz hessiana, ocorre um novo mapeamento, desta vez
relacionando os pontos da superficie ao nimero de autovalores positivos da matriz (5.7).
Vale lembrar que um ponto de minimo precisa ter dois autovalores positivos, um maximo
deve ter ambos negativos, e um ponto de sela tera autovalores com diferentes sinais. Este
mapeamento delineia as regides da funcéo custo, caracterizando-a com respeito aos pontos
criticos.

Outro aspecto analisado é a atracdo ou a repulsdo exercidas pela origem. Se um
ponto estiver a uma grande distancia da origem, o caminho contrario ao gradiente tendera a
aproxima-lo (contragdo). Se, ao contrério, o ponto estiver muito proximo, o caminho
tendera a afasta-lo (expansdo). O mapeamento, realizado através da anélise dos parametros
da expressdo iterativa deterministica, apresenta as regides de expansdo e contracao
separadas por uma fronteira que contém os possiveis atratores.

E entfo introduzida uma classificagio muito interessante dos pontos criticos da
funcgdo custo em trés grupos, o que €, em nossa opinido, o ponto alto do trabalho:

1) A origem, que € sempre um maximo local (classe dos maximos);

2) Minimos globais e pontos de sela (classe de Mazo);

3) Os “falsos minimos” (classe de Ding);
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S&o consideradas duas novas hipoteses, a saber, a inexisténcia de nulos espectrais e
uma dimensé&o suficientemente grande do equalizador (bem maior que a de um filtro capaz
de produzir uma boa aproximacéo da inversa do canal).

Conforme afirmam os autores, o que diferencia as trés classes ¢é a “forma como elas
anulam o gradiente da funcdo”. Tal definicdo ndo traz grandes luzes, de forma que
tentaremos agora entender um pouco melhor o que se quis dizer com isto.

Ja haviamos dito, nesta secdo, que é utilizada em [Johnson e Anderson, 1995] uma
notacdo muito elegante e concisa. E com base nesta notacdo que a andlise se desenrola.
Partindo da expressdo do gradiente (com respeito aos parametros do equalizador) da fungéo
custo do CMA e realizando inimeras manipulaces, 0os autores chegam por fim a expresséo

de tal vetor:
Uwd = H.ALc (5.24)

onde H foi definida em (5.23), ¢ € o0 vetor de pardmetros no espaco conjunto e A é uma

matriz definida por:
N =diag (Ao, A1, ..., Ng) (5.25)

onde g é a soma do nimero de parametros do canal e do equalizador e:
J 2 2
A = 4%2 c, —1-2c E (5.26)
q:

Discutamos, separadamente, as caracteristicas de cada classe de pontos.
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5.9.1. A Classe dos Maximos

A primeira afirmacdo categorica a respeito desta classe é que a origem do espago
dos pardmetros do equalizador, ou seja, 0 vetor w = 0, é 0 Unico maximo local da funcdo
custo de Godard. Isto é demonstrado pelos autores em seu trabalho.

Como o vetor de parametros do equalizador é nulo, o vetor ¢ também o serd, como
consequéncia da operacdo de convolugdo de w com a resposta ao impulso do canal de
comunicacdo. Esta é a forma pela qual o maximo anula o gradiente (5.24), sendo

caracteristica de sua classe.

5.9.2. A Classe de Mazo

J. E. Mazo tem seu nome associado ao estudo da convergéncia do algoritmo de
decisdo direta (DD). Ele empresta seu nome a classe que envolve dois tipos de pontos
criticos: minimos globais e pontos de sela. A associacdo destes dois tipos de pontos com o
ponto de maximo nos remete a visdo de Foschini [Foschini, 1985], que ja analisamos na
secdo 5.3. Naquele cenario, do equalizador duplamente infinito, os Unicos pontos criticos
além do maximo eram os da classe de Mazo: minimos globais e pontos de sela. Estes
pontos sdo caracteristicas comuns a funcéo custo de Godard no caso duplamente infinito e
nos demais casos, 0s quais incluem todos os equalizadores realizaveis na pratica. A partir
do que discutimos na secdo 5.7, podemos intuir que os pontos da classe de Mazo,
justamente por estarem presentes também no caso do equalizador duplamente infinito,
devem anular o gradiente tanto no espago dos parametros do equalizador como também no
espaco conjunto (lembrando que ambos levam a resultados idénticos no caso duplamente
infinito). Os autores expressam o gradiente de J com relacdo aos parametros ¢ de forma

matricial como:

O = Awe (5.27)
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Como c¢ é diferente do vetor nulo, para que o gradiente se anule no espago conjunto
€ necessario que A.c se anule. Como ja era esperado a partir do que vimos na secdo 5.7, isto

implica:

Owd = HA.c = H.(Ac) =H.0= 0 (5.28)

Portanto, os pontos de Mazo anulam o gradiente de J tanto se 0 mesmo for tomado
com respeito a w quanto se for tomado com respeito a ¢. Esta é a principal caracteristica
destes pontos.

5.9.3. A Classe de Ding

Os pontos da classe de Ding sdo aqueles que ndo anulam o gradiente no espaco
conjunto, mas o fazem no espago dos parametros do equalizador. Isto esta, novamente, em
perfeita harmonia com o que discutimos na se¢do 5.7 e com o fato dos mesmos terem sido
ignorados na andlise de Foschini. Tais consideracbes nos levam, imediatamente, a

condicdo:

OJ=Acz0 (5.29)

Porém, como tais pontos sdo minimos de J no espaco dos pardmetros do

equalizador, temos, necessariamente:
OwW=HA.c=0 (5.30)
Como podem ser obedecidas, conjuntamente, as condi¢bes (5.29) e (5.30)? A
resposta, no fundo, ja nos foi dada pela secdo 5.7: se A.c existir no espaco nulo de H.

Portanto, os minimos de Ding se caracterizam por ndo serem minimos no espago conjunto

canal + equalizador, mas apenas no espaco dos parametros do equalizador.
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Apos algumas consideragdes de natureza matematica, os autores expbem um

resultado muito interessante:

“Os minimos de Ding caracterizam-se por apresentar valores (em c) significativos
no inicio e/ou final do vetor de pardmetros, sendo que, para que eles sejam estdveis, é

’

necessdrio que ndo haja mais que um valor significativo na regido central do vetor.’

Este resultado ajuda-nos a ter algum insight sobre as caracteristicas dos minimos de
Ding, lembrando que para esta analise supfe-se que o equalizador tenha uma ordem
suficientemente alta. Ele nos mostra que tais minimos apresentam uma distribuicdo de
coeficientes significativos, ou seja, de maior magnitude, nos extremos do vetor c. Isto
encoraja fortemente a inicializacdo “center-spike” pois, a partir desta inicializacdo, seria
necessario muito tempo para que os extremos do vetor de parametros atingissem um valor
significativo, o0 que seria caracteristico de uma convergéncia para um minimo local. Assim,
é de se esperar que a inicializacdo “center-spike” favoreca a convergéncia para 0 minimo

global.

5.9.4. Discussao

N&o seria exagero dizer que o trabalho [Johnson e Anderson, 1995] representa um
marco: a sintese de alguns dos esforcos pioneiros empreendidos na busca pela
caracterizacdo teérica do algoritmo do modulo constante. E visivel um amadurecimento
acerca das possibilidades do método, desde a proposta inicial de Godard, passando pelo
trabalho vigoroso de Foschini até os trabalhos de Ding e outros, que ajudaram a construir
bases mais solidas para o entendimento do método. As trés proximas se¢des trazem novos
resultados baseados neste mesmo paradigma de analise, baseado nas derivadas da fungéo

custo do critério CM.
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5.10. Extraindo Informacgé&o da Superficie de Erro Il:

Sobre a Localizagdo do Minimo Global

Em 1996, Li e Ray Liu [Li e Ray Liu, 1996] obtiveram novos resultados sobre a
localizacdo dos pontos de minimo de um critério de equalizacdo autodidata. Num contexto
bastante generalista, é enfocada uma funcdo custo que engloba quase todos os algoritmos

autodidatas conhecidos. Podemos escrever tal funcdo como sendo:

Jeen = E{®[y(n)]} (5.31)

Definamos ainda

ey(n)] = @*[y(n)] (5.32)

que € tdo somente a primeira derivada da funcéo custo com respeito a saida do equalizador,
considerado um filtro FIR ndo-causal com 2N+1 coeficientes.
A anélise de algumas propriedades de ¢(.) fornece a base tedrica para os resultados

capitais deste trabalho, dentre os quais iremos destacar um, bastante intuitivo:

Quando os pardmetros do equalizador estdo numa configura¢do de minimo da

fungdo custo, a saida y,in(n) satisfaz.:

E{dymin(m].x(n)} = 0 (5.33)

Discutamos brevemente este resultado. Em primeiro lugar, a partir de (5.32),
percebemos que @y(n)] funciona como uma estimativa do sinal de erro a partir da saida do
equalizador, num modo de operacdo que esta na raiz de todas as técnicas de Bussgang
(secdo 4.7.1). O que temos em (5.33) € uma especie de principio da ortogonalidade (se¢édo
4.4) para algoritmos cegos. Ou seja, em um minimo da fungdo custo, a funcdo erro de
predicdo sera ortogonal ao vetor de entrada do equalizador x(n). Isto decorre diretamente da
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condicdo de gradiente nulo, necessaria para que um ponto seja um minimo. Tais
consideracGes sdo tecidas supondo que os pardmetros do equalizador tenham uma
configuracdo proxima a de inversao perfeita do canal. Isto quer dizer simplesmente que a
saida Ymin(n) estara muito proxima do sinal transmitido s(n). Uma vez assumida esta
hipotese, torna-se razoavel a seguinte aproximacdo, basica para toda a analise feita no

artigo:

@ymin(M)] = @s(n)] + @'[s(N)].Lymin(n) - s(n)] (5.34)

que e simplesmente uma aproximacao de primeira ordem de @Yymin(n)] em torno de s(n).
Definindo ainda matriz de convolucdo [, para este caso, de forma ligeiramente
diferente da matriz H definida em (5.23)

%(—M) 0 0 B
0 h(=M) 0
Sh(O) o0 S
L h(0) . h(-M)g
= Bhwy , 5 E (5.35)
oo h(M) . h(0) O
0 o . O
O O
E 0 h(M)E

onde 2M+1 é o nimero de coeficientes ndo-nulos da resposta ao impulso do canal, chega-se

a
Waiob = F(0).R¢"h (5.36)
onde
h=[0, ..., 0, h(M), ..., h(0), ..., h(-M), 0, ..., 0]" (5.37)
e, por definicdo:
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Ri=0".F.O (5.38)

com

F = diag[f(2),..., (1), f(0), f(1), ..., f(1)] (5.39)

onde aparece M+N vezes o vaor f(1), umavez f(0) e outras M+N vezes o valor f(1). Vale
lembrar que o equalizador tem 2N+1 pardmetros neste trabalho.

Os valores f(0) e f(1) sdo definidos como:

f(0) = (Uos).E{ ¢'[s(]s*(n) } e f(1) = E{ ¢[s(n)] } (5.40)

sendo o4’ a variancia do sinal transmitido.

A expressdo (5.36) € o resultado capital deste artigo. Ela nos mostra que é possivel
expressar o valor do minimo global do critério de Godard por meio de uma equacéo
matricial muito parecida com (4.33), que expressa a solugdo de Wiener. E importante frisar,
no entanto, que a validade de (5.36) depende da proximidade do minimo global em relagdo
a inversa do canal, como ja foi ressaltado.

E o que podemos apreender de todas estas férmulas, no final das contas? O que
consideramos mais importante é a expressdo do minimo global do critério CM de uma
maneira bastante elegante e similar as equacdes de Wiener-Hopf. Trata-se de uma iniciativa
louvavel pois, tendo a fungéo custo do critério CM ordem quatro, percebemos o quéo dificil
seria obter analiticamente todos 0s seus pontos criticos e, mais ainda, distinguir um minimo
dos demais tipos de pontos. O “espirito” de (5.36), por assim dizer, estd na aproximacao
(5.34) e nas propriedades de ¢(.), expostas com detalhes na referéncia estudada, a qual

sugerimos ao leitor que deseje se aprofundar neste tipo de analise.
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5.11. Extraindo Informacgé&o da Superficie de Erro Ill: Os

Limitantes das Regibes de Concavidade e Convexidade

Em 1997, Choi, Song e Park publicaram um artigo [Choi et al., 1997] que lidava
com uma analise de convergéncia centrada nas propriedades da funcdo custo do algoritmo
“quértico” de Godard, nome aplicavel ao CMA, por sua funcao custo ter ordem quatro.

A andlise é realizada para sinais binarios reais, i.i.d., e considera-se um canal sem
ruido aditivo. O estudo se funda nos conceitos de estabilidade local vistos no capitulo 2,
tendo porém por base a matriz hessiana. A chave de todo o trabalho é uma expansdo de
Taylor multidimensional, de primeira ordem, do gradiente da fungdo custo em torno do

ponto de minimo global wgjob:

0J? _ 03
Ow = W(W glob) + Hess (ngob)'(w - ngob) (541)

onde Hess € a matriz hessiana, definida em (5.7).
Os primeiros resultados expostos pelos autores enfocam basicamente uma
comparacdo entre algumas caracteristicas de convergéncia do algoritmo do mddulo

constante e do algoritmo da decisdo direta (DD), cuja funcéo custo é:

Joo = E{dec [y(n)] - y(n)}* (5.42)

onde dec(.) representa a atuagao do decisor.

A comparacao é interessante pois liga duas das mais populares técnicas empregadas
no ambito da equalizacdo autodidata. Basicamente, os autores mostram que, dadas algumas
restricbes de modelo e uma normalizacdo adequada, é possivel provar que o maximo valor
do passo de adaptacdo u para o qual ha convergéncia é menor, no caso do CMA, na
vizinhanga dos minimos globais das respectivas func¢@es custo. Outro resultado obtido é
que, sob as hipoteses aventadas, o algoritmo do mddulo constante converge mais

rapidamente que o algoritmo DD.
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N&o entraremos em pormenores sobre as consideracOes dos autores, pois isto
exigiria uma exposicdo demasiadamente longa. O que queremos deixar claro é apenas a
idéia geral da analise empreendida e de seus objetivos.

Uma outra contribuicdo relevante é o estudo das regibes de concavidade e
convexidade da superficie de erro do algoritmo do médulo constante. A regido proxima ao
méaximo local é uma regido concava, como podemos intuir. Afastando o vetor de pesos
ainda mais da origem, chega-se a regido dos minimos. Prosseguindo com o afastamento,
logo se estara, por certo, em uma regido convexa, caracterizada por um rapido aumento no
custo para um aumento no valor da norma do vetor de pardmetros do equalizador. Para que
o leitor possa visualizar melhor estas regides, sugerimos a observagéo da Fig. 6.4, que traz
as curvas de nivel da funcdo custo para um exemplo que discutiremos no proximo capitulo.

O trabalho dos autores visou o estabelecimento de limitantes tedricos para as
regides de concavidade e convexidade. Estes limitantes sdo lugares geométricos que
contém a regido sob andlise, apresentando no entanto, como € bastante razodvel, uma
geometria mais simples que a de sua respectiva regiao.

Em sintese, sdo obtidos limitantes esféricos do tipo:
[[w]| < constante ou ||w]|| = constante (5.43)
para as regides de concavidade e convexidade, respectivamente.
E obtido ainda um limitante do mesmo tipo para a regido de atracdo do minimo
global, ou seja:
|| w — wgion|| < constante (5.44)
Estes limitantes permitem que se faca um esboco das caracteristicas da funcao e da

regido de atracdo de minimo global, fornecendo importantes subsidios para a formacéo de

uma visdo mais intuitiva sobre o critério CM.
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5.12. Influéncia dos Pontos de Sela sobre a

Convergéncia

Em 1997, um artigo de Lambotharan, Chambers e Johnson [Lambotharan et a.,
1997] analisou a influéncia dos pontos de sela, presentes na funcdo custo, sobre a
convergéncia do algoritmo do mddulo constante.

A ocorréncia deste fenbmeno se faz notar através de porcdes planas da curva de
erro, que indicam uma variacdo muito lenta na adaptacdo do vetor de pesos. A estas
porcBes planas associa-se um periodo de atragdo por um ponto de sela que, como vimos no
capitulo 2, tem direcdes estaveis e instaveis.

No artigo, € mostrado um exemplo no qual os autores utilizam um canal espacado
de metade do periodo de simbolo, um equalizador fracionario com inicializacdo center-
spike, onde o estado do equalizador € atraido por duas selas antes de convergir para um
ponto de minimo. Portanto, pode haver atracdo para multiplas selas numa inicializacdo
padrdo, o que torna o problema ainda mais delicado. Mostra-se ainda que o tempo de
escape das selas depende das caracteristicas do canal e também do tipo de ponto de sela em
questao.

Os autores propdem entdo uma modificagdo do CMA que ajuda a acelerar a sua
convergéncia, tanto mais quanto a atracdo por selas for um problema relevante.
Basicamente, eles introduzem o termo E[y?(n)] como uma “medida” da qualidade do valor
presente do estado do algoritmo. Assim, o algoritmo assume a forma, lembrando que o

sinal transmitido é binario, de médulo unitario e tem amostras i.i.d.:

w(n+1) =w(n) *m-y@-”' y?(n)]x(n) (5.45)

Assim, quando se estd proximo de uma solucdo 6tima, o valor da esperanca estara
préximo de um, e a velocidade do algoritmo terd poucas modificacdes. Quando, porém, o

estado estiver proximo de uma sela, a esperanca serd menor que um, 0 que ird aumentar o
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passo de adaptacdo do algoritmo, acelerando o escape. O valor da esperanca pode ser

estimado através de uma média temporal tomada com um fator de esquecimento adequado.

5.13. Breve Discusséo: As Primeiras Abordagens

As doze primeiras secOes deste capitulo podem ser agrupadas em torno de uma
analise do CMA segundo o paradigma mais tradicional, baseado principalmente na funcéo
custo e em suas derivadas. Os resultados apresentados constituem uma base muito solida,
podemos até dizer que o alicerce fundamental que inspirou outros autores a buscarem
novos paradigmas de andlise.

Podemos dizer que as abordagens geométricas constituem um outro paradigma de
analise muito frutifero, sendo que analisaremos a seguir alguns trabalhos que envolvem
diversos aspectos do critério CM, dentre os quais destacamos a equivaléncia entre 0s
critérios CM e de Shalvi-Weinstein e a comparacdo entre o critério CM e os critérios de
Wiener e ZF. Gostariamos de ressaltar que, quando utilizamos o termo abordagem
geométrica ndo queremos afirmar que o estudo da matriz hessiana ndo envolva geometria

ou que o paradigma geométrico ndo possa utilizar também as derivadas da fungéo custo.

5.14. Efeito da Kurtosis Inicial na Convergéncia do
Algoritmo e Consideragbes sobre a Posi¢géo dos

Minimos

Um artigo de Li e Ding [Li e Ding, 1995] deu origem a uma abordagem conceitual
interessante, baseada na idéia de cones de minimo global unico. Procuraremos expor, nesta
secdo, 0s conceitos basicos deste paradigma de estudo, para que o leitor tenha alguma idéia
sobre o processo de analise empregado pelos autores. Uma vez exposta esta base, ndo
iremos nos ater aos detalhes mateméticos das demonstragdes, sendo que apenas
comentaremos o0s principais resultados obtidos.

O cerne de todo o paradigma de andlise de Li e Ding centra-se em trés conceitos:
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1) Attainable set T: é 0 conjunto de todas as configuragdes ¢ no espago conjunto que
podem ser obtidas a partir de um equalizador finito. O que isto quer dizer? Trata-se do
conjunto de todos os valores de ¢ produzidos a partir da convolucdo de todos os possiveis
valores de w com a resposta ao impulso do canal. Dado que o canal e o equalizador sdo
filtros FIR, jamais se podera atingir a condi¢do ZF, por exemplo. Isto quer dizer que ndo
haverd nenhum vetor ¢ pertencente a T com um Uunico elemento ndo-nulo, 0 que
corresponderia a condicdo de equalizacdo perfeita. Isto mostra bem que néo é possivel obter
qualquer valor de ¢ para um dado sistema, mas apenas aqueles ligados ao vetor w de
parametros do equalizador por meio da convolugdo deste com a resposta ao impulso do

canal.

2) Cones de minimo global uinico sao definidos como:

Sa*: { e OIYR) /c(n) >0 e c(n) > |c(K)|, k# n } (5.46)

Shi{cOIR)/c(n)<0e-c(n)>|c(k)|kzn} (5.47)

onde I*(R) é um espaco vetorial real.

Basicamente, um cone de minimo global Gnico é definido pela posi¢do do elemento
de maior magnitude do vetor ¢ e por seu sinal. Uma caracteristica marcante destes cones €
que ha apenas um minimo global pertencente a cada um deles, sendo 0 mesmo uma solucéo
ZF. Por exemplo, se tomarmos o cone S,", notamos que ¢ = [ ... 0 0 1 (posicdo 2) 0 ..]" é
um de seus pontos, sendo também uma configuracdo ZF. Ja para o cone S, a Unica solugdo
6tima seria ¢ = [... 0 0 =1 (posicéo 2) 0 ...]". Em ambas solucBes mostradas, tinhamos que o
unico elemento ndo-nulo era c(2), o que ja é esperado a partir do indice numérico que
caracteriza o cone. Este propriedade, de haver apenas um minimo global em cada um dos

cones é essencial, como a denominacdo destes entes ja indica.

3) Super-Esfera ®(r), com r > 0, é definida por:
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o ={ cOIXR)/|lc]|=r} (5.48)

onde @(r) é simplesmente uma esfera de raio r no espaco conjunto canal + equalizador. O
termo “super” simplesmente torna a definicdo aplicavel a espacos com dimensdo maior que
trés.

Tendo definido tais entes, iremos expor os principais resultados obtidos pelos

autores. Para tanto, definamos a kurtosis normalizada como sendo:
Kom (b) = K(b)/op* (5.49)
onde a kurtosis K(b) é definida como:
K(b) = E[ |b*] - 2.E%(|b) - | E(b*) I (5.50)

e 0" é 0 quadrado da variancia de b.
O que os autores mostram € que o valor desta grandeza no instante inicial de
adaptacdo tem enorme influéncia na evolucdo subsequente do estado do equalizador.

Podemos perguntar: que tipo de influéncia? Seja entdo a seguinte condicdo:

Kunl¥(M] 5 5 (5.51)
K m[S(N)]

Suponhamos que a saida do equalizador obedeca a condicdo (5.51) no instante
inicial, ou seja, que o valor winica, associado a um certo cjnicia NO €spago conjunto, leve a
saida do equalizador a satisfazer (5.51). Se o valor de cinicia €Stiver contido em um certo
cone de minimo local Gnico S,*, e 0 passo de adaptacdo for suficientemente pequeno, entio
é demonstrado que o vetor ¢ ird convergir para um ponto de minimo contido neste mesmo
cone, ou seja, em T n S,*. Esta interseccdo indica apenas que o valor de ¢ para o qual o
equalizador ird convergir estard contido também no attainable set, 0 que Nndo nNOS
surpreende, pois o proprio fato de o equalizador ser capaz de atingir tal configuracéo
obrigatoriamente faz dela um elemento de T.
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A linha geral da demonstracdo acima é mostrar que caso a condi¢do (5.51) seja
obedecida e cinia €steja em um cone S,*, entdo o custo inicial sera menor que o menor
custo dentre todos os valores da fronteira do cone. Ora, isto mostra que, sendo usado um
método do tipo steepest descent com um passo adequado, ndo ha forma pela qual ¢ possa
cruzar a fronteira, o que demandaria uma migracao para solugdes com um custo maior, num
método que busca, idealmente, solu¢des com custo menor.

Fica no ar uma outra questdo, que tem grande relevancia, mas ndo é discutida neste
paper. 0 que é, exatamente, um passo de adaptacdo “pequeno” ou “suficientemente
pequeno”? Entendemos o que os autores buscam afirmar, quando usam tais termos, que se
trata de uma situagdo em que, primeiramente, ndo haja instabilidade e, ainda, em que as
flutuacBes aleatérias mantenham-se em patamares nos quais sua influéncia ndo leve a
nenhum efeito “fora do script”. Trata-se certamente de uma hipdtese restritiva, mas isto ndo
diminui a importancia do estudo tedrico proposto, pois seus resultados, embora talvez néo
nos levem a uma compreensdo exata do comportamento do algoritmo em todas as possiveis
situacOes, nos permitem entender melhor determinados aspectos estruturais da técnica, o
que é deveras relevante por si so.

Ha ainda alguns outros resultados que iremos comentar. Por exemplo, qual a
localizagdo dos minimos? E mostrado que o paradigma de anélise utilizado pode lancar
algumas luzes sobre este problema.

Denominaremos uma solucéo ZF do tipo [0 O ... 1 (posicdo n) ... 0 0] ZF," e
[00 ... -1 (posicdo n) ... 0 0]" ZF,. Se ZF,* O T n S,*, entdo esta solugdo serd o Gnico
minimoem T n S," e ndo havera pontos de minimo em T n B,", onde B," é a fronteira de
S,*. Discutamos um pouco estas afirmagdes. Suponha que o equalizador seja capaz de
inverter perfeitamente o canal. Esquegamos o caso do equalizador duplamente infinito, para
0 qual j& sabemos ser as solucBes ZF os unicos minimos possiveis. No caso de um
equalizador finito, pode haver perfeita inversdo de canal se este for AR e o equalizador for
MA, por exemplo, num problema de “zeros cancelando polos”. Neste caso, solugbes ZF
fardo parte do attainable set e, portanto, pode ser satisfeita uma condicdo do tipo
ZF,s OT n S, para algum valor de n. Ha apenas uma pequena novidade quanto a
notagdo: a introducdo de B,". Este ente expressa simplesmente o lugar geométrico

correspondente & fronteira do respectivo cone S,". Por exemplo, B;" é a fronteira do cone
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S;". O que é demonstrado é que, caso haja perfeita inversdo de canal, ou seja, ZF," O T n
S," para algum valor de n, entdo ndo havera pontos de minimo em T n B, ou seja, nos
pontos da fronteira contidos no attainable set. 1sto ndo contradiz o trabalho de Ding [Ding
et al., 1991], mas apenas indica que os minimos locais existentes ndo estardo associados ao
mesmo cone que contém o minimo global ou a sua fronteira.

E se ndo for possivel uma perfeita inversdo, como € o caso de equalizador FIR e
modelo de canal MA? Neste caso, também podem ser tecidas algumas consideragdes. A
primeira delas é que se ZF," estiver proxima a, mas ndo contida em, T n S,*, entdo deve
haver apenas um minimo em T n S,* perto de ZF,", enquanto outros possiveis minimos
em T n S,* deverdo estar proximos a fronteira do cone Sp*.

Toda a analise teorica que expusemos, vale frisar, foi desenvolvida para o algoritmo
de Shalvi-Weinstein. Porém, como discutiremos mais adiante (secdo 5.17), os resultados
sdo extensiveis ao algoritmo de Godard, gragas ao forte elo que une as duas técnicas.

Vamos agora comentar algumas idéias expostas pelos autores acerca da
inicializacdo do algoritmo. Basicamente, eles propem um processo de inicializacdo
baseado em trés etapas e nos conceitos que discutimos. Tentemos entender o que foi feito.

Suponhamos que a inicializacdo satisfaca a condicdo (5.51) e pertenga a um certo
cone. Como vimos, isto quer dizer que o estado do sistema convergira para um minimo
contido no mesmo cone ao qual pertence cinicia. Sabemos que este minimo deve estar
proximo a uma condicdo ZF e, caso o equalizador tenha um tamanho suficiente, podemos
afirmar que a solugdo ZF devera estar muito proxima da obtida, que pertence ao attainable
set.

Em suma, temos trés condicdes:

1) A resposta conjunta inicial do sistema, cinicia, deve estar contida em algum cone de
minimo local Unico S, (0s sinais + e - foram omitidos por clareza).

2) A condicdo inicial deve levar a saida a satisfazer (5.51).

3) A solucdo ZF, deve estar contida em (caso possa haver equalizacdo perfeita), ou muito

proximaa, T n Sy,
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Os autores afirmam que ainiciaizagéo center-spike (todos os elementos de w nulos,
exceto o central, que vale um) ird garantir a obediéncia a 1) caso o valor méximo da
resposta ao impulso do canal ocorra para um Gnico valor de n, o que € comum. N&o se pode
garantir a obediéncia a 2) a priori, pois o canal ndo é conhecido, e 3) pode ser satisfeita
com a escolha de um comprimento suficientemente grande para o equalizador.

Os autores sugerem entdo que a inicializacdo center-spike aliada a procedimentos de
correcdo periddica do “centro de massa” dos pesos do equalizador e a eventuais alteragdes
no comprimento do filtro pode levar a uma situacdo bastante préxima das condi¢des ideais
descritas mais acima, para uma ampla gama de canais.

O artigo termina com a extensdo dos resultados, obtidos no ambito de um sinal

transmitido PAM, ao caso mais genérico de sinais QAM.

5.15. Minimos Dependentes do Comprimento e do Custo

e Consideragbes sobre a Presencga de Ruido

Num artigo publicado em 1996, Li, Ray Liu e Ding [Li et al., 1996] utilizaram o
mesmo paradigma de analise empregado na secdo anterior para lidar com o estudo de dois
fatores distintos que levam a ocorréncia de minimos locais num equalizador cego: finitude
de seu comprimento e a propria fungdo custo escolhida.

Para elucidar os resultados mais importantes deste trabalho, vamos partir das
seguintes perguntas: a existéncia de minimos locais é universal dentro da familia de
algoritmos cegos? Pode haver algum critério convexo de equalizacdo autodidata? Dentro de
que condicOes?

Para que entendamos a abordagem proposta pelos autores, partamos de duas

condicdes genéricas envolvendo um critério de equalizacao autodidata qualquer:

C1) As solugdes do tipo ZF sdo os unicos minimos globais da fungdo custo do critério no
espaco conjunto canal + equalizador. Note que isto ndo significa que estas solugdes
pertencam sempre ao attainable set.

C2) A funcdo custo do critério € continua no espago conjunto real canal + equalizador.
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Estas condi¢des ndo sdo, de fato, muito restritivas. Alias, sdo condi¢des que devem
ser obedecidas por qualquer critério razoavel. Isto constitui um ponto muito positivo da
andlise dos autores, pela generalidade das hipoteses de trabalho.

Um primeiro resultado forte dos autores € a prova, usando 0s conceitos geométricos
comentados na se¢do anterior, de que todo equalizador finito adaptado por um critério que
satisfaca C1 e C2 pode ter seu estado atraido por um minimo local. Esta afirmacéo é,
certamente, muito forte, e praticamente “sela o destino” da filtragem adaptativa cega: ndo
se deve esperar que um critério autodidata, mesmo que projetado de maneira razoavel, seja
convexo no espaco de parametros do equalizador, caso este tenha um numero finito de
graus de liberdade. Vale frisar que funcdes custo convexas e ndo-supervisionadas baseadas
em restricdes [Kennedy e Ding, 1992] ndo se encaixam no cenario descrito acima, pois
normalmente n&o satisfazem C1.

Estes minimos que surgem quase que universalmente nos critérios autodidatas séo
chamados de minimos locais dependentes do comprimento, pois estdo associados a finitude
da resposta ao impulso do equalizador.

Os autores mostram que ha uma outra classe de minimos, associada a técnicas que
empregam ndo-linearidades de natureza descontinua. Um exemplo desta classe de técnicas
é o algoritmo DD, que tem em seu cerne a ndo-linearidade do decisor, tipicamente
caracterizada por apresentar “saltos”. Outro exemplo é o chamado algoritmo stop-and-go
(SGA), sendo que podemos ainda mencionar, em termos estruturais, 0 proprio decision
feedback equalizer (DFE). Nestes casos, 0s pontos de minimo local ocorrem mesmo para o
caso duplamente infinito, quer dizer, ndo sdo dependentes do comprimento do equalizador
e sim da estrutura da fun¢do custo, sendo chamados de minimos locais dependentes do
cuslto.

Ora, podemos inferir que ha um tipo de minimo local compartilhado por todos os
critérios autodidatas considerados razoaveis, e hd um tipo de minimo presente apenas em
algumas técnicas. Isto produz uma clara distincao entre os métodos, a saber, entre aqueles
que sO possuem minimos dependentes do comprimentos e 0s que possuem ambos 0s tipos
de minimos.

No trabalho ha ainda uma analise da influéncia do ruido no comportamento de um

algoritmo cego. S&o analisados 0 CMA e o standard cumulant algorithm (SCA), de quem 0
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algoritmo de Shalvi-Weinstein é um caso particular. E demonstrado que a adi¢do de ruido
branco e gaussiano faz com que as condi¢des ZF ndo mais sejam os minimos globais das
funcbes custo no espago conjunto, o que € razoavel pois a condicdo ZF tem a ver apenas
com a IIS, ndo se ligando ao ruido. Mostra-se, no entanto, que para altas SNRs o desvio da
solucéo 6tima em relagdo a solugdo ZF é muito pequeno.

Um outro resultado interessante € uma analise comparativa de desempenho para o
caso ruidoso. Os autores afirmam que, em linhas gerais, o desempenho dos algoritmos
cegos é pior que o da solucdo de Wiener, mas melhor que uma simples inversdo do canal,
que ndo leve em conta o ruido.

E interessante notar que, como veremos a seguir, Regalia e Mboup [Regalia e
Mboup, 1999] questionam algumas constatacfes expostas em [Li et al., 1996], no decorrer
prova de que equalizadores autodidatas finitos obedecendo C1 e C2 devem apresentar
minimos locais. Teremos a chance de discutir um pouco mais esta “controvérsia” na

proxima secao.

5.16. Equalizadores Subparametrizados

O artigo de Regalia e Mboup desenvolve uma analise estatica envolvendo o
conceito de equalizacdo subparametrizada. O significado deste termo é que néo € possivel
uma perfeita inversdo do canal, ou seja, ndo é possivel atingir alguma configuracdo ZF. A
analise por eles empreendida leva a muitos resultados interessantes. Tentaremos expor, de
maneira simples, alguns resultados essenciais.

O critério estudado pelos autores, proposto por Donoho [Regalia e Mboup, 1999]

baseia-se na maximizacdo de uma relacdo entre cumulantes do sinal de saida do tipo:

cum,,[y(n)]

Bk A (5.52)
{cum,[y(n)]}?

onde cumpyy(.) € o cumulante normalizado de ordem 2p. Maximizar (5.52), como mostram

0s autores, equivale a maximizar a seguinte grandeza:
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llellz

Pl =)
2

(5.53)

(3, le) )% 2p < oo

ondelle = . 1em 1 = e

O interesse de se estudar (5.53) provém do fato de tal funcdo ter como caso
particular o critério de Shalvi-Weinstein, quando 2p = 4, o que nos trara também
informacdo sobre o critério CM, como veremos na préxima secao.

Talvez o principal resultado do artigo seja a constatacdo de que 0s maximos de
(5.53) estardo tanto mais proximos das correspondentes solucGes de Wiener quanto maior
for o valor de p empregado. Isto indica que 0 uso de estatisticas de ordem cada vez mais
elevada leva a pontos criticos mais proximos dos receptores de Wiener. Trata-se de um
resultado muito forte e interessante, que traz novas luzes a concepcdo da relacdo entre
critérios supervisionados e autodidatas.

Pode ser entdo feita a pergunta: qual a razdo de ndo serem usados entdo critérios
com estatisticas de ordem muito elevada? Um motivo é que a otimizagdo de tais critérios
envolve estimadores com variancia muito grande, o que pode ser muito problematico do
ponto de vista pratico.

Podemos ainda citar, como um resultado relevante, uma condi¢do necessaria obtida
para que um certo ponto, pertencente ao attainable set, seja um maximo de Dy, para p
finito.

Por fim, os autores contestam um argumento presente no trabalho de Li, Ray Liu e
Ding [Li et al., 1996], mostrando que é possivel que o estado do sistema penetre um dado
cone mesmo que ndo haja um minimo a ser atingido em seu interior, ao contrario ao que
ddo a entender os autores em seu trabalho. Tal argumento ndo foi explicitado em nossa

analise.
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5.17. A Equivaléncia entre os Critérios de Godard e de

Shalvi-Weinstein

5.17.1. A Abordagem de Li e Ding

No mesmo artigo analisado em 5.14 [Li e Ding, 1995], os autores demonstram,
pela primeira vez, a equivaléncia entre os critérios de Shalvi-Weinstein [Shalvi e
Weinstein, 1990] e Godard. O que isto quer dizer?

N&o é correto imaginar que tal equivaléncia signifique uma igualdade entre os
critérios ou menos ainda entre os algoritmos CMA e de Shalvi-Weinstein (SWA). Na
verdade, o grande resultado obtido pelos autores foi a demonstracdo de que ha uma
correspondéncia biunivoca entre os minimos dos dois critérios, para todas as possiveis
ordens de equalizador. Tentemos entender como tal resultado foi obtido.

A base teorica desta demonstracdo € a mesma dos resultados expostos na se¢do
5.14, e é feita a suposicdo tipica de que a fonte gera simbolos i.i.d. . Em primeiro lugar, é
enfocado o caso do equalizador duplamente infinito. Ora, como vimos na se¢do 5.3 e
tivemos a chance de discutir em diversas se¢0es posteriores, para este caso, a fungéo custo
CM s06 tem minimos globais, sendo que cada um deles corresponde a uma solugdo ZF. Este
mesmo resultado foi obtido para 0 SWA em [Shalvi e Weinstein, 1990]. Desta forma, para
este caso particular, a equivaléncia ja estava estabelecida, pelo menos para os pontos de
minimo. Faltava estabelecé-la para equalizadores com comprimento finito, e foi justamente
isto que Li e Ding fizeram.

Antes de prosseguirmos, convém definir o critério de Shalvi e Weinstein (SW):

mv?x|K[y(n)]| (5.54)

onde o operador K(.) é a kurtosis, definida em (5.50). H& ainda, superposta ao critério, uma
restricdo de igualdade de poténcia entre o sinal na saida do equalizador e na entrada do

canal:
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Elly(n)F] = E[Is)f?] (5.55)

Pararealizar atarefa a que se propuseram, eles partiram dos conceitos expostos em
5.14 e de uma propriedade que nao explicitamos, a saber, que se um ¢ pertence a um cone
Sy*, entdio e também pertence a este mesmo cone, caso a seja positivo. O que Li e Ding
fazem, entdo, € mostrar que, se ¢, € um ponto de minimo do critério de Shalvi-Weinstein,
entdo ele estara direta e unicamente associado a um ponto de minimo do critério CM. Esta
analise envolve tomar derivadas de primeira e segunda ordem, porém, de natureza escalar,
de forma que se possa considerar como parametro de otimizacdo o fator de escala a (dai o
uso da propriedade que acabamos de expor). A seguir, é percorrido o caminho inverso, ou
seja, € mostrado que um minimo do critério CM também se associa de forma Unica a um
minimo do critério de Shalvi-Weinstein. Ndo achamos conveniente entrar nos pormenores
da demonstracdo, preferindo dar uma visdo geral do caminho adotado pelos autores, o que

se adequa mais ao escopo deste trabalho.

5.17.2. A Abordagem de Regalia

O problema da equivaléncia entre os critérios CM e SW voltou a ser abordado em
1999, através de um trabalho de Phillip Regalia [Regalia, 1999]. O trabalho de Regalia
aborda o problema de uma forma bastante distinta da que observamos em [Li e Ding,
1995], ndo sendo, de forma alguma, redundante. Qual foi entdo a abordagem proposta?

De maneira muito engenhosa, o autor escreve as fungdes custo CM e SW em termos
de uma coordenada radial e p — 1 angulos de rotacdo, que formam o vetor ©, onde p é 0
namero de parametros do equalizador. Para o caso complexo, o vetor © deve incluir
também as p-1 fases dos coeficientes do filtro.

Assim, as funcdes custo sdo expressas como:

Jom (1, ©) e Jsw(r, ©) (5.56)

Vale aqui ressaltar a forma como € definida a funcdo custo de SW, diferente da
exposta em (5.54) e (5.55):
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‘JSW (r’@) — C4[y(n)]

=l (5.57)
{Ely*(m]}°
onde c4(b) = E(|b[") - 2.E[|b[*] - E(b?).E[(b")?].
Em seguida, o autor escreve o vetor de pesos do equalizador como:
W = I.Wnorm (5.58)

onde wnom € 0 vetor de pesos normalizado, de tal forma que |[Wnom|| = 1. Isto permite

escrever:

y(n) = r.Ynorm(N) (5.59)

E mostrado ent&o que a funcdo custo de SW, expressa em (5.57), fornece o mesmo
valor quando aplicada a y(n) ou a Ynom(n). Isto quer dizer que tal funcdo é insensivel ao

componente radial do vetor de pesos. Portanto, podemos escrever:

Jsw(r, ©) = Jsw(©) (5.60)

0 que certamente é um resultado muito importante.

Destacamos que, no entanto, 0 mesmo raciocinio ndo se aplica a funcdo custo de
Godard, que depende do componente radial de w. Como é possivel estudar conjuntamente
estas funcdes, apesar desta diferenca tdo marcante? Talvez esta seja a idéia fundamental de
todo o artigo. Regalia opta por analisar ndo a funcdo custo em si, mas sim a superficie de
erro reduzida do critério CM. Do que consiste esta superficie?

Como vimos, o componente radial é o aparente “pomo da discordia” entre os dois
critérios. Haverd alguma forma de “eliminé-lo” do cenario, de forma a se buscar entdo
relacdes entre os critérios? A idéia proposta €, primeiramente, otimizar a funcdo custo do

critério CM com respeito ao componente radial. Isto significa impor:
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0Jey (1 ©) _ 0
or

(5.61)
obtendo assim os valores 6timos de r. O autor obtém trés solugdes para (5.61). A primeira, r
= 0, corresponde ao maximo local, que ndo nos interessa aqui. As duas outras solugdes

compdem o par:

- JRZ_ (1Y oo () 1) (562)
E(Y o (M)

Como na funcgéo custo CM s6 nos importard o quadrado de r, as duas solugdes sdo

equivalentes. A fungéo:
Jemred (©) = Joy (£, ©) (5.63)

é a superficie de erro reduzida, ou seja, a funcédo custo CM ja otimizada para 0 componente
radial. Obtemos, entdo, um funcéo dependentes apenas dos componentes angulares, que era
0 que queriamos, para ter uma base adequada de comparagdo com o critério SW.

Chega-se entédo ao principal resultado formal do artigo, expresso por:

_p2Hg__ L
Touw(@) =R, - (564

para y(n) pertencente ao conjunto dos nimeros reais.

O que (5.64) nos diz? Ora, vemos explicitada a intima relacdo entre as funcgdes-
custo CM e SW. Nas palavras de Regalia, a superficie de erro reduzida associada ao critério
CM é uma deformacdo da superficie de erro associada ao critério SW. O operador
responsavel pela deformagcdo tem duas propriedades interessantes: € de natureza
monotonica, o que se infere da relagdo extraida de (5.64):
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d‘JCMred (O) - RZ2 >0
dJsy (©)  [3+ 35y (O))°

(5.65)

e preserva ordem, ou sga,

Jemred(©1) > Jemred(@2) = Jsw(©1) > Jow(O2) (5.66)

De (5.65), também pode ser inferido que todos os pontos criticos da funcdo custo
CM séo também pontos criticos da funcdo SW. Isto, matematicamente, € expresso pela
relagao:

d‘]S\N (O) :O - d‘]CMred(e) :O
do do

(5.67)
Adicionando a condigdo (5.66), mostra-se que, aléem de terem em comum 0s pontos
criticos, a classificacdo (minimo global, sela, etc.) de cada ponto coincide para os dois
critérios.
Isto conclui a andlise para o caso real. Para o caso complexo, sdo impostas

condi¢des de circularidade sobre a saida y(n), que levam a:

E[yznorm(n)] = E{[y*norm(n)]z} =0 (5.68)

Feita esta restricdo, € obtida uma expressdo ligeiramente diferente para a
deformagéo:

_o2hH_ 1
Jon (@) =R, % e © (@)E (5.69)

que, no entanto, também obedece as propriedades de monotonicidade e preservacdo de
ordem. Portanto, as mesmas conclusfes obtidas para o caso real se aplicam ao caso

complexo obedecendo a (5.68).
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Caso a saida ndo obedeca as restricbes de (5.68), como pode ocorrer em certos
processamentos ndo-lineares, pode nao haver equivaléncia entre os pontos criticos.

Cabe agora uma recapitulacdo sobre os resultados deste artigo profundamente rico.
Em primeiro lugar, observemos as hipoteses feitas pelo autor. Para que tudo o que
discutimos valha, € preciso pouco mais do que a condi¢do de estacionariedade até quarta
ordem para o sinal de entrada do equalizador. Ndo importa se os simbolos transmitidos s&o
i.i.d. ou correlacionados, se o canal é linear ou ndo-linear, se o ruido é aditivo ou
multiplicativo. Isto mostra que o escopo de validade das constatacfes apresentadas é muito
amplo.

Quanto aos resultados, cabe aqui aproveitar uma discusséo feita pelo préprio autor,
que esclarece qual tipo de equivaléncia foi obtida entre os métodos CM e SW.
Basicamente, eles tém em comum: susceptibilidade a existéncia de minimos locais
biunivocamente associados, mesma capacidade de reduzir 11S, mesma degradacdo media do
desempenho na presenca de ruido ou de correlagdo da fonte. Pode, entretanto, haver
diferenca no desajuste (misadjustment) ou na velocidade de convergéncia, em decorréncia
do tipo de deformacéo que relaciona as funcdes.

Em nossa opinido, o trabalho mencionado aborda de forma profunda e muito
elegante a relacdo entre os dois critérios, com a grande vantagem de ser relativamente

pouco restritivo com respeito as hipdteses de trabalho.

5.18. Relacéo entre Receptores Baseados nos Critérios
CM e Wiener

Ha uma triade de trabalhos [Zeng et al., 1998, Zeng et al., 1999 e Gu e Tong, 1999]
que destacaremos pela abordagem de um problema muito interessante: a relacdo entre
diferentes critérios de equalizagdo. Basicamente, o que se deseja entender é: qual a relacdo
entre um ponto de minimo de um critério autodidata (como o CM, por exemplo) e um
minimo de outro critério essencialmente distinto, como o de Wiener ou mesmo o critério
ZF? Trata-se, por certo, de uma questdo muito relevante, e que permeou, a0 menos de

forma mais “pontual”, outros trabalhos por nos analisados. Qual a relevancia desta questao?
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Vimos que, para um equalizador implementavel, h& minimos globais e locais na
funcdo custo do critério CM. Podemos nos perguntar: qual a “qualidade” destas solucdes,
ou seja, a que tipo de desempenho elas conduzem? Para respondermos esta pergunta,
precisamos de uma base comparativa com um outro paradigma conhecido. A triade citada
utiliza como referéncia dois receptores classicos: o de Wiener e o ZF, que ja discutimos
varias vezes ao longo deste trabalho. Portanto, podem ser usados como termo de
comparacdo o erro quadratico médio (MSE) de diferentes minimos do critério autodidata
estudado ou a sua relacdo com uma certa solucéo ZF.

Iremos analisar, separadamente, cada trabalho da triade. Comecemos por [Zeng et
al., 1998], que foi o primeiro submetido a publicacdo. Nas palavras dos proprios autores, o
objetivo do seu trabalho foi “revelar conexdes entre receptores CM e de Wiener”. As

conexdes por eles procuradas podem ser sumarizadas em trés questdes:

Q1) Qual a localizacdo dos minimos locais do critério CM?
Q2) Qual o desempenho, em termos de erro quadratico médio (MSE), do receptor CM?

Q3) Qual a relagéo entre o receptor de Wiener e o receptor CM?

N&o é o objetivo dos autores responder perfeitamente as questdes acima, mas
buscar, de alguma forma, aprender mais sobre o critério CM a partir das respostas parciais
obtidas.

Em seu trabalho, os autores ndo contemplaram o modelo que vinhamos analisando
com mais frequéncia: o de um equalizador cujos pesos estdo espacados de um periodo de
simbolo (baud rate). O escopo de sua analise engloba estruturas como o equalizador
fracionario e um array de antenas. Os sinais sao supostos binarios, i.i.d., e o ruido € suposto
AWGN.

A base da anélise deste artigo é, nas palavras dos proprios autores, “geométrica”. A
idéia basica é baseada em um teorema, dito de Weierstrass, e pode ser sumarizada como:
encontrar uma regido compacta B com uma fronteira dB e uma referéncia interna w tal
que o custo (em termos do critério CM) associado aos pontos da fronteira seja maior que o

associado a referéncia wg. Caso isto ocorra, se terd mostrado que hd pelo menos um
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minimo em B. Trata-se de uma idéia bastante intuitiva, que pode ser muito Util caso B e wie
sejam escolhidas de forma a se proporcionar elos entre os critérios de Wiener e CM.

Uma vez exposta, em linhas gerais, a base tedrica empregada pelos autores,
passemos a uma discussdo dos principais resultados obtidos. Consideramos que a melhor
forma de apresenta-los é por meio das respostas dos proprios autores as trés questdes
colocadas.

R1) O critério CM apresenta minimos locais na presenca de ruido. Aqui vale um
comentério: lembramos ao leitor que ndo foram estudados neste artigo equalizadores baud
rate, que sd80 as estruturas que vinhamos analisando nesta dissertacdo, para as quais o
comentario acima seria de pouca relevancia, pois ha minimos locais também na auséncia de
ruido.

E interessante notar que, se 0 minimo erro quadratico médio for menor que um certo
valor, a existéncia de um receptor CM na vizinhanga do receptor de Wiener pode ser
estabelecida. Vemos aqui uma tipica abordagem comparativa, pois a idéia de erro
quadratico médio esta associada exclusivamente ao receptor de Wiener e, no entanto, é
utilizada também para se obter resultados acerca de um equalizador cego. Minimos do
critério CM em outras regibes ndo sdo enfocados no artigo, sendo obtidos, portanto,

minimos “bons”, com baixo erro quadratico médio.

R2) Foi obtido um limitante para o erro quadratico médio destes “bons” receptores CM, o
qual depende das caracteristicas do receptor de Wiener associado. Os resultados do artigo

mostram que o limitante é bastante razoavel, em todos os exemplos estudados.

R3) Mostrou-se que o equalizador CM e o de Wiener sdo aproximadamente colineares para
as hipoteses de trabalho feitas no artigo. E obtida uma expresséo para o erro quadratico

médio em excesso do receptor CM com relacdo ao de Wiener.
Gostariamos de mencionar um aspecto interessante: ha, para um mesmo canal,

varios possiveis receptores de Wiener. A diferenca entre eles provém da escolha do sinal

desejado. Por exemplo, se tivermos sinais provenientes de multiplos usuérios incidindo em
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um array de antenas, podemos escolher o sina transmitido por cada um deles como sinal
desejado e cada escolha nos conduz a uma solugdo de Wiener distinta. Os autores mostram
que h& uma associacdo entre estes receptores de Wiener e os diferentes minimos da funcéo
custo CM.

Um outro trabalho dos mesmos autores, publicado em 1999 [Zeng et al., 1999],
pode ser visto como uma extenséo do trabalho que acabamos de comentar. Nele, os autores
também consideram, em sua analise, os equalizadores baud rate. Isto nos traz de volta ao
universo da estrutura que temos analisado com mais detalhe ao longo desta tese. Isto &, de
fato, muito enfatizado pelos autores, que consideram a principal contribuicdo de seu
trabalho “o desenvolvimento de um procedimento sistemético para a analise de receptores
CM”. A maior generalidade deste trabalho é também atestada pela consideracdo de uma
fonte real, e ndo apenas binaria como no trabalho anterior [Zeng et al., 1998]. A idéia geral
de andlise foi mantida, sendo também baseada no teorema de Weierstrass e na escolha de
uma referéncia e do conjunto B de forma a se estabelecer um elo entre os dois receptores.

O caso genérico conduziu a resultados similares aos do trabalho anterior, a saber: o
estabelecimento de um limitante superior, em termos de erro quadratico médio, para o
desempenho do receptor CM; consideracGes sobre o erro quadratico médio “em excesso”
do receptor CM, e a constatacéo de que os dois receptores sao aproximadamente colineares
no espaco de estados.

Estas consideracfes levam a conclusdo de que um receptor cego projetado segundo
o critério CM alcanca quase que o mesmo desempenho, em termos de taxa de erro de bits
(BER), do receptor linear 6timo, para altas SNRs.

Um artigo de Gu e Tong [Gu e Tong, 1999], o mais recente em termos da data de
submisséo, vem trazer algumas novas luzes a este problema. A andlise do artigo se limita
ao caso de um canal ortogonal e ao caso bidimensional, ou seja, aquele no qual a resposta
conjunta canal + equalizador é dada por um vetor bidimensional. O canal ortogonal €
aquele no qual as colunas da matriz de convolugéo sdo ortogonais. Ambos 0s casos ndo se
encaixam no modelo baud rate. Destacamos também as hipoteses usuais, a saber, sinais
transmitidos i.i.d. e ruido AWGN.

A base matematica do trabalho € a associacdo entre critérios de equalizacdo e

normas vetoriais distintas. Assim, otimizacdo dos critérios de equalizacdo passa a ser um
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problema de minimizar/maximizar uma certa norma no espago conjunto canal +
equalizador. S&o abordados os receptores de Wiener, ZF e SW, o qual, pela equivaléncia
discutida em 5.17, estende o escopo da analise também ao critério CM.

Os autores mostram que, para o canal ortogonal, um modelo adequado para sistemas
OFDM e CDMA sincrono, os receptores CM, Wiener, SW e ZF sdo colineares e
correspondentes um-a-um, caso néo haja ruido.

Para o caso bidimensional, mostram-se ainda alguns resultados interessantes:

1) Ha pelo menos um, e ndo mais que dois receptores CM/SW. Isto indica que ndo ha
solugdes espureas, ou seja, 6timos de CM/SW sem associacdo com algum receptor de
Wiener. E interessante notar que a definicdo deixa aberta a possibilidade de que s6 haja um
receptor CM/SW, ou seja, de que haja uma solucdo de Wiener sem um receptor CM/SW
correspondente. Isto quer dizer que, sem correspondéncia com uma solucéo de Wiener, ndo
h& existéncia de um receptor CM/SW, o0 que mostra que tais critérios tem uma intima
ligacdo com o receptor de Wiener e um desempenho razoavelmente préximo ao deste.

2) Os receptores CM/SW estdo sempre localizados em setores determinados pelos
receptores de Wiener. Mostra-se que a relagdo sinal-interferéncia (SIR) associada a um
receptor CM/SW é sempre menor que a associada ao receptor de Wiener correspondente.
Esta relacdo permite a obtencdo de um limitante para a posicdo dos receptores CM/SW.

3) Um resultado surpreendente é também obtido: a diminui¢do da SNR aproxima a SIR do
receptor CM/SW da apresentada pelo receptor de Wiener. Isto quer dizer que a diminuigéo
da SNR torna menos dispare o desempenho dos dois receptores.

5.19. Breve Discusséo: o Paradigma Geomeétrico

As cinco se¢des anteriores formam o cerne dos trabalhos envolvendo o paradigma
que denominamos geométrico. Os trabalhos de Li e outros, que introduziram a idéia de
cones de minimo global unico langaram, por assim dizer, as bases do enfoque geométrico.
Destacamos também a demonstacdo de Regalia para a equivaléncia entre os critérios CM e
SW, de uma elegancia matematica marcante. Os trabalhos de Zeng et al. e de Gu e Tong

trouxeram novas e importantes luzes acerca das relagdes entre receptores cegos e
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supervisionados. Suas novas abordagens aumentaram ainda mais as possibilidades da
andlise estatica dos critérios autodidatas. Por fim, o trabalho de Regalia e Mboup voltou aos

conceitos expostos por Li et al. trazendo novos resultados de grande relevancia.

5.20. Uma Analise Dinamica de Equalizadores Cegos

Enquanto a andlise estatica de um algoritmo adaptativo procura obter a localizacao
de seus pontos criticos, em especial de seus minimos, a analise dinamica diz respeito a
convergéncia do estado para uma determinada solucéo.

O artigo de 1996, de autoria de Li e Ray Liu [Li e Ray Liu, 1996], que ja analisamos
na secdo 5.10, traz também resultados sobre a dinamica do algoritmo e algumas
consideracBes sobre o comprimento do equalizador. Iremos analisar estes dois aspectos
nesta secao.

Uma hipétese forte feita pelos autores, mas que é imprescindivel para a anélise, €

supor que £(n) e s(n) sdo estatisticamente independentes, sendo €(n) dado por:
g(n) = w(n) — Wnin (5.70)

Trata-se, certamente, de uma aproximacdo nos moldes das aproximacdes de
independéncia tomadas para a analise dindmica do LMS em 4.5.2. Mas, como 0s autores
afirmam, tais aproximacdes sdo usuais em estudos tedricos envolvendo algoritmos
adaptativos, pela grande simplicidade por elas proporcionada.

Um resultado muito interessante obtido pelos autores diz respeito a classica
restricdo sobre o passo de adaptacdo p para que o equalizador convirja adequadamente.
Vimos este tipo de restricdo em nosso estudo sobre o LMS, mais especificamente, em
(4.66). Para o caso do CMA, procura-se obter a condigdo sobre o passo para que haja
convergéncia na vizinhanga do minimo global. Os dois pilares da anélise empreendida s&o a
hipdtese de independéncia que acabamos de discutir e a aproximacdo de primeira ordem
(5.34). A condicao obtida sobre o passo para haver convergéncia nas proximidades de wmin

é:
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0 < M < 2/AFmax (5.71)
onde Armax € 0 maior autovalor de Rnin, definida por:
Rémin = 0" Frin.J (5.72)
onde O é a matriz de convolucao definida em (5.35) e F* é definida como:
Frmin = diag[fmin(1),..., fmin(1), fmin(0), fmin(2), ..., fmin(1)] (5.73)
onde aparece M+N vezes o valor fin(1), uma vez fin(0) e outras M+N vezes o valor f(1).

Vale lembrar que o canal tem 2M+1 pardmetros e o equalizador tem 2N+1.

Os valores finin(0) e fmin(1) séo definidos como:

fmin(0) = (1/05°). E{ @ [Ymin(M)]1-5°(n) } € frin(1) = E{ @ [ymin(n)] } (5.74)

onde ymin(n) é saida do equalizador para a configuracdo wmin € 05 é a variancia do sinal.
Novamente, consideramos todas estas expressdes matematicas como acessorias, sendo que
0 resultado (5.71) € o que consideramos mais relevante expor. Neste trabalho, convergir

para o minimo global significa ter:

E[w(n)] - Wnin (5.75)

Os autores ainda obtém uma equacdo que define unicamente a matriz de
autocorrelacdo de g(n), envolvendo também Rimin € uma outra matriz. E apresentado
também o dominio de validade desta equacdo em relacdo a p. Estudar €(n) € muito
importante, pois permite que sejam obtidas informacg0des valiosas sobre o aprendizado do

algoritmo. E obtida uma expressao envolvendo este erro que julgamos valido reproduzir:

E[e(n)] = (I - L.05" Remin)"E[£(0)] (5.76)
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onde 0 passo U precisa obedecer a restricdo (5.71) para que a expressdo (5.76) acabe por
conduzir a situacéo desejada, dada por (5.75).

Por fim, os autores analisam a influéncia do comprimento do equalizador no
desempenho do algoritmo. Ha dois fatores a analisar, um envolvendo um aspecto estatico e
0 outro envolvendo um aspecto dinamico do algoritmo. Definamos a distor¢do devida ao

comprimento finito do equalizador como sendo:
Ds = ||emin — ¢z (5.77)

onde emin € 0 ponto no espaco conjunto canal + equalizador associado a wmin. Df nos d& uma
medida de qudo préxima esté a configuracdo do equalizador daquela que sabe-se ser 6tima.
E intuitivo que, quanto maior for o comprimento do equalizador, menor seré o valor desta
medida de distorcdo. Isto poderia levar-nos a concluir que quanto maior for o comprimento
do equalizador, melhor serd o desempenho do algoritmo. Isto ndo é de todo correto, como
tentam mostrar os autores, pois ha um outro tipo de distor¢cdo que também precisa ser
levada em conta.

Esta segunda distorcdo é causada pelo chamado ruido de gradiente, ja discutido no
contexto do LMS em 4.5.2. Este ruido decorre da estimativa instantdnea utilizada no
calculo do gradiente, a qual d& origem as expressdes (5.4) e (5.5). Tal distor¢do pode ser
definida como:

Dg=E [l ¢ - ¢nin ] (5.78)

Esta expressdo indica qudo proxima esta a estimativa obtida pelo algoritmo do

melhor valor que ela poderia obter. Quanto maior o ruido de gradiente, mais distante estara
0 estado do sistema, em média, do valor 6timo da funcéo custo.

Através da andlise dindmica empreendida, os autores obtém uma expressdo

aproximada para Dg:

Dy = [L.(2N+1).5 (5.79)
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onde & é uma constante que depende das caracteristicas do sinal transmitido.

O que (5.79) nos indica? Ora, supondo um valor fixo de W, percebemos que o
aumento da ordem do equalizador leva a um aumento do ruido de gradiente, 0 que piora,
em média, a qualidade da solugdo obtida pelo algoritmo. Assim, aumentar 0 comprimento
do equalizador indiscriminadamente ndo é necessariamente uma boa politica. Certamente
Dr diminuira, mas Dg tendera a aumentar, o que acaba por comprometer o panorama geral
do desempenho. Pode-se argumentar que p pode ser diminuido de modo a “acomodar” o
aumento do equalizador, mas isto significaria uma diminuicdo na velocidade de
convergéncia do algoritmo. E preciso, pois, analisar conjuntamente os efeitos dos

parametros de projeto sobre o valor das duas distorcdes.

5.21. Breve Discussao: Analise Dinamica

Um resultado muito interessante obtido em [Li e Ray Liu, 1996] foi a obtencéo de
um limitante para o passo de adaptacdo, para que o estado convirja nas vizinhancas do
minimo global. De forma geral, foi um trabalho que muito contribuiu para o entendimento
da dindmica estocastica do algoritmo, estando, de certa forma, ligado a alguns resultados
obtidos anteriormente em [Cusani e Laurenti, 1995].

Porém, em todos os trabalhos que tivemos a oportunidade de ler, a anélise dindmica
de um algoritmo adaptativo sempre se restringiu ao bindbmio “convergéncia para um ponto
de minimo/divergéncia”. Este bindbmio aplica-se muito bem a algoritmos supervisionados
como o LMS, mas ndo necessariamente esgota as possibilidades de um sistema ndo-linear.

No préximo capitulo, tentaremos explorar alguns aspectos da convergéncia do
algoritmo do mddulo constante que ndo sdo enfocados usualmente pelas andlises de
convergéncia por nds conhecidas. Mostraremos que 0 CMA, sob algumas condicdes, pode
apresentar convergéncia para ciclos-limite e atratores estranhos, o que deixa claras as
limitacbes da visdo acerca de convergéncia “herdada” da anélise cldssica de algoritmos

supervisionados.
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6. Dinamica Caodtica em Algoritmos do Moadulo

Constante

No capitulo anterior, apresentamos um vasto panorama de estudo sobre o critério e
algoritmo do modulo constante, desde sua concepcao até a evolugdo dos conceitos relativos
a sua andlise de convergéncia. Nele vimos diversas idéias que foram formando grande parte
do conhecimento atual acerca desta técnica, na forma de um breve tutorial.

Como ja pudemos perceber, a partir de um comparacao entre os capitulos 4 e 5, a
néo-linearidade inerente aos algoritmos de Bussgang torna-os muito mais complexos que 0s
algoritmos baseados no paradigma de Wiener. Iremos mostrar que esta maior complexidade
da origem a comportamentos estranhos a intuicdo que muitas vezes temos, baseada quase
sempre nos resultados do capitulo 4, relativos ao algoritmo LMS. Para tanto, fundaremos
nossa investigacdo no padrdo de analise usual de sistemas dindmicos, exposto no capitulo 2.
Nesta analise, iremos enfocar a expressdo iterativa do CMA como um sistema dindmico N-
dimensional, onde N é o numero de parametros do equalizador. Caso estejamos lidando

com o algoritmo na forma direta ou deterministica, sua expressao sera:
w(n+1) = w(n) - p.0JA(n) (6.1)

onde J®(n), como vimos antes, é a funcéo custo do critério CM. Aproximando a esperanca

matematica pelo valor instantaneo, obtemos a versao convencional ou estocastica:
w(n+1) = w(n) + p.e (n).x(n) (6.2)
onde

e(n) = y(n).[Rz - ly(n)[’] (6.3)
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E importante observar que, embora utilizemos o mesmo simbolo pem (6.1) e (6.2),
ha uma diferenga de fator de escala entre eles, da qual iremos nos abstrair por questdo de
simplicidade.

Usualmente, como vimos, as analises de convergéncia tém seu foco em dois
aspectos: a convergéncia para um ponto fixo (um dos minimos da funcdo custo) ou a
divergéncia (que corresponde a uma “explosdo para o infinito”). Mostraremos que o
algoritmo CMA, em ambas as versdes, pode apresentar um comportamento dinamico muito
mais rico e situado, em termos do passo de adaptacdo, entre estes dois casos. A Unica
afirmacéo levantada por nos neste sentido, que supunha a possibilidade de ocorrer caos no
algoritmo (6.1), estad em [Frater et al., 1995].

Nosso objetivo foi o de buscar caracterizar os possiveis comportamentos do
algoritmo nesta regido intermediaria pouco explorada, mas para nos relevante do ponto de
vista do estudo da convergéncia da técnica. Consideramos ainda digna de nota a
complexidade que pode emergir de um critério conceitualmente simples, mas que devido a
utilizagdo de EOS da origem a um cendrio dindmico de significativa riqueza. E muito
importante destacar que toda a dindmica do processo estd relacionada ao processo iterativo
de otimiza¢do, sendo a funcdo custo em cada caso fixa e independente do tipo de busca

empregado ou de seus parametros.

6.1.  Introdugédo a Analise Dinamica

A anédlise dindmica que realizaremos objetiva a caracterizacdo dos possiveis
comportamentos e cenarios apresentados pelo CMA, visto como um sistema néo-linear.
Nossa andlise se dividira em duas partes distintas, uma dedicada ao algoritmo
deterministico e uma ao algoritmo estocastico. Em ambos 0s casos, tomaremos como
parametro de bifurcacdo o passo de adaptacao 1, que é, de fato, uma variavel de projeto.

Alguns aspectos sdo comuns a todos os modelos por nds adotados neste trabalho, e

serdo destacados ja:

1) As amostras do sinal transmitido s(n) s&o i.i.d. (independentes e identicamente
distribuidas), assumindo os valores +A e —A com igual probabilidade.

154



2) O equalizador € um filtro transversal linear, com ordem igual & do canal, adaptado pelo
algoritmo do médulo constante em uma das duas versdes ja citadas.

Passemos aos resultados por nds obtidos. Comegaremos por um caso simples, para
que possamos nos familiarizar com o processo de anélise e com a aplicacdo dos métodos
descritos nos capitulos 1 e 2. Passaremos entdo a anélise do algoritmo deterministico em
diversos modelos de canal. Em seguida estudaremos o algoritmo estocéstico, também em
varios contextos, onde algumas idéias necessarias para a analise serdo propostas. Um breve

sumario conclui as discussdes relativas tanto ao caso deterministico quanto ao estocastico.

6.2. Ocorréncia de Caos no Algoritmo Deterministico

6.2.1. Estudo de um Caso Simples: um Canal de Ordem Zero

Em nosso primeiro modelo, a funcédo de transferéncia do canal é dada por:
Hi(z) =K (6.4)

onde K é um ganho real. O estado de nosso equalizador, neste caso, € dado por um unico
valor, w(n). Este equalizador é capaz de compensar perfeitamente a atuacdo do canal (que
no caso, se restringe a uma alteragcéo de ganho).

Para 0 modelo proposto de canal, temos:

x(n) = K.s(n) (6.5)
e
y(n) =w(n).x(n) = K.s(n).w(n) (6.6)

Aplicando as equacdes (6.6) e (6.5) a (6.2), obtemos:

w(n+1) = w(n) + L.K2A%w(n).[1 - KZwA(n)], (6.7)
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gue pode ser escrita como:

w(n+1) = Flw(n)] (6.8)
Percebe-se que, neste caso particular extremamente simples, mesmo a aplicacéo de
(6.2) leva a uma expressdo deterministica, o que acaba unificando as duas versdes da
técnica.
Impondo a condicdo de equilibrio (2.11), obtemos trés pontos:
We=0e Wep3 = +1/K (69)
O primeiro ponto € um maximo local e os outros dois s&o pontos de minimo global,
correspondentes a condi¢do ZF. Tendo obtido os pontos de equilibrio, passemos ao estudo
da estabilidade dos mesmos. Para tanto, recorremos aos conceitos expostos no capitulo 2.
No caso do sistema acima, a matriz jacobiana é na verdade um escalar, dado por:
Flw(n)] = 1 + WK2A = 3. KA AL WA(n) (6.10)
Para 0 ponto We;, temos:
F'(Wer) = 1 + pKZA? (6.11)
Percebemos que tal ponto ndo seré estavel para nenhum valor aceitavel de p, pois
>0 o F'(we)>1 (6.12)

Para os outros dois pontos, temos:

F’(Wez3) = 1 - 2.u.K2A* (6.13)
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A condicdo de estabilidade local (secdo 2.5.3) é | F’(Wez3) | < 1, 0 que nos leva a

seguinte faixa de valores para 0 passo de adaptacéao:

1

Portanto, em (6.14) obtivemos uma zona de operacéo satisfatoria para o equalizador,
na qual os pontos correspondentes as solu¢bes ZF séo localmente atraentes. Para valores de
M acima do limitante superior, certamente ndo se atingird a solucdo ideal. Mas fica a
pergunta: o que acontece?

Podemos pensar, se nos basearmos na intuicdo construida pela anélise mais usual de
algoritmos supervisionados, que tera lugar a divergéncia para o infinito. Porém, se formos
mais criteriosos em nosso estudo, veremos que o algoritmo do mddulo constante reserva
em sua estrutura uma riqueza de comportamento tipica dos sistemas nao-lineares.
Conforme vimos no capitulo 3, podemos fazer uso de um diagrama de bifurcacdo para
melhor compreender o comportamento do sistema. Tal diagrama mostra a evolucdo da
dindmica do sistema quando € variado um certo parametro livre (em nosso caso, 0 passo de
adaptacédo). Para K =2, A =1 e w(0) = 0.1, realizando 1000 iteracGes para cada valor de p

e retendo as 50 ultimas para a apresentagdo, obtivemos a Fig. 6.1.
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Figura 6.1: Diagrama de Bifurcacao de w(n)
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Na faixa de valores de p que vai de 0 a 0.25, ha uma operacdo satisfatdria. Isto
confirma a validade de (6.14) para o caso estudado. A convergéncia para 0.5, ao invés de
-0.5, da-se pela inicializac&o feita em um valor positivo.

Quando p sai da faixa de estabilidade do ponto fixo, no entanto, ndo ocorre a
divergéncia, e sim uma bifurcacdo de Hopf (secdo 2.6.2). Aumentando ainda mais 0 passo,
surge uma cascata de bifurcacdes de duplicacdo de periodo (secdo 2.6.3), que sO cessam,
apos infinitas ocorréncias, para um certo valor de p proximo a 0.32. Apos este valor, inicia-
se uma regido de comportamento caotico, que podemos distinguir no diagrama, observando
suas partes “cheias”, onde ocorre dependéncia sensitiva das condicdes iniciais. Dentro desta
regido, ha janelas de periodicidade, indicando o aparecimento de ciclos-limite estaveis. Para
valores de p levemente maiores que 0.5 da-se, enfim, divergéncia.

O cenério que acabamos de descrever ndo é estranho ao leitor, tendo sido descrito
na secdo 3.6, no contexto de um outro sistema dinamico, o mapa logistico. Recomendamos
que o leitor atente para a analise apresentada em tal secdo, pois a esséncia da evolugédo
dindmica do mapa unidimensional ¢ a mesma do CMA em sua versdo deterministica, para
todas as ordens por nos testadas.

Um outro aspecto interessante merece ser ressaltado. Para p proximo de 0.4, ha
uma mudanca substancial no atrator estranho associado ao minimo global. Podemos ver
isto através do alargamento da banda de oscilacdo cadtica, observavel no diagrama. Isto
ocorre justamente quando o estado comega a assumir valores negativos. Na verdade, se
olharmos com atencdo, veremos que 0 que acontece é uma “fusdo” entre atratores
estranhos: 0 associado ao ponto de minimo 0.5 e 0 associado ao ponto —0.5, que ndo viamos
em virtude da inicializacdo, antes da ocorréncia desta espécie de crise [Grebogi et al.,
1983].

Buscando um maior embasamento matemético para todas estas conclusoes,
calculamos o expoente de Lyapunov associado ao mapa unidimensional expresso em (6.7).
Para tanto, foram utilizadas 5000 itera¢6es da formula direta (3.15), para cada valor de L, a

partir da mesma condicao inicial do diagrama. O resultado esta na Fig. 6.2.
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Passo de Adaptacédo

Figura 6.2: Expoente de L yapunov

Conforme era esperado, 0 expoente € negativo para as zonas de convergéncia para
pontos fixos ou ciclos-limite, nulo nas bifurcagdes e positivo na regido de caos, 0 que
confirma a nossa andlise anterior, fundada apenas no diagrama. Algumas janelas de
periodicidade podem ser percebidas como picos negativos na regido cadtica.

Este primeiro caso confirmou algumas de nossas suposicdes: de fato, ha um
comportamento dinamico bastante rico entre a regido de convergéncia para um dos pontos
de equilibrio e a regido de divergéncia. Nesta regido intermediaria, ha infinitos ciclos-limite
estaveis, e uma zona na qual ha DSCI (que também contém infinitos ciclos-limite, como
discutimos anteriormente), o que confirma a suspeita de que a execu¢do do algoritmo do
modulo constante pode apresentar caos.

Para que possamos melhor entender como serd o comportamento do algoritmo na
regidao de caos, vejamos a evolucdo de w(n) para um valor de p pertencente a zona cadtica.

Utilizamos 500 iteracfes do algoritmo para produzir os dados, apresentadas na Fig. 6.3.
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Figura 6.3: Evolucdo Temporal de w(n)

Observamos nesta figura as caracteristicas usuais de uma série temporal caotica:
aperiodicidade, uma certa auto-similaridade, variacGes rapidas, etc. Certamente, a operacao
de um equalizador para tal valor de p seria um completo desastre do ponto de vista da

equalizagéo.

6.2.2. Canal MA(1) de Fase Minima

Uma vez estabelecidas nossas linhas basicas de anélise, passemos agora a modelos
mais complexos e proximos dos adotados para sistemas reais. Voltemos, primeiramente,

nossa atencdo para um canal MA(1) com a seguinte funcéo de transferéncia:

Hoz) =1+ a.z" (6.15)
cujo unico zero, suposto real, esta localizado em -a. Nesta secdo, adotaremos um modelo
de fase minima, ou seja, com |a| < 1. Especificamente, escolhemos a = 0.6. Portanto, x(n)

sera expresso pela seguinte equacdo a diferencas:

x(n) =s(n) + a.s(n-1) (6.16)
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O equalizador, que terd dois taps, tem seu estado no instante n representado pelo

vetor:
w(n) = [wo(n) , wa(n)]" (6.17)

O uso de um equalizador de tal ordem faz com que a funcdo custo J® assuma a

seguinte forma:

J(z)(Wo, W1) =1+ el.Wo4 + 4.92.W03.W1 + 6.64.W02.W12 + 4.93.W0.W13 + 61.W14 - 2.95.W02 -

4.66.W0.W1 - 2.95.W12 (618)

Os diversos 6; séo momentos e momentos cruzados dos componentes de x(n). Os
momentos 0, 6,, 83 e 64 tém grau 4, sendo o primeiro 0 quarto momento de x(n), e 0s
demais, momentos cruzados de x(n) e x(n-1). Os momentos Bs e B¢ sdo de grau 2, sendo 0
primeiro o segundo momento de x(n), e o Gltimo expresso por E[x(n).x(n-1)].

Calculando o gradiente a partir da expressdo (6.18), pode-se aplicar (6.1), o que
caracteriza o uso do algoritmo deterministico na busca de um dos minimos da funcéo custo.
Embora ndo seja usado na pratica, estudar este algoritmo é relevante para a compreenséo do
algoritmo estocéstico, particularmente no contexto do presente capitulo.

O primeiro passo é procurar os pontos de equilibrio de (6.18), que sdo 0s pontos
criticos de J®. Trata-se de um problema complexo, sendo que em [Gu e Tong, 1999] os
autores até questionam a viabilidade da obtencdo de uma solucdo analitica. Iremos nos
limitar a uma andlise da superficie de custo e a obtencdo dos pontos para este modelo de
canal especifico. Na Fig. 6.4.a encontram-se as curvas de nivel de (6.18), enquanto que na
Fig. 6.4.b temos um gréafico que traz em si a informacao acerca dos pontos criticos que se
extrai do vetor gradiente. De fato, ha duas curvas na Fig. 6.4.b, uma com o rétulo gradO e a
outra com o rotulo gradl. A primeira curva corresponde ao lugar geométrico no plano para
0 qual € anulado o primeiro elemento do vetor gradiente de (6.18). A segunda curva
corresponde ao lugar geomeétrico para o qual é nulo o segundo elemento. A intersecao entre

as duas marca portanto os pontos criticos.
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a) b)
Figura 6.4: Curvas de Nivel da Funcdo Custo (a) e Lugares Geométricos de Gradiente
Nulo (b)

E valido frisar que quando se lida com o problema da equalizacdo cega, ndo ¢
possivel dispor da funcdo custo, pois isto implicaria conhecimento do canal de
comunicacdo. No entanto, para fins analiticos, € muito valido analisar graficos como 0s
mostrados na Fig. 6.4.

Observando a Fig. 6.4.b, percebemos que h& 9 pontos criticos: dois pares de
minimos, dois pares de pontos de sela e um méaximo. Tanto as selas quanto 0 méximo néo
sdo estaveis (secdo 2.5.3), ndo sendo portanto solucdes capazes de atrair o estado do
equalizador. Apenas 0s minimos o sdo, obviamente para valores de passo maiores que zero,
que sdo 0s Unicos aceitaveis num processo steepest descent. Portanto, limitaremos a analise
a um elemento de cada par de minimos. Vale recordar que os elementos de um par de
minimos séo sempre Simétricos, o que torna redundante a analise de ambos. O conjunto de
analise se restringira entdo a um minimo global e a um local, que estdo, aproximadamente,

em:
P = {[0.831,-0.372]", [0.084 0.607]"} (6.19)
Em primeiro lugar, analisemos o minimo global, primeiro elemento de P. Para

verificar a sua estabilidade em funcdo de p, utilizamos o célculo do autovalor de maior

magnitude da matriz de Flogquet do sistema, calculada no ponto que se deseja analisar.
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Como vimos na se¢do 2.5.3, caso este autovalor (ou multiplicador de Floquet) esteja dentro
do circulo de raio unitario (CRU), o ponto sera localmente estavel. A relacdo da
estabilidade local com o valor de p decorre da dependéncia deste parametro por parte da
matriz de Floquet. Na Fig. 6.5 encontramos um grafico relacionando o autovalor de maior

magnitude ao passo de adaptacao.
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Figura 6.5: Multiplicador de Floquet de Maior Magnitude

Podemos perceber que a condi¢do de estabilidade é obedecida para 0 < u < 0.1765.
Portanto, esta é a faixa de operagdo satisfatdria para o minimo global. Comparando a
obtencdo de uma faixa de estabilidade neste caso com o caso do método steepest descent
aplicado num contexto de filtragem supervisionada (se¢do 4.5.1), verificamos que o
limitante superior para 1 dependerd do ponto de equilibrio analisado, o que ndo ocorria de
forma explicita para a técnica linear. E possivel, portanto, explicitar uma faixa em termos
algébricos, mas sempre em relacdo ao méximo autovalor da matriz de Floquet, que por sua
vez dependera do ponto critico estudado.

Novamente, fica a questdo do que ocorre quando o ponto de equilibrio deixa de
atrair trajetérias proximas. Utilizando uma condicdo inicial na vizinhanca deste minimo,
obtivemos o diagrama de bifurcacdo para os dois pesos do filtro. Novamente, foram usadas
1000 iteragBes por valor de p e exibidos os 50 Gltimos valores das variaveis wp e wi.
Frisamos que esta configuracdo serd mantida para todos os demais diagramas exceto onde
for explicitado o contrario. O resultado da simulag&o esté4 na Fig. 6.6.
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Figura 6.6: Diagramas de Bifurcac&o para o Minimo Global (w(0) = [0.831, —0.372]")

Apos a perda de estabilidade por parte do minimo, observamos mais uma vez a

ocorréncia do cenério de Feigenbaum, ou seja, de sucessivas bifurcaces flip seguidas por

uma zona caotica entremeada por regides de periodicidade. Apds a regido de caos, ha

divergéncia. Vale ressaltar que trata-se do mesmo tipo de comportamento verificado no

caso anterior.

Novamente, utilizamos os expoentes de Lyapunov. Desta vez, por ser um mapa

bidimensional, havera dois expoentes. Para a nossa andlise, bastara o maior deles. O grafico

mostrando o valor deste expoente em fungdo do passo de adaptacéo esta na Fig. 6.7.
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Figura 6.7: Maximo Expoente de Lyapunov

valores condizentes com os diagramas da Fig. 6.6.

Novamente o expoente calculado confirma as nossas observacdes, apresentando
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Para entendermos melhor como ird se comportar o sistema durante a operacdo em
caos, vejamos na Fig. 6.8 como serd o atrator estranho associado ao sistema para dois

valores distintos de L.
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Figura 6.8: Atratores Estranhos Associados ao Minimo Global para = 0.25 e pu = 0.285.

Podemos notar que o atrator estranho encontra-se nas proximidades do minimo
global, assinalado por um quadrado, convencdo que adotaremos em todos os graficos deste
tipo. A estrutura de ambos apresenta algumas similaridades com a do atrator de Hénon
(secdo 3.4.1), emblemético dentro do subconjunto dos sistemas discretos. Vejamos agora,
no dominio do tempo, como sera a evolucdo do peso wp(n) para o valor u = 0.25. Na Fig.
6.9 temos 500 iteracbes desta variavel juntamente com a ampliagdo de uma regido

especifica do gréafico.
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Figura 6.9: Evolucdo de wo(n) para 1 = 0.25
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Neste diagrama, além das caracteristicas gerais, vale ressaltar um aspecto
interessante. Para n pouco maior que 240, observamos que o estado fica préximo do
minimo global, o que é razoavel pela posicdo do atrator estranho. Porém, como o ponto ja
ndo é estavel, o sistema vai escapando da vizinhanca deste ponto, oscilando com amplitude
cada vez maior, até ir finalmente para outra parte do atrator estranho. Trata-se de um
comportamento similar ao de cenarios do tipo Pomeau-Maneville [Schuster, 1988]. E
portanto bastante aparente que um equalizador operando na regido de caos, como sera regra
em todos os casos estudados, ndo atinge os objetivos da equalizacao.

Nossa analise ainda n4o esta terminada. E preciso ainda estudar o minimo local que
escolhemos. Em primeiro lugar, vejamos sua faixa de estabilidade, através do multiplicador

de Floguet de maior magnitude. A Fig. 6.10 traz as informacdes necessarias.
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Figura 6.10: Multiplicador de Floguet de Maior Magnitude

A faixa de estabilidade para este minimo foi de 0<u<0.1400, tendo portanto um
limitante menor que no caso anterior. Inicializando o algoritmo em um valor préximo ao
minimo local, foram obtidos os diagramas de bifurcacdo para as duas varidveis de estado,

mostrados na Fig. 6.11. Novamente, a faixa de estabilidade do minimo foi confirmada.
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Figura 6.11: Diagramas de Bifurcagdo para o0 Minimo Local (w(0) = [0.084 0.607]")

Tais diagramas expressam o mesmo tipo de evolugédo dindmica dos casos anteriores,
mas com um fato marcante. Para p proximo de 0.22, o atrator estranho associado ao
minimo local perde a sua estabilidade. Porém, ao contrario do que ocorria nos casos
anteriores, isto ndo provoca divergéncia para o infinito. Ocorre no entanto que o sistema
passa a oscilar num ciclo-limite de periodo quatro, sofrendo novamente toda uma evolucgéo
subsequente até o caos e a explosdo para o infinito. Porém, esta “segunda evolucdo” esta
intimamente ligada ao minimo global, e ndo ao local, embora w(0) esteja muito proximo a
este Gltimo minimo. Portanto, o sistema passa a evoluir de forma anéloga a quando a
inicializacdo era feita préxima ao minimo global. Trata-se de um fato muito interessante,
que terd algumas implicagdes praticas descritas no capitulo 7.

Novamente, foi calculado o méaximo expoente de Lyapunov do sistema para

diversos valores de . O resultado esta na Fig. 6.12.
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Figura 6.12: Maximo Expoente de Lyapunov
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O expoente mostra bem a descontinuidade de comportamento por nos apontada,
havendo um retorno para valores negativos quando o atrator estranho associado a0 minimo
global perde a estabilidade. Os atratores estranhos associado ao minimo local, para g = 0.2
e i =0.215 estdo na Fig. 6.13.
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Figura 6.13: Atratores Estranhos Associados ao Minimo Local parapt=0.2 e u=0.215

Na Fig. 6.14, tracamos os dois atratores estranhos associados aos minimos globais
(usando p = 0.25) e os dois associados aos minimos locais (usando p = 0.2), tendo ao fundo
as curvas de nivel da fungdo custo, de forma a se estabelecer uma melhor nogdo da
distribuicdo espacial de tais entes. A proximidade entre um dado atrator e seu respectivo

minimo € bastante evidente, como ja haviamos comentado.

Figura 6.14: Posicdo dos Atratores Estranhos
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Na Fig. 6.15, novamente exibimos a evolugdo temporal do peso wp num valor de

passo para 0 qual o sistema apresenta comportamento cadtico. Isto nos mostra as

consequéncias deste regime para a convergéncia dos pesos do filtro.
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Figura 6.15: Evolugéo de wg(n) parapp = 0.2
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Antes de encerrarmos a secao, cabe um comentério. Muito da anélise que fizemos €

de carater essencialmente local. Por exemplo, quando obtivemos as faixas de estabilidade,

utilizamos a matriz de Floguet. Tal matriz, como vimos no primeiro capitulo, decorre de

uma linearizacdo em torno de um ponto de equilibrio. Portanto, os resultados deste

procedimento s&o precisos na medida em que se apliquem a vizinhanga do ponto estudado.

O mesmo ¢ valido para os diagramas de bifurcacdo, que expressam cenarios

dependentes da inicializacdo. E isto ndo apenas em termos da trajetoria cadtica, que como

vimos € altamente dependente das condi¢es iniciais, mas também em relacdo aos diversos

tipos de comportamento e ao valor de 1 para o qual comeca a ocorrer divergéncia. A titulo

de exemplo, tracamos os diagramas, na Fig. 6.16, para w(0) = [0.5 0.5]".
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Figura 6.16: Diagramas de Bifurcacdo para w(0) = [0.5 0.5]"

Como podemos imediatamente notar, a divergéncia para o infinito comeca a ocorrer
para um valor visivelmente menor que nos dois casos anteriores. Mas 0 que mais chama a
atencdo é a descontinuidade do diagrama, que contém trechos correspondentes a evolugdo
da dindmica do sistema a partir das vizinhangas de cada um dos quatro minimos que, por
simplicidade, passaremos a denominar “evolugdo dos minimos”. Podemos ver segmentos
similares aos diagramas tracados para o minimo global e para 0 minimo local, bem como
trechos que estdo ligados a diagramas que ndo mostramos (relativos aos dois minimos que
ndo analisamos). Utilizamos em nossa analise esta terminologia de “evolucdo”, mas vale
deixar bem claro que esta evolucdo se dard de forma distinta para condi¢Ges iniciais

distintas.
6.2.3. Canal MA(1) de Fase Maxima
Neste caso, a funcdo de transferéncia do canal é também dada por (6.15), mas com

|al > 1. O valor por nés escolhido foi a = 1.5. Vejamos as caracteristicas da funcao custo

através de suas curvas de nivel, mostradas na Fig. 6.17.
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Figura 6.17: Curvas de Nivel da Fungdo Custo

As caracteristicas gerais da superficie foram preservadas, havendo novamente 9
pontos representativos: dois pares de minimos, dois pares de pontos de sela e um maximo.

Os minimos por nos escolhidos para analise foram:
P ={[0.246 -0.522]", [0.378 0.065] " } (6.20)
O primeiro é global e o segundo, local. Passemos a analise do minimo global. A Fig.

6.18 traz a relagéo entre o multiplicador de Floquet de maior magnitude e 0 passo de
adaptacéo.
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Figura 6.18: Multiplicador de Floguet de Maior Magnitude
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A partir desta figura, obtemos a faixa de estabilidade 0 < 1 < 0.0808. Utilizando um
valor inicial proximo ao minimo global, obtivemos os diagramas de bifurcacdo para as duas

variaveis de estado, que estdo na Fig. 6.19.
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Figura 6.19: Diagramas de Bifurcacdo (w(0) = [ 0.246 —0.522]")

Novamente, verifica-se uma regido inicial de convergéncia para o ponto fixo, cuja
extensdo concorda com o valor obtido através da matriz de Floquet, tendo lugar em seguida
0 cenario de Feigenbaum. O méaximo expoente de Lyapunov, para este caso, estd na Fig.
6.20. Os resultados expressos neste grafico confirmam as observacgdes por nos feitas a partir
da Fig. 6.19.
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Na Fig. 6.21 estdo os atratores estranhos associados ao minimo global para dois
valores distintos de pu (0.12 € 0.123) .
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Figura 6.21: Atratores Estranhos Associados ao Minimo Global para p=0.12 e u=0.123

Podemos notar uma interessante similaridade entre a estrutura destes atratores e a
dos atratores da Fig. 6.8, também associados a um minimo global. Por fim, vejamos como €
a evolucao temporal dos pesos quando variam segundo o primeiro dos atratores da Fig. 6.20
(1 =0.12). O grafico correspondente e sua ampliacdo numa determinada faixa estdo na Fig.
6.22.

Esta figura revela novamente o comportamento aperiodico tipico, com alguns
instantes de aproximacdo do minimo global e um subsequente escape do mesmo, de forma

analoga a da Fig. 6.9.
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Figura 6.22: Evolucdo Temporal de wo(n) para p = 0.12
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Passemos a andlise do minimo local escolhido. Em primeiro lugar tragamos o

grafico que relaciona o multiplicador de Floquet de méxima magnitude ao passo de

adaptacdo. O resultado esté na Fig. 6.23.
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Figura 6.23: Multiplicador de Floguet de Maior Magnitude

A partir da Fig. 6.23, extraimos a faixa de estabilidade obtida para 0 minimo local,

que foi 0 < p < 0.0574. Utilizando uma condicéo inicial proxima a este minimo, obtivemos

os diagramas de bifurcacéo relativos as duas variaveis de estado, ilustrados na Fig. 6.24.
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Figura 6.24: Diagramas de Bifurcagdo ( w(0) = [0.378 0.065]")

Novamente, observamos uma descontinuidade na “evolucdo” dindmica do sistema,

sendo que o atrator estranho associado ao minimo local perde sua estabilidade quando

ainda é estavel o ciclo-limite de periodo dois associado ao minimo global. Isto faz com que
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0 estado convirja para um regido do espaco de estados proxima a este ponto, levando a um
comportamento similar ao verificado na Fig. 6.19. E interessante notar que este tipo de
descontinuidade foi comum aos dois canais MA(1) que estudamos. E interessante notar, nos
ultimos valores de p antes da divergéncia, o surgimento de uma pequena regido cujas
ramificacdes se alargam formando pequenas bandas.

Para este sistema, também calculamos 0 maximo expoente de Lyapunov associado

para diversos valores de p. O resultado esté indicado na Fig. 6.25.
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Figura 6.25: Maximo Expoente de Lyapunov

Novamente, os valores do expoente ddo suporte a nossa analise e refletem
adequadamente a perda “precoce” de estabilidade por parte do atrator estranho associado ao
minimo local. Na regido entre p = 0.11 e p = 0.13, podemos notar descontinuidades no
expoente, devidas a divergéncia para o infinito, ja explicitadas pelo diagrama da Fig. 6.24.

Na Fig. 6.26 representamos o atrator estranho correspondente ao minimo local para

K =0.082 e u=0.085. O minimo local esta assinalado por um quadrado.
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Figura 6.26: Atrator Estranho Associado ao Minimo Local para p = 0.082 e u = 0.085

Finalmente, a evolucdo temporal de wgp(n) para i = 0.085 encontra-se na Fig. 6.27,

tendo caracteristicas semelhantes as obtidas anteriormente para este tipo de curva.
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Figura 6.27: Evolucdo Temporal de wo(n) para p = 0.085

6.2.4. Canal MA(2) de Fase Mista

Nas duas se¢des anteriores, analisamos canais MA(1) com fase minima e com fase
méaxima. Podemos afirmar que os dois exemplos formam um conjunto bastante abrangente
dentro do modelo analisado, permitindo que se tenha uma idéia geral do tipo de cenario
dindmico imposto por este tipo de canal. Porém, da teoria classica de filtragem sabemos
que modelos MA(1) de canal (excetuando, certamente, canais com um nulo espectral) séo
passiveis de equalizacdo por meio de um filtro branqueador, cuja determina¢do necessita
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apenas de estatisticas de ordem dois. Portanto, os mesmos ndo sdo, por assim dizer, 0s
canais que mais tornam necessario 0 uso de estatisticas de ordem superior, mesmo que
implicitamente, como é o caso do CMA.

Escolhemos entdo um canal que impde esta necessidade quando da equalizacéo por
meio de técnicas nao-supervisionadas: um canal MA(2) de fase mista. A funcdo de
transferéncia de um canal MA(2) genérico é dada por:

Ha(z) =1+ a.zt+B.z? (6.21)

Escolhemos a = 1.6 e 3 = 0.55, fazendo com que os zeros da funcdo fossem -1.1 e
-0.5. Estes valores fazem com que um dos zeros de H3(z) esteja fora do CRU e o outro
dentro dele, caracterizando fase mista.

Como o equalizador ira ser de ordem dois, ndo é possivel visualizar a superficie
gerada a partir da funcdo custo do CMA. Iremos, neste caso, analisar trés minimos, um
global e dois locais com profundidades distintas, tendo o segundo menor custo que o
terceiro. Analisemos, em primeiro lugar, o minimo global, localizado aproximadamente em
we = [0.241 -0.589 0.124]".

Os diagramas de bifurcacdo associados a este ponto encontram-se na Fig. 6.28.
Observamos que a evolucdo também se da segundo o cenéario de Feigenbaum, sendo que a
faixa de estabilidade levantada foi aproximadamente 0 < p < 0.045. A regido de caos
apresenta algumas descontinuidades nas proximidades da regido de divergéncia, o que
indica convergéncia para atratores associados a outros minimos. Portanto, comprova-se que
0 minimo com menor custo ndo tem necessariamente o atrator estranho com maior faixa de
estabilidade, como se poderia pensar a partir de um raciocinio indutivo baseado nos
modelos MA(1). Por motivos de simplicidade, optamos por ndo apresentar o calculo do
expoente de Lyapunov para este caso, e consideramos que a visualizagdo do atrator

estranho discreto em trés dimensdes néo traria tantas contribuic¢des significativas.
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Figura 6.28: Diagramas de Bifurcagdo (w(0) = [0.241 -0.589 0.124]")

Podemos entender um pouco mais o0 comportamento do sistema analisando o
segundo “melhor” minimo, localizado em we = [0.110 -0.287 0.524]". A faixa de

estabilidade associada a este ponto foi 0 < p < 0.056.
Na Fig. 6.29, estdo os diagramas de bifurcacdo associados a este minimo.
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Figura 6.29: Diagramas de Bifurcacdo (w(0) = [0.110 -0.287 0.524]")

Podemos perceber que este minimo tem um comportamento mais “regular” na
regido préxima a zona de divergéncia. Ha apenas um espalhamento de banda que ocorre em
um intervalo bastante pequeno, verificavel na Fig. 6.29. Vale ressaltar que este tipo de
comportamento, manifestado para uma faixa muito estreita de |, poderia ndo ser observavel
no diagrama, pelo fato deste ser produzido através de uma discretizacdo em .

Por fim, vejamos um minimo com maior custo, localizado em wez = [0.392 -0.041 —

0.028]". Os diagramas de bifurcacéo estdo na Fig. 6.30. A faixa de estabilidade associada

foi 0 < p < 0.049.
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Figura 6.30: Diagramas de Bifurcacdo (w(0) = [0.392 -0.041 —0.028]")

A evolucdo deste minimo também se deu segundo o cenario de Feigenbaum, sendo
que na regido proxima a zona de divergéncia nao foi observada convergéncia para outros
atratores estranhos. O diagrama de w, tem um aspecto curioso, um *“cruzamento” na
segunda duplicagdo de periodo.

E interessante ver que o melhor minimo teve o diagrama associado mais
descontinuo na zona de caos e a menor faixa de estabilidade, o que contradiz qualquer

intuicdo de que a “sua dindmica” deva apresentar sempre regides estaveis mais amplas.

6.2.5. Canal AR(1)

Até agora, vinhamos analisando modelos de canal com resposta ao impulso finita.
De fato, estes modelos s&o os mais aplicados em sistemas reais de comunicagdo. Porém, no
estudo da convergéncia do CMA um outro modelo de canal teve uma grande importancia
histérica: o modelo AR(1). Como vimos na secdo 5.5, este foi 0 modelo utilizado por Ding
et al. no trabalho [Ding et al., 1991] onde foi demonstrado que um equalizador linear finito
ajustado pelo CMA pode ter seu estado atraido para minimos locais. O grande atrativo
tedrico deste modelo de canal € a possibilidade de ser perfeitamente equalizado pela
estrutura que enfocamos, o filtro linear e transversal.

A funcdo de transferéncia deste canal é expressa por:

1

— 6.22
1+a.z™ (622)

H,(2) =
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onde a deve estar necessariamente dentro do CRU, para que o canal seja estavel.
Utilizamos o mesmo valor de [Ding et al., 1991], ou seja, a = 0.6. Como de costume,

analisemos as curvas de nivel da superficie de custo, que se encontram na Fig. 6.31.
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Figura 6.31: Curvas de Nivel da Fungdo Custo

Novamente, temos 0 mesmo ndmero de pontos criticos. Os dois minimos por nos

escolhidos so:
P={[10.6]", [00.5575]"} (6.23)

sendo o primeiro correspondente a situacdo de perfeita inversdo, e 0 segundo um minimo
local. Como vimos na se¢do 5.5, sdo minimos de profundidades muito distintas, pois o
primeiro corresponde a perfeita recuperacdo do médulo constante e o segundo introduz
apenas um atraso e uma atenuacéo, nao retirando IIS.

Utilizando novamente a analise da matriz de Floquet, expressamos na Fig. 6.32 a

relagdo entre o multiplicador de maior magnitude e o passo de adaptacéo.
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Figura 6.32: Multiplicador de Floguet de Maior Magnitude

Por meio desta analise, a faixa de estabilidade obtida para o minimo global foi

0<p<0.100. Fazendo uma inicializacdo proxima ao minimo global, obtivemos os diagramas

de bifurcacdo para as duas varidveis de estado, que estdo na Fig. 6.33.
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Figura 6.33: Diagramas de Bifurcacio (w(0) = [1.01 0.6]")

De imediato, verificamos a adequacédo da faixa de estabilidade do minimo global.

Quando este perde a sua estabilidade, tem lugar o usual cenario de duplicagdo de periodo

seguida de caos. Porém, para p proximo de 0.13, hd uma estreita banda de oscilacdo que

surge na faixa correspondente ao ciclo-limite de periodo quatro. Uma outra peculiaridade

merece destaque: a Ultima regido antes da divergéncia para o infinito ndo corresponde ao

atrator estranho que vinha continuamente evoluindo, mas € uma banda cadtica que emerge

abruptamente, possivelmente associada ao minimo local.

182



Calculamos 0 maximo expoente de Lyapunov para os diversos valores de p, sendo

que o resultado estd na Fig. 6.34.
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Figura 6.34: Maximo Expoente de Lyapunov
O célculo do expoente de Lyapunov confirmou o panorama apontado pelo diagrama

de bifurcacdo. Vejamos agora, na Fig. 6.35, como € o atrator estranho associado ao minimo

global, para dois valores distintos de p.
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Figura 6.35: Atrator Estranho Associado ao Minimo Global para p=0.15e u=0.165

O atrator estranho associado ao sistema apresenta um aspecto bastante distinto dos
vistos anteriormente para modelos de canal MA, o que era de se esperar, tendo em vista que
a mudanca substancial no modelo do canal leva a mudancgas nas estatisticas do sinal

recebido, com influéncias na distribuigdo dos minimos da funcéo custo.
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A evolucdo temporal de wg(n) encontra-se na Fig. 6.36.
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Figura 6.36: Evolucdo Temporal de wo(n) para u=0.15

Passemos a analise do minimo local. Em primeiro lugar, vejamos na Fig. 6.37 a

relacdo entre o multiplicador de Floquet de maior magnitude e o passo de adaptacéo.

N
=3

t
INd
S

I\
N

N

=
®

=
o

=
>

Maximo Médulo dos Multiplicadores de Floquet
N
N

-

——
—

0.8

0 0.02 0.04 006 008 01 012 0.14 016 018 0.2
Passo de Adaptacédo

Figura 6.37: Multiplicador de Floguet de Maior Magnitude

A faixa de estabilidade neste caso foi 0 < p < 0.114. Vale observar que a faixa é

ligeiramente maior que a obtida para o minimo global, ao contrario do que ocorreu para 0s

local estdo na Fig. 6.38.
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Figura 6.38: Diagramas de Bifurcagdo (w(0) = [0 0.5575]")

Os diagramas apresentam o mesmo tipo de evolugdo dindmica dos casos anteriores,

mas sem nenhum tipo de irregularidade ou descontinuidade. Deve ser ressaltado que, neste

caso, houve uma inversdao em relacdo ao modelo MA(1): a faixa de estabilidade foi maior

para 0 minimo local e o atrator estranho correspondente teve uma maior regido de

estabilidade.

estd apresentada na Fig. 6.39.
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A evolucdo do maximo expoente de Lyapunov em funcdo do passo de adaptacdo
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Os valores do expoente novamente mostram-se em perfeita concordancia com a
andlise realizada através do diagrama de bifurcacdo. Obtivemos ainda o atrator estranho

associado ao minimo local para u =0.17 e p = 0.175, sendo ambos mostrados na Fig. 6.40.
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Figura 6.40: Atrator Estranho Associado ao Minimo Local parap=0.17e u=0.175

Como ocorreu em todos o0s casos analisados, atratores estranhos associados a
minimos distintos apresentam diferengas em sua estrutura. Como nos demais casos, 0
minimo encontra-se na regido do atrator.

Finalmente, a evolucao temporal de wp(n) para = 0.17 esta na Fig. 6.41, mantendo

0 aspecto geral dos casos anteriores.
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Figura 6.41: Evolucdo Temporal de wo(n)
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6.2.6. Consideracées Sobre o Caso Deterministico

Antes de passarmos a analise do algoritmo estocastico, convém esbocar algumas
conclusdes. Primeiramente, verificou-se em todos os cenarios testados a ocorréncia de
comportamento complexo, a saber: oscilacdo em ciclos-limite de infinitos periodos e caos,
sendo portanto confirmadas as suposi¢es que motivaram nosso trabalho. Além da inspecéo
dos diagramas de bifurcacdo tivemos a confirmacdo matemaética fornecida pelos expoentes
de Lyapunov nos modelos de primeira ordem, havendo sempre perfeita concordancia entre
as técnicas. Esta concordancia, aliada a questdo da simplicidade, nos levou a omitir o
calculo deste expoente para 0 modelo MA(2).

Constatamos que a evolugdo dindmica dos minimos apresentou algumas diferencgas
significativas ligadas ao modelo de canal adotado. Nos canais MA(1), os minimos globais
apresentaram uma faixa de estabilidade maior que a dos minimos locais, enquanto que nos
canais AR(1) e MA(2) ocorreu o contrario. Um outro aspecto relevante € que nos canais
MA(1) verificamos que, para inicializagdo proxima aos pontos de minimos, a ultima zona
ndo-divergente estava associada ao minimo global. Tal fato ndo ocorreu para os outros dois
tipos de canal, o que invalida uma suposicdo de que tal comportamento seja uma regra geral
Ou mesmo um cenario inerente ao modelo moving-average genérico.

Os atratores estranhos associados aos diferentes minimos também apresentaram
diferencas, ndo s6 em posicdo espacial, mas em suas estruturas. Todas as evolugdes
temporais obtidas na zona de caos nos permitiram ter uma idéia do comportamento
catastrofico, neste regime, no que se refere ao desempenho do equalizador. Certamente é
uma evolucdo temporal prejudicial ao desempenho do sistema. Mesmo quando o estado
encontra-se num ciclo-limite estavel pode haver uma grande perda de desempenho, em
termos de abertura do diagrama de olho.

O objetivo de toda a nossa analise foi abordar um comportamento do sistema que
ndo se enquadra nas situagbes classicas de convergéncia para um ponto fixo ou de
divergéncia para o infinito, e que contém em si uma estrutura extremamente rica e com
implicagles, que pouco, ou nada, foram exploradas. Uma vez estudada a versao

deterministica do algoritmo, que estd na base do CMA estocastico, convém passarmos a
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andlise direta deste Gltimo, para que possamos verificar também nele a possibilidade de

ocorréncia de comportamento complexo.

6.3.  Algoritmo Estocastico: Principios de Analise

Quando lidamos com o algoritmo do modulo constante em sua versdo pratica,
precisamos estudar um sistema dinamico estocastico. Analisar tais sistemas é certamente
tarefa muito mais dificil do que estudar um sistema deterministico, como vinhamos fazendo
até agora.

Nossa analise, para este caso bem mais complexo, ter4 por unico objetivo
demonstrar a possibilidade concreta de ocorréncia de comportamento cadtico no CMA
estocastico. Mais especificamente, analisaremos tal algoritmo quando aplicado a um
modelo de canal FIR e procuraremos mostrar que o estado do sistema pode variar
caoticamente em determinados casos.

O motivo desta escolha esta no cerne do método que iremos usar. Em linhas gerais,
este método consiste em desmembrar um sistema dindmico estocastico em um conjunto de
subsistemas deterministicos que se revezam ao longo das iteragdes que modificam o estado.
Avaliando separadamente estes sistemas deterministicos, podemos tirar algumas conclusées
sobre o sistema estocastico global. Vejamos entdo como surge esta divisao.

Suponhamos que o sinal transmitido seja binario, como temos feito até agora.
Tomemos 0 modelo de canal/equalizador MA(1) expresso em (6.15). Sabemos que o CMA

possui, neste caso, a seguinte expresséo:

w(n+1) = w(n) + Ly(n).[Rz - y(n)] (6.24)
onde
y(n) = wp(n).x(n) + wi(n).x(n-1) (6.25)

Lembrando que
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x(n) = s(n) + a.s(n-1)

x(n-1) = s(n-1) + a.s(n-2)

(6.26)

(6.27)

percebemos que, caso a ndo seja igual a um, o vetor x(n) assumira tantos valores quanto

forem as combinacdes de s(n), s(n-1) e s(n-2). De modo geral, podemos afirmar que o

namero destas combinaces € a quantidade méaxima de estados assumidos pelo vetor x(n).

Para que possamos perceber o que ocorre, construimos a Tab. 6.1, na qual supomos,

sem perda de generalidade, que s(n) assume os valores +1 e —1.

Configuragao s(n) s(n-1) s(n-2) x(n) x(n-1)
1 +1 +1 +1 1+a 1+a
2 +1 +1 -1 1+a 1-a
3 +1 -1 +1 1-a -1+a
4 +1 -1 -1 1-a -1-a
5) -1 +1 +1 -1+a 1+a
6 -1 +1 -1 -1+a 1-a
7 -1 -1 +1 -1-a -1+a
8 -1 -1 -1 -1-a -1-a

Tabela 6.1: Possiveis Configuragdes de x(n)

A Tab. 6.1 nos da oito possibilidades para o vetor de entrada x(n). Porém, como

podemos observar, para uma dada configuragcdo x(n) ha também a simétrica -x(n). A

expressdo (6.24), porém, serd a mesma para os dois casos. Isto mostra que as oito

configurac@es, quando aplicadas a (6.24), dao origem nao a oito, mas a quatro subsistemas

dindmicos deterministicos distintos. Podemos associar estes quatro sistemas, por exemplo,

as quatro primeiras configuracfes da Tab. 6.1.
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A aleatoriedade inerente a (6.24), para este modelo de canal, é essencialmente
discreta. Ha& um certo numero de possibilidades de subsistemas dindmicos, sendo que cada
um deles assume temporariamente o papel de atualizar o vetor de pesos. Os sinais
transmitidos s(n) acabam por determinar qual subsistema é o escolhido a cada iteracao.

Um ponto interessante é que isto mostra que a evolucdo de w(n) se da sempre
através de um conjunto discreto de direcGes no espaco de fase. Trata-se de algo muito
interessante, pois nos faz pensar, de maneira um tanto quanto poética, que a convergéncia
do estado para um ponto de equilibrio se faz através da compensacdo da finitude do
repertdrio de direcBes de adaptacdo por uma engenhosa “escolha” do moédulo do gradiente.

Outro ponto muito importante € mostrar que se estes subsistemas deterministicos
apresentarem comportamento complexo, o0 sistema estocastico global também pode
manifestar tais tipos de comportamento.

O nosso método de analise ir4 consistir de uma andlise deterministica das
componentes de um sistema dindmico estocastico, o que permitird um tipo de estudo ndo
muito distinto do que temos realizado. Certamente esta analise tem um alcance limitado,
mas se presta bem ao objetivo central deste trabalho.

Em termos gerais, podemos afirmar que, caso s(n) pertenca a um alfabeto M-ario e o
namero de pesos do equalizador e do canal seja N, haverd um numero méximo de

possibilidades para x(n) igual a Nymax, dado por:

Nxmax = MmN (6.28)

No caso de M = 2 (com valores +A e —A), temos que para cada valor do vetor de
entrada do equalizador estard associado 0 seu simétrico. Isto quer dizer que, neste caso,

teremos um numero maximo de sistemas igual a:

22N—1

N =

sismax
2

=22N=2 —yN-t (629)

Embora tenhamos mostrado, através da Tab. 6.1, que a iteracdo no algoritmo do

modulo constante s6 se da por meio de quatro sistemas deterministicos que se alternam
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nesta funcdo, € preciso discutir com mais profundidade esta idéia. Em primeiro lugar,
vejamos como sao as transicoes entre estados.

Suponhamos que o equalizador se encontre na configuracdo 1 da Tab. 6.1. Se no
proximo instante n o sinal transmitido for -1, o equalizador passara a configuracao 5. Se,
porém, o sinal transmitido for +1, o equalizador permanecera na configuracdo 1. Para que

possamos esgotar as possibilidades desta analise, construamos a Tab. 6.2.

Configuracdo atual Se for transmitido +1, passa | Se for transmitido —1, passa a
a configuracdo configuracédo
1 1 5}
2 1 5
3 2 6
4 2 6
5 3 7
6 3 7
7 4 8
8 4 8

Tabela 6.2: Possiveis TransicOes entre Configuraces

A Tab. 6.2 é a expressdo tipica de uma cadeia de Markov. Tais cadeias sao
compostas por diversos estados e suas probabilidades de transicdo. Uma cadeia de Markov
caracteriza-se pelo fato da probabilidade de transi¢do entre estados quaisquer i e j depender
exclusivamente destes estados [Palazzo, 1999]. Ora, este é justamente o caso da Tab. 6.2,
como podemos averiguar.

Portanto, as configuragdes do vetor de entrada correspondem a estados de uma
cadeia de Markov, cuja transicdo é determinada pelo sinal s(n). A dependéncia com relacdo
a s(n) esta embutida nas probabilidades de transicdo entre estados, como também é
perceptivel pela Tab. 6.2. Em nosso caso, a distribui¢do da fonte que produz o sinal s(n) €

quem determina tais probabilidades.
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A cada uma das configuracgdes esta associado um sistema dinamico deterministico,
sendo que a cada par simétrico estard associado 0 mesmo sistema, responsavel pela iteracéo
no instante n. Portanto, os saltos na cadeia sdo responsaveis pela escolha do “sistema da
vez”. Sistemas deste tipo tém sido estudados no ambito de controle, com resultados
interessantes [Gongalves et al., 2000], como vimos na se¢do 2.7. No nosso caso, iremos
utilizar esta abordagem de saltos markovianos simplesmente para desmembrar o sistema
global em seus elementos deterministicos. A aleatoriedade € retirada do sistema em si e
passa a estar contida nas transicdes entre os estados. Isto permite que possamos aplicar
ferramentas usuais de analise dindmica a cada um dos blocos isolados e tirar assim
conclusdes sobre possibilidades de comportamento, condicionadas a determinadas
trajetdrias dentro da cadeia.

Portanto, se pudermos demonstrar que um determinado subsistema apresenta um
atrator estranho para determinada configuragdo, estard demonstrado que o sistema global
pode apresentar comportamento ca6tico, desde que haja um nimero de itera¢des suficiente
para que o estado atinja a vizinhanca do atrator. Portanto, a analise que realizaremos se
limitara a mostrar “possibilidades de comportamento”, condicionadas a ocorréncia de

determinadas sequéncias de s(n).

6.4. Ocorréncia de Caos no Algoritmo Estocastico

Utilizaremos, para ilustrar este procedimento e obter algumas conclusdes sobre o
comportamento do CMA, o modelo de canal (6.15). Optamos pelo valor a = 0.6, por ja o
termos enfocado no caso deterministico. Supomos também que o médulo do sinal bipolar
transmitido vale 1.

Aplicando (6.29), percebemos que as configuracbes ddo origem a quatro

subsistemas. Utilizando o indice k para rotular estes sistemas, podemos escrever:
wi(n+1) = wi(n) + u.[WkT(n).Xk].{l - [WkT(n).Xk]Z}.Xk (6.30)

O vetor xi(n) corresponde a k-ésima configuracdo da Tab. 6.1. Analisaremos cada

um destes sistemas em separado, passando entdo a uma conclus@o conjunta.
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Primeiro Sistema:

Fazendo k = 1, temos:

x;=[1.61.6]" (6.31)

Ha trés condic¢des de equilibrio para este sistema:

We =[00] (6.32)
We'x1 =1 (6.33)
Wes' X1 = -1 (6.34)

Inicializando o algoritmo na vizinhanca do minimo global, temos os diagramas de

bifurcacdo da Fig. 6.42.
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Figura 6.42: Diagramas de Bifurcacio (w(0) = [0.831 , -0.372]")
Para este sistema ocorre 0 cenario usual em nossas analises: o de Feigenbaum. O

ponto de equilibrio para o qual o sistema converge foi we = [0.914 —0.289]". Tal ponto

satisfaz a condicdo (6.33). A faixa de estabilidade para este ponto foi 0 < p < 0.195.
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Podemos observar ainda uma mudanca na banda de oscilagdo do atrator estranho, para p

proximo a 0.313, como na Fig. 6.1. H4 uma identidade entre os dois diagramas da Fig.

6.42, 0 que ndo é de causar espanto, pois de (6.30) percebemos que a variacdo Aw(n) =

w(n+1) — w(n) é a mesma para Wp e Wi.

Segundo Sistema:

Fazendo k = 2, temos:

X, = [1.6 0.4]"

Ha trés condi¢des de equilibrio para o sistema:

Wel = [0 O]T

T
We2 X2:1

WegT.Xz =-1

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

Utilizando a mesma inicializagdo do caso anterior, obtivemos os diagramas de

bifurcagdo da Fig. 6.43.
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Figura 6.43: Diagramas de Bifurcagdo (w(0) = [0.831, -0.372]")
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Verificamos o mesmo tipo de cenério dindmico, sendo que o ponto de equilibrio
para o qual o sistema converge, para baixos valores de p, é [0.725 —0.399]". A faixa de
estabilidade para este ponto foi 0 < u < 0.367. Tal ponto corresponde a condicdo (6.37), por
questdes de inicializacdo. Novamente, observamos o alargamento da banda cadtica.

Terceiro Sistema.

Fazendo k = 3, temos:

x3 = [0.4 -0.4]" (6.39)

Ha trés condi¢des de equilibrio para o sistema:

we1 = [00]" (6.40)
Weo'X3= 1 (6.41)
Wes' X3 = -1 (6.42)

Utilizando a mesma inicializagdo do caso anterior, obtivemos os diagramas de
bifurcacdo apresentados na Fig. 6.44. Tais diagramas tém também a mesma forma geral dos
obtidos nos casos anteriores. O ponto de equilibrio para o qual o sistema convergiu, para
0 < p < 3.11 foi [1.479 -1.021]", correspondente & condicéo (6.41).

195



(]
d

in

a
n -
T

=]
in

50 Uikimos Valores de w
o

50 Ulimos Valores de wi
o

. . " L L L L ) 3 L . . . L L .
0 1 2 3 4 5 B 7 0 1 2 3 4 § B 7
Passo de Adaptagéo Passo de Adaptagdo

Figura 6.44: Diagramas de Bifurcacio (w(0) = [0.831 , -0.372]")

Quarto Sistema:

Fazendo k = 4, temos:
x4 = [0.4-1.6]" (6.43)

Ha trés condi¢des de equilibrio para o sistema:

wea =[00]" (6.44)
We'xs=1 (6.45)
Wes' X4 = -1 (6.46)

Utilizando a mesma inicializacdo do caso anterior, chegamos aos diagramas de

bifurcacdo da Fig. 6.45.
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Figura 6.45: Diagramas de Bifurcacio (w(0) = [0.831, -0.372]")

Novamente, os diagramas apontam um tipo de cenario idéntico ao de todos 0s casos
anteriores. O ponto de equilibrio, para o qual convergiu o estado para a faixa 0 < p < 0.366
foi [0.842 —0.415]", o que corresponde & condicao (6.45).

Uma vez analisados os sistemas em separado, passemos a uma analise que aproxima
uma certa situacdo real. Suponhamos, a titulo de exemplo, que entre os valores do sinal
transmitido haja uma sequéncia de simbolos +1. Isto fara com que o algoritmo estocéstico
se reduza, por um dado periodo, ao primeiro subsistema que analisamos, o que permite uma
analise deterministica do sistema global. Novamente, utilizamos o canal MA(1) de fase
minima (6.15) com a = 0.6. O estado do sistema foi inicializado bastante préoximo ao
minimo global, conforme o procedimento padréo deste capitulo, e o valor do passo foi p =
0.35, cuja adequacdo €& comprovada pela Fig. 6.42. Partindo do primeiro simbolo
transmitido, a sequéncia de +1 teve 25 elementos, uma quantidade propositalmente
exagerada para ressaltar as caracteristicas que buscamos analisar. Do simbolo 26 até o 70,
0s simbolos +1 e -1 foram produzidos com igual probabilidade.

Na Fig. 6.46, temos a evolucdo temporal de wg(n). Lembramos que a adaptacéo dos
pesos s6 comeca em n = 3, quando os acumuladores do canal e do equalizador estdo
totalmente preenchidos, e que a partir de n = 27 o estado ndo mais evolui segundo o

primeiro subsistema.
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Figura 6.46: Evolucdo Temporal de wp(n) e Ampliacdo da Regido de Caos (de n = 3 a 26)

Podemos perceber que até n = 26, evolucdo temporal apresenta um padrdo comum
aos sistemas cadticos que temos analisado. Através da Fig. 6.42 temos a confirmacdo do
tipo de comportamento do sistema, bem como podemos verificar a largura da banda de
oscilagdo cadtica para o correspondente valor de passo. Esta quantidade de amostras
permite o desaparecimento dos transitorios, clarificando a andlise. Para n > 26, no entanto,
a aparéncia da série muda, pois ndo mais corresponde a um dado sistema dindmico mas a
alternancia de varios. Para n pouco maior que 50 comeca a explosao para o infinito.

Mesmo para comprimentos menores de sequéncia pode haver comportamento
caodtico, pois o atrator estranho serd estdvel, ficando a evolugdo temporal do estado

intimamente ligada ao numero de iteracfes necessario para a sua convergéncia.

6.5. Consideragbes Sobre o Caso Estocéastico

Conforme explicitamos no inicio desta secdo, a analise estocastica por nos realizada
tem um escopo restrito e bem definido: mostrar a possibilidade de ocorréncia de caos no
processo iterativo responsavel pela adaptacdo cega de um filtro FIR. A utilizacdo da idéia
dos saltos markovianos mostrou-se adequada, permitindo uma linha de anélise simples e
totalmente embasada pelo ferramental usual da teoria de sistemas dinamicos

deterministicos.
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Observamos caos em todos os subsistemas, que apresentam em sua evolugéo
dindmica um cenario de Feigenbaum tipico, com os possiveis comportamentos distribuidos
ao longo de diferentes faixas de valores de passo.

Uma vez comprovada a possibilidade de caos no algoritmo estocastico, passamos a
implementacdo de um exemplo que pdde mostrar com mais detalhe como o sistema
dindmico global pode efetivamente apresentar comportamento cadtico. Este exemplo
envolveu uma sequéncia de bits transmitidos que levou ao “monopdlio” do primeiro
subsistema nas primeiras iteracbes, sendo que nas iteracdes posteriores os dados
transmitidos voltaram a ser gerados aleatoriamente. Poderiam ser ainda procurados cenérios
mais complexos, envolvendo a alternancia de diferentes subsistemas, o que é bastante
razoavel se tomarmos por base os diagramas de bifurcacdo das Figs. 6.42 a 6.45. Embora
tenhamos restringido nossa analise ao modelo MA(1), acreditamos ndo haver nenhuma
restricdo quanto & ordem do modelo para que ocorra caos, tanto no sistema deterministico
quanto no estocéstico, pelas caracteristicas do algoritmo, que naturalmente conduzem ao

cenario de Feigenbaum.
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7.Uma Proposta para Aumentar a Taxa de

Convergéncia Global do CMA

Os resultados obtidos no capitulo anterior, referentes a analise dindmica do
algoritmo do mddulo constante, levaram-nos a identificar uma proposta visando o aumento
de sua convergéncia global. Ndo é a nossa idéia realizar uma analise extensiva do método
proposto, por ndo ser este 0 tema central da tese, mas iremos expor alguns resultados que
podem ilustrar o seu potencial em alguns casos.

Veremos, em primeiro lugar, as idéias que deram origem ao método, para em
seguida apresentar sua implementacdo e os resultados obtidos em diferentes modelos de

canais.

7.1. Base Tedrica

No que se refere aos resultados do capitulo 6, um fato nos chama de imediato a
atencdo: a disparidade das evolugdes dos minimos. Quando lidamos com os canais MA(1),
por exemplo, notamos que o atrator estranho associado ao minimo local colapsava para um
valor de p menor que o do atrator associado ao minimo global. O que isto quer dizer?

Suponhamos que a inicializacdo seja feita préxima a um certo minimo we;. Como
vimos, para um certo valor de passo este minimo perdera sua estabilidade, tendo lugar uma
cascata de bifurcacbes seguida de caos. Tanto nas oscilacdes periddicas como nas caoticas,
constatamos nos casos por nos estudados que os atratores permanecem mais proximos do
minimo a que estdo associados. Ousamos estender esta idéia e afirmar a partir do que vimos
que, tanto em regime periddico quanto caltico, em um certo instante n a maior
probabilidade é que o estado esteja na bacia de atracdo do minimo que deu origem ao
regime em que o sistema se encontra. Portanto, se o sistema oscila num ciclo-limite ou num
atrator estranho associado ao minimo global, é mais provavel que num certo momento o
estado esteja na bacia de atracdo deste minimo, e ndo do local. Ndo demonstramos isto, e

também ndo analisamos este fato com grande rigor, mas os resultados que obtivemos
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apontam nesta direcdo. No capitulo 6, por exemplo, sempre marcamos junto ao atrator
estranho 0 minimo correspondente, 0 que permite constatar o fato que acabamos de expor.

Uma vez posto isto, voltemos ao cenario descrito no inicio desta secdo. Enfoquemos
0 caso do canal MA(1), descrito nas secdes 6.2.2 e 6.2.3. Quando a inicializacdo era feita
préxima ao minimo local wy, ele perdia sua estabilidade, dando inicio as bifurcacdes,
seguidas pela zona de caos. Quando o atrator estranho associado a w_ perdia sua
estabilidade, o sistema voltava a oscilar num ciclo-limite, mas desta vez associado ao
minimo global ws. Com o sistema oscilando em tal ciclo, como vimos, a maior
probabilidade é que o estado esteja na bacia de atracdo do minimo global correspondente. O
mesmo vale para o atrator estranho que surge para um valor ainda maior de W, sendo
seguido da zona de divergéncia. Isto quer dizer o seguinte: mesmo com uma inicializacéo
muito préxima ao minimo local, um passo de adaptacdo escolhido adequadamente pode
levar o estado a oscilar nas proximidades do minimo global.

Como fazer, no entanto, o estado convergir para uma regido ainda mais proxima do
minimo global? A resposta para isto € derivada do conceito de annealing, sendo necessario
um “resfriamento” do passo de adaptacdo, ou seja, a sua redugdo a um valor no qual o
minimo global volte a ser estavel e atraia 0 estado em sua vizinhanca. Esta idéia nos foi
inspirada pelos trabalhos [Zhou e Chen, 1997] e [Tokuda et al., 1998].

E muito importante, porém, ressaltar que a validade deste método se restringe a
cenarios para 0s quais os atratores estranhos associados aos minimos locais perdem sua
estabilidade para um valor menor que o associado ao minimo global, dentro do contexto
das distintas condic@es iniciais. Isto ocorre para os canais MA(1) estudados, mas ndo para

os canais AR(1) e MA(2), o que mostra que 0 método ndo tem aplicabilidade universal.

7.1.1. Aplicagcao ao Algoritmo Estocastico

O método mostrou-se eficaz também para o caso estocastico. Sua fundamentacéo,
entretanto, ndo é a mesma do caso deterministico, que vinha sendo nossa base de
argumentacao. O bom funcionamento do método na versdo estocastica pode ser atribuido a
diferenca de profundidade dos minimos que, aliada ao ruido de gradiente, pode fazer com
que o aumento do passo de adaptacdo leve a uma divergéncia prematura de um dado
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minimo local em relacdo ao global. Podemos visualizar este processo como um escape de
natureza aleatoria, valendo inclusive uma certa analogia com o0s resultados obtidos em
[Frater et al., 1995]. Resolvemos analisar os diagramas de bifurcacdo de uma realizacao
estocastica do CMA, para o modelo de canal MA(1) com a = 0.6. Os diagramas associados
ao minimo global estdo na Fig. 7.1, enquanto os associados ao minimo local estdo na Fig.
7.2. As inicializagdes sdo feitas nos moldes do capitulo anterior, sempre proximas ao
minimo que se deseja analisar. Vale lembrar que, para uma configuracéo idéntica de canal e
de equalizador, os minimos do caso deterministico coincidem com os do caso estocastico,

pois a funcdo custo a ser otimizada é a mesma.
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Figura 7.1: Diagramas de Bifurcacéo (w(0) = [0.831, —-0.372]")

A Fig. 7.1 mostra que os diagramas de bifurcacdo associados ao minimo global
mantém-se aproximadamente continuos até a divergéncia, salvo em alguns valores onde ha
descontinuidades em uma faixa estreita. Ao longo do diagrama o estado permanece sempre
préximo ao minimo ou ao seu simétrico, salvo nas pequenas faixas comentadas.

Quando analisamos os diagramas associados ao minimo local, mostrados na
Fig. 7.2, vemos que hd um comportamento diferente: o sistema passa, a partir de um valor
de pn pouco menor que 0.1, a apresentar convergéncia para 0 minimo global, de forma
analoga ao verificado na se¢do 6.2.2. Portanto, um cenario deste tipo também € propicio a

aplicacdo do método descrito na se¢do 7.1.
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025

Passemos, pois, ao caso do canal AR(1), ja exposto em 6.2.5. Utilizaremos as

mesmas configuragdes do caso deterministico. Para uma inicializagdo proxima ao minimo

global, obtivemos os diagramas de bifurcacao apresentados na Fig. 7.3. Podemos observar

que ndo ha escape dos minimos globais, havendo apenas regides de convergéncia e

divergéncia.

Para uma inicializagdo proxima ao minimo local, foram obtidos os diagramas da

Fig. 7.4. Tais diagramas indicam uma oscilacdo em torno do minimo local para valores

baixos de W, 0 que indica sua pouca profundidade, confirmada pelo escape para 0 minimo

global com um ligeiro aumento de .

levar a resultados muito bons.
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Trata-se de um cenario perfeitamente adequado a aplicacdo do método, que deve
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Figura 7.4: Diagramas de Bifurcacéo (w(0) = [0 0.5575]")

Analisemos agora uma realizacdo do sistema estocastico quando é adotado o
modelo de canal MA(2) descrito em 6.2.4. Para uma inicializacdo préxima ao minimo
global, foi obtida a Fig. 7.5.

Podemos notar que para alguns valores de passo (por exemplo, para p variando
entre 0.025 e 0.03 aproximadamente), ha uma flutuagdo aleatéria na vizinhanga de um
outro minimo. Isto ocorre, para faixas de tamanho distinto, em outras regides do diagrama.
Portanto, ndo ha, para a realizacdo acima, uma constante convergéncia para 0 minimo
global. Quando o valor de p esta proximo a 0.025, as flutuacdes do algoritmo ja apresentam
uma possibilidade razoavel de escapar do minimo global, como observamos a partir de
outras realizacBGes. Vejamos agora, através dos diagramas da Fig. 7.6, como se comporta o
sistema para uma inicializagdo préxima ao minimo local mais profundo.

O melhor minimo local que, como afirmamos em 6.2.4, tem um custo muito
proximo ao do minimo global, apresenta um comportamento semelhante. Podemos
observar uma banda na qual o estado oscila em torno dele, havendo portanto, escape nesta

realizacdo.
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Figura 7.5: Diagramas de Bifurcacéo (w(0) = [0.241 —0.589 0.124]")

O cenario exposto mostra ndo ser este um caso onde o método deve conseguir
substanciais elevacGes na taxa de convergéncia global, por ndo haver uma diferenca
pronunciada entre o padrdo de estabilidade dos dois minimos. Porém, operar em qualquer
um dos dois é praticamente equivalente, neste caso, no que se refere ao desempenho em
termos de abertura de olho. Vale ressaltar que estes dois minimos ndo séo os Unicos para
este caso, sendo que os analisamos por serem 0s mais significativos do ponto de vista do
custo.

Assim, por motivos distintos, 0 método pode ser (til tanto no caso deterministico
quanto no estocastico, sendo que neste Ultimo caso o potencial de aplicacdo € bem mais

significativo do ponto de vista da pratica.
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Figura 7.6: Diagramas de Bifurcacéo (w(0) = [0.110 —0.287 0.524]")

7.2. O Método

Uma vez expostos 0s principios basicos do método, resta discutir alguns aspectos da
implementacdo algoritmica. O primeiro deles é: como obter um passo adequado para que o
sistema opere na condicdo satisfatéria descrita na se¢do anterior? Uma escolha viavel e
satisfatoria nos casos adequados a aplicacdo do método é utilizar o maior valor de passo
para o qual ndo ha divergéncia para o infinito. Este valor, caso o cenario seja favoravel,
devera corresponder a uma regido associada ao minimo global. Como, porém, obter este
valor? Uma idéia é iniciar a operacdo com um passo para o qual h& divergéncia e ir
gradualmente diminuindo-o, repetindo o processo até que o sistema ndo mais divirja, para a

condicdo inicial escolhida. Pode-se entdo deixar o sistema oscilar por algumas iteracdes
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para que ele convirja para as vizinhangas do atrator devido. Esta reducéo de passo pode ser
feita de forma geométrica, fazendo uma iteracéo do tipo:

H(k+1) = &.u(k) (7.1)

onde ¢ < 1. Quando néo houver divergéncia, armazena-se o valor [y, para o qual tal fato foi
verificado. E bom lembrar que o “ndo haver divergéncia” é uma expressdo de natureza
indutiva, correspondendo a assercdo “ndo haver divergéncia para um dado nUmero,
considerado suficientemente grande, de iteracGes”. Neste processo pode ainda ser
introduzido ainda uma outra grandeza, um fator de correcdo k que indica um refinamento
do valor de operagéo Hop. Este refinamento se da da seguinte forma: quando se obtém o
primeiro valor de p(k) para o qual ndo ha divergéncia, ndo se faz ainda pop = p(k), mas
ainda se repete 0 método (iterando o passo segundo (7.1) ) até o valor p(k+k), que entdo €
escolhido como op. ISto traz maior robustez a estimativa do passo quando o algoritmo em
questdo tem natureza estocéstica.

Uma vez obtido o valor pgp, roda-se o algoritmo por algumas iteragoes. Isto garante
que o estado ter& convergido para um atrator associado ao minimo global. Para que o valor
de w(n) possa entdo convergir para uma regido ainda mais préxima do minimo desejado,
deve-se reduzir ainda mais o valor do passo. Esta nova reducéo se faz de forma abrupta,
para um valor suficientemente pequeno, de modo que o ponto volte a ser estavel e atraia as
trajetorias em sua vizinhanga. Apds algumas iteracGes, o estado estard suficientemente
proximo deste ponto, e pode-se usar um valor final das iteracbes como condicdo inicial
Winic. ESte valor € o objetivo final do método e pode entdo ser usado em definitivo. Espera-
se que este método possa aumentar a taxa de convergéncia global do algoritmo, fornecendo
condicdes iniciais melhores que aquelas que alimentam o primeiro passo do mesmo, pelo

menos em uma boa parte dos casos que levariam espontaneamente a convergéncia local.
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7.3. Divisdo em Fases

A partir das linhas gerais dadas na secdo anterior, podemos melhor sistematizar o

método atraves de uma divisdo em trés fases distintas, descritas a seguir.

7.3.1. Primeira Fase

O objetivo da primeira fase € obter o valor de pop. Para tanto, comega-se com uma
condicdo inicial qualquer e um passo inicial p(0) que seré iterado segundo (7.1). Vale aqui
destacar que usamos a variavel k, e ndo n, para a iteracdo do passo, pois esta variavel conta
as realizagOes do algoritmo e néo as iteracGes no tempo de uma dada realizagdo. Toda vez
que se efetua uma nova realizacédo, ou seja, quando k muda, apenas o passo de adaptacéo se
modifica.

Basicamente, sdo determinadas a condicdo inicial e os fatores & e k. ApOs esta
escolha, o algoritmo € iterado até que uma das duas condi¢des ocorra: ou o valor absoluto
de um dos componentes do vetor de pesos ultrapassa um limiar, afigurando divergéncia, ou
é atingido um numero limite de iteracdes, configurando assim convergéncia para um certo
atrator. No primeiro caso, k ¢ atualizado e o processo repetido. No segundo, ha a repeticéo
por K vezes, quando entdo, se ndo houver divergéncia em nenhum caso, é obtido p, COMo

o valor final de passo.

7.3.2. Segunda Fase

Uma vez obtido o valor pgp, utiliza-se o mesmo no algoritmo, com a mesma
condicdo inicial da fase anterior. Apds algumas iteracGes, que permitem o desvanecimento
dos transitérios, reduz-se abruptamente o passo até um valor pequeno, mas que permita
uma convergéncia razoavelmente rapida para as vizinhangas do ponto fixo. Armazena-se
entdo o valor do estado, que é o0 objetivo a ser atingido nesta fase. Ele sera chamado de winic

e, como veremos, serd a condi¢éo inicial do algoritmo na proxima fase.
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7.3.3. Terceira Fase

A terceira fase consiste tdo somente da operacdo normal do CMA, com 0 passo
escolhido pelo projetista, utilizando a condicao inicial wipc.

7.4. Resultados

7.4.1. Configuracées Gerais

Primeiro Passo:

A condicdo inicial variou segundo uma “grade” de 441 pontos uniformemente

distribuidos, centrada na origem e com lado unitario. Tal grade esta na Fig. 7.7.
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Figura 7.7: “Grade” de Pontos

Todos os pontos foram utilizados em cada uma das simulaces, para que

pudéssemos estimar a taxa de convergéncia global do sistema. O critério de divergéncia foi:

[wo(n)| > 2 (7.2)

e 0 numero de iteracdes limitadas para que a convergéncia fosse aceita foi:
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Nconv = 100 (73)
O fator & foi escolhido como sendo 1—21 sendo pu(0) = 0.5.

Segundo Passo:

No segundo passo, o valor de p foi mantido em pop por 20 iteragoes, sendo depois

mantido em 0.005 por 480 iterac6es, sendo o dltimo valor do estado retido como wipc.
Terceiro Passo:

Utilizou-se w(0) = winc e foram rodadas 700 iteragbes do algoritmo. A partir do
ualtimo valor, utilizava-se uma medida de distancia entre 0 médulo dos pesos e o valor
Otimo para determinar se a convergéncia foi global ou local. Também se fez uma medida

para averiguar uma possivel divergéncia.

A partir destas configuragdes foram calculadas duas taxas de convergéncia: uma

dada por:

N
Ti= o got (7.4)

pontos

onde Ngiop € 0 nUmero de condicdes iniciais que conduziram a convergéncia global € Npontos

o total de condigdes iniciais. A segunda taxa é calculada através da formula:

T,= 42 (7.5)

conv

onde Neonv € 0 nimero de condicdes iniciais que levaram a uma solucéo final limitada, ou

seja, a um comportamento de convergéncia.
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Também foi calculada a taxa de convergéncia global sem a aplicacdo do método,
para que se pudesse ter um parametro de avaliagdo de sua eficiéncia. No caso do algoritmo
estocastico, para se ter um padrdo de comparacdo mais fiel, foi utilizado o mesmo sinal
transmitido tanto no levantamento da taxa sem o método quanto nos passos dois e trés.

Avaliamos a aplicacdo do método as duas versdes do algoritmo do mddulo
constante: a deterministica e a estocéstica. Os resultados serdo expostos e discutidos a
sequir.

7.4.2. Canal MA(1) de Fase Minima — Algoritmo Estocastico

Em primeiro lugar, foi utilizado o modelo MA(1), descrito em 6.2.2, com a = 0.6.
Esta escolha de a configura, como ja vimos, um canal de fase minima. As taxas Ty e T»

foram obtidas para k variando de 0 a 110, em intervalos de comprimento 5, totalizando 23

pontos. Os resultados estdo na Fig. 7.8.
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Figura 7.8: Taxas de Convergéncia Global (0 - Ty, + - T, € g- Sem método)

A Fig. 7.8 mostra que o método elevou a taxa de convergéncia global em todos os
casos, sendo que no melhor deles a elevacdo foi de aproximadamente 27%. Para valores
baixos de K, houve alguns casos divergentes, o que ¢ verificavel pela discrepancia entre as

curvas de T, e T,. De modo geral, 0 método mostrou-se bastante adequado a este canal,
para as configurac@es escolhidas.
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7.4.3. Canal MA(1) de Fase Maxima — Algoritmo Estocastico

Novamente adotamos o modelo MA(1), porém com a = 1.5. A Fig. 7.9 traz os

resultados.
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Figura 7.9: Taxas de Convergéncia Global (0 - Ty, + - T, € g- Sem método)

Neste caso, ha uma regido (de k = 15 a 40) para o qual o0 método representa um
ganho. Se deprezarmos 0s casos divergentes, a faixa € mais larga, dada por k = 0 a 65.
Ainda assim, é vantajoso o uso do método, pois mesmo na maior parte da regido para a qual
ele ndo consegue elevar a taxa de convergéncia, T, e T, permanecem proximas aos valores

sem 0 método.

7.4.4. Canal MA(1) de Fase Minima — Algoritmo Deterministico
Embora o algoritmo deterministico ndo seja empregado na pratica, tendo em vista
que ele deu origem a idéia do método, € bastante interessante que o0 mesmo seja aplicado a

tal procedimento, para que possamos verificar se a intuicdo original de fato era

fundamentada. Utilizamos, como de costume, a = 0.6. O resultado esta na Fig. 7.10.
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Figura 7.10: Taxas de Convergéncia Global (0 - T1/ T, e o- sem método)

Notamos novamente um bom aumento (da ordem de pouco mais do que 40%) da
taxa de convergéncia global. T; e T, foram coincidentes para todos os valores testados.
Vale destacar dois padrdes de regularidade associados ao fato do algoritmo ser de natureza

deterministica:

1) Quando o fator de correcdo € nulo, 0 método apresenta um valor muito bom para a taxa
de convergéncia global. Isto pode ser explicado pelo fato de ndo haver mais as
incertezas de natureza aleatoria em relacdo ao maximo valor para o qual ndo ha
divergéncia.

2) Quando o valor do fator de correcdo tende a valores altos, T; se iguala ao valor da taxa
de convergéncia sem a aplicagdo do método, indicando operacdo em valores para 0s
quais hd uma chance cada vez menor de winic estar na bacia de atracdo do minimo
global. O limite seria a utilizagédo de um fator de corre¢éo tdo alto que levaria a um pgp

na regido de estabilidade dos minimos, caso no qual o método nédo surte mais efeito.
7.4.5. Canal MA(1) de Fase Maxima — Algoritmo Deterministico
Ainda no ambito do algoritmo deterministico, utilizamos o modelo de canal MA(1)
de fase méxima, com a = 1.5. Os resultados obtidos estdo sumarizados na Fig. 7.11.

Podemos observar que o método produz resultados muito bons também para o

canal de fase méxima. O aumento maximo da taxa, para K = 10, foi de 30%, sendo que para
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nenhum valor de kK houve uma degradacdo de desempenho imposta pelo método.

Novamente, observamos que T; e T, foram coincidentes.

Taxa de Convergéncia Global

Fator de Corregéo

Figura 7.11: Taxas de Convergéncia Global (0 - T,/ T, e o- sem método)

7.4.6. Canal MA(1) de Fase Minima — Algoritmo DD

A aplicabilidade do método quando empregado o algoritmo do médulo constante
levou-nos a tentar utiliza-lo no contexto de um outro algoritmo, o da decisao direta. Como
neste trabalho ndo fizemos nenhum tipo de analise tedrica envolvendo tal técnica, iremos
apenas mostrar os resultados de sua aplicacdo. Iremos ainda limitar a aplicacdo do método
aos canais MA(1) de fase minima e maxima.

Em primeiro lugar, fizemos a = 0.6, caracterizando o canal como de fase minima.
Para o parametro Kk foi utilizada uma variacdo de 0 a 110, com espacamento de 5 entre
pontos sucessivos. As taxas Tq e T, além da taxa de convergéncia global sem a aplicacéo
do método estdo na Fig. 7.12. Como T, e T, apresentaram os mesmos valores para todos 0s
parametros K, as duas estdo representadas por uma Unica curva.

Neste caso o sistema teve um desempenho ainda melhor que quando foi utilizado o
CMA, atingindo quase 100% de convergéncia global para k = 25. Isto representou um
aumento de pouco mais de 65% em relacdo a ndo aplicacdo do procedimento, 0 que €

deveras significativo.
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Figura 7.12: Taxas de Convergéncia Global (0 - T,/ T, e o- sem método)

7.4.7. Canal MA(1) de Fase Maxima — Algoritmo DD

Escolhemos para este caso, como de costume, o = 1.5. Ap6s alguns ensaios,
achamos justificavel operar com k variando de 0 a 20, com intervalo unitario entre os

valores sucessivos. O resultado esta apresentado na Fig. 7.13.
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Figura 7.13: Taxas de Convergéncia Global (0 - T,/ T, e o- sem método)
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Novamente o canal ndo propiciou um desempenho tdo bom quanto o verificado para
o canal de fase minima. O algoritmo trouxe algum beneficio para K entre 0 e 8 (com uma
elevagdo méxima proxima de 10%), sendo que nos demais valores houve quedas de
desempenho que chegaram a patamares proximos a 10%. Isto indica que neste caso a
escolha de k tem um papel muito relevante para que o método seja de algum proveito.

Embora de aplicacdo ainda ndo delimitada, o método produz elevacGes
significativas na taxa de convergéncia global ndo s6 do algoritmo do modulo constante
como na do algoritmo DD, levando-nos a crer que seja aplicavel a técnicas de Bussgang em
geral. Aliar a inicializagdo center-spike a um método deste tipo deve produzir resultados

ainda melhores.
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8. Conclusao

A analise de convergéncia de um algoritmo adaptativo € um aspecto teorico
fundamental para a avaliacdo de seu desempenho e a delimitagdo de seu dominio de
aplicabilidade. O objetivo deste trabalho foi analisar o comportamento dindmico de um
algoritmo cego, segundo uma abordagem que foge ao dominio usual de anélise, baseado no
binbmio “convergéncia para ponto fixo” / “divergéncia”. Tais comportamentos decorrem
da ndo-linearidade, inerente a algoritmos de Bussgang, que d& origem a um cenario tipico
de Feigenbaum, caracterizado pela ocorréncia de ciclos-limite e caos, conforme se pode
observar ao longo do capitulo 6 deste trabalho.

Estes dois tipos de comportamento foram verificados para a versao deterministica
do algoritmo CMA em modelos de canal tanto FIR quanto IIR, de fase minima e néo-
minima, 0 que propicia uma certa generalidade as constatagdes do trabalho. A base desta
andlise foram as ferramentas usuais de teoria de sistemas dindmicos ndo-lineares, expostas
nos capitulos 2 e 3, além dos conceitos de filtragem adaptativa, apresentados no capitulo 4
de forma a se introduzir as técnicas ndo-supervisionadas.

Constatamos que a evolucdo dindmica do algoritmo, para um aumento do valor do
passo de adaptacdo, é altamente dependente da condicdo inicial, sendo que verificamos, ao
inicializar o algoritmo com uma condigdo proxima a minimos distintos, que ha diferentes
atratores estranhos e ciclos-limite que podem ser visitados pelo estado do sistema. Isto
mostra que ha uma diferenciacdo essencial entre o tipo de comportamento associado a cada
um dos minimos envolvidos, o que constitui um aspecto bastante relevante.

Para a versdo estocastica do algoritmo, ndo pudemos realizar uma andlise t&o
aprofundada quanto no caso deterministico, pela enorme complexidade envolvida no estudo
de um sistema dindmico ndo-linear com parametros aleatdrios. Limitamo-nos a provar que,
para uma dada configuracdo, o algoritmo do modulo constante pode ter seu estado adaptado
segundo uma Orbita cadtica. Apesar do dominio restrito da andlise, as caracteristicas da
expressao iterativa do CMA leva-nos a afirmar que vai ocorrer comportamento cadtico,
mesmo para modelos de canal/equalizador de ordens superiores as aqui estudadas.

A partir dos resultados obtidos, propusemos no capitulo 7 um método que, para
alguns casos, pode aumentar a taxa de convergéncia global de algoritmos de Bussgang. Em
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todos os modelos analisados, 0 método permitiu que a taxa de convergéncia global fosse
aumentada, sendo que os melhores resultados, mesmo que apenas indicativos, foram
obtidos para o CMA deterministico e para o0 DD. A validade do procedimento proposto
precisa ser investigada com mais detalhe, para que seja verificada a gama de aplicabilidade
do método e, caso esta seja razoavelmente ampla, para que sejam resolvidos problemas de
ordem préatica como a escolha do fator de correcéo.

Além das contribui¢cdes mais especificas, citadas acima, procuramos agregar a esta
dissertacdo um valor tutorial, para que o leitor pudesse ter uma melhor nocao histoérica do
estudo tedrico sobre 0 CMA, desde a sua formulacdo original em 1980. Apresentamos,
assim, no capitulo 5 uma discussdo acerca de alguns resultados tedricos expostos na
literatura ao longo de 20 anos. E interessante perceber como evoluiu a concepcao acerca do
método, dos primeiros estudos envolvendo o equalizador duplamente infinito, passando
pela constatacdo de convergéncia para minimos locais, até as atuais abordagens baseadas
em idéias geométricas.

A complexidade inerente aos sistemas ndo-lineares nos encoraja a formular uma
ultima observacdo: ainda ha muito para se aprender sobre a convergéncia de algoritmos
adaptativos ndo-lineares como os de Bussgang, e é necessario que ndo nos atenhamos

apenas as concepcgoes herdadas da classica anélise dos algoritmos supervisionados lineares.
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Apéndice A: Trabalhos Realizados Durante o Mestrado

R. R. F. Attux, J. M. T. Romano “Um Estudo sobre Dindmica Cadtica em Equalizadores
Autodidatas”, Anais do XVI1I Simposio Brasileiro de Telecomunicagdes (SBrT), Gramado,
Brasil, 2000.

C.M. Panazio, H.C. Bertan, e R.R.F. Attux “Emprego de Mapas Auto-Organizaveis de
Kohonen no Projeto de Decisores em Sistemas de Comunicacdo Digital”, Anais do XVIII

Simposio Brasileiro de Telecomunicagdes (SBrT), Gramado, Brasil, 2000.

A seguir anexamos uma copia do primeiro destes trabalhos, ligado diretamente ao
tema desta tese.
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SUMARIO

Neste trabalho, buscou-se estudar a ocorréncia de comportamento
cadtico em um equalizador ajustado pelo critério do mddulo
constante. Para este fim, foram feitas duas andlises do
comportamento do processo iterativo de ajuste dos pardmetros do
equalizador: uma estdtica, buscando a caracterizagdo dos pontos de
equilibrio do processo, e uma dindmica, avaliando a estabilidade
destes pontos em fungdo do passo de adaptagdo do método. Através
da variagdo do passo de adaptagdo, verifica-se que, além de
convergéncia para um dos minimos e divergéncia para o infinito, o
algoritmo do médulo constante apresenta zonas de comportamento
periddico e também regides onde hd caos. O emprego de
multiplicadores de Floquet e expoentes de Lyapunov serviu para
dar maior embasamento matemdtico as conclusdes do trabalho. Por
fim, propde-se um método que pode levar a um aumento da taxa de
convergéncia global de algoritmos cegos.

1. INTRODUCAO

As técnicas de equalizagdo conhecidas como cegas ou autodidatas
tém despertado grande interesse desde que surgiram. O motivo é que
as mesmas dispensam o uso de sequéncias de treinamento, que nem
sempre séo possiveis de se obter em uma aplicacéo préatica.

Dentre os algoritmos adaptativos cegos, podemos destacar, como
um dos mais populares, 0 CMA (Constant Modulus Algorithm),
proposto por Godard em 1980 [7]. Este algoritmo tem sido
extensivamente estudados em varios de seus aspectos, por diversos
autores [1-4, 10, 11], na busca de um maior entendimento acerca de
diversas caracteristicas de convergéncia do mesmo.

O CMA pertence a familia dos algoritmos de Bussgang [9]. Tais
algoritmos tém, em sua formula iterativa, termos ndo-lineares em
relacdo a saida do equalizador. A presenca de ndo-linearidades na
expressdo de atualizacdo dos coeficientes do filtro torna-a uma
possivel candidata a mostrar comportamento complexo, inclusive
caos. A motivagdo deste trabalho foi a de investigar a ocorréncia
destes comportamentos em algoritmos baseados no critério do
mddulo constante.

Para a realizagdo da analise do algoritmo, foram empregados dois
modelos de canal/equalizador (ambos filtros FIR de mesma ordem):
um ganho real e um modelo MA(1). Em ambos, foram feitas duas
analises: uma estética, centrada na obtencéo dos pontos de equilibrio
do método iterativo, e uma dinamica, na qual o comportamento do
sistema ¢ estudado para diferentes valores do passo de adaptacéo.
Na analise dindmica, enfoca-se a questdo da estabilidade dos pontos

de equilibrio, bem como os comportamentos que emergem quando
o0s pontos de minimo perdem sua estabilidade.

Além dos comportamentos usualmente discutidos no contexto da
equalizacdo adaptativa, a saber, convergéncia para um ponto de
minimo e divergéncia para o infinito, foram observadas oscilagdes
periddicas nos pesos do filtro e caos. Os resultados da analise nos
levaram a propor as linhas gerais de um método de obtengao de
convergéncia global, baseado nas caracteristicas dindmicas do
algoritmo.

O artigo esta estruturado como descreveremos a seguir. Na se¢éo 2,
sdo apresentados o problema geral da desconvolucéo autodidata e o
algoritmo baseado no critério do médulo constante (CMA). Na
secdo 3, o critério é aplicado a equalizacéo de dois canais, um ganho
real e um filtro FIR com dois taps. Sdo mostrados e comentados 0s
resultados da analise estatica e da andlise dindmica, para os dois
modelos adotados. Na se¢do 4, séo discutidos alguns elementos
resultantes da analise precedente que podem ser explorados para
melhorar a taxa de convergéncia global do algoritmo empregado.
Finalmente, a secdo 5 traz algumas conclusdes e perspectivas de
trabalhos futuros.

2. 0 PROBLEMA DA DESCONVOLUCAO
AUTODIDATA

No ambito da teoria de comunicagdes, pode-se dizer que um dos
grandes problemas consiste em se obter uma boa estimativa de um
sinal transmitido a partir de uma versdo do mesmo distorcida por um
canal. A versao distorcida, caso o canal seja considerado linear e
invariante no tempo, seré a convolugdo do sinal original com a
resposta ao impulso do canal de transmissdo. Portanto, para se obter
uma estimativa do sinal original no receptor, é preciso realizar uma
operagdo de desconvolugdo.

Quando este processo ocorre sem que se conheca a resposta ao
impulso do canal de transmissao, fala-se de desconvolugdo
autodidata ou cega [9].

Podemos visualizar isto em um modelo genérico do sistema de
comunicagdes descrito acima, encontrado na Fig. 1. Neste modelo,
s(n) é o sinal transmitido, x(n) é o sinal distorcido pelo canal e
presente a entrada do equalizador, enquanto y(n) é o sinal
equalizado. Os pardmetros do equalizador transversal FIR séo
expressos pelo vetor w(n). Podemos dizer que o objetivo da
desconvolugéo é obter um valor de y(n) tdo prdximo quanto possivel
de s(n) ou de uma versao atrasada deste.
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Figura 1. Modelo Canal-Equalizador

Um dos mais populares algoritmos para se realizar a desconvolugdo
cega é o CMA (Constant Modulus Algorithm), pertencente a classe
dos algoritmos de Bussgang [9]. Por ser autodidata, esta técnica nao
dispde de um sinal desejado para comparar com a saida, como no
caso da filtragem de Wiener. Porém, supondo que o sinal
transmitido pertenca a uma constelacdo bidimensional, pode-se
definir uma dispersdo em torno de um certo valor médio que, no
caso de constelagbes com modulo constante, é o proprio quadrado
do médulo. Assim, minimizar esta dispersdo sera fazer com que o
sinal de saida tenha caracteristicas de modulo semelhantes as da
constelacdo do sinal transmitido. A expressdo para a disperséo, no
CMA, é a seguinte:

) = E(y(r)F - Ro)] )
onde
_ElIs(n)[*]
Ry=—AVI] @)
T EIsm) ]

Sendo o equalizador um filtro FIR, podemos escrever:
y(n) = wh(n).x(n) (©)

Utilizando o método steepest descent, que fundamenta-se numa
busca seguindo a direcéo contraria & do gradiente, temos a seguinte
expressao de busca do ponto de operacdo do equalizador:

w(n+1) = w(n) - .OJw(n)] 4)
Utilizando a aproximagao estocastica para o gradiente, temos:

w(n+1) = w(n) + p.e"(n).x(n) (5)
onde e(n) é um “erro” definido como:

e(n) = y(n).(R; - ly(n)P) (6)

3. ALGORITMO DO MODULO CONSTANTE
E DINAMICA CAOTICA

Com o fim de analisar a expresséo iterativa do algoritmo como um
sistema dinamico, iremos aplicar o critério do médulo constante em
dois casos. Primeiramente consideraremos um “canal” que consiste
apenas de um fator ganho real e, em seguida, assumiremos um
modelo MA(1). Embora demasiado simples em relagdo aos casos
praticos de equalizagdo de canais discretos, tais modelos permitem
que se tenha uma boa nogéo dos tipos possiveis de comportamento
presentes na adaptacdo de equalizadores autodidatas em sistemas

como o da Fig.1. E bom ressaltar que a ndo-linearidade inerente ao
método abre um grande “leque” de possibilidades para o sistema em
quest&o.

Em ambos os casos, o equalizador tem a mesma ordem do canal e as
amostras do sinal sdo consideradas i.i.d., valendo +A e -A com igual
probabilidade.

3.1 Caso simples: canal MA(0)

Neste modelo, o efeito do canal resume-se a uma alteracdo na
poténcia do sinal transmitido. Considera-se, portanto, o canal como
um ganho real de valor K. Para que o equalizador seja o inverso
deste canal, o valor de w(n) deve ser igual a +1/K. O equalizador ird
de fato atuar como um CAG (Controle Automatico de Ganho) cego.
Trata-se de um caso bastante simples, sem grandes implicacdes
préticas, cuja grande vantagem é a viabilidade de se obter uma
expressdo recursiva totalmente deterministica para o pardmetro
w(n), permitindo assim um determinacdo analitica dos pontos de
equilibrio e de um limitante de operacdo satifatoria, expresso em
termos do passo de adaptacéo.

3.1.1 Analise da expressio iterativa
A partir da Fig. 1, podemos escrever:
y(n) = w(n).x(n) = K.w(n).s(n) @)
A aplicagdo de (5) nos leva a seguinte expressao para w(n):
w(n+1) = w(n) + LK2A%w(n).[1 - K2w?(n)] (8)

A equacgdo (8) encaixa-se na forma geral w(n+1) = F[w(n)], que
caracteriza sistemas dindmicos unidimensionais. O sistema é néo-
linear, pois a funcdo F mostra esta dependéncia em relagdo a
variavel w(n). Sistemas dindmicos ndo-lineares da forma de (8) séo
candidatos naturais a ocorréncia de caos. Como primeiro passo de
nossa analise, iremos determinar os pontos de equilibrio de nosso
sistema e a sua estabilidade em fungdo do passo de adaptacéo p. Isto
ird fornecer informacdo sobre as possibilidades de comportamento
de nosso equalizador para diferentes valores do parametro livre. Tais
pontos satisfazem a equagdo:

We = F(We) ©)

De (8), conclui-se facilmente que os pontos de equilibrio de nosso
sistema s80 Wg = 0 e Wes = *1/|K|. Para verificarmos, como
comentamos acima, a influéncia do parametro livre p no
comportamento do sistema, observemos a primeira derivada de

Flw(m)] [5]:
F'[w(n)] = 1 + p.KZA* - 3uK% A*w?(n) (10)
Aplicando (10) aos pontos de equilibrio, temos:
F'(Wep) = 1 + LKZA* (11)
F'(Wegg) =1 - 2.uK2A* (12)

E sabido que a capacidade de atragio da vizinhanga de um ponto de
equilibrio so existe se |F’(wg)|<1. Concluimos entdo que o primeiro
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ponto ndo sera estavel para nenhum valor de pu>0. Ja os outros dois
0 serdo apenas para:

1

O<p< W (13)
Podemos entender (13) como a condicdo sobre o passo de adaptacéo
para que haja performance satisfatéria do equalizador, ou seja,
convergéncia para We 0U We. Quando p ultrapassa o valor limite,
ocorre uma mudanga substancial na dindmica do sistema, pois cessa
a convergéncia para os pontos de equilibrio. A tal mudanca da-se o
nome de bifurcagdo.

Uma forma de se tentar observar o que ocorre é através de um
diagrama de bifurcacdo, que indica o comportamento do sistema
apés o fim dos transitorios, para diversos valores de .
Empregamos, na anélise subsequente, os valores K=2 e A=1. Nas
simulagBes, foi usado w(0) = 0.1. Na Fig. 2, foram rodadas 1000
iteracOes de (8), e representados os ultimos 50 valores para cada
(tomado aqui de 0.0001 a 0.5496, a intervalos uniformes de 0.0005).

04

=1
X

50 Uttimos Valores de wd
o

0 0.1 02 03 04 05
Passo de Adaptagso

Figura 2. Diagrama de Bifurcacéo

Podemos entdo verificar os diferentes comportamentos apresentados
pelo nosso CAG, para diferentes valores de . A primeira regido é a
de convergéncia para o ponto de equilibrio 1/K (converge-se para
este ponto e ndo para seu oposto por causa da inicializagdo) , como
ja mostramos em (13). Quando o valor critico de i é ultrapassado, o
sistema ndo mais converge para um ponto de equilibrio, mas passa a
oscilar entre dois valores, em um ciclo-limite estavel. Aumentando
ainda mais p, ocorrem ciclos de periodo 4, 8, 16, até que chega-se a
um ponto de acumulagdo, a partir do qual ocorre caos (para M
proximo de 0.32). Porém, mesmo nesta regido, ha “janelas” de
periodicidade, onde ciclos-limite voltam a ser estaveis. Ap6s a
regido de caos, ha divergéncia para o infinito.

Outra caracteristica notavel é a mudanca significativa na estrutura
do atrator estranho, para um valor de p préximo de 0.4. Associamos
isto a ocorréncia de uma crise [8] no atrator, ocorrida quando 0s
valores de w(n) comecam a ser negativos. Podemos atribuir esta
crise a “colisdo” entre o ponto de equilibrio instavel wg = 0 e 0
atrator estranho. A regido caética inferior, que aparece no diagrama
apenas apos a crise, & “proveniente” da “evolucédo” do outro ponto
de equilibrio (-1/K).

Por fim, foi calculado o expoente de Lyapunov deste sistema, para
os valores de p do diagrama. No célculo do expoente, foram
utilizadas 5000 iteragdes para cada passo de adaptagdo. Este
expoente, N0 NOsso sistema, assumira valores negativos nas regides
de convergéncia para pontos de equilibrio ou ciclos-limite, sera nulo

nas bifurcagdes e positivo na regido de caos. A Fig. 3 mostra 0s
resultados obtidos e permite verificar matematicamente o que se
comentou no paragrafo anterior.

e

IS

Valor do Expoente de Lyapunov
o e T
T
-y

7

h 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Passo de Adaptagéo

Figura 3. Expoente de Lyapunov

3.2 Modelo de canal MA(1)

Tendo caracterizada a existéncia de fendmenos caéticos através do
exemplo anterior, podemos estender nosso estudo a um caso de
maior interesse pratico que é um canal FIR de primeira ordem, ou
modelo MA(1). Normalizando-o em relagéo ao primeiro coeficiente,
podemos escrever para o sistema da Fig. 1:

x(n) =s(n) + b.s(n-1) (14)

y(n) = wg(n).x(n) + wy(n).x(n-1) (15)
onde, novamente, consideraremos A = 1.

3.2.1 Analise estatica

De posse do modelo, obter a expresséo de J(n) torna-se um trabalho
matematico. Isto porém sé é pratico, via de regra, num processo de
analise, pois exige conhecimento acerca do canal, por definicdo ndo
disponivel.

A partir de (1), obtemos:

J(Wo, W) = 1 + 0.Wg" + 4.8, WS Wy + 6.0, Wee. Wy + 4.0 wow,® +
0,.W;* — 2.85.Wg2 — 4.85.Wo.Wy — 2.85.W,° (16)

Onde os valores 6; expressam diferentes momentos ou momentos
cruzados de x(n) e x(n-1), sendo fung¢des do zero do canal.

O gradiente de tal superficie é composto por:

03/0Wo = 4.81.Wo> + 12.6,. W2 Wy + 12.6,Wo.W12 + 4.85W;° — 4.65. W,
— 4.8W, (17)

03/0W, = 4.8, o> + 12,6, W2 Wy + 12.65.Wo.W12 + 4.8,.W;° — 4.66.Wo
TR (18)

Uma vez determinado o gradiente, podemos buscar o ponto de
operacdo de nosso equalizador através de (4). Os pontos de
equilibrio deste sistema satisfazem:

OJ[w(n)] =0 (19)
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Em nossa analise subsequente, adotaremos b = 0.6. Para este valor,
foram obtidas as curvas de nivel de J(n), que estdo na Fig. 4. Como
podemos perceber, J(n) ndo é convexa, apresentando como pontos
que satisfazem (19): dois minimos globais, dois minimos locais,
quatro pontos de sela e um maximo, totalizando 9 pontos
“significativos”. Para 0 nosso exemplo especifico, os pontos citados
acima constituem, respectivamente, o conjunto :

P = { [0.831 -0.372], [-0.831 0.372] [0.084 0.607],
[-0.084 -0.607], [0.450 0.241], [-0.382 0.613],
[-0.450 —0.241], [0.382, -0.613], [0 0]}

(20)

- 08 06 D4 D2 0 02 04 06 OB 1
wil

Figura 4. Curvas de Nivel de J(n)

Como se pode perceber, sempre que um ponto satisfaz (19), o seu
simétrico em relacdo a origem também o faz. Para se obter os pontos
acima, foi preciso solucionar as equagdes dJ/owg = 0 e dJ/ow; = 0.
Observando (17) e (18), podemos perceber que a condicdo de
gradiente nulo corresponde a interseccéo de duas curvas no plano wy
X Wi, uma vez que cada elemento da equacdo vetorial (19) é uma
relacdo implicita entre os dois taps do equalizador. Por métodos
numéricos, conseguimos tracar as duas curvas no plano, e obtivemos
a Fig. 5. As interseccdes entre as curvas correspondem exatamente
aos pontos de (20), o que confirma nossos comentarios.

R

06 04 D2 0 02 04 06 OB 1
wil

Figura 5. Curvas no Plano wg x w; (grad0 corresponde a condicéo
0J/owg = 0 e gradl a condicdo 0J/ow; = 0)

3.2.1 Analise dinimica dos minimos

Passemos agora a analise dos pontos de equilibrio do algoritmo.
Analisaremos apenas um ponto de minimo global e um ponto de
minimo local (os outros dois pontos de minimo sdo simétricos aos
primeiros, o que torna desnecessaria a sua analise). O maximo néo é
estavel para p>0, e os pontos de sela ndo o sdo para nenhum valor
de .

Na andlise dindmica realizada nesta secdo, foi considerado o
algoritmo sem aproximagéo estocastica para o gradiente, conforme a
equacdo (4). O motivo desta escolha é que esta expressdo ndo

contém parametros aleatérios, o que permite o uso de ferramentas
padrdo de analise. Consideramos que, mesmo sem estarmos lidando
diretamente com (5), a analise da expressdo deterministica permite
inferir algumas caracteristicas médias de convergéncia do CMA.

Tomemos entdo o minimo global wg = [0.831 —0.372]. Por se tratar
de um sistema de dimensdo maior que um, a analise de estabilidade
estd relacionada a matriz de Floguet do sistema. Mais
especificamente, é preciso observar a posicdo dos autovalores,
também conhecidos como multiplicadores de Floquet, desta matriz,
calculada no ponto analisado. Caso ambos estejam dentro do circulo
de raio unitario (CRU), o ponto em questdo ird atrair as trajetorias
de sua vizinhanca.

A figura a seguir mostra o valor do maximo moédulo dos autovalores
da matriz de Floquet, max(]A4,Az]), em fungdo do passo de
adaptacdo .

™
=

™
~

~

-

N

o
Y

-

Maximo Mddulo dos Multiplicadores de Floquet
e
S

o o

o
=

o

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
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Figura 6. Valor Maximo dentre os Modulos dos Multiplicadores de
Floquet (condigéo de minimo global)

A partir da Fig. 6, podemos perceber que ambos autovalores estardo
dentro do CRU para 0<u<0.1765. Isto significa que o ponto
analisado sera estavel para esta faixa de valores do passo de
adaptacdo. Novamente, para percebermos o que ocorre para outros
valores de |, é interessante tracar um diagrama de bifurcagfo. Para
tanto, escolhemos o peso wy. Foi escolhida uma condigdo inicial que
assegurasse convergéncia global. O valor de p variou de 0 a 0.3,
com um passo de 0.001. Foram rodadas 1000 iteragBes. A Fig. 7
mostra o diagrama. Podemos observar o mesmo cenario do modelo
anterior, com uma cascata de infinitas bifurcacfes de duplicacdo de
periodo e uma faixa de caos (com janelas de periodicidade). Ap6s
esta faixa, ha divergéncia para o infinito.
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Figura 7. Diagrama de Bifurcagdo para wy

Por fim, foi calculado o maior expoente de Lyapunov do sistema.
Para isto, foi utilizada a condigdo w(0) = [0.831 —-0.372]" e foram
rodadas 5000 iteragBes para cada valor de p (tomado de 0 a 0.3, com
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passo de 0.001). A Fig. 8 traz a relagdo entre 0 maximo expoente de
Lyapunov e o passo de adaptagdo.

Podemos observar uma regido onde o maior expoente é nulo ou
negativo, correspondendo a um comportamento estacionario ou
periédico, e uma faixa para o qual tal expoente é positivo,
caracterizando comportamento cadtico. Novamente, na regido de
caos ha infinitas “janelas de periodicidade”, nas quais o sistema
volta a oscilar de forma ordenada. Quando o sistema apresenta
divergéncia para o infinito, o expoente também diverge.

1

05

. "
_1 \

15

Méximo Expoente de Lyapunov

0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03
Passo de Adaptagdo

Figura 8. Maior Expoente de Lyapunov (condi¢éo de minimo
global)

Refacamos agora a andlise para o ponto de minimo local dado por
w, = [0.084, 0.607]". Na Fig. 9, foi tracado o maximo méddulo dos
autovalores da matriz de Floquet. Nota-se que tal ponto sera estavel
para 0<p<0.1400 pois, fora desta faixa, pelo menos um dos
autovalores estara fora do CRU. E interessante observar que neste
caso 0 minimo local mantém-se estavel para uma faixa de valores
menor que no caso do minimo global.

©
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Passo de Adaptagéo

Figura 9. Valor Maximo dentre os Mddulos dos Multiplicadores de
Floquet (condicéo de minimo local)

A Fig. 10 mostra o diagrama de bifurcacdo (de wp) associado ao
minimo local, obtido de forma anadloga ao relativo ao minimo
global. Para a obtencéo deste diagrama, foi utilizada uma condic&o
inicial que levou o sistema a convergir para um minimo local.

Para p proximo de 0.22, ha uma “descontinuidade” no diagrama,
quando o atrator estranho associado ao minimo local perde sua
estabilidade, sendo que o sistema passa entdo a apresentar uma
evolucdo idéntica a de um minimo global (pela prevaléncia da
estabilidade desta regido).

Observando o maximo expoente de Lyapunov associado ao sistema,
mostrado na Fig. 11, verificamos que 0 mesmo comega a ser maior

do que zero em um valor de p proximo de 0.18, mas depois sofre
uma mudanga abrupta. Tal mudanga corresponde a perda de
estabilidade do atrator estranho, comentada anteriormente.
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Figura 10. Diagrama de Bifurcacéo para wy
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Figura 11. Maximo Expoente de Lyapunov (condi¢do de minimo
local)

4. UMA PROPOSTA PARA A OBTENCAO
DE CONVERGENCIA GLOBAL

A partir dos resultados apresentados neste trabalho, surgiu uma
possibilidade de aplicacdo pratica das caracteristicas dinamicas
inerentes a técnica de equalizagdo pelo critério do mddulo constante.
Esta possibilidade foi inspirada por trabalhos de otimizacéo baseada
em caos [13,14]. Podemos dividir a técnica em duas partes: uma
fase de varredura e uma fase de diminui¢do no valor do passo de
adaptacéo.

O principio por tras da primeira fase é intuitivo: testar diversos
valores de w e verificar, segundo um certo critério, qual é o melhor
deles. Caso estejamos no caso deterministico, o critério pode ser a
propria fungdo custo J(n). Caso estejamos operando com o CMA
propriamente dito, é preciso obter um outro critério que aproxime o
papel desempenhado pela funcdo custo. Chamemos este critério
escolhido de G.

Quando o sistema opera na zona cadtica, ele pode percorrer uma
ampla regido do espaco de estados, como podemos perceber pelas
Figs. 2, 7 e 10. Munidos de nosso critério G, podemos usar esta
“varredura caética” para buscar um valor de w tdo préximo quanto
possivel do minimo global, simplesmente comparando, através de
nosso critério, os diversos valores varridos.

Este método é limitado pela faixa percorrida, pois caso a mesma nédo
englobe valores considerados bons, os resultados ndo devem ser
satisfatorios.

Romis Ribeiro de Faissol Attux e Jodo Marcos Travassos Romano



Um Estudo Sobre Dindmica Cadtica em Equalizadores Autodidatas

A segunda fase do método consiste em escolher um valor de p para
0 qual o sistema opere em caos. Em seguida, reduz-se
gradativamente este valor, até que o sistema convirja para um ponto
de equilibrio que, pela diminuigdo do passo, volta a ser estavel. Tal
ponto é entdo avaliado segundo G e comparado com o 6timo da
primeira fase.

A Fig. 10 ajuda a compreender a légica desta fase. Podemos ver que
a regido caotica do minimo local perde a estabilidade para um valor
de 1 menor do que no caso do minimo global. Se o valor do passo
for tal que esteja na regido cadtica associada ao minimo global,
quando o mesmo for diminuido, o sistema ndo ird convergir para o
minimo local, como seria se 0 diagrama fosse seguido, mas para o
global. Portanto, para canais como o apresentado, a diminui¢do do
valor de p a partir de um valor adequado leva a um valor proximo
do 6timo. Porém, como foi comentado, a segunda fase sera eficaz
em cenarios como o apresentado aqui, que nao sdo regra para todos
0s canais.

Para inicializagdo conveniente na regido cadtica, pode ser usado o
maior valor de passo para o qual ndo ha divergéncia para o infinito.
Tal escolha parece adequada para ambas as fases.

Uma vez obtida uma estimagao de w por este método, tal valor pode
ser usado como condigdo inicial do algoritmo adaptativo, visando
refinar esta estimativa. Assim, deve haver uma melhoria na taxa de
convergéncia global em relacdo a uma escolha aleat6ria.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, procurou-se analisar a expressdo iterativa de
atualizacdo dos pardmetros de um equalizador autodidata como um
sistema dinamico. A ndo-linearidade inerente ao critério empregado
da origem a ciclos-limite e a comportamentos ca6ticos, pouco
investigados na analise de algoritmos adaptativos, que usualmente
se restringe a verificar a convergéncia ou ndo para um ponto de
minimo da fungéo custo.

Nosso estudo consistiu em duas partes basicas : uma analise estatica,
ligada a localizagdo dos pontos de equilibrio do sistema, e uma
analise dinamica, que relacionou diferentes comportamentos ao
valor do pardmetro livre (no caso o passo de adaptacdo W). As
observaces foram suportadas matematicamente por técnicas usuais
de andlise de sistemas deterministicos e confirmaram a suposicédo
inicial do trabalho de que algoritmos de Bussgang podem operar em
regime cadtico.

Os resultados obtidos levaram ainda a proposta preliminar de um
método que pode aumentar as taxas de convergéncia global do
algoritmo CMA.

Os proximos passos deste trabalho sdo a busca de uma analise mais
refinada para o caso de canais e equalizadores de qualquer ordem,
na busca de solucdes para os pontos significativos da funcéo custo e
de uma melhor caracterizagdo dos fenémenos observados no CMA.
A partir de uma analise estatica mais detalhada, poderemos ter mais
informacBes sobre a dindmica do sistema. Um outro passo
importante é um aprofundamento em métodos de andlise dinamica
estocastica, que se apresenta como a ferramenta mais adequada para
0 caso de filtros de ordens mais elevadas. Por fim, é preciso
estabelecer uma andlise mais detalhada do desempenho e da
aplicabilidade do método de convergéncia global, cujos principios
foram aqui propostos.
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