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RESUMO 

Neste trabalho sao desenvolvidos quatro processos continuos para analise de micleos 

estruturais formados por urna ou duas se96es canal, fechados por linteis e submetidos a tor'(ao. 

Inicia-se com urn processo baseado na teoria da flexo-tor'(ao de Vlasov. Em seguida 

introduz-se as deforma96es devidas ao cisalhamento. No terceiro processo considera-se urna 

se((aO fechada. 0 Ultimo, mais sofisticado, e urna adapta((ao da teoria para se'(oes fechadas 

desenvolvida inicialmente por Umansky e posteriormente por Benscoter. 

Os resultados obtidos pelos processos continuos sao analisados e comparados com os 

valores obtidos utilizando processo dos deslocamentos, e tambem com resultados experimentais. 

ABSTRACT 

Four continuum methods for torsional analysis of structural cores that consist of one or 

two channel sections, connected by lintel beams, are described. 

First, Vlasov' s theory for thin walled beams of open sections is used. In the second 

method, the shear deformation is included. The third method uses a closed box torsion-bending 

theory, and the last one adapts Umansky-Benscoter theory to a perforated core. 

The results obtained with these methods are analyzed and compared with a frame 

analogy model and also with experimental data. 
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CAPITULO 1 

Introducio 

Em edificios elevados, o efeito das foryas horizontais, causadas pela ayao dos ventos ou 

por esfon;:os sismicos, e de grande importancia. Em muitos projetos utiliza-se paredes de 

cisalhamento para resistirem a estes esfor9os. Elas constituem elementos verticals continuos, 

muito rigidos em seu plano. Quando estas paredes estao associadas, formam urn nucleo 

estrutural. Geralmente nestes nucleos localizam-se os vaos de escadas e elevadores, e os dutos de 

servi9o. Para permitir o acesso a estes compartimentos, os nucleos devem ser formados por urna 

se9ao aberta. Com o objetivo de aurnentar a rigidez de urn nucleo, este pode ser fechado ao nivel 

dos andares por urna viga transversal, denominada lintel. 

Portanto, o nucleo estrutural de urn edificio pode ser definido como urna combina9ao de 

paredes planas, interligadas, formando urna se9ao aberta que pode estar fechada por linteis ao 

nivel de cada andar. 

Devido a rela9ao entre as dimensoes caracteristicas de urn nucleo: altura, espessura e 

comprimento das paredes, o nucleo pode ser considerado como urna viga de paredes delgadas. 

Como o nucleo estrutural garante a resistencia aos carregamentos laterals, ele sera 

solicitado por esfor9os de tor9ao, causados pela excentricidade da linha de a9ao destes 

carregamentos em rela91io ao centro de toryao. Portanto, pode se observar najigura 1.1, que urna 

viga de se9ao transversal aberta e paredes delgadas quando sujeita a tor9ao, sofre empenamento 

na se91io transversal. A restri9ao a este deslocamento provocada pela base rigida da estrutura, faz 

com que apareyam tensoes axials ao Iongo da altura do nucleo. 
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Figura I. I - Nucleo estrutural: empenamento. 

1.1 Analise de nucleos estruturais: 

A analise de nucleos estruturais pode ser realizada por diversos modos, como processos 

continuos ou discretos. 

A analise por processos discretos pode utilizar a analise matricial da estrutura pelo 

processo dos deslocamentos, ou o metodo dos elementos finitos. Na discretiza<;:ao feita por 

elementos finitos, a estrutura e modelada por urn grande ntimero de pequenos elementos. Em 

geral, utiliza-se elementos plano de tensoes nas paredes, elementos de barra nos linteis e nos 

porticos, e elementos de placa nas lajes. Os estudos concentram-se em propor urn elemento 

apropriado para modelar os pilares-parede. Dentre alguns autores que desenvolveram trabalhos 

neste sentido, estao: Mac LEOD12
, HOe LTif e CHEUG e SWADDIWUDHIPONG4

• No caso 

da analise matricial utilizando o processo dos deslocamentos, as colunas e vigas sao consideradas 

como elementos de barra, e os pilares-parede sao substituidos por urn elemento formado por urna 

barra vertical com bra<;:os rigidos nas suas extremidades. Entre varios autores que tern analisado 

nucleos por processos discretos, pode-se citar: Mac LEOD13
•
14

•
15

, Mac LEOD e HOSNY16
, 

STAFFORD SMITH e ABATE24
, STAFFORD SMITH e GIRGIS25

, HEIDEBRECHT e 

SWIFT8
, TARANATH26

, KWANll, YAGUI31
, SERRA23 e GUILLARDI07

. 
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No tratamento continuo, o nucleo e analisado pela teoria da flexo-toryao, como urna viga 

engastada-livre. Os linteis sao substituidos por urn meio continuo, com urna rigidez equivalente, 

uniformemente distribuida ao Iongo da altura. Este tratamento e mais apropriado para urn nucleo 

de se9ao transversal uniforme, se revelando urna forma complicada de analisar urna estrutura nao 

uniforme. Varios pesquisadores tern analisado nucleos pelo tratamento continuo, desde a decada 

de 60. Entre outros pode-se destacar: BECK2
, MICHAEL18

, ROSMAN20
, TSO e BISWAS28

, 

RUTENBERG e TS022
, KHAN e STAFFORD SMITH10

, RUTENBERG, SHTARKMAN e 

EISENBERG21
, MANCINI17

, COSTA5 e BARBOSA1
• 
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CAPITUL02 

Objetivos 

Neste trabalho sao analisados nucleos estruturais que sofrem a at;ao de urn momento 

tort;or, e sao compostos por urna set;ao transversal aberta, fechada por linteis ao nivel dos 

andares. 0 comportamento destes nucleos sob tort;ao esta entre o de urna barra de set;ao 

transversal aberta, e urna barra de set;ao transversal fechada, conforme a rigidez dos linteis que 

fecham a set;ao. Cada urna destas hip6teses leva a procedimentos que resultam em bons 

resultados apenas para os casos extremos onde os linteis sao muito flexiveis ou muito rigidos. 

Varios procedimentos foram desenvolvidos para o caso de nucleos com linteis de rigidez 

moderada, onde tanto a flexao quanto o cisalhamento sao importantes. 0 objetivo deste estudo e 

descrever e comparar alguns processos que utilizam o tratamento continuo para analisar urn 

nucleo, procurando como melhor representar a influencia dos linteis no comportamento do 

nucleo sob tort;ao. Enquanto isso, procura-se definir os limites de aplicat;ao de cada processo 

conforme as caracteristicas geometricas e estruturais de urn nucleo. Sao analisados dois tipos de 

nucleos que tern se<;ao transversal retangular. A figura 2.1 a ilustra urna se<;ao duplo C, 

enrijecida por dois linteis ao nivel das lajes, enquanto que a figura 2.1 b ilustra urna set;ao C, 

enrijecida por urn lintel ao nivel de cada laje. 

5 



a) Se9iio duplo C. 

Figura 2.1 - Tipos de micleos analisados. 

2.1 Considera~oes e hipoteses biisicas: 

0 nucleo estrutural e considerado como urna barra de seyao aberta e paredes 

delgadas, engastada em urna extremidade e livre na outra, que esta sendo submetida a urn 

momento ton;:or, devido a cargas laterais excentricas aplicadas na estrutura. Neste caso, a teoria 

de tor9ao uniforme de Saint Venant nao e satisfat6ria, ja que surgem tensoes axiais com a tor9ao. 

Portanto, aplica-se a teoria de toryao nao uniforme introduzida por VLASOV30
, e os 

deslocamentos e esfor9os podem ser obtidos atraves das equa9oes diferenciais que descrevem o 

problema. Uma breve revisao sobre tor9ao nao uniforme em barras de seyao aberta e delgada e 

apresentada no apendice I. Ao apresentar a teoria basica, admite-se que nao hit restri.;:ao ao 

empenamento causada pelos linteis. A equao;:ao diferencial da flexo-torc;:ao e deduzida, e sua 

soluo;:ao proposta. 

Quando existem linteis enrijecendo o nucleo ao nivel de cada andar, estas vigas 

tern seu efeito representado por urn meio continuo. A rigidez deste meio e equivalente a rigidez 
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dos linteis, sendo distribuida uniformemente ao longo da altura do nucleo. A presen9a de linteis 

fechando as se9oes transversais, produz urn fluxo de tensoes de cisalhamento ao redor do nucleo. 

As lajes serao consideradas como diafragmas horizontais, de rigidez infinita em 

seu plano, mas sem rigidez transversal. Assim sera garantida a hip6tese basica da teoria de tor9fio 

nao uniforme, de que as se96es transversais sao indeformaveis em seus pianos, sem que as lajes 

influenciem os deslocamentos verticais. 

Os linteis serao admitidos como engastados nas extremidades, reduzindo assim os 

deslocamentos verticais relativos entre paredes. Nao havera esfor9os normais nos linteis, devido 

a rigidez infinita das lajes. 
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CAPITUL03 

Formulacao do tratamento continuo 

3.1 Introdu~iio: 

Os esforc;:os e os deslocamentos ao Iongo do nucleo serao determinados por quatro 

processos diferentes, todos baseados no metodo continuo de analise do nticleo. Os processos 

estao ordenados conforme aumenta sua complexidade. 0 primeiro processo descrito e o mais 

simples, onde a deformac;:iio tangencial da sec;:iio transversal do nucleo e desprezada. Ja no 

segundo processo a considerac;:iio da deformac;:iio tangencial e introduzida. 0 terceiro processo 

procura representar melhor o efeito de linteis rigidos, e por isto o empenamento ao Iongo do 

nucleo e considerado como func;:iio da area setorial correspondente a uma sec;:iio transversal 

fechada. No quarto processo, a teoria desenvolvida por UMANSKY29 e por BENSCOTER3 para 

sec;:oes fechadas e utilizada, o que implica numa nova definic;:iio para o empenamento do nucleo. 

A sec;:iio transversal do nucleo e retangular, e pode ser composta por duas sec;:oes C 

ligadas por dois linteis ao nivel dos andares, ou por uma sec;:iio C fechada por urn lintel ao nivel 

dos andares. Estas sec;:oes transversals e suas dimensoes caracteristicas estiio ilustradas nas figuras 

3.1 a e b. 

0 sistema de eixos adotado e ilustrado nasjiguras 3.1 a, be c. A origem Ct esta na base 

do edificio e coincide com o centro de torc;:iio da sec;:iio transversal. Os eixos x e y estiio no plano 

da sec;:iio transversal, enquanto que o eixo longitudinal z e orientado da base do edificio para o 

topo. A coordenada s sera medida ao Iongo da "linha do esqueleto", linha que divide a espessura 

da parede ao meio, e tera origem no ponto Os, determinado pela teoria de torc;:iio niio uniforme. 

9 



A altura da estrutura, representada por H, esta ilustrada atraves de uma parede na jigura 

3.1 c. As se~oes transversais tern dimensoes ax b, e as paredes dos nucleos tern espessuras tr, t2 e 

t3, como pode ser observado nasjiguras 3.1 a e b. As faces que contem o lintel tern comprimento 

a, enquanto que as faces na outra dire~ao tern comprimento b. A seo;ao transversal C tern um eixo 

de simetria, que foi adotado como o eixo y. Neste caso, a parede que contern o lintel tern 

espessura t2, a parede oposta tern espessura t3, e as paredes na outra dire<;ao tern espessura t1. A 

se<;ao transversal cornposta por duas seo;oes C tern dupla sirnetria Nesta seo;ao, as paredes que 

nao contem os linteis tern espessura t 1, e as paredes que contern os linteis tern espessura t2. 0 

lintel esta apresentado najigura 3.1 d. Seu cornprirnento e representado por R, sua espessura port, 

e sua altura por h,. 

l 

~I 
L 

y 

I l s 

Ct Os 

~~ _ 1_. - ~ 
I 

a 

a) Se9ao duplo canaL 

r 
I 

z 

l 

c) Parede. 

01 

I-

X 

i 

L 

,.:::: 
; 

! I 

I 

' 

y 
l 

Ct 
X 

s 

Os 

_I _ 

a 

d) LinteL 

Figura 3.1 - Sistema de eixos e dimensoes caracteristicas. 
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3.2 A influencia dos linteis: 

0 apendice I resume a teoria da flexo-ton;:ilo desenvolvida por VLASOV 30 para barras 

de sec;:ao aberta e paredes delgadas. No caso de nucleos estruturais fechados por linteis, a rigidez a 
torc;:ilo sera alterada pois os linteis reduzem o empenamento. Os linteis silo substituidos por urn 

meio continuo uniformemente distribuido ao Iongo da altura do edificio e a espessura 

equivalente, feq, deste meio continuo sera oportunamente determinada. 

A contribuic;:ilo para a rigidez do nucleo desta parede equivalente e dada pela forc;:a 

cortante distribuida q s que corresponde ao vinculo retirado quando se secciona o lintel no seu 

ponto medio (C), gerando tambem, em virtude do Teorema Cauchy, urn fluxo de cisalhamento 

que percorre a sec;:ilo. Afigura 3.2 ilustra este fato. 

a) Se9iio duplo canal. b) Se9iio canal. 

(:Ecr 
a a 

aq, 
F B=D F 

aq, 

bq, 

A' c A 

D B 

1 "· 
bq, (to 

b I 
b q, 

I 
A' c A 

E + E 
aq, aq, 

c) F!uxo de q, ( constante) na linha do esqueleto - resultantes. 

Figura 3.2- Tenstles qs de cisalhamento oriundas dos linteis. 
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Deve-se notar que, como os pontos medios dos linteis estiio situados em urn eixo de 

simetria, o momento fletor nestes pontos sera nulo quando a se91io for solicitada por urn momento 

tor9or, pois este produz deslocamentos antimetricos, ou seja, os pontos medios dos linteis sao 

pontos de inflexao das respectivas elasticas. 

Assim, a resistencia a tor¢o de urna se91io generica do nucleo com linteis e dada pela 

soma de tres parcelas: a primeira correspondente a tensao oriunda da tor9iio livre de St. Venant, a 

segunda devida a tensao variavel q"' oriunda da tor91io nao uniforme e a terceira devida as tensoes 

constantes q8 causadas pela incorpora91io da parede equivalente aos linteis. 

Para o equilibrio de urna se91io e necessario que o momento towor extemo M,, seja igual 

a soma das tres contribui9oes assinaladas no paragrafo anterior, ou seja: 

M 1 = M 1 +Mft +M, 

M 1 = M 1 + f(q, + q.)n ds 
(3.1) 

onde n e a distancia perpendicular do centro de tor9ao (Ct) ate a tangente ao ponto, s, e a 

coordenada da linha do esqueleto e qs + q"' = q1oraz = q. Convem notar tambem que qs ocorre em 

toda a se91io e q"' nao existe na parede equivalente aos linteis. 

Como qs e constante, o momento por ele provocado vale (jigura 3.2 c): 

fq, nds=q, x2ab=q,xQ (3.2) 

onde Q e o dobro da area determinada pela linba do esqueleto. 

Conforme esta apresentado no apendice I, a equa91io (1.25), ou seja, M, = G J 1 <I>' 

representa a parcela do momento tor9or correspondente a tor91io livre, e a equa91io (I. 51), onde 

f q ro n ds = M ft = - E' J ro <I>" I representa a parcela correspondente a tOf91iO nao uniform e. 

Utilizando as expressoes (3.1) e (3.2), a equa91io da flexo-tor9iio vale: 
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M =GJ "''+q Q-E·J "''" t t 'f' s co'+' (3.3) 

A compatibilidade dos deslocamentos longitudinais u(z,s) (empenamento) conduz a: 

JOU 
'j-ds=O 

OS 
(3.4) 

Como ja foi mencionado, existe urn e1xo de simetria para os dois tipos de set;iio 

transversal analisados. Portanto, pode se afmnar que: 

fou ds=O 
.!:: OS 

(3.5) 

onde os pontos C e D sao os pontos indicados najigura 3.2. Observa-se que os pontos DeB 

coincidem na set;iio C. 

A deformal(iiO transversal y, sera: 

fJu fJv 't 
y=-+-=

os oz G 
(3.6) 

onde "tea tensiio de cisalhamento e v(z.s) eo deslocamento na dire9iio da ordenada s, e conforme 

deduzido no ap€mdice I ( equal(iio 1.28), vale: 

(3.7) 

Derivando o deslocamento tangencial, obtem-se: 

fJv 0+ 
-=n-
oz fJz 

(3.8) 

A tensao tangencial vale: 

(3.9) 
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onde t e a espessura da parede. 

Substituindo estas ultimas expressoes na equayao (3.6), define-se que: 

_a_u = -"-q-'-s -:-+....oq-"'-ro 

OS Gt 
a~ n-oz (3.10) 

Substituindo esta expressao na equa9ao (3.5), obtem-se: 

(3.11) 

Os termos da equa9ao anterior podem ser analisados separadamente. Para o segundo 

termo determina-se: 

(3 .12) 

No meio continuo equivalente ao lintel, q"' = 0. Para a se9ao duplo C, o primeiro termo 

da equa9ao (3 .11) pode ser expresso da seguinte forma: 

f qs+qro ds= r ...!l.!_ds+ rq,+qro ds+ f ...!l.!_ds 
Gt Gt,. " Gt Gt,. 

f qs + qro ds = r _q_ds+...!l.!_x u 
Gt Gt Gt"' 2 

(3.13) 

com q=q,+qro 

Para a se9ao C, o primeiro termo da equa9ao (3 .11) pode ser expresso como: 

(3.14) 

onde R eo comprimento do lintel, e teq e a espessura do continuo equivalente ao lintel. 
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Considerando que a soma do comprimento dos linteis seja representada por !!tot, para a 

se9ao duplo C: I! tot = 21!, enquanto que no caso da se9ao C: I! tot =I! . 

Portanto, a equa9ao (3.11) pode ser expressa como: 

r .iLds+ q, !!tot 

Gt 2Gteq 
(3.15) 

A equa9ao (3.3) representa o equilibrio, e esta Ultima equayao representa a 

compatibilidade de deslocamentos longitudinais u. 

3.3 Espessura da parede equivalente aos linteis: 

Para determinar a espessura do meio continuo equivalente ao lintel (teq), iguala-se a 

rigidez do lintel it rigidez da parede equivalente, conforme ilustra afigura 3.3. A rigidez do lintel, 

k, deve levar em considera9ao as deforma9oes por flexao e cisalhamento. 

l 

a) Lintel. b) Parede equivalente. 

Figura 3.3- Coeficientes de rigidez do lintel e parede equivalente. 
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0 coeficiente de rigidez k, do lintel, vale: 

(3.16) 

onde: I'= _I_ . k = 12cEI e c = 1,2 + 1,1v. 
1+k. GA£2 1+v 

Nestas expressoes comuns nos textos de analise matricial - com pequenas varia9oes na 

nota9ao - v e o coeficiente de Poisson, e c e o fator de forma, para o qual adotaremos o valor 

fomecido por COWPER6 para se9oes retangulares, ao inves do valor tradicional 1,2. 

0 coeficiente de rigidez k, da parede equivalente vale, sendo h a altura do andar: 

Ght,q 
k =--
' £ 

Igualando a rigidez do lintel a rigidez da parede equivalente, obtem-se: 

12£/' 
t =----,'"" 
'q Ghf! 2 

0 valor de I' esta defmido nas expressoes (3 .16). 

3.4 Processo 1: 

(3.17) 

(3.18) 

Proposto inicialmente por VLASOV30
, neste processo a se9iio transversal do nucleo sera 

considerada como aberta, a parede equivalente aos linteis e tratada como elemento isolado que 

nao altera as caracteristicas geometricas da se9iio, e o efeito da deforma9iio por for9a cortante sera 

desprezado. V arios conceitos e expressoes usadas durante as dedu9oes apresentadas a seguir estiio 

detalhados no apendice I. 
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0 empenamento e dado por: 

u(z,s): -ro(s )~'(z) (3.19) 

onde ro(s) e a area setorial da se9ao transversal. A jigura 3.4 mostra os diagramas das areas 

setoriais dos nucleos. 

v [_ 
' 

' " 
l I, 

" ' 
a 

a-R 
f=-

2 

f. 

ab 
ro =-ro =-F E 4 

bf 
ro =-ro =ro +-B A F 2 

a) Se9ao duplo C. 

ct 

b 

~ 

/ 

a 

b(3ba' + 2a' - 3af' + R') 
ct= 

2a' + 6ba' - f' 
act 

Q) =-
F 2 

ab 
co =ro --

E F 2 

ffi A = Q) E - J(b + Cf) 

Figura 3.4- Diagramas de area setorial. 

A tensao axial e definida como: 

onde E* significa o modulo de elasticidade longitudinal reduzido, definido como: 
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onde v e o coeficiente de Poisson. 

A expressao da tensao axial tambem pode ser escrita como: 

cr=-E' ro<j>" 

Com (3.22) e (3.20) determina-se: 

au= -ro<l>" oz 

0 equilibria de urn elemento de parede fomece: 

oq acr 
-+t-=0 
OS oz 

Derivando a equa9ao (3 .22), determina-se: 

00 
= -E' ro <!>'" oz 

Substituindo este resultado na expressao (3.24): 

oq E' "'" -=t ro"' 
OS 

Para obter q, basta integrar a equa9ao anterior: 

q = E' <I>"' r rot ds + C 

(3 .21) 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

Lembrando a expressao do momenta estitico setorial, equa9ao (1-46) do apendice I: 
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(3.28) 

Podemos redefinir q em :fun<;:ao de Sw: 

(3.29) 

Para determinar a constante de integra<;:ao, utiliza-se o valor de q no ponto A da se<;:ao 

(jigura 3.4): 

q(A)=qs; S,.(A)=O 
q(A) =E.~"' s .. (A)+ C 

C=qs 

Assim a expressao de q sera: 

Ajigura 3.5 ilustra os diagramas de Sro para as duas se<;:oes. 

B B 

Is'·· b r;:;\ 
~ ~ 

A A 

;/ r l t X i/ f 
"I" 

l ' " " '/ 

/1 " /j /1 /j 

a -{ a 

a) Se9ao duplo C. b) Se9a0 C. 

Figura 3.5- Diagrama deS,.. 

~ 

Como neste processo despreza-se as deforma<;:oes devidas a for<;:a cortante: 
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(3.32) 

Introduzindo esta hip6tese na equa<;ao (3 .15), que foi obtida da compatibilidade, 

detennina-se q,: 

r_!f_ds + q, clot 

AGt 2Gt,q 

c!>' Q G t,q 
q, = 

C tot 

= c!>'g_ 
2 

Substituindo q, na equa<;ao (3.3) que foi obtida do equilibrio, chega-se a: 

GQ2 t 
M = G J .!.' + eq .!.' -E J .!.'" 

t t'l' l 'f ro'f 
tot 

(3.33) 

(3.34) 

Confonne definido no apendice I, J, e o momento de inercia setorial. Para simplificar a 

correspondencia com a nota<;ao que sera estabelecida nos outros processos, J, sera denominado 

(3.35) 

Definindo: 

Q2 t 
J Q£ = eq 

f tot 

(3.36) 

Jl = J, +Jn, (3.37) 

Com isto, a equa<;ao diferencial da tor<;iio resulta: 

(3.38) 
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Observa-se que o efeito enrijecedor do lintel se manifesta atraves da constante de towao 

(Jn,). 

As condi96es de contorno necessarias para a solu9ao desta equa9ao sao obtidas do fato 

do nucleo ser engastado na base e livre no topo: 

na base: z=O=> {~(0)=0 u(O)=O :. ~'(0)=0 

notopo: z=H=>a(H)=O :. ~"(H)=O 

Como a equa9ao (3.38) e formalmente igual a equa9ao (!.54) do apendice I, apenas 

trocando J, por J1, sua solu9ao geral segue conforme foi deduzida no apendice I. Assim, para o 

caso em que o carregamento e urn momento tor<;or uniformemente distribuido (m) e urn momento 

toryor concentrado no topo (T), tem-se: 

onde: 

() 
_ _ m 2 T+mH 

"z=c+ce'z+ce'"- z+ z 
'I' 1 ' ' 2GJ GJ 

1 1 

, GJ, 
c =--E·r 

I 

Com as condi96es de contorno, as constantes C], Cz e C3 podem ser definidas: 

c1 = -(c, +c3 ) 

T+mH 
c, = c,-

cGJ1 

m(l+cH e'H)+cTe'H 
c, = c' GJ1 (e'H +e-cH) 
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3.5 Processo 2: 

Para facilitar o acompanhamento das dedu<;:oes envolvidas neste processo, serao 

inicialmente repetidas as expressoes (3 .31) e (3 .15). 

(3.42) 

(3.43) 

A equa<;:iio (3.43) retrata a compatibilidade de deslocamentos longitudinais. No processo 

anterior foram desprezados os efeitos das tensoes de cisalhamento nas deforma<;:oes, ou seja, 

rB .!Lds = 0, que aplicada em (3.15) ou (3.43), forneceu a expressao de qs para aquele processo. 
JA Gt 

Neste segundo processo, as deforma<;:oes devidas ao cisalhamento nao serao negligenciadas. 

Assirn, aplicando-se (3.42) em (3.43) obtem-se: 

Isolando qs: 

Definindo-se a constante de tor<;:iio de Bredt como: 

Observa-se que, para as duas se<;:oes analisadas: 
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fds = 2(~+ rds) 
t 2 feq f 

(3.47) 

Utilizando a definis;ao de J0 , e possivel expressar qs da seguinte forma: 

q = G J n .!.'- E' .!."' 2 J n r" S ds 
' Q '!' 'I' Q' .!, ro t 

(3.48) 

Com esta expressao para q., determina-se a expressao de q: 

q=q,+E' S" cp"' 

q=G~ncp'+E'cp'"(sro-2~,n fs, ~s) (3.49) 

Conforrne (3.3), a equas;ao diferencial do momento tors:or e dada por: 

M =GJ .!.'+q Q-E'r ,~..,, 
t t 't' s 1 '!' 

(3.50) 

Substituindo qs (3.49) obtem-se: 

(3.51) 

Definindo a constante de tors;ao J 2, e a constante de empenamento r 2: 

(3.52) 

(3.53) 

Substituindo em (3 .51): 

M, = G J 2 cp'- E' f 2 cp'" (3.54) 

Nota-se a semelhans;a entre as expressoes de M1 nos dois processos. 
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Definindo ro como a area setorial de urna se9ao fechada: 

ro=ro-~ [ d: (3.55) 

chega-se a urna expressao para r 2 similar a expressao de r 1: 

[2 = 2 r (!) (!) t ds (3.56) 

Para se verificar a validade desta Ultima expressao, basta substituir o valor de ro e 

efetuar a integra,.ao por partes que chega-se a expressao (3.53). 

As condi9oes de contomo necessarias para a solu9ao dessa equa9ao sao identicas as 

condi9oes utilizadas na solu9ao da equa9ao do processo 1, ja que ambas sao obtidas a partir da 

mesma hip6tese de que o nucleo e engastado na base e livre no topo. 

A solu9ao geral da equa9ao diferencial sera equivalente a solu9ao da equa9ao do 

processo I, apenas substituindo J1 por Jz, e f 1 por fz. Para o caso em que o carregamento e urn 

momento tor9or uniformemente distribuido (rn) e urn momento tor9or concentrado no topo (T): 

onde: 

() 
• rn 2 T+rnH 

.h. z =c +c ec_ +c e-cz ---z + z 
"' 1 2 , GJ GJ 

2 2 

2 GJ2 c =--
E'r 2 

Com as condi9oes de contomo, as constantes c~, cz e c3 podem ser defmidas: 

c1 =- (c, + c3 ) 

T+rnH 
c, = c, 

cGJ2 
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3.6 Processo 3: 

Neste caso o empenamento e adotado como sendo: 

u(z,s) =- ro(s )cl>'(z) (3.60) 

onde ro e a area setorial de mna se91io fechada equivalente ao nucleo, conforme foi 

definido no processo 2, equa91io (3.55). 

A partir desta expressao para o empenamento, a tensao axial pode ser escrita como: 

E.-"" cr=- ro"' 

0 equilibria de urn elemento de parede fomece: 

oq +t acr = o 
OS oz 
q = qs +E' cj>'" S-w 

q(JJ =E* ~,, Sro 

(3.61) 

(3.62) 

Seguindo o mesmo procedimento do processo 2, porem utilizando a expressao anterior 

na equa91io (3.43) que retrata a compatibilidade de deslocamentos longitudinais, determina-se: 

= GJ0 "'-E' "'" 2J0 fs- ds q s .Q 'I' 'I' .Q2 ro t (3.63) 

Substituindo na equayao (3.1) do momento toryor: 

M =G(J +J )"'-E' (r +2 Jn (3 S-w ds)cj>'" 
1 I Q'/' 2 .QJAf 

(3.64) 

Definindo a constante de empenamento para este processo f3: 
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.,... Jn fs ds r, =1.2 +2- ro-n M t 
(3.65) 

Ou seja, M, = G J 2 $'- E' 13 $'" (3.66) 

A constante de tor9ao J2 e a mesma do processo 2, e com co conforme (3.55), 1 3 pode 

ser calculado atraves de: 

r, = 2 f co 2 t ds (3.67) 

As condi96es de contorno utilizadas na solu9ao desta equa9ao tambem sao identicas as 
condi96es utilizadas na solu9ao das equa96es do processo 1 e 2 e a solu9ao geral sera equivalente 

as outras solu96es. Baseando-se na solu9ao do processo 2, basta substituir 1 2 por r3. 

onde: 

() 
_ m 2 T+mH 

$ z =cl +c2 ecz +c3 e cz ---z + z 
GJ2 GJ2 

, GJ, 
c =--

E'r 3 

Com as condi96es de contorno, as constantes c1, c2 e c3 sao definidas: 

c1 =-(c2 +c3 ) 

T+mH 
c, = c, 

cGJ2 

_ m(I+cH e'H)+cTe'H 
c,- c'GJ,(e'H+e-cH) 
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3.7 Processo 4: 

Neste processo e aplicada a teoria de Umansky-Benscoter. Ele difere dos processes 

descritos anteriormente pela definiyao do deslocamento axial ou empenamento, que sera 

considerado como funyao de x e nao mais de ~· . 

u(z,s) =- ro{s )x(z) (3.71) 

De tal forma que a tensao axial sera: 

cr(z,s)=-E' ro(s)x'(z) (3.72) 

A relayao entre a funyao x (z) e a funyao ~· (z) usada nos tres processos anteriores sera 

determinada mais adiante. 

Derivando a equayao anterior, determina-se: 

8cr E'- " -=- ro X 
oz 

Partindo do equilibria de urn elemento de parede: 

oq+tacr=o 
OS oz 
oq E'- " -=t ro X 
OS 

Para obter q, basta integrar a equayao anterior: 

q = E' x" r ro t ds + C 
1 

Considerando que S00 representa o momento estatico setorial da seyao fechada: 

27 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 



(3.76) 

Podemos redefinir q em funs:ao de S.m : 

q = E' x" siii + c (3.77) 

Para determinar a constante de integras:ao, utiliza-se o valor de q no ponto A da ses:ao. 

Como q(A) = q8 e So;(A) = 0, obtem-se C = q8 : 

q =q, +E' x" So; (3.78) 

Substituindo a expressiio de q na equas:ao obtida pela compatibilidade dos 

deslocamentos, equas:iio (3 .15), determina-se: 

on de: 

r _!Lds+ q,fi.tot tjl'Q 
Gt 2Gt,q 2 

r q' + E' So; x" ds + q' fi. tot ljl' Q 

Gt 2Gt,q 2 

Obtem-se para qs a expressiio: 

GQtjl' 
q, = ds 

1( 
I" S- ds 

2 £' " J. ro f 
X ds 1( 

Relembrando a definis:iio da constante de tors:iio de Bredt: 
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(3.82) 

Define-se q8 como: 

(3.83) 

A partir da equa9ao (3.78) e lembrando que q = q8 + q"': 

(3.84) 

Substituindo estes resultados de qs e q"' na equa9ao diferencial do momento tor9or: 

M, =GJ,<j>'+f(q, +q
00

)nds 

M = G J "' + G J "'- 2 J n E' X" (" Sro ds + 2 (" E' x" S- dro (3.85) 
t t'l' Q't' Q jA f jA ro 

M, = GJ, </>' +GJn </>' +2E' x" f Sro ( dro- J~:s J 

Utilizando algumas defini9oes feitas nos processos 2 e 3: 

(3.86) 

A equayao diferencial sera: 

(3.87) 

que envolve x" e </>'. 

Para obter outra rela9iio entre as fun9oes x e </>', utiliza-se a defini9ao da deforma9ao por 
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cisalhamento: 

Como: 

Lembrando que: 

Determina-se: 

8u Ov q 
y=-+-=

as az Gt 

8v = n a<jl = n <P' 
az az 

8u Oro 
-=--x 
as as 

Oro Jn -=n--
as O.t 

(3.88) 

(3.89) 

(3.90) 

(3.91) 

Utilizando estas defini9oes na expressao da deforma9ao por cisalbamento, a for9a 

cortante distribuida sera: 

L=n<P'-x(n- Jn) 
Gt O.t 

(3.92) 

Voltando a equa9ao diferencial do momento tor9or: 

M, =GJ, <P'(z)+{qnds (3.93) 

Como qw =q-q,: 

30 



M, =GJ, ~'+2 l (q-q,)nds+f q, nds 

Substituindo q na equa<;iio diferencial: 

M, =GJ, ~'+2 l {or[n~' -x( n- ~~ )]-q, }nds+ f q, nds 

M,=GJ,~'+G(2~' l n2 tds-2x! n2 tds+2x~ r nds)-2q, l nds+q,O. 

Definindo o momento polar de inercia: 

A equa9iio diferencial seni: 

M, =G~'(J, +IP)-Gx(IP -2 ~ r nds)+q, (-2 r nds+Q) 

M, =G~'(J, +lP)-GxiP [1- ~: ~ r nds ]+q, 0.(1- ~ r nds) 

Definindo J.!: 

A equa<;iio diferencial do momento tor<;or seni: 
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(3.96) 

(3.97) 

(3.98) 

(3.99) 
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A partir das duas equa~oes diferenciais: a equa~ao (3.87) em fun~ao de x" e ~·, e a 

equa9ao (3.100) em fun9ao de X e ~·, e possivel determinar uma equa9ao diferencial que seja 

fun9ao de x e suas derivadas. 

Isolando ~· naequa~ao (3.87): 

"'' M, E. r, , "'=--+--x 
GJ2 GJ, 

Eliminando ~· na equa~ao (3.1 00): 

( 
M E. r ) 

M =G(J +1) -'-+--3 x" -GI "X+ 
' ' P GJ GJ p,.. 

2 2 

(1- nA)[GJ
0 

( M, +E. r, x")-E· Jn x"2 f S-;;; ds] 
Q GJ, GJ2 Q t 

Isolando M,: 

Definindo: 

T] = (flJl,p + 1)-1 = J, 
J, + f.llp 

(3.101) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 

(3.106) 



Substituindo as defini<;oes anteriores, a equa9ao diferencial do momento tor<;or sera: 

(71 -I)M, =E' r, x"-GJ, X (3.107) 

As condi<;oes de contorno necessarias para a solu<;ao desta equa9ao sao obtidas da 

hip6tese de que o nucleo e engastado na base e livre no topo: 

nabase: z=O=>u(O)=O :.x(O)=O 

notopo: z=H=>cr(H)=O :.x'(H)=O 

A solu<;ao geral da equa<;ao diferencial - linear nao homogenea de segunda ordem - para 

o caso em que o carregamento e urn momento tor<;or uniformemente distribuido (m) e urn 

momento tor<;or concentrado no topo (7): 

(3.108) 

onde: 
, GJ, 

c =--
E'r 4 

(3.109) 

TJ -1 
a=--

GJ, 
(3.110) 

Com as condi<;oes de contorno, as constantes c1 e c2 podem ser definidas: 

c _ a[ce-'H(T+mH)-m] 
,- c(e'H+e-cH) (3.lll) 

c2 =a(T+mH)-c, 

0 ultimo passo sera determinar a rota<;ao <j>(z). Para obter a rela<;ao entre <1> e as fun<;oes x 
e suas derivadas, serao utilizadas as equa<;6es diferencias que envolvem estas fun<;oes. 
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x'(z)=cl c ecz -c2 ce-cz +a.m 

x"(z)=c! c2 ecz +c2 c2 e-cz 

x'"(z)=c1 c3 ecz -c2 c3 e-cz 

A partir da equa9ao (3.101) que re!aciona cp' com x", obtem-se: 

IP'= M, + E' r, x'' 
GJ, GJ, 

,., (T+mH-mz) E'r,, 
'!'= +--x 

GJ2 GJ, 

[(T+mH)z- m z'] • 
2 E r IP = =-------=-+ ' x'+ c 

GJ, GJ, 

A constante de integra9ao C e determinada a partir da condi9ao cp( 0) = 0 : 

E'r 
C=---3 x'(O) 

GJ, 

x' (0)= clc-c,c+am 

3.8 Compara~ao entre os processos: 

(3.112) 

(3.113) 

(3.114) 

Nas se96es anteriores, varias considera96es foram feitas sobre o empenamento e os 

efeitos das deforma96es por cisalhamento. Apesar disto, em todos os processos, as equa96es 

diferenciais resultantes sao seme!hantes e suas diferen9as estiio basicamente nas defini96es para a 

constante de tor9iio J, e para a constante de empenamento r. Os quadros a seguir apresentam urn 

resumo das principais diferen9as entre os quatro processos. 
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Deslocamento Deslocamento 
Processo 

Tangencial Longitudinal 

v(s,z) u(s,z) 

1 n(s )l>(z) - ro(s )!>• (z) 

2 n(s )q>(z) -ro(s)i>'(z) 

3 n(s )l>(z) - ro(s )i>'(z) 

4 n(s )q>(z) -ro(s)x(z) 

Quadro 3.1- Definiyoes dos deslocamentos em cada processo. 

Process Eq. Diferencial 
0 

J r 

Sem J, rl=2fro'tds Linteis 

1 Jl=J,+JQI rl =2 r ro' tds 

2 
M, =GJdl-E' r~"' 

J,=J,+Jn r, = 2 r ro rot ds 

3 J,=J,+Jn r3 = 2 r ro 2 t ds 

4 (11 -1)M, =E' rx"-GJx J. =!!T]lp r. =r, 2 ~n (1-~) r stro ds 

Quadro 3.2- Equa9iio diferencial do momento tor9or em cada processo. 
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Processo Rotas;ao ljl Constantes 

2 GJI c =--
E'r I 

m T+rnH 
c1 = -(c2 +cJ 

1 l)l(z) = cl + c2 e" + c, e-cz - z2 + z T+rnH 
2GJ1 GJI c2 = c, 

cGJ1 

_ rn(1+cHecH)+cTecH 
c,-

c2 GJJecH +e-cH) 

2 GJ2 c =--
E'r 

2 

T+rnH 
c1 = -(c2 +c3 ) 

2 ljl(z)= cl +c, ecz +c, e-cz _ _!!!_z2 + z T+rnH 
GJ2 GJ2 c2 = c, 

cGJ2 
_ rn( 1 +c H ecH )+cTecH 

c3-
c2 GJ,(ecH +e-cH) 

2 GJ2 c =--
E'r 

3 

ljl( ) cz -cz rn 2 
T+rnH 

c1 = -(c2 +c3 ) 

3 z =c1 +c2 e +c3 e ---z + z T+rnH 
GJ2 GJ2 c2 = c, 

cGJ2 
rn ( 1 +c H ecH)+cTecH 

c, = ) 
c' G J2(ecH +e-cH 

' GJ• c =--
E'r 

[(T+rnH)z-rnz'] • 
4 

_ a[ce-cH (T + rnH)- rn] l)l(z)= 2 + E r, 
4 GJ2 GJ2 Cl - c(ecH + e-cH) 

E'r c2 =a(T+mH)-c1 (c1 c e" -c2 ce-cz +am)- 3 (c1c-c2c+arn) 
GJ2 T] -1 

a=--
GJ. 

Quadro 3.3- Rota<;lio ao Iongo da altura em cada processo. 
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CAPITUL04 

Determinacao dos esforcos atuantes no nucleo: 

4.1 Formula.;ao inicial: 

Os nucleos estruturais sao compostos por paredes interligadas e geralmente sao 

parcialmente fechados por linteis. Portanto as paredes de urn nucleo podem estar ligadas a duas 

outras, ou entao conter uma extremidade na abertura do nucleo. Assim sendo, a figJtra 4.1 ilustra 

os esforvos que surgem em cada tipo de parede do nucleo. 

q 

N+dN 

M+dM+ 
Q+dQ 

~s' 

l/2 

a) Elemento de parede com 

extremidade na abertura. 

t 
t 
t 
j PI 

t 
dz 

f 
iZ 

N+dN 

M+dM+ 
Q+dQ 

t 
t 
t 

PII '--s' ! p2 

I t 
I t 

I '--;)::::::=::::=-----' t 

QM'-Y 

N 

b) Elemento de parede 

ligado a duas outras. 

Figura 4.1 - Esforyos em urn elemento longitudinal de parede. 



Para o calculo dos esfors:os utiliza-se a area setorial no ponto onde se encontra o centro 

de gravidade da parede. A area setorial em qualquer ponto da parede pode ser definida a partir do 

valor da area setorial no centro de gravidade, (J)cg· Observando afigura 4.2, pode-se afirmar que: 

(J)(s) = (J)cg + n s' (4.1) 

on de n e a distancia da parede ao centro de tors:ao da ses:ao transversal do nucleo e s' e a 

coordenada local do esqueleto, com origem no centro de gravidade da parede. 

Ct 
I 

Is 

Figura 4.2- Coordenada local do esqueleto de parede. 

Convencao: Conforme a figura 4.1, notando que a parede deve ser vista de frente, com 

a coordenada local s' orientada para a direita. 

• Tensoes normais positivas de tra<;:iio; 

• Momento fletor positivo quando traciona as fibras s' positivo; 

• Fors:as distribuidas nas arestas positivas no sentido anti-horario; 

• F ors:as cortantes positivas no senti do horario. 

4.2 For~a normal: 

A fors:a normal atuante numa parede vale: 

N= LadS (4.2) 
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onde dS e o elemento de area da seyao transversal da parede, e A e toda a area da seyao 

transversal da parede. 

Para os processos 1 e 2, a tensao axial e defrnida como: 

a=-E' w~" 

Neste caso, a for9a normal e determinada por: 

N = -l E' w ~" dS 

N =-E' ~" lwdS 

(4.3) 

(4.4) 

Utilizando IDcg como definido na equa.;:ao (4.1) e como s' tern origem no CG da seyao e 

n tern valor constante para cada parede, e possivel definir a normal como: 

N =- E' ~" l (wcg + n s')dS 
(4.5) 

N=-E' ""w A 'I' cg 

Segnindo urn procedimento ana!ogo para os processos 3 e 4, e utilizando as equa.;:oes 

(3.61) e (3.72) que definem a tensao axial em cada processo, e possivel determinar a for9a normal 

nas paredes. 

Para a processo 3, a for9a normal e determinada por: 

N=-E' ""w A 'I' cg (4.6) 

Para a processo 4, a for9a normal e determinada por: 

(4.7) 
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sendo: 

4.3 Momento fletor: 

0 momento fletor numa parede do micleo vale: 

M = icrs'dS' 

Substituindo a defini<;iio de tensiio axial para os processos 1 e 2, determina-se: 

M =-LE' w4J" s' dS' 

M=-E' 4>" £ws'dS' 

(4.8) 

(4.9) 

Utilizando para a area setorial a equa<;iio ( 4.1) e possivel se definir o momento como 

M =- E' 4>" L (w"' + n s')s' dS (4.10) 

Observa-se que o momento de inercia I, de uma parede em rela<;iio ao eixo 1-1 ifzgura 

4. 2), e dado por: 

(4.11) 

Assim sendo, o momento fletor pode ser definido como: 

M =- E' 4>" n I (4.12) 

Para OS processos 3 e 4, a tensao axial e definida pelas equa<;oes (3.61) e (3.72), 

respectivamente. Lembrando que: 

(!)=(!)- JQ r ds 
n t 

- r JQ r ds 
w = .b nds-- .b -

n t 
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Definindo: 

Determina-se que: 

Jn 
c=n--

Qt 

ro= £cds 

0) = rocg + c s' 

Para a processo 3, o momento fletor e determinado por: 

M =-E' <jl"c I 

Para a processo 4, o momento fletor e determinado por: 

M=-E' x'c! 

4.4 For~as distribuidas nas interse~i'ies de paredes: 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

Para determinar as fowas distribuidas nas interses:oes de paredes, e analisado o 

equilibrio longitudinal de urn elemento dz da parede. Deve-se iniciar pela parede ligada ao lintel. 

Observando afigura 4.1 a, pode-se afirmar por equilibrio que: 

dN 
-=q, -pi (4.18) 
dz 

A fors:a cortante nos linteis e determinada pelas equas:oes (3.33), (3.48), (3.63), (3.83), 

conforme o processo analisado. Portanto, pode-se definir a fors:a distribuida na extremidade da 

parede que esta ligada a outra parede. 
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Para o processo 1, determina-se que: 

E' ~"'A PI = co,& + q, (4.19) 

onde: 

~'QGt,q 
(4.20) q = 

s /tot 

Para o processo 2, determina-se que: 

E' ~"'A PI = co,g + q, (4.21) 

onde: 

= GJn ~'-E' ~'"2Jn [s ds 
q, Q Q 2 ro t (4.22) 

Para o processo 3, determina-se que: 

E'- ~"'A PI= co,g + q, (4.23) 

onde: 

= GJn ~'-E' ~.,,2Jn [s- ds 
q, Q n' " ro t 

(4.24) 

Para o processo 4, determina-se que: 

p 1 = E' co,g x" A+q, (4.25) 

onde: 
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= GJn "' -E· ,2Jn fs- ds 
q, n 'I' X n' M m t (4.26) 

Voltando a jigura 4.1 b, determina-se a equa9ii0 de equilibrio para uma parede ligada a 
duas outras: 

(4.27) 

Lembrando que PI ja foi calculada para a parede ligada a esta, p 2 pode ser facilmente 

determinada. 

Para os processos 1 e 2, determina-se que: 

P =E' ro "'" A+p 2 cg'f 1 

Para o processo 3, determina-se que: 

Para o processo 4, determina-se que: 

4.5 For~a cortante: 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

Calcula-se a for9a cortante na parede atraves do equilibrio a rota9iio de urn elemento 

longitudinal de parede. Observando a figura 4.1 a, e desprezando-se os diferenciais de segunda 

ordem, deterrnina-se Q para uma parede ligada ao lintel: 
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(4.31) 

Da equa~j:iio (4.12), determina-se para os processos 1 e 2: 

(4.32) 

Das equa~j:iies ( 4.16) e ( 4.17), determina-se para os processos 3 e 4, respectivamente: 

(4.33) 

(4.34) 

Vo1tando afigura 4.1 b, determina-se Q para uma parede ligada a duas outras: 

dM (p )!P Q=-+ l+p,-
dz 2 

(4.35) 

Da equa~j:ao ( 4.12), determina-se para os processos 1 e 2: 

(4.36) 

Das equa~j:iies ( 4.16) e ( 4.17), determina-se para os processos 3 e 4, respectivamente: 

Q = -E' lj>'" c 1 + {p1 + p,)!..r_ 
2 
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CAPITUL05 

Exemplos 

Neste capitulo seriio analisados alguns exemplos de nucleos estruturais submetidos a 

esforyos de toryao. Os nucleos tern seyao transversal retangular e estao fechados por linteis ao 

nivel das lajes. A seyii.o transversal pode estar fechada por dois linteis, formando urna seyii.o 

duplo C (jigura 5.l.a), ou por urn lintel, formando urna seyao C (jigura 5.l.b). 

z z 

y 

a) se,ao duplo canaL b) se,ao canal. 

Figura 5. I - Tipos de nucleo analisados e sistema de eixos de referencia. 

Foi desenvolvido urn programa computacional que calcula deslocamentos, tensoes, e 

esforyos ao Iongo da altura do nucleo, em diversos pontos da seyao transversal, por cada urn dos 

processos descritos neste trabalho. Sao comparados os resultados obtidos com a aplicayao dos 

quatro processos continuos, e tambem com os resultados oriundos da aplicayao de urn processo 
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discreto segundo o modelo sugerido por GUILARDI 07
• 

Uma breve apresentac;:ao ao modelo discreto desenvolvido por GUILARDI 07 e 

apresentada no apendice II. 

Com a fmalidade de melhor representar os nucleos calculados atraves do modelo 

discreto no momento da comparac;:ao com os processos continuos, foi suposto que os linteis no 

topo tern meia rigidez a flexao e cisalhamento. Isto e obtido adotando-se metade da dimensao 

corrente para a base da sec;:ao transversal do lintellocalizado no topo. 
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5.1 Exemplo 1: 

0 nucleo analisado neste exemplo tern a fmalidade de mostrar a influencia da rigidez 

dos linteis nos resultados obtidos segundo os varios processes de analise. Afigura 5.2 mostra a 

planta do nucleo formado por uma se9ao transversal duplo C e suas dimensoes caracteristicas. 

5,00m 

T 

]s,oo m 

' 

I =AE=:::=:::-.~1 E 1 
1 !,25m 

Figura 5.2- Se9ilo transversal do nucleo do exemplo 1. 

Neste exemplo serao considerados dois tipos de linteis: 

caso a) linteis pouco rigidos, corn se91io transversal de 0,30 m x 0,25 m; 

caso b) linteis muito rigidos, com se91io transversal de 0,30 m x 0,625 m. 

A tabela 5.1 resume os dados do nucleo eo carregamento considerado. 
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Caracteristicas da estrutura: 

Numero de andares 10 

Altura do andar 3.5m 

Carregamento extemo: 

Momenta torror concentrado no topo 1.0 kN x m 

Momenta torror distribuido Nulo 

Caracteristicas do material: 

Modulo de elasticidade 30GPa 

Coeficiente de Poisson 0.2 

Geometria da ses:ao transversal do lintel: 

Base 0.30m 

Caso a) lintiis pouco rigidos: altura 0.250 m 

Caso b) linteis muito rigidos: altura 0.625 m 

Tabe/a 5.1- Dados da estrutura do exemplo I. 

Os valores obtidos nos programas serao sempre apresentados atraves de urn quadro, 

com os valores numericos acompanhados dos respectivos graficos para facilitar a visualizas:ao 

dos resultados. 

Os quadros 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam os resultados obtidos para as rotas:oes dos 

diafragmas e os deslocamentos longitudinais das arestas (empenamento) do nucleo fechado por 

linteis pouco rigidos, enquanto que os quadros 5.4, 5.5 e 5.6, mostram os mesmos resultados 

para 0 nucleo fechado por linteis muito rigidos. 

Devido a dupla simetria da se91io, foram calculados os deslocamentos ao Iongo da altura 

apenas nos pontos A e E da se9ao transversal (vejajigura 5.2). 

48 



Proc. 4 Guilardi Nfvel Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 
r----r----~f----------r----~f----------r----~ fu~ARES 

Gnlficos 

10 7.686 8.018 8.157 8.366 8.556 10 ,-----

9 6.608 6.894 7.016 7.226 
f--------t----t---

8 5.545 5.785 5.891 6.102 
f--------t-----t---~-r--~r-

7 4.512 4.709 4.798 5.007 

6 3.528 3.682 3.754 3.959 

5 2.610 2.725 2.781 2.977 

4 1.783 1.862 1.902 2.083 

3 1.072 1.120 1.145 1.303 

2 0.510 0.533 0.546 0.669 

0.137 0.143 0.147 0.219 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 

7.385 

6.234 

5.116 

4.047 

0.304 

2.131 

1.334 

0.685 

0.222 

0.000 

8 c-------- ----~- -Y- --
/ 

/ 
6 I 7----------- --_ 
4 L 
7
_ ~p;~"'~ ~ 

Processo 2: 
Processo 3: 
Processo 4: -~ 

2 1 -~ -------~~-~ardi: -==--
0 2 4 6 8 9 

ROTAY0ES 

Quadro 5.1 - Rotavoes dos diafragmas em radiauos x 10·' (lintel pouco rigido). 

Nivel Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi Grificos 
AND ARES 

10 3.377 3.521 3.404 3.343 3.436 

9 3.354 3.497 3.381 3.320 3.408 
f------f------~f------~----~--~--~ 

8 3.283 3.423 3.311 3.249 3.330 

7 3.161 3.297 3.190 3.129 3.204 

6 2.983 3.111 3.013 2.952 3.023 

5 2.739 2.857 2.771 2.711 2.779 

!0 ~~---=-~-.:=--===- --~ rr~ 
Processo I: : J / 

Processo 2: ! ; f 1 
8 -------c Processo 3: l-~-------!--/1-------: 

P;~':i~::'d~ -== i ~~ i 

6 

i ~--f ---~· 
4 2.419 2.524 2.451 2.394 2.458 

3 2.007 2.095 2.037 1.986 2.047 
--!--~--~--_, 

2 1.484 1.550 1.510 1.468 1.523 

I 0.825 0.862 0.842 0.817 0.873 

i r I 
2 I=== ________ _____j 

0 2 3 4 
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 DESLOCAMENTOS 

Quadro 5.2- Deslocamentos longitudinais da aresta A em metros x 10.6(lintel pouco rigido). 
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Nivel Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi Gr:ificos 
AND ARES 

10 1.930 2.012 1.945 1.910 1.950 
10 r· 

9 1.916 1.998 1.932 1.897 1.935 Processo l: IF Processo 2 
8 1.876 1.956 1.892 1.857 1.891 8 '----------. Processo 3: ---- -+j-

~- Processo 4: -- f, 

7 1.806 1.884 1.823 1.788 1.818 Guilardi: -- II 
.• -- ----- i 6 1.704 1.778 1.722 1.687 1.712 6 

• / 
5 1.565 1.633 1.583 1.549 1.570 /' 

4 ---------- -----~·-----

4 1.382 1.442 1.400 1.368 1.383 / 3 1.147 1.197 1.164 1.135 1.143 
2 

/ 2 0.848 0.885 0.863 0.839 0.839 
' 

I 0.472 0.493 0.481 0.467 0.449 • • 

0.000 0.000 0.000 0.000 
0 0,5 1 L5 2 

0 0.000 DESLOCAMENTOS 

Quadro 5.3 - Deslocamentos 1ongitudinais da aresta E em metros x 10'6(lintel pouco rigido ). 

Nivel Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi 

10 1.255 1.810 1.869 1.925 1.936 

9 ].[ 08 1.599 1.658 1.714 1.715 

8 0.961 1.388 1.446 1.502 1.502 

7 0.814 1.177 1.235 1.292 1.290 

6 0.669 0.968 1.024 1.082 1.079 

5 0.525 0.761 0.814 0.873 0.871 

4 0.385 0.559 0.607 0.668 0.666 

3 0.251 0.367 0.406 0.469 0.467 

2 0.132 0.194 0.220 0.282 0.280 

I 0.040 0.059 0.069 0.118 0.116 
1-~~-~--~-

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

AND ARES 

10 

4 

0 

Gnificos 

0,5 

Quadro 5. 4 - Rotayoes dos diafragmas em radianos x 10·6 (lintel muito rigido ). 
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Nivel Proc. 1 Proc. 2 Proc.3 Proc. 4 Guilardi Gnificos 
AN "DARES 

10 4.604 6.603 4.310 4.300 4.449 1 0 ,------,----- - -·rr----,.-----, -----~ 

9 4.602 6.600 4.309 4.297 4.406 
- -~~~ I Processo 1 ;I 

8 4.592 6.589 4.307 4.288 4.338 8 .=: -~- -~ 

Processo4 -

7 4.572 6.563 4.300 4.269 4.297 Grnlardi -

-~-

6 - -- -~~~~-

6 4.531 6.511 4.286 4.230 4.245 

--) 5 4.451 6.406 4.251 4.154 4.164 
- 4 ------- ·--~ 

4 4.295 6.197 4.170 4.007 4.018 

3 3.990 5.780 3.979 3.721 3.745 -----'-2 
' 

' 2 3.398 4.950 3.530 3.166 3.21 I ' 

~ 
i 

1 2.245 3.295 2.476 2.089 2.282 
; 

0 I 2 3 4 5 6 7 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 DESLOCAl\IIENTOS 

Quadro 5.5- Deslocamentos Iongitudinais da aresta A em metros x 10·7 (lintel muito rigido). 

Nivel Proc. I Proc. 2 Proc.3 Proc. 4 Guilardi Gn\ficos 
AND ARES 

10 2.631 3.773 2.463 2.457 2.523 10 ------
i 

. I i 

! 

9 2.630 3.772 2.462 2.456 2.512 : Processo 1 · 
. 

I -- Processo 2: 
~,~--~; ~-c 8 2.624 3.765 2.461 2.450 2.484 8 1------------' Processo 3: 

Processo 4: ~~ ; 

7 2.613 3.750 2.457 2.439 2.453 Guilardi: ~--------r-------------

6 2.589 3.720 2.449 2.417 2.419 6 --- -!~~-----'---- ---~~-· 

' I I 

! 

5 2.543 3.660 2.429 2.374 2.363 _j i .I 
4 ---

4 2.454 3.541 2.383 2.290 2.265 y -~l~ 3 2.280 3.303 2.273 2.126 2.077 i 
2 

/ 2 1.942 2.828 2.017 1.809 1.731 I ' 

I 
! 

I 1.283 1.883 1.415 1.194 1.006 i ! I 

-- 0 I 2 3 4 
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 DESLOCAMEN"TOS 

Quadro 5. 6- Deslocarnentos longitudinais da aresta E em metros x 1 o·' (lintel muito rigido ). 

Analisando o grafico do quadro 5.1 (linteis pouco rigidos), observa-se que as rotas:oes <!> 

dos diafragrnas pouco diferem nos varios processos, e o processo 1 e o que apresenta menores 

deslocamentos, seguido na ordem crescente pelos processos 2, 3, 4 e finalmente o processo 

discreto, que se mostrou o mais flexivel. Este resultado era esperado, pois o processo l, nao 

considerando a rigidez ao cisalhamento, superestima a rigidez do nucleo. Os processos 2 e 3 
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levam em consideras;ao a rigidez ao cisalhamento, sendo que o processo 3 de forma ma1s 

objetiva, pois e baseado em teoria formulada para ses;oes fechadas. 0 processo 4, mms 

sofisticado, tambem adaptado da teoria desenvolvida para se96es fechadas pode ser considerado, 

entre os processos continuos, o que apresenta os resultados mais realistas. 

A vista deste fato, serao utilizados os resultados do processo 4 como base para 

compara9oes. Assim, para os valores das rotas;oes no topo, tem-se em percentagem no caso de 

linteis pouco rigidos: 91,9%, 95,8%, 97,5%, 100% e 102,3%, respectivamente para os processos 

1, 2, 3, 4 eo processo discreto. 

As rota<;:oes dos diafragmas obtidos pelo processo discreto, por serem as mawres, 

podem sugerir que este processo subestima a rigidez do nucleo. Realmente isto ocorre na maioria 

dos mode1os sugeridos para os processos discretos, mas o mode1o que esta sendo aqui usado para 

comparayoes, baseado no trabalho de GUILARDI07
, procurou eliminar os fatores que 

flexibilizam 0 nucleo. 

Convem tambem notar que o procedimento dos metodos continuos de substituir os 

linteis, elementos discretos, por urn meio continuo, e urn fator que toma o nucleo urn pouco mais 

rigido. MICHAEL 18 trata deste assunto, sugerindo comprimentos efetivos urn pouco maiores 

para os linteis para compensar este aurnento de rigidez. As conclusoes obtidas em seu trabalho 

levam a supor que os nucleos, quando analisados por processos continuos, sao entre 3 e 5% mais 

rigidos, devido a substitui9iio dos linteis por urn meio continuo. 

Observa-se que considerando a corre9iio de MICHAEL18, isto e, aurnentando entre 3% e 

5% os deslocamentos obtidos segundo o processo continuo, os resultados do processo 4 e do 

processo discreto apresentam-se muito pr6ximos. 

Para o caso de linteis muito rigidos, conforme pode ser visto no quadro 5.4, a mesma 

comparas:ao usada no caso anterior conduz aos valores: 65,2%, 94,0%, 97,1%, 100% e 100,6%, 

respectivamente para os processos 1, 2, 3, 4 eo processo cliscreto. E evidente que os resultados 

divergem mais conforme a rigidez dos linteis aurnenta, aproximando o nucleo de urna seyao 

fechada. Neste caso o fluxo de cisalhamento ao Iongo da ses;ao atinge valores elevados ao ser 
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submetida a torvao. Como ja foi citado, o processo 1, por negligenciar a deforma9ao por 

cortante, superestima a rigidez do nucleo, apresentando diferen9a em tomo de 10% no caso de 

linteis pouco rigidos (se9ao proxima a se9ao aberta), e em tomo de 35% no caso de linteis muito 

rigidos (se9ao mais proxima de uma sevao fechada). No caso de se9oes abertas, isto e, nucleos 

sem linteis, o processo 1 e perfeitarnente recomendado, apresentando resultados muito proximos 

dos processos discretos. 

Os deslocamentos longitudinais u das arestas A e E, podem ser observados nos 

respectivos quadros. Os resultados se apresentam proximos no caso de linteis pouco rigidos, e 

para os linteis muito rigidos o processo 2 apresenta uma diferen9a substancial, com valores em 

tomo de 50% maiores. Esta diferen9a deve-se ao fato de que neste processo e considerada a 

deforma9ao por cortante na determina9ao da rota9ao do nucleo, mas os empenamentos sao 

calculados como se a se9ao fosse aberta, ou seja, atraves do produto «!>' ro, onde ro e a area 

setoria! da se9ao aberta. Portanto, a influencia dos linteis restringindo o deslocamento 

longitudinal nao e considerada, levando a valores para o empenamento bern maiores do que nos 

demais processos. No primeiro processo, a existencia de linteis tambem nao e considerada para o 

calculo dos deslocamentos longitudinais. Alem disto, a deformavao por cortante e desprezada, 0 

que leva a rota9oes menores. Assim sendo, as rota9oes e suas primeiras derivadas divergem 

bastante nestes dois processos, eo empenamento acompanha esta divergencia. Nos processos 3 e 

4, apesar das rota9oes e suas primeiras derivadas tarnbem divergirem do processo 1, os 

deslocamentos longitudinais sao definidos como «!>' ro e x ro , respectivamente, onde a 

influencia dos linteis esta representada por ro (area setoria! de uma se9ao fechada). 
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5.2 Exemplo 2: 

Neste exemplo sera analisado urn nucleo formado por uma se~iio canal, cuja planta com 

suas dimensoes caracteristicas esta mostrada na jigura 5. 3, enquanto a tabela 5. 2 resume os 

demais dados da estrutura. 

6.00m 
I 
I F 

~, li" 
! ,I 

i 
e ,, 

0 
_ . f-'0:.=.2:::::.5..::m=--~ 

c: 
i 

.,., 
II. 

, I' L~ A 
~~~ 

~~~ 

1 .. 2m 
\ 

.. I 

Figura 5.3- Se9ao transversal do micleo do exemplo 2. 
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Caracteristicas da estrutura: 

Numero de andares 20 

Altura do andar 3.5m 

Carregamento externo: 

Momenta torr;or concentrado no tapa r 30 kN x m 

Momenta torr;or distribuido lOJLN x m/m 

Caracteristicas do material: 

Modulo de elasticidade 30 GPa 

Coeficiente de Poisson 0.2 

Geometria da se<;ilo transversal do lintel: 

Base 
I 0.25 m I 

Altura 0.60m 

Tabela 5.2- Dados da estrutura do exemplo 2. 

Alguns resultados obtidos atraves do progrrna sao apresentados nos quadros a seguir. Os 

valores numericos estao acompanhados dos respectivos gnificos para facilitar a visualiza<;ilo dos 

resultados. 

0 quadro 5. 7 mostra as rota<;oes dos diafragmas obtidas pelos quatro processos 

desenvolvidos neste trabalho e tambern os rnesrnos resultados obtidos por GUILARDI07 usando 

urn processo discreto. 

55 



Nivel Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guil. 

20 1.293 1.674 1.671 1.693 1.780 

19 1.270 1.645 1.642 1.665 1.753 

18 1.245 1.612 1.609 1.632 1.723 
~--~---1-----~--~·----t-·-~ 

17 1.216 1.574 1.571 1.594 1.686 
~--!----+---· 

16 l.l80 1.529 1.526 1.549 1.641 

15 1.139 1.476 1.473 1.495 1.588 

14 1.092 1.414 1.411 1.434 1.527 

13 1.037 1.344 1.341 1.364 1.457 
1----11---+---1-· 

12 0.976 1.265 1.262 1.284 1.378 

11 0.908 1.177 1.174 1.197 1.289 +---+-···-·· ··-~ 
iO 0.833 1.080 1.077 1.100 1.192 

9 0.752 0.975 0.972 0.995 1.086 
~--+---~1-----+----,----+-···--

8 0.664 0.861 0.859 0.882 0.972 

7 0.571 0.741 0.739 0.763 0.850 

6 0.474 0.615 0.613 0.637 0.721 

5 0.373 0.485 0.483 0.508 0.587 

4 0.273 0.355 0.353 0.378 0.451 

3 0.177 0.230 0.229 0.253 0.315 

2 0.091 0.119 0.118 0.139 0.187 

I 0.027 0.035 0.034 0.049 0.076 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

AND ARES 

20 

18 

1+ 
i 

141 

Processo 2: 
_ ____, Processo 3: 

Gnificos 

Processo 4: ~ 
Gt~ilardi: ~ 

.. T/ 
/ i 
/ I 
i ----- ·; I 

i I 
' ' ! i 

I ! 

1/ 
I • 
/I I ,r--- -

// 

:: ~ :--=---- ~:···· __ ·············-··· 
sl~, ': '/~ 'i ; 

T,~ .. 
41 f ' ---~~ i -~~,i. --~: -·~ 

2 v/1 ! i ! ! ! u----~-1 
0 0,4 0,6 0,8 1,0 12 1,4 1,6 1,8 

ROTAt;:OES 

Quadro 5. 7- Rota~Oes dos diafragmas em radianos X 1 o-4
. 

Como no exemplo anterior, o processo 1, baseado na teoria usual de VLASOV30 para 

se<;:6es abertas que nao considera as deforma<;:6es por cisalhamento, superestima a rigidez do 

nucleo, conduzindo a deslocamentos menores. Analisando o quadro 5. 7 observa-se que neste 

exemplo, as rota<;:6es segundo os processos 2 e 3 praticamente coincidem. Adotando-se o 

processo 4 como base para compara<;:ao, as rota<;:6es no topo valem respectivamente para os 

processos 1, 2, 3, 4 e Guilardi: 76,4%, 98,9%, 98,7%, 100% e 105,1%. Caso se considere a 

corre<;:ao de MICHAEL18 abordada no exemplo anterior, deve-se considerar os resultados entre 

3% e 5% maiores para processos continuos, o que resultaria em val ores praticamente iguais para 

o processo continuo 4 eo discreto de GUILARDI07 

Os quadros 5.8 a 5.10 apresentam os esfor<;:os solicitantes a meia altura dos andares da 
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parede AE. Estes resultados foram calculados a meia altura dos andares para compatibilizar com 

os resultados do processo discreto, pois devido as caracterfsticas de discretiza9ao dos nucleos 

utilizada nos processos discretos, os esfor9os e tensoes que melhor representam o caso real sao 

os calculados a meia altura dos andares. 

Nivel Proc. 1 Proc.2 Proc. 3 Proc.4 Guil. Gnificos 
AND ARES 

20 -0.267 -0.348 -0.194 -0.185 -0.199 20 -~---,,-----· ·-··· 

19 -0.648 -0.843 -0.469 -0.452 -0.559 I 
I• 

-0.643 
ii ···--------.---18 -0.888 -1.153 -0.623 -0.816 18 ,- ------11-- -- ------
'I I !I ~~-~---

17 -1.038 -1.346 -0.751 -0.733 -0.977 II Processo L 
Processo 2: 

16 -1.130 -1.465 -0.818 -0.802 -1.079 
16 . 

I I 
--- Processo 3: 

Processo 4: -

15 -1.185 -1.535 -0.857 -0.843 -1.143 I I 
I 

Guilardi:-
. 

14 ,-

14 -1.214 -1.572 -0.878 -0.865 -1.180 . 

13 -1.223 -1.584 -0.885 -0.871 -1.197 18 i I 

I 

12 -1.215 -1.574 -0.879 -0.864 -1.197 
I 

1 

! 

I 

11 -1.188 -1.540 -0.860 -0.841 -1.179 10 I I I . 

I I 
I 

I 
. 

10 -1.136 -1.474 -0.822 -0.798 -1.136 
8 ·, 

I 

9 -1.047 -1.361 -0.758 -0.728 -1.058 
-· \ 

8 -0.902 -1.177 -0.654 -0.615 -0.927 
\I 6 

7 -0.671 -0.882 -0.487 -0.439 -0.714 ~ 
! 6 -0.304 -0.411 -0.222 -0.164 -0.372 1\ 4 

5 0.278 0.339 0.198 0.261 0.173 

'~ 
' . 

I 

4 1.200 1.532 0.865 0.920 1.040 ' 
2 

f 

---....:: 
i 

3 2.660 3.430 1.922 1.941 2.416 ~~ 
2 4.973 6.448 3.598 3.521 4.574 

. -2 0 2 4 6 8 10 12 
1 8.635 11.247 6.255 5.967 8.315 FORCAS NORr\.WS 

Quadro 5.8- For9as nonnais nas se96es a meia altura da parede AE em kN x !0. 
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Nive1 Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 G-A 

20 0.373 0.414 0.400 0.393 0.321 

19 0.496 0.521 0.512 0.510 0.494 

18 0.637 0.652 0.647 0.647 0.636 
r-~---t· 

17 0.790 0.798 0.795 0.796 0.786 

16 0.951 0.954 0.953 0.954 0.945 

15 1.116 1.116 1.115 1.116 1.108 

14 1.283 1.281 1.281 1.281 1.274 

13 1.451 1.448 1.448 1.448 1.442 

12 1.620 1.615 1.615 1.614 1.610 

11 1.787 1.780 1.781 1.779 1.778 

1.952 1.942 1.944 1.941 1.943 10 
1--t--+----t· 

9 2.113 2.099 2.102 2.098 2.104 

8 2.267 2.247 2.251 2.247 2.259 

7 2.409 2.380 2.388 2.383 2.403 

6 2.534 2.490 2.502 2.498 2.531 
f----jf--· 

5 2.630 2.562 2.582 2.582 2.632 

4 2.681 2.575 2.609 2.618 2.691 

3 2.660 2.493 2.549 2.577 2.686 

2 2.526 2.261 2.353 2.420 2.544 
r--+---+--+---+----·r-·---~ 

1 2.212 1.789 1.940 2.082 * 

Gnificos 
A . .1'IDARES 

20 ,----~-·~ ---------- ----- ---~---~ 

Processo !: 

14 
_ -- ~ _ . Gwi~<Jj-~ =-

181 . ~ 

:c- . -\,-
\ ' 

..... ----- ---'-i~ 

.,', ............ ! ~ 

6 ~-~~------. ----,, --~--~-----

! 

4 

2 

o.s 1.0 1.5 2,0 2,5 3,0 
FORCAS CORTANTES 

Quadro 5.9- For10as cortantes nas se106es a meia altura da parede AE em kN x 10. 

*Os valores obtidos por este metodo, nos niveis pr6ximos it base, nao sao 

representativos. 
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Nfvel Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guil. Graticos 
Al"JDARES 

20 0.051 0.067 0.061 0.058 0.034 20 .-~--------- ------r------. 

' 
19 0.124 0.161 0.147 0.141 0.102 ! 

I \ \ 

! I \\ 
18 0.170 0.221 0.201 0.195 0.150 18------- ------- -- f-----\--\-

I \ ~, 17 0.199 0.258 0.235 0.229 0.176 : ·p·;;cesso l: .. 

" ' Processo 2: 'I 
16 0.216 0.280 0.256 0.251 0.192 16 ---- -- Processo 3: ... --------- --'---~1 ·--

Processo 4: - It 
Guilardi:- \l 

15 0.227 0.294 0.268 0.264 0.202 J\ ___ 14 ~- - ------·- ·-

14 0.232 0.301 0.275 0.271 0.206 i' II 
13 0.234 0.303 0.277 0.273 0.207 

IS ----- ----- ····-·--······ _JI-
0.233 0.301 0.275 0.270 0.205 

!i 

12 
I !! 

11 0.227 0.295 0.269 0.263 0.200 10 ·------·-- ----. ' II 
---~-if-

I I I' 

10 0.217 0.282 0.257 0.250 0.190 : ;I 

9 0.200 0.261 0.237 0.228 0.175 8 ' ------ ------~- ------ ---~--------1- -11----· 
! 

I I 1 If 
8 0.173 0.225 0.205 0.192 0.150 I 1 ', 

0.129 0.169 0.153 0.137 0.111 
6 

I 
---- '" -

1~ 7 

. ---~(-- J 6 0.058 0.079 0.070 0.051 0.050 
4 -------~ --

5 -0.053 -0.065 -0.062 -0.082 -0.046 

4 -0.230 -0.293 -0.271 -0.288 -0.198 I i ~---2 ---
! 

3 -0.509 -0.657 -0.602 -0.607 -0.439 I 
-· 

2 -0.952 -1.234 -1.126 -1.102 -0.788 
-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0 0.5 

I -1.653 -2.153 -1.957 -1.867 -1.790 MOMENTOS FLETORES 

Quadro 5.10- Mementos fletores nas se9oes a meia altura da parede AE em kN x I 0. 

0 quadro 5.11 mostra as foryas cortantes nos linteis. No processo discreto ela e 

determinada normalmente atraves da analise matricial. Nos processos continuos aqui 

apresentados, as for9as cortantes foram determinadas integrando-se as tensoes longitudinais de 

cisalhamento no intervalo de influencia para cada lintel, ou seja, entre a meia altura dos andares 

adjacentes, exceto para o primeiro e o ultimo lintel, cujas areas de influencia compreendem 

apenas a metade inferior do primeiro andar ou metade superior do ultimo, respectivamente. 
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Nivel Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guil. 

20 0.309 0.244 0.310 0.301 0.318 
~~-~---r~~t--~-r~~t··----

19 0.656 0.563 0.658 0.649 0.678 

18 0.755 0.695 0.755 0.753 0.777 

17 0.892 0.853 0.891 0.892 0.915 

16 1.052 1.027 1.050 ].052 1.076 

15 1.227 1.210 1.224 1.226 1.251 

14 1.410 1.400 1.407 1.408 1.434 

13 1.599 1.593 1.595 1.595 1.622 

12 1.788 1.786 1.784 1.783 1.812 

11 1.977 1.979 1.972 1.969 2.000 

10 2.161 2.169 2.156 2.151 2.183 

9 2.337 2.354 2.331 2.324 2.359 

8 2.498 2.529 2.492 2.483 2.520 

7 2.637 2.689 2.630 2.620 2.659 

6 2.740 2.824 2.731 2.722 2.761 
1---··l 

5 2.784 2.920 2.774 2.769 2.805 

4 2.737 2.954 2.724 2.732 2.758 

3 2.544 2.889 2.526 2.564 2.566 

2 2.120 2.666 2.094 2.193 2.145 

1.331 2.192 1.292 ].508 1.352 

0 0.200 0.801 0.173 0.354 0.000 

Gnlficos 
AND ARES 

20 I "\ ... 

181·~\,~ 

''I . . ··\; ---~~ 
i ' 141··~ .. ··· "~-· ·-··· 
I 
; 18 ~ ...... ,, ··············-~----

10 ~:·--··-~······ ................... ~\-.~-· .. . 

8 ··----'~- --.--- ------------

-~-~, i .. \' : Processo I · \ 
Processo 2: ! j i ~ i 

6 
1 
.. - Processo3: ·--···~-'-~~--------~--~--~ 

Processo 4: - i. \ ! 
Guilardi:-

'···----,...' i 

4 ,--T· .. _: ! .......... v.l; ~I 

2 ;-~.'_-......... t .. ----~.:-/=--.,.----
~ 

I ; 

0 0.5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 
FOR(AS CORTANTES 

Quadro 5.11 • For9as cortantes propriamente ditas nos 1inteis em kN x 10. 

Pela observas;ao dos graficos nota-se que nao M uma discrepiincia substancial entre os 

valores obtidos. 

Neste exemplo, observa-se novamente que os resultados do processo 2 distanciam-se 

dos demais. Isto ocorre porque neste processo a deformas;ao por cortante devido a existencia de 

linteis, e considerada na deterrninas;ao das rotas;5es, e consequentemente no calculo de suas 

derivadas. Porem, a area setorial utilizada para se determinar os esforyos e correspondente a uma 

ses;ao aberta. Portanto, a influencia dos linteis nao esta bern representada no calculo dos esfors;os 

pelo processo 2. Este fato pode ser observado em todos os graficos, no entanto e mais evidente 

no grafico do quadro 5.11 que representa a fors;a cortante nos linteis, concluindo-se que o 

processo 2 superestima o valor deste esfors;o. 
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5.3 Exemplo 3: 

Dentre os resultados experimentais para a toryiio de nucleos, este modelo ensaiado por 

TSO e BISW AS28 tern boa aceitayao entre os pesquisadores, e ja foi analisado em diversos 

trabalhos. Por este motivo foi escolhido para compara9iio de resultados. 

Para este exemplo foram incluidas uma ampla variedade de resultados. Procurou-se 

preservar as unidades originals usadas para as dimensoes e o carregamento do modelo ensaiado, 

mas tam bern apresenta-se os valores correspondentes no S.I. de unidades. A figura 5.4 ilustra a 

se9iio transversal do nucleo, corn suas dimensoes caracteristicas, enquanto que a tabela 5. 3 

resume os dernais dados da estrutura. 

6,25" (158,75 nun) -----
r- rr=;:, :::::::::::::::=:::::3:.: 

~' 
Si 
S' 

~I 
~~ -'-'' 
= I 
"" ' ,_ 

""' 

0,244" 
(6,197 mm) 

I 

A I 

::ll E 

1,5" 
(38,1 mm) 

Figura 5.4- Sel'iio transversal do nucleo do exemplo 3. 
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Caracteristicas da estrutura: 

Numero de andares 20 

2,45 polegadas 
Altura do andar 

(62,26mm) 

Carregamento extemo: 

Momenta ton;or concentrado no topo 
200 libras/polegada 

(22,56 N/m) 

Momenta torr;or distribuido Nulo 

Caracteristicas do material: 

MOdulo de elasticidade 
430000 libras/pol2 

(2,96475*109 N/m2
) 

Coeficiente de Poisson 
0.34375 

Geometria da se<;ao transversal do lintel: 

Base 
0,244 polegadas 

(6,197 mm) 

Altura 
0,375 polegadas 

(9,525 mm) 

Tabela 5. 3 - Dados da estrutura do exemplo 3. 

Apresenta-se nos quadros a seguir todos os resultados obtidos atraves do programa e 

ainda os resultados obtidos como processo discreto desenvolvido por GUILARDf'7• 
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Nive1 Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi Ensaio 

20 7,416 8,425 8,604 8,805 8.978 8,15 

~1~9~~6,~9~42-4~7~,~88~7-+~8~,0~6~2~~8~,2~6~6~~8.~4~24-4---~--~ANDA~S 
18 6,469 7,351 7,520 7,727 7.877 

17 5,997 6,815 6,980 7,189 
f--~·---'---+---'---- ... 

7.332 

16 5,528 6,282 6,442 6,654 6.789 
.. ~ 

5,76 15 5,061 5,753 5,907 6,122 6.250 
·-+···----i 

14 4,599 5,228 5,375 5,593 5.715 
-----~-~---+~-+-_:____~~-4----r---·i 

13 4,142 4,709 4,849 5,070 5.184 

12 3,691 4,197 4,330 4,553 4.660 

11 3,249 3,695 
~--r---~---~-+-----1·-~--~-----r-----

3,819 4,044 4.143 

to 2,817 3,204 3,319 3,545 3.636 3,29 
~----+-'----1----''-----t-..C.....-....jf---+----t---''-----i 

9 2,397 2,727 2,832 3,058 3.140 

8 1,994 2,269 2,361 2,587 2.659 
1----i-:---+-_:_--+---r----+----~~- ·--

7 1,609 1,832 1,912 2,134 2.196 
~---t~---+----+----r----+----1-----

6 1,249 1,422 1,488 1,704 1.756 
r--r----+----~-----r------t-----+---~ 

5 0,918 1,045 1,098 1,302 1.343 1,23 

4 0,623 0,710 0,748 0,935 0.965 
~-1~---+-'----+-----f--~-+-----~-------

3 0,372 0,424 0,449 0,611 0.630 

2 0,176 0,201 0,213 0,339 0.348 
f----r--+-----1----+---t----·· 

I 0,047 0,054 0,057 0,130 0.132 ---

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0.000 0,00 

Grafico 

2 4 

Quadro 5.12 - Rota<;i'ies dos diafragrnas em radianos x 10·3 

6 8 10 
ROTA(:6ES 

Em todos os exemplos analisados, assrm como nos exemplos estudados por 

GUILARDI07 em seu trabalho, as rota96es dos diafragmas obtidas utilizando o processo discreto 

com o modelo por ele sugerido e os resultados utilizando o processo 4 aqui descrito, sempre se 

apresentaram muito pr6ximos, caso se considere a corre9ao de MICHAEL18
, isto e, aumentando 

entre 3 e 5% os deslocamentos obtidos segundo o processo continuo. 

Os resultados experimentais das rota96es dos diafragmas (quadro 5.12) sao menores do 

que os valores obtidos pelos processos continuos e discreto, com exce9ao do processo 1, que 

superestima a rigidez do nucleo. Isto ocorre porque no modelo foram acrescentadas misulas 

duplas nos linteis, de forma circular, com raio de 0,125". Este aumento da se<;ao transversal dos 

linteis nas vizinhan9as dos n6s, naturalmente enrijece os linteis e consequentemente o nucleo. 
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Como nenhum dos processos utilizados na analise leva isto em conta, a aparente ma10r 

flexibilidade apurada nos resultados te6ricos e de certa forma justificada. Este fato e lembrado 

por outros autores e particularmente citado no artigo de RUTENBERG et a! 21
. 

A vantagem do processo 4 em relayiio aos demais processos continuos se toma mais 

evidente neste exemplo, onde pode-se observar que apenas este processo representa bern o efeito 

das deforoma96es por cortante nos niveis mais baixos. Os outros processos superestimam a 

rigidez, e determinam para a rotayao valores menores do que os resultados experimentais na 

regiao inferior do nucleo. Pode-se dizer que o processo I e o que pi or model a o comportamento 

do nucleo, chegando a valores para a rotas;ao menores do que os resultados experimentais ao 

Iongo de toda a altura do nucleo. 

Nivel Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi 

20 2.527 2.867 2.498 2.472 2.525 

19 2.525 2.865 2.497 2.471 2.519 

18 2.520 2.859 2.492 2.465 2.509 

17 2.510 2.849 2.484 2.456 2.496 

16 2.496 2.833 2.473 2.442 2.481 

15 2.477 2.812 2.457 2.423 2.462 
I-- - --- -- -+-----1 

14 2.453 2.785 2.436 2.399 2.438 

13 2.422 2.749 2.409 2.368 2.408 

12 2.382 2.705 2.375 2.329 2.372 

11 2.333 2.650 2.331 2.280 2.326 
-~---+----+----~----1 

10 2.272 2.581 2.277 2.220 2.270 
-~-+------J 

9 2.197 2.496 2.208 2.146 2.199 

8 2.104 2.391 2.122 2.054 2.112 
--+---1 

7 1.989 2.262 2.015 1.942 2.004 r---- -------+----+-----+------+----1 
6 1.849 2.103 1.880 1.803 1.870 

--t-------t-
5 1.675 1.906 1.713 1.634 1.704 

~-

4 1.462 1.665 1.503 1.425 1.497 ---+--+-----+----! 
3 1.201 1.368 1.242 1.170 1.241 

f----t--~-+--+---·- +~-----j 
2 0.879 1.002 0.916 0.856 0.923 

1 0.485 0.553 0.508 0.471 0.526 

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 

Gnifico 
~'!DARES 

20 . .. - ·-···----,---~ fl --
1 'I 

18 --·-
, I 

---~-~-

__ , --- --'--~ - ---~---

Processo 1: 
16 -j Processo 2: 

I, Processo 3: 
Processo 4: --

14--------i__ ~---,-------" --1-
1

-

i I ' II I i 

12 --- ,~~ -·---+,-+1--~.--_j 

! ! 

10 -- 1- ---.,.~-~-~- r, I j/ .. I 

8 ...... ···----,---··-L 'J[_ 

: I : 11···~-
i, y, 

2-yt-j- --- -i 

0 /. ' ' ' ' 
• 0,5 1,5 2 2,5 3 

DESLOCAMENTOS 

Quadro 5.13 - Deslocamentos longitudinais da aresta A em polegadas X I 0'3• 
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Nfve1 Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi Gn\fico 

20 1.436 1.629 1.446 1.431 1.458 AND ARES 

20 ·- -------
19 1.435 1.628 1.445 1.430 1.456 . 

,, .. ,, ___ l 
18 1.432 1.624 1.443 1.427 1.451 

-- 18 ,. ------ ~~~---//-
17 1.426 1.618 1.438 1.422 1.444 

r--- - ---·· · --.. II 
16 1.418 1.610 1.431 1.414 1.434 Processo 1: 

16 Processo 2: --# ··-------

15 1.408 1.598 1.422 1.403 1.423 Processo 3: 
ji 
l 

Processo 4: -- i 

14 1.394 1.582 1.410 1.389 1.409 I. 
- 14 ... Guilardi l -- ·-. r ---

13 1.376 1.562 1.395 1.371 1.391 
----

12 1.354 1.537 1.375 1.348 1.369 12 ~· ------- ~---1 ------------------

11 1.326 1.506 1.350 1.320 1.342 It ;f 

10 1.291 1.467 1.318 1.285 1.308 10 .... ---- +- --#-- --------
II -----

9 1.248 1.418 1.278 1.242 1.266 H- ----_ ..... ·-- 8 ....... 
8 1.195 1.359 1.228 1.189 1.213 

·----" 

7 1.130 1.285 1.166 1.124 1.148 1 6 ---

6 1.050 1.195 1.089 1.044 1.068 ' ;-
5 0.952 1.083 0.991 0.946 0.968 

l ;1-- -------------

4 0.831 0.946 0.870 0.825 0.844 

3 0.682 0.777 0.719 0.677 0.690 
21 ,' 

---- -· ----~ 

2 0.500 0.569 0.530 0.496 0.500 //' 
1 0.275 0.314 0.294 0.273 0.265 o"" 

0,5 1 1,5 2 
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 DESLOCAMENTOS 

Quadro 5.14 - Deslocamentos longitudinais da aresta E em po1egadas X 1 o-3 
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Nivel Proc. 1 Proc.2 Proc.3 Proc. 4 Guilardi 
Gnifico 

20 0.036 0.040 0.030 0.036 0.093 AND ARES ... 

19 0.110 0.123 0.091 0.109 0.192 20 ,. -- ~-- - -------------- -----

18 0.188 0.211 0.157 0.187 0.217 

18 I ----
17 0.275 0.308 0.230 0.273 0.270 

··-- -· ------ -----
.. 

\ 16 0.373 0.418 0.315 0.370 0.336 
16 I 

---------· Processo l: ----
15 0.487 0.546 0.415 0.483 0.417 Processo 2: 

f-·-1-·-" \ Processo 3: 
14 0.621 0.697 0.535 0.616 0.518 14 

\-
Processo 4: -- ------------

--"·· . .. ---- Guilardi : --
13 0.782 0.878 0.682 0.774 0.644 -------·-

--·· ---- ··-
12 12 0.976 1.097 0.863 0.965 0.799 

. -- - -------- ·-·--

11 1.211 1.363 1.086 1.196 0.992 
.. 

to' \\ 
··--" "·-------------

10 1.497 1.688 1.363 1.477 1.232 
!-·- ·-- -· 

8 . \~ 9 1.847 2.085 1.706 1.819 1.528 ··------··· 

-~---

\. 8 2.275 2.571 2.134 2.237 1.896 
. 

I 
' 7 2.799 3.167 2.667 2.748 2.353 6 ----------

! 
• 

' ------ ·-r-
6 3.442 3.899 3.331 3.374 2.920 

! 
4 -------------· - ··-· 

5 4.230 4.798 4.159 4.140 3.623 
-· 

4 5.197 5.903 5.192 5.079 4.496 2 --- -- --------- .. --· .. .. -------- .---

3 6.384 7.261 6.481 6.230 5.581 I i ! 
! 

' ------
I ' 

2 7.842 8.930 8.089 7.639 6.969 0 3 6 9 12 

1 9.631 10.982 10.095 9.368 9.236 TENSOES 

Quadro 5.15 - Tensoes longitudinais a meia altura da aresta A em lb/po12 x I o·'. 
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Nivel Proc. 1 Proc. 2 Proc.3 Proc. 4 Guilardi 

20 0.021 0.023 0.017 0.021 0.033 Grafico 

19 0.062 0.070 0.053 0.063 0.089 
AND ARES 

·--
20 ~-~ -

·-----~-- -~-------------- ·--

18 0.107 0.120 0.091 0.109 0.129 

17 0.156 0.175 0.133 0.158 0.162 1811 ____ ---- --"-- - -· 
16 0.212 0.237 0.182 0.214 0.201 --

15 0.277 0.310 0.240 0.280 0.251 16 -~ --~ Processo J· ·-- -

I Processo 2· 

14 0.353 0.396 0.310 0.357 0.311 ' Processo 3: 

-- 14 -~--- --------· Processo .J.: --

13 0.444 0.499 0.395 0.448 0.387 
Guilardi --

\\ 
------ ·---

12 0.554 0.624 0.500 0.559 0.480 12 
L___ I 

\ 11 0.688 0.775 0.629 0.692 0.596 
10 

\ 
-------------· ---

10 0.851 0.959 0.789 0.855 0.739 

9 1.049 1.184 0.988 1.053 0.918 8 ·--· ------

\ 8 1.293 1.461 1.235 1.295 1.139 
' 

7 1.590 1.799 1.544 1.591 1.413 
6 

i '\ ' 

6 1.956 2.215 1.928 1.953 1.753 4 --- ----· 
' 

---... 

5 2.403 2.726 2.408 2.397 2.175 
i ' • 

r--· ' 

4 2.953 3.354 3.006 2.940 2.699 2 
. 

~ 
' 

3 3.628 4.126 3.752 3.606 3.346 
--

2 4.456 5.074 4.683 4.423 4.118 0 1 2 3 4 5 6 6.5 

-- .. TENS0ES 

I 5.472 6.240 5.844 5.423 4.651 

Quadro 5.16- Tens5es 1ongitudinais a meia altura da aresta E em lb/pol' x 1 o-1
• 
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An dar Proc. I Proc. 2 Proc.3 Proc. 4 Guilardi 
Grafico 

20 0.016 0.018 0.014 0.016 0.036 AN DARES 

19 0.050 0.056 0.042 0.050 0.081 20 ---~--------- ---------------

18 0.086 0.096 0.072 0.086 0.100 I 
~-

18 1 --------- -----
17 0.125 0.140 0.105 0.125 0.125 

' .. 

4-16 0.169 0.190 0.144 0.169 0.156 -------
. 16 ------ Processo 1: ------

15 0.221 0.248 0.190 0.221 0.193 \ Processo 2: 
! ·--

~--······ 
Processo 3: 

14 0.282 0.317 0.245 0.282 0.240 14 ----- - Processo 4: -~ --~ 
~·-· ------ Gui!ardi . -~ 

13 0.355 0.399 0.312 0.354 0.299 

"1\ 
------ -------

12 0.443 0.499 0.395 0.441 0.371 
--· ... -~ ----

\ 

1 l 0.550 0.619 0.497 0.547 0.460 
10 -- ---- ----- -------· 

10 0.680 0.767 0.623 0.676 0.571 

8~\~-·-· .. ---· 
9 0.839 0.947 0.781 0.832 0.709 ------ ·- --------

8 1.034 1.168 0.976 1.023 0.879 6-L 7 1.272 1.439 1.220 1.257 1.091 
------- -------

~~· I . ' 

• 

6 1.564 1.772 1.524 1.544 1.354 i :'{ ·----- 4 - ------ --+----- -- . 

5 1.922 2.180 1.903 1.894 1.680 ' 

~~· 4 2.362 2.682 2.375 2.324 2.085 2 -· . .. .I 

3 2.901 3.299 2.965 2.850 2.587 
! 

. 

i ·-
' 2 3.563 4.058 3.701 3.495 3.212 0 1 2 3 4 5 

I 4.376 4.990 4.618 4.286 4.024 FOR~ AS NORMAlS 

Quadro 5.17- For9as norrnais nas se96es a meia altura da parede AE em Iibras x 10·'-
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An dar Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Gui1ardi 
Grafico 

20 1.020 1.016 1.021 1.018 * AND ARES 

19 1.020 1.015 1.020 1.017 1.023 20- --- ·---------- ----- ------

18 1.018 1.014 1.019 1.016 1.024 1--17 1.016 1.011 1.017 1.014 1.022 18 - ------ ------
-

16 1.013 1.008 1.013 1.011 1.019 --------~----- ------
-- 16f--. Processo 1: ------ ~~-15 1.008 1.003 1.009 1.006 1.015 Processo 2: 

Processo 3: 'I 14 1.003 0.997 1.004 1.001 1.010 141---: Processo -1-: -- ------ -1 ·-- ---- -- Guilardi : --
13 0.996 0.989 0.997 0.994 1.003 ------· ----- II 
12 0.988 0.979 0.988 0.986 0.995 121 ·--· ------·· -···--j,--

-- I 
II 0.977 0.967 0.977 0.975 0.986 --J . -- 10 1-· . -- --------
10 0.964 0.952 0.963 0.962 0.974 j,! r--- --
9 0.947 0.933 0.945 0.946 0.959 8 -- ---------------------- --------ij------· 
8 0.927 0.910 0.923 0.926 0.940 .I 

7 0.902 0.882 0.895 0.902 0.917 
6--· ------- ----------- --1/-.--. 

'I - jl 

6 0.872 0.847 0.861 0.872 0.888 !I 
4 -- -- ---!1-- --. 

5 0.834 0.804 0.818 0.836 0.853 I 4 0.788 0.751 0.764 0.791 0.809 2-------- ---/-- --- ----
- ' 

3 0.732 0.686 0.697 0.736 0.754 
i • 

0 
2 0.662 0.605 0.613 0.668 0.695 0,25 0,50 0.75 1.00 1,25 

1 0.577 0.507 0.509 0.586 
FOR<;AS CORTANTES 

* 

Quadro 5.18- Forqas cortantes nas seq5es a meia altura da parede AE em Iibras x 10·1 

*Os valores obtidos por este metodo, nos niveis pr6ximos ao topo e a base, nao sao 

representativos. 
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An dar Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi 
Gnifico 

20 1.604 1.604 1.596 1.601 * AND ARES .. 

19 1.605 1.605 1.597 1.602 1.595 

1~ 
- - ------- - ·---

18 1.607 1.608 1.599 1.604 1.593 
--------- -~-- --~ I 

- -- I -- ---- -----

17 1.611 1.612 1.603 1.608 1.597 I ! -- ·- ------
16 1.616 1.618 1.608 1.613 l.602 i l 16[ ---------- ----------

15 1.623 1.625 1.615 1.619 1.609 t 
I - ------ ------- l4r- l 

14 1.631 1.635 l.624 1.628 1.617 ~- ------

-· 
13 1.642 1.648 1.635 1.639 1.627 K 

I t-
. 

12~-- ----- ···-··· ----
12 1.656 1.664 1.649 1.653 1.640 t ·---r--

101-
11 1.674 1.683 l.667 l.670 1.655 \ ----- ·-------------

10 i.695 1.707 l.690 l.69J l.675 
-· 

i 

9 1.721 1.738 1.718 l.716 1.699 

t 
- - - - \\ -----------1-- -----r----- \\ 

8 1.754 1.775 1.754 1.748 l.729 --- \\ - Processo 1 ----1[--~ 
7 1.794 1.820 1.798 1.787 1.766 Processo 2 -

Processo 3 

i \-~ 6 1.843 1.877 1.854 1.835 1.812 
·-·-·· 41 Processo 4 -- -

5 1.903 1.946 l.923 1.894 1.869 I Guilardi --
------------- -------

4 1.977 2.031 2.010 1.967 1.940 2[ ------- ····-,--+~ ---- I 

3 2.069 2.136 2.118 2.055 2.027 I I 

- ---- -- I 
o• 

2 2.181 2.266 2.253 2.164 2.124 0,5 1.0 1.5 2,0 2,5 

I 2.318 2.424 2.421 2.297 
FORI;AS CORTANTES 

* 

Quadro 5.19- Foryas cortantes nas sey5es a meia altura da parede EF em Iibras x 10·'-

*Os valores obtidos por este metodo, nos niveis pr6ximos ao topo e a base, nao sao 

representativos. 
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An dar Proc. I Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi 
Gnifico 

20 -0.018 -0.020 -0.014 -0.017 -0.069 AND ARES •.. .. _ 
19 -0.054 -0.061 -0.044 -0.053 -0.118 20 ,,,, __ ----------------- -

18 -0.093 -0.104 -0.076 -0.091 -0.102 -l 17 -0.136 -0.152 -0.111 -0.132 -0.124 
18- ------ ---- --

,I 
16 -0.185 ·0.207 -0.152 -0.179 -0.154 ----- ---------- -- II 

-- 16- Processo 1- ---- ----- ----+-1 
15 -0.241 -0.270 -0.200 -0.233 -0.191 Proccsso 2 ' ' 

- --- Processo 3· 1. 
!i 

14 -0.308 -0.345 -0.259 -0.297 -0.238 14 Processo 4: -- --- - - 1/ - --- Guilardi --
13 -0.387 -0.435 -0.330 -0.374 -0.295 ------ ----------- ----- ;, 
12 -0.483 -0.544 -0.417 -0.466 -0.366 

12 ----------- --- ------------- ----- ---fl-
if I 

II -0.600 ·0.675 -0.525 -0.578 -0.455 I I ' 
-- -- - 10 ----- -------- -- . --- -it-

10 -0.742 -0.836 -0.658 -0.713 -0.564 I! 
9 -0.915 -1.032 -0.824 -0.878 -0.700 8 ----- ------ -------------- --I/ -

8 -1.127 -1.273 -1.031 -1.080 -0.869 J/_ --- 6 ---- ------- --

7 -1.386 -1.569 -1.288 -1.327 -1.079 /I . I 

6 -1.705 -1.931 -1.609 -1.629 -1.338 
4 --- -------- ---· -

5 -2.095 -2.376 -2.009 -2.000 -1.661 
--

4 -2.574 -2.924 -2.508 -2.453 -2.061 2 ---------- -:::; ·----- -----,--.. 

3 -3.162 -3.596 -3.130 -3.009 -2.564 ? 

2 -3.884 -4.423 -3.907 -3.689 -3.270 -6,0 -5,0 -4,0 -3,0 -2,0 -1,0 0 --
I -4.770 -5.439 -4.875 -4.524 -5.258 

MOMENTOS FLETORES 

Quadro 5.20 - Momentos tletores nas seyoes a meia altura da parede AE em lb x pol. 
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Andar Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi 

20 -0.188 -0.211 -0.159 -0.191 -0.299 
Gnifico 

19 -0.573 -0.641 -0.483 -0.581 -0.815 
~---1-----~-------+-------+------+-----~ANDARES 

18 -0.982 -1.099 -0.832 -0.996 -1.180 
---~-1-----+~---~-----~-----

17 -1.433 -1.604 -1.222 -1.452 -1.484 
'----+------+----- +- -----1----------f-----~ 

16 -1.944 -2.178 -1.671 -1.968 -1.848 
--~ ----~-----+------+------+------4 

15 -2.538 -2.846 -2.204 -2.566 -2.298 

14 -3.239 -3.635 -2.844 -3.272 -2.856 
-----t------ t------r------~ 

13 -4.077 -4.580 -3.625 -4.113 -3.547 
~--+------+-----------+--------+-----

12 -5.087 -5.721 -4.584 -5.126 -4.404 
-~~~-~ 

11 -6.313 -7.108 -5.769 -6.353 -5.466 
~-- -- ------ ~t--------t----------+------+ 

10 -7.806 -8.799 -7.238 -7.844 -6.784 

9 -9.629 -10.868 -9.064 -9.662 -8.419 
1--------l---+---f----- ~-+-----t~----j 

8 -11.860 -13.402 -11.336 -11.882 -10.447 
----~-----

7 -14.593 -16.511 -14.166 -14.598 -12.963 

6 -17.943 -20.327 -17.694 -17.922 -16.085 

5 -22.052 -25.015 -22.093 -21.992 -19.958 
1----t----+---1~----t~---+------

4 -27.095 -30.775 -27.580 -26.979 -24.762 

3 -33.284 -37.855 -34.426 -33.090 -30.702 
--·t---------lt---------J'----·-------1------~ 

2 -40.882 -46.557 -42.967 -40.580 -37.783 
------·+-------t--------1- -------j!------+ --~----1 

1 -50.210 -57.254 -53.624 -49.760 -42.677 

20 -------- ------ -. ---

18-- . . ---- ~----- -- . -i 

16 -- Processo [· 
Processo 2: 
Processo 3: 

14--- Processo4: ----
Guilardi : ---

12 - --------------

10 -- -------

8 

6 --- --------

i 

4---

-60 -50 -40 

i 

I 
__________ ]_ 

i 

! -------·· t 
I 

l' 
~ ----'j------

1 
- ~----;/-

-30 -20 .JO 0 
MO.tvlENTOS FLETORES 

Quadro 5.21- Momentos fletores nas sev5es a meia altura da parede EF em lb x pol. 

Os comentarios feitos nos exemplos anteriores valem tambem para este exemplo, no 

que diz respeito ao processo 2, que nao representa a influencia dos linteis de forma adequada. 
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Nive1 Proc. 1 Proc. 2 Proc. 3 Proc. 4 Gui1ardi 

20 2.949 2.960 2.981 2.969 3.006 

19 5.893 5.917 5.960 5.934 5.992 

18 5.880 5.906 5.950 5.925 5.966 

17 5.858 5.887 5.934 5.909 5.937 

16 5.826 5.860 5.911 5.885 5.901 

15 5.782 5.824 5.879 5.853 5.856 

14 5.724 5.775 5.837 5.811 5.799 

13 5.651 5.714 5.782 5.758 5.730 
~~----~-----r--~-~----~~----

12 5.559 5.637 5.713 5.692 5.643 

11 5.444 5.540 5.625 5.609 5.535 
~--~--~~--~~~--~~ 

10 5.302 5.420 5.514 5.505 5.401 

9 5.126 5.272 5.375 5.378 5.236 
~--~----~----~---~----r---~ 

8 4.908 5.089 5.201 5.221 5.030 

7 4.641 4.862 4.984 5.029 4.774 
~--~--~~-~~~---~~ 

6 4.311 4.584 4.712 4.792 4.457 

5 3.906 4.241 4.373 4.501 4.064 
~~r------~r-----+-----+------t-------1 

4 3.408 3.819 3.949 4.144 3.576 
--f~~+~~---j 

3 2.797 3.299 3.420 3.706 2.971 

2 2.046 2.661 2.760 3.169 2.219 

1.123 1.875 1.936 2.511 1.278 

0 0.151 0.588 0.597 0.963 0.000 

Gnifico 

AND ARES 

20 --------~-----,~----c--1 ~"'·····c:::···=:::::=:::----c 

18 --------------·---~-+-i ~ -~·--~ R 
16 __ .--;;,-0,~,"~0-:-L~~-- ·-, ~: ~ ---- I 

Processo 2: 
1 

I 

Processo 3: 
14 -~ Processo 4: --- ~~~ ----- - -

1 I __ , _ _G:_o~ilar.cdi=-· ~,, -~ ! 

12 ~~,c------~---c- : rt' 
10 ·- -~--j~.-----jl _____ ~---"~---. -+1---

81-----r-- ___ ;....! ~-- ,-----+1--_.· -Jf_j 
i ! .; • 

6 f---- :----~~----!--~ ~-v ~ 

41~--t-~----··· /J/ 
21~-~-~-~~~~~--:--~·----~-i : /--r / . -----t--- -- ~ ; 
0~~~~~--~L---~----:---~ 

l 2 3 4 5 6 
MOMENTOS FLETORES 

Quadro 5.22 - Momentos fletores nos 1inteis em 1b x pol. 
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Nivel Proc. I Proc.2 Proc. 3 Proc. 4 Guilardi 

20 3.932 3.947 3.975 3.958 4.008 
Gnlfico 

---··-f-------~ ·--- AND ARES 
!9 7.857 7.889 7.946 7.912 7.989 

------ -- .. - 20 I ··- - -------

18 7.840 7.875 7.934 7.900 7.955 
' 

----~~-- ---~-----

I7 7.8II 7.850 7.9I3 7.878 7.9I6 l8 - -~ --------
---~~- ------- --····· ----- -------

!6 7.768 7.8I4 I 7.881 7.847 7.868 
---------- -------- ···-··-~ ------- -------··· ------ ---------

I5 7.709 7.765 7.839 7.804 7.807 l6l --- Processo I: 
-·--- ......... Processo 2: 

14 7.633 7.70I 7.782 7.749 7.732 Proccsso 3: 
- ·------ ·----- ---·-- l-li Processo -+: -- ----

I3 7.535 7.6I9 7.710 7.678 7.639 Guilardi --
------- - ---

I2 7.412 7.5I6 7.617 7.589 7.524 ! ! 
----- l2 -- ---- - ---------

II 7.259 7.387 7.500 7.478 7.380 
!-- ----- ---·- ·······--- ----- -

10 7.069 7.227 7.352 7.341 7.202 !0 !- -· --~ -------

--------- --
9 6.834 7.029 7.!67 7.I71 6.981 

------ - ------ --------· 
8 -- . -

8 6.545 6.785 6.935 6.962 6.706 
---- . . --------- ··-1- .. ---

7 6.188 6.483 6.645 6.705 6.366 
6 1-------- ------- ----- -

6 5.748 6.112 6.283 6.389 5.943 
---

5 5.208 5.654 5.831 6.001 5.419 -l ---- ------

----·--·---- --~- -----
4 4.545 5.092 5.266 5.525 4.768 

--------- ... -----

3 3.729 4.399 4.560 4.942 3.961 2 ·--- ------- -------

- -·· ---- ---- -------
2 2.727 3.548 3.680 4.226 2.959 

!········· 
' 

·- .... ---·- 0 
l 1.497 2.500 2.581 3.348 !.704 2 -l 6 8 

--~- ------- ·-- FOR<;:AS CORT ANTES 
0 0.202 0.784 0.796 1.284 0.000 

Quadro 5.23- Foryas cortantes nos Iinteis em Iibras. 
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CAPITUL06 

Conclusoes: 

Quatro processos continuos para aruilise de nuc!eos fechados por linteis foram 

desenvolvidos neste trabalho. 

0 processo 1, baseado na teoria usual da flexo-tors:ao desenvo1vida por VLASOV30
, 

negligencia a deformas:ao por cisalhamento. 0 processo 2 considera de urna maneira simples a 

deformas:ao por fors:a cortante. Os processos 3 e 4 sao adaptayoes de analise de ses:oes fechadas, 

sendo o processo 4 baseado na teoria iniciada por UMANSKY29 e posteriormente por 

BENSCOTER3
• 

0 processo 1, por superestimar a rigidez do nucleo, nao e apropriado para aruilise de 

ses:oes fechadas submetidas a esfors:os de toryao, pois neste caso o fluxo de cisalhamento ao 

redor da ses:ao e urn efeito irnportante. 

0 processo 2, por introduzir a deformas:ao por cortante a partir do processo 1, calcula os 

deslocamentos longitudinais de uma maneira simples, desprezando a influencia dos linteis. Como 

no processo 1, o empenamento e defmido como o produto da derivada primeira da rotas:ao pela 

area setorial da ses:ao suposta aberta, conduzindo a resultados em geral superiores aos esperados. 

Os resultados obtidos com os processos 3 e 4 praticamente coincidiram com os obtidos 

por processos discretos consagrados, inclusive usando a tecnica dos elementos fmitos. 

Ao comparar os resultados dos quatro processos com resultados experimentais, observa

se que apenas o processo 4 nao superestima a rigidez do nucleo na regiao inferior deste. 

Quando o nucleo esta fechado por linteis pouco rigidos, os resultados obtidos pelos 

75 



quatro processos pouco divergem. As diferen9as nos resultados vao se acentuando conforme a 

rigidez dos linteis vai aumentando. Na pnitica deve-se usar linteis rigidos para melhor aproveitar 

o nucleo como elemento de contraventamento do edificio. 

Como de maneira geral o processo 4 mostrou-se superior ao processo 3, dentre os 

processos continuos de analise ele e o recomendado, uma vez que o esfor9o adicional por ele 

requerido na prograrna9ao e recompensado pela confiabilidade dos resultados. 
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A 

APENDICE I 

lTNlCAMP 
·JfBLIOTECA CENTRA! 
~EC:AO CIRCULANf',t 

Torcao nao uniforme: Resumo sobre barras de seciio aberta 

e paredes delgadas 

1.1 Introdu~ao: 

0 estudo da torc;ao nao uniforme em barras de seyiio transversal aberta e delgada 

realizado por VLASOV 30
, e utilizado no ca!culo de nucleos de edificios elevados. Neste apendice 

e apresentado urn breve resumo deste estudo, com o objetivo de rever alguns conceitos utilizados 

ao Iongo deste trabalho. 

Najigura II pode ser observada uma barra de sec;ao aberta com paredes delgadas, suas 

dimensoes caracteristicas e o sistema de eixos adotado como referencia. 

+Ct 
' 

a 
' , linha'~ '0 esqueleto 

s, s, s t 

T 
I 

I l 

z 

/y 
L-1 I/ / 

i Co / I 

X 

Figura I. I - Barra de se9ao delgada aberta. 
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A barra tern comprimento £, e espessura t. A se9ao transversal, constituida por uma 

composiviio de paredes, e defmida pela "linha do esqueleto", que divide a espessura das paredes 

ao meio. Em geral, uma barra e considerada de se<;:ao delgada quando suas dimensoes satisfazem 

a seguinte ordem de grandeza: 

!.. ::; 0.1 e d ::; 0.1 
d £ 

(I.l) 

onde de a dimensiio caracteristica da se<;:ao transversal. 

0 sistema de eixos tern origem no centro de gravidade da sel(iio. Os eixos x e y sao os 

eixos principais de inercia, e z e o eixo longitudinal. A ordenada s corre ao Iongo da linha do 

esqueleto, no sentido anti-horatio para urn observador olhando z negativo, a partir de uma origem 

Os a ser convenientemente escolhida. Os pontos s1 e s2 sao respectivamente o inicio eo fun da 

se9ao aberta. 

1.2 Hipoteses basicas: 

• Considera-se a se<;:iio transversal constante ao Iongo de z, e rigida no plano xy. 

• A superficie media da barra, defmida pela linha do esqueleto, niio sofre distor<;:oes, isto e, a 

se<;:ao e indeformavel em seu plano. 

• Sao admitidas transla<;:oes e rota<;:oes da se<;:iio no proprio plano e deslocamentos relativos 

apenas na dire<;:iio longitudinal, que caracterizam o empenamento. 
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1.3 Centro de tor~ao: 

• Definiclio: 

Quando uma barra esta sob a a9iio de um carregamento transversal numa posi9iio 

arbitraria, esta sera submetida a flexao e a tor9iio. 

Defme-se como centro de tor9iio o ponto do plano da se9iio transversal pelo qual deve 

passar a linha de a9iio da resultante das cargas transversais, de tal forma que nao ocorra tor9iio, 

mas apenas flexao da barra. 

• Condicoes para determinaclio: 

Para uma se9ao delgada sera vlilida a suposi9iio de que as tensoes de cisalhamento (t) 

provocadas por uma for9a cortante (Q) estiio uniformemente distribuidas sobre a espessura, e tern 

a dire9ao tangente ao esqueleto. 

Assim sendo: 

QM, 
t=--

tl 
(1.2) 

onde M, e o momento estatico e I e o momento de inercia relative ao eixo apropriado. 

Para um carregamento cortante no plano yz: 

(I.3) 

l=l 
X 

(I.4) 

M, = JydS (I.5) 
s 
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A fors:a de cisalhamento em urn elemento de comprimento ds e: 

't dS = T:t ds (!.6) 

Pela definis:ao, a posis:ao do centro de tors:ao e tal que a resultante dos momentos 

causados pela fors:a de cisalhamento ( 't dS ) em relas:ao ao centro de tors:ao deve ser nula. Esta 

condis:ao pode ser expressa da seguinte forma: 

Juts n = 0 (!.7) 
s 

onde n e a distancia do centro de tors:ao a tangente ao esqueleto, conforme.figura 12. 

Substituindo 't como funs:ao de Qy: 

(!.8) 

;Y {' H { y t ds J n t ds = 0 
X 

(1.9) 

onde s1 e a ordenada s na extrernidade inicial da ses:ao e s2 corresponde a extremidade final. 

Como QY * 0 , e possivel afirmar: 
IX 

f [! ytds]nds=O (I.lO) 

Integrando por partes, e lembrando que o momento estlitico e nulo nos pontos extremos 

da ses:ao, obtem-se: 

f [{ nds]ytds=O (I.ll) 
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VLASOV 30 define uma nova varia vel, denominada area setorial ( ro ): 

ro= f. nds 
' 

(I.l2) 

Assim a condis:ao para se determinar o centro de tors:ao sera: 

1roydS=O (I.l3) 

Analogarnente, para cargas no plano xz: 

(I.l4) 

Observa-se na figura 12 que a area setorial representa o dobro da area do setor 

determinado pelo elemento ds e o polo (centro de toryao ). 

Figura 12- Centro de tor~ao e area setorial. 

Como a posis:ao da origem da ordenada s nao influi no calculo do centro de toryao, ela 

sera determinada a partir da condis:ao de que o momento estitico setorial seja nulo: 

(I.l5) 

A area setorial com polo no centro de tors:ao, equivalente a urn momento estitico setorial 

nulo e denominada area setorial principal. 
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• Determinaciio das coordenadas do centro de torciio: 

As condis;oes para determinayao do centro de tors;ao conforme equas;oes (I.13) e (I.l4) 

nao permitem a determinas;ao das coordenadas do centro de tors;ao. Portanto, sera apresentada em 

seguida urna interpretas;ao geometrica da area setorial, visando obter expressoes para as 

coordenadas deste ponto. 

Afigura 1.3 mostra urn trecho do esqueleto com origem Os (xo, Yo) e urn ponto generico 

Q (x, y). Pelos pontos Ct (x. y1) - centro de cisalhamento - Os e Q, sao tras;adas retas paralelas 

aos eixos principais de inercia ox e oy. Sendo Ll a area do triangulo CtMOs, e tambem do 

triilngulo CtNOs, tem-se: 

(l) 

A+B+2Ll=2(-+B+!l) 
2 

A e B sao as areas hachuradas e m e a area setorial com polo em Ct. 

Ou, m=A-B 

rx.y; 

y 

area setorial 

C!:-g ------X 

Figura 1.3- Interpreta9i!O geometrica da area setorial. 

(1.16) 

(I.l7) 

0 sinal da fi.ms;ao m e positivo quando o raio vetor tras;ado do polo Ct, partindo da 

origem Os em dires;ao ao ponto generico, girar no sentido anti-horario. 
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Adotando urn ponto P (xp, yp), arbitrariamente escolhido como polo provis6rio para a 

area setorial rop conforme figura L4, e considerando a equaviio (!.17), pode-se escrever: 

y 

c·L.------x 

Figura L4- Interpretavao geometrica da area setorial utilizando urn polo provis6rio. 

(I.l8) 

ou, (1.19) 

Aplicando (1.17), chega-se a: 

(1.20) 

Os eixos x e y sao eixos principais de inercia, portanto estao va.Jidas as seguintes 

expressoes: 

1xdS= 1 ydS=O 

1 xydS=O 

(1.21) 

(!.22) 

(1.23) 

Aplicando as condivoes (I.l3) e (I.l4) na equaviio (1.20) e usando as expressoes acima, 
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obtem-se as formulas para ca.Jculo das coordenadas do centro de ton;ao: 

(I.24) 

1.4 Tor~ao uniforme ou Tor~ao de Saint-Venant: 

• Introduclio: 

A torc;:ao unifonne ocorre quando uma barra tern a sua sec;:ao transversal e o momento 

torc;:or solicitante, constantes ao Iongo do eixo longitudinal. Alem disto, os deslocamentos 

longitudinais niio podem estar impedidos. A seguir seriio apresentados alguns conceitos utilizados 

no estudo de barras de sec;:ao aberta e parede delgada. 

A rotac;:ao elementar d$ e definida como: 

d$= M, dz 
GJ, 

ou, cjl'= M, 
GJ, 

(1.25) 

onde M, e o momento torc;:or solicitante, G e o modulo de elasticidade transversal, J, e o momento 

de inercia a torc;:ao, sendo que para sec;:oes delgadas: 

1 r 3 
J, =J J./ ds (I.26) 

onde t e a espessura da parede da barra. 

• Deslocamentos: 

u(z,s) e o deslocamento na dire<;ao do eixo longitudinal, ou seja, o empenamento. 
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v(z,s) e o deslocamento na dire .. ao da ordenada s, ou seja, o deslocamento tangencial. 

Ct 

Figura 1.5- Deslocamento de urn ponto devido a rota9ao. 

Como pode ser observado na jigura !5, devido a rota .. ao cj>, o ponto Q na linha do 

esqueleto se deslocou para a posiyao Q'. Considerando a hip6tese de pequenos deslocamentos: 

QQ':rcj> (1.27) 

e, v:ncj> (I.28) 

Pela teoria da elasticidade e possivel determinar a relayao entre os deslocamentos u e v, e 

a distoryiio y que sofre urn elemento dzds do esqueleto. 

s 

~---dz---.,r u+au!az dz 

L----------------.-z 

Figura 1.6- Distor9il.0 do elemento dzds. 
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Com ajigura 16 observa-se que a deformayiio transversal yea variavao do ilngulo reto 

do elemento dzds. Portanto determina-se: 

ev au 
y=a+~=-+az as (I.29) 

As tensoes tangenciais 't sao linearmente distribuidas ao Iongo da espessura da parede: 

atingem seu valor maximo na borda, e sao nulas na linha do esqueleto. Isto pode ser observado na 

jigural7. 

Como: 

linha do esqueleto 

t 

Figura I. 7- Distribui¢o de 1. 

't 
y=

G 

Conclui-se que os pontos da linha do esqueleto nao sofrem deformavao tangencial. 

Sabendo que: 

ev au 
-+-=0 oz as 

90 
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Determina-se: 

au =-n<P' as (1.33) 

Lembrando que a tor9iio uniforme se caracteriza pelo fato de que todas as seyoes 

transversais tern o mesmo comportamento, pode-se afirmar que o deslocamento longitudinal niio 

depende da coordenada z. Portanto: 

du = -n <P' :. u = -<P' r n ds 
ds .h, (1.34) 

Usando a defmiyao de area setorial, determina-se: 

u(z,s) = -co(s )<P'(z) (1.35) 

1.5 Tor~ao nao uniforme ou Flexo-tor~ao: 

• lntroduciio: 

Ocorre tor9iio nao uniforme quando hit varia9iio da seyao transversal ou do momento 

toryor solicitante, ou quando os deslocamentos longitudinais estiio parcial ou totalmente 

impedidos. 

Neste estudo sao consideradas apenas as barras com se9iio transversal constante. 

• Tensiio Normal: 

Na tor9iio nao uniforme, o empenamento varia ao longo do eixo z. Como consequencia, 

surgem as tensoes normais de flexo-toryiio. 

A deforma9iio axial (~>z) pode ser definida como: 
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(1.36) 

Pela Lei de Hooke, determina-se: 

1 
s =-(cr -vcr ) z E z s 

(1.37) 
1 

s, = E (a, -vcrJ 

onde E e o modulo de elasticidade longitudinal e v e o coeficiente de Poisson. 

Ajigura !8 apresenta as tensoes normais atuantes no elemento dzds. 

l 
i O"s 

i r:-LJ cr, ds- --
1 

!___ 

dz 

Figura 1.8- Tensoes nonnais no elemento dzds. 

Como a se<;:ao transversal e indeformavel em seu plano (xy): 

8s =0 :. crs =vcrz (1.38) 

Portanto: 

1 ~ 2 ) 1-v
2 

s =- cr -v cr =--cr 
z E z z E z 

(I.39) 

• Assim define-se o modulo de elasticidade longitudinal reduzido, E : 

92 



A tensao axial e defmida como: 

• Tensiio tangencial de flexo-torciio: 

.au 
cr =E-

z oz 

(1.40) 

(!.41) 

Quando as tensoes normals crz variam ao Iongo da barra, surgem tensoes de cisalhamento 

'tft garantindo o equilibrio na dire9ao longitudinal. 

Pode-se determinar a seguinte equa9ao de equilibrio para urn elemento dzds na dire9ao 

longitudinal, conformefigura 19: 

Rcr + dRcr 

' /).. __________ ! __ 

I 

ds I ftT Rcr 

! z 

' 
Figura /.9- Tensoes tangenciais e equilibrio longitudinal. 
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-'t ft tdz+R
0 

= R
0 

+dR
0 

't ft f dz = -dR0 

1 dRo 
'Jt =-,~ 

onde Rcr e a for9a resultante das tensoes normais ( crz), atuantes na area ds x t. 

Assim sendo, pode-se definir Rcr como: 

Ro = f cr, t ds = -E * $" f rot ds 
' ' 

E ainda: 

dR f __ o =-E*$'" rotds 
dz ' 

Substituindo este resultado na equayao (I.42), 'tft pode ser expresso como: 

E* $"' 
'tft= frotds 

t ' 

Defme-se como momento estatico setorial, Sro: 

s~ = f ro t as 
' 

Portanto, pode-se expressar 'tft em fun9ao de S(jJ: 

E* $'" 
'Jt = s t ~ 

• Momento torcor de flexo-torcao: 

(I.42) 

(I.43) 

(I.44) 

(I.45) 

(I.46) 

(I.47) 

E definido como o momento causado pelas for9as resultantes da tensao tangencial de 

flexo-tor9ao: 
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(1.48) 

Substituindo a equa9iio (1.45) e resolvendo a integral por partes, determina-se: 

(1.49) 

Define-se como momento de inercia setorial, Jm: 

(I. 50) 

Portanto: 

M =-E*.!."'J ft 't' ro (1.51) 

• Equaciio diferencial da flexo-torciio: 

Uma barra de se9ao aberta e paredes delgadas quando solicitada a torviio, sera 

equilibrada por urn momento tor9or resistente M,, composto por duas parcelas: uma proveniente 

das tensoes de cisalhamento da torviio uniforme, denominada momento livre M,, e a outra 

proveniente das tensoes tangenciais de flexo-toryiio Mt, denominada momento de flexo-toryiio. 

Portanto: 

M, =M1 +Mft (I. 52) 

Lembrando que na toryao uniforme, o momento tor9or resistente e composto apenas por 

Mz, pode-se obter da equa9iio (I.25): 

(I. 53) 

Com a equa9iio (1.51) que define Mft, determina-se o momento tor9or como: 
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M =GJ ;...•-E' J ;..."' 
t t 'J' ro 't' (1.54) 

0 problema de flexo-torc;ao esta solucionado com a determinac;ao da rotac;ao cjl atraves da 

equac;iio anterior. 

• Soluciio da eguaciio diferencial da flexo-torciio: 

Nos problemas analisados neste trabalho, sao admitidos os seguintes esforc;os 

solicitantes: 

• Momento torc;or concentrado na extremidade final da barra, T. 

• Momento torc;or distribuido ao Iongo do comprimento da barra, m. 

Por este motivo, a equac;ao diferencial da flexo-torc;ao serii resolvida para o caso: 

M, =T+m(H -z) 

onde He o comprimento total da barra. 

Portanto: 

Adota-se: 

Resultando em: 

GJ, cp'-E' Jro cp"'=T + m(H- z) 

GJ -T-m(H-z) 
cjl"' t cp' = ----'---'-

E' J E' J ro ro 

GJ, 

E' J 
ffi 
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<1>"'-c'~'= m z-T+mH 
E'J E'J 

00 ffi 

• Determinando a soluylio da equa9lio homogenea associada, <l>c: 

A equa9lio caracteristica e: 

Suas raizes sao: 0, c, -c. 

Portanto: 

• Determinando a soluylio particular, $p: 

m T+mH 
<I>"' -c' <I>'= E' J z- E' J 

00 00 

<I>'" m T+mH --<I>'=- z ----:----
c' GJ, GJ, 

-m 2 T+mH 
--z + z 
2GJ, GJ, 

• Determinando a soluylio geral, <j>: 

<l>(z )= <l>c(z )+$ P(z) 
"() cz -cz m 2 T+mH 'l'z =c1 +c2 e +c3 e - z + z 

2GJ, GJ, 

A partir da equaylio anterior, determina-se: 
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(1.65) 

(I.66) 

• Determinando as constantes de integra9ao: 

Considera-se uma barra engastada numa extremidade (z=O) e livre na outra (z=H). 

Portanto, serao impostas as seguintes condi9oes de contorno a equa9ao diferencial: 

Extremidade engastada (z=O): 

Roffi'Yao nula: $(0)=0 

Empenamento nulo: u{O)= 0 

Extremidade livre (z=H): 

Tensao normal nula: crz (H)= 0 

Com estas condi9oes de contomo, determina-se: 

ci =-(c2 +c3) 

T+mH 
c2 =c3 

cGJ, 
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A 

APENDICEII 

Modelo discreto sugerido por GUILARDI 07 

11.1 Introdu~ao: 

Os modelos discretos tradicionais, MacLEOD16
, YAGUI3i, SERRA23 sao afetados por 

urn momento inexistente fisicamente na parede real quando estas estao sujeitas a tensoes de 

cisalhamento puro. Este momento recebe o nome de momento parasita. 

Para compreensao deste fato, suponha urn segmento de parede submetida a urn estado de 

cisalhamento puro que produzini tensoes de cisalhamento distribuidas urriformemente ao Iongo 

de suas faces. Na discretiza<;ao deste elemento de parede, a face continua que o une a outro 

elemento sera representada por dois nos, e as tensoes de cisalhamento por duas foryas verticais 

concentradas nestes nos, as quais produzirao urn momento na colur1a central, que nao deveria 

existir, pois a pe<;a esta sujeita apenas ao estado de cisalhamento puro, conforme ilustra ajigura 

Ill. Este momento provocani urna deforma<;ao de flexao adicional na coluna, diminuindo a 

rigidez ao cisalhamento do modelo, que nao mais correspondera it rigidez real da parede. 

Deve ficar claro que, embora o exemplo citado esteja sujeito ao cisalhamento puro, o 

problema aparecera sempre que houver tensoes de cisalhamento, sendo conseqiiencia Uni.ca e 

exclusivamente da discretiza<;iio da interface das paredes, cujos infinitos pontos sao substituidos 

por dois nos. 0 problema sera sentido principalmente em paredes e nucleos nos quais os efeitos 

das for<;as cortantes sejam substanciais, como e o caso de nucleos parcialmente fechados sujeitos 

a esfor<;os de tor<;iio. 
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0 

" 
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t 
" 0 

~ := t J2 .5 

a)Parede. b)Modelo. 

Figura II. I - Momento parasita no elemento de parede. 

Outro problema que afeta a maior parte dos modelos de discretiza9iiO de paredes e que a 

rota9ao adotada para o n6 de uniao entre parede e lintel e igual a rota9ao da viga rigida do 

modelo, que e paralela as fibras horizontais da parede. Entretanto na verdade o lintel se une a face 

vertical da parede que nao ten1, necessariamente, o mesmo giro da face horizontal urna vez que a 

parede sofre distor9ao devido ao efeito do cisalhamento. 

Ajigura IL2 a mostra urn lintel conectado ao elemento de parede, e ajigura IL2 b 

ilustra o modelo correspondente, quando sujeitos a urn estado de cisalhamento. Uma altemativa 

para minorar este problema e acrescentar urna barra vertical rigida unindo as vigas rigidas 

horizontais, for9afidO a compatibiliza9iio da rota9ao da face vertical do lintel com a rota9ao das 

fibras verticals da parede, conforme ilustra ajigura IL2 c. 

v v v - - -

a)Parede. 

I 
I I 

I I I 
I I I 

I I I 
I I 

I I 

b)Modelo original c)Modelo altemativo. 

Figura !1.2- Corre9a0 do giro da liga\'i'iO parede-lintel. 
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Procurando minimizar estes dois problemas, adotou-se para discretiza9ao do elemento 

de parede e lintel os modelos mostrados najigura ll3 c ejigurall3 d. A adi9ao de duas barras 

diagonais no modelo tradicional, permite combater o momento parasita atraves do bim\rio que 

elas aplicam nas extremidades das vigas rigidas, quando o modelo esta submetido a urn estado 

puro de cisalhamento. A adi9ao da barra rigida vertical nos linteis melhora a compatibilidade de 

giro na sua liga9ao com a viga de rigidez infinita, usada em todos os modelos para levar em 

considera9ao a largura da parede. 

c) Elemento de parede. 

I 3 

2 t lintel t 

. hL~i~~Jh 
a) Eleva~iio do nucleo. b) Nucleo discretizado (parcial). d) Lintel. 

Figura IL3- Nucleo estrutural e sua discretiza9iio. 

Com a adi9ao destas barras faz-se necessaria determinar as novas caracteristicas 

geometricas da coluna central e das barras diagonais. Para isso igualam-se os coeficientes de 

rigidez a flexao, ao cisalhamento e axial do modelo com os respectivos coeficientes de rigidez da 

parede que ele representa, submetendo ambos (modelo e parede) a urn estado de flexao uniforme, 

estado puro de cisalhamento e esfor9os normais, conforme ilustra ajigura ll4. 
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parede modelo parede modelo parede modelo 

a) Flexao uniforme. b) Cisalhamento puro. c) Deforma9ao axial. 

Figura IL4- Estados de deslocamento. 

Os materiais das barras do modelo tern propriedades ehisticas identicas ao material do 

pilar parede correspondente, ou seja, E e G e o mesmo para todos os elementos envolvidos. 

A resistencia a flexiio e dada apenas pela coluna central pois as barras diagonais niio 

sofrem varia9iio do comprimento. Assim, a coluna central deve ter inercia Ic identica ada parede, 

como ocorre em todos os modelos de discretizayiio tradicionais. 

I =I = tb3 
c p 12 (ILl) 

A rigidez ao cisalbamento do modelo e fomecida pelas cortantes produzidas pelos 

momentos fletores da coluna central somadas com as componentes horizontais das for9as 

normais que aparecem nas diagonais. Igualando-se a resistencia ao cisalhamento do modelo a do 

segmento de parede, temos: 

na qual, 

btG 

h 

tb 3 

I=
c 12 ' 

h h 
E=2(1+v)G, tgfJ=- e f=--

b sene 

Calcula-se a area das diagonais: 
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onde, 

ou seja, 

Ad =~(B-0,5) 
sen e 

h2 
B 

4b 2 (1 + J.L) 

Comparando-se a rigidez axial da parede e do modelo obtem-se a area da coluna: 

EAc 2EAd sen2 e Ebt - + --"--'--'---
h £ h 

A =2bt(l-B) 
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11.2 Matriz de rigidez do modelo com diagonais e do lintel: 

Nos quadros a seguir estao resumidas as matrizes de rigidez utilizadas na solu91io do 

problema. 

0 quadro IL 1 apresenta a matriz de rigidez do lintel. 

Coordenadas do lintel Matriz de rigidez 

r 13 S2 
2S3 

-S2 
2S3 -- -

2 lintel h h - 2(S4 + ss) 2S3 2(S4 + ss) 
I -

[sL]; h2 h h2 

h -2S3 h S2 --
h 

4 diafragma 2(S4 +S5) 
~"""""""""""""" h2 

Coeficientes de rigidez 

82 = 12EI' 
R.' 

S3= 6EI' 
g2 

S4= 4EI' S5=2EI' 
R, R, 

1'=-I- k= 
12 eEl 1,2+11!-l 

GAR. 2 c = ' (fator de forma) 
1+k 1 + !l 

Quadro II.! - Matriz de rigidez do lintel. 

Os valores dos coeficientes de rigidez do modelo completo podem ser obtidos a partir 

dos coeficientes do modelo sem as diagonais, desprezando a deforma91io por cortante da coluna, 

e somando as contribui96es das diagonais adicionadas. Observando-se que a adi91io das diagonais 

nao afetam os coeficientes das coordenadas 4 e 8 e, em virtude da dupla simetria, a analise dos 

estados de deslocamentos unitario dados pelas coordenadas 1 e 2 ilustrados na figura do quadro 

IL2 sao suficientes para o ca!culo da matriz de rigidez, cujos coeficientes calculados estao 

indicados no mesmo quadro. 
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Elemento de parede Matriz de rigidez simetrica 

6 
8 7 

i f 1 
ku k12 kl3 0 k!5 k!6 k!7 

:1 k22 k23 0 k25 k26 k27 5-

\ I/ k,, 0 k,, k36 k37 

"" k44 0 0 0 k., 

j 1\ [sE]= 
kss ks6 k, 0 

I 

i f 1 k66 k67 0 

k:.J 
2 4 3 k77 

' b I 

Coefteientes de rigidez 

k --k -k = 12EI, 2EAd cos
3 e 

11 - 15 - 55 + 3 + 
h b 

k _ k _ k _ k _ 4EI, EA, EAd cos9sen
2 

9 
22 - 33 - 66 - 77 - + hb2 + 4h + b 

k -k __ 4EI,+EA, 
23 - 67 - hb2 4h 

k26 = k,, = + 2EI, - EA, 
hb2 4h 

k =k =-2EI,_EA,_EAdcos9sen
2

9 
27 36 hb2 4h b 

GJt k44 = -k., = k,, = +--
h 

t = espessura da parede E 
G=---

2(1+!1) 
bt 

Ad= 
3 

(B-0.5) 
sen e ll = coeficiente de Poisson 

tb 3 

I=-
' 12 

Quadro 11.2- Matriz de rigidez do modelo. 
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11.3 Calculos finais para o processo discreto: 

A matriz de rigidez da estrutura e montada somando-se a contribuic;:1io dos elementos de 

parede e dos linteis, conforme tecnica usual da analise matricial. 0 nfunero de coordenadas 

globais em cada diafragma e (np + 3), onde np e o nfunero de pontos nodais que definem as 

extremidades dos paineis e correspondem a deslocamentos verticais. As outras tres definem a 

translac;:1io ( duas componentes) e a rotac;:1io do diafragma, que por ser considerado rigido em seu 

plano, faz com que os deslocamentos horizontais correspondentes as coordenadas locais 1 e 5 do 

modelo, assim como as coordenadas 2 e 4 dos linteis sejam, no nivel considerado, dependentes 

do deslocamento de corpo rigido do diafragma que define este nivel. 

A soluc;:1io da equac;:1io [S] {V} ={A}, onde [S] e a matriz de rigidez da estrutura e {A} o 

vetor das ac;:oes aplicadas, fomece os deslocamentos { V} correspondentes as coordenadas globais. 

Os esforc;:os e tensoes em urn elemento de parede ser1io deterrninados na sec;:1io 

transversal eqiiidistante de dois diafragmas consecutivos (sec;:1io media de urn andar), pois 

dependem tambem dos esfon;os nas coordenadas verticais situadas nas extremidades das vigas. 

Cada esforc;:o vertical e resultante das tensoes elementares de cisalhamento que atuam ao Iongo 

do seu comprimento de influencia, que se estende entre as sec;:oes medias dos andares adjacentes. 

0 momento resultante na sec;:1io a meia altura de urn segmento de parede e a media dos 

momentos fletores nas extremidades do elemento. E interessante notar que no ca!culo desta 

media as contribuic;:oes das barras diagonais desaparecem. A resultante da forc;:a axial e a soma 

das forc;:as nas coordenadas verticais com as componentes nesta direc;:1io das forc;:as normais nas 

barras diagonais. Como a rigidez axial da parede real e identica a do modelo, o esforc;:o normal 

tambem pode ser deterruinado atraves do produto da rigidez axial da parede pela variac;:1io da sua 

altura. A resultante da forc;:a cortante, igual nas duas extremidades e, em cada extreruidade a soma 

da forc;:a na coordenada horizontal respectiva com as componentes horizontais das forc;:as nas 

barras diagonais. No caso de haver linteis conectados a parede, deve ser considerada tambem a 

contribuic;:1io da forc;:a horizontal correspondente a coordenada 2 do lintel. 
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