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RESUMO

O trabalho analisa um modelo simplificado para as equagées de Navier-
Stokes que governam o escoamento de um fluido viscoso incompressivel, com
densidade variivel e difusdo de massa. Estas equacfes sao estudadas em
um dominios tridimensionais finos sob condigGes de contorno periédicas. O
comportamento das solugdes de tais equacdes é analisado quando a espessura
dos dominios tendem a zero. Mostra-se que estas solugbes convergem para,
solugoes correspondentes de um especifico problema limite bidimensional cu-
jas equacbes associadas chamamos de sistema reduzido. Analisamos também
a familia de atratores dos sistemas correspondentes aos dominios tridimen-
sionais finos e a sua relacao com o atrator do sistema reduzido, mostrando que
uma propriedade de semicontinuidade superior para esta familia de atratores
vale numa bacia de atracio limitada.

ABSTRACT

In this work we analyze a simplified model for the Navier-Stokes equations
governing the flow of an incompressible viscous fluid with variable density
and mass diffusion. These equations are studied in thin three-dimensional
domains under periodic boundary conditions. The behavior of the solutions
of such equations is analyze when the thickness of the domains tend to zero.
It is shown that these solutions converge to corresponding solutions of a spe-
cific limit bidimensional problem whose associate equations we call reduced
system. We also analyze the attractors of the systems corresponding to the
thin three-dimensional domains and their relationship with the attractor of
the reduced system, by showing that a uppersemicontinuity property holds
in a bounded attraction basin,
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Introducao

Problemas envolvendo dominios finos se fazem presentes em virias situagoes
fisicas, tais como no estudo da dindmica de marés, em vérios aspectos da
meteorologia, em questdes relativas & lubrificagdo, e outros; e, pela sua im-
portincia tém merecido a atenc¢do de muitos pesquisadores,

Do ponto de vista matematico, tal dominio pode ser caracterizado como se
segue: fixade um dominio limitado 2 C IR*, um dominio fino correspondente
a {1 é um conjunto da forma:

Q. ={(X,Y) e R™; 0<Y < g(X,£), X €0}

para ¢ € [0, &g} com £y um ntimero positivo e g :  x [0,£y] — R funcio de
classe C? tal que:

g(:z:,U) “_"%
go(X) == a—g(X, 0)>0 para X €Q
g{X,e)>0 para X €Q, e € (0,¢).

O caso mais simples € aquele de dominios com espessura constante, isto
é, aqueles que g(X,e) = g, e, portanto, . = 0 x (0,£). Por simplicidade,
este serd o caso que consideraremos em todo este trabalho.

Como foi dito acima, a importancia do tema tem feito gue muitos au-
tores o tenham estudado sob varios aspectos. Em particular, Hale ¢ Raugel
consideraram casos envolvendo dominios finos em problemas com equgdes
de reacdo-difusdo e equagdes hiperbdlicas com amortecimento (veja por ex-
emplo, [17] e {18]). Também Oliva estudou sistemas de reagio-difusio em
dominios com canais finos em [27]. J4 Raugel e Sell estudaram as equagGes
cléssicas de Navier-Stokes em dominios finos em [29], [30], [31] e [32]. Prob-
lemas relacionados também podem ser encontrados em Teman e Ziane em



[38] e [39], Moise, Teman e Ziane em [25], Avrin em [2] e [3], Zhimin em [40]
e Montgomery Smith em [26].

Abordaram ainda estes assuntos Maurer em [24], Saint Raymond em [33],
Bresch, Lemoine e Simon em [9] e {10}, Carvalho e Ruas Filho em [12], Mars-
den e Raugel em [23], Besson, Laydi e Touzani em [5], Laydi e Lenczner em
{211, Bayada, Chambat e Ciuperca em [4], entre outros.

Observamos que a grande maioria das investigagoes sobre comportamen-
tos de fluidos em dominios finos tem sido realizada supondo que o fluido
envolvido é governado pelas equagtes cldssicas de Navier-Stokes, isto é, que
o fluido € viscoso e incompressivel, Newtoniano e de densidade constantes.
Entretanto, hd situagles em que estas suposicfes ndo sdo adequadas e mod-
elos mais complexos de fluidos deveriam ser utilizados.

Uma situacao deste tipo é aquela em que o fluido de interesse ainda pode
ser considerado viscoso, incompressivel € newtoniano, mas a densidade ndo
pode mais ser assumida constante, como acontece por exemplo em varios
casos de misturas de fluidos misciveis. Qutro fenémeno que pode ocorrer é
aquele em que nio é desprezivel a difusdo de massa. Neste casos, o escoa-
mento do fluido € governado pelas chamadas equagGes de Navier-Stokes com
densidade varidvel e difusio massa, que s30 as seguintes:

[ ¢ {%tq+(U-V)U] —w AU =AU - V)VC + (V¢ - V) U)
2
% e nves pmevover acve = vpacr g
divlU =0
dc ~
| 5 +U-VC=2AC

em um domfnio aberto limitado de IR® de fronteira regular com condicGes de
contorno de Dirichlet para U e de Neumann para {, U |—o= U e { o=
Co- Nas equagBes acima, ¢, U e P denotam respectivamente a densidade, a
velocidade e a pressdo do fluido. F é a forga externa por unidade de massa
e A > 0 é o coeficiente de difusio de massa.

Beirdo da Veiga analisou tais equages em [7] para o caso de dominios
limitados (néo finos) ¢ mostrou a existéncia de solugdes locais, bem como a
existéncia de solucées globais para dades pequenos.

Um modelo mais simples que o acima, estudado anteriormente, também
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em dominios limitados e com condig¢des de contorno como antes, por Kazhikov
e Smagulov ([19]), pode ser obtido quando o coeficiente de difusdo A é pe-
queno, desprezando-se o termo que estd multiplicado por A? na primeira das
equacoes acima. Neste caso, as equagdes simplificadas se tornam:

¢ [%%+(U-V)U] — p AU = A[(U V)V + (VC-V)U] = VP +(F

divlU =0

d¢
7 4+ U -V{= AA(
(2)
Observamos que se ¢ campo de forgas externas F for dado por unidade
de volume, ao invés de ser dado por unidade de massa, como nos casos

anteriores, as equagoes (2) se tornam:
¢ [%HU-V)U] —p AU - A[(U-VIV(+(V(-V)U]=VP+F

divlU =10

% +U-V{=MAC
dt
(3)

No presente trabalho, estudaremos os sistemas (2) e (3), porém com
condicbes de contorno periddicas ¢ em um dominio fino Q = 2 x (0,¢)
com Q C RR? (que é, como dissemos anteriomente, o caso mais simples de
dominio fino).

Portanto, estaremos interessados n&o apenas em questbes de existéncia
de solugGes, mas também no seu comportamento quando £ —— 0+. Para isto,
devido as fortes ndo linearidades presentes nas equagdes, necessitaremos de
estimativas de ordens relativamente altas, para as quais as técnicas utilizadas
por Beirdo da Veiga em [7] sio mais adequadas do que aquelas utilizadas por
Kazhikov e Smagulov em [19]. A situacdo é bastante diferente daguela do
caso do problema andlogo para as equagoes cldssicas de Navier-Stokes, para
as quais estimativas de ordem relativamente baixas sao suficientes para se
controlar a dependéncia das componentes verticais das solugdes e assim obter
o comportamento limite.

E importante ressaltar que, embora o padréao de argumentacio a ser uti-
lizado na demonstracdo da existéncia de solugGes de (2) (ou (3)) tenha certa
similaridade com aquele de [7], teremos que apresenta-lo com detalhes por
duas razoes:



A primeira razao é que, como as condicdes de contorno que estamos con-
siderando sio diferentes daquelas de [7}, ndo poderemos utilizar em geral
uma certa equivaléncia de normas que era vilida e importante no caso de
[7]. Neste aspecto, os argumentos se complicam e teremos que adapta-los os
para, conseguir os resultados.

A segunda razao é que, como nos capitulos finaig deste trabalho estaremos
interessados no comportamento das soluges quando € — 0+, necessitaremos
ter um controle adequado das dependéncias das estimativas com respeito a
€.

Uma observacao importante é que, a rigor, todos os resultados apresenta-
dos neste trabalho sio vélidos apenas para o sistema (3) (exceto o resultado
sobre a existéncia local de solugdes que é também rigorosamente valido para
(2)). O ponto fundamental é que uma certa equivaléncia de normas para
as solugGes envolvidas também se torna crucial na obtengao dos resultados,
0 que somente conseguimos provar no caso de solugdes do sistema (3). No
entanto, os resultados se tornariam imediatamente validos caso se prove que
a equivaléncia de normas aludida acima é verdadeira (talvez de forma adap-
tada) para as solugdes de (2), o que conjecturamos ser verdade, sob certas
condi¢cbes. Portanto, j4 que considerar apenas o caso {3) ndo simplificaria
significativamente nem a argumentacao nem o cilculo das estimativas, decidi-
mos apresentar no capitulo referente ao controle das componentes verticais,
tanto a argumentagao quanto as computacdes para o caso ligeiramente mais
complexo de (2). Isto facilitard a extensdo dos resultados no caso de ser
provada a equivaléncia mencionada. Assim, nos lugares adequados haverd
referéncia a ambos os sistemas, com as ressalvas convenientes.

Finalmente, descreveremos de forma breve a organizagao do trabalho:

No primeiro capitulo, fixaremos a notagao e, para facilidade de referéncia,
apresentaremos alguns resultados que serdo utilizados no decorrer do tra-
balho. Também prepararemos o problema para a abordagem posterior, através
de uma mudanca de varidvel conveniente que tira a dependéncia do pardmetro
£ do dominio, passando-0 as equacGes.

No segundo capitulo, mostraremos a existéncia e a unicidade de solugdes
locais para o problema, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Schauder,
assim como Beirio da Veiga fez em [7]. Mediante algumas hipéteses adi-
cionals, necessarias para garantir a equivaléncia adequada de certas normas
das solugGes, mostraremos também a existéncia de solucdes globais para da-
dos pequenos.



No terceiro capitulo, definiremos as componentes horizontal e vertical de
uma solugao e mostraremos que para certas normas das componentes ver-
ticais valem estimativas de ordem ¢2. Isto garante seu decréscimo a zero &
medida em que o dominio tende a se tornar bidimensional (¢ — 0+-). Para
tal, usaremos fortemente o fato do problema ter condicGes periédicas para po-
dermos obter uma certa designaldade do tipo de Poincaré, com dependéncia
de € adequada que serd fundamental na demonstragdo da estimativa. Obte-
mos também o sistema reduzido bidimensional que corresponder4 caso limite
dee=0

No duarto capitulo, os resultado obtidos no capitulo anterior serdo uti-
lizados para estabelecer a existéncia de atratores {em um sentido fraco a
ser explicado no capitulo) para os problemas em dominios tridimensionais
finos (tais atratores serdo também conjuntos finos em normas adequadas)
e a sua a relagdo com o atrator correspondente para o problema reduzido
bidimensional. Estes atratores serdo comparados através da nocdo de semi-
continuidade superior. Abordaremos em primeiro lugar o caso auténomo,
isto &, consideraremos inicialmente 0 termo forcante (campo de forgas exter-
nas) independente de ¢. Depois, utilizando a nog¢do de Skew-Product Sems-
flow , estabeleceremos a comparagio entre os atratores para problemas nio
auténomos.



Capitulo 1: Preliminares

Neste trabalho estaremos estudando o seguinte sistema de equacdes difer-
enciais parciais nao lineares que governam o escoamento de um fluido incom-
pr%sfvel, Newtoniano, com densidade varidvel e difusio de massa em um
dominio fino descrito abaixo sob condigbes de contorno periddicas.

¢ [%I_J,(U.V)U] = p AU = A[U-VVC+(V(-V)U]= VP +Gem

divl =0 em {2,

%+U-V§=,\A¢ em S

U jimo=Uo({X,Y) para (X,Y) €

§ l=0=Co(X,Y) para (X,Y)€Q

U(X,Y) + bie, t) = U((X,Y),t) para i=1,2,3
U((X,Y) +¢ges,t) =U((X,Y), 1)

CX,Y) + Lie;, 1) = C((X,Y),t) para i=1,2,

L CUX,Y) +ees, t) = (((X, Y), 2),

(1.1)

com condicdes iniciais adequadas para U e (. Nestas equagOes temos I3 = 1,

(X,Y) € Q. = Q x (0,6) para Q = (0,44) x (0,05} e {e1,¢z,€3} é a base

candnica de JR.%. Portanto, X e Y denotam respectivamente as componentes

borizontal e vertical da varidvel independente espacial; I; e I3 sBo os perfodos
dados nas direc¢fes horizontais.

Como na Introducio, {, U e P denotam respectivamente a densidade,
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a velocidade e a pressio no fluido e G denota respectivamente (F' on F
dependendo de ser o campo de forgas externas ¥ dado por unidade de massa
ou unidade de volume (isto é, (1.1) corresponde respectivamente ao sistema
(2) ou (3) da Introducio).

Sem perda de generalidade para o que nos interessa, em todo este trabalho
estaremos supondo que 0 < < 1.

Este primeiro capitulo é dividido em duas secdes: a primeira dedica-se
a recordar alguns resultados que serdo utilizados no decorrer do trabalho; a
segunda segdo estabelece uma mudanga de varidvel que transforma o prob-
lema acima em um problema com dominio fixo e equagbes com pardmetro
variavel, preparando-o para a abordagem que serd feita nos demais capitulos.

1.1 Notacoes e Resultados Preliminares

Para facilidade de referéncia, apresentaremos a seguir uma série de resul-
tados que serdo 1iteis no decorrer do trabalho.

Usaremos as notagdes padroes para os espagos de Sobolev usuais: sendo
2 ¢ IR® um conjunto aberto ndo vazio, W™?(2) denota a classe das fungdes
que possuem derivadas no sentido de distribuigbes até ordem m que sejam
fungbes de LP(R2). Como é usual, quando p = 2, denotaremos H™(Q2) =
W™2(Q); H(Q) denota o subconjunto de H™(£)) em que se anulam em 85
no sentido de tragos (para 90 suficientemente regular).

Maiores informacbes sobre espagos de Sobolev podem ser encontradas,
por exemplo, em Adams [1].

Devido as condigOes de contorno do problema que estaremos analisando,
utilizaremos também espagos de Sobolev de fungGes periddicas. Assim, uti-
lizaremos as seguintes notagdes:

Dados niimeros estritamente positivos Iy,...,{,, chamamos o conjunto

D={z=(x,...,2,) e R*, 0<z; <l;, i=1,...,n} (1.2)

de cé€lula bdsica de periodos s, ..., ,.
A cada ponto z € IR™ associamos uma célula de perfodos I1,...,4,, D,
obtida. transladando de z a célula basica D: D, = z + D.



Dizemos que nma fungio v : IR® — IR ¢ D-periddica se u(zi,...,z; +
Liesy...,%p) = w(T1,. .oy Tiy--., %) Para ¢t = 1,...,n ¢ todo (Zy,...,%Za) €
IR*, onde {e;,...,e,} é a base candnica de R™.

Com as notagoes anteriores, denotamos por Wj%?(D) a classe das fungaes
D-periédicas tais que as suas restriges a qualquer célula periddica D, com
z € IR™ pertence a W™P(D,). Devido & periodicidade, pode-se tomar como
norma em W2#(D) o seguinte: |\ullwmrp) = |luplwms(p)-

Quando p = 2 denotaremos H%.(D) = W;(D). Como é usual, é
possivel neste caso trabalhar com uma norma equivalente, utilizando os co-
eficientes das séries de Fourier das fungBes envolvidas, via o Teorema de
Parseval.

Maiores informagoes sobre os espacos de Sobolev de funcbes periédicas

podem ser encontrados, por exemplo, em Temam [37).

A seguir enunciamos um lema que fornece uma desigualdade de inter-
polacdo que nos serd muito 1itil no decorrer de todo o trabalho. A primeira
parte do enunciado do lema, referente a espagos de Sobolev usuais, pode ser
encontrada em Tanabe [35], pagina 13; quanto A parte referente a espagos de
Sobolev de fungdes periodicas, comentaremos logo a seguir.

1.1.1 Lema Seja ) uma regido em IR® e qual é uniformemente regular de
classe C™. Sejam j um inteirc ndo negativo e p, v € {1, 00).

Se0<j<mep  —(m—Fnt <r ' < p7l, entdo W™P(2) C W™ (£2)
e existe uma constante C tal que para A =nm pt—r~' 4 jn') vale

lasllwsirey < 01|“H%vm.p(n)||””1;:;{?z)-

O mesmo resultado vale para os correspondentes espagos de Sobolev para
classes de fungdes periddicas, Wjsi(D), onde D € o célula bdsica do periodo.

Prova: Como a prova da primeira parte pode ser encontrads em outros
textos, faremos apenas os comentarios suficientes para provar a segunda.
De fato, a iltima afirmacio do lema é consequéncia da anterior; basta tomar
uma dominio adequado D C  suficientemente regular; aplicar o resultado da
afirmagdo anterior com € no lugar de Q e utilizar a periodicidade das fungdes
envolvidas para obter a desigualdade correspondente com uma constante que
¢ a constante obtida com () multiplicada pelo nimero de células imediata-
mente vizinhas & célula D (niimero que depende apenas da dimensdo). O



A seguir enunciaremos os principios de maximo para equagtes parabdlicas
que nos auxiliaro na limitagdo da densidade no Capitulo 2. Estaremos
baseados em Friedman [15], pdgina 34 e seguintes.

Considere o operador diferencial parcial lipear cuja expressio é:

" &y n Ju du
1 J T

em um dominio (n + 1)-dimensional 4. Suponhamos que L satisfaga as
seguintes hipétese:

(A} L é um operador parabolico em A, isto é, para todo (z,%) € A e para
todo vetor real { # 0 se tem que I7;_;a:5(z, £)G(; > 0.

(B) Os coeficientes de L sdo fungbes continuas em 4.
(C) cfz,t) < Dem A

Dado um ponto (zy, 5} € A, definamos também o subconjunto S(xp, tg) C
A formado pelos pontos (z,t) € A que possam ser conectados a (g, fo) por
uma curva continua totalmente contida em A e tal que Se a percorrermos
partindo do ponto (z,1) até ponto (zg,%,), a coordenada ¢ é ndo decrescente.
Nestas condigGes, vale o seguinte principio do méximo forte:

1.1.2 Teorema Supenhamos que para o operador (1.3) valham as condigdes
(A), (B) e (C) anteriores. Entdo, se L{u) > 0 (L{u) < 0) em D ¢ se u tem
em D um mdximo positivo {minimo negativo), o qual é assumido em um
ponto (39, %) € A, entdo u{z,t) = u(xg,ty) para todo (z,1) € S(xo, to), onde
S{zg,ty) € 0 subconjunto definido acima.

Enunciemos agora alguns resultados sobre um problema que é um caso
especial do operador (1.3}, mas que nos serd muito 4til nos capitulos futuros.

Sendo D definido como em (1.2), no lema abaixo, Cgo (D) denotari a
classe das fungdes em C(R") que sdo D-periddicas; Cog (D x [0,77) deno-
tard a classe das funcdes em C(IR" x [0, T]) tais que para cada ¢ € [0,T] se
tem que u(.,t) € Cper (D).



1.1.3 Lema Considere aij, t,j = 1,...,n constanies reais tais que para
todo vetor real ¢ # 0 vale que X7 ;_,a:;G(; > 0 e fungdes b € C, (D x[0,T1),
i=1,...,n eug € C.(D). Entdo, o seguinte problema de Cauchy:

ou Su 8%u
—_— En_ bﬁ‘ —_— 1_‘,_ o ——
g+ Tmbile g -~ Ty Fritm, O

'L&(.‘B, 0) = Ug-

tem uma Unica solucdo cldssica u € C%.(D x [0,T]). Além disso, se 6 <
m < uo(x) < M para todo z, entdo também para todo (z,t) vale que

m < u{z,t) < M. (1.4)
A solugdo aludida actma € a solugdo do problema de contorno periddico:
Ou Ou. u
T AT b, e — BT G =
at + =1 ‘(m? t) axi El,j‘—la 3 613;‘6333'
u{z + Lie;,t) = u(z,t),i=1,...,n,Vz € R".
ufz, 0) = uy.

Prova A existéncia de uma solugao D-periddica fraca pode ser facilmente
obtida utilizando-se, por exemplo, o método de Faedo-Galerkin. A unicidade
de tal solugdo pode ser obtida facilmente de forma usual: supondo que ex-
istam duas soluces, basta subtrair as equagbes correspondentes, multiplicar
pela a diferenca das solugbes e entdo integrar em D), utilizando o fato de
as solugGes serem periédicas e fazendo as compensagoes usuais. Resultados
classicos de regularidade parabélica fornecem entio que esta solucio tem a
regularidade enunciada. A 1ltima afirmagfo é ébvia das definicGes.

Assim, resta apenas provar que m < u < M. Para isto suponhamos por
contradigao que (1.4) nfo seja verdadeira. Entdo, se

M = max{u(z, t), (z,t) € R*x[0, T} = max{u(z,t), (z,1) € Dx[0,T]} > M >0,

temos que u(xq, &) = M para algum (zg,%0), com to > 0. Porém, podemos
aplicar ¢ Principio de Maximo Forte (Lema 1.1.2) e nestas condigdes o con-
junto S(xo,ts) a que se refere o lema é o conjunto R* x (0,%). Portanto,
o lema implica que u(z,t) = M para todo (z,£) € R™® X (0,%,]. Por con-
tinuidade temos entdo que ug(z) = M > M, o que contradiz a hipétese sobre
ug e, portanto, u{z,t) < M.
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Se por outro lado tivermos:

7 = min{u(z, t), (z,t) € R" x [0, T} = min{u(z, t), (z,t) € Dx[0,T]} < m,

consideremos a fungéo @(z,t) = u{z,t) — m. Entao, & também é D-periddica
e satisfaz exatamente a mesma equagio que u, com condigdo inicial #(z, 0) =
ug{z) — m > 0. Neste caso, temos que

min{i(z,t), (z,t) € R*x[0,T1} = min{@(z,t}, (z,t) € Dx[0,T]} = m—m < 0,

e, portanto, @(z1,%1) = 7 — m para algum (ry,%), com £; > 0. Outra vez
podemos aplicar o Principio de Méaximo Forte (Lema 1.1.2) e S{z1,4;) é o
conjunto R"x (0,%;]. Portanto, o lema implica que &(z, ) = i —m para todo
(z,t) € R*x (0, t;]. Por continuidade termos entdo que %(z,0) = m—m < 0,
o que contradiz a hipdtese sobre uy e, portanto, m < u(z, ). |

Um resultado andlogo ac anterior vale com menos regularidade nos dados
do problema. De fato, temos:

1.1.4 Lema Considere asj, ©,§ = 1,...,n constantes reass tais que para
todo vetor real ¢ # 0 vale que I7,_;045G(; > 0 e funcdes ; € L2(0, T H;GT(D)),
i=1,...,n euy € L2, (D). Suponhamos além disso que div (by,...,b;) = 0.

'per
Entdo, o sequinte problema de Cauchy:
a’& n au " 82'&
i T o g~ Mt gy g = (1.5)
u(x, 0) = up.

tem wma tnica solucdo generalizada u € L2(0,T; H_,.(D)). Além disso, se
0 < m < up{z) < M parg todo z, entdo também para todo {x,t) vale que

m < u(z,t) < M. (1.6)

A solucdo aludida acima € a solucdo generalizada do problema de contorno
periddico:
Ju ., Ou n Fu
Bt + T bi(z, 1) B Ei,j:lazgm =
u(z + e, t) = u(z,1),i=1,...,n,Yz € R~
ru’(:c: 0) = r"-"‘0("‘3)

11



Prova: A existéncia e unicidade de solucdes generalizadas se faz analoga-
mente a0 caso anterior. Provaremos apenas (1.6).

Considere € > 0 e funcdes b € Cgg, (D % [0,T) e u§ € CX,.(D) tais que,
quando € — O+ temos bf — b; em L*(0,T; H,,,(D)); div é%,.. L BE) = 0
u§ — ug em Lf,er(D); 0 < m. < u§(x) < M, (para ¢ > 0 suficientemente
pequeno) e m, — me M, — M. Tais funcdes podem ser obtidas por exem-
plo tomando a convolugdo de b; e up com um nicleo regularizante (mollifier)
adequado.

Considere agora, conforme o Lema (1.1.3), as solugbes u, € Cpi (D X
[0,T]) do problema seguinte:

Fue n e Bu, T 32'u€
w + X b6z, t)a; - Zijzlaijm =0 (1.7)
ue(z,0) = u§.

Do resultado do Lema (1.1.3), sabemos que para todo € suficientemente pe-
queno 0 < m, < u.(z,t) < M,. Portanto, das informacdes sobre m, e M.,
concluimos que para obtermos o resultado desejado basta mostrarmos que ao
longo de alguma sequéncia ¢ - 0+ teremos u,, — u q.t.p. em D x (0, T).
Para isto, subtraimos a equagéo (1.5) da equacao (1.7); multiplicamos {u—
Ue); integramos em D e fazemos algumas integragdes por partes, utilizando
o fato de que div (bs,...,b,) =0e div(F,...,b) = 0 e que as solugdes sao
D-periddicas. Fazendo as compensagtes usuais, obtemos finalmente:

Mﬂ

H“‘“e”%m(u,ﬂumn 4] |Vu—Vu l%S(D,T;LZ(D)) b é—pﬂmllbf—bf | |§2(a,r;r,2(p))-

Isto implica em particular que quando € — 0+, temos que ||u—u.|jzzpx07)) =
0, e, portanto, ao longo de uma subsequéncia & —» 0+ teremos u,, — v« q.t.p.
em D x (0,T) e portanto m < u(z,t) < M q.t.p. em D x (0,7). 0

Enunciamos a seguir uma versio o Teorema do Ponto Fixo de Schauder,
cuja demonstragio pode ser encountrada por exemplo em [14], pigina 171.
Este resultado serd utilizado no Capitulo 2, na prova da existéncia de solugdes
locais do nosso problema.

1.1.5 Teorema

Sejam S wm conjunto convezo fechado num espaco de BanachY eT um
operador continuo de S em Y tal que TS estd contido em S e 0 fecho de TS
€ compacto em Y. Enido T possut um ponio fixo em 5.
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O teorema apresentado a segnir estd demonstrado em [6], pigina 331, ele
fornece condigtes para a existéncia de atrator para um semigrupo continno
e serd utilizado no Capitulo 4.

1.1.6 Teorema

Seja {S(t) : t = 0 : E} um semigrupo de operadores contfnuos em E,
espago métrico. Vamos supor que existe um aberto U C E e um conjunto
limitado B, absorvente em U. Se S(t) for uniformemente compacio para
t grande ento o conjunto w-limite de By € o atrator global que atrai os
limitados de U.

Apresentamos agora uma versao do Lema de Gronwall que serd utilizado
repetidas vezes no decorrer do trabalho. Extraimos tal lema de [37], pagina
18.

) N dy 1 . dy
1.1.7 Lema Sejam funcdes y, —, a. e 8 € L, (ta, 00} satisfazendo — <

N dt dt
a + 0y. Entdo, parat > ty tem-se que

y(t) < y(0) exp {ft: 6(7) d'r} + /: a(s) exp {[9(?) d;r} ds.

0

1.2 Preparacao do Problema

Nesta se¢io prepararemos o problema para a anélise propriamente dita proce-
dendo de forma aniloga a, por exemplo, [29]. O objetivo é o de, através
uma adequada mudanca de varidveis independentes, transferir a influéncia
do pardmetro ¢ do dominio original para a novas equacgdes. Tal mudanca de
varidveis é a seguninte:
Xy = X,‘ , i = i, 2
y=€eY

Observemos que esta mudanca transforma o dominio {2, em

Q= Qx (0,1). (1.8)
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Explicitemos agora como ela atua sobre as fungdes (, ¥ e P, e sobre suas
derivadas, introduzinde também as correspondentes fungGes u, g, pe f, e
também as notagdes V., N, e div..

U(X11X2:Y) = u(Xl) X2) S_IY) = u(m1a$2: y)
C(X1, X2, Y) = 0(Xy, Xp,671Y) = g(z1, T2, y)
P(Xl',- X?) Y) = p(X17X2) s_-lY) = p(mla Lo, y)
F(Xl'.l X21Y) = f(X17X2) E_IY) —_ f(mla T, y)
oU  Ou Oz i"’_ i =
BX,' - BI,' 3X,j - 633,‘, -

U _budy 10u
oY ~ Gy dY ~ e &y’

1,2,

U _ @ U\ & Ouy BPu 19 ie19
8X;X; ~ 8X; \8X;] 0X; \0x;/ ~ Omz;” T 55
U _ 9 (U)_ 9 (1ow) 18 .,
0X,Y 90X, \dY ) 8X; \edy) edxy 7
FU_ 0 (U)_ 8 (1tu)_1&u
gv2 "~ gy \fY ) 6V £ Oy “Ezayg-

Portanto, temos

VU_(.al v _‘?2)_(3” Oz Ou Ozy 8_u_3_y)
TN9X,'8X, 8Y T ‘Oz, 8X, 810 8Xy Oy BY

T\ 8z 8z," By

. ou Ou 10u
dlvU-V-U#VE-u—%I B$2+66y
_6‘2U+82U+82U_82u+32u+i(1§3)
T 8X? ' 8X2 T OY?: Ost 813 Y cdy

AU
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Py Pu 10%

=t gt s
527 " 023 " 22 oy

Como estas expresses serdo muito utilizadas, para facilidade de referéncia,
destacamos abaixo as seguintes notagoes.

Vous (g& Ry 5%) w9

diveu= ot et Lo (110)

b= T e 3o (1.11)
Ou sgja, A, u= Dz u+ égz—;; onde Ay u= ‘32_;;_,_%

Utilizando estes resnltados, (1.1) se transforma nos seguintes problemas
que serdo os objetos das nossas consideragtes matemaéticas a partir de agora.
Quando G = (F, o problema (1.1) se transforma no problema

r .
2 l:d_u + (u : VEU)J —A [(u ' VE)V£Q+ (VEQ ) VE) {u’] = pleu+Vep+ of

dt
diveu =0
g
EQ+U'VEQ=AAEQ

u({z,y) + lie;, 1) = ul(z,9),1) 1= 1,2,3
9((37: y) +1; ei:t) = 9((557 y):t) t=1,2,3

u((ma y)r 0) = uO(x) y)r

\ 9((:5: y)so) = 90(3:1 y)
(1.12)
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Quando G = F, temos o problema,

( Jd
) [d_: +(u Ve“)l —AM(u-Ve)Vee+ (Veg - Ve)ul = pAcu+ Vep + f

div.u=0
8
§+u-v€g=)\aeg

T u((z,y) +lie,t) = ul(z,y),1) i=1,2,3
Q((ma y) + l‘i ei:t) == Q((ma y)at) 1= 1:2:3

u((z,y),0) = up(z, ),

L o((z,9),0) = eo(z, ).
(1.13)

Aqui, como antes, {3 = 1 e {e1,e,e3} é a base candnica de R® e V., A,
e div. siio as expressOes definidas em (1.9), (1.11) e (1.10). Explicitamos
também as condigOes iniciais adequadas acs problemas.

Mais uma vez observamos que passamos de um problema com equagdes
fixas em um dominio dependente de um pardmetro para problemas em um
dominio fixo (em ), mas com equacdes dependentes de um parametro .

Como em [29], devido A presenca nas equagdes do parimetro £ e & neces-
sidade de um controle adequado das normas das solugbes quando € — 04 e
também porque ocorre uma modificagdo no operador divergente natural ao
problema, os espagos funcionais convenientes no nosso caso devem ser difer-
entes daqueles usualmente utilizados com as cléssicas de Navier-Stokes. Em
particular, os espacos de Sobolev subjacentes também devem ter suas normas
alteradas, levando em conta a dependéncia com respeito a €.

Para introduzir tais espagos, definamos antes os operadores diferenciais

basicos D?u adequados & mudanga de varidveis anterior. Neles, cada derivada

em relagio a terceira varidvel serd multiplicada pelo fator €™':

1 1 el
& 44 e [+
D&y = Dy 1D22€-—-—G3 T o7 525 525 Gy ©. (1.14)
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_ Além disso, como estaremos sempre com o mesmo §! e sempre com fungoes
(3-periédicas, por simplicidade omitiremos nas notacdes dos espagos fun-
cionais que se seguem tanto a sua dependéncia com respeito a este conjunto
quanto o subindice per que estdvamos utilizando anteriormente para espacos
de fungGes periddicas.

1.2.1 Definicdo
Sendo 2 a célula periddica basica definida em (1.8), definimos o espaco
funcional

W™ = {y: R® - R, u é {i-peribdica e D%u € L7($},),0 <| & |< m},

onde ), =z + fl, com & norma

1

P

]|l ymr = { > ||D§u|]ip(ﬁ}} para 1 < p < 0.
0<fa|<m
Quando p = 2, denotamos
HP = W2,
o qual é um espago de Hilbert com produto interno dado para u, v € H® por
('u., ’U)H;n = 2|a!5m (Dfu, D:U)Lz(ﬁ)'

Também necessitaremos do seguinte subespago de H¥, formado por fungtes
com média zero:

HE, = {ue HE, [ﬂ u(z, y) de dy = 0}. (1.15)

A extensdo para fungoes com valores veforiais é obviamente a seguinte:
1.2.2 Definicao
(W) = WP x WP x W,
com norma de u = (uy, Uz, us) dada por

[l qwmeys = [Jusllwme + [fualwme + [|lusllwme.
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Para simplificar a notagao, j4 que do contexto ficara claro a que estaremos
nos referindo, no texto gue se segue, vamos denotar esta norma simplesmente

por | - {lwre.

1.2.3 Observagao
A equagéo da densidade (que é a mesma tanto para o problema (1.12)
quanto para o problema (1.13) formalmente implica que a média da densidade
sobre a célula bdsica é constante.
De fato, da equagio da densidade, das definigdes de div.u, Vcue Aju e
do fato de que div 4 = 0, temos que
do

a——u-VEQ+/\AEQ=divE(—u-Q—i—)«Veg).

Integrando sobre {2, utilizando o teorema da divergéncia e utilizando as

- . , d
condicés de contorno periddicas, concluimos que 7 j{; o(s} ds = 0. Portanto,
a média de ¢ no instante ¢ é sempre igual a:

1 1
my(t) @) Ja o(z, 9, 1) i) Js go(z,y) dzdy = By
E natural impor, como faremos no préximo capitulo, que para cada t € {0, 7]
o(.,t) — 8y € HT (0 espago definido em (1.15)).

Como em capitulos futuros estaremos fazendo £ — 0+, serd importante
notar como as constantes correspondentes as imersdes de espagos de Sobolev
dependem de ¢. Neste sentido a observagdo abaixo serd bastante 1til.

1.2.4 Observacgao
Como 0 < £ <1, das definices, temos que HD‘*uHip(ﬂ) < 1|D§‘u|\’£p{ﬁ).
Portanto, temos sempre que ||ullyme@ < ||lullwyr e, quando valer uma
imersao de Wm2(() em L2((2), também teremos que W™P estard imerso em
L2(2). Além disso, a desigualdade correspondente entre as normas respecti-
vas valerd com uma constante C' = C{({2) de imersio que é independente de
£, pois

[ellzey <€ Clivllwme@ < Cllullwes.
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Na observagio seguinte, sdo indicadas algumas equivaléncias de norma
que valem em HY e serdo importantes no decorrer do trabalho.

1.2.5 Observacao

Ii - ”Hz é equivalente a || A, “52(9) em HZ,
Il € oquivalente a [V, A, - sy em B2,

De fato, seja 0 € Hy, com m = 2 ou m = 3. Como ¢ tem média zero em
2, podemos aplicar a desigualdade de Poincaré ([13], pagina 275) e concluir
que:

lloliza@y < KlIVoll 2@y < KilVe ol (1.16)

onde K = K({2) é independente de &, como em (1.2.4).

Além disso, lembramos que podemos expressar o € H[|, por sua série de
Fourier. Denotando a; = I;1, 1 < ¢ < 3, onde {; é o periodo na direcio e;
(lembramos gue NO nosso caso temos Iy = a3 = 1), para z € t) temos que

o(2) = Y oo (1.17)
keZ3

onde denotamos também ke = (klal, ksag, ksas). Lembramos que os coefi-
cientes de Fourier sio dados por 0% = a,a3a3 [5 0(¢) e~ 2™*24d( e que quando
o € H temos que ¢(**% = 0, pois a média de o é nula.

Utilizando a Identidade de Parseval, temos entao

2|o|
”U”H'“ = {a:10003) ™" Z Z (2m)%el (k10'1 +ky+ a2+ -k3a3) Fads

[a]<m kecZ3

onde, como observamos acima, o termo referente a k = (0,0, 0) é nulo.
Assim, podemos obter a equivaléncia desejada, pois

lolize, = (a10208)7" Zjaj<z Lezs (2m)2 (k101 + ka2 + Lksa5)2 |02
< (010203) ' (27)* e zs (k101 + koo + Lhsag)|o®)?
< (@1a203) 72 (27)*16 S yeze (KPa? + K303 + 53k3a3) Cals
= 16]|A, Gll%’(ﬁ)'
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e também

“JHEIS,D = (816203) ™" ¥jai<s Lrezs (2) 2 (k101 + kpap + Lksas)?elo®|?

< (a1a203) 71 (27) Treza(kr01 + kot + Lkas)®lo*|?
< (@10203) 7 (2m)°16 - Trezs(kial + k33 + Hk3a)?(kuay + kaga + Lhsas)?|o*(?

= 16V, Ae 0|12 -

Como as desigualdades opostas sao triviais, temos as equivaléncias enunci-
adas.

Definiremos a seguir os espagos funcionais que serdo associados & veloci-
dade como em Raugel e Sell [29].

1.2.6 Definicdo

(i) Seja C35 0 (€2) a classe das fungBes {)-periddicas C™ e tais que suas re-
strigoes ao fecho de £} tenham suporte contido em §, definimos

Opere = {U € (ng,.,o(ﬂ))% div,u =0 em fl}
(ii) H, ¢ definido como o fecho de ., em (L3(Q))2.
(ii) V. é definido como o fecho de Sper,, em (H1())3.

Como no caso das equagdes de Navier-Stokes classicas (veja, por exemplo,
Temam [37], para o caso periddice, ou Temam [36], para outro casos), neces-
sitaremos também do correspondente projetor de Helmholtz e do operador
de Stokes:

1.2.7 Definigio
Denotaremos por P. o projetor de Helmholtz associado a H,, isto é,
P, é definido como a projecio ortogonal de L2((2) sobre H..

Como em Raugel e Sell [29], vale a importante propriedade que H' =
{V:p:pe€ H}} e, portanto,

P.(V.p) =0 parap € H] (1.18)
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1.2.8 Defini¢do
Denotaremos por A, o operador de Stokes definido por

A, =-P.A, : D(A,) C H, — H.,

com dominio D(A.) = H, N (HZ%)3.

Uma propriedade importante, que é vilida para condigbes de contorno
periddicas, como é o Dosso caso, e que pode ser verificada facilmente uti-
lizando série de Fourier, é que

Acu= —A.uparau € D(A,) (1.19)

1.2.9 Observacao

Observamos que, tanto na situagdo das equagtes de Navier-Stokes cldssicas
(densidade constante) com condigbes de contorno periédicas para a veloci-
dade, como é o caso de Raugel e Sell [29] e no gual pode-se trabalhar com
espagos de velocidade de média zero, quanto na situagdo das equagbes de
Navier-Stokes com densidade varidvel e difusio de massa, mas em dominios
limitados e condicdo de contorno do tipo Dirichlet homogénea para a veloci-
dade e do tipo Neumann homoggnea para a densidade, como & o caso de
Beirdo da Veiga em [7], pode-se aplicar a desigualdade de Poincaré e se uti-
lizar entdo da equivaléncia entre |jullv; e ||V ul| @) paraa velocidade u € V,
onde V; é o correspondente espago das velocidades naqueles trabalhos.

No caso dos problemas deste trabalho, ndc temos condigdes de fronteira
do tipo Dirichlet para a velocidade e, embora estejamos com condigdes de
contorno periddicas, devido as nao linearidades decorrentes do acoplamento
com a densidade, nao podemos garantir em geral que, com algum ajusta-
mento, a velocidade tera média zero. Assim, nfo é possivel trabalhar desde o
inicio com um espago de velocidades com média zero como em Raugel e Sell
[29], e néo dispomos a priori de uma desigualdade do tipo Poincaré. Por-
tanto, temos que trabalhar com um espaco de velocidades sem média zero,
como na Definicio 1.2.6, ¢ neles nio temos a equivaléncia de normas descrita
anteriormente.

Assim, na Se¢do 2.1, deveremos mostrar a existéncia de solugoes locais
utilizando para o espago V; a norma usual de H], isto é,
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Hlulls, = "”“iz{ﬁ) + (Ve ullZ2q)-
Por outro lado, em HZ2 ou (H2)?, poderemos trabalhar com a norma

Hul

onde u é um elemento desses espacos, uma vez que as condigdes periddicas
permitem limitar {|Ve ul| 2@y e | DZullpag, onde a = (on,00,03) € (V)3
tal que {of = o1 + a2 + a3 = 2, em funcdo de {|Acullz2g).

7z = |lullZag) + 12 wllZag),

Isto serd provado a seguir. Antes queremos observar gue como cob-
sequéncia deste fato e devido & propriedade descrita em (1.19), em D(A,) =
H. N (H%)®, podemos trabalbar com a norma

HUHQHE = ”u“iz(ﬁ) + ”Aeu“iﬂ(ﬁ):

Para provar a afirmagso, tomamos u € (HZ)® e consideremos a sua série
de Fourier. Usando a mesma notagéo que em {1.17), para 2z € §2, temos

u(z) — z uk ez-.-rika-z_
ke Z3

Assim,

. 1 .
Veu(z) = Z (273) (klal, kaay, " kaas) . g2mikaz

kezZs

e, portanto,

(kﬂll, kza-g, %kaﬂlg) . 'U:kr

Ve ””%2(9) = 47%(a10203) " Lrezo
< 47%(a10203) " Treze (k2a? + Riod + Skjad) |utf?

2
< 1672(a100a3) 'maz{ar’, 07", 03} Theze (kfa% + ka2 + E%k%a%) |52
= mam{afla ai-iaa'gl} “Asu“iz(ﬁ)'
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Agora, sendo @ = (o, @, a3) € (IV)3 tal que |a| = a; + ay + a3 = 2,
temos

2
ID2u(@)ag) = (010208) ™" Tpezs(2m)t |((kra1)®, (kaaz)e, (ksas)) - u¥|
< 1674 (a10203) 1 $pezs (k%a% + kZaZ + -E—lgkga'g’)z lu¥|?

= ”Asu”iz{ﬁ)'

Para finalizar este capitulo, gostarfamos de comentar que a falta da
equivaléncia entre as normas indicadas na Observacao 1.2.9 implica que
teremos maiores dificuldades em provar um teorema de existéncia local de
solugbes para os nossos problemas. Além disso, somente conseguiremos obter
um teorema de existéncia global assumindo certas restrigds, a serem descritas
no préximo capitulo, sobre o campo de forcas f e sobre os dados iniciais. A
demonstracio do resultado de existéncia global no tempo ser4 possivel porque
sob tais condigCes seremos capazes de provar que para as solugtes locais, cuja
existéncia j4 estd garantida, valers a equivaléncia requerida de normas, emb-
ora tal equivaléncia continue sem valer em geral para fungées arbitrarias no
nosso espago funcional das velocidades.
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Capitulo 2: Existéncia de
Solucoes

Este capitulo é composto de duas se¢des. Na primeira delas estabelecemos
a existéncia de solugao local para o problema (1.12) e (1.13), bem como a
prova da unicidade de tais solugSes. A segunda segfo serd dedicada & prova
da existéncia de solugdo global para dados iniciais suficientemente pequenos,
mediante hip6teses adicionais. Como j4 foi mencionado no capitulo anterior,
tais hip6teses nos permitirdo estabelecer a equivaléncia entre || - |ig e ||V,
|2 para a solugbes locais, permitindo que obtenhamos o resultado de
existencia global.

2.1 Existéncia de Solugoes Locais

Esta segdo serd dedicada a mostrar a existéncia de solugio local no tempo
para o problema (1.12) (bem como para o problema (1.13))

Como ji fol observado anteriormente, Beirao da Veiga mostrou em [7]
a existéncia de solucbes locais de um problema semelhante ao abordado
neste trabalbo, mas com condigbes de contorno do tipo de Dirichlet ho-
mogénea para a velocidade e do tipo de Neumann homogénea para a densi-
dade (convém observar que Beirfo da Veiga néo estuda o caso de dominios
finos).

Como ndo temos em geral no nosso caso a equivaléncia entre || - |lm e
(Ve - ll 2@ em Vi, teremos que usar para este espago a norma || - || g; tal que
(RIFIE Hig(ﬁ)H]VE 2, ) Portanto, teremos a preocupacao de controlar
lleel| £2¢)» © que ndo era necessério na situagio abordada por Beirdo da Veiga.
Além disso, para uso nos capitulos seguintes, nos quais queremos obter o
comportamento das solugdes quando ¢ — 0+, ao obtermos as estimativas
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para as normas, teremos que controlar suas dependéncias com respeito a ¢.

Para mostrarmos a existéncia de solugGes locais, utilizaremos argumentos
de pontos fixos, construindo adequadamente um conjunto X em um certo
espaco de funcoes e um operador ® : K — K, para intervalos de tempo
suficientemente pequenos, para qual poderemos aplicar o Teorema do Ponto
Fixo de Schauder (1.1.5), e cujos pontos fixos correspondem as solugdes de
(1.12) (ou (1.13})

O operador & atuard em um subconjunto adequado do produto cartesiano
do espaco funcional das velocidades pelo espagc funcional da densidade e
sera definido através de linearizagtes adequadas de cada uma das equages
presentes em (1.12).

Formalmente, ele serd definido como se segue:

2.1.1 Definicdo Considere fixados dados iniciais ug, gy, € um campo de
forcas f(t) definido em [0, 7], com regularidades a serem explicitadas poste-
riorente, e suponhamos que sejam fornecidos uma velocidade T e uma densi-
dade 3. Definiremos entfo o operador

&%, 2) = (u, 0),
onde o par (u, p) serd a solucdo do sistema:
%—E—E-VEg:/\Asg em §2

ol(z, y) + e, t) = o((z,9), 1), i=1,2,3
o(z, y,0) = alz,y)
e o ey e
J ga»~,u/_\gu:—g(u-Ve)u—l—)\[(u-VS)VEg
+(V. 0V )0 — Ve.p+ of em Q
diveu =0 em

u((z,y) + Lei,t) = u((x,9),8), i=1,2,3

u{z, ¥, 0) = uo(z,y).
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Lembramos que, neste caso, pela definicao de €2, temos I3 = 1.

Observe que a primeira das equagbes diferenciais parciais acima € de-
sacoplada da segunda. Uma vez que ela seja resolvida, obteremos g, que
serd entdo usado como um dado na segunda equagio, que fornecerd entdo
u. Isto separa as dificuldades em dois blocos e sugere que devemos estudar
separadamente cada um dos problemas correspondentes as equagbes acima.
Isto serd feito mais adiante nesta segéo.

Também é ébvio que um ponto fixo de ®, isto é, um par (u, o) tal que
®(u, ) = (u, g), serd uma solucio do nosso problema.

Adiantamos que o conjunto K no qual o ponto fixo serd procurado seri
da forma K = K;(T™) x K(T*), onde

+ du
o) = {u u(,0) = oy [l + ol + |5 ey < )
(2.1)

Ky(T*) = {Q; (., 0} = oo, lle— é“o”%,m(u,:"-,ﬁg‘,,) +lle - 50“%2(0,9"-,33'0)

Hi (e~ @y < )
(2.2)
com constantes estritamente positivas 7”, R; e R, independentes de ¢ a
serem precisadas no decorrer do argumento. Destacamos em particular na
notagdo acima a varidvel T*, que deverd ser escolhida tal que 7™ < T e
suficientemente pequeno para garantir que ® : K — K.

Em K, gy = rT{lf'ﬁ fs ooz, v) dzdy é a média de gy na célula basica. Além

disso, como veremos, este K terd as propriedades desejadas desde que T > 0
seja suficientemente pequeno.

Iniciemos demonstrando um lema que fornece resultados sobre a primeira
das equacoes anteriores.

2.1.2 Lema Sejam dados
Qgeﬂf tal gue 0 <m < gg < M,
@ e L=(0,T, H:Yn L*(0,T, H?)

e consideremos o problema
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%%—E-Vﬂg:/\asg

oz, y) +liei,t) = ol(z,9),t), i=1,2,3
o(z,y,0) = av(z,7)-
Entdo existe uma tinica solugdo o deste problema tal que

(2.3)

- 0 .
2— 0o € Lm(oi T: Hsg,u) N L2(0: T: Hsa,o) € 'a-i,(l'? - QG) € Lz(oy T: HEI,D)f

onde Jy = }}';Tls'ﬁ Ja 00(z,y) dzdy é a média de gy na célula bdsica. De fato, se
tem que p — o € C(0,T, HZ,).

Além disso, ternos também que
m<o<M (2.4)

e, se T € K, onde K; € o conjunto definido em (2.1), vale a estimativa

. . d -
o=l mmz o= Golao gy 15 (0= B Eommsy < ACHRD (1427
i (2.5}
onde A e B sdo constantes positivas dependendo apenas de 2, ) e || Aq | L2(53)"
Em particular, para 0 < T* < T, se T € K (T*) ¢ se Rzg da definicdo
(2.2) do conjunto Ky(T*) for tomado tal que A(1+R?)(1+€%1) < R2, entdo
teremos g € Ko(T™).

Prova:

A existéncia de solucdo deste problema linear com as regularidades in-
dicadas pode ser obtida de forma padrio tal como indicamos em (1.1.3) ou
(1.1.4). Além disso, o fato de que m < p < M é consequéncia imediata do

Lema 1.1.4.
Assim, nos concentraremos na prova da estimativa (2.5). Para isto, seja
o= ¢ — Do
Observamos que se g satisfaz o problema (2.3) entdo o satisfaz o seguinte:

%%+‘13-VEJ=AAEJ

0((117, y) + 1 ei:t) = 0’((17, y)?t)! 1=1,2,3
G'(!l?,y,ﬂ) = aﬂ(xiy) = go(a:,y) — 0o

(2.6)
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Aplicando A, i primeira equacdo de (2.6) e tomando o produto internc da
equacao resultante com A, g, obtemos

(AE A50)+( - Veo],A0) = A(A Ao, A o).

Como (A, [A AE o— (T - Vo), Ae0) = ~(Ve Mo — (B Ve 0)], Ve AL o),
obtemos:

id _
E&HAEUH 2(Q)+M|V AW 0'”1,2(9) < (V.[@-V.o], V. A, )|

< (Ve E||L4(f1) "VE 0'”1,4(5'1) -+ Hﬁ”mﬂ{ﬁ) {FAW Uan(fz)) Ve A C’“m(ﬁ}-

Agora, pelas imersdes H(Q) em L*()) e H2(Q) em L®(Q) (veja a Ob-
servacao 1.2.4), e usando a desigualdade de H6lder, temos:

d
g!i&ollim+>«iIVsAaauiz@ ||u1|m 1Acolllag @D

Assim, usando o Lema de Gronwall (Lema 1.1.7), obtemos que para 0 <
t<T

VAo (@)l agy < 1A (O)as, ezp { i 22 () Gz dr)

20 '
< 180 0 (O)|oasy ezp | 5 laommy |-
e, portanto, temos

HO'HC{GTH%) < A g (0172 emp{zf ”ﬁ”%ﬂ{n,nﬂz}}- (2-8)

Integrando (2.7) no tempo e utilizando esta dltima estimativa, obtemos
também que

2C
)‘/ HV L O'HLzm)dti lIAEa(O)Ile(g)+ HUHC(OTH%)”UHH{GT,H?):
ou seja,
20
”U|1L2(DTH30) << “Ae g (0)[Z2e t2 “U“C(OTH%) lalizeormzy  (29)
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Tomando agora V. aplicado & equagio (2.3), temos:
v, (%) LV, (3-Veo) = AV, A0,

Assim, usando as imersdes de H2({2) em L=(Q) e HL(Q) em L*(Q) ( veja
a Observagio 1.2.4), obtemos:

do
ve (d?)

onde C é a constante decorrente das imersges.
Logo, temos

S Ve Be oz + Ol Vel gy Ve ol

w2, + C|[Elm |Acolla

L)

< (A+2C |[l{ez)

lo “H‘:‘,U

do
di

< (A+2C |[Elcor,an) lloflzzerms ). (2.10)
L2013 )

Portanto, usando (2.8),(2.9) ¢(2.10), usando o fato de que @ € K;(T™) e
simplificando, obtemos (2.5). |
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No lema a seguir obteremos estimativas para a velocidade.

2.1.3 Lema Sejam T e ¢ como no Lema (2.1.2) e consideremos o problema

Q'aatﬁ_ﬂAsu'}'vsp:_Q(ﬁ'va )ﬁ

+A[(@- Ve)Veo+ (Ve g Ve )l + of (2.11)
u((z, y) + beiy t) = ul(z,9),1), i=1,2,8
u(z,y,0) = uo(z, y).

Entéo existe solucio v € L*(0, T, V. )NL*(0, T, D(A.)), %—1: € L*(0,T, H,)
para este problema. De fato, nestas condigdes se tem que u € C(0,7, V)

Além disso, para 0 < T* < min{T,1}, vale o seguinte: fizemos R; > 0
na definigo (2.1) do conjunto K1(T™) e tomemos Ry na definigdo (2.2) do
conjunto Ko(T*) tal que A(1+R})(1+e®™) < R, onde A e B sio constantes
posttivas dependendo apenas de Q, X e || A gol| L2() © definidas no Lema 2.1.2.
Entdo, se @ € K{(T*) vale a estimative seguinte

2

Ou
HHHLI’LW(D,T’;\@) + H““iﬂ{n,r-;ﬁg] + ’IE )
L2(0.7*;L2((h))

2 p2iTelfd
B (B + BT i gy € THT

< C[HU«G

Prova:

Observamos que (2.11) corresponde a um problema de Stokes com den-
sidade varidvel. A existéncia e unicidade de solugdes de tal problema com a
regularidade indicada pode ser feita exatamente como o problema de Stokes
correspondente em Ladyzenskay e Solonnikov [20].

Assim, vamos nos concentrar na obtencio das estimativas enunciadas.

Iniciemos observando que, nas condigtes enunciadas, o Lema 2.1.2 garante
que g € K,(T*), e portanto valem as limitagGes para as normas indicadas em
(2.2), fato que utilizaremos no que se segue.

Fagamos agora o produto interno da equagio diferencial em (2.11) por
2u. Multipliquemos entao a equacio diferencial em (2.3) por u e tomemos o
produto interno da equacio resultante com u. Somemos as duas identidades
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resultantes para obter:
du 7
( e ) + (’aé,u) — (pDeu,2u) = {(—p(T - V. )7, 2u)
+A [((E -V, )Vs a, 2“) + ((Vs 0 -V, )E: 2“)] “+ (Qf: 2'“-)

— (@ - Veohu,u) + A ((De 0)u,u).

Usando a desigualdade de Holder, 2.4, imersdes de espagos de Sobolev
, 0 fato de T € K; e ¢ € K», bem como a observacdo de que {jull;2g) =
llo” 2 1'(2’““1.2(9) <m? ”9”2
do lado direito como se segue:

u}| L2y podemos estimar cada um dos termos

| (—e(@- Ve ), 2u) | < 2MI[E]| ey I Ve Tl oy llull 2oy
<C ||“|1Hl||“||fr2||u]|1;2 )
< C RBi|w ’U'HLB(Q

A((@- Ve )Veg,2u) < ZA”ﬁ”mm)“Ve 9||L4(n)“u“r,2(ﬁ)
< C |[@)| a;

< C Ry|lo— 90“33 ||Q u"L"’(ﬂ

IA((Veo- V)T, 2u)| < 2XVe 9”[,4(5‘;)”v u”m(n)”u“ﬁ{n)
< Clie — aollmz, 1l pz lluli 72
< C Ryf[u]| a2, |f£’f “”Lﬁ(n)

|(of, 2u)} < 2M |} Fllpzey llull o) < C”f”z,?(s'l)“é’ “HLz(ﬁ)

Os dois iltimos termos sdo tratados analogamente, mas necessitam de
uma manipulagio prévia e também do uso de desigualdes de interpolacéo.

| (@- Ve o)u,u}| = |[al@-Ve0) u-yl
= |fadive(T- o) u-yl
=|—faT%-02u-V.u

< 2/ oo Q)”QHLw(n)”u”x,z(n)nvs U”L?(f‘;}
< C |zl m||ﬂ|[:,2 &l[Veull 2

< C ”'U»“z 7/4”7-5” 2(9) + (#/‘””V u”iz(ﬁ]
<C (||u||”“||ur|3"*)2uuum + B/ DIVe ulla
< C Rlﬂ”“”ﬁ;”lezu”Lz(g) + (“/4)“v€ u”g‘,?(fl)
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1A (A gJuu)| = A fgdive(Ve ) u-ul
=1 —-Afa(V:0) 2u- V. y
<2V (e- @0)“Lw(9} |1U||L2(9)”Vs E”:ﬂ(s‘z)
<Clle- 90||HH/4||“|1L2(9)”V€ “HL?{Q)

<Clle- 901|211,4||u1|L2(g) + (/. ul2 g,
< C (e~ aolly,lle = all¥%s ilulag, + (/DNeulZagy
< C R le- o 1|3f’11|91f’2un 2oy + (/DY el

Substituindo estas estimativas, vem:

pr ” o ullf L&) T H Ve U”%ﬁ(ﬁ)

20 Rflalio “ullzay

+C Rillo — dollms |0t 2y

+C Ralalm, o Pull

+C“f”z,2(n)”9 U“xﬂ{n)

+C Ryl 02ullZas) + (/DN Ve ull2ayg

+C R2f ”Q Qﬂ”wg ”Q:Lﬂu” 2((2) + (P‘Jﬂl)”ve u”%z(g'z)
Ou seja,

nglﬂun,-,gmﬁ IV ulZeg < € (Bullullz + Rulle~ Bollag, + Rollallm ,+ 11 flizagay ) Nl
+ O (RPII + B e - 2l ) 10 uls

Denotando agora

o) = {0 ult)r2y»
h(t) = Ry|{@|lgz + Rulle - §0”Hﬂ + R‘z"ﬁ”ﬂg‘u + “fHLE(ﬁ),
o(t) = R*[ull}s + Ry "lle - Qollgefo,

a desigualdade anterior implica que

dg(t)*
di

< Ch(t)p(t) + Cg(t)p(t)™.

Como o nosso objetivo é obter uma limita¢ao para ¢(t), se ela for nula, ja
teremos trivialmente a limitagio. Assim, podemos assumir que ¢{f) > 0 e
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entdo a iltima designaldade implica que

20 < Ehey+ Satiron,

o que, pela Lema de Gronwall, implica que para ¢ € [0,T] vale

¢(t) < [cb(O) + —g /; t h(s)ds] o5 fy a(o)ds

Agora, utilizando a desigualdade de Holder ¢ lembrando que @ € K ¢
g € K, (veja (2.1) e (2.2}), obtemos:

/ hs)ds = fi (Ruli@lmz + Rille — dollas, + Rellllmz , + £l cagey) ds
< C (B + B2 + || Fll g szaiiyy

e, analogamente,
[ otoyds = [ B ImRf + Bl - duliy, < © [R2 + RE) 6

Lembrando a definicdo de ¢, das desigualdades acima, concluimos que
para t € [0, 7] vale que

2 p2la/4
lu®llza@ < C [luoliz@ + (B + B 72 + |l fll oy € [R2-+R2]e2
E portanto, para 0 < 7* < T temos

23 2 1/4
”'l‘.&”[,i?{ﬂ,T-;L%ﬁ)) < C [“u[}”LQ(ﬁ) 4 (R% + Rg) T 1/2 + “f”L,l{D,T" ;L(ﬁ)]] eC‘ [R?-FR-Z]T‘

(2.12)
Obtivemos assim uma limitagdo para ||u|, &) © que se faz necessédrio pelo
fato de ndo termos a equivaléncia entre a norma de V;, || {1, e {| Ve « |52 @)

Partimos agora para a limitacao das normas das derivadas.

. . Ou
Tomamos o produto entre a primeira equagio de (2.11) e 5 Parau eV,
isto é,

(2.2 - (2o 2) 4 (7. 2) = (o157 2)
%

A [((a-vg)va o -é%) + ((VE 0 V.V, %)} + (Qf, %t"f)
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Observando que o terceiro termo do lado esquerdo se anula pois %:- eV
e que

gu du) _ ( i Ou m?ﬂ)_

(3] (. (3)) - b

apds utilizar adequadamente a desigualdade de Holder e fazer algumas com-
pensag0es, concluimos que

8u2

2
oM Su
ot

o)., =™

1

L)

2
d -
+ #a”ve u’”?ﬁ(ﬁ) <C [“u“ 4(Q)HV u“L“(n) + ||U|li4(ﬁ)||v.§£’”i4(ﬁ)

|
Ot liza@y

-+ ”Vs 9”%4({))“V5 ﬁ”id(ﬁ) + “f”iz(f;)]

Utilizando agora a imerséo de H1(Q)) em L*(Q)) e desigualdades de inter-
polagio na desigualdade anterior, obtemos:

au |? d _ _ —
w5 Vel <O (il (19w 9. wl)’

L%

+ s (1926l 1V2el3)”

Ve ol (VT g VT + 17 s, |

Utilizando agora o fato de @ € K; e g € K, desta desigualdade vem

2

Ou

ot

m P Veullag <O [REPIRIEE + RRY lio - a0l

(s

+RERY? |37 + 11 2eiey)
(2 13)
Tomamos agora o produto entre a equagio de (2.11) e A.u, para obter:
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(Q gtﬁ’ Aeu) — U (As u, A1) + (VE D, Aau) =- (Q(E -V, )Er A.u)

+A [((T- Ve )Ve g, Acw) + (0(V: 0 - V. )T, Au)] + (of, Acu).

O terceiro termo do primeiro membro da identidade acima é nulo pois
A.u € V.. Utilizando a desigualdade de Holder adequadamente, temos entéo:

oull®

[l 4e u”,:,z(g En ¢ [”E”i‘i(ﬁ) Ve E”1234(!"1)

P"z 12()

+“ﬁ”i4(ﬁjllvgglli4(ﬁ) + ”VE Q” 4(9)”V u"ﬁ(n) + “f”%,z(ﬁ)]

Como antes, utilizando a imersdo de H*(2) em L*(Q) e desigualdades de
interpolagdo, obtemos:
?E 2
ot

M2

lj A u”[ﬁ(g) ﬂ’z

C [l (17 Bty (17 TS

L)
2 1/4 3/4 2
+iwly (20l V20l )

HIVe olfZa, (I1Ve Tl IV + nfnm@]
Lembrando que 7 € K, e p € K5, da desigualdade anterior, vem

au

Sl +C [BAIV.EY + BE e - mli,

“Asullz,z(g)

L (ﬂ)

FBERYVELE + (17 )

2

Multiplicando esta 1ltima desigualdade por 2%%, somando com a de-
signaldade de (2.13) e simplificando, vem

35



“V u“LQ(Q) + 57z ”AEu“Lﬂ(n) + o

st 5[]

<C Rl + B o - ali,

L(0)
+R3R I3 + 1 £ ]

Integrando esta dltima designaldade no tempo de 0 a 0 < T < T, obte-
mos

< ”V uo”[,z(n)
L2(0,T*;L%(8))

3"2 dt+fT

2 m 2 oulf
92 0l iy + s Aty + “

+c[(R§'/2 + RERY) T ¥t + R2RY® J;

Utilizando a desigualdade de Holder nas duas primeiras integrais e lembrando
que T € K1(T*) e ¢ € K5(T*), esta dltima designaldade implica que

< [[Veupl2

il
LA(0,T*;L3(5Y))

2 m 2
INE "‘”Lm(o,z'- sLa(@y) T m"z"“AE“HL*m,T*;L*{ﬁ)) t3; L)

[(Rsf 2+ BRI ey T+ RERY 0 = 8ol pirs o T + 1 B sz |

< V. uo“;,z(m [( Rf”z +R2 Rm) RB“T*”‘" + R2R) 1/2 E;sz,.m +i f”rﬁ(o'r* L?(n))]
< ”VE uﬁ“p(n) + C (R4 + -Rg) T*IM + Cllﬂlfﬁ{u T*: LB(Q))
Em resumo,
Au’
IVe ull oo oz + 5377 2M2 hActlizagoray + 55 L0 L2E)

< ||Ve ugllm(m + C(R} + RS) T4 4 O“f”f,z(o T*;L2(5}))
(2.14)
Agora, elevando a estimativa (2.12) ao quadrado e somando com (2.14) e
simplificando, obtemos
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2

Ju

ot

”u”%m(o,r;u) + ”““%2(0,?;33) +

L2(0,7%;L2(8Y))

£C {”u””%’e + (R + BTV + ”f“iz(u,ra;m{m)} 2 (RE+R)T

que é a estimativa enunciada. a

Com as informagoes dos dois lemas anteriores, podemos agora provar o
seguinte:
2.1.4 Lema Seja K = Ki(T*) x K(T*), com K; e K, definidos em
(2.1),(2.2), e o operador ® definido em (2.1.1). Entdo, para By e Ry ade-
quadamente escolhidos e para T* suficientemente pegueno, vale gue ®(K) C
K. Além disso, ® : K — K ¢€ continua guando consideramos em K =
K1 {T*) x K3{T*) a topologia de L*(0,T*, L*(Q)) x L*(0,T*, L*(2)).

Prova: Asescolhas de R, e Rg serdo baseadas nas estimativas dos dois lemas
anteriores.

De fato, basta inicialmente tomar B; grande o suficiente para que
2
30 uollsp < o,

onde C ¢ a constante que aparece na estimativa do Lema 2.1.3.
Uma vez fixado tal R;, escolhemos R, grande o suficiente para que

AL+ B})(1+ %) < R,
onde A e B sio as constantes dadas no Lema 2.1.2. Com esta escolha, aquele
lema garante que g € Ko(T*).
A seguir, escolhemos T* > 0 tao pequenoc que satisfaga ao mesmo tempo
o seguinte:

0<T*<1,

¢2C (R+R)T/ o 3,

3C (R§+R§)T*u4 S%i,

2

il
30“](”%2{0,7-;[,2((;)) < _':_,,“_':
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onde outra vez (' é constante que aparece na estimativa do Lema 2.1.3.

Com tais escolhas, podemos provar que ®(K) C K. De fato, seja (T, D) €
K = K;(T*) x K3(T™*) com estes conjuntos definidos nas condigdes anteriores.
Denotando (u, g) = ®(%, 7), vemos que a estimativa do Lema 2.1.3 implica
que

2

ou

ot

litel| Zoo o092 + el Zogo,resamzy + )
L2075 L2E))

¢ [HHDH& + (R + B T + ”f\liﬁ(O,T*;L?(fl))] &C (BR)T
< O [l + (B + B T 4 || 2o e oy 3

RZ R% 2
< L g 7, T pe
S3t3 =l
Portanto, temos também que v € Ky (T™).

Assim, ®(%,9) = (u, ) € K1(T*) x Ko(T*) = K e, portanto, B(K) C K.

Passemos & prova da continuidade da ®.

Sejam (@, §), (Un, 0,) € K,paran=1,...,00etalsqueu, +aeg, =7
em L%(0, T, L*(2)) quando n — oo . _

Denotemos (u, g) = ®(T,7) e (un, 0n) = ®(Ty,T,), € passemos a provar
que u, —> u e g, —» p em L2(0, T, L%((?)) quando n — oo .

Para isto, observando que da definigio de ®, tomando a diferenga entre
as equagoes que p e P satisfazem, obtemos:

gt'(gn - 9) + (ﬁn - ﬁ)ve o+ un: Vs (Qn - Q) = )\Ae (Qn - Q) (215)

Agora, efetuamos o produto interno entre (2.15) e g, — o, fazemos in-
tegracOes por partes usuais, observando que o terceiro termo se anula, uti-
lizamos a designaldade de Holder e imersGes em espagos de Sobolev para
obter:
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1d
5 E”Qﬂ - 9”,252((1) + A Ve (on — Q)”iz(fz) =—f5 (@ —7) - Veo(on— 0)
< | - 'ﬁllmm)llvs 9”:,4{5'2)”£’n - 9”:,4(:"1)

<G - E”E’-(fl)”@”ff:ullvs (00 — M2y

— A
< C |l ~ lagyllelia, + 51Ve (0 — Dl2ny

Utilizando o fato de ¢ € K3(T*) e simplificando, a desigualdade acima
implica que

d -
3?”91: - Quiz(ﬁ) + AV (0n — -Q)”iz(ﬁ) < CR% ””ﬂ - u”iz(ﬁ)

Integrando no tempeo e lembrando que o(.,0) = g,(.,0), obtemos para
t € [0, 7%

t t
||9n(t)“9(t)r|§,2{ﬁ)+A/; “Vs (Qn(s)*é’(s))”i%ﬁ)dSSCR%fo “ﬁn_.ﬁ“i?(ﬁ)ds
Portanto,

Ilé’n""?”?}m(g;.;p(ﬁ})‘i"\ (Ve (Qn_Q)”i:!(a,zw;L?(ﬁ)) = CR‘% ”ﬁu_E”i?(o,Tv;Lz(ﬁ))

Em particular, temos para n — oo que

llon — ol z20,0m522(@y) — 0

[IVE (0n — 9)|]L2(0,T*;L2(ﬁ)) — 0,

e que implicam o seguinte

”Qn - Q”Lﬁ(o,T-;Hg_u)—po (2-16)

Observamos agora que u, — u satisfaz a seguinte equacao:
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gg(un—u)—uzks (tn — u) — Ve(pr — D)

= (0~ 052 + (0= 0a)(un - Vi )

—0{((@n —v) - Ve )i — 0(T: V: ) (@ — 1) (2.17)
A (T —T) - Vo) Ve 0+ A (Voo Vo) (@ — W)

AT - Vo)V (2 = 0) + MVe (00— 0) - Ve )in

+.f(9n - Q)-

Tomamos agora o produto interno entre a expressdo (2.17) e u, — u e
notamos que

%, 14 s 1 r Og 9
fogm—w =) =52 [ olun—uf 3 [ Liun - up,
_ld 2
=St Jp 2t

A 1
—Z A, —yl2 s = / 7 - plu, — ul?,
2/;1 0 |tn — ul +2 Qu Ve o ltn — ul
onde na iltima passagem utilizamos a equagéo para p. Também temos:

—Jufs_zAs(unw-u)-(unﬂU)=ﬁfﬁlVe(Un—u)|2

= [ Velon =P} (wa—w) =0,

Com estas observagdes, obtemos de {2.17) o seguinte:
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Ilglfz(un W@ + #IVe (4 — )55
=+%ffz A 0ltn —UIz—%/ﬁ T Ve o lun — ul*
+ [0 o) (=) + [ (0 au)am- Ve o (10— )
~ | e(@ =) V)T (tn =)~ [ (@ Vo)~ 1) (10 — )
A [ (=) Ve)Veo (=) + 2 [[(Veo- Ve)(@n—8)- (un— )
A [[@ Ve)Ve (00— Q)n ~ ) + X [[ (Ve (00— 0)+ Ve o~ (s — 1)

+/ﬁ(9n —o)f - (un —v)
(2.18)
Agora, usando a desigualdade de Hélder, desigualdades de interpolagio e
o fato de (u, g}, (T, B), (¥n, 0u) € (Tn,B,) € K, cada um dos termos 4 direita
desta identidade pode ser estimado como se segue:
O primeiro termo do lado direito de (2.18) estima-se da segninte maneira:

<[5, 4 (90 (o —) - (-

A 2
‘-2—/;1 A olu, — ul

<AL, Voo (@ = w)- Vo) ()
< MV llmgiyltn = w21 Ve (i — W)
< Clle - wllmllun = ullxl Ve (o = W)l

< Cslie — Gollfslfun — |72y + 811Ve (un — w22

para & > 0 que serd feito suficientemente pequenc e Cj5 > 0 adequada.
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O segundo termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira:

1%]; T Veglu, —ul?| < l%édi"s (7o) (un—-u)-(un—“)'

<|- [ @ (=0 V.) @a =)

< ||9||Lw(s”z)”ﬁ||f,o<>(s'z)||”n - u“Lz(ﬁ.)”VE (un — U)”Lﬂ(s‘z)
< MO |[Ell gz |lun — vl 2@ | Ve (U — 9l

< Cs ”E”%IE flen — 'u'”f;z(f;) + 6} Ve (un — U)“iz{ﬁ);

onde outra vez 9 > 0 que serd feito suficientemente pequeno e C; > 0 é uma

constante adequada.
O terceiro termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira:

Our, Ou,
‘/ﬁ(g ~ o) (=) < o= anllzaay | 5 oty lfum — vl oy
Oun,
< Clle— enlim:, |l [lur — ulla
L2 (8)

Otin _
<Clie=eallmy, | Sl (luallay + lullz)
L2(sy)
Oun
SC“Q"‘Qn”Hg_D 1 R
12(8)

O quarto termo do lado direito de {2.18) estima-se da seguinte maneira:
(0= o) V. Y (= )| < llo = alogey gy IV Tl gyl — wll sy
< Clle— onllmz Junll gz l|2allzy lltn — ull
< Clio— onlla llunllen Talim: (lfunllm + lultm:)
< Clle— ealim: A
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O quinto termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira:
[ 0@ =0V Y (= 0)| < el 10— Tl Tall oy in = s

< MO|[#n — 5| 53 | m2 i — wlpaqey

< Cll|

253 U — u”iz@) + ”ﬁn - E”%ﬁ

O sexto termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira:
e @ V@ ) (=) < M i@y Ve (T — D25y =l e
< Cllallmzliun — wll g2l — s
< Cliallfilun — ullfag + 13 — @k
O sétimo termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira:
IA ];1((&” — ) Ve )Veo (un —u)| < AT~ Tll pagyl| Vaoll paylltin — ull paggy
< Clle~ Bollazollun ~ || g2@yllEn — Tl
< Clle — ollr pliwn — ullZaggy + I — @l
O oitavo termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira;
‘)\ _/;}(Ve 0 Ve)(@n—T) - (tn—u)] < AVe 0l po(@ylIVe (@n — BY|| 2yl uin — | 2y

< Clle — ol

a0l — T a1 llun — U“Lﬂ(ﬁ)
< Clle— ol pllten — 4l + I — Ul

O nono termo do lado direito de (2.18) estima~-se da seguinte maneira:
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A [ @ - V)9 (o - ) — )| \)\j;zdiw(ﬁn'Va(é’n“é’))'(un—u)‘

< 1—)\ /ﬁ(ﬁn "Velon—0)) - Ve (tin — U)|

< MBall oy [ Ve (2n = O)llzag@1Ve (n — )] oy

< ColTall2uiey|| Ve (0n — 0)2agay + 811 Ve (tn — 0l

< Cyllmaly (Ve (o — DIt 192 (00— DIE )
+6||V (un — ’U)”m(n)

< ColTalli [V (en = DI}V (0 — D)IIFF,

+6]| Ve (un — u)l[72q

7 (

1
Ve (en — )ity + 81Ve (4 — 0) 55

)3;2

— Do}

a2, T lle— ollmz,

< CsRIRS|V. (00 — 0)ljhrgy + 81Ve (e — w)iags

O décimo termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte maneira:
‘/\f (Ve (@n — 0} - Ve )T - (un — u)| < AlVe (20 — O)ll2(@) [ Ve Talla lfun — ull o)
< OV (n = oy (17 Tall o [V, 2l 35) e —

< ClIVe (20 — )l 2@y 1Tl 72 1

w1 (lunllmz + ol

< CRY Ml Ve (0n — Dlla@y
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O décimo primeiro termo do lado direito de (2.18) estima-se da seguinte
maneira;

‘ fﬁ(gn ~o)f  (Ua — )| £ lon — elipay | fllzagyllun — wllpam
< Cllen — iz |l fll ey llem — wllmz
< Clign — elim, ) Fllxy (lunllz; + lluflzy)

< 2CR|len — oll I 1l 2 gy-
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Substituindo estas estimativas em {2.18), temos
d
a;”gm(un - u)“iz(ﬁ) + pll Ve (n — u)"iz(ﬁ)
< Csllo— éﬂ”%{?““n - U"iﬂ(ﬁ) + 6| Ve (un — “)”iz(ﬁ)
+Cs Yl lum — gy + 11V (e — 0122

Ou,

—

ot B

+Clle — ullm, ]
L2(®)

+Cllo— anllm B
+O\ @l iz lfun — T2, + En — Tl
O i = wlaey + 1 Bl

+C llalls olivn — w2y + 8a — i,

— ull 72y + T — T
TC BRIV (en — gy + 01V (i — 9) ey
+C RT3 11V (6n — )l 2y

+2C Ry || or — é’”Hj,o £ llz2ey-

Tomando 6 = p/4 na desigualdade acima e coletando adequadamente os
termos, obtemos:
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d
1672 (un ~ 0)[2agay + E1Ve (0125

H3.0) llun — wllfagey

< C (lImliks + lle — o

Aun

+CR, 5

lo= eallm, + CRE llo— eallms, + 2C R fllaayllen — ellms,

L2(1)
+CRRS |V (on — 0)ll k) + CRY IBall3 1V (0 — Q)lizay

4, — .

Aplicando o Lema de Gronwall a esta desigualdade, lembrando que os
dados inicials para u e u, coincidem, e que (%, 0), (Z,8), (tn; 0n), (Tn,D,)
€ K obtemos para t € [0, 7] a seguinte estimativa:

Tt

1670 wn®) - uODlEy < BuTIep{C [ (1ate

(2 + llofs) ~ éol[%g,ods)}

< B.(T*)exp{ R} + B2}
(2.19)

onde

n s)

lo(s) = anls)lmzyds+ CRY [ lla(s) — en(s)

LY Q)

T
B.(T") = CR /; 1 ds

1/2

+20R, [ 16 usyllen(s) — o(6Mlms ds + CRERY™ [ IV, (2a(s) — (o),

2
Hi-

FORS [ aas) V. (0u(s) — DO )ipsyds +4 [ [nls) (e

Utilizando adequadamente a desigualdade de Holder, da definicgo de
B, (T*), obtemos:
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Fiin

Bﬂ. (T*) < CR'.L ot

. “Q - anLz(G;T‘;Hio) + CR? ”9 - Qﬂ.|IIZ?((],'I""‘;A‘Isl‘o]ﬁ-ru= 2
L2(0,T>;L7())

2 2 x.
+2CR:||f “Lz(o,T*;Lﬂ(fz))HQn - QHLE(U,T*;H;D) + CR%R;;/ Ve (2n — Q)H},';({,‘T.;LQ@))T

+CRY|[Ta (5|7 2t0.w,02) | Ve (00 (5) — 0)(8) o, szaany T*°

+4l[E, — ﬂ-”%ﬂ{n;ﬂ SHY)-

Lembrando que {(u, 9), (%, ?), {tn, 0n}, (Un,Bs) € K, concluimos que

B,(Tn < C (R:f + RIT + Ry fll oo esza@yy + RIRYPT31* 4 R%T*m) lie - enllreqosre;m

+4{8n — Bl 2302;m3)-
{2.20)
Observamos agora que as condigoes de contorno periddicas implicam que

Ve @n =Bl 2ty = —(@n—T, e (B —T)) < (B — G| 2y l| De (@ —BYi 253

Como @y, — T € K1(T*), temos [|A; (Gn — B)|[ 2 1, Laqy) Uniformemente
limitada com respeito a n e, portanio, a desigualdade anterior juntamente
com o fato de
%n — Bl 120,02y —> 0 implicam que quando n — oo

l[tn — @ 720,700,012y = O

Portanto, este 1ltimo resultado, (2.16), (2.20) e {2.19), juntamente com

a observacio que m||(u, — u)niw(o,r-;m(ﬁ} < o2 (up ~ u)”%‘m{mT*;Lg(ﬁ) im-
plicam em particular que

e — wll pao,e; 2 — O

Isto e os resultados anteriores mostram a continuidade de &, completando
a prova. O

Estamos agora em condigoes de estabelecer o seguinte resultado.
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2.1.5 Teorema _
Dados ug € H: e gy € HZ ¢ f € L*(0,T, L*(A2)), ewiste 0 < T* < T tal
que (1.12) (ou (1.18)) admite solug:ao (u, g} tal que

we L®(0,T, Vo) N L*0,T, H?) e == ¢ L*(0,T, H.),
0 € L=(0,T, H2,) N L2(0, T, H) & ‘-’ € L2(0,T, HY).

Além disso, tal solucdo € inica.

Prova: Consideremos o conjunto K construido como no lema anterior. Este
fornece 0 < T* < T e garante que a aplicagio ® definida em (2.1.1) sat-
isfaz ® : K — K e ¢ continua quando se considera em K a topologia de
L2(0, T, L2(Q)) x L*(0,T*, L2())). )

Além disso, temos que K é convexo e compacto em L?(0,T*, L*(2}) x
L2(0, 7, L2($2)), pelo Lema de Aubin-Lions (veja [22]) . Portanto, podemos
utilizar o Teorema do Ponto Fixo de Schauder (veja 1.1.5), o qual garante a
existéncia de um ponto fixo para a fungio @, isto é, garante a existéncia de
um par (%, ¢) que é solugiio para o problema (1.12) {(ou (1.13)). Pela defini¢ao
de K, temos automaticamente a regularidade enunciada da solugdo.

Basta provar ent&o que tal solugdo é 1nica. Para isto, suponhamos que
(u, o) e (&, §) sejam duas solugbes. Assim, como tanto (u, ¢) quanto (&, ) sat-
isfazem o Problema. (1.12) (o argumento para (1.13 é obviamente ligeiramente
mais simples), subtraindo as equacgGes correspondentes para as velocidades e
tomando o produto interno com « — @ e procedendo como o usual, obtemos:

u _0G
ot

+A[{(4 Ve )Veo— (%-Ve )V 8+ (Veo - Ve Ju— (Ve 8- Ve Jul,u—~ @).

Observamos agora que

(9%— é%ﬁ,u-ﬂ) = (eg(u—ﬂ)au—ﬁ) + ((9*@)%,1&—&)

di(‘g(“ @), u — @) — = ((/\AE 0—u-V, o)(u—a),u— @)+ ((9 Q)gz:
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onde na dltima igualdade utilizamos a equacgao da densidade para ¢. Substi-
tuindo na identidade anterior, temos

1d
2 dt

onde

(Q('U, - ﬁ‘):“ - ﬁ) +{ "Vs ('U. - ﬁ)”iz(ﬁ) = (Zl(us 2, i, 5) U= ﬂ):

o Lo 1 pa .
Zl(u,gau,g)=—(9—9)£+5A(AEQ—U-VEQ)—g(u-Vs)U+ o(i- V. )i

FA (- VIVeo— (G- V)V b+ (Voo Ve )u— (Ve 3- V.

Portanto, termos

1d . . .
o~ @) u— 1)+ |V~ By € ZaOllw — il (2:21)
onde
. - (5,1
Zy(t) = || Z(, 0,8 B2y S llo— By |5
0t | agey

+3 (MDA ellragay + Ntz Ve oll oy le — ﬁ”m@

+M || ool Ve (6 — 8Nl pagyy + M | — @l oy 1 Ve Gll pagay
+llo - @“Lm(ﬁ)uﬁ“ﬂl{ﬁ)”vﬁ ﬁ"rﬁ(ﬂ) + Afjle— '&llm@llﬂs Q“m(fz)
[l ooy 1 De (@ — O)lz2@y + Ve Qllpoo(ey | Ve (u — B)]| 2y
HIVe (2 — Bl eyl Ve oll ey

Usando as imersdes de H* () em L*() e de HZ(}) em L=({}), podemos
estimar Z,(t) como
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ou

| IV Dol e (5= Dl

L3 (@)

Zt)y< C (HAE (e — Bl 2@y

il Aecull oy 1 D¢ oll gy 1 Ve (v — @) oy + | Aeull iy Ve (v ~ )l 2y
HIVe (u — )| pagey 14l Loy + 12 (@ = D)oy 1 Ve Ell oy | Al oy
+1Ve (v — B[22y Ve De oll g2y + | Aetl| oy | A (0 — 8)ll 2y

HIVe e el 2y IVe (= @l gz + 18e (0 = Dl 1L el o) -

Agrupando os termos que tém o termo |[Ve (u — @[,z em comum e
também aqueles que tém o termo ||A, (¢ — 2)| 2y em comum, obtemos

Zo(t) < CZ3(t) || Ve (u — @)l oy + CZa(t) [[Ac (0~ Do)y (2.22)

onde

Zs(t) = || Ve e 0llpag@y + [ Aetell r2@y | Ac @l oy + | Acullzay + 1At 2
) 2

(2:23)
div . . _
Zu(t) = [|—; Ve G pogy | Asill oy + 1l Ae Bl oy + 1 A el p2ery (2-24)
o P
Substituindo a estimativa (2.22) na desigualdade {2.21), obtemos

1d . B
3 :i_t(g(u — &), 1 ~ u) + ul|Ve (u - ﬂ)“iz{ﬁ)

< CZy() Ve (u — @)l oyl — @l 2y + CZa(t) 1A (0 — O ogeyylles — il z2ay)

< CuZs(t? llu — 2y + EIVe (u = D),

. ) .
+ Cs Z4(t)2 “‘u - u“iﬂ(g‘z) + §”As (9 - Q)Hf;z{ﬁ}s
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com ¢ > 0 a ser escolkido posteriormente {a escolba serd § = A/4 ) e con-
stantes positivas C,, e C;5 adequadas. Isto implica o seguinte:

d . - . - -
sile(u—a)yu—8) +p][Ve (4 — G| 2e< CH() v - |72y + 6 122 (2 — B)i72¢ay
(2.25)
onde

H) = Ve olag + MctulZagy + 142 + Ve @l 1Acs g,

2

di

HlAcul o 18e ollzo@y + 14 ell ey + |2

L2@)
(2.26)

Por outro lado, como {u, g) e (&, §) sdo solugdes do Problema (1.12), sub-
traindo as equacdes correspondentes para a densidade e tomando o produto
interno do resultado com A, (¢ — §), obtemos:

d . . - o . - _
(E(Q -8 D (o— 9)) +((w-Veo—1-Veg A (o~ 8))= A (D (0~ 8), Lc (20— 5))-
Aplicando a desigualdade de Holder com constante A, temos:
d = "
&?”VE (Q - 9)”%2(&) + A “Ae (Q - Q)“?‘,z(ﬁ)
1 - - -
é *): {”u - u”in(ﬁ)nvs Qlﬁw(ﬁ) + ”u“iw(ﬁ)llve (9 - 9)”?52({1)}'

Usando a imersio de H2() em L*(£2), temos:

d - -
ZIVe (0= Diagey + M Ve (0= By

C? - - ~
< 5y {llu - “”iz{fz)nvs AV Q”%z(ﬁ) + ”Asu“iﬂ{ﬁ)]lvs (0 — 9)”%2{5’1)}
(2.27)

Tomando ¢ = A/4 em (2.25), utilizando a observagio que

=Bl = - Ol =0 u—0) < —(olu—B)u=7)  (2.28)
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e somando com (2.27), apéds alguma simplificagio, obtemos
2 [(ofu—a)yu—3) + V. (0 - Dlage)] + IV (2= Dlngy + 2 16 0= DIE
dt Q(u u)yu u) +|Ve(e—2 L3(§) LliVe ¥ — U ILz{g) 9 ” 5(9“ Q)”Lz{ﬂ)

<O [HE) + V. Ac oltagy] - [(olu — @), u — @) + Ve (6= B)|2u5)

onde H(t) é dada em (2.26) e C é uma constante positiva adequada depen-
dendo apenas dos dados do problema.

Utilizando o Lema de Gronwall (1.1.7) nesta ltima desigualdade e lem-
brando as regularidades que as solugdes satisfazem (o que garante ff H(s)ds <
+00 para 0 <t < T*), bem como o fato de terem os mesmos dados iniciais,
obtemos:

(Q(U« - &)r % — &) + ”vs (9 - E’)”iz(ﬁ) < 0:

e, portanto, {2.28) implica que v = & e p = §, isto €, a unicidade de
solugéo . !

2.2 Existéncia de Solucoes Globais

Nesta secdo, estabelecemos a existéncia de solugdes globais para o problema
(1.13), mediante hipéteses adicionais. Lembramos que, até entdo, trabal-
hamos com o espago V; (veja a Definicio 1.2.6) munido da norma de H2(f2),
isto &, |jullf, = Hulliz(-) +{IVeull}sq, © esta é a dificuldade para se obter
solucdo global. A seguir, estabelecemos hipdteses que nos permitirdo obter a
equivaléncia de normas desejada. Desta forma, poderemos murir o espago V;
com a norma |[ully. = |[Veul L@)- Subseqiientemente, observamos as con-
seqiiéncias de tal equivaléncia sobre as desigualdades estabelecidas em 1.1.1
e demonstramos uma proposicio que estabelece a existéncia propriamente
dita.

Observamos que praticamente a mesma demonstragio valeria para o caso
do problema (1.12) se fosse possivel provar a equivaléncia de normas referida
acima para as solugdes de (1.12).

Comecemos observando que, sendo (u, g} solugdo (local) de (1.13), se mul-
tiplicarmos a equacgéo da densidade por # e somarmos o resultado & equagio
da velocidade, resulta:
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%(W) = ;J,AE g g(u . Ve)u— U(U' Vs 9)
(2.29)

A [(u-Ve)Vep+ (Veo Ve )u+ul, o —Vep+ f.

Por outro lado, observamos que

Ay =div, V. u,

o(u - Ve )u — u(u - V. )o = (div, (guuy), div, (guus), div, (guus)),

pois para cada i temos div, {puu;) = V. (ou;) - u+ gus(div. w) = o(u-V, yu; -+
u;(u - Ve g), e também

_ {5 [4de . (de . (1ldo
(u-V:)Vep= (dwE (dmu) , div, (dwzu) , dive (6 2 ))

(Veo-Veu + ul, 0 = (div, (4, V. p), div, (4 V, g), div, (uz Ve 0)).

Assim, integrando (2.29) sobre (), utilizando as informacdes anteriores, o
teorema da divergéncia e ¢ fato de as condigGes de contorno serem periddicas,
obtemos:

% fﬁg(t)u(t) dz dy = fﬁf dz dy,

Portanto, se tivermos a hipétese adicional para f de que

/ﬁ F=0, (2.30)

teremos E— f_ ou dz dy = 0, portanto
dt JO

/s; oft)u(t)dz dy = /;1 gotip dz dy.
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Assim, acrescentando também a hipétese de que goug tem média zero,
isto €,
/;:; Ootig = 0, (2.31)

teremos /;_1 o(t)u(t) = 0. Como 0 < m < g(z,t) < M, e com a regularidade

que temos o(t) e u(t) sdo fungdes continuas para quase todo ¢, concluimos
que (., t) se anula em algum ponto de 2. Para esta classe de funcGes vale a
desigualdade de Poincare:

”“”Lz{ﬁ) < K|V, U”Lz(f)):
com uma constante positiva. K independente de u.

2.2.1 Observagio Para o problema (1.13) nao hi perda de generalidade
ao se assumir a hipdtese de que f5 f = 0.

De fato, se o campo de forcas dado ndo tiver esta propriedade, no prob-
lema (1.13) pode-se sempre incorporar o valor médio deste campo na pressao
e se trabalhar com um novo campo de forcas de média zero.

Assim, a partir de agora, assumiremos sempre que o campo de for¢as tem
sempre média zero e concluimos da argumentacgio anterior que na classe de
solugdes do problema (1.13), podemos utilizar a desigualdade de Poincard
acima e a partir de agora adotaremos a norma [|Ve - ||;25) para o espago
V.. Também, para H2(Q), passamos a utilizar a norma ||A, - || L2 bara
funcoes pertencentes a D{A;). Como ji foi observado no inicio desta segio,
tal alteracao nas normas € fundamental para a obtencdo de solugdes globais.

Observamos também que as alteracdes de normas efetuadas acima acar-
retam mudangas s desigualdades decorrentes de 1.1.1, enunciado na secédo
1.1. As desigualdades entao obtidas sao muito convenientes para a obtencao
de solugdes globais, bem como para o decréscimo da ”componente vertical”
da solugdo, assunto abordado no préximo capitulo.

Vejamos tais desigualdades.
De 1.1.1, temos:

el ey < Ll lul -

Pela Desigualdade de Poincaré observada acima, temos
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Hu”[;“(ﬁ] < L “unzz(ﬁ)nvs u”za(ﬁ) pbara % € 1/5 (232)

Também
1 8
IVeullzngy < LIVeulfug, 14ctlyg para ueD(4),  (233)
1 3
Hve 9“:.4(5'1) < L ”VE Q”Ez(ﬁ)”Ae Q”Ez(ﬁ) para @€ Hi?,e (2'34)
e
1 3
1D olipa@y < LA 9|1Ez(ﬁ)||ve AW Q”Ez(m para g€ H}.. (2-35)

i 1 3
Ainda, como [|u||pem < L Hullzz{ﬁ}“uﬂ%(m, obtemos:

1 E
ull oy < Llulltsg l4culldygy para ve D(4)  (2:36)

1 3
Ve E’”LW(G) < L|iv. Q“Ez{ﬁ)llvs A, Q”;L’(fn para g€ Hs,s' (2.37)

Utilizando estas desigualdades, podemos obter estimativas para (u, o),
solugdo do Problema 1.12, a fim de obtermos solugdes globais, dadas pela
Proposicao a seguir.

2.2.2 Observagao

No decorrer do trabalho utilizaremos as equivaléncias entre as normas
-1z e IVe -ligagy em Ve, [l a2 € || Ae- [l 12y em D(Ac), |- llaz, € [18¢ -llpa@
ell-llms, e
Ve Ae - |25y, todas com a mesma constante de equivaléncia, C (inde-
pendente de €). Lembramos que C j4 estava sendo usada como constante
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decorrente das imersbes (veja 1.2.4) e das estimativas usadas para provar
a existéncia de solugGes locais, 0 que ndo nos impede de usi-la novamente
tomando o cuidado de esclarecer que C sers escolhida como a maior entre
as constantes decorrentes das imersdes, das equivaléncias de normas ou das
estimativas.

2.2.3 Teorema Sejam ug € H! e gy € H? tais gue /ﬁg{,ug =0efe
L>(0, 00; L*(S2).

Entdo se ||V. ug||L2{m, ”Aggo”m{m e | fll oo,z forem sufiente-
mente pequenos, existe solucdo global no tempo pare o problema (1.13)

Prova; Como foi feito na prova do Lema 2.1.2, tomemos o preduto interno
entre A; ¢ ¢ a equacgdo resultante de se aplicar A, a segunda equagio de
(1.12). Obtemos assim:

(A ;Q,Ae Q) + (A (u-Ve0), D) = A (A, Acp, A 0)
Logo, como na Proposigao 2.1.2, temos
7 dt“AE 9” L&) + AV A, .Q”Lz(g) < Ve (- Ve ), Ve A; 0)]
={(Veu - Veo+u-V. V.0, V. A, p)|
< a1Vl ol + s Nlagey 15c 0y + 5 1V A el

Assim, usando as desigualdades (2.32),(2.35) e (2.37), temos:

d
d—t”AE 9” L2(6) +A|IVe A 9”52(9)

9 1 3
< 55 (B2 19ty 1V ol IV A el

L ol 17wl 15 ol a1V Ac 0l )
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Considerando as equivaléncias entre a norma de V¢ e ||V, - || 2@ € a
norma de HZ e ||A; - i 2 (espagos apresentados em 1.15 e 1.2.6), temos:

1 3
”Ae 9”1:,2(9) + A ”Vs JAW 9”[,2(9) (L4 Lg) “Ve ””iﬂ{ﬁ) ”As Q”Ez{ﬁ)uve A, Qllf-,z@]

CY(L* + LA)*

= 24 2452 “Vsuuiz{ﬁ)nAs Q“ 2(g)+ 54 Ve D Q"Lz{m

C3L* + L)

2
Tomando 6 < 5)\ ey = 35 351

, temos:

d
EHAE Q”iﬂ(ﬁ] + A ”Vs D Q”iﬂ{ﬁ) <Gy HVE U”%z{ﬁ)“‘&s Qnis(fz] (2-38)

Agora, procuramos estimativas para v de maneira semelhante iquela da
prova do Lema 2.1.4, mas sem a preocupacio com a 11m1ta.gao de ||ul] 2@,
J& que podemos usar ||V, ul| 2q) como a norma de V..

0
Tomamos o produto entre a primeira equacio de (1.12) e —Tf-, isto &,

(4222) s (v 2) = (st 2)
A [((u Ve)Veo, %tg) + ((VE o- Ve lu, %)}

+ (vsp, %) + (f, %) .

Também como na demonstracio do 2.1.4, temos:
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[,

a5 4 219, ullfa gy < (M eyl Ve Ly

Ju
+A el @ 1 Ae oll 2@y + 11V ol a1 Ve el egy) + 1l 2} | 57

L2(%)

Usando (2.32), {2.34), (2.35) e {2.36) e a designaldade de Hélder com

m
&y < —'3:, temos:

d M 2[2

dul®
“ + IVl < 5 [l Vel Actll g

L2(fY)

A2 1 3
+E [L2 ”u“zz(ﬁ)“‘qeu“zz(ﬁ)”AE Q”iz(fz)

i 2 1 3 1
+L4”V€ Q”Ez(ﬁ}”AE g”;z(ﬁ)llve u”;z(ﬁ)”AEullzz(ﬁ)] + 3'5" ”f”iz(m

Usando agora as equivaléncias de normas envolvidas ¢ novamente a de-
sigualdade de Holder, temos:

2

du d M2L20 3
vy 'E'#E”VE u”iz{ﬁ) ||V u”LQ(Q)IlAEu’sz{ﬁ)
L2(5y)
/\20‘ 1 2 1
(L2 M)A, Q”?:ﬁ(ﬁ)“va u“zz(ﬁ)”AEullzz(ﬁ) + g ”f“iz(ﬁ)
1 MBL3C? A 02
= 4_53 ( 5 “VE |L2(Q) + (L2+L4) ”A Qlle(g]“V u”m(g))

29



4
388 2
+— HAEUHL‘J!(Q) + = Hf”:,z(ﬁ)

MBLEC? )8(C?
46646% * 46645%

Assim, para Cs = mazx {1, (L* + L4)4}, temos:

2

ou

ot

m

d
+plIVeuliag
Lz(ﬁ) dt“ L {ﬂ.]
<Gy [”ﬂlz,?(ﬂ) +1IVe u”[,n(g) +1lA, 9” (g)”v u“m(n)] + 66 ”AEHHL?-(Q)
(2.39)

Até agora estabelecemos estimativas envolvendo g e a derivada da norma
de ©. Mas, como podemos observar na expressao acima, || A.ul| L2(f) aparece
no lado direito desta, assim, devemos obter uma estimativa para tal norma
para entdo somarmos com a anterior.

Novamente, como na demonstracio do Lema 2.1.4, tomamos o produto
entre a primeira equagio de {1.12) e A, u, temos:

(050 ) = (Bt Ac) + (9.7, 4c0) = ~(elu- Ve s Ac)

+A [((u +V:)Vep, Aau) + ((Ve o- Ve, Ae)] + (fa Agu)

Assim, podemos obter

Ju
at

A, < M

_ MAeul| + M lull g Ve ll oy | Aetell oy
E3(%2)

+A [”u”mc(fz)”&e QHLz(ﬁ)“AsU” +1{|Ve 9\|L4(ﬁ)nve U”u(ﬁ) “As'““m(ﬁ)] + |\f”L2(ﬁ)HAs”||L2(ﬁ)

Aplicando a desigualdade de Holder, (2.32), (2.33), (2.34) e (2.36), temos:
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M8L16

oull®
_é's;'_ “““ 2(n)||v '“'“52(9]

3t

h HAeﬂ“L?(n) = 25 LX)

LR XL ) . )
53 ”ulle(ﬂ)”Ae Q“}_’F{ﬁ) + 8—5§ IV Q“L?(fl]“As Q”H(ﬂ)l[v-‘?u”Lz{ﬁ)

5 171y + (6r+ 50F ) IAcullag

2] & R
Tomando é; + —d7 < E, observando as equivaléncias de normas com

2
constante C e considerando

M?* MELISC? XSL3C2 MN8L6(C?
Cy = mazx { }

por’ 4pds  Audt ' 4pdf ps,
temos:

Ou )
ot

||A€u”L2{Q) <Cy |:”f”1,2(n) +

+11Ve "”LS(Q) +1IVe u“i'—?(ﬁ)“As 9”%2(?2)}
' (2.40)

%)

Efetuando a soma entre {2.38), (2.39) e (2.40) multiplicada pelo fator
temos:

204

Bu d \ m \ d , A ,
m H(—%—- v Vel 5 el + e ol 5 19 Bl

< Call g + IVl + 150 0l Vi ulEagey) + 258 HAculag

ou
(%] 19l + V-l e ey

[nfumﬁ

L)
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+Ca [V ull}, @ llDe 9”[.2((1)

3
1 m . Im
Assim, para §g < (604) eCy = ? maz {Cz, Cs + -2—} com ! = min {E
temos:
Bu
d (”VE “”Lﬂ(g) + | A Q“p(g)) + “Ae'”” LS + ”V A, Qan(g)
L¥()

< Cs (I 3agy + (1Ve ullBagy + 126 ol 22ay)®) - -
2.41

Procuramos agora uma limitagio para ||V, u(t)|| @) e Qe o)l 12()-
Para tal, definamos

@(t) = ||V u(t)“f,?(n) + A Q(t)nz,z(n)a (2.42)
e busquemos uma desigualdade diferencial para ¢.

Como, devido as equivaléncias de normas, temos
||As'”'||z,z(n) + Ve A Q”Lz(g) (”Va ulfZ 2@y + 1D Q”Lz(m)a
entdo

dp
di +¢ £ CS[”.f“L:e(g)"‘ﬁo ]

para C5 = Cs (min{1,C1}) .
Denotemos agora Cy > 0 uma constante que limita Cslif “i?(ﬁ)* isto &,
Csll fli32g@y < Cr-

Deste modo, temos:

d 3
—+9 < Cr+ 0,
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e, portanto, ¢(t) satisfaz

dgo - 4
e (.—[—
©(0) = o,

onde @g = ||V: uﬂ”iz(ﬁ) + 1A 90“3,2({1)-
Mostremos agora que se
1

0) < ——— 2.43
¢ 1
Cr < —=——7, 2.44
I 16(2C5)1e (2.44)
teremos, para t € [0, 4+00),
1
f) < —= . 2.45
De fato, por contradicio suponha que isto ndo seja verdade. Como
1
0) <« ——=——, exite * > 0 tal 1) < ~— no intervalo [0, ¢
¢(0) 2(2C5) " exite al que ¢(t) (2C5) 1 1 o [0,7%)
(#) =
e = = .
AT A

Mas isto significa que para t € [0, ¢*], a desigualdade diferencial para o(t)
pode ser reescrita como

dye 1
— < —_ -
=039
©(0) = gy,

0 que implica que para t € [0,#*] vale

P(t) < € #p(0) + 2C5(1 — 7). (2.46)

Em particular, vale que

. —%‘E' _ —%t‘ _.—}-.._._
p(t") < e 7 p(0) + 201 —e72") < 5"@+2Cf < @Gy’
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contradizendo a hipétese sobre ¢*.

Portanto, () é limitada para todo ¢ e portanto pela defini¢io de ¢,
(2.42), temos que || Ve u(t)|L2) € |De ()] 12( s8o limitadas para qualquer
t positivo, desde que observadas as condigbes impostas dos dados iniciais. As
outras estlmativas sio consequéncias destas se voltarmos as designaldades
originais, e, portanto, a solugao é global no tempo. 0

2.2.4 Observacao Para uso no iltimo capitulo, observamos gue nas condigGes
expostas no enunciado do Teorema 2.2.3, (2.46) vale para todo ¢ € [0, +o0)
e, portanto, temos

1

Ve u(®)lZaggy + 1A o) 2oy < (1Ve wollZags + 10¢ 0l e3¢ +2C.

2.2.5 Observac¢ao Retornando & expressio (2.41), observamos gue para
”AEU(O)”ie(Q) + IVe A, Q(O)”iz(f;)

2

L—01
(2Cs)3

2 2
1) + ”Aeuan(m +{|Ve A, Q“Lz(ﬁ} para todot >

du

tem-se a limita¢éo de 5

0.
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Capitulo 3: Analise das
Componentes Vertical e
Horizontal das Solucoes

Neste capitulo, definiremos as componentes vertical e horizontal de uma de-
terminada solucao (u,¢) do problema (1.13) e obteremos estimativas que
garantirdo o decréscimo a zero das componentes verticais de u e g , quando
£ = 0+. Isto serd essencial para a determinagio do problema bidimensional
reduzido correspondente e também para as propriedades e relacionamento
dos respectivos atratores a serem descritos no proximo capitulo.

3.1 Componentes Horizontal e Vertical

Como mencionado acima, nesta se¢io identificaremos as componentes hori-
zontais e verticais de u e p. Também expressaremos as componentes verticais
por meio de Séries de Fourier, com a finalidade de obtermos uma certa de-
signaldade do tipo Poincaré que serd crucial para a obtenc¢do dos resultados
principais deste trabalho.

Iniciemos observando que (u, g}, solugdo global do Problema (1.13) dada
pelo Teorema 2.2.3, pode ser expressa através de séries de Fourier como

’U.(:B) — E ‘U.k 621rika.-z

kezd
onde ka = (kia,, kaay, ksas) € a; = l[l paral <i<3e

u* = ayap03 /s; u(z) e ke rdy — (u¥, uf, uf).
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Analogamente, temos

Q(ﬂ:) — Z Qlc621-«'15!;.'.:;@-9:'J

ke Z?

onde
o = aya0a4 js; olx) e~ ¥rkeT gy
A condicdo div, u = 0 é escrita em termos de séries de Fourier como:

1
klaluf + kgagug + Ekgﬁ-:;ﬂg =0, VYke z?

pois
Ou; .
2= 2mikja;ufe®™ T j=1,2
0z; ke Z®
e
1 du 1 . ikas
S = = 3 omiksas uker ke,
£dy €.z

Lembramos ainda que no nosso caso I3 = asz = 1.

Passemos agora a definicdo das partes horizontais e verticais de v e .

3.1.1 Definigao
Para (u, o) solugao do problema {1.13), definimos o seguinte operador:
para (z,y) € Q x [0, 1], onde Q = [0, 1] x [0, 3], seja

Mu(z) = j: u(z, y) dy. (3.1)

Denominaremos

v=Mu e a=Mp (3.2)

as componentes horizontais de u e g, respectivamente, e

w={I-Ml e B={T-M) (3.3)

as componentes verticais de 4 e p, respectivamente.
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Das definicGes facilmente obtemos:

e Mw=20

e Mv=uv

e Mw =7 para qualquer 7 independente da terceira varigvel.

o (Muy, {I~M)ug) = 0 para u; e u, correspondendo a solugdes de (1.13)

du d .
o M (59:_,) = 52, (Mu) para =12

0 a 1 1 Ju u
De fato, 6—:%(Mu) = 5o (/G u(:c,y)dy) -/0 Bz, (z,y)dy = MB:!:,-'

. M(%)=%(Mu)=0

1
De fato, %}Q =0e M%;— = fn g—;(:c,s)ds = u(z,1) ~ u(z,0) = 0
pois u é periddica.
o V. (Mu) = M(V_.u) como podemos concluir pelos itens anteriores.
o Também ||V, o|| 25y = [[Ve (Mu)l| 125 < Ve ullregy € Ve wlizz@y
= [[Ve (Z ~ M)“”L'-’{ﬁ) < ||V€w||L2(s”1)- X
o A (Mu) = M(Au)
De fato,

*Mu 8> Mu 162Mu)

As(Mu)=PE(AE(Mu))=Pe( ol 02] ‘5 oy

FPu | Ful S%u . Bu 1 {6u Bu
= Pg (M 0) = PE (M*é;—%‘,Ma—z%, g (-85(3:, 1) — @(33, 0)))

gu pZy -
ox3’" 0z3’ e

Fu [ Pu 1, Pu *u Fu 16%
= [PE (Maa:%’MBw%’gMay2)] = M2 (G 552 )| = M)

o que pode ser concluido via Séries de Fourier.
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Observamos que também para o = My e para § = (I — M)p sio vélidos
os andlogos aos itens acima, em particular,

AW (MQ) = M(A, 9):

18 (M) 3@y < 8¢ ll 2

A (1 — M)Q"[:m‘(ﬁ) < 1A ol 2 gy

3.1.2 Observagao
No decorrer do texto, utilizaremos », w, @ e 8 sempre com o sentido
acima, isto é, nos referindo s componentes horizontal e vertical de (u, g),

solucdo do problema (1.13).

Para uso posterior, observamos apenas que substituindo » por v 4 w nas
equagdes do problema (1.13), obtemos:

§?+d—w+((v+w)-ve)(v+w) —p{Dev+ Do w)+Vep=

A +w) - Ve )Ve o+ (Ve Ve) (v +w)] + f
div, (v +w) =0

a
k Eg-i—((v—kw)-ve)g:z\AEQ

(3.4)
As correspondentes equagdes no caso do problema (1.12) s&o

[ [d du
d:+a+((v+w)-vg)(v+w) —p{Aev+ A w)+Vep=

+A((v+w) -V )Veo+ (Vep-Ve ) (v +w)] + of

div, (v + w) =

| 24 (w+w)- Y )e=Anc0
5)

68



Vamos agora expressar as componentes verticais w e 3 por suas expansoes
em Séries de Fourier:

wlz) = Y whe?er ok = (w wh wf)
keZs

,B(:I?): Z Bke%‘ika‘z'

keZs

3.1.3 Observagio

E ficil ver das definigbes das componentes verticais que nas séries de
Fourier anteriores, temos w* = 0 e 8% = 0 para todo k = (k, ks, k3) € Z°
tais que [k;| + [ko| + |ks| = 0.

Isto é de crucial importéncia pois, através dela, podemos obter desigual-
dades tipo Poincaré especificas para as partes verticais. Tais desigunaldades
apresentam uma dependéncia de £ que nos permite cbter mais tarde o decéscimo
de w e £ a medida em que € tende a zero.

Passemos agora & obtencdo de tais desigualdades:

Lembramos que a norma de w em L?() é:
[0 gy = [ 3 AP dedy = (0:000) " Y ok
? rezs kez?
e que

Vew(z) = ) 2wi(koy, 2a2,_k303) . relrikes
keZ®

Portanto, temos

(Ve w”%}(ﬁ) = 47"2(‘11012“3 Zs(kla‘l: k2a2= —kaag)lwklz
keZ

471'
(01&2‘13) ! Z [w*}? = 4n’e 2”'“’”52{93

keZ?

j4 que pela observacdo anterior temos w* = 0 para todo k = (k1, ko, k3) € Z°
tais que |ki| - |ks| + [ks| = 0.
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Assim obtemos a desigualdade

£
otz < 5 1 Ve wllzg)- (3.6)
Com o mesmo raciocinio, obtemos também:
£ eC
\IVewlle@ = o HDE"””LE(S"}) < 9 “Ae'w“ﬁ(fz)‘ (3.7)
onde C ¢ a constante decorrente da equivaléncia entre || - ||az € [[4e - |12
em D(A.).
Analogamente, valem:
eC
V. 48”[,2(51) < D A ﬁlle(ﬁ) (3.8)
° c
3
1B Bllraey < 5~ 11Ve Be Bllaay (3.9)

Assim, as desigualdades (2.32) até (2.37) podem ser reformuladas, uti-

lizando (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9), da seguinte forma:
Para w = (I — Mju, v € V; temos
1 2 1
Il < Lliwl g 1Ve ity < Bet 1V, wliagry
Para w = (I — M)u, u € D(A.), temos
3
< Bet || Acull ey,

1 3
HVE w“L‘i(fl) < LV, w“;;z(ﬁ)nAEwnzz{ﬁ)

Para 8 = (I — M)g, com ¢ € HZ, vale
3 3 1
1. Bllzagy < LIV Bllkaiay 102 Bl gy < Bet 18 Bllagay,

Para 8 = (I — M)g, com g € H?, vale

1 3 1
”AE !SNL“(!’!) <L HAE ﬁ“;z(ﬁ)”vs As B”E‘z(ﬁ)BEI”Vs L 5“[,%!’1)'

Para w = (I — M)u, com u € D(A,), vale
1 3 1
”'w”z,oa(fz) <L ilwli}‘,z(ﬁ)llAetUI!;,g@ < BE“_ ”Aewum(ﬁ)

70

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



Para 8 = (I - M)g, com g € H3,, temos

”VE /BHLM(S"I) <L ”Ae ﬁ”gz(ﬁ}nvs A«E ﬁ”%z(ﬁ} < BE% ”VE A, !6“[,3({1]' (3-15)

Ainda, para 8 = (I — M)p, com o € H},, vale

1811003y < LlIVe Bllzay Qe Bllingy < Be¥ 10 Blliay-  (3.16)

3.2 Limitagao da Componente Vertical

Nesta se¢do, procuramos estimativas que controlem as compornentes verticais
w e B da solucdo (u, ). Antes, colocamos uma observagio importante que
ser4 utilizada nas demonstragGes dos lemas subsequentes.

3.2.1 Observagio A solugdo {u, ) = (v+w, a+ /) é limitada no sentido do
Teorema 223, ist0 &, [V w(Oley + 14e €0y < 200" para todo
>0

Entretanto, os lemas seguintes exigem uma condi¢io de limitacao mencs
restritiva do que a que realmente temos conforme o Teorema 2.2.3. De fato,
para a validade dos lemas a seguir basta que, para alguma constante positiva
fixa b menor que 1/25, tenhamos ||V, Hig o + 1A g”ig@ < e parae >0
suficientemente pequeno, o que é implicado pelo resultado acima.

Pelas observagdes da se¢ao anterior, v, w, ¢ e F também sdo Emitadas no
mesmo sentido.

O objetive de trabalhar com este tipo menos restritivo de limitagéo é o
de termos a possibilidade de generalizar os resultados a serem apresentados,
no caso de se obter existéncia de solucio global com condictes de limitagio
de dados iniciais menos restritivas do que a obtida no capitulo anterior.

QOutra observagdo importante €, como j4 alertamos anteriormente, embora
nio tenha ainda sido possivel obter um resultado de existéncia global para o
problema {1.12), a partir deste momento, trabalharemos com este problema
como se houvesse um tal resultado, e fornecesse informagoes similares aquelas
do Teorema 2.2.3.

Com ligeiras simplificagtes nas provas, os resultados obtidos serdo imedi-
atamente vilidos para o problema (1.13).

Repetimos que adotamos este procedimento apenas para mostrar que se
tivéssemos tal informacio de existéncia global, os mesmos resultados valeriam
para (1.12).
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Iniciamos pelo seguinte lema, que nos fornece uma estimativa para || Acwl|:

3.2.2 Lema Seja (u, ) solugdo global de (1.18) , dada pelo Teorema 2.2.3,
a qual satisfaz

Ve u”i?{ﬂ) + liA Q”%z(ﬂ) <e™,

para £ > 0 suficientemente pequeno, (ou uma possivel solugdo similar de

(1.12)).
Sejam também v = Mu, w = (I — Mu, o = Mg e 8= (I - M)y, as
quais satisfazem (8.5) com as condigdes de contorne periddicas:

v((z,y) + Leit)y =v((z,y), 1) i=1,2,3

w((z,y) + ety =w((z,y),t) i=1,2,3
a((z,y) + Le,t) =of(z,y),t) 1 =1,2,3
Bz, y) +lient)=B((zy)t) i =1,23.

(3.17)

Entdo, para qualgquer constante positiva b, e 0 <e < 1, existe Cs > 0, Cy
independente de ¢ e de b tal que

2
1

4
Bl AL, < Co {u(f — MY oy + P U oy + ﬂg

L)

2

v

ot

1 1

+e2 || A BllZa g +e2 P ||A, BIP Ao + €27 IVe A ﬁlliﬁ(ﬁ)} :

£2(h)

Prova: Tomando o produto interno entre a primeira equagio de (3.5) e A.w,
temos:

(g %,Agw) + (Q %U,Aﬁw) + (e(v-V.)v, Aw)
+o(v-V)w, Aw) + (0(w- V) v, Aw) + (o (w- V) w, Aw)

=2 [({v- Ve )Ve 0, Acw) + ({(w- Vi ) Ve g, Acw)+
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(Ve p-V.v, Ae'w) + (Vs gV, Asw)] =
[ (Ae v, Aew) + 4 (As w, As'w) - (vs yid Ae'w) + (Qf) Aew)-

Usando que v = Mu, w = (I~ My, a = Mpe 8 = (I — M)p,
observamos que:

o (A v, Aw) = 0 pois M{A.w) =0, j& que A.w = (I — M)A, u, o que
pode ser comprovado via Séries de Fourier, logo M(A4.w) = M(I —
M)Au=0; e A, v =MD, v);

. (Vsps Asw) =0

. (g %?,Agw) = ([J‘ %,Asw) jdque M (a ?—;) = Q % e assim (a %%,Aew)
e Da mesma forma (g(v- V. ) v, Aw) = (B(v-V,.)v, Aw);
o (v Vo )Vep, Acw) = (v V)V 5, Aw) ;

® (Veg:Vev, Aew) = (Ve 8- Veu, Acw);

e (of, Acw) = (a Mf, Aw) + (e (I — M) f, A-w) + (Bf, A:w), mas como
(@M f, Acw) =0, entao (of, Aew) = (& (I - M) f,Acw) + (BF, Asw).

Apds tais observagoes, obtemos que:
L HAsw”iz(ﬁ) <M ||(I—M)f||r,2(ﬁ)||Aew||L2(f:)+”5||Lm(ﬁ)||f}|L2{ﬁ)||Aew||L2{fz)

ov

= 4wl sy

Ow
Bl 4wl + M |5

L2(%) L3(f})

+H|Blicollvlloo || Ve ’U||L=(s'z)“Asw||L=(s'z) + M }|”||L4(fz)|lvs w“z,d(s‘l)”Asw”Lz(ﬁ)
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+M Ilwlle(a)IlVa U|1L3(fl)1|A€wHL2(fl) +M “’w"Lm(ﬁ)”Vs wl|L=(ﬁ)”Asw||L={fz)
FAM )l e l1De BlizagyllAewllpay + Alwllpeogy 106 oll L2y 1 Aewll 2y

+A |V, ﬁ”LN(ﬁ) Ve ””L%ﬁ)!'AEw“Lz(ﬁ)"')‘ Ve 9”[.4(5’2) Ve w”L‘(ﬁ] ||AstL2(ﬁ)-

Aplicando as desigualdades (2.32) a (2.37) e (3.10) a (3.16) & expressdo
acima, temos:

H ”Aew“iz(ﬁ) <M H(I—M)f“m{ﬁ)“Aew”yz(fz)'*‘B“:% [i&e ﬁllm@Hfllm{f;)llAewIle(m

Ov

i
+Be* [| A Bl oy ot

ow
collingy+ 34 |52

||Aew”r,2(ﬁ)

12(y) L2

1 ] 3
+BLE |, Bl 12 0l A0 gy 1Aty
1 1 3 1
+MBLe* “'U”Ez@)”vs 'U”Ez@) ”Aew”?w{ﬁ) + MBe1 ||V, ”HLﬂ{ﬁ}”AEwl iﬂ{ﬁ)
1 i 1 3
+MBet ||V, ’w”L?(ﬁ) ||A5w||%2(ﬁ) +ABLe% || vf|4 HL?(())HVE U“Ez(ﬁ} Ve 5|iL2(ﬁ)[|Asw“L2(fz)

1 1
+ABei [7AW 9“1,2(5”1)”*4510“%2@)4‘)\35 || Ve A 5“1:2(5”1) Ve 'Ul|£,2(r”z)||Aew”r,2(fz)

1 L 2
+ABLe% ||V, Q“Ez(f;)”As Qllzz(ﬁ)”Asw“iz(m
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Levando em consideracfo as limitagGes observadas em 3.2.1, obtemos:

ov

#”AETU”LS(Q) (M”(I M)f”L"(ﬂ) + BEE_E”-’r”L”{ﬂ) + BS4I|A Bllz2@) 8t

LX)

wa |G

1.k 18
+ BLed 72| A, 13“1:2(5'1)“146””1,2((’2) +2ABLe*7:||V: A 5”1,2((1)) ”A.s'w”L?(fz)
A1)

1

+ (MB(?.L -+ 3)631%) IIAew”,ng(fz)

Aplicando a desigualdade de Hglder com constante dy, temos

31)2
ot

1 1 1
ullAcw gy < 5 (Mﬁn(f MY By + B0 51y + B A Blley

L2(f)

2

Ow

M2
M5

i i_
+ B2 A Bll a4t lFaq) + 4N B L ”IleAsﬁlfizcm)
L) .

+ (‘5; + MBQL +3)e %-%) [ Acw|Za

Escothendo agora

b_ 1
274 1
o<t s« il 5 ¢ Cs = = maz{M?, B* B2 L% 4X*B*[*}, temos:
4 (AMB(2L + 3))7 1 S
l.p B’U
H”Asw“z,z(ﬁ) <Cs § I - M)f”m{n) +ez ”f”L2(ﬂ} +e? A 6”19(9) el
£2(§)

51

+ 57| A BlRa gy Act ey + €3IV A 5”L=<m}
L&)
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o que demonstra ¢ lema.

Agora demonstramos um lema a que nos fornece uma estimativa para
d -
anvs w”iz(ﬁ) (Definigao 3.1.1).

3.2.3 Lema Seja (u, o) solucéo global de (1.18) , dada pelo Teorema 2.2.3
{ou uma possivel solucgo similar de (1.12)). Sejam também v = My, w =
(I—-M)u, a = Mg e = (I-M)p, as quais satisfazem (3.5) com condigdes
de contorno (3.17).

Entdo, para 0 < € < 1 e b gqualgquer constante positiva, existe C; > 0,
independente de € ou b tal que

2

at

2 d
+ W d—tHVs w“%z{ﬁ)

L2(5)

2

dv

ot

<Cr {u(f — M) aqy + 67 U 2ay e 1A BllFagay

£2(§1)
+ R A B AcoF + et Al + 70|V A, B

Prova:
Tomando o produto internc entre a primeira equacio de (3.5) e
temos:

@6—1“ éz’-3}—?2+ U-Vviw~+ 'UJ‘V‘U@—
gat’at+gat,at Q E‘Jat Q E‘Jat

ow ow Sw
+(Q'U 'Vg'w, E) o+ (Qw . Vs wg?ﬁ) — A [((’U ‘ Vs )VE o, E)

dw
at ¥

+((w-Vs)Ve o, %J) + ((ng-Ve)v, %—T) + ((Veg-Vs)w,%f)]
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obtemos:

(A v,%tw)—ﬂ
(V P, at) =0

1d 5
o (8w ) = -3 Zlveul
(gv Vv, ) (Bv-VEv,%—)
()= 3 %)
a o o

o
('U Vg)ng, at) = ((Uvs)veﬁa‘b?)
V.o-V _(v.p-v.0, 2"
Eg Ev? at - & Eva at 3

(gf, %)= (at-200.52) + (5.5

(ow V. ‘U’?ﬁ) (6ﬂ'V5v,%),m%

é nula, visto que o primeiro termo independe da

Por exemplo, (gfv Ve v, @)
ot
Jw
a parcela (cw * Ve, y

terceira variavel, logo av - V.v = M(av- V. v) e
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Ow ow Sw
=y (Asv, Etu) + i (Aew, E) — (Vgp,—é—t—

Observando que v = Mu, w = (I — M)y, a = Mpe § =

Jw
ot

)+

(%)

= - M.

Pibwge,

LAY

Lo TRAL

DpRiiLt oo

QRCAO CIRLULANTT



Levando em consideragdo as observagoes acima, temos:

dw|?
m (| —=— Vew
0w Ow
< M|[(I"M)f||r,2(ﬁ} el +”5”Lm(ﬁ)”f“r,2{ﬁ) Bl .
28y 12(Q)
v Sw Ow
+|B1l oo - + 8l Loo@) 1oy I Ve vli 2
=@ || 57 @ Bt 2 roo(d) |1V iLes (&) 2y | 5y .
Sw Jw
+M ||wl] goo ey Ve vl 120y Zl . + Mol sl Ve wil oy Bl
L¥Q) L2{%2)
ow Ow
Ml Vel |G| Ml lAeBllovey e
2(f) L2()
Jw Jw
+)‘”w”LW(9]”A€9HL’-(Q) Bl +)\||Vsﬁ||LW(ﬁ}||Vs”|]L2(ﬁ) FTa I
L3(5) L2(5)
Jw
FAVe oll ooy I Ve wll sy Fr
L(2)

Aplicando as desigualdades (2.32)

acima, obtemos:

dig!

£2(%)

w

+Bet A ﬁ”LE(n) ”f”L?{n} Bt

L2(fy)
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+ Be#|| &g Blipaay 5

+ 2 LIV, ity < MU = M)l

a

a (2.37) e (3.10) a (3.16) & expressio

dw

£2(8)

Sw

LA 9t LG



: : 1 |
+BL€4”A€ ﬁ"[ﬁ(ﬁ)”va v”Lz(ﬁ) ”Aevlll,n(ﬁ) 8t

L2

Ow

% [y

101 3 Jw
+MBLe o] 12 [ Ve 9l ) | Aetll oy | 5

1
+MBe* ||Asw”£,2{fz)nvs 'U”Iﬂ(ﬁ)

£2(@)
dw
At |2y

%

1
+M B> ”Ve w”Lz(ﬁ) ”Asw”Iﬂ(fl)

T )
+ABLeg* ”'U”Ez{ﬁ) ”Va 'U“;,z(ﬁ) ”Ve AW ﬁ”Lz(fz) 20

dw

Ot || 2y
o

%l
S

1 1 s
+ABLe3||V. Q”ZZ(Q)”AE Qll}‘,z{ﬁ)llAstLz(ﬁ) ot

2z
+ABgt ”As'w“L?{ﬁ)”Ae I'?HL?(S"))

+ABzi||V. A, B 2@y Ve vllaa)

Lz{fl)..

Usando a limitagso|| Ve ul[7,q) + [A: ollfaq) < €% (Observagio 3.2.1) e
a desigualdade de Hélder com constante 4,9, temos:

w wd
Sl +5zlVeullag

d
L)

1 2 2 2,15 ;12
< E{M (T = M) fllzagy + B filzaoy

2

duv

ot

-5 $
+B%e3 (A Bt + B L VA, Bl @y A0 2

L)

+B2(2M? + ML + N2 4 NLA)e Y Acwl. g
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2

am dw

2p2 2-2-b

L3(5)
Tomando §;p < s e

11

Cr = 51 maz{M?, B?, B°L?, B2 (2M? + M2L? + X2 + N'L?), N'B*(1 + L?)},
10

podemos concluir a demonsiracao, ou seja,

Ouw ||°

)

“V w[] z
o + 5 aIVeulig

< Cr{lltI = M)f i) + €71 ey

v’

tez “A ﬁan(g] ot

1.5 2
+£2 4b”As ﬁ?,z(ﬁ) HAEUHES((])

L)

Y AcwlZagy + TV A Bty )

Escrevemos agora ¢ = a+ 8 com o« = Mg e 8 = (I — M)g e substitufmos
na terceira equagao de (3.5). Desta maneira, vamos separar esta equagio em

duas, uma para « e outra para 3, a fim de obtermos uma estimativa especifica
para a parte vertical 8. Vejamos:

%(a+ﬁ)+((v+w)-Vs)(a+ﬁ)=)\ﬂe(a+5)-

Como M (%+u-VEQ—AAEQ) = 0, temos:
L 105
E%—M(u Veo)=AA (3.18)
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+u-Veo— AL, g) = (), temos:

Também, como (I ~ M) (gt

gf+(f MM(u-V.p)=AA 8 (3.19)

Aplicando A, a (3.19) e tomando o produto interno com A, 3, temos:

(A gf A, ,3) (Do (I = M) (- V. 0), A B) = A (D (A B), A B)

Observamos que:

op _ld 2
(85 808) = 5 g 18

(As (_(I - M) (u - Ve 9) + AL ﬁ): A, ﬁ)

= _(VE (-*(I - M) ('U. . VE Q) -+ )\Asﬁ): VE Ae ;8)

Logo, temos:

1d

52 18 By + AlIVe B Bllay < (Ve (I = M) (u- V. 0), Ve A B)

<|[Ve - M) (u-V, 9)”1,2{(?) Ve Ae 16“1,2((1)

1
S o Ve (T = M) (0 Ve ey + 5 1V e Bl
Assim:
”A 'BHLZ(Q) + )‘ ”Vs AE ﬁ“LE(Q) — A ”V (I M) (’U, VE Q)”L2(§'}_) (320)
A partir desta estimativa, obtemos o seguinte lema:
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3.2.4 Lema Seja (u, g) solugcdo global de (1.13), dada pelo Teorema 2.2.3
{ou uma possivel solugio similar de (1.12)). Sejam também v = Mu, w =
{(I-M)u, a =Mp e =(1—M)p, as quais satisfazem (8.5) com condigbes
de contorne(3.17).

Entdo, para 0 < £ suficientemente pequeno, existe Cg > 0 independente

de € tal que:

d 1
EHAE .B”iﬁ(ﬁ) +A ”VE As/g”iz(ﬁ) < (e ”Aew”%z(ﬁ)-

Prova: Trabalhamos com o lado direito da estimativa (3.20).
(I-M)(u-V.o)=(I-M)v-Vea+v -V.8+w-Veat+w: V. 8)

- (I'_M) (U'vsﬁ+w'vsa+w'vsﬁ)-
jé que v+ V.o = M(v-V.a). Portanto:
IVe (7 ~ M) (u- Ve Q)Hiz{ﬁ) = - M)V, (u- V. 9)”%2@)
=T -M)(Vev -V 84+ (v-V )V 84V, w- V.o
+(w-V ) Vea+Vew -V, 8+ (w- V)V, m“%ﬁ(ﬁ}
<{Vev- Ve ﬁ”iz((z) + |- A ﬁ“iz(ﬁ) +(|Vew - Vea”iz{ﬁ)

- Ae ooy + 1Vew - Ve Blagy + v A BllZag,

<[ive. 5“%m(ﬁ)”vs v”%ﬁ(ﬁ) + II”“i‘t(ﬁ)"Ae /8“,254((1) + Ve w“?ﬁ(ﬁ)nve a”i‘!(ﬁ)

'J"“w“ioo(ﬁ)nﬂs a”%ﬂ({z) + Ve w“i‘i(ﬁ)nvs ﬁ”i*‘(ﬁ) + “wuim{ﬁ)”AE ﬁ“i%f})'
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Aplicando as desigualdades (2.32) a (2.37) e (3.10) a (3.16) & expressio
acima, temos:

IVe (T = M) (- Ve 0) 2agay < BeHIVe A Bl IV vl

1 L 2 1 -;» 3
+BLE ol V2 0l IV A By + BLEH A0y IV, ol 10 ol

1 1
+Bet | Acwffa | A: lffag) + B Al 10¢ BllTa
1
+Be? ”AETJU“?,?{Q)”AE ﬁ”iﬁ(ﬁ)'

Usando a designaldade ||V, uH%Q{ﬁ) + 1A Q”iz{ﬁj <e™? (8.2.1) obtemos:

d 1 1.
EHAE 18“,2{,2(5‘;) + A ”Ve A€ ﬁniﬂ{ﬁ) < X {2354 b”VE As 16“?,2@)

+(B(L + et + B(B + 1)e3 ™) | A3y}

4B A
IAE ﬁ”iz(ﬁ) + ’\ ”Ve As 3“,21’,2{(2) S Ossi_b“Asw”iz(ﬁ)-

-1
< B
Escolhendo ¢ < (i) e Cy = —maz{L + 1, B + 1}, concluimos que:
4
dt

As estimativas obtidas pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 néo sio suficientes pois
apresentam dependéncia em relacéo a parte horizontal v. Também o lema
anterior nos remete a0 mesmo problema ja que Hmita 8 em fungio de A w.
Procuramos agora contornar taig dificuldades, estabelecendo novas estimati-
vas para a componente horizontal v. Iniciamos com o seguinte lemas:
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3.2.5 Lema Sejo (u, o) solugdo global de (1.18) , dada pelo Teorema 2.2.8
{ou uma possivel solucdo similar de (1.12)). Sejam também v = Mu,w =
(I-Mu, a = Mp e = (I-M)o, as quais satisfazem (3.5} com condicdes
de contorno (8.17).

Entdo, para ¢ suficientemente pequeno e b constante positiva, eriste Co >
0 independente de € ou b tal que:

2 2

ow

ot

ov

ot

+ 7| A, .Buiz(ﬁ)

plA@lZag < Co {”f zscey + 2@ €
L) L2{Q

1
+e2 "HAewllia(ﬁ)-l-Ile 'vllia(ﬁﬁHVs 'U“iz{ﬁ)nva w”i!(ﬁ)"'znvs ””iz(ﬁ) li2e Qniz(ﬁ)}

Prova: Tomando o produto interno entre a primeira equagéo de (3.5) e A, v,
temos:

(g%,AEU) + (Q%,As'v) +(e(v-V.v), Av) + (o (v- V. w), A:v)

+o (w- V. v), Acv)+(o(w- Ve w), Av)—Al{(v- V. V. 0, Acv) + ({w - V. )V, 0, A.v)

+ (Ve -Veu, Av) + (V. g - Vew). Aw)] = —u (Ae v, Av)

—H (A-‘-‘wa AEU) - (Vs b, Aev) + (Q f: AEU)'
Observamos que:
o (A;w,Av)=0
o (V.p, Asv) =0
() () (o) (e o)
du

pois %% ={I- M)a e ah v = M(aAffv)_.
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Assim, obtemos:

ov

H ”Aevlliz(ﬁ) <M ”f“Lz(ﬁ)“AEU”LR(fI) + M Bt

iAol 2

()

Ow

181l oo 53y oy

) ||AsU||L2(s”z) +M ”'U”Loa(s'z]“Ve’”||L==(s"z)||AsU”L2(fz}
L3(S2)

+M ||'U1|Lw(fz)|!ve w||L=(fz)”Ae”“L2(ﬁ) + M ||’w||z,4(ﬁ)||ve ”|1L4{ﬁ)|fAs”||L=(ﬁ)

+M |[l] pooigyy [ Ve 0l 2y 1 Aevll gy + A lloll ooy 1 2¢ @l 28y 1 Aevl] 2y

+A ”w”r,w(s“z]”As Q"rﬁ(ﬁ) ||As’v|iz,2(r'z) + AV, Q”L-i(ﬁ)”Ve ’U“L*i(ﬁ)“AsU”L?(ﬁ)

+A Ve oll gy | Ve wllpay | A0 Lagry-

Utilizando as desigualdades (2.32) a (2.37) e (3.10) a (3.16), -obtemos

ov

ﬂ”As””iz@] < M| £ gy |l Aev|| gy + M Py

Aevliasy
L2(52)

+Bet A Bll 2y

20l Al e+ ML [Vl o Al
3t Lz(ﬁ} ¢ L2(Q) ¢ Lz(ﬁ) & Lz(fz}

1 I 1 1
ML, ol 12 0ll 40l M BLER 9,0l 1V ol 14

1 i
+MBe# ||V, ’w”Lz{fz} ”Asw“f,?(fz} ”AsU”Lz{ﬁ)"‘)\L Ve ”HEz(ﬁ) | &e QHLE(fz) A

83

.
.

7
v ”Ez(ﬁ)

r
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1
+ABe® || Acw|| oy [ A 0l pageyl| Aevl| sy
ALE ||V, glf%, o 1 0l 22 g Ve 0 i | Acwl]
+ | egan(ﬁ)“ 59”52(@” sv“Lz(ﬁ)u E'U“Lz(ﬁ)

1 1 &
FALBE [V, ol 10e il etz Actll oy

Reordenendo as parcelas acima, temos:

Ow

+ Bet |4 Bll 2@y B

v
pl At < (M||f||Lzm) +M H

L5 £%(9)

i 1
+MBet || Ve wl| o | Aewl 2y + ABET (| A ol Loy | Aewli oy
1 1 3
+ LBe% ||V, ngz(ﬂ) | Ae QIIE:*(Q) ”Aew“r,z(ﬁ)) ”Asv”m(ﬁ)
5 1
HML||Vevll a5 + ML Ve v]| 126 I Ve wll z2s)
z
+MBL54 “V w“LP(Q)HV ’U[ L) + AL ”Vev”Lz(ﬁ)HAE Q”L“{f}]
2 i 3 1 1
+AL “VE QIILz(ﬁ) “As 9“52(5‘})”Vs v”Lz(ﬁ)) ”AEUHL:;(Q)-

Aplicando a Desigunaldade de Holder com comstante 44, temos:

2

ov
at

#llAev |l < 26y [Mz 11 zegay + M7 £2(§)

2

ow

1
Bl MBIV wlay B ) IAculfng

e 1A, By ﬂ
L)

86



1 1 3
+L7B% ||V all 3o 1 ol 2ga ”Asw“iztﬁ)]

858 [MBLS Ve '0“1,2(;1) + (MSLS + MEB® L% 2) IV ”“LQ(Q Ve w”};z{n)

+XLE ||V, ’U”iz(ﬁ) A" 9“%2(6) + XLV, 9“?‘,2((1) 1A, Q“iﬂ(ﬁ) Ve U”iz(ﬁ)]

d11 8
# (%4 5o 140l o

é 3
Escolbendo dy; tal que % + géfl < % e
2
Co = maz {W B 1 (M?B? 4+ X'B? + L? + B?)
611 611 611
MSLE 1 T A

MSLB SBBLS 1 LB
4611 %1( M ), 468 ( i )}

concluimos, utilizando a limitagéo ( Observagdo 3.2.1) ||V u|| Lz(ﬁ}—kHAE ol @ <
~b
que

av
ot

#HAE'UHH{Q) <Gy [”f”L‘*(ﬂ) +

L2(§)

dw|?
8t

e A 5";,2(9 +eat ”Aew“z,z(n) + Ve v”z,z(m

Q)

+||Ve v”gﬁ(g Ve 'w”i%ﬁ) + Ve v”iz(ﬁ)“Ae Ql]iﬂ(ﬁ)]

Substituimos agora tal resultado na expressio dada pelo Lema 3.2.2, ob-
tendo:
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Bl AcwlZagy < Cs {IT = M) Ty + €421 Iaet

A
ot

vl
ot

+52”A !3”1,2{9)
L2(y)

|5,

rﬂ(ﬁ)

e A Bl a2 [ufum(m

L&)
2

ow _
T +ei "lAcw? 2{Q)+”V 'U”fﬂ(n)

1
+e7 (| A B[220
L3(5)

+”VE 'U“%g(f!)”Ve w”iz(ﬁ) + ”VE U“ Z(Q)“AE ‘Q“Lz(ﬂ}] + 62 b“V A IBHL‘Z(Q}]

De onde, podemos obter:

pil Ae 'w”[,z(n) {“(I M)f“r,ﬂ(n) + “ 9

L)

v
ot

3 Ci
+s%“b( A, ﬁllm)) 111Gy +e® b(” ;)”A Bl

2

A

+55‘b”A B”z,z{g)( 4e7%)
L)

+e P Awllfay + €PNV B Bl

B Bl | 2o

1
=5 AC ,
Escolhendo £ < (%) T e Cho = 2Cs (1 + Tg) , concluimos que

;U‘”A w“ﬁ{g) < ClO {“U M)f”z,z(n) + 5—_b”f”1,2(n)

ol (3.21)

Bt

1 owl’
g2 b”Aa ﬁ“iz(ﬁ) ”

+e7 ¥V, A, 5”L2(ﬁ)}-

() L3
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A estimativa obtida para ||A.v||? pelo Lema 3.2.5 também pode ser usada
para me-lhorar a expressao dada pelo Lema 3.2.3, como monstramos no lema,
a seguir,

3.2.6 Lema Seja (u, ) solucdo global de (1.18) , dada pelo Teorema 2.2.8
(ou uma possivel solugdo similar de (1.12}). Sejam também v = Mu,w =
(I—Mu, = Mg e f = (I—M)p, as quais satisfazem (3.5) com condicies
de contorno (8.17).

Enido, para e suficientemente pequeno e b constante positiva, existe Cy1 >
0 independente de £ ou b tal que:

m | Ow e LTI
E“agmz Vel < Cur {17~ My + &8P
|
+eb A B +e M Acwllfa + Ve De Bl
@ |5 & () )
I2

Prova:
Substituindo a estimativa para |[4.v|®> obtida pelo Lema 3.2.5 na ex-
pressao dada pelc Lema 3.2.3, temos:

9 A
d
+ pdt”V w”LE(n) < C‘T{”(I M)f”lﬂ(f!)

O [{ Lagesy
du
+e77| 120 + €2 110 I
2(f1) L) 3,: Lz{.ﬁ)
; B’
4o P A Bl 2 bmm@+“
12(@)

2

1
+ e[ AcwlTa) + Ve vlla

+52 1A ﬁ”m(g) )
L2(Q)

Bt

+||Ve U” 2(9)“V w”[,e(n +“v5”“ 2(9)”A 9”;2(9)]

+82“6”A w”m{m +et Ve A B2 2(9)}'
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1

Escolhendo € < (%) =L e Ci1 =4 (1 + %—) temos:

m
3t

i
+-£32

d
+“d_tHVE w”%}(ﬁ) < Cll{“(I - M)f”iz(ﬁ)

L2(f)
2

ov
Bt

2

“be”ia(ﬁ] +er 1A, Blitaw)

L3(0)

+e3 A+ HIV A Bl -

Combinando agora os resultados obtidos por (3.21) e pelos Lemas 3.2.6 e
3.2.4, obtemos o lema abaixo:

3.2.7 Lema Seja (u, 9) solugdo global de (1.18) , dada pelo Teorema 2.2.3
{ou uma posstvel solucio similar de (1.12)). Sejam também v = Mu,w =
(J—Mu, a=Mp e =(T—~M)p, as quais satisfazem (3.5) com condigdes
de contorno (8.17).

Entéo, para b constante positiva e £ > ( suficientemente pequeno , existe
Ch2 independente de € ou b, Ciz > 0 tal que:

t 1%,

< Cip {n(f—M) Flagy + 7 2N F e + €7 Pl De Bl3aa

d d
+ 1 dt Ve 'w”iz(ﬁ) + dt /A% ﬁl!iz(ﬁ}

L"’{Q)
FS V. e Bty + - it Mculliag)

%
ot

2
L2(%) }

(3.22)

Prova: Somando as estimativas dadas pelos Lemas 3.2.6 e 3.2.4 com a ex-

pressao dada em (3.21) multiplicada pelo fator e escothendo Cig = 1 +
40]_0 4010

4
] A 2— 250 um 2
a— t :
es<mm{(2) ’(801003) },ob emos
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Suw |

ot

m
4

+ 2, wl[Zaa) + 18 BllZ2)
oy | & L) 12(fy)

||As'w”r,2(ﬁ)+ HV A 16“[.3(9)

ov |’
Bt

12(@) } '

Ainda com o objetivo de melhorar as estimativas j4 obtidas para. as partes

< Cm{”(f M) £y + 52 gy + 4PN Bl

que figura
L)

verticals w e 8, procuramos controlar o termo horizontal

Haz

em tais estimativas. Iniciamos com o seguinte lema:

3.2.8 Lema Seja (u, 0) solugdo global de (1.18) , dada pelo Teorema 2.2.8
(ou uma possivel solucio similar de (1.12)). Sejom também v = Mu,w =
(I -M)u, a = Mg e B = (I—M)g, as quais satisfazem (3.5) com condigées
de contorno (3.17). _

Entdo, para ¢ suficientemente pequeno e b constante positiva, existe Cyy >
0, C14 independente de ¢ ou b, tal que

31) d
- +azlVevlzag
1 ow ?
< Cie {Ilflliz(fn +e 5 Lz@* e+ E“b“AE'w”Lz(m}

Prova: Efetuando o produto interno entre a primeira equacio de (1.12) e

temos:

dv
at!

(2, 2) (022 2) (06090, 2 )+ (000908, 2 (06090, 2
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(g(w v. )w,‘;:) [(( V.V, g,‘;;’)+((w-vg)vsg,‘?—;t’)+(veg v. u,‘:’,;)

+ (VEQ'VG'{U:%)} = M (AEU)%)_‘_M (Aswa ‘a;;) (vspsgt) (Qfa )

Assim, observando que (g %ﬂ, 5) (ﬂ (?;l: g:) temos:

aul? ov Sw v
HV V)72 < M||Ifll2 +{|8] oo v
M L) 2 LX) = L®) Gt L) £e=a) 8t L2(%) ot L3(fY)
ov v
M [l 1V vl | 5|+ MiwllzalIVevlloae | 5|
L) L2
ov dv
+M ”’U”m(s'z)HVa w”m(ﬁ) Bt +M||w||Lm(n)||V ‘w”m(n) Sl
L3({) L2(1)
ov v
+)\|1U”LW{ﬁ)”As Q“Lz(ﬁ) e +)‘“w“L°°(ﬂ)”AE 9“152(9) Bl
L2(Q) L2(Q2)
8v v
+A Ve ellos Ve olizney | 5| +AIVetlliu i Vewllo | 7|
L2(}) L2(2)

Aplicando & expressdo acima as desigualdades de Holder, (2.32) a (2.37)
e (3.10) a (3.16), temos:

el

19 vl < g LI 26
12@) 2 dt @ = 35 L6
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ow |

+B 52”A 48HL2(Q) Bt

+ M2L4Hv”L2(g)”V U”Lz(g)”AeU”

12(5) £2(Q)

1 1 2 1 1 3
+M?B?L’¢3 IVew ”iz(ﬁ)llve U”Ez(ﬁ) ”Aer”“;‘z(ﬁ)+M2Lszsz ”””zz(m IVe 'U”Ez(ﬁ) ”Asw”?c,?.(ﬁ)
i L 3
M2 B4 | Aol aiy IV 0l Eacgy + XLA0l1E oy 140l 18, el

N B2 | Aw| 2o | De 0l 22y +32LA| Ve 0] 3 3 3
et ew”m(ﬁ,}“ eQ”p(ﬁ)""\ L*| V. QHL:(ﬁ)HAE QuLz(ﬁ)“VeU”Lz(ﬁ)”As””Lz(ﬁ]

2
d11

2

Ov

/\2L2B25% Ve Q“gz{ﬁ)”AE QHEE(Q)HAE'w” 2(9-)} Ty ot

2§

ou, reordenando as parcelas e escolhendo 41; < m,

v d
mi =z + w4 | Ve vl T2
uat L) di L)

ow ||?
ot

2 2
= 2511 {M ”f” (@) + B ”/—\ ﬁ”mm) e

+L2(M2L2”U” 2(9}|IVEU|IL2(Q) +M23233”V w“;;z(n}nv vl]LZ(g]

1 E) 1 3
20l 22y 1 0l2agey + MLV e 0l g 10 0l IV Aol

82(M2L2”v”z,2(9)”‘7 o +M2||V w72

L)
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XA ey + ALV 0l gy 10 0llE ) A2y}

Escolhendo também

Cis = —— maz{M?, B? LA (M2L? + M*B% + X2 + \2L?),

1
26,1
B3(M?L? + M* + X* + \2LY)},

observando novamente que ||V, ulng(m + A ol iy < e~ (veja a Ob-
servagao 3.2.1) e aplicando mais uma vez a designaldade de Hélder com
constante ,5, temos:

av?

d 2
m Bt Na”vs Unm(ﬁ)

L)
2

1_p || 0w
<Cis {I]f”iz(ﬁ) + &7 b -a-t"

L2(%)

1 —5h 512 _
+‘26:€ 5 + ”AE'UHLQ(Q)-FSZ b“Agwan(n)}

Substituindo |[A51J||iz(ﬁ) pela limitagdo obtida no Lema 3.2.5, obtemos:

2
v
m_

d 2
ot + P"}E”VEUHLE(Q)

L2($1)

ow|?

L
+ —
Bt £

2619

< 013 {”f”f,z(n) +e€ __b

L)

ow I
Bt

oull®
8t

51209

+e2 HA 5”52(9)
£2()

[”f“}:z{g} +

L3(%)

+52_b”A€'w” L) + ||Ve U”LS(Q) +[|V- 'U”Lz(g)”ve 'w”m{g)
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+ QHVE"’”?{,B(QHAE Q”m(g)] + 55_1’“/‘1 'w”Le(g }

Como m e u sao dados e Cy ja foi escolhido, podemos escother 6y, tal que

1 44
012 < T ¢ também Cr = Cizmaz {1 + 912G . 12Cs }, concluindo
Cg 2612 2{,&
que
m || av]” d
+ p Ve vl 7o
H @ 4t T
2 10w ’ 3—b
< Cua {1l 2 + €7 5 + 7% 4+ e27P| 4 w2 Ta@)
L3(§)

Combinamos agora o resultado recém obtido com aquele dada pelo Lema
2
. Tal
L2()
estimativa ser4 muito til para a demonstracdo do deCI'GSCImO das partes
verticais de w e j3,assunto abordado ainda nesta se¢io.

3.2.7 a fim de estabelecer uma estimativa para a integral de

3.2.9 Lema Para ¢ suficientemente pequeno, eziste Cg > 0 tal que

Prova: Somando as estimativas obtidas nos Lemas 3.2.7 ¢ 3.2.8, temos:

—1

v

—(5)

5 ds < Clﬁ{e_b + E_Sb(t — T)}

L3(§2)

para 0 < 7 < L.

2

ov

d 2 d 9
g +#a”ve w”Lz(ﬁ) +ﬂa|lvs”i|52(ﬁ]

m
7
2 L)
”A ,8”1,2{9] +5 ”VE Asﬁ”gz{n) + == 160 ”Asw”y(g)
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< Ol agey + €~

desde que ¢ seja escolhido de modo que

. < min (E)%b (,um )‘1":253 (m)ﬁ
8 *\16Co "\ 4 ’

1
Cis =2012+C14 eb< ?

Integrando tal expresséo entre 7 e ¢t para 0 < v < ¢, temos:

m
il

t
18 By + Crs [ £ sy ds + Crae™(t = 7).

2

_ ds < |V, w(T)“?:?{ﬁ) + uliVe ”(T)“i“(fl)
L#(2)

2

Assim, como ||V, u}ﬁgm) + || gtl?‘ﬁ(ﬁ} < &% (veja a Observagio 3.2.1)
e, supondo ”f”?:z(ﬁ} < Cy <e™® <% temos:

T 1
7/
4 B
Escolhendo Cyg = po maz{2y + 1, 2C15}, concluimos que

r

2

ds < (2“ -+ 1)8_b + 20156_5b(f - ‘T)-
L2(9)

2

%)

5 ds < Cis{e™® +£7(t — 7)}.

L)

Apgora temos condictes de demonstrar a seguinte proposicao, que estab-
elece uma dependéncia da parte vertical da solugio com relagio a ¢.
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3.2.10 Proposiciao Sejo (u,9) solugdo global de {1.13) , dada pelo Teo-
rema 2.2.3 (ou uma possivel solugdo similar de (1.12)). Sejam também
v=Muw=(I—- M, a=Mpep =(I—- Mg as quais satisfazem
(3.5) com condigdes de contorno (3.17).

Supondo ¢ > 0 suficientemente pegueno, || f ||ig(m <& |(T-M)f|? 2@ <

1 -
—, e C constante e ||V5'w(0)||Lg(ﬂ) +

C’;, pare b constante positiva, b < o

18e B2 < £%, temos:

Ve w(®)|iZ @t [raw ﬂ(t)“r_,z(g) < €TVt 2 0.
Prova: Voltando & estimativa obtida pelo Lema 3.2.7, temos:

?EJ‘:!: 2
ot lrxa)
+< ”V AR 13”1,2(9) + o 80 “A 'w”L?(g)

d
1 + ﬂa@”ve "””Lﬂ(g) + dt”A 3“1'2(0)

Ov
Bt

2
zﬂ(fn} '

Supondo || f|i? 2o < e~ [I(T - M)f|? ) < Oy, utilizando as desigual-
dades o :
Ve ¢ Bll 2y > -C ||A Bll 2y € | Aew|l p2qay = ”V W|| L2y, J4 mostradas
em (3.7) e (3.9) e

escolhendo [ = min {

< Cry {||(I M) fHLz{Q) + 5__2b||f”z,2(n) + E“_b”A BIIz L%(f})

oMM pmar

4,,u, AT 02} obtemos:

d
(”Vs "‘-U” L2(fY) + “A B||L2(Q))

T
(@) }

il

£2(8)

+£72(]|Ve w“iz(s‘z) + | A, 5”22({1))

<

Cuz
z

~ o
{C; 433 si—zb”/_\. 5”[,2((:) !l
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Tomando ¢(t) = ||V, w(t)”iz(m + [|& B(t)lle(Q), temos:

d 2
L)
ou
@ 012 13 -2 @ 1_3p aw |*
dt_ Cr+em™ 1o |- +164&L9(ﬁ.)-

Pelo Lema de Gronwall(veja 1.1.7), vemos que

$(t) < (0) ezp{fat (_6—2 + %eé—gb

dv
ot

2
) dr
L%)

1_ b o Ci s lo0
+ —(Cf-i-f" 35)6381?( —e 4 et || — ds| dr.
Assim,
1 t 2
#(t) < o(0)exp{ — 2t + G2 g-p f i dr
: o 11O ey

tl gu

ot

Cu 1-30y f* =2 Gz 15
+£(C+6 )fﬁemp e(t 7')+lr-: '[r

2
ds } dr.
L2(Q)

2

ds obtida pelo Lema 3.2.9, temos:
L2(§)

$(t) < qb(U)e:rp{ 2t+C; e300 {ed £ (1t 1')}}

e Ll Bu
Usando a limitagéo para [ 5

23



— l t 1
+_31%(Cf+si‘3°) fo exp{ ey + %"8_“b016[ THetE- )]} ar.

Assim

¢(t) < ¢{0) ezp {(—8_2 + 5%_%5)5} exp { 012’:016 E~—2b}

+@(Cf +e5 %) exp { 0125015 8%‘“9"’} exp { 0121015 (e37 %8 — e‘z)t}

t 2.
. _[3 emp{(s —2 0123016 “‘3") fr} dr

< ¢(0) ezp{(—e7% + g%—gf‘b)t} exp { Ci2Cig g%—%b}

012 Z2(C+ 1) ezp { _6'123015 e%‘§"} exp { (_#01250165%_755 - 6_2) t}

exp { (6_2 - Q‘ﬂg‘-ﬁe

Escolhendo b < L temos l — 2—6 > - !

et

% 5 I logo 7% < ¢i. Também
ei 4 < gt e gt M < gk
. C1oCig 1_2s —2 .
Ainda — e b < 5 para ¢ suficientemente pequeno e também
Cr2C
%s% < 2, logo:

-2
6(t) < $(0) e:cp{%—-t} eop{ 2Cn.1)
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C - 1 1 —g2
+%(Cf —!—si)emp{%si} 2&° (1 - ea:p{ Z t}) :

ol

P(t) < ¢(0) 2ezp {:—Z—_—Et} + %Z(C"‘f + 45%)52

Logo ¢(t) < £% para qualquer ¢ > 2c%og4.

Assim, garantimos a limitacio das partes verticais ||V, wl| e ||A. || por

Ll Lol
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Capitulo 4: Atratores e
Semicontinuidade Superior

Neste capitulo mostraremos a existéncia de atrator em um sentido fraco
para (1.13). Tal sentido sera fraco porque o conjunto a ser construdo terd a
garantia de ser atrator apenas de solucdes correspondentes a dados iniciais
para 0s Quais conseguimos provar a existéncia de solugdes globais. Como este
subconjunto de dados iniciais possiveis é pequeno, e definido em termos de
normas fortes, a existéncia de tal atrator de sentido fraco nio serd de dificil
demonstracio com as informagtes que temos até este ponto do trabalho.

A principal contribuicdo, no entanto, é a obtencdo da informagao de que
este atrator é um subconjunto fino na terceira dimensdo, isto é, ele terd
espessura que tende a zero quando £ tende a zero, uma vez que ele serd
obtido como o conjunto w-limite de um conjunto absorvente com estas car-
acteristicas. Isto permite que se relacionem as solugdes destes problemas
quando £ tende a zero, com as solugdes correspondentes de um problema
reduzido bidimensional a ser explicitado neste capitulo.

A busca do atrator para o problema (1.13) é feita da seguinte forma: por
simplicidade de exposio, primeiramente consideraremos o problema como
autbnomo, isto 8, assumiremos que f ¢ independente de ¢ e buscaremos
o atrator para o processo autdnomo associado as solugGes deste problema.
Também buscaremos atrator para o problema reduzido bidimensional asso-
ciado a (1.13). A seguir gene-ra-lizaremos o resultado para problemas ndo
autdnomos, utilizando a nocdo de Skew-Product Semifiow e procuraremos
atratores para os Skew-Produts Semiflows correspondentes ao problema (1.13)
e ao seu problema reduzido.

E necessario comentar também que, devido & forma das limitacdes dos da-
dos exigidas nos nossos resultados de existéncia global no tempo, obteremos
atratores dentro de uma bacia de atragdo respeitando tais limitacoes. Dessa
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forma, e infelizmente, ndo teremos o crescimenio da bacia de atragdo a me-
dida em que ¢ decresce, como ocorre no caso das equagdes de Navier-Stokes
cldssicas.

4.1 Atratores para o Problema Auténomo

Nesta secdo assumiremos que o campo de forgas f é independente do
tempo, e, portanto, o problema (1.13) serd auténomo.
Para cada £ > 0, denotamos a variedade

V. = {(u, 0) € H. x L () : /ﬂ ou = 0}, (4.1)

e denotemos por {S ()}, o processo auténomo continuo correspondente
as solugbes de (1.13), S:(t) : D(S:) C V. = V,, o qual pelo Teorema 2.2.3
sabemos estar bem definido para dados iniciais pequenos em normas ad-
equadas se f satisfizer a condigio de pequenez (2.44). Devemos lembrar
também os argumentos do inicio do segéo sobre existéncia global no tempo,
no Capitulo 2, na qual estd o argumento que mostra que Se(t){u, ¢) € Ve
para (u, p) € D(S.).

Mais propriamente, pelo Teorema 2.2.3, (veja (2.43)) para cada ¢ > 0,
D(S,) contém o seguinte conjunto limitado:

1 .
- ) 2 2 1
Vo= {(u’ 0) € Vei (Ve oy + 8¢ llzagey < 2(26'5)%} 2
Definamos também o seguinte subconjunto de U,:
1
B.={(z,0) € V. elllcoli®sqy + Ve ulPaey € —=—
. = {(u, 0) I 59”1,2(5;) [IVe ”Lz(g} 4(205)% (4.3)

18¢ (I~ M)l oy + 1Ve (T = M)ullfag <7}

Definimos o conjunto w-limite de B; por
w(Be) = [ U S:(0)B.
s>0i>s
onde o fecho é tomadoe em relagio a V..

Demonstramos agora a seguinte proposi¢ao, que nos garante a existéncia
de atrator para S,(1):
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4.1.1 Proposigio SJeja {S.(t)}, processo autbnomo continuo associado ao
Problema (1.13) definido acima. Entio A, = w(B;) € atrator para o processo
continuo {S:(t)} com bacia de atragdo Uk,.

Prova: Utilizamos o Teorema 1.1.6, recordado na secgéo 1.1, e que vale para
processos auténomos. Segundo este teorema, temos gue mostrar que:

e a} B, é absorvente em U;

e b) {S.(¢)} ¢ uniformemente compacto para t grande.

Demonstremos primeiro o item a.

a) B. é absorvente em Us.
Seja B um conjunto limitado em U, temos que mostrar que existe ¢, =
t.(B) tal que S;(H)BC B, Vi2>t..

Sejam (ug, g) € B e (u,0) = Se(t) (v, 2), assim u = v+ wep=
o + B, com v e a, partes horizontais e w e §, parfes verticais de u e p
respectivamente.

Agora, a Observagio 2.2.4 feita ao final do Teorema 2.2.3, garante que:
1.6 oy + 100 0O agey < (Ve oIy + e 0lagey) €3 + 2.

onde Cy < ——1.—,—, de acordo com (2.44).
16(205) i
Portanto, a desigualdade anterior implica que se ¢ for tal que %2 < 1/2,
isto é, se t > 2In 2, teremos

-1 1
(”VE u(t)”iz(ﬁ) + ”As Q(t)lliy(ﬁ)) e < m,
Temos ainda que mostrar a existéncia de #.(B) tal que

IVew@lFagy + 18 B <

para t > t.(B). Para isto, lembramos que pela demonstragdo da Proposicio
3.2.10, temos:
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IVewa@, + 10 B, < )

Cra , ~ 1
(1Ve w0} 72y + 10e B(O)|[Z2())2 ep {'% t} + 4%(0} + £7)g?.

Portanto, para termos ||V, w{t) II%Q{Q)%-HAE BIE, @ < /2 basta tomar-
mos £ > ( 130 pequeno que

4C1/1(Cy + £H*)e? < %2,

e entdo tomar t > 2e%og4 = t.(B).
Portanto, existe t.(B8) tal que para ¢ > t.(B) temos S.(¢)B C B; e assim
B. é um conjunto absorvente em I/,.

Mostremos agora o item b.
b) {S.(¢£)} € uniformemente compacto para ¢t grande.

Temos que mostrar que dado B C U, limitado, existe £, = ¢.(B) > 0 tal
que | J Se(t)B seja compacto.

>4

Dado B C U, (up, 20} € B e (u, 0) = S.(t) (uo, 00), temos, pela demon-
stracdo do Teorema 2.2.3: :

~1 1
IVeu@I + 18 e®) < ™3 (IVewall® + 1 8e 0l) +2C7 < Gz
5 &

Logo, para cada ¢ considerado, temos | J S.(¢) B limitado em V, x HZ, 0
20
qual é compactamente imerso em H, x L2,,(2), logo | J S.(t) B é compacto
>0
em H, x Lfm(ﬁ) (na verdade a atragiio acontece em uma norma ainda meis
forte) e {S:(¢)} € uniformemente compacto para t grande.

Pelos ftens a ¢ b, demonsiramos que A, = w(B;) é o atrator para
{S:(t) }t>0 que atrai os limitados de . 0
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4.2 O Problema Autonomo Reduzido e Seu

Atrator
Nesta se¢io, estudamos o que acontece com o problema (1.13) quando tomamos
os dados iniciais com partes verticais nulas, isto é, wy = 0, fp = 0 e

(I -M)f=0(f=MFf)eo dominio como Q = 2 x {0}.

Pela demonstragio da Proposicio 3.2.10, temos

1 Cia, ~ 1
“V:-: 'w(t)”iﬂ(ﬁ)'i'”As B(t)“?;z(ﬁ) S (Hvs wﬁ“iﬂt{ﬁ)'i'”As 50”%,2(;’;))2853? {_2_€2t} +4le(0f+53)52=

logow=0e B=0.

Assim, para estes dados iniciais, temos o problema reduzido:

' o [%t?—+(v-vz)vl —A(v-Ve)Vea+ (Ve V,v)]

= ulgv — Vo M(p)+aMf
d’iU:CU:O (4.4)

%%+U-Vza=,\Aza

’U((S’J, y) + ‘!i eiat) = U((x}y)st) i= 1:2
X O:((:B, y) +le,t) = a’((m: y),t)i=1,2

em Qp = O x {0}, isto é, tomamos & = 0 no problema (1.12).

Também V,, /A, e div, sdo, respectivamente, 0s operadores V., A\,
e div, aplicados com relagdo as duas primeiras varidveis, z; e zg, ja que
as funcbes independem da terceira varidvel. Também denotamos por A, o
operador A aplicado as fungGes independentes de y.

Observamos que tal problema engloba o problema problema bidimen-
sional, visto que, sendo (¥, &) seja solugio do problema bidimensional, pode-
mos tomar v = (#,0) e @ = &, com (v, a) satisfazendo o problema reduzido
acima, para f = (f,0), f termo forcante do problema bidimensional.
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Também tomaremos, para « e v, os espacos funcionais:
2
H}, = {a e H3(Qy); fna a(z)dz = 0}

vg,o = {‘U = COGO,per(‘QO); divx'v = () em Qo}

para v e « tais que v((z,0) + Le;) = v(z,0) e a(z,0) + Le;) = a(z,0) e Hy
e Vp , respectivamente, os fechos de V. g em L*() e H* ().

Podemos aplicar ao problema reduzido, a desigualdade decorrente da
demonstracdo da Proposigdo 2.2.3, obtendo:

IVa o320 + 122 a®)22(q
(4.5)

< e (Vo v(0)|Za + 100 a(0)[20q) +2Cy (1 — e H)

Passamos agora a estudar a existéncia de atrator para o problema re-
duzido. Assim como nos casos anteriores, consideramos inicialmente o prob-
lema autdnomo, isto é, f independente de ¢, Neste caso, seja {So(t)}i»0, ©
semigrupo continuo associado ao problema reduzido (4.4),

By = {(fv,a) € M(K; x Ko) C Vo x HZy; [ Vo v (@) + |12, cz(i-t)H2 < mz’n{l, (255)
Up = {(U, @) € M(K1 x K3) € Vg x HYg; |V v(@))] + |Az a2))? < (251‘5)%

(4.6)

Consideramos também ¢ conjunto w-limite de By:

w{By) = [} g So(t) By.

onde o fecho é tomado em relacio a Vp x HZ.

Mostremos agora a seguinte proposicao que estabelece a existéncia de
atrator global para o problema reduzido:
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4.2,1 Proposi¢io Ay = w(By) € o atrator com bacia de atracdo Uy, para
o processo autdnomo continuo {So(t)}i>o, associado ao problema reduzido
{(4.4), com ||f|| convenientemente limitada.

Prova: Para demonstrarmos esta proposi¢do, faremos uso novamente do
Teorema 1.1.6. Segundo este, basta mostrarmos que:

¢ a) B3, é absorvente em Up;

¢ b) {56(t)} é uniformemente compacto para ¢ grande.

Demonstremos primeiro o ftem a:
a) B, é absorvente em Uj.

Seja B, um limitado em U, temos que mostrar que existe {) = t,(B) > 0
tal que Sp(£) B C By V £ 2 1o,

Seja (vo, ) € B e (v, @) = So(t) (vp, ap). Por (4.5), temos:
IV 0@ty + 150 aEasy < e 1V, w0l + 1A, a0l?) + 2C.

1
Tomando Cy < T temos Sp(t) B C By para
t > 2 log (2 (IVa voll}2a) + 182 @0llfag))) | = to(B).
Mostremos agora o item b:

b) {Ss(¢)} é uniformemente compacto para ¢ grande.
Temos que mostrar que existe ) tal que | | So(¢) B é compacto em Hy x

t>tp

L%(€2) para B limitado.

Novamente, utilizamos, para (vo,ap) € B e (v,a) = So(t)(vo, ), a de-
sigualdade

V2 'U(t)”?:'-’(ﬁ) + 1A a(t)lli2(ﬁ] < et (lIVa 'U(J“iz(ﬁ} + |Ay aDHie(ﬁ)) +2C;.
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Assim, para ty = 0, temos, como B ¢ limitado, | J So(t) B limitado em
£30
Vo x H?, imerso compactamente em Hy x L?(Qy) (na verdade, temos atragdo

em uma norma ainda mais forte que esta). Logo | | Sy(2) B é compacto em
£20
H{] x I2 (QD)

Pelas Proposicoes 4.1.1 e 4.2.1, estabelecemos, no caso auténomo, a ex-
isténcia dos atratores A, e Ay para os semigrupos {S:(t}} e {Sp(¢)} associa-
dos, respectivamente, ao problema (1.12) e ao problema reduzido associado,
(4.4).

4.3 Semicontinuidade Superior

Nesta se¢ao, nosso objetivo é relacionar os atratores A, e .A, encontrados na
se¢io precedente. Qbteremos uma Proposigdo garantindo semicontinuidade
superior para a famflia de atratores.

Iniciamos demonstrando a seguinte proposigao:

4.3.1 Proposigio '

Seja (u, 8) a solugdo do problema (1.13) e (T,@)) o solugdo do problema
reduzido associado (4.4). Denotemos u =v+w e p = a+ 3, onde v = Mu,
w={I—- M, a=Mg, §=(—-M)p, 1o =Ty € @y = Ts.

Considerando as demais hipoteses da Proposicdo 8.2.10, temos:

Ve (v = D)1Zagy + 1A (@ = B3 < Ce?

Prova: Como (u, p) é solugdo de (1.13) e (T, @)) é solucdo de (4.4), v — o
e o — @ satisfazem as equagbes:
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v _0 . _ _ _
(a—a)Etm+a-§f(v—v)+(v—v)-V5v+v'Ve(v—v)

“A({(v—7) -V )Vea+ @V )Ve(a—a)+ V.o V. (v -0+ V. (a—a) - V.7

=pul (v —T)+pd.w+ V(I - Mp+ {I —M)f

ow 0w
—aa—ﬁ—ét——v-vsw-—w-vsu
+A[{v -V IV B8+ (w-V:)Veo+Vea - Vew+ V. -V
| (47)
e
0 - _ . — -
g(a—a)+v-vg(a—a)+(v—v)-Vga—/\AE(a—-a)
(4.8)
ap
=—*a—t—v-VEB—w-VEa—w-VEﬁ+}‘AEﬁ

Tomando o produto interno entre (4.7} e 2 (v —7), tem-se: -
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m)| d - 12
D) ‘3‘1&“('0 — ) . + §5t"|lvs (v U)l|L2(ﬁ)
P
<5 12 (e — B 2
4 It || L2y L

+I|VE (U - 75)”2[,2(5’;) ”Aevllii(ﬁ) + ”Aeﬁlliz(ﬁ) “vs (’U )“52{9)

+2X[|Ve (v - 9)[]] 2(n)|!v A, a”fﬁ(n)+2A||Aev||z,2(n)”A (a - a)”r,z(n)
dw|®

1D BlZaey | 22

L)
+”AE'UH 2(9)”Vs w“m(g} + || Ve w”z,z(g)”Aeu”Lz(g)
+2/\|1A€””iz(ﬁ) ”As 5"%,2(('1) + 2/\”V5 As a“i:’.(s'z)uvs 'w”iz(ﬁ)

Assim, obtemos a seguinte estimativa:

8 2 d
CR) [ A CEL T
”8:& L2y dt )
avl?
< Cl { ( 'ét'_ . + ”Aeﬁlliz(ﬁ)) HAa‘ (G: = a)”i:}(ﬁ)
L2(%2) (4.9)

(1l Actlaqy+ 14BNy IV AcalZag) Ve (v — B ags,

(13

Dando continunidade a limitagido de v — ¥, tomamos o produto interno
entre (4.7) e A.(v — ), obtendo assim:

+ 1 4cullza@ + Ve A O‘HL?{O))}

L*(Q)
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2

(40 - D)aey < o {\15.( .
LA$)

2

ov

ot

+ “AEU“L2{Q)) ”AE (C! - a)“iz(ﬁ)
LX)

+(||Aewll? @ T ”AE'”H @t Ve Ac ol 2(9)) Vs (v — ”)“L,z(n)

< ([

Somando convenientemente (4.9) e (4.10), obtemos 2 estimativa abaixo
para a norma de v — T:

Aoy + Ve A allm(m) }
£2(8)

(4.10)

2

”V (v— )”22 a T [ 4e(v "ﬁ)nzz G
) T L3 L2(5)

S(El

+(”Ae'v”§,2(ﬁ] + ”Asﬁ”%z(ﬁ) + Ilvs As a“iz(ﬁ)) “VE ('U - v)”iz{ﬁ)

= (5]

Para obtermos uma, estimativa semelhante para @ —&, tormamos o produto
interno entre (4.8) e A A, (a — @), de onde obtemos:

+ ”As"’”[,ﬂ(n)) B¢ (0 — a’)”iz(ﬁ)

@) (4.11)

+ ”Aeu“:ﬁ(n) +{[ Ve A a”iﬂ(fz}) }

L2(&)
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d _ —
g0 (@ =B + Ve A (0 — BTz £ CLI Atz 1A (@ = )2

HIVe 0 = Lo I Ve Ae llz2
+“Asv||§,2(s'1)“[—\s ﬁ”iz(ﬁ)
+H|Ve w”is(ﬁ) Ve A, a”,zgz(f;)

+”A€lb'”%2{ﬁ) [Pay: ﬁ”%z(ﬁ)}
(4.12)

Somando as estimativas (4.11) e (4.12), obtemos a seguinte relag3o:

2

e

+ 2 Ve (09 Bagey + 18 (0~ D)
L2(§)

+{|Ae{v — )“Lz(ﬁ) +[Ve A, (o - a)”f,z(g

=

ot
(12 (@ =B aqgy + 1Ve (0 = D 2agay)

== ([

Utilizando o Lema de Gronwall e o fato de u € K; e ¢ € K5, tem-se: |

2

_+ ||Af¥||iz(ﬁ) + ”Aevniz(ﬁ) + Ve A a“iz(ﬁ) +[|V: A, a”iz(s‘}))
L38)

+ “Aeu”iz(ﬁ] + ”Ve AW a“i:(ﬁ)) }

L3(f)

Ve (0 = D)lFaqy + 106 (@~ B)ffaqy < Ceap{C(BRE +2B)} €% (2R} + R3)

Assim

Bt

Ve (v = )|IZ 2@y 10 (0 — oy < Ce
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Para estabelecermos a relagéo propriamente dita entre os atratores A4, e
Aq, definimos a semidistdncia abaixo segundo a qual poderemos comparar
tais atratores.

4.3.2 Definicdo

(i) Dado um espago de Banach Z e dois subconjuntos C' e D de Z, define-se
a semidistancia:

JZ(C, D) = ilelg éélg ”C bt d”z

(ii) Dados A, 0 < ¢ < &, subconjuntos de Z. Tais conjuntos sdo ditos
semicontinuos superiormente em £ = § se:

0z(Ac, A — 0 a0 ¢ — 0

Sejam agora, no nosso caso, os subconjuntos de Ky x Ky C V, xHZ, A, =
w(B.), com B, dado em (4.3}, atrator para {S:(t)} e Ay = w(By), com By dado
em (4.6), atrator para {Sp(t)}. Seja também, §(A, Ao} = &y, xaz_ (Ae Ao)-
Estamos agora em condigbes de provar a seguinte proposigao: ’

4.3.3 Proposic¢io Os atratores A; e Ag para os processos {S.(t)} e {Su(t)},
respectivamente, sGo semicontinuos superiormente, isto €,

0(A:, Ag) — 0 a0 ¢ —> 0.

Prova:
A semidistincia entre os atratores A, e Ay é dada por:

= i — 7 216 Ag —a 216
§( A, Ag) WP {ﬁg)lg o UVe (= D)l 2y + 1 8e (0 — Bllpaa)
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Observamos que u = v+we p=a+ f§ para v = Mu , w = (] — M)u,
a=Mge = (I~ M)ge, cousiderando (7, &) solucio de (4.4) com Ty = vy
e @y = aq, utilizando a Proposigio 4.3.1, temos:

o B (Ve (= Dl + 1A (0~ @)

< (ﬁ:ci_}]ié% (Ve wll 2@y + Ve (v — Dl o)

HIVe @ = 0)llgagmy + 1D Bllpe@y + 1D (@ — Bigagy + 1A (@ — &)l 12))

. 1 - o~ e -
< oiBE, (1 4|V (0= 0) ey + 18 (@ = 8120

(ST

< 4g

Assim 6(S.(t) B, So(t) By) — 0 ac e — 0.

Com esta proposicio, solucionamos o problema no caso auténomo. Pas-
samos agora a tratar do problema na sua forma ,mais geral, isto é, con-
siderando f como dependente de £. )

4.4 Atratores no Caso Nao Auténomo
Para encontrar atratores para o problema (1.13) ¢ para o problema reduzido

associado, (4.4), com a funcio f dependendo de %, isto é, para o caso néo
auténomo, utilizaremos a teoria de Skew-Produt Semiflow.

4.4.1 Definigao _ 3 B
Considerando f € W{(Q) := C°(IR, L?(Q2)) N L*®(R, L*(X2)), definimos a
convergéncia sequencial de f, a f por:

o — [ == ﬁgg /@) — F®)llp2@y — 0 a0 n —> 00
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para X compacto, X C R,
Definimos também, para f € W(Q), a translacio ou fluxo translacional:

£:(8) = f(r +1).

Observamos que f, € W(S), se f € W(Q) e que a fungio
W) xR — W(Q)
Hhr)y — 5

é continua.

4.4.2 Definicdo
Definimos:
H+(f) = {fT;T > 0}
H(f)={frs7€ R}
onde o fecho é tomado em W(S), e o conjunto w-limite de f por:

w(f) = H(f:).

720

Observamos que:
e H(f) e H(f) pertencem a W({) para f € W),
o w(f) é invariante pelo fluxo translacional;

o se H*(f) for compacto, entdo H*(f,) é compacto e w(f) # 0.

Sejam agora, H um espago de Banach com norma || - ||z, F € W (), tal
que f(F) C F, O C H x F x[0,00), aberto tal que {(u, f,0); (u, f) € H x
F}C Oen: O — H X F, uma fungho da forma n{u, f;t) = (S(f,t)u, f;)
para (u, f;t) € O.

Para cada (u, f) € H x F, seja Iy = [0,7), 7 = 7(u, f), o intervalo
maximal para o gual (¢, f,t) € O para 0<{ < 7.
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4.4.3 Definicao Dizemos que 7 é Skew-Produt Semiflow em H x F se:
o (1) S(f,0u=uV(y,f)e HxF

e (2}t € Itup), 5 € Is(t)wsy implicaque t+s € Iy 5y e S(fi, 5) S(f,t)u=
S{f,t+8)y;

e (3) a fungdo (u, f,t) — n(u, f,t) for continua em (u, f) € H X F para
t fixo ¢ também em ¢ para (u, f) fixo;

e (4) Se (v, f) € Hx F e 1(u, f) < oo, entdo

im sup ||S(f, 1) ullz = co.
t—T7

Dado agora um conjunto X C H x Fe 0 <t < r{u, f), V(u, f) € K,
definimos #(K; ¢) como o conjunto de todos os 7(u, f;1) com (u, f} € K.

Dizemos também que um conjunto XX C H x F é invariante por 7 se
(v, fl=co V(u, fl e Ken(K;t) =K para t > 0.

Definimos, para X C H x F com 7{u, f) = o0 VY (u,t) € K, o conjunto
w-limite de X, como:

o) = (U (K, t)),

>0 \t>1
onde o fecho é tomado em relacio a H x F.

Apresentamos agora, a definicio de atrator no sentido de Skew-Produt
Semiflow.

4.4.4 Definigio

Um subconjunto & C H X F é um atrator para m se I for compacto,
invariante por m e U = w(T) onde I é uma vizinhanga limitada de U em
HxF.

A bacia de atragdo B(U) é a colecao de todos (u,f) € H X F com a
propriedade:

dgxr(w(u, f;1),U) —> 0 a0 t — oo.

Se B(U{) = H x F, dizemos que U é atrator global para =.

116



Aplicamos agora estas nogbes aso nosso problema, assim podemos gen-
eralizar a semicontinuidade e para o caso n&c auténomo. Iniciamos con-
siderando

f € F=WbH°((0,00), H:()) NW (), o que garante, segundo [29], H*(f)
compacto, logo w(f) # 0.

Tomamos S.(f,t), o processo associado ao problema auténomo com termo
forcante f;, considerado como constante em relacio a t.

Assim, temos o Skew-Produt Semiflow associado ao problema (3.5) como
sendo o par formado pelo processo {S.(f,t)} e pelo fluxo translacional f;.
Isto é, a cada instante ¢, femos a evolugio do semigrupo S.(f,) com dados
iniciais %, ¢ e f; junto & evolugio do fluxo f;. Mais precisamente:

7e((u, 0), £ t) = (Se( £, ) (x, 9): fe)-

De fato, =, satisfaz as condi¢des de definicio de Skew-Product Semiflow
pois (1), (2) e {4) sdo satisfeitas pelo fato de S.(f, 1) ser processo.

No caso do {tem (3}, a fungao:

((w, @), f31) — me((u, 0), f3 1)

para cada t fixo é continua pois Sc(f,t) é processo continuo.
Para ({1, g), f) fixos, temos, para 0 <ty <to, ta =t + (fr — t1) e

Ss(f:t2)(u: Q) = Se(fa tl + (t2 - tl)) (‘U., Q) = Ss(ftu tZ - tl) S&'(.f: tl) (ua Q)'
Logo, ao t; — 1,, temos:
SE(f: t2) ('U,, Q) - Sf(ftnﬂ) Se(f: tl) (’U:, IQ) = SE(f! tl) (u! Q)
Também f(iz) —> f(f1) ao tp —r 1, pois f € W(Q)

Obiemos agora um atrator para o Skew-Produt Semiflow associado ao
problema, (3.5).

4.4.5 Proposigao
U, = (Ae,w(f)) € atrator para 7. com bacia de atracdo U, x F, onde B;
¢ definido em (4.3) e F = W() A W1*((0,00), HL(£2)).
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Prova:

Pela Proposicao 4.1.1, temos:

d‘éng,c(Ss(f: t) (ui Q)’ AE) —tat—x
para (u, ¢) € B. Também:

de(fi,w(f)) — 0 a0 t — 0
pela definicdo de w(f).

Para o problema reduzido, {(4.4), temos Sy(f, t) processo associado a este
problema para o termo forgante, (Mf); considerado como constante em
relacéo a t.

Assim, o Skew-Produt Semiflow associado a (4.4) é

wo((v, @), M[; 1) = (S:(MS,2) (v, @), (Mf),) .

Como no caso de 7., temos que 7 satisfaz as condicdes de definicio de
Skew-Product Semiflow e obtemos, para 7, uma proposicao semelhante a
anterior.

4.4.6 Proposicao
Uy = (Ao, w(MS)) é atrator para mg com bacia de atragcio Uy X F.

Prova: De fato, pela Proposicdo 4.2.1, temos:

dwa%,o(Sg(Mf, t) (v,a), Ag) — 0 ao t —> oo.

Também, pela definicdo de w-limite, dz((MFf);, w(Mf)) — 020 —
oo pela definicio de w(f).

Podemos agora obter um resultado de semicontinuidade superior para
os atratores U, e U, dos Skew-Products Semifiows associados, respectiva-
mente, aos problemas (1.12) e reduzido (4.4). Para tal, seja fo(z1,22,¥) =
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F{X1, X,,Y) para (X1, X,,Y) € Q, isto é, para cada problema associado a
£ > 0, temos termo forcante f.. Assim, obtemos a proposicio a seguir:

4.4.7 Proposigao
Os atratores U, e Uy pare os Skew-Produts Semiflows w.((u, 0), ft) e
mo{(v, @), fo; 1) sdo semicontinuos superiormente, isto é,

Ov,xmz xF7Us,Up) — 0 a0 £ — 0

para v e o, partes horizontais deu e g, rc;,spectﬁvamente, e também fy = M,
com f. tal que ||{(I — M) fe(t)“Lz(ﬁ) <e2VE>0.

Prova:

dv, xH2, 7 (Ue,Up) = énxﬂg,(As: Ag) + 65((Fo)e, (fode)-

Pela Proposicdo 4.3.3, temos que dy, a2, (Ae, Ao) < 2 £t
Por outro lado,

W(fe)s — (Jokillr = sup ({fe)e(r) — (fo)e(T)ll z2@y) com K € R compacto.
Logo:

1(fe)e — (fodelir = Sup [ felt +7) = fo + 7| L2

= sup £tV M Fe(t4+m) g2y = Sup |(T=M) fe(t+7)| oy < €7
Assim:

51},)<H§‘=x.’}-'(u€:z’(0) <37 —0a0 e — 0.

Obtemos assim, um resultado de semicontinuidade superior para os atra-
tores associado aos problemas (1.12) e reduzido associado, (4.4).
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Conclusao

No presente trabalho, obtivemos um resultado de semicontinuidade supe-
rior para os atratores U- e Uy dos problemas (3.5) e reduzido associado (4.4)
respectivamente, em urma bacia de atragio limitada.

Evidentemente, gostariamos de ter obtido tal resultado dentro de uma
bacia de atragdo com uma limitagio dependente de £, de modo que esta
tendesse a se tornar ilimitada a medida em que ¢ decrescesse. Qu seja,
gostariamos de ter, para o problema reduzido, um atrator global, Uy, para
o qual o atrator 4, se aproximasse quando ¢ tende a zero, como no caso da
equagao classica de Navier-Stokes.

Isto ndo foi possivel devido & limitagao exigida dos dados iniciais para a
existéncia de solucéo global para o problema.

Caso seja possivel obter existéncia de solug#o para dados iniciais limitados

b

o 1 .
por £, com b uma constante positiva menor que 55 o resultado obtide no

Capitulo 3 permite a generalizagio da semicontinuidade superior para esta
sitnagfo. Assim, terfamos o atrator para o problema {3.5) em uma bacia de
atracio limitada na ordem de £%, ou seja, aumentando a medida em que ¢
decresce e tornando-se ilimitada para o problema reduzido.
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