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Resumo

O objetivo do presente trabalho é apresentar os principais resultados de andlise multivoca, isto é,
anélise de fungoes que possuem como valores conjuntos. Neste contexto estdo sendo dadas as princi-
pals propriedades e caracterizagdes de uma multifuncgdo tais como semicontinuidade, continuidade,
mensurabilidade, integrabilidade.

Também apresentamos o conceito de uma inclusao diferencial, esta que pode ser vista como
uma generalizacdo de uma equacdo diferencial, no sentido de que equagdes diferenciais sdo inclusGes
diferenciais quando os valores da multifuncdo sdo conjuntos unitrios. Desta maneira podemos falar
de existéncia de solugdes, extensdo de solugdes, dependéncia de pardmetros. Aqui, serdo dados os
resultados basicos.

Finalmente, formularemos e fazemos o estudo do objeto central deste trabalho, ”O Principio do
Maéximo para Inclusdes Diferenciais”.



Introducao

O estudo de multifuncgoes, isto é, funcdes que possuem como valores conjuntos, se inicia na
decada dos 30, quando teoremas da existéncia de solugbes de uma, inclusdo diferencial sdo provadas
formalmente e sao investigadas algumas propriedades topolégicas das solugbes. Naquela época
nao se achava uma aplicagdo certa destes teoremas. Somente depois da descoberta do principio
do méaximo de Pontriagyn e do surgimento da teoria matemadtica de controle 6timo é que motiva
aos pesquisadores ao estudo de inclusoes diferenciais. Desde entdo , na andlise de multifuncdes ,
chamada usualmente andlise multivoca, se tem obtido um avango substancial. Destacamos entre os
principais pesquisadores A.F. Filippov, V.I. Blagodatskikh, J.P. Aubin, A. Cellina, entre outros.

Neste trabalho, o primero capitulo é dedicado justamente a um estudo detalhado das principais
ferramentas de andlise multivoca, tais como continuidade, mensurabilidade, e integrabilidade de
multifuncdes; dando suas definigoes, algumas propriedades bésicas e vérias caracterizagdes. Além
disso, definiremos e daremos algumas propriedades de uma ferramenta muito relevante nesta area,
a chamada func¢do suporte de um conjunto, mediante a qual podemos caracterizar as principais
propriedades de uma multifuncdo .

E bem conhecida a importancia do estudo das equagdes diferenciais tanto do ponto de vista
tedrico quanto das aplicagdes. No entanto, em muitos casos, tais equagdes parecem ser muito
restritivas para descrever certos sistemas de evolugdo controlados, aparecendo vérias dificultades
tais como falta de determinismo, desconhecimento das leis que governam o controle para os possiveis
estado do sistema, etc.

E possivel traduzir tais problemas em termos mateméticos através das chamadas inclusdes
diferenciais

z € G(t,z),

onde z : [0,7] — R* ¢ uma fungdo ; G : [0,T] — 2% é uma multifungio; & denota a derivada de
z com respeito ao tempo e 2% é o conjunto dos subconjuntos de R*. Por exemplo, um sistema
de contole sob certas condi¢des nos conduz a uma inclusio diferencial, uma equacdo diferencial,
% = f(t,z), com discontinuidade no lado direito também nos conduz a uma inclusdo diferencial.

Similar a uma equagéo diferencial, j4 que uma inclusio diferencial pode-se ver como uma equacgao
diferencial sempre que a multifuncio tenha como valores conjuntos unitirios, podemos falar de
existéncia de solu¢bes, extensdo de solugdes, assim como dependéncia de pardmetros, etc. Assim,
no segundo capitulo deste trabalho daremos a definicdo de tal inclusdo diferencial e estudaremos
os resultados bésicos sobre a existéncia de solugdes.

Anédlogo ao estudo de equagdes diferenciais, como o sistema de controle
t=f(t,z,u), uelU

onde & denota o vetor velocidade, t o tempo, u o controle e U C R" arbitrario, podemos considerar
o problema de controle 6timo-tempo para inclusdes diferenciais

¢ € F(z), (1)



isto é, dado um ponto inicial ¢ e um ponto terminal z; necessitamos achar uma solucio de (1)
que transfira o ponto inicial ao ponto terminal no menor tempo possivel.

Um resultado central na teoria de controle é o principio do méximo de Pontryagin que nos
fornece uma condicao necessaria de otimalidade. Através do principio do méximo, se resolve alguns
problemas de controle étimo em forma explicita e em outros casos é possivel reduzir o problema
a problemas mais simples. Muitos métodos numéricos para resolver problemas de controle 6timo
estdo baseados neste principio.

No ultimo capitulo se faz um estudo geral sobre a prova do principio do méximo ao problema
de controle 6timo-tempo para inclusdes diferenciais, baseado em [14].



Capitulo 1

Ferramentas de Analise Multivoca

1.1 Funcao Suporte

Consideremos o espago de Banach Real X com norma ||.||, X* seu dual topoldgico com norma
Il.ll, e {(,) o produto real canénico entre X e X*.

Definicdo 1.1 Seja K um subconjunto ndo wvazio de X. A fungdo suporte de K € a fungdo
o(K,.) definida em X* com valores em R U {+oo} dada por

o(K,z%) = sup{(z*,z): z € K}
Observagao 1;2 (a) Se X = R", seu dual é 0 mesmo R*. Assim, se K C R" entdo
o(K,z) =sup{(z,y) 1y € K}
onde {,) € o produto interno usual em R".
(b) Se K C X for limitado, entdo existe m > 0 tal que ||z|| < m Vz € K. Logo € fdcil provar que
|o(K,z%) —o(K,y") [Sm | [l&"]l = lly*lls | Va©, 9" € X~
Portanto a fungdo suporte de K, o(K,.), € continua.

Exemplo 1.3 Seja K a bola unitdria centrada em 0 € X. Entdo a fungdo suporte de K, o(K,.),
é definida como a funcdo norma do dual, isto €,

o(K,z") = sup{(z*,z) : ||lz| < 1} = [|z7]|,

para todo z* € X*, e esta é continua. Se X =R", o(K,z) = ||z|| Yz € R*, onde |.|| é a norma
usual em R".

Proposicdo 1.4 Seja K um subconjunto ndo vazio de X. Entdo a funcdo suporte o(K,.) satisfaz
as seguinte propriedades:

(@) D(o(K,.)) = {z* € X* : o(K,z*) < +00}, chamado dominio efetivo de o(K,.), € um cone
convexo com vértice em 0 € X*.



(b) o(K,Az*) = Ao(K,z*) VA >0 (Positivamente homogénea).
(c) o(K,r1* + 22%) < o(K,z1*) + 0(K, 22*) para todo z1*,z2* € X* (Subaditiva)
(d) o(K,.) é semicontinua inferiormente e o(K,.) # +co.

(e) o(K,.) = o(CoK,.), onde TOK indica a envoltdria conveza e fechada de K.

Prova: (a), (b), (c) segue imediatamente da defini¢cio e das propriedades de sup. (d) é claro ja que
o(K,0) = 0 e o(K,.) é o supremo das formas lineares continuas. Provaremos a propriedade (e). E
claro que

o(K,z*) < o(coK,z*) Vz* € X*.

Para provar a outra desigualdade, tomemos z* € X* qualquer. Se o(K,z*) = +oo é evidente,
suponhamos que (K, z*) < 400 eseja z € coK, entdo existem z1, ....... ,Tm € Keaoq,........ , Q>
0 com Y ;0 = 1 tal que
n
T = Z ;5.
i-1

Assim,

Como cada z; € K, entéo

(IE*, xz) < SuP{("E*vy) (Y€ K} = U(Kv .’L‘*)

donde vem
n

(z*,z) < (Z a;)o(K,z%) =o(K,z*) Vz € coK
g==1
segue-se dai que
o(coK,z*) = sup{(z*,z) : z € coK} < o(K,z"). (1.1)

Agora, tomemos z € ¢K qualquer, entdo existe uma seqiiéncia (z,) em coK tal que z, — .
Como z* é continua

(¥, z,) = (z¥, ).

dai, por 1.1, para cada n € N tem-se que
(z*,zn) < o(K,2").

Logo fazendo n — oo
(z*,z) < o(K,z*) Yz € oK.
Portanto,
o(coK,z*) < o(K,z").

O que completa a prova da proposicao . |



Segue da definicdo e da propriedade (e) da proposicio anterior que podemos escrever
z € oK = [(z",z) < o(K,z"*) Vz* € X*].
Serd que vale a reciproca? Vejamos o seguinte teorema.

Teorema 1.5 Seja K C X e o(K,.) sua fun¢do suporte. Entdo
T €K <> (z*,z) < o(K,z*) Vz* € X* (1.2)

Prova: S6 falta ver (<=). Suponhamos que z ¢ 0K, entdo , pelo teorema de Hahn Banach, {z} e
@K podem ser separados estritamente, isto é, existe zo* € X* tal que

<270*,£L‘> > sup{<$0*3 y) Yy e C—GK} = U(Ka 330*)-

O que contradiz & hipédtese. -

Na equivaléncia 1.2, basta considerar z* na bola unitaria fechada de X*, j4 que a fungdo suporte

de um conjunto estd completamente determinada nesta bola, pois como o(K,.) é positivamente
homogénea temos que

w* 1 * * *
o(K, ”33*”*) = “x*”*cr(K,m ) Vz*e X'\ {0} e o(K,0)=0.

Logo, se S = {z* € X* : ||lz*||, < 1}, entdo

K ={ze X :(2%z)<o(K,z*) V"€ S}= ﬂ {zeX:(z" 1) <o(K,z")}.
z*eS
Defini¢do 1.6 Uma fungdo ¢ : X — RU {+o0} se diz ndo trivial se ela ndo € identicamente
+00, isto €, se

P(z) # +oo.

Teorema 1.7 Existe uma bijecGo entre os subconjuntos ndo wvazios, convezos, fechados de X e

as fungdes ndo triviais, semicontinuas inferiormente, subaditivas, e positivamente homegéneas em
X*.

Prova: Seja ¥ : X* — R ndo trivial, semicontinua inferiormente, subaditiva e positivamente
homogénea. Para a prova basta definir a funcdo

Yy A={zeX: (") <YP(*) V2" € X*}

Coroldrio 1.8 Seja C : X* — R uma funcao ndo trivial, semicontinua inferiormente, subaditiva
e positivamente homogénea, entdo existe um subconjunto ndo wvazio, fechado e convezo de X tal
que C € sua fungdo suporte.



Prova: Pelo teorema anterior, dado C existe um nico subconjunto

A={ze X :(z%z) <C(z") Vz*¥ € X*}

que é ndo vazio, fechado e convexo em X associado a C. Segue dai que C = o(4,.).

A seguir daremos algumas propriedades fundamentais da funcdo suporte.
Proposicdo 1.9 Dados os subconjuntos ndo vazios A, B de X, se verifica:
(a) o(A,z*) >0 Ve X* <= 0€oA
(b) Se a, A >0, entdo o(aA + AB,z*) = ao(A,z*) + do(B,z*)

(c) Se A C B, entio o(A,z*) < o(B,z*) Vz* € X*. Reciprocamente, se para todo z* € X* se
tem que

o(A,z*) <o(B,z")
entao
@A C ¢oB.

Particularmente, se A, B sao subconjuntos convezos e fechados, temos que
ACBeo(Az") <o(B,z"), V" e X"
(d) Se {A;:i€ I} € uma familia de subconjuntos ndo wvazios de X, entdo

O'(U Ai, z*) = supo(4;,z7)
i 2

(e) A € simétrico (isto é, A= —A) & o(A,.) € par (isto ¢, 0(A,z*) = 0(4,—z") Vz* € X*).
Para detalhes da prova veja [1] ou [2].

Proposiciao 1.10 Sejam, X = R*, A uma matriz n X n e K um subconjunto ndo wvazio de X.
Entao

oc(AK,z) = o(K, A*z).
Onde A* é a matriz adjunta de A.

Prova: A prova é imediata, j& que para todo z € X vale a seguinte igualdade

(Ay,z) = (y,A"z) Yy € K.

Uma das aplicacbes importantes da fun¢do suporte é a caracteriza¢ido da distancia de Hauss-
dorff.



Seja (X, d) um espago métrico. Para qualquer M, N de P(X) = {A C X}, definamos o nimero
d(M,N) (eventualmente +o0) como sendo

d(M,N) = sup{d(z,N) :z € M}

onde, d(z, N) = inf{d(z,y) : y € N}.
Observe que nem sempre se cumpre que d(M,N) = d(N,M) se N # M, pelo que a funcéo
d(.,.) definida sobre a familia de todos os subconjuntos limitados e ndo vazios de X, é chamada de

semi-distancia de Hausdorff. A partir desta semi-distancia defina-se a distancia de Hausdorff
como

H(M,N) = max{d(M,N),d(N,M)},

a qual esta bem definida sobre a familia dos subconjuntos limitados, fechados e ndo vazios de X.

Definamos L(X) = {A € P(X); A é ndo vazio, limitado e fechado}, logo (L(X), H) é um espago
métrico. A seguir suponhamos que X é um espago de Banach e consideremos C(X) = {4 € L(X) :
A é convexo}.

Proposicao 1.11 Sejam M, N € C(X). Entio

d(M,N) = sup{o(M,z*) — o(N,z*) : z* € B*}

H(M,N) =sup{| o(M,z*) — o(N,z*) |: z* € B*}
onde B* = {z* € X" : ||lz*||, < 1}.

A demonstragio pode-se achar em [1]. No caso que X = R", a proposi¢io ¢ uma conseqiiéncia
imediata do teorema de imersdo de Minkowski. n

1.2 Multifuncoes

Agora apresentamos o conceito de Multifuncgoes , isto é, fungdes que associam a cada ponto de
um conjunto € # @ um tnico subconjunto do conjunto X s §. Para tal X, defina-se por 2% \ 0,
como a familia de todos os subconjuntos de X diferentes do vazio.

Definigdo 1.12 Seja Q um subconjunto ndo wazio. Uma fungio F :Q — 2X\ 0, € chamada de
multifuncao .

Definicdo 1.13 Seja F : Q — 2%\ 0 uma multifuncdo . A imagem de F, denotado por Im(F),
define-se como
Im(F)=F(Q) = | ] F(w).
weS?

Definigdo 1.14 Dada a multifungio F : Q — 2% \ 0, definamos o gréfico de F, denotado por
graf(F), como

graf(F) ={(w,z) e x X :z € F(w)}.



Definicdo 1.15 Seja M C X um subconjunto qualquer, F : Q — 2% \ O uma multifuncigo . A pré
imagem de M ¢

FY(M) = {w e Q: Flw) N M#0}.

Definicdo 1.16 Seja F : Q — 2%\ 0 uma multifuncio . Diremos que F possui valores unitérios
se F(w) é um conjunto unitdrio, isto €,

onde f: Q — X € uma fungdo .

1.3 Semicontinuidade, Continuidade de Multifuncoes

Nesta secdo X,Y denotam espagos de Banach e § # Q C Y. Aqui, nosso propésito é definir, e
dar algumas propriedades e caracterizaces da continuidade de multifungdes .

Definicdo 1.17 Uma multifungdo F : Q — 2X \@ ¢ chamada de semicontinua superiormente,
denotado por scs, se F~1(A) € fechado em Q quando A C X € fechado. Também F é chamada de
e-0-scs se para cada € > 0 e cada wy € ) existe § = §(wo,€) > 0 tais que

F(w) C F(wo) + Be(0)
para cada w € Bs(wg) N Q.

Exemplo 1.18 A multifungdo F :R — 28\ 0 definida por

1 sex >0
F(z) = { {0,1} se z=0
0 sex <0
¢ um exemplo tipico de multifungdo scs.

Observacao 1.19 (a) Se a multifuncdo se reduz a uma funcdo, a definicdo de scs coincide com
a nocdo de continuidade usual de fungdes .

(b) E fdcil mostrar que, F € scs se, e somente se, {w € Q: F(w) C V} € aberto em Q quando V €
aberto em X.

Em termos de sequéncias, F ¢ scs se, e somente se, dado uma segiéncia (wp) C §2, um
conjunto A fechado em X e w, — wp € Q, entdo, se F(wy)NA # 0 Vn implica F(wo)NA # 0.

(c) scs ndo € equivalente a €-0-scs, veja o seguinte exemplo.
Exemplo 1.20 Seja 2 = [0,1] C R. Definamos a multifunggo F :Q — 2R*\ 0, como sendo
F(w) = {w} x [0, +00).

E claro que F € €-0-scs mas F ndo é scs, pois se tomamos o conjunto A = {(s, %) : s> 0}, que é
um conjunto fechado em R?, se tem que F~1(A) = (0,1] ndo ¢ fechado em .

Proposigdo 1.21 Dada uma multifungdo F : Q — 2% \ 0, esta satisfaz o seguinte
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(a) Se F € scs, entdo F € e-6-scs. A reciproca vale se F' tem valores compactos.

(b) Seja F' com walores fechados. Se F € e-0-scs, entio d(z,F(.)) € sci para cada z € X. A
reciproca vale se F() é compacto. ‘

(c) Seja F' com walores fechados. Se F ¢ e-0-scs e Q € fechado, entdo o graf(F) € fechado.

Reciprocamente, se o graf(F) for fechado e F(Q2) é compacto entdéo F € scs.
Prova:
(a) Suponhamos que F' néo € e-d-scs, entdo existe ¢g > 0 e wy € Q tal que para todo § > 0
F(w) ¢ F(wo) + Be (0)
para algum w € Bjs(wg). Em particular para cada n € N, existe w, € B 1 (wo) N tal que
F(wn) € F(wo) + Bey (0)
Segue dai que w, = wo , 4 = Q\ (F(wo) + B, (0)) é fechado em 2, e também tem-se que
Flup)NA#0 e F(w)NA=0

o que contradiz o fato de F ser scs.

Reciprocamente, sejam (w,) C Q, A fechado em X e w, — wp € Q tal que
Flw,)NA#£0. Vn
Como F é e-d-scs, dado € > 0 existe um ng € N tal que
F(wp) C F(wy) + Be(0) Yn > ng.

Tomemos z, € F(w,) N A, logo

d(zy, F(wg)) < e ¥Yn 2> nyg.
Dai para cada n > ng existem y, € F(wp) tal que

d(zn,yn) <€ Vn > ng.

Pela compacidade de F'(wp) existe uma subseqiiéncia (yy, ) que converge a algum y € F(wp),
logo

d(xn,y) < d(xnaynk) + d(ynkay) < 2e.
Assim 7, — y, € como A é fechado, y € A. Portanto F(wg) N A # 0.

(b) Tomemos uma seqiiéncia (wp) C Q tal que w, — wy € . Devemos provar que
d(z, F(wy)) < lim infd(z, F(wy,))
=00
isto é, dado qualquer € > 0 devemos achar ng € N tal que

d(z, F(wg)) < d(z, F(wy)) + € VYn > ng.
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Com efeito, dado € > 0, existe y, € F(wy) tal que

d(xvyn) < d(va(wn)) +

[ NG Y

e existe ng € N, pois de fato F ¢é scs, tal que

F(wp) C F(wg) + Bg(O) Yn > ng .
Logo
d(z, F(wg)) < d(yn, F(wo)) + d(z,yn) < d(z, F(wy,)) +€ Vn > ng.
Reciprocamente, suponhamos que F n@o é e-d-scs, entdo existe ¢g > 0, wy € £, uma
seqéncia (wy) € €2 tal que w, — wy € T, € F(wy,) tal que
d(xnvp(w()) 2 €0
para todo n.

Como F'(f2) é compacto, existe uma subseqiiéncia (z,,) de (z,) que converge a um zg € 2,
consequentemente

d(zo, F(wg)) > €

d(zo, F(wn)) < |lxo — Zp, || = 0
)

que é uma contradicado , j& que d(zg, F(.)) é sci.
(c) Seja ((wn,Zn))nen uma seqiiéncia no graf(F') tal que

Wy =W , Ty —T.

Agora, como F é e-6-scs, dado € > 0 existe ng tal que

d(zn, Flw)) < -;- Vn > ng.

Dal,
Assim, z € F(w). Portanto (w,z) € graf(F'), desta maneira o graf(F) é fechado.

Reciprocamente, se (w,) C  é uma seqiiéncia, A um conjunto fechado em X e w, — wy € Q;
sao tais que

Flw,)NA Vn

entdo , para cada n € N existe z, € A. Sendo F({2) compacto, existe uma subseqiiéncia z,

tal que z,,, — z. Agora, pelo que graf(F') é fechado, se tem que (wp,z) € graf(F). Portanto
z € F(wg), e como A é fechado, z € A. Assim F(wg) N A # 0.
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Definigdo 1.22 Uma multifuncio F : Q@ — 2X \ 0 é chamada semicontinua inferiormente,
denotado por sci, se F~Y(V) é aberto em Q quando V C X é aberto. F é chamada de e-6-sci se
para cada € > 0 e cada wg € Q existe um § = d(wo, €) > 0 tal que

F(wp) C F(w) + Be(0)
para cada w € Bs(wg) N Q.

Exemplo 1.23 A multifungdo F:R — 28\ 0 definida por

F(z) = {[0,1] se z# 0

1 se =0
é um exemplo tipico de multifuncdo sci.

Observacdo 1.24 (a) Se a multifungdo se reduz a uma funcdo , a definicdo de sci coincide com
a nog¢do de continuidade usual de fungdes .

(b) E fdcil mostrar que, F € sci se, e somente se, {w € Q : F(w) C A} € fechado em Q guando
A C X € fechado.

Em termos de seqiéncias, F € sci se, e somente se, dado uma segqiéncia (w,) C Q, V aberto
em X ewn = wy € Q, entdo, se F(wo)NV # 0 implica F(w, )NV # 0 para n suficientemente
grande.
(c) sci ndo € equivalente a €-0-sci, veja o seguinte ezemplo.
Exemplo 1.25 Consideremos Q = [0,1] C R e definamos a multifungio F :Q — oR*\ 0, como
F(w) = {(t,tw) : t € [0, +00)}.

E claro que F € sci mas ndo € e-6-sci, pois se F for e-0-sci, dado wo € Q, € > 0, eziste § =
§(wo, €) > 0, tal que

F(wo) C F(w) + Be(0),
para cada w € Bs(wg) N Q. Logo, para cada z € F(wg) se tem que

d(z, F(w)) <k,
mas

sup{d(z, F(w)) : z € F(wy)} = 0.

O que é uma contradigdo .

Proposicio 1.26 Dada uma multifungdo F : Q — 2%\ 0, esta satisfaz as seguintes condigdes :
(a) se F é e-d-sct entdo F € sci. A reciproca vale se F' tem valores compactos.

(b) F € sci se, e somente se, d(z, F(.)) € scs para cada z € X.

Prova:
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(a) Suponhamos que F' ndo ¢ sci, entdo existe uma seqiiéncia (w,) C Q, wp — wo € e um
aberto V' em X tal que

Flwg)NV#0 , Flup)NV=0 Vn>1.
De fato, F' é e-0-sci, entdo dado € > 0 existe ng € N tal que

F(wg) C F(wp) + Be(0) C (X \ V) + B(0) Yn > ng.

dai F(wo) C X\ V, o que é uma contradicio .

Reciprocamente se existir €y e wp tal que F(wg) ndo estd contido em F(wpy) + B(0) para

todo n € N com wy, € B1(wp), entdo para cada n existe z, € F(wp) € zp, € F(wy) + B, (0),
pelo que

A(zn, Flwyp)) > e Yn>1 |, wyp— wg.
Agora, ja que F(wp) é compacto existe z,, C F(wp) tal que
Tn, = To € F(wo),

e como F' é sci
F(wn,) N By (z0) #0

para k suficientemente grande; daf

d(@n,, F(wn,)) 2 d(wo, F(wn,)) + ll2n, = 20ll < 3 + 2, = oll = 5

o que é absurdo.
(b) Tomemos ¥(.) = d(z, F(.)) : @ = R, . Para cada § > 0 podemos achar y € F(wo) tal que
Iz = yll < ¢(wo) + 96
e dado w, — wp em £, pela sci de F, também acha-se y, € F(wy,) tal que

d(y, yn) <4

para todo n suficientemente grande, segue dai que

lz = yall < (wo) + 26
para aqueles n que sdo suficientemente grandes. Logo é obvio que
nh_%o"p(wn) < p(wo)-

Reciprocamente, se z € F(wp) , w, — wg e F(wy) N Bs(z) = 0 para algum ¢ > 0 e todo n
grande, entao

0= dla, F(wo) 2 T dle, Fwn) 2 6

uma contradig@o .
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Proposicdo 1.27 Dada uma multifuncdo F :Q — 2%X\ 0, esta satisfaz o seguinte:
(a) Se F é e-0-scs, entio o(F(.),z*) € scs para cada z* € X*.
(b) Se F € e-d-sci, entdo o(F(.),z*) € sci para cada z* € X*.

Prova:

(a) Seja z* € X qualquer e (w,) € Q uma seqiiéncia-tal que wy — wy. Entdo pelo fato de ser F'
e-0-scs, existe ng € N tal que

F(wy) C F(wg) + Be(0). Yn > ng
Logo,
o(F(wn),z*) < o(F(wo) + Be(0),2")

o(F(wg),z*) + o(Be(0),z*)
o(F(wo), ) + €l|z™||«

para todo n 2> ng.
Segue dai que o(F(.),z*) é scs.

(b) Seja z* € X* qualquer e (w,) € Q uma seqiiéncia tal que w, — wy. Entdo , pela hipétese,
existe ng € N tal que

F(wg) C F(wy) + Be(0) Vn > ng.
Logo,

o(F(wo),z*) < o(F(wn) + Be(0),27)
o(F(wn),z*) + o(Be(0),z")
o(F(wn),z") + €llz”[l.

para todo n > ng.

Segue dai que o(F(.),z*) é sci.

Definigdo 1.28 Uma multifuncdo F :Q — 2%\ 0 € dita continua se F € scs e sci

Denotemos por L(X) a familia de todos os subconjuntos ndo vazios, limitados e fechados de X,
entdo L(X) com a métrica de Hausdorff torna-se num espago métrico. Dai, se F assume valores
em L(X) é possivel definir a continuidade de F' com respeito & métrica de Hausdorff como: F é

H-continua em wo € 2 se dado € > 0, existe d > 0 tal que
H(F(z),F(zo)) <€ se |z —xo] <4

Logo, F ¢é H-continua se ela for H-continua em cada ponto de .
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Observacdo 1.29 (a) F é H-continua se, e somente se, F é H-continua. Também, se F é H-
continua, entéo coF é H-continua.

(b) A continuidade de F' com respeito a H é equivalente a dizer que F' € e-0-scs e e-0-sci. Assim,
jd que scs nao sempre € equivalente a e-0-scs, entdo a continuidade de F' com respeito a
H ndo ¢€ equivalente a dizer que F' € scs e sci (veja o sequinte exemplo). No entanto, se F
assume valores compactos elas sGo equivalentes.

Exemplo 1.30 Consideremos @ = {2 : n > 1} U{0} C R e X o espago de Banach real de
seqiiéncias x = (x;) que convergen para zero, com norma

ol = max .

Seja {en, : n > 1} a base candnica de X, isto €, e, = (eni)ien, onde en; = 1 para i =n e ey =0
para i # n, tomemos e fizo e definamos a multifuncéo F como sendo

1 1
F(-)={-e} , F(0)={0}.
Assim F ¢ H-continua, basta ver que

SUp{dF(2), F()), d(F (=), F(-)} <l = = — |

Mas F néo € scs, pois se tomamos A = {%ex}, que € fechado em X,
1 1
-1 — (21— (=
FU4) = {3} = (5,00
€ aberto em €.

Defini¢do 1.31 Uma multifuncio F :Q — 2X —( com valores em L(X) é dita Lipschitz se ela é
Lipschitz com respeito a H, isto €,

H(F(w), F(w1)) £ Lljw — w1
em 2 para algum L > 0.

Teorema 1.32 Suponhamos que F' : Q — L(X) € uma multifungdo continua, entdo a fungdo su-
porte o(F(.),.) € continua nas varidveis (w,z*) € Qx X*. Reciprocamente, se a func¢io o(F(w),z*)
€ continua em w para cada valor fixzo z* € X*, entdo a multifuncdo coF(w) € continua.

A demonstragio encontra-se em [1]. n

Coroldrio 1.33 A multifuncio F : Q — C(X) € continua se, e somente se, a funcdo suporte
o(F(.),z*) € continua em w para cada z* € X* fizo.

Este corolario é uma conseqiiéncia imediata do teorema anterior, basta observar que F' = coF' &
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Exemplo 1.34 Tomemos r(z) > 0 e a(z) € R™ para cada z € R™, onde ambas fungdes sao
continuas. Defina-se a multifungio F, que associa a cada z € R™ a bola Sy(zya(z) de raio v(z) e
centro a(z). Neste caso a fungio suporte o(Sppya(z),y) tem a forma

o(F(z),y) = a(z).y +r(z).lyll

que € continua com respeito a (z,y), seque dai que F € continua.

1.4 Multifungoes Mensuraveis

Nesta segdo daremos a definicdo de mutifungbes mensuréveis, algumas propriedades e carac-
terizacoes .

Definicdo 1.35 Seja (Q2,.A) um espaco mensurdvel ¢ X um espago de Banach. A multifuncdo
F:Q— 2% — 0 € dita A-mensurdvel, se F~1(B) € A para cada aberto B em X.

Vale observar que para testar a mensurabilidade de uma multifuncdo F é necessario representar
F~1(B) como a unido enumerdvel de 4;, com A; € A. Pode-se imaginar que usar tal argumento
de enumerabilidade, fica bem mas ficil se X for separdvel. Isto em parte é verdade, vejamos a
seguinte proposi¢do onde A-mensurdvel pode ser expressado em termos da fun¢do distancia.

Proposi¢do 1.36 Seja (2, A) um espaco mensurdvel, X um espaco de Banach separdvel. Entdo
F:Q — 2% — 0 é mensurdvel se, e somente se, d(z,F(.)) é mensurdvel para cada z € X.

Prova: Seja {z; € X :i > 1} tal que {z; € X :1 > 1} = X. Entao dadozr € X,

d(z, F(.)) = lim d(zg, F())

k—»o0

para alguma subseqiiéncia (zy) de (z;), daqui segue que para provar esta proposi¢éo basta considerar
z € {z; € X :12>1}. Agora,

F~YBr(z;)) ={w € Q: Flw) N Bp(z;) # 0} = {w € Q: d(z;, F(w)) <1} = A.

J4 que um aberto B # () em X ¢ a unido de tais B,(z;), e d(z;, F(.)) é mensurdvel se, e somente
se, Ar € A para cada r > 0. Entdo tem-se completa a prova da proposicio . n

Defini¢do 1.37 Sejam (£2,.A) um espago mensurdvel, X um espago de Banach ¢ F : Q — 2X\ 0
uma multifuncdo . Uma aplicacdo f: Q2 — X satisfazendo a relacdo

flw) € Flw) YweQ

¢ chamada de selecdo de F. No caso que a aplicagdéo [ sejo mensurdvel, serd chamada de
selecio mensuravel de F

Teorema 1.38 (selecGo mensurdvel) Sejam (2, A) um espaco mensurdvel, X um espaco de Ba-

nach separdvel ¢ F uma multifuncgo de Q0 sobre os subconjuntos ndo -vazios e fechados de X.
Entdo exziste uma selecGo mensurdvel de F.
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Prova: Seja {Zn}n>1 um subconjunto denso enumeravel de X. A idéia da prova, é construir uma
seqiiéncia de aplica¢bes mensuraveis fi : @ — X k& > 0 tomando valores em {z,}, que converge

uniformemente para uma selecdo f de F. Assim, f é mensurdvel. Para construir tal seqiiéncia se
procede por indugéo .

Para cada w € , seja n > 1 o menor inteiro tal que

F(w) N B(zy,1) # 0.

Assim defina-se fo : £ — X como sendo

fo(w) = 2.
Logo, fo(.) é mensurdvel e além disso
Ywe , d(fo(w), Flw)) < 1.
Assumamos que ja construimos aplica¢bes mensuraveis
fe: Q= {zp}n=21 k=0,...m
satisfazendo

VO<k<m YweQ d(fe(w),Flw) < 51,-; (1.3)

VOSE<m—1  d(felw) finr(w)) < gy (14)

Agora, para cada n defina-se
Sp = {w € Q; frm(w) = mn}

claramente os conjuntos S, s&0 mutuamente disjuntos, e

Usn=2

n>1

além disso, (1.3) implica que
Yw € S, , F(w) N B(zg, 2~ ™M) £ 0.
Fixemos w € ) e seja n tal que w € . Considere o menor inteiro r tal que

F(w) N B(zy,2”™) N Blz,, 2~ ") £ 0,

e defina
fm+1(w) = Ty
Entao
d(fm(w), frme1(w)) < 27™ 4 27 (M+D) £ g=m+1
além disso

d(frs1 (w), Fw)) < 27m+D
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assim, € possivel definir uma aplicagdo mensuravel

fm+1 Q- {"En}nzl

onde (1.3), (1.4) sao satisfeitos quando m é substituido por m + 1. De (1.4) segue que Yw €

Q, (fn(w))n>1 € uma seqiiéncia de Cauchy no espago de Banach X, deste modo existe uma
aplicagdo f:§2 — X tal que

lim fp(w) = f(w).

De (1.4) temos que f, — f uniformemente, implicando que f é mensurdvel. Agora de (1.3) tem-se
que

d(f(w), F(w)) =0

dai f é uma selegdo mensuravel de F. n

Coroldrio 1.39 Sobre as condi¢ées do teorema anterior, existe uma segquéncia (fn) de selegcdes
mensurdveis de F' tal que

F(w) = {fn(w);n 21}
em 2.

Prova: Para cada n,k > 1 defina-se a multifuncio Gp: Q2 — 2%\ 0 por

G = { F(w) N B(zn,3) ,se F(w)NB(n, ) # 0
F(w) , caso contrario.

Note que Gpi possui valores fechados. Além disso G,; é mensurdvel, pois dado a bola aberta
B(z;,7) e tomando en conta que

ANB#0 e ANB#0

quando B é aberto, temos que

G (B(zi,7)) {w € Q; Gnx(w) N B(zs, 1) # 0}

= {we Q5 F(w)NB(zg,r) # 0IU
{w e Q; F( mB(ivna‘/:::)ﬂB(xur);é@}
F(B(@i,r)) U F™(Blen, ¢

w)
w)

]

) N B(:L‘i,’f‘))

logo a mensurabilidade de G, segue da mensurabilidade de F'.
Agora, pelo teorema anterior, G, possul uma selecdo mensurdvel frx. Resta verificar que para

cada w € Q, os valores fpr(w) sdo densos em F(w). Para isto fixemos z € F(w) e € > 0. Seja
k > 1 tal que

<

e
[RCR e



e n tal que

d(zn, ) <

??"! —

Consequéntemente

F(w)NB(zn, 7) #0

ol B

Fabl) € Blan, 1)
Segue dai que
d(fre(w), 2) < d(frk(w), zn) + d(zn,z) <€

Portanto, fox(w) = z. O que completa a prova do corolério. |

Denotemos por A ® B a o-algebra gerado pelo produto A x B,onde A€ Ae Be B (Béa
Borel o-algebra de X).

Teorema 1.40 (Teorema de Caracterizagdo ) Sejam (2, A) um espago mensurdvel, X espaco de

Banach separdvel e F : Q — 2%\ § uma multifuncéo com valores fechados. Entdo as seguintes
propriedades sdo equivalentes:

(a) F é mensurdvel.

(b)) F~Y(C) € A para cada fechado C em X.
c¢) Para cada x € X a aplicagdo d(z, F(.)) é mensurdvel.

(
(d) O grdfico de F pertence a A® B.

Prova: (a) < (b). Com efeito, seja C um fechado em X. Definamos os fechados

Co={ze€X:d(zC)> %}.
Assim,
X\C=|JCn
n>1
dai
C=[)(X\Cn).
n>1

Sendo F é mensuravel , F~1(X \ C},) € A. Portanto

FHC)= () FHX\Cy) € A

n>1

Reciprocamente, se V' € un conjunto aberto em X, defina-se os fechados
1
Chn={zeX:dz,X\V)2> —7;}.
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Assim,
V=] FCn.
n>1
J4 que de fato F~1(Cp) € A,
FHv)=|J F Y Cn) € A
n>1

(a) & (c) pela proposicao anterior. Vejamos que (¢) = (d), para isto precisaremos do seguinte
Lema.

Lema 1.41 F ¢é mensurdvel <= d(., F(.)) € A® B-mensurdvel.

Prova: Suponhamos que F’ é mensurdvel, entdo pela proposi¢do anterior d(z, F(.)) é mensurdvel
para cada z € X. Agora para cada r > 0 se tem que

Ar = {(w,z) € X x Q:d(z, F(w )<r}—-U ﬂU{w d(z;, F <T——~—}X31 ()

m>1ln>1i>1

assim A, € A ® B, portanto d(., F(.)) é A ® B-mensuravel.
Reciprocamente, de fato

{(w,z;) €A% X : d(z;, F(w)) <r} € A®B ¥Yr>0
Logo, fixado z;, é conhecido que
{weQ:dz;,Flw)) <r}ed
pelo que
F~Y(B,(z;)) € A.

Como qualquer aberto B em X é a unido de B,(z;), entdo F~!(B) € A. O que completa a prova
do Lema 1.41. n

Voltando & prova do teorema, observe que
graf(F) = {(w,z)Q x X : d(z, F(w)) = 0}.
Pelo lema 1.41 acima, a aplicacdo d(., F(.)) é A® B-mensurdvel, segue dai que
{(w,z) € 2 x X : d(z,F(w)) =0} € A® B,

desta maneira graf(F) € A® B. Para finalizar a prova do teorema, suponhamos que (d) se cumpre
e observe que para cada aberto B em X se tem

F~Y(B) = ma(graf(F) N (2 x B))

onde, mq é a projecdo sobre 2. Agora,

graf(F)N(Q@xB)e A®B

entdo , como a proje¢ido ¢ mensurdvel (a prova pode-se achar em [3]), F~1(B) € A. ]
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Proposic¢do 1.42 (Continuidade e mensurabilidade) Sejam, 2 um espago métrico e A a o-algebra

de Borel em 2, X um espaco de Banach separdvel e F : @ = 2% \ 0 uma multifuncdo com valores
fechados. Se F' € scs ou sci, entdo F € mensurdvel.

Prova: Suponhamos que F é scs. Entdo , dado um fechado C em X, se obtem que F~1(C) é
fechado em 2. Portanto, F é mensurdvel.

Analogamente, se F é sci, entdo dado um aberto V em X, obtemos que F~!(V) é aberto em
Q. Portanto F é mensurdvel. =

Teorema 1.43 (funcdo suporte) Sejam (2, A) um espago mensurdvel, X um espago de Banach
separdvel e F' : Q — 2%\ 0 uma multifun¢do mensurdvel com valores fechados. Entdo esta tem
fungdo suporte mensurdvel, isto €, para cada ¥ € X* a fungdo

w— o(F(.),z")
¢ mensurdvel. A reciproca vale se o dual de X ¢ separdvel e F tem valores convezos e limitados.

Prova: Sabemos que o(F(.),z*): Q — 2% \ ( é definido por

o(F(w),z*) = sup (z*,y). (1.5)
yeF(w)

Pelo Lema 1.35, existe uma seqiiéncia f,, de selecdes mensurdveis de F tal que

F(w) = {fn(w)vn > 1}-

Logo, j4 que z* é continua, 1.5 é equivalente a
o(F(w),z*) = sup(z*, fn(w)).
n>1
Também, da continuidade de z*, segue que z* é mensurdvel. Assim,
(*, fn()): Q=R

¢ mensurdvel. Portanto, o(F(.),z*) é mensurdvel, pois é o supremo de fungbes mensuraveis.

Reciprocamente, suponhamos que para cada z* € X*, o(F(.),z*) é mensurdvel, que X* é
separavel e F' possui valores fechados, convexos e limitados. Provaremos que para cada z € X, a
aplicacéo

w —r d(z, F(w))

é mensuravel (Teorema de Caracterizacio ).

Como F(w) ¢ limitado, sua fun¢do suporte o(F(w),.) é continua. Seja z,*, n > 1 um conjunto
denso de pontos na esfera unitria de X™, pois dita esfera também é separdvel. Fixemos z € X,
usando que F(w) é fechado, convexo e tomando em conta a proposi¢ao 1.10, temos que

i

d(z, F(w)) d(0, F(w) — {z})

= sup (—o(F(w) — {z},2%))

[z={]x
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= sup (—o(F(w),z*) —o(—{z},z"))

llz* |l

= sup ({(z*,z) — o(F(w),z"))

|l

= sup((z*,z) — o(F(w),z7)).
n>1

Segue dai que d(z, F(.)) é mensurdvel, pois ela é o supremo de fun¢des mensuraveis. |

Definicdo 1.44 Se diz que um espago de medida (2, A, u) € completo se cada vez que B € A,
w(B)=0e AC B, entio A€ A.

Defini¢ao 1.45 Uma aplicagdo v de 2x X com valores no espaco métrico Y é chamada Carathéodory,
se para cada z € X, ¥(.,x) € mensurdvel e para cada w € Q, P(w,.) € continua.

Teorema 1.46 (Filippou) Considere o espaco de medida (Q, A,u) completo e o-finito, X e Y
espagos métricos separdveis e F : Q — 2X \ § uma multifungdo com valores fechados. Seja

g:Qx X = X uma aplicagido Carathéodory. Entdo para cada fungdo mensurdvel h : Q@ — 'Y
satisfazendo

h(w) € g(w, F(w)) para quase todo w €

existe uma selecdo mensurdvel f : Q — X tal que

h(w) = g(w, f(w)) para quase todo w € 2.

1.5 Integral de Multifungoes

Seja (2, A, 1) um espaco de medida completo o-finita e X um espago de Banach separavel com
norma |||

Denotemos por
LYQ,X,u) = {f: Q= X, f é integrével }.

Nesta secdo daremos a definicdo e algumas propriedades da integral de uma multifungdo F
de ) sobre os subconjuntos fechados e ndo vazios de X.

Denotemos por F o conjunto de todas as selegdes integraveis de F':
F={f €LY X,pn); f(w) € F(w) em quase todo Q}.
Aumann sugeriu a seguinte definicio de integral para multifuncgdes .

Definicdo 1.47 A integral de F' em § € o conjunto de integrais de selecdes integrdveis de F,isto

€,

| Fu={[ sauss ey

Da defini¢do segue imediatamente que a integral de F', [, Fdu, é convexa quando F tem valores
€Onvexos.
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Definicdo 1.48 Uma multifuncdo F :Q — 2%\ 0 é chamada limitadamente integrdvel se eriste
uma fung¢do néo -negativa K € L'(Q, R, 1) tal que

F(w) C K(w)B
em quase todo 2.
Desta definicdo concluimos que se F' é limitademente integrdvel, entdo cada selecdo mensurivel

de F é um elemento de F devido ao teorema de Lebesgue. Assim, quando F é mensuravel,

limitadamente integrdvel e possui valores fechados, se garante que a integral de F é um conjunto
nio vazio.

A convexidade e fechadura da integral de multifungbes ¢ muito importante no dmbito da
andlise. Assim, por um resultado cléssico devido a Lyapunov, quando X = R" a integral de
qualquer multifuncdo é convexa, mesmo que os valores de dita multifuncdo ndo sejam convexos,
além disso é fechada quando a multifuncdo é limitadamente integravel e possui valores fechados,
na realidade o mesmo Aumann prova que a integral é compacta sob essas condigdes .

Definicdo 1.49 Seja (2, A, 1) um espaco de medida. Diremos que A € A é um dtomo para a
medida p, se cada vez que

. u(A)>0
.BeAeBCA

entdo
pw(B)=0 ou p(B)=u(A).
Uma medida p se diz ndéo atémica quando esta ndo possui dtomos
Teorema 1.50 (Teorema de convezidade de Lyapunov)Seja (2, A, 1) um espaco de medida finita,
e suponha que p € ndo atdmico, entdo a imagem de p, isto €, {u(A); A € A} € um conjunto

fechado e convezo.

Para a sua prova pode-se consultar [9].

Teorema 1.51 Seja F : Q — 28" \ § wma multifuncio . Se p € ndo -atémico, entdo Jo Fdp €
conveza

Prova: Fixemos f; € F,i=1,2 e A € [0,1]. Provaremos que existe f € F tal que

A ]Q frdu+ (1= ) /Q fod = /Q fd. (16)

Definamos a medida v : A — R* x R" por

o(4) = ( /A fudu, /A fady) VA€ A.

Ent3o v é finita e ndo atémica. Logo o teorema de Lyapunov implica que a imagem de v é convexo.
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Agora v(0) = {0} e
v(Q) = (/Q fld#aLf2dM)-

v(A) = \v(Q)

A /Q frdp = /A fdu A /Q fod = /A Fodp.

f=xafi +xafe

Assim, existe A € A satisfazendo

isto é

Logo, tomando

temos que f € A e satisfaz 1.6 .

Teorema 1.52 (Aumann)Seja F : Q — 28"\ 0 uma multifungio limitadamente integrdvel com
valores fechados. Entao [ Fdu é compacto.

No caso de dimensdo ndo finita, o fecho da sua integral é convexa e é fechada quando X é
relexivo, F' tem valores convexos e é limitadamente integravel. Veja o seguinte teorema.

Teorema 1.53 Seja X um espaco de Banach separdvel e F : Q — 2%\ 0 uma multifun¢io com
valores fechados e ndo wvazios. Se p € nao -atémica, entdo o fecho de sua integral é conveza e

(a) [q Fdu = o([o Fdp).

(b) Se F ¢ limitadamente integrdvel, entdo

/ Fdy = / Fdu
9] Q

Além disso, quando X ¢€ reflezivo e F tem valores convezos e € limitadamente integrdvel,
entGo a integral de F' com respeito a u € fechada.

Usando a defini¢do é quase impossivel calcular a integral de uma multifuncdo , porém, fazendo
uso da func@o suporte é possivel calcular algumas integrais de uma maneira facil.

Proposicdo 1.54 Consideremos a multifungio F :Q — 2§" \ @ mensurdvel com valores fechados.
Entdo

Yz ER", of / Fdy,z) = / o(F(w), 5)dp.
Q

Prova: Para a prova desta proposicdo usa-se 0 seguinte teorema

Teorema 1.55 Seja F : Q — 28"\ § uma multifun¢io mensurdvel, seja = uma forma linear sobre
R™. Enido

supTr(/Q Fdu) = /supw(F(w))du(w).
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Voltamos & prova da proposi¢do . Sabemos que o( fQ Fdy,.): R*) = R estd definida como

o / Fdu,z) = sup (z,y).
Q Y€ [ Fdp
Seja z € R™ e consideremos a forma linear 7 associada com x, isto é
m(y) = (z,y) VyeR"
Entao temos que
a(/ Fdu,z) = sup (z,y)
Q yEfQ Fdu

= supvr(/QFd,u)

sup 7(F(w))du(w)

|
S5 —5—

sup{7(2); 2z € F(w)}du(w)
sup{(z, 2); z € F(w)}dp(w)

o(F(w),z)du(w).

Como mencionamos acima, é possivel achar certas integrais fazendo uso desta ltima proposigao.
Para isso é suficiente construir a fungdo suporte o(F(w), z*), integrar dita fungdo com respeito a
w para cada z* € X*. Logo reconstruir o conjunto ndo vazio [, Fdu da fungdo suporte resultante.
Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 1.56 Seja A um conjunto convezo, compacto néo vazio em R™, entdo

t2
Adt = (tl - tQ)A. to > t1.
t;

Com efeito, pela proposicdo anterior temos que , para cada 9 € R*

to t2
o[ Adt,p) = ]t o (A, B)dt = o (A, %) (t2 — 1)

i1 1

; U (
Agora, como A é convezo, entdo ftf Adt é convezo. Logo, pelo teorema 1.5, se tem que

[2) to
Adt {z e R* : {z,9) < o] Adt), YYeR'}
3] t1

= {z€R":(z,¢) <o(4,¢¥)(ta—1t1), VER"}
(t2 - tl){x eR": <$a¢> < O’(A,’(,b), V¢ € Rn}
= (tg —t1)A.

i

Il

26



Capitulo 2

Inclusoes Diferenciais

Neste capitulo daremos o conceito de inclusdes diferenciais como também alguns teoremas de
existéncia de solugdes, em um espago de Banach X de dimensdo finita.

Definigao 2.1 Uma inclusao diferencial € definida pela relagcdo

dx
’n € F(t,z)

onde z = z(t) € uma funcdo néo conhecida e F(t, ) é uma multifuncdo dada, que associa a cada
par (t,z) (em um certo dominio G C R x X ) um conjunto F(t,z) C X.

Em particular, se para cada (t,z) € G o conjunto F(t,z) consiste de somente um ponto,

F(t,z) = {f(t,z)}, ou seja, F possui valores unitirios, entdo a inclusio diferencial torna-se uma
equacdo diferencial
-i% = f(t, ). (2.1)
Inclusdes diferenciais surgem em problemas de matemdtica pura e aplicada. Por exemplo, o
estudo de um sistema de controle conduz a uma inclusdo diferencial. Consideremos o sistema
controldvel

z = f(t,z,u) (2.2)

onde z é um vetor no espaco Euclidiano R*, z' = %f- é o vetor velocidade, t é o tempo e u = u(t)
um objeto de controle tal que

u(t) e U (2.3)

com U um subconjunto arbitrario de R®. Agora consideremos o conjunto de todas as velocidades

admissiveis do sistema no ponto z € R™ dado por f(t,z,U); este conjunto consiste de todos os

vetores f(t,z,u), onde u é um ponto arbitrdrio de U. Se agora z(t) é uma trajetéria do sistema
controldvel (2.2) com controle admissivel u(t), entdo para quase todo t

z (t) € f(t,(t),U). (2.4)
Isto conduz ao conceito de uma inclusido diferencial
z € f(t,z,U) (2.5)

e por uma solucdo desta equagdo se entende como uma funcdo z(t) absolutamente continua em
um intervalo I satifazendo (2.4) Vt € I.

Como o problema acima hd muitos outros que nos conduzem ao conceito de uma inclusdo
diferencial.
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2.1 Selecao de uma Multifuncao

Sejam, nesta secdo, 2 um espaco métrico e X um espago de Banach. Dada uma mutifuncio
F:Q — 2%\ 0, dizemos que uma funcio f: Q — X é uma sele¢do continua de F, se f for uma
selecdo de F', Defini¢do 1.37, e continua en §2. O Lema de Zorn garante a existéncia de pelo menos
uma selecdo de F, pois F possui valores ndo vazios. Agora o problema é encontrar selecbes que pre-
servem propriedades de F tais como continuidade, semicontinuidade, mensurabilidade, continidade,
etc. Nesta se¢@o daremos alguns critérios para o este problema.

Teorema 2.2 (Teorema de Michaels - caso sci) Seja F : Q — 2%\ 0 uma multifuncdo sci com

valores fechados e convezos, entdo dado (wg,zo) € graf(F) eziste uma selegdo continua f de F
tal que f(wg) = o

A prova deste teorema acha-se em [5] pg. 14 ou [4] pg. 82. ]

Existem multifungdes scs com valores fechados e convexos que ndo possuem selecio continua,
como o seguinte exemplo mostra.

Exemplo 2.3 Consideremos a multifuncio F:R — 2R\ 0 definida por:
1 sex >0
F(z) = { [0,1] sez=0
0 sex <0
F ¢é semicontinua superiormente, e € claro que F ndo tem uma selecdo continua definida em R.

Figura 2.1: Multifunco sem selegdo continua

Teorema 2.4 (caso scs)Seja F : Q — 2X \ 0 uma multifuncdo scs com valores convezos. Entdo
para cada € > 0 existe uma fungdo localmente Lipschtz fe : Q — X tal que

fe() CeoF(Q)
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graf(fe) C Blgraf(F),e).

Informagdes sobre a prova deste Teorema, encontra-se em [6] pag. 60 ou [4] pag. 84. m

Por este ultimo Teorema, no exemplo anterior, garante-se a existéncia de uma selecdo aproxi-
mada. Fig. 2.2

! graf(F+B, )

Figura 2.2: Multifuncdo com selegdo continua aproximada

Coroldrio 2.5 (Kakutani - Teorema do ponto fizo) Seja K um subconjunto compacto e convezo
de um espaco de Banach Q e seja F uma multifuncdo semicontinua superiormente de K sobre os
subconjuntos compactos e convexos deste. Entao, F possui um ponto fizo, isto €, existe T tal que

Tz € F(7).

Prova: Para a prova deste coroldrio se utiliza o teorema de Shauder, cuja prova acha-se em [6]
pag. 21-22, que afirma o seguinte:

Teorema 2.6 Seja S um subconjunto convero, fechado e ndo wvazio de um espago de Banach Q
e seja f : S — S completamente continua, isto é, f € continua e leva subconjuntos de S sobre
subconjuntos compactos de S. Entdo , F possui um ponto fizo em S.

Voltemos & prova do coroldrio. Pelo Teorema 2.4, existe uma seqiéncia {f,} de funcdes
continuas tais que

graf(fn) C graf(F) + €B,

onde B ¢ a bola unitaria em Q. Pelo teorema de Shauder, para cada n > 1, existe um wy, € K tal
que

Wn = fn(wn)

Da compacidade de K existe uma subseqiiéncia wy, que converge a algum w. Consequentemente
d((w,w),gmf(F)) = hmd((wnk)fn(wnk))vgraf(F)) = 0
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Como o graf(F) é fechado, pois f é scs, entdo (w,w) € graf(F), isto é,
w € F(w).

Uma multifuncdo continua n3o tem necessariamente uma selecdo continua. Veja exemplo 1
em ([4] pag. 68).

Consideremos o espago métrico 2, um espaco de Banach X e uma multifuncio F:Q — 25\ 0.
Define-se a funcdo minimal como sendo

m(F(w)) = {u € F(w): |l = [ lll}-

Quando X é um espaco de Hilbert e F' tem valores fechados e convexos, a funcdo minimal possui
valores unitarios; neste caso é chamada de selegdo minimal. Para que esta selecdo seja continua
é necessario a continuidade de F, pois se F for s6 scs ou sci com valores convexos e fechados, entdo
nao se pode garantir a continuidade da selecdo minimal. Veja o seguinte exemplo.

Exemplo 2.7 Consideremos a multifuncio F:R — 2%\ § definida por

_J0,1] se=z=0
F(x)_{l sez#0

esta € scs com valores compactos e convezos e sua selecGo minimal ndo € continua em zero.
Analogamente se definimos a F' como sendo

0,1 0
F(z):{[l | o .ZO

esta € sci com valores compactos e covezos e sua selegGo minimal ndo € continua em zero.

Teorema 2.8 (caso - continuo) Sejam, Q um espago métrico, X um espago de Hilbert e F : Q0 —
2% \ 0 uma multifungGo com wvalores fechados e convezos. Se F é continua, entdo a fungdo
w > m(F(w)) € uma selecdo continua de F.

Prova: A demonstracdo pode-se achar em [4].
Observacao 2.9 Se F for Lipschitz, a selecio minimal ndo € necessariamente Lipschitz.

O seguinte teorema é chamado como selecdo do baricéntro; esta selecdo é aquela que mantem
a propriedade de Lipschitz de uma multifun¢io . O baricéntro de um conjunto A C R* convexo,
compacto com interior ndo vazio; é definido como

1

onde m,, denota a medida de Lebesgue n-dimensional.

Teorema 2.10 Seja Q um espaco métrico, F : Q — 28" \ 0 uma multifuncéo com valores com-
pactos e convezos, além disso suponha que para algum M C R*, F(w) C MB para cada w € (,
com B a bola unitdria. Se F € Lipschitz, entio eziste uma constante K e uma fungdo f de Q
sobre R™ Lipschitz com constante K, que € uma selecdo de F.
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2.2 Existéncia de Solucoes para Inclusoes Diferenciais

A seguir estudaremos alguns resultados sobre a existéncia de solucbes para uma incluséo
diferencial da forma:

(1) z'(t) € F(z(t)) ou (2) 7 (t) € F(t,z(t)

Nés entendemos que uma solucdo de (1) (respetivamente de (2)) é uma funcdo absolutamente
continua definida em algum intervalo J satisfazendo (1) (respetivamente (2)) em quase toda parte
de J. Para obter alguns casos de existéncia de solugdo deve-se impor algumas condicdes sobre a
multifuncdo F' tais como: regularidade (continuidade, semicontinuidade, Lipschitz ) e condigGes
topoldgicas ou de tipo geométrica (compacidade, covexidade) nos valores de F. Com as combinagoes
destes se obtem varios casos de existéncia de solugdo. Aqui nds daremos os mais conhecidos e
importantes.

Uma maneira simples de obter uma solugdo ao problema de Cauchy para inclusoes diferenciais
z € F(t,z) , z(0)=axzqg (2.6)

é reduzir este a um problema de Cauchy para equagbes diferenciais. Para isto, é necessério obter
uma, selecdo f de F e assim cada solugdo de

xizf(t,m) ) ZC(O)'—-.'BQ

é também solucdo de (2.6).

Teorema 2.11 (caso de sci com valores fechados e convezos)

Seja F uma multifuncdo semicontinua inferiormente, de alguma regiGgo Q C R x R™ sobre os
subconjuntos ndo vazios, fechados e convezos de R®. Suponhamos que (0,zq) € Q, entdo existe
algum intervalo I = (w_,w4+), w— <0 < w4 e pelo menos uma funcdo continuamente diferencidvel
z: I = R* que € uma solucdo do problema de Cauchy para inclusées diferenciais (2.6) . Além

disso, wy = +00 ou a solugdo z(t) tende para a fronteira de Q quando t — w4, analogamente
para w-.

Prova: Como F € sci e tem valores fechados e convexos, o teorema de Michael garante a existéncia
de uma sele¢do continua f: 2 — R®. Agora o problema de Cauchy

7

z (t) = f(t,2(t)) =(0) =0

possui pelo menos uma solugdo cléssica num intervalo de existéncia [ = (w—,w4) com w- <0 <
Wy n

Teorema 2.12 Seja F uma multifuncdo continua com valores fechados e convezos, definida num
subcongunto aberto @ C R x R™ que contem (0,z¢) sobre subconjuntos de R". Entdo eziste uma
solugdo do problema de Cauchy para inclusées diferenciais (2.6) definida em algum intervalo
I=(w_,wy), w- <0 <wsg.
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Prova: Como F ¢ continua e possui valores fechados e convexos, entdo pelo Teorema 2.8 a
aplicagdo m(F'(t,z(t))) é uma selecio continua de F. Agora o problema de Cauchy

!

z =m(F(t,z(t))) , z(0) =z

possui pelo menos uma solugdo clssica em algum intervalo de existéncia I = (w-,w4) com
w. <0< Wo. n

Observacao 2.13 Este tltimo teorema garante a ezisténcia de uma solugdo cldssica através da
selecdo minimal. Note que fazendo uso do Teorema 2.12 também pode-se obter outra solugéo .

Definicdo 2.14 Se diz que uma aplicacgo ¥ : Q@ — X € localmente compacta, se para cada
z € Dom(v) existe uma vizinhangca V de z tal que

Y(V) CK,

para algum subconjunto compacto K de X.

A seguir enunciamos um teorema que garante a existéncia de solucdo do problema de Cauchy
para inclusbes diferenciais (2.6) quando F' é scs e possui valores fechados e convexos. A prova deste
teorema é andlogo a prova do teorema de Peano. Também existe uma segunda prova, usando a

representacdo integral de (2.6) e o teorema de convergéncia. Ambas provas podem ser achadas em
[3], pag. 98.

Teorema 2.15 Seja X um espaco de Hilbert, Q@ C R x X um subconjunto aberto contendo (0, zo).
Seja F uma multifungdo semicontinua superiormente definida em Q sobre os subconjuntos nao
vazios, fechados e convezos de X. Suponha que (t,z) — m(F(t,z)) € localmente compacta. Entdo
eriste T > 0 e uma fungGo absolutamente continua z(.) definida em [0,T], uma solugéo de (2.6).

A seguir dé-se alguns resultados obtidos por A.F. Filippov [8], que usaremos mais na frente.
Nesse trabalho, existe um teorema que garante a existéncia de pelo menos uma solugido de (2.6),
onde F ¢ scs e este ndo possui necessariamente valores convexos. Para enunciar este teorema
suponhamos que a multifuncdo F satisfaz as seguites condigdes :

(a) F(t,z) é um conjunto fechado e ndo vazio.
(b) A multifuncdo F(t,z) é continua em (¢, z), isto é,
H(F(t1,z1),F(t,x)) = 0 quando t; —t, z— .
(c) existe uma funcdo integravel K (t) tal que para qualquer t,z,z;,
H(F(t,z1), F(t,z)) < K(t)|z1 — 2.
Sabemos, pelo Teorema 2.12, que se (a), (b) sdo satisfeitos e F'(¢,z) é convexo, existe pelo menos

uma solugdo do problema de Cauchy (2.6). No seguinte teorema ndo se assume a convexidade de
F(t,z).
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Teorema 2.16 Seja F(t,z) satisfazendo as condi¢des (a),(b),(c) na regigo I x Iy, onde I é um
intervalo e Iy = {z; ||z — y(t)]| < b} com y(t) uma funcio absolutamente continua. Sejam, to € I,

p(t) uma fung¢do integrdvel, e
ly(to) —zoll <6 <b , d(y (¢), F(t,y(1)) < p(t)

em quase todo I. Entdo eziste uma solugdo do problema

T € F(t,z) , z(to) =0

tal que , )
llz(t) — y(B)ll < ¥(2), llz () —y Wl < K()T(¢) + p(2)
em gquase todo I, onde
U(t) = §exp™®) +| texpm(t)’m(s) p(s)ds|, m(t) = | t K(s)ds|
ig to

(para t € I tal que ¥(t) <b).

Na mesma publicag¢io, podemos encontrar outros resultados, como a existéncia de uma solugéo
clssica ao problema

2 € F(t,z), x(to) =0, % (to) =0 (2.7)
onde vy € F(to, zo)-

Teorema 2.17 Seja F(t,z) satisfazendo (a) em uma vizinhanga V' do ponto (tg,zo) e suponha que
eziste uma constante k tal que para qualquer par de pontos (t,z) € V, (t1,z1) € V,

H(F(t1, X1), F(t,z)) < klt1 — t| + [|lz1 — |-

Entao existe uma solugdo cldssica ao problema (2.7) para qualquer vy € F(tg,zo).

2.3 Viabilidade

Na continuagdo estudaremos alguns conceitos badsicos da teoria de viabilidade, a qual é
freqiientemente usada em teoria de controle e em modelos matemadticos de economia, sociologia e
biologia.

Tomemos a multifungio F : X — 2%\ 0, com X um espaco de Banach, e consideremos o
problema de Cauchy para inclusdes diferenciais

z € F(z), z(0)=xg. (2.8)

Definigdo 2.18 Seja K um subconjunto qualquer de X. Uma solugdo z(t) do problema de Cauchy
para inclusées diferenciais (2.8), € chamada de solugdo vidvel em K se

vte€[0,T], =z() € K.

Definicao 2.19 Diremos que K C X € um conjunto vidvel se para cada zy € K, eziste uma
solugdo wvidvel em K.
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Quando K é fechado e F é scs com valores convexos e compactos, uma condicdo necessaria
para que K seja vidvel é que

Flz)NTkg(z)#0 Vze X. (2.9)

Para enunciar este resultado, necessitamos definir o conjunto Tk (z), usando a fungio distancia,
e ver algumas propriedades desta.

Definicao 2.20 Diremos que o conjunto

Tk(z) ={ve X; lim infd(z+ hv,K) =0}
h—0+
é o0 cone contingente a K em z.
Observagao 2.21 Se K = (), se estabelece que Tk (z) = 0.

A seguir sdo dadas algumas propriedades do cone contingente, cujas provas acha-se em [4].
Proposigao 2.22 Seja K C X qualquer. O cone contingente satisfaz os sequintes items:
(a) Para cadaz € X, Tx(z) = X.

(b) O cone contingente a K ¢ igual ao cone contingente a K, isto ¢,

Ve e X Tk(z)= T'k—(m)

(c) Sez € int(K), entdo Tx(z)=X.
(d) Tx(z) é um cone fechado.

Note que a condicdo (2.9) pode ser reescrita da seguinte forma:

Vee K, 3veF(z) tal que lim inf 4 £ 70, K)

h—0+ h

= 0.

Proposicio 2.23 Seja K um subconjunto de R*. Seja F : K — 28" \ § uma multifuncio semi-
continua superiormente, com valores convezos e compactos. Se para cada zg € K, existe T >0 e
uma solucdo vidvel em K, definida em [0,T), do problema (2.8), entdéo a condi¢do tangencial

Vze X, F(z)NTk(z)#0

se cumpre.

Definicdo 2.24 Dada a multifuncdo F : Q — 25X\ 0, com Q um espaco de Banach, dizemos que é
hemicontinua superiormente em wy € Q, se para cada ¢ € X*, a fungdo suporte o(F(w),x) €

scs em wgy. F € chamada hemicontinua superiormente, se esta € hemicontinua superiormente em
cada w € S.

Teorema 2.25 (Teorema de viabilidade) Seja K um subconjunto de X, F : K — 2% uma multi-

funcdo hemicontinua superiormente, com valores convezos e compactos. Suponha gue a condigdo
tangencial (2.9) € satisfeita.
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(a) Suponha gue K € localmente compacto. Entdo para cada zo € K, existe T > 0 tal que (2.8)
possui uma solugcdo vidvel em K, definida em [0,T).

(b) Suponha gque K € compacto ou X finito dimensional, e F(z) € limitada. Entdo para cada
zo € K, existe uma solugdo wvidvel de (2.8) em K definida em [0, +00).

A prova da Proposico 2.23 e o Teorema 2.25 encontra-se en [4] pag. 180.
Traduzimos este teorema vidvel para a linguagem da teoria de controle. Consideremos o seguinte

sistema de controle = flow)
= flz,u
{x(O) =zy €K (2.10)

onde u € U (U o conjunto controle), K C X.
Definamos a aplicagdo realimentacdo R definida por

Ve e K, R(z)={ueU; f(z,u) € Tx(z)}.

Agora assumamos que:
U é compacto
f: K xU-— X é continua

Assim a multifun¢do F definida por
F(z) = {f(z,u) buev
é continua e possui valores compactos.
Teorema 2.26 Sejam K um subconjunto localmente compacto de um espaco de Hilbert X, U um

subconjunto compacto e f : K x U — X uma fungcdo continua. Suponhamos gue a aplicag¢do
realimentacdo R satisfaz

Vz € K, R(z)#0.

Ve € K, F(z)=f(z,U) = {f(z,u) }uev

¢ convezo. Entdo para cada zy € K, ezistem T > 0, uma funcdo mensurdvel u(.) e z(t) que é
uma solugdo wvidvel em K de (2.10), que sdo relacionados por

vt e [0,T], wu(t) € R(z(t)).

A prova deste Teorema acha-se em [4] pag 239.
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Capitulo 3

Multifuncoes em Ecologia

Os modelos matemadticos para populagdo bioldgica originaram-se com o economista e demédgrafo
inglés Thomas Robert Malthus (1798). O modelo que usou, para uma espécie, estabelecia que o
crescimento populacional se d4 segundo uma progresdo geométrica, se este nfo fosse controlado
e/ou sem restricdes . Em térmos de equagbes diferenciais a lei de Thomas é

%I;- = aP(t) - GP(t) (3.1)
onde

P=P(t): Populagdo da espécie no instante ¢.

a : Coeficiente de natalidade.

B : Coeficiente de mortalidade.

Lotka (1926) e Volterra (1931) apresentam um outro modelo, este para varias populagdes e con
algumas limitagdes , baseado também em um sistema de equagdes diferenciais ordinarias

n
% = pi(ri — % ; @ijpj) (3.2)
onde:

p;: Populac@o da espécie ¢ no instante ¢.

r;: Razdo de crescimento intrinseca da espécie <.

K;: Capacidade de saturacdo do ambiente.

a;;: Coeficiente de interagdo entre as espécies ¢ e j.

Em geral, para modelar a dindmica de um sistema bioldgico com limitacoes e restrigées , se
trata de construir uma equagdo diferencial de tal maneira que a solugdo desta equacdo satisfaz
essas limitagdes e restricbes impostas. Os estados das varidveis sdo usualmente a densidade de
uma populagdo e/ou recursos, além disso estas devem satisfazer certas restrigdes . Por exemplo,
estas devem ser nao negativas.
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Este capitulo esta baseado no trabalho de V. Krivan [12]. Ali se considera que um sistema
biolégico néo limitado por recursos, pode ser descrito por um sistema de controle

z(t) = f(z(t),u(t)), u(t)eU (3.3)

onde U ¢ o conjunto de possiveis controles u que descreve a selecio dos recursos.

Esta dindmica é chamada dindmica endégena, pois geralmente um sistema biolégico previstos
com 0s recursos necessarios possui uma razdo de aumento de populacdo endégena. Por exemplo, se
assumimos que uma populagdo ndo possui limitagdes por recursos (nutrientes, luz,...), entdo esta
deve aumentar exponencialmente. Se isto ndo ocurre, a razao é que a populagdo consume recursos
€8Cassos.

Agora, introduzimos no sistema um conjunto vidvel K, recordemos que uma solugdo vidvel em
K de (3.3) é aquela solugdo z(.), definida em [0, 7] para algum T > 0, de (3.3) tal que

z(t) e K vtel0,T].

Em geral, o sistema (3.3) pode ndo tér uma solugdo vidvel, entdo o sistema deve ser mudado
para obtermos um sistema vigvel. Para fazer (3.3) vidvel, se projeta a dinamica (3.3) sobre o cone
contingente do conjunto K. Esta projecdo é a chamada G-projegdo [11],[12] ou projecdo de uma
inclusao diferencial [4], [5]. Para definir esta projecio se assume que G é uma multifuncao dada.
Do ponto de vista biolégico projetar (3.3) significa adicionar ao sistema a razio de mortalidade de
aquelas populagbes que sdo limitadas pela escasses de recursos. Assim, o novo sistema biolégico é
dado pela inclusao diferencial

£(t) € f(z(8),u(t)) —mG(z(t),u(t)) welU (3.4)

onde o pardmetro de controle m > 0 pode ser interpretado como o indice de mortalidade que o
sistema possui.

3.1 Dinamica Endégena

Para descrever um ecosistema se utiliza um grafico, chamado cadeia alimenticia. Os componentes
de tal grifico deven ser diferentes populagdes e/ou recursos abidticos.

Assumamos que um sistema biolégico de n populagdes e/ou recursos abidticos é dado. A seguir,
construiremos um modelo dindmico deste sistema.

J4 que uma populagdo usualmente pode utilizar recurso alternativos temos que incluir neste
modelo algum tipo de controle que deva permitir a escolha dos recursos pela populacdes . Assim,
introduzimos a classe de matrizes U, que sera chamada matriz da cadeia alimenticia. Esta
classe de matrizes, consiste de todas as matrizes quadradas de dimensdo n (mat(n,n)) para o qual
se cumpre que:

u € U se, e somente se,

. uj; = 0 se a j-ésima populacdo pode utilizar a i-ésima componente.
. ug; = 0 outros casos.

n _ . . -
. Y i1 Ui =1 se a j-ésima componente € uma populagio .
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O valor u;; pode ser interpretada como a probabilidade na qual a j-ésima populagao consume a
i-ésima compomnete do gréfico.

Exemplo 3.1 Seja z1 um recurso abidtico e zo,...,zs sete populacées diferentes cuja interacdo €
descrita pelo seguinte grdfico de cadeia alimenticia.

Figura 3.1: Cadeia alimenticia

Para este sistema, a matriz cadeia alimenticia u € U € dada por

601110 0 0 O

0 0 0 0 1 we 0 O
0 0 0 0 0 uge 0 O
u= 0 0 0 0O U4 0 0
0 000 O0 0 ws O
00 000 0 wer 1
0 000 0 O 0 0
0 0 00 0 O 0 0

onde wugs+uzet+uw=1 e wus7+usgr =1.

Assumamos que a dinAmica endégena é descrita pelo seguinte sistema de controle
£(t) = f(z(t),u(t)) wu(t)eU (3.5)

Uma razao de escrever a dindmica endégena como (3.5) é o seguinte. Seja A(z) € mat(n,n)
uma matriz de razdo de aumento, onde a;;(z) é a razdo de aumento da j-ésima populacdo , se o
recurso desta populagdo for a i-ésima componente do sistema dado (tal componente pode ser um
recurso abiético ou uma outra populacdo ). Um caso simple é tomar a;;(z) constante.

Se constréi o seguinte sistema de equacbes diferenciais que descreve a evolugdo do sistema

%i(t) = 2(t) + zi(¢) Z ajiugi(t) — Zaijazjuz’j(t)wg‘(t) - nzi(t) u(t) €U (3.6)
j=1 i=1

onde
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z;(t): descreve o aumento do recurso abiético no instante ¢.
n; : razdo intrinseca de mortalidade que ndo depende dos recursos.

aij; : 6 o coeficiente de tranformacao dado, 7,5 = 1,...,n.

Exemplo 3.2 Tomemos o grdfico da cadei alimenticia do exemplo 1.1, e consideremos a matriz
A(z) constante, Entdo o sistema (3.6) é

1(t) = 21(t) — ar201222(t) — a1301373(t) — a1401474(t)

$2(t) = a1222(t) — agsaosTs(t) — assansuos (t)ze(t) — naza(t)

#3(t) = a1373(t) — azezsuss(t)ze(t) — nazs(t)

z4(t) = 014%4(t) — aseaseuas(t)z6(t) — naz4(?)

z5(t) = ao575(t) — asrosrust(t)zr(t) — nszs(t)

ze(t) = ze(t)(azeue(t) + aseuss(t) + assuss(t)) — asrasrusrer(t) — assassrs(t) — ners(t)
i7(t) = z7(t)(asrusr(t) + asruer(t)) — nrzy(t)

zg(t) = aeszs(t) — ngxs(t).

Logo este sistema de equagdes diferenciais pode ser escrito como

z(t) = f(z(t),u(t)) com velU

3.2 Restricoes Viaveis
Assumamos que o sistema deve satisfazer algumas restricbes vidveis, e que esas restrigdes sio
dadas por p funcdes 7;(.), ¢ = 1,...,p e o conjunto vidvel K é dado por
K={zeR" ri(z)<0,..,rp(z) <0} (3.7)

Por razdes bioldgicas se assume que o conjunto K ¢ limitado. Além disso assuma-se que 7;(.) sdo
Fréchet diferenciaveis e a seguinte condicio de transversalidade é satisfeita para todo z € K

Jug € R tal que (r(z),v0) <0 se ri(z) =0

onde {,) é o produto interno usual em R". Seja z € K, defina-se o seguinte conjunto
T'(z) = {ve R*; (ry(z),v) <0 se ri(z) = 0}.

Pela condicdo de transversalidade,

T'(z)#0 VreK.
Logo o cone contingente a K

..  d(z+hv,K)
—_ Rn‘ 1 ? —
Tk(z) = {v e R h11g+1nf—-—————-—-——h = 0}

pode ser escrito como
Tk (z) = [ T'(z)-
Em populagio biolégica, um caso tipico é p = n, onde n é a dimenséo do sistema e 7;(z) = —x;,
isto é,
K={zeR" z;>0,..,2, >0} (3.8)
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3.3 Sistema Projetado

Em geral, o sistema controldvel (3.5) pode ndo ter uma solucdo vidvel, isto é, pode nfo existir
um controle u(t) € U tal que a trajetéria correspondente z(.) satisfaz a restri¢do vidvel

z(t)e K vte[0,T] T >0.

Isto significa que nado existe uma regra, lei, de tal maneira que a populagio possa escolher recursos

(diretamente, ndo existe u;;), de tal forma que o sistema esteja no conjunto K. Tomando a aplicagéo
realimentacédo

R(z)={ueU; f(z,u)€Tk(z)},

pelo Teorema 2.25, isto significa que
dz € K, tal que R(z) = 0. (3.9)

J4 que R(z) contém todos os controles u € U cuja trajetéria correspondente é vidvel em K,
(3.9) significa que nao existe um controle interno (este controle é sobre a escolha de recursos) tal que
exista uma trajetéria vidvel. Além disso, a razdo de mortalidade das populagoes que sdo limitadas
pela falta de recursos deve aumentar. Isto sé acontece na fronteira do conjunto vidvel K, pois no
interior de K, Tk(z) = R" e consequentemente R(z) # 0.

Introduzimos ent&o o indice de mortalidade pela escassez de recursos no sitema (3.5). Logo o
novo sistema tem a seguinte forma

z(t) € f(z(t),u(t)) — m(G(z(t),u(t))) u(t)eU (3.10)

onde
m>0 seR(z(t)=0
{m-—-O se R(z(t)) # 0

e G é uma multifuncdo , que definimos abaixo. Aqui m é considerado como o parametro de controle
induzido pela razao de mortalidade que possui o sistema viavel.
Definamos a multifuncio G : Q x U — 28" \ 0, onde

Q={z e K; f(z,u) € Tk(z),Yu e U}, (3.11)

como segue.
Seja
O ={zeK; riz) =0}
e denotemos por

I(f(z,u)) = {i=1,..p; mi(z)=0,(r;(z), f(z,u)) > O},

o subconjunto de restri¢des ativas.
Seja g; : §2; x U = R® uma funcdo dada, logo se define G como

G(z,u) = co{gi(z,u); 1€ I(f(z,u))} (3.12)
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Exemplo 3.3 Se o conjunto vidvel é definido por (3.8), entdo para cada (z,u) € Q; x U definamos
T
9i(@,4) = (Ui1041T1, ooy UininTn) — (D UsjoujT)e;
Jj=1

onde {e1,...,en} € a base canénica de R™. Assim

G(z,u) = co{gi(z,u); i€ I(f(z,u))}
O significado bioldgico desta escolha reflete duas suposicées

. mudamos a razdo de aumento s6 de aquelas populacies cujo aumento é limitado pela falta de
Tecursos.

. 0 indice de mortalidade para cada populacdo € pelo menos um funcional linear desta densidade.

3.4 Solucao Viavel do Sistema Mudado

Agora o interesse é saber quando o sistema mudado (3.10) possui uma solugdo vidvel. Vejamos
os seguintes resultados, cujas demonstragdes pode-se achar em [3],[4],[11].

Definicao 3.4 Seja A C R*. Por C.(A) se denota o cone positivo extendido de A, isto ¢,

S UksokA se A#0
C+(4) = {{Ok}zo se A=10

Observagéo 3.5 se A = {a}, com a € R", entdo escreveremos C(a) por C+({a}).
Definigdo 3.6 Seja K, M,G C R* um conjunto nao vazio. Entdo
1) Para cada g € G e cada u € M N (C+(g) + K) defina-se

KX (u) = inf{k > 0; u—kg € K}
T (u) =u— Kf(u)g.

2) Seja M N (C4(G)+ K) # 0. Entdo
o= U .

9EGueMN(C1(g)+K)
Diremos que 7% (M) € a G-projegdo do conjunto M sobre o conjunto K.
A inclusdo diferencial (3.10) pode também ser escrita na seguinte forma equivalente
2(t) € f(z(t),u(t)) — C+(G(z(2), u(t)))- (3.13)

Podemos achar em [3],[4],[5],[11], que sobre certas condigdes existe uma solugéo de (3.13), Teo-
rema 4.8, além disso, o conjunto de solucdes vidveis de (3.13) é igual ao conjunto de solugdes da
G-projecdo do sistema de controle (3.3), Teorema 4.9, o qual é

3(t) € 7 (F(2(8),u(®) = mon g (F(2(8), u(t)  u(t) € U. (3.14)
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Teorema 3.7 Seja K C X um subconjunto compacto ndo vazio, U C R* um conjunto compacto,
f i+ K xU — X uma aplicacdo continua. Seja Q C K definida por (8.11), G : Q@ x U — X
uma multifungdo com valores compactos, convezos ndo vazios definida por (3.12). Suponha que
C.(G(.,.)) possui grdfico fechado, e

V(ac,u) € K x U, f(:z:,u) € TK(:C) + C'+(G(x,u))

su inf z,u) — 7 z,u)}|| = ¢ < 0.
(e xv 9€Clo) 172, = T (P2 )

Além disso, suponha que a multifuncdo M : K — X definida por
M(z) = {f(z,u) = (B(o,c) Nc+(G(z,u))); ueU}
possut valores convezos e fechados. Entdo para cada T > 0 existe uma solucdo para (3.18).

Teorema 3.8 Seja K C R definido por (3.7) um conjunto convero ndo vazio, U C R**" f :
K xU — K uma fungdo . Seja Q C K, G: Qx U — X definidos por (3.11), (8.12). Suponha que
G(.,.) possui valores convezos ndo vazios, e para cada (z,u) € A x U,

G(z,u) NTk(z) = 0.

Entado as solugdes de (3.14) sdo as solugées vidveis para (3.13) e viceversa.

3.5 Equacao Diferencial do Aumento de Populacao com a Pre-
senca de Restricoes Viaveis

Como G definida em (3.12) é uma multifuncio , o lado direito de (3.14) é também uma multi-
funcdo . Entdo sob certas condicbes podemos encontrar alguma sele¢do de dita multifuncao .
Defina-se, para cada z € K e u € U, a aplicagdo 7 : K x U — R" dada por

{f(a:,u) - kg 1) € G(SC,'U,), k Z Oa
m(z,u) = { (ri(z), f(z,u) —kg) =0 Vie I(f(z,u))} sezxeQ (3.15)
f(z,u) outros casos.

e considere-se 0 seguinte sitema de controle
z (t) = (z(t),u(t)) ult) €U. (3.16)

Teorema 3.9 Seja K C R* definido por (3.7) un subconjunto néo vazio, seja & C R* definido
por (3.11). Seja f: K — R uma aplicacdo continua e G : Q — R uma multifuncdo definida por
(8.12). Seja T*(x) tal que

(i) Y(z,u) € K xU, f(z,u) € Tk(z) + C+(G(z,u)),
(i) V(z,u) € KxU, (C+(G(z,u)) = Cr(G(2,%) MNieriswmy T @) N (= Niersomy T () # 0.

Entao m(z,u) definida por (3.15) é uma selegdo de W%K (f(z,u)) e as solugées da equagdo diferencial
(8.16) sio as solugdes viaveis da inclusdo diferencial (3.13) e viceversa.

Desta maneira tem-se construido um novo sistema de controle (3.16), cuja solugdes sdo as que
descrevern o aumento de populagdes com a presenca de restricdes vidveis.
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3.6 Descricao de Competicao entre duas Populacoes

Seja z; um recurso pela qual compitem duas populagoes , z3 e z3. O gréfico da cadeia alimenticia
é dada pela figura 1.2

Figura 3.2: Cadeia alimenticia da competicdo entre duas populagdes

assim a matriz cadeia alimenticia é

0 1 1
u={0 0 0
0 0O

entdo a razao de aumento de cada populagio sem limitagdes pode ser descrito pelo seguintes
sistema de equacOes diferenciais

T2(t) = a1272(t) — naza(t) (3.17)

£3(t) = a13x3(t) — nazs(t) (3.18)

com ay; >n; >0,1=2,3.
Quanto ao recurso se distingue duas possibilidades:

1) O recurso é nao destrutivel (por exemplo, espago).
2) O recurso é usado pelas populagdes (por exemplo, nutrientes).
Suponhamos que o recurso z; € como no caso 1), assim a razdo do recurso ¢ dado por
z1(t) = —ai2(a1222(t) — naz2(t)) — az(aizzs(t) — nazs(t)), (3.19)
onde «y; denota o coeficiente de transformacio . .

Seja
K = {z = (21,22,23) € R*; z1 >0,z2 > 0,23 > 0} N B(0,d)
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onde B(0,d) é a bola de centro zero e com radio d. A razd@o de usar dita bola é justamente para
tér K limitado.

Agora, z1, 2 sempre sdo positivos (> 0) enquanto z; pode ser zero. Por exemplo se o recurso
for como no caso 1), entdo z1,z2 crescem até que chega um momento de saturagio , isto é, em um
instante ¢, z1(t) = 0. Assim, a dnica restrigdo ativa é z; =0, e

Tk(z) ={veR*; v; >0sez#0}.

Dai existe z = (0,z2,z3) € K tal que R(z) = 0. Pelo que néo existe solucdo vidvel ndo trivial de
(3.17), (3.18), (3.19).
Projetamos (3.17), (3.18), (3.19) sobre o cone contingente a K, usando G, onde

G(z) = gi(z) = (= D _ 3012, 2122, 013T3)

=2

para todo z € {z € K; z; = 0}. Explicitamente o sistema projetado é:

se z1(t) > 0,

3

zi(t) = - Z a13(a15%i(t) — nyzi(t))
Zo(t) = algz(f) — noza(t)

z3(t) = aiaza(t) — nazs(t).

Se z;(t) = 0, entdo #;(¢) = 0. Logo

3 3
0=2(t) = — Z a1i(arizi(t) — niz; () +m Z a1:74(t)

=2 =2
de onde s
= 2uim2 01i(0132i(t) — 1zi(t))
Z?:Q allx’t(t)
Assim o sistema mudado é
zi1(t) = 0
. 21.302 a1 (auzci (t) — nzxz(t))
T2(t) = a12Z2(t) — nowa(t) — 22(t) =45
\ S, anzi(t)

b(t) = arszs(t) — maws(t) — oa(r) =2 oonTill) — natid))

g 0nimi(t)

No caso 2), assuma-se que 0s recursos sdo supridos com a razao z(t), isto é,

3
z1(t) = 2(t) — Z 0101324 (t).

=2
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Andlogo ao primeiro caso, o sistema projetado é:
Se z1(t) > 0, entao

z1(t) = Z(t)“ialialixi(t)
5(t) = aumilt) - nzi(t) i=2.3
Se z1(t) = 0, entdo
B1(t) = 0
Bl) = ) - ma(t) - s 2By g

3
> =g 01524 (1)
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Capitulo 4

O principio do Maximo Para
Inclusoes Diferenciais

Existe uma teoria matematica bem construida para problemas de controle descritos pelo sistema
controldvel cldssico (2.2)

T = flt,z,u), uel. (4.1)

O resultado central desta teoria é o principio do Maximo de Pontryagin, que d4 uma condicao
necessaria para otimalidade. Com a ajuda deste principio do Méximo é possivel resolver certos
problemas de controle em forma explicita, por exemplo, problemas lineares, e em outros problemas
é possivel simplificar a solugdo e reduzir o problema a problemas mais simples.

Muitos métodos numéricos para resolver problemas de controle étimo estdo baseados no
principio do Maximo de Pontryagin. A prova original deste principio para o sistema (4.1), estéd
baseada no uso da chamada variacdo forte de um controle étimo; neste caso a variacdo da cor-
respondente trajetéria 6tima pode ser descrita, devido & existéncia do sistema de equagdes varia-

cionais, por
P af (¢, z(t), u(t))
oz
Similar ao caso do sistema (4.1) pode-se considerar o problema de controle 6timo para a inclusao
diferencial

0z. (4.2)

z € F(z) (4.3)
onde z € R* e F: R* — 28"\  é uma multifuncio .

Aqui s6 consideremos o problema de controle de tempo 4timo, isto é, dado um ponto inicial
zo € R" e um ponto terminal z; € R*, o problema de controle de tempo timo consiste em achar
uma solugdo z(¢) de (4.3) que transfere o ponto inicial £y ao ponto terminal z; no menor tempo
possivel, de outro modo, achar uma solucdo z(t) satisfazendo a condicdo limite

z(to) =z0 , z(t1) =1

tal que o tempo transi¢do t; — fp é minimo.

Neste capitulo formula-se o principio do Méximo do problema de tempo 6timo para a inclusdo
difrencial (4.3), e para sua prova, se segue como no caso do sistema (4.1); primeiro obtemos a
inclusdo diferencial Variacional associada com a inclusdo diferencial (4.3), a diferenca do sistema
(4.2), esta tltima ndo é linear, mas nos permite definir a variacdo de uma solugio étima z(t) da
inclusao diferencial (4.3). Usando esta variacdo prova-se o mencionado Principio do Méximo.
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4.1 Formulacao do Principio do Maximo

Consideremos o problema de controle de tempo étimo da Inclusdo Diferencial (4.3) desde um
estado inicial z¢g € R® para o estado terminal z; € R".

Para formular o Principio do Méximo consideremos algumas condicdes sobre F(z). Admitamos
que, o conjunto F(z) é ndo vazio e limitado e que as seguintes condigdes sobre z se cumpre:

Condigdo 1.- Existe um k > 0 tal que para qualquer par de pontos z1,z2 € R* e para um vetor
arbitario v; € F(z1) pode-se achar um vetor v € F(z5) satisfazendo a inequagio

flvg = vol| < kllzy — 22|

No caso que o conjunto F(z) é compacto, esta condicdo é equivalente a dizer: existe um
k > 0 tal que

H(F(z1), F(22)) < kllz1 — 22| Vzy,22 € R™.

Condigao 2.- A funcdo suporte do conjunto F(z), o(F(z),¢), é continuamente diferencidvel
com respeito a x para cada vetor fixo ¢ € R" ¢, além disso, existe uma fun¢do continua de
valores escalares K(z) > 0 tal que para qualquer par de vetores 11,12 € R" o vetor gradiente

—8-@%(—?-’3’2 satisfaz a inequacao

ao(Féz), Y1) _ 80(1’;2%@”2) | < K@)l — 2l

|

O seguinte teorema d4d uma condicdo necesséria para otimizar.

Teorema 4.1 (principio do Mdzimo) Seja x(t) uma solugio de tempo 6timo da inclusdo diferen-
cial (4.83) que transfere o estado inicial xo para o estado terminal z1 durante o intervalo de tempo
[to, t1]. Entdo, eriste uma solugdo ndo trivial 1(t) da equagdo diferencial

,__00(F(z(1),9)

4.4
v - @4
chamada de sistema adjunto, tal que para todo t € [tg,t1] a condi¢do do Mdzimo

(' (1), %(t)) = o(F(a(2)), (1)) (4.5)

é satisfeito. Além disso, a fungdo o(F(z(t)),¥(t)) € constante e ndo negativa.

No que segue, assumiremos que as condicOes desta secdo sdo satisfeitas.

4.2 Inclusao Diferencial Variacional
Seja z(t) uma solugdo da inclusdo diferencial (4.3) definida no intervalo tempo I = [tg,%1].
Nesta se¢do construiremos a inclusdo diferencial variacional para esta solugdo z(t).

Lembremos da definicdo, que z(t) satisfaz

z (t) € F(z(t))
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para quase todo t € I. Consequentemente, por definicdo de fun¢do suporte, a inequagao

(z'(t),%) < o(F(z(t)),%) (4.6)

é valida para qualquer vetor ¢ € R™.
Denotemos por N () o conjunto de vetores 1 € R™ tal que 1 satisfaz a igualdade em (4.6)

N(t) = {¢ €R": (¢ (t),%) = o(F(2(1)),$)}-

Isto significa que N (%) é o conjunto de vetores suporte do conjunto F(z(¢)) no ponto & ().

O conjunto N (t) esta definido para quase todo t € I; extenderemos esta definicdo para o resto
dos pontos de I fazendo N(t) = {0}.

Definicdo 4.2 Diremos que uma aplicaco G de M C R™ sobre R" ¢ positivamente linear se,
para todo o, 8 > 0 e vetores ¢, € M, se

G(ayr + B2) = aG(¥1) + BG ().

Lema 4.3 O conjunto N(t) é um cone convezo, fechado, com vértice no ponto ¢» = 0 e a funcgdo
suporte o(F(z(t)),.) € positivamente linear no cone N(t), isto é, para qualquer par de vetores
1,49 € N(t) e numeros o, 3 > 0, se tem que

o(F(x(t)), atpr + Bipe) = ao(F(x(t)),%1) + Bo(F(z(t)), o).

Prova: Sabemos da Proposicdo 1.4, que a fun¢do suporte de um conjunto ndo vazio K C R* é
positivamente homogeénea, isto é,

o(K, o) = ao(K,¢) (4.7)

para qualquer vetor ¢ € R® e o > 0 arbitrdrio. Além disso, esta é subaditiva, isto &,
o(K, 1 + 1) < o(K,91) + o(K,2) (4.8)

para quaisquer vetores 1,1 € R*. Também, se o conjunto K for limitado, a fungdo suporte
o(K,v) é continua em ¢ (Observagdo 1.2).

Da continuidade da fungio suporte o(F(z(t)),%) com respeito a 1 é imediato que N(t) é
fechado.

Agora vejamos que N(t) é um cone convexo com vértice em zero. Para isto consideremos
nimeros arbitrarios a, 8 > 0 e vetores 11,12 € N(t). Assim, por definicdo de N(¢)

(@' (8),91) = o(F(2(t)), ¥1)

(@ (£),92) = o(F(z(t)), ) (4.9)
Logo de (4.7) e (4.8) obtemos que

o(F(z(t), a1 + Be) < ao(F(z(t),¢1) + Bo(F(z(t)), v2)

az (t), 1) + Bz (8), ve)

!/

(
(z (t), othr + Beb2)

i
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Agora, tomando ¥ = aw; + f¢2 em (4.6), concluimos que

(@' (8), 01 + Bio) = o(F(2(2)), o1 + Bif) (4.10)
isto significa que
oty + By € N(¢)

isto é, N (t) é um cone convexo com vértice em zero. A fun¢do o(F(z(t)), ) é positivamente linear,
isto segue de (4.9) e (4.10). =

Fixemos qualquer éz € R" e definamos a seguinte fungdo com valores escalares

= @gﬁf(_ga(g_tﬁ,}_é_)_,gm) se 1 € N(t).

Lema 4.4 A fungdo C(y) € positivamente linear no cone N(t), isto é, para quaisquer vetores
1,9 € N(t) e nimeros o, >0

Clayr + Bype) = aC (1) + BC(1h2)

Prova: Consideremos, os nimeros arbitrarios o, 8 > 0, os vetores 91,¢¥2 € N(t) e € qualquer

numero real. Como a fun¢io suporte é positivamente homogénea e subaditiva, entdo para o vetor
z(t) + €0z, se tem que

o (F(z(t) + €dz), atpy + Biba) < ao(F(z(t) + €07), 1) + Bo(F(z(t) + €6z), ¥2)

o(F(z(2)), othr + Beb2) < ao(F(z(t)),¥1) + Bo(F(z(t)), ¢2).

Segue dai que
o(F(z(t) + edz), o1 + Biba) — o(F(z(2)), anhr + By2) < afo(F(z(t) + €62),¢1) — o(F(z(t)), )]+
Blo(F(z(t) + €6z),¢2) — o(F(z(t)), ¥2)]-

Agora a funcdo suporte o(F(z),v) é continuamente diferencidvel em z para cada vetor v
(condigdo 2), consequentemente

(80(F($(t)),a¢1 + B2) 0o (F(z(t)),2)
Oz oz

J4 que € pode ser um niimero de signo arbitrério, tomando limite quando ¢ — 07 e ¢ — 0~
obtem-se

(SU(F(.’I:(t))a,aocﬂ/)l *+5Y2) gy = a<8U(F(ZS))a¢1)’5$> + 8

Logo, por definicdo de C

QD) i

,e0z)+r(edz) < of

,€0z)+r(ed).

9o (F(x(t)), ¥2)
5 ,0Z).

Clayy + Byp2) = aC (1) + BC(2).
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Lema 4.5 A funcdo C(y) € a fungao suporte de algum subconjunto fechado e convezo de R™.

Prova: Pelo coroldrio 1.7, basta ver que C(v) é positivamente homogénea, subaditiva e semi-
continua inferiormente. Pelo lema 3.2 a fungdo C(%) é positivamente linear no cone N(t), conse-
quentemente esta € positivamente homogénea e subaditiva em N (t).

Se, ¥ & N (t), entdo

ayp € N(t) VYa>0.
Segue dai que

CY) = +o0
e
Clay) = 400
pelo que
Clay) =aCy) Ya>0 e ¢ eR.
Se, um dos vetores 31,12 € R* ndo pertence ao cone N(t), entdo
C¥h1 + ¢2) < 400 = C(th1) + C(¢e).
A funcao (éﬁ'(‘p——%fm, dz) é continua em 7 (condi¢do 2) no cone N (t), segue dai que a fungdo
C(1)) é semicontinua inferiormente em todo o espago R”. O que completa a prova do lema. ]

Conhecido C(%) podemos construir um tnico conjunto fechado, convexo que tem C(3) como
fungdo suporte. Denotemos este conjunto por P(z(t),dz); é claro que este conjunto depende da
solugdo z(t) da inclus@o diferencial (4.3) como do vetor iz € R".

Consideremos a inclusdo diferencial

6z € P(z(t), 6z) (4.11)

chamaremos a esta como a inclus@o diferencial variacional associada com a solugio z(¢) da
inclusdo diferencial (4.3). Este termo, Variacional, esta justificado pelo fato que, se a fungdo F(z)

tem valores unitdrios (isto é F/(z) = {f(z)}), entdo a inclusdao diferencial (4.3) transforma-se na
equagdo diferencial ordindria

z = f(z). (4.12)
Logo a inclusdo diferencial variacional (4.11) torna-se um sistema cldssico de equagdo variacional
6z = (W)az, (4.13)

Oz

pois, para a solugdo z(t) da equacdo diferencial (4.12) a igualdade

z (t) = f(2(t))

¢ valida para quase todo t em algum intervalo I, consequentemente o cone N(¢) coincide com todo
o espago R", para quase todo ¢ € I. Assim, a fungdo C(¢) é da forma

) = PLED) o D5E)

oz oz

6z, ).
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Esta é linear em % no espago todo R" e é a fungdo suporte do conjunto

P(a(t),02) = (L 2D 50

isto significa que a inclusdo (4.11) é o mesmo que a equagdo (4.13).

4.3 Propriedades da Inclusao Diferencial Variacional

Além de dar algumas propriedades da inclusdo diferencial variacional, nesta secdo se prova
que a inclusdo (4.11) pode ser representado na forma de um sistema controldvel linear.

Consideremos 6°(F(82(t) 2) como uma funcdo. Pela condicio 2, esta funcio esta definida para
cada vetor ¢ € R*.

Lema 4.6 A aplicacdo

é um operador positivamente linear.

Prova: No Lema 3.3 foi provado que para qualquer vetor fixo §z € R" a fungdo C(¢) é positiva-
mente linear no cone N(t).

Suponhamos o contrario, isto é, qua a aplicacdo (4.14) ndo é positivamente linear; isto significa
que podemos achar nimeros «, 8 > 0 e vetores 1,12 € N(t) tal que

_ Go(F(a(t)), ot + Bys) _ ado(F(a(t), 1) _ Boo(F(z(t)), ¥2)
y = — #0
oz ox or

Tomemos y = 0z, entdo

que é absurdo, pois C(¢) é positivamente linear no cone N(t). |

Denotemos por B(t) o operador positivamente linear definido em 4.14 no cone N(¢). Desta
maneira para qualquer vetor i € N(t) o valor do operador positivamente linear é dado por

0o (F(z(t)), %)
oz )

Consideremos o conjunto L(t) = N(t) + (=N (t)), isto &,

B(t)y = (4.15)
YEL)<=>yY=a-b, a€N(t), be N(t).
Lema 4.7 O conjunto L(t) C R ¢ um subespaco vetorial, e o operador positivamente linear B(t)

definido no cone N(t) pode ser extendido de maneira unica para um operador linear A(t) : L(t) —
R™ no subespago L(t) C R™.
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Prova: Consideremos os nimeros arbitrarios «,3 e os vetores 1,92 € L(t), entdo existem
al’a27blab2 € N(t) tal que

Y1 =a1—by, Yy=ax—bo
logo,
ay + P = aay — aby + Bag — Bba.

Tomemos o caso em que a > 0 e 8 < 0, entdo da convexidade de N (t) se tem que

u=aa; — by € N(t), v=ab — fas € N(t)
logo,
u—v=qa; —ab; + Bay — Bbs € L(t)
isto é
aty + P € L(t).

Analogamente se faz para os outros casos, a <0e >0, a>0e8>0,a<0ef <0. Assim,
L(t) é um subespago vetorial de R™.

Definamos A(t) : L(t) — R® como
A(t)y = B(t)a — B(t)b.

onde ¥ = a — b com a,b € N(t). Vejamos que A(t) esta bem definida, para isto suponhamos que ¥
tem duas representagoes

Yp=a1~by=ax—b
com ai,asz, b,b2 € N(t), entdo
a1 +by=as+ by
e assim
ap+by € N(t) e ag+b € N(t).

Como B(t) é positivamente linear, segue que

B(t)a; + B(t)by = B(t)az + B(t)b1

pelo que v tem uma Unica imagem qualquer que for sua representacao .
A(t) é uma extensdo de B(t), isto é, para todo vetor ¢ € N(t) se cumpre que

A(t)p = B(t)y.

Com efeito, se ¢ € N(t), entdo
Pp=a-0¢€L(%)

A(t) = B(t)a + B(t)0 = B(t).

Provaremos agora a linearidade de A(t), para isto consideremos numeros arbitrarios o, 5 € R e
vetores 1, s € L(t), entdo

a1 + B = aay — aby + Bas — Bbe
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Tomemos 0 caso que & > 0 e 8 <0, pelo Lema 3.2
u=aqaa; —Pby € N(t) , v=ab — faz € N(t)

logo, pela definicao de A(t) e Lema 3.5 obtemos que

At)(atpr + Bip2) = A(t)(u —v)

B(t)u — B(t)v

aB(t)a; - BB(t)by — aB(t)by + BB(t)as
a[B(t)a1 — B(t)b1] + B[B(t)az — B(t)bo]
= aA(t)Y1 + BA() Y.

analogamente para os outros casos, a >20e 3>0,a<0e >0, a <0e <0. Isto completa a
prova do lema. =

il

Desta maneira se tem extendido o operador B(t), definido no cone N(t), para o subespago L(t).
Também podemos extender o operador para todo R*, uma das formas é fazendo uso da projecdo
ortogonal.

Denotemos por 7(t) o operador linear projegio ortogonal sobre o subespago L(%). A extensdo
de A(t) para todo R", denotado também por A(¢), é definido pela expresdo

At)y = A(t)n(2)o. (4.16)

E claro que este operador é linear, e estd definido sobre todo R*®. Fixamos uma base de R” e
denotemos por A(t) a matriz correspondente de A(t) nessa base.
Agora, consideremos um tempo arbitrério fixo t € I = [to, t1].

Lema 4.8 Os elementos da matriz A(t) sdo fungies Lebesque mensurdveis com relagdo ao tempo
t. Além disso, o operador norma ||A(¢)|| desta matriz é uniformemente limitada no intervalo I,
isto €, existe uma constante K tal que

lA®)| < K, Vtel

Prova: Fixemos um vetor arbitrdrio ¢ € R™ e provemos que a imagen do operador A(t) em
depende em medida de ¢t € I.

Consideremos a multifuncio N(¢) dada por (4.11). Esta é mensurdvel com respeito a t, ja que
a fungdo z (t) é mensurdvel e a funcdo suporte é continua em ¢ (condicdo 2). A multifungdo L(¢),
dada anteriormente, é a soma algébrica de duas multifuncbes mensurdveis, daf esta é mensurdvel.

A fungdo w(t)y é definida como o ponto mais préximo de L(t) ao vetor v, como tal esta é
também mensuravel.

Para a funcdo =(t)y € L(t) temos a representagio
m(t) =a(t) —b(t) , a(t),b(t) € N(¢) (4.17)

onde as fungdes a(t), b(t) podem ser escolhidas como mensurdveis. Isto é uma conseqiiéncia imediata
do teorema de Filippov, Teorema 1.42, se aplicamos este para o caso

u=(a,b) e Nt) x Nt)=U(t) g(u)=a-b
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h(.) = w(t)(.).
Pois, de fato U(t) é mensuravel, j4 que este é o produto cartesiano de duas multifungbes men-
surdveis; a aplicacio g : R*® — R™ ¢ continua e a inclusio h(¢) = 7n(t)y € L(t) = f(U(t))
se cumpre, entdao pelo Teorema de Filippov (Teorema 1.42) existe uma funco mensurédvel
u(t) = (a(t),b(t)) € U(t) que satisfaz 4.17.
Logo podemos escrever a imagem do vetor 3 por A(t) na forma

A)y = a(t)(n(t)y)
= A(t)la(t) - b(t)]
= B(t)a(t) — B(t)b(t)
9o(F(z(t)),a(t))  9o(F(z(t)),b(t))
oz oz
pelo que (condigdo 2) A(t)y é mensurdvel com respeito ao tempo t.
J4 que a fungéo A(t)y é mensurdvel em ¢ para qualquer vetor 1 € R”, segue que todo elemento
A;;(t) da matriz A(¢) sdo mensurdveis. Pois a ndo mensurabilidade de algum A;;(t) implica que

A(t)e;, onde e; denota o vetor que tem todas as coordenadas igual a zero exceto na coordenada j
que tem como valor 1, ndo € mensurével.

Por tltimo calculamos a norma da matriz A(t)

A = do(F(x(t),a) o(F(z(t)),b)
1@ = max [A@¥I < x| 5 - . I

Agora, pela condi¢gdo 2 existe uma fungdo continua em t, K(z(t)), tal que

HBU(F(x(t)),a) _ Oo(F(z(t)),d)
oz Oz

Assim tomando o méximo sobre todos os vetores a,b € R” com |ja — b]| < 1, obtemos que

9o(F(z(t)),a) _ 9o(F(z(t)),b)

I < K(z(t))lla - b]|.

o =5 g | S K
Escolhendo
K= max K(z(t))
concluimos a prova do lema. n
Consideremos o sistema controldvel
6z = A" (t)éz +u(t) , u(t) € N*(t) (4.18)

onde A" (t) é a transposta da matriz A(f) e N*(t) é o cone dual de N(t), isto &,
N*(t) ={o eR";{p,9) <0 VP N()}

Usualmente uma fun¢do mensurdvel u(t) € N*(t) é chamada de controle para o sistema (4.18),
cujo posto {u(t) : t € I'} tem fecho compacto em R™.
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Lema 4.9 A inclusdo diferencial variacional ({.5) pode ser representada na forma do sistema
controldvel (4.18). Em outras palavras

P(z(t),6z) = A" (t)6z + N*(¢) (4.19)

para todo t € I e oz € R*

Prova: Ja que os conjuntos de ambos lados em (4.19), sdo fechados e convexos, é suficiente provar
a igualdade de suas fungbes suporte (Teorema 1.7). A funcdo suporte do conjunto P(z(t),dz)
é C(y). Vejamos que a funcio suporte do conjunto A (¢)dx + N*(t) coincide com C(v). Pelas
propriedades da funcdo suporte e definicio de N*, obtemos que

o(A (t)dz + N*(t),%) = (A (t)dz, ) +a(N"(2),)

~ _ 0 se 1 € N(t)
= (dz, A(t)Y) + { +oo sep & N(t) °

Agora pela definicdo do operador linear A(t) temos que

Ay = 2ZEED) ¢ gy

daqui a funcdo suporte do conjunto T(t)& + N*(t) tem a forma
—* 9o(F(z(t) )
oA (8)6c + N*(t),9) = {( oE(EDS) 57) sy € N(t)
+00 se 1 & N(t).

Em outras palavras, esta coincide com C(%). ]

Agora fixemos dois tempos 71,72 € I, 71 < 72, e um conjunto K C R*. O conjunto K (7, 11, K)
é chamado conjunto atingivel para a inclusdo diferencial variacional (4.11), ou equivalentemente,
para o sistema controldvel (4.18), este conjunto consiste dos valores dz(m2) € R™ de todas as solucdes
possiveis 0z (t), associadas com controles admissiveis u(t) € N*(¢) com condicdo inicial dz(m) € K.

Lema 4.10 Seja K C R* um cone convero. Entdo o conjunto atingivel K(ro,71,K) € também
um cone CONVETO.

Prova: Consideremos os ntimeros arbitrarios o, 8 > 0 e os vetores arbitrarios p;,pe € K(72, 71, K).
Por definicdo existem dois controles admissiveis u1 (t), ug(t) € N*(t) tais que as solugdes associadas
Sz1(t) e dz2(t) de (4.18) , satisfagam as condigdes

dz1(m2) =p1 , dz2(m2) =p2 , dz1(r1) €K , dz2(m1) € K.

Agora consideremos a funcao
u(t) = auy(t) + Bua(t)

esta também pertence a N*(t), entdo pela linearidade do sistema (4.18) a funcdo

§z(t) = adzy(t) + Boza(t)
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¢ solugdo de (4.18) associada com o controle u(t). Por outro lado, K é um cone convexo, entdo
no tempo 71 se tem que

53:(7'1) = 0151:1(7'1) +ﬁ5.’122(7‘1) € K.
Consequentemente
61“(72) = ap; + ;Bp.? € K(TZ7TI7K)‘

Lema 4.11 A funcdo suporte do conjunto atingivel é igual & quantidade
o(K (11,72, K),¢) = (K, (1)) (4.20)

se ¢(t) € N(t) para quase todo t € [11,To]; em outros casos esta € igual a +0o. Aqui 1 (t) denota a
solucdo da equacgao diferencial linear

¥ = —A(t)y (4.21)

associada com a condigdo inicial Y(Ty) = 9.

Prova: Seja u(t) € N*(t) um controle admissivel e denotemos por 6z(t) a correspondente solucio
do sistema controldvel (4.18). Entdo a formula de Cauchy de §z(t) em forma explicita fica sendo

T2

&vg:m@wwmm+/ (7, s)u(s)ds (4.22)

71

onde ®(t,7) denota a matriz fundamental formada por as solugées da equagio homogénea
6z = A" (t)éx

satisfazendo a condi¢ao inicial ®(¢,7) = E, onde E é a matriz identidade. Usando (4.22) o conjunto
atingivel pode ser escrito na seguinte forma

T2
K(r1,m, K) = (rp, 1)K + / B (ra, 5)N*(s)ds
T

onde a integral da direita é compreendido como a integral de uma multifuncdo e os conjuntos
®(12, 1)K e ®(72,5)N*(s) sdo imagens do conjunto K e N*(s) sobre a aplicagdo linear ®(7o, 1)
e ®(r, s) respectivamente.

Agora usando propriedades da funcdo suporte, nés obtemos a seguinte expressdo para a fungao
suporte do conjunto atingivel

(K (772, ), ) = o(@(ra K ) +o( [ @z, )N (s)ds, )
segue dai que

U(K(TJ.) T2, K)a 77[)) = G(K’ @*(TL Tl)¢) + /Tz U(N*(S)7 Q*(TQ, S)Tﬁ)ds (423)

T1
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Definindo
P(t) = (72, )¢

podemos facilrente testar que %(t) é a solucio de (4.21) satisfazendo ¢(m2) = .
Se o vetor ¥ (t) satisfaz

P(t) € N(t)
para quase todo t € [, 73], entéo
fT(N*(f‘) q/;(t)) =0

YN

pelo que, (4.23) torna-se (4.20). Por outro lado, se
P(t) € N(t)
no conjunto [71,72] de medida positiva, entdo a integral em (4.23) é +co, e obtemos

U(K(Tla T2, K)a @b) = +00.

Denotemos por d(g, F) a distdncia do ponto ¢ € R* ao conjunto F C R*. Sob a condi¢io que
o conjunto F' é fechado e convexo, esta distdncia é zero se ¢ € F e é dada pela férmula

d(g,F) = rqgggt[(% Y) — o(F,9)]

quando ¢ € F, onde S denota a esfera unitdria do espago R".
Consideremos a inclusdo diferencial

z € F(z) (4.24)
que pode ser obtido de (4.3) se substituimos o conjunto F(z) por ¢oF(x).

Lema 4.12 Seja zo(t) uma funcdo absolutamente continua definida em um intervalo tempo I =
[to, t1]. Tomemos o ponto T € I e yo € R*, e assumamos que

lyo —zoll <8, dlmo(t),F (zo(t))) < ()

para algum ndmero 6 > 0 e alguma fungdo p(t) integrdvel no intervalo I. Entdo eziste uma
solugcao y(t) da inclusdo diferencial (4.3) com condi¢do inicial

y(1) =yo
tal que a desigualdade

¢
Iott) = zo(6)] < m(6 + [ p(s)ds) (4.25)
T
¢ vdlida para cada T <t <t e para alguma constante m > 0.

Prova: O Lema 4.12 é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 2.16 u
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Lema 4.13 Dado um ponto 7 € I, um ndmero € > 0 e uma solucdo 6x(t) da inclusdo diferencial
variacional (4.11), com condi¢do inicial

dz(r) = dz,.
Entdo eziste uma solugdo y(t) de (4.3) com condi¢do inicial
y(7r) = z(1) + €dz, + 7(€)

tal que para cada t € [1,11]

y(t) = z(¢) + edz(t) + r(e) (4.26)
onde r(€) depende de t, porém T—(GQ tende a zero uniformemente com respeito a t € [1,t1]. Além
disso, esta solugdo y(t) depende continuamente da solucio dz(t).

Prova: Consideremos a funcdo absolutamente continua zo(t) = z(t) + edz(t) e calculemos a
distancia
d(zo (t),20F (z0(1))).

Esta distdncia é zero para aqueles t € I tal que
zo (t) € @F (z0(t)).
Tomemos aqueles valores ¢ € I para quando isto ndo vale. Logo

pol(t) = d(zq (t),eF (z(t))
= max{(zo (t), ¥)o(F(zo (1)) )}

= max{(z (t),¥) + (05 (), ) — o(F(a(t) + eba(t), ¥)}  (4).

Agora, pela (condic¢do 2)

o(F(a(t) + eba(t)),8) = o(Fa(9), ) + el XD sey 4 (g

onde f—(f-)- tende a zero uniformemente com respeito a ¢t € I quando € — 0. Além disso, é claro que

r(€) depende continuamente da fungdo dz(t) e do vetor ¢ € R*. Substituindo esta igualdade em
(x) a distancia po(t) fica como

polt) = max{(s'(6,9) — o(F(a(9), ) + {062’ (), 9) ~ (2L 5] 100,

Para a solugdo z(t) de (4.3), por (4.6) temos que a relagio
(@ (8),9) < o(F((1)),9)

¢ valido para quase todo t € 1.

Se ¢ & N(t), entdo a inequagdo anterior é estrita. Assim, para valores de € muito pequenos se
tem que

polt) <e.
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Se, de outro lado ¢ € N(t), entdo para quase todot & I

(' (), %) = o(F(z(t), )

e como 6z(t) é solugdo da inclusdo diferencial variacional (4.11), também se tem que

6z @),9) < (ZZEEDY) ) = o).

Assim, para cada € suficientemente pequeno, obtemos que

t) < maxr(e) = r{e
polt) < maxr(e) = (o)
e r(¢) depende continuamente de dz(t).

Para a condig¢do inicial y(7) temos que

ly(7) — zo(B)]] = r(e)

onde 7(€) é independente da solugdo dz(t). Pelo Lema 3.11, existe uma solugdo de (4.3) que
satisfaz (4.25). Daqui

ly(t) — 2o ()] < 7(e)

onde 7(€) depende continuamente da solucdo 6z(t), dai a solucdo y(t) satisfaz (4.25) e esta solugio
depende continuamente de dz(¢). Isto completa a prova do lema. n

4.4 Variacao da Trajetéria de uma Inclusao Diferencial

Dada uma trajetdria z(¢) da inclusdo diferencial (4.3), nesta secdo se construird uma variacdo
desta, a qual serd chamada soluc¢io variagdo e serd denotado por z*(¢).

Seja z(t) uma solugdo de (4.3) definida no intervalo tempo I = [ty,%;]. Consideremos dois
tempos 71,7 € I satisfazendo

< <7<

~ ~ t
tal que 71 e 7 s3o pontos regulares para a funcio z (¢).
Tomemos dois nimeros ndo negativos 6t > 0 e 71 > 0 e consideremos os intervalos [1; —edTy, 71]

e [r —edt,7]. Se Ty =T, entdo 0t = 0. Para e > 0 suficientemente pequeno, estes intervalos estio
contidos no intervalo base [tg, 1]

Construiremos a solugdo variacdo z*(t) da solugdo z(t) dainclusdo diferencial (4.3) da seguinte
forma:

No intervalo [tg, 71 — €d71] ela coincide com a solugdo z(t), isto é,
() =z(t) se tg <t< T —edm.

No intervalo de tempo [r; — e€d71,71] definamos a solugdo variagdo z*(t) como segue. Seja
v um vetor arbitrdrio do conjunto F(z(r;)). Consideremos como zo(t) a solugdo classica da
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inclusdo diferencial (4.3), isto da (condigdo 1) e do Teorema 2.7, definida no intervalo [r; — ed71, 71]
satisfazendo a condicdo inicial

zo(m) = z(m1) + edry (v — T (1)) , zO’(n) =9, (4.27)

J4 que zo(t) é continuamente diferenciével e 7; ¢ um ponto regular de z'(¢), entdo de (4.27)
obtemos que

zo(T1 —€d11) = z0(T1) — €dmi2g (1) + 7(€)
(1) + edri(v — 2 (1)) — €671 + 7 (€)
z(m1) — 6z (1) + 7€)

z(m — edm1) +r(e)

il

fl

Pelo Lema 4.12, existe uma solucdo y(¢) da inclusdo diferencial (4.3) com condicdo inicial
y(r — €émy) = z(1y — €dmy)
quando a estimativa

ly(2) — zo ()]} < r(e)

se cumpre para cada t € [r; — €d11,71]. Tomemos y(¢) como a solugdo variagdo z*(t), entdo de
(4.27) obtemos que

z*(t) = z(t) + by (v — = (1)) + 7 (e). (4.28)
Agora, construimos a solugdo variacdo z*(t) no intervalo [71, T — €dt]. Seja dz(t) uma solugio
arbitraria da inclusdo diferencial variacional (4.11) com condigdo inicial

6z(m) = 0ri(v — z (11)). (4.29)

Entdo pelo Lema 4.13 existe uma solu¢io z*(¢) de (4.3) com condi¢do inicial (4.28) tal que (4.26)
se cumpre para cada ¢ € [r}, T — €dt], isto é,

z*(t) = z(t) + edz(t) + r(e).

Desta maneira a solugdo variagdo z*(t) esta definida no intervalo [y, 7 — €dt]. Uma vez que 7
¢ um ponto regular de z (¢), o valor z*(r — €dt) pode ser expressado na seguinte forma

(1 — €dt) = z(7 — €dt) + edz(T — €dt) + r(e)
z(7) — etz (1) + edz(T) + r(€)
isto é,
(1 —€edt) = z(7) + e Dz + 7(e€)
onde o vetor Az definido por
Az = =tz (1) + dz(T) (4.30)

é independente de .

O vetor Az depende dos pontos 71,7 € I, dos niimeros 67,0t > 0, de v € F(z(71)) e da solugdo
dz(t) da inclusdo diferencial variacional (4.11). Estes pardmetros também determinam a variagéo
da solugao z(t), isto é, a solugdo variagdo z*(t).
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Fixemos os pontos 71,7 € I e o vetor v € F(z(r;)). Consideremos todos os possiveis nimeros
o1 > 0, 6t > 0 e todas as possiveis solugbes dz(t) da inclusdo diferencial variacional (4.11) com
condicdo inicial

6x(my) = dri(v — z (11)).

Entdo os correspondentes valores Az definem o conjunto K, C R*.
Lema 4.14 O conjunto K, € um cone convezo.

Prova: Definamos K € R"* como sendo

K = {6m(v -z (r)) : 671 > 0} (4.31)

o qual é um cone convexo. Logo pelo Lema 3.9 o conjunto atingivel K (7,7, K), que tem como

elementos éz(7) onde dz é solucio de (4.18) com a condigdo dz(m) € K, é também um cone
convexo.

Agora da defini¢do , K, é a soma algébrica de um raio e um cone convexo
K, = {-8t.z (t): 6t > 0} + K(r, 71, K).

Por tanto este é um cone convexo. O lema estd provado. u

O seguinte Lema é fundamental para a aplicagdo da constru¢do anterior ao estudo da solucdo
Stima z(t).

Lema 4.15 Seja 7 € I = [tg,t1] um ponto regular da fungdo z' (t). Sez =0 é um ponto interior
do cone atingivel K., entGo podemos achar uma solugdo wvariagdo z*(t) da solugdo z(t) da

inclusGo diferencial (4.8) que transfere o ponto zo ao ponto z(r) durante o intervalo tempo [to, T ]
comT <T.

Prova: Em R**! consideremos o conjunto Q que consiste de todos os vetores da forma
q = (=6t —6t.z (1) + 6z(7)) (4.32)

onde 0z(t) é uma solugdo da inclusdo diferencial variacional (4.18) com condigdo inicial (4.29),
enquanto 0t e 071 sdo nidmeros arbitrarios.

O conjunto @ C R**! é um cone convexo. Com efeito, tomemos ntimeros arbitrarios o, 3 > 0
e vetores arbitrarios ¢; e gs em @, isto é,

g1 = (=0t1,—6t1.7 (1) + 621(7)) , qu = (=Oty, —0ta.7 (7) + Sza(7)).
Provaremos que ag; + Og2 € Q. Temos que

agi+Pge = (=0t ~8t1.c () + dz1(7)) + B(=bts, —0ta.z (1) + 822(7))
= (—(0t; + 0ta), —(adt; + ﬁétg):c’(v') + adz1(T) + Bdza(T)).

Agora as fungbes 0z1(t) e dz2(t) sdo solugbes do sistema controldvel (4.18) associados com
certo controle admissivel '

ui(t) € N*(t) e wus(t) € N*(¢)
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respectivamente. Dai a funcéo
adzy(t) + Boza(t)
é a solucdo do sistema controlavel (4.18) com controle admissivel

o (t) + Bug(t) € N¥(t)

e com condigao inicial

adz1(11) + Bza(n1) = (@b + B671) (v — & (1))

Pelo que o vetor ag; + B¢2 é da forma (4.31). Por tanto aq; + B¢ € Q.
Se z = 0 é um ponto interior de K, entdo , desprezando o ponto (0,0), todo o raio

L = {-(6t,0) : 6t > 0}
estd no interior do cone (). Com efeito, assumamos que L ¢ @, entdo
Lnint@ = 0.

Assim o raio L e o cone  podem ser separados, isto é, existe um vetor ndo nulo 9* = (19, ) € R**!
tal que

{9 <0, ({Ly") 20

para qualquer g € Q el € L. Jd que | = (—1,0) € L, obtemos que 9y < 0 da segunda inequagio .
Agora, para g € @), usando a primera inequacéo , se tem que

—3t.apo — St(z (1), ) + (62(7), %) < 0.

O vetor ¢ € R**! ndo é zero, uma vez que se ¢ = 0 entdo terfamos 1y < 0 pelo que a Gltima
desigualdade ndo é satisfeita para ¢t = 1. Como para todo §t > 0 a inequagdo —dtyg > 0 é vélida,
entao

—~5t(z (7),9) + (62(7), %) < 0.
Consequentemente,
(Dz,) <0 VAze K.

Isto significa que o vetor 9 s 0 estd suportando o conjunto K no ponto z = 0, o que contradiz &
hipétese que 0 € intK,.
Fixemos um ponto
a=(-0t,00eL ,it>0

e consideremos o hiperplano I que passa por tal ponto e é ortogonal ao raio L. J4 que L C intQ),
o hiperplano I' contém um simplexo n-dimensional R com vértices ri,...,7p+1 € @ tal que a é um
ponto interior de R.

R={air1+ ... + aps1Tns1:01 > 0y eevyne; >0 , Q1 + oo +ap+1 = 1}
Como os vétices do simplexo R pertecem ao cone @, entdo cada r; pode ser representado na forma

ri = (=6t, —6t.z (1) + 6z4(7))
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onde 6z;(t) é uma solugdo do sistema controldvel (4.18) com condigio inicial dz;(1) = &% (v —
z (1))- Entdo a funcio

5.’E(t) = 016581 (t) T + O!n+1(5$n+1 (t) (433)

é também uma solug@o do sistema controldvel (10) com condi¢io inicial

52(7) = (0107} + oo + 07 ) (0 = & (11)).

1

Se o = (@1, -....; Qn41) percorre todos os valores admissiveis

a; > 0,.... s0ne1 20, ap+ ... +ape1 =1

entao o vetor
T =Qir] + e + Q1o+ = (=68, =0tz (1) + dz(7))

percorre sobre o simplexo R. Ao mesmo tempo o vetor

re = €(=6t,—dt.z (1) + dz(r))
(—edt, e A )

percorre sobre o simplexo R.. O simplexo R, estd no hiperpleno I'c que passa pelo ponto a, =

(—edt,0) e é ortogonal ao raio L. Além disso o simplexo R, contem o ponto a. no seu interior e
este estd contido no cone Q.

Consideremos o vetor
ge = (—€dt, X* (1 — €dt) — z(7))
dai
Ire = gell = r(e)-
A solucdo dz(t) dada por (23) depende continuamente do ponto r € R, pelo que z*(t) depende
continuamente de dz(¢) (Lema 4.13). Segue dai que o vetor g, depende continuamente do ponto
r € R. Agora, se ai,.....,ap+1 percorre sobre todos os valores admissiveis, o vetor g. se acumula

em algum disco torcido Q.. Logo, para € > 0 suficientemente pequeno o disco intersecta ao raio L
(Revisar [9]), isto é, existe um d§t* > 0 tal que

(=0t*,0) = (—€dt, z*(1 — €dt) — z (7).

Portanto z (7 — €dt) = z(7) e edt > 0. Isto prova o lema. |

4.5 Prova do principio do Maximo

Seja z(t), t € [to,t1], a solucdo de tempo 6timo da inclusdo diferencial (4.3), isto €, a solugdo
que transfere o ponto inicial g ao ponto terminal x; no menor tempo possivel ¢; — Zo.

Consideremos um ponto regular arbitrario 7 € I da funcao z (t). Pelo Lema 4.15, segue que
z = 0 ndo pertence ao interior do cone convexo K,. Daqui, existe um vetor ndo nulo ¢y € R* que
suporta o conjunto K, no ponto = = 0, isto é, para todo vetor Az € K+ a inequagao

(Az,) <0 (4.34)
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é satisfeito.
Denotemos por ¢(t, ) a solucdo da equagdo diferencial ordinaria (4.21) com condigdo terminal

Y(r,¢¥) = 9.

Esta solugdo estd definida no espago todo I = [tg, t1].
Lema 4.16 Suponhamos que o vetor ¢ € R" satisfaz (4.34). entdo

(@' (t),9(t,¥)) = o(F((t)), 9 (t,9)) (4.35)

em cada ponto do intervalo to <t < 7 que € regular para x'(t). No ponto T a inequagdo

(z'(),%(r,9)) 2 0 (4.36)

¢ satisfeita. Além disso, a funcdo (t,¢) € a solucdo da equacdo diferencial (4.4) no intervalo
[to,’r}.

Prova: Consideremos 0t =0 em (4.30). Entdo (4.34) ¢ da forma

(0z(7),4) <0

e esta deve ser satisfeito para qualquer solugdo dz(t) do sistema controldvel (4.18) com condigdo
inicial do cone K, isto é,

ox(m) = 6n(v — z (11)).
Segue dai que
U(K(Tv TlaK)az/}) S 0

e isto quer dizer que a funcdo o(K (7,71, K),v) é finita, entdo , pelo Lema 4.11, para quase todo
t € [1y,7] a inclusdo

¥(t, ) € N(¢)
e a inequacao
o(K,¢(r1,9)) <0
sao validas. Logo, se levamos em conta (4.31), temos que

(v =& (r),9(m, %)) <0.
J4 que o vetor v € F(z(7;)) é arbitririo e ao mesmo tempo z (1) € F(z(1)), obtemos
(&' (1), (71, 9)) = o (F(2(11)),%(71,9))
a qual prova (4.35) para qualquer ponto regular ¢ < 7 < 7.

A fungio 9¥(t,%) é uma solu¢do da equagdo diferencial (4.21), isto é, para quase todo ¢t € I se
cumpre que

¥ (t,9) = —AR)Y(t,¥)

¥(t,¥) € N(¢)
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para quase todo t € {71, 7]. Agora, no cone N(t) o operador A(t) é dado por

do(F(z(t)),
Aty = 2.0
z

donde obtemos que

' Oo (F(z(t)),¥(t,

O () = — (F( (8)) ¥(t,9))
z

para quase todo t € [11, 7], onde ty < 71 < 7 é um ponto arbitrario regular. Consequentemente esta
equacdo ¢é satisfeita para quase todo t € [ty,7], e ¥(t,%) é uma solucdo da equagdo diferencial
(4.4) em [tg, 7).

Tomemos agora 071 = 0 e consideremos a solugdo trivial éz(t) = 0. Entdo por (4.30) a
inequagdo (4.34) tem a forma

—8t(z (t),%) < 0.
J4 que 0t > 0 obtemos (4.36), isto é,

7

(z (1),%(r,%)) = 0.

O que completa a prova do lema. n

A condigdo (4.35) coincide com a condigdo do médximo (4.5) no intervalo tempo [to, 7], onde

2’ ~ ’ Bl e -
7 < t; é um ponto regular da funcdo z (¢). Como t; ndo é necessariamente regular, temos que
extender a condigdo do méximo para o intervalo (7,%;].

Lema 4.17 Se a fungdo (t) € uma solucdo da equacdo diferencial (4.4) em algum intervalo
de tempo I, e se neste intervalo a condic@do mdzimo (4.5) € vdlida em quase toda parte. Entéo a
funcio o(F(z(t)),¥(t)) é constante nesse intervalo.

Prova: A func¢io suporte o(F(z),1)) é continuamente diferencidvel com respeito a z (Condicdo 2)
e Lipchitz em v, enquanto as funcdes z(t) e 1(t) sdo absolutamente continuas. Consequentemente,
o(F(z(t)),¥(t)), como uma funcdo de t, é absolutamente continua, dai existe sua derivada para
quase todo t. Vejamos que esta derivada é zero em quase toda parte, o que provard o lema.

Seja 7 € I um ponto onde as tres fungdes o(F(z(t)),¥(t)), z(t) e ¥(t) tem derivadas e onde a
incluséo

z (1) € F(z(r)) (4.37)

e as igualdades

¥ () = -2 $0) .

(' (7),%(7)) = o(F(z7)),%(7)) (4.39)

sdo validas. Seja t um ponto arbitririo do intervalo I. De (4.37) obtemos que

7

(z (7),%(t)) < o(F(z(r)), ¢ (F).

Agora, tomando em conta (4.39), temos que
o(F(z(7)),%(1)) — o(F(2(2),%(t) = o(F(z(r)),%(7)) — o(F(z(1)),¥(t))
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+o(F(z(7)), ¥(t)) — o(F(z(1)), ¥(2))
2 (z (1), %(1) = ¢()) + o(F(z(r)), ()
—o(F(z(2)),4(2)).

Suponhamos que ¢ < 7. Dividimos, nesta tltima inequacio , por 7 — ¢ > 0 e tomemos limite
quando ¢t — 77, entdo pela condicdo 2 e (4.38) obtemos que

ECOID 5 1) 4y 1 2D

Analogamente, dividindo a mesma desigualdade por 7 — t < 0 e tomando limite quando t — 7,

obtemos que
do(F(z(r)), (7))
dt

Por tanto a derivada da fungdo absolutamente continua o((z(2)),%(t)) é zero em quase todo t € 1.
O que prova o lema. -

2 (7)) = 0.

<0.

Denotemos por K, o fecho do cone atingivel K.
Lema 4.18 Seja rer pontos requlares da fungdo a:'(t) comty <7 <7 <t. Entdo
¢(r,7 VK C K. (4.40)
Onde ¢(r,7 ) denota a matriz fundamental da equagio diferencial (4.21).
Prova: Por definicio de K., Az € K. é da forma
Az = =6tz (1) + 6x(7 ), (4.41)
onde dz(7') pertence ao conjunto atingivel K(r, 71, K). Fazendo uso do Lema 3.10, da igualdade
Y(r ) = ¢ (.7 )
e das propriedades de funcdo suporte, obtemos que

o(K(r,7  K(T,m1,K),0) > oK(r,1,K),%(r,4))
o(K (7,1, K),¢" (1,7 )
= U(¢(T7T,)K(T’77-17K)aw)'

para qualquer ¢ € R", isto é,
K(r,m,K)=K(r,7 ,K(r ,m,K)) D ¢(r, k(7 ,m, K)).
dai, o vetor ¢(r, 7')6z(7') pertece ao conjunto K (7,71, K) e consequentemente ao cone K, é dizer
é(r,7)dz(7) € K. (4.42)

Agora, vejamos que NN
—6tp(r,7 )z (1) € K. (4.43)
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Suponhamos o contrario, que existe um 6t > 0 tal que (4.43) ndo vale. Entdo o ponto
—8tp(r,7 )z (7')

pode ser separado estritamente do cone convexo K., isto é, existe um vetor nio zero ¢ € R” tal
que

(=8tp(r,7 )z (), ) >0, (p,¢) <0 (4.44)
para qualquer p € K.

Neste caso o vetor 1 satisfaz (4.34), logo pelos Lemas 4.16 e 4.17 achamos que para os pontos
regulares 7 e 7 temos que

(@' (7)), (7, %)) = o(F(2(r)), (7 ,9)) = o(F(z(r)),9) = (&' (v),4) = 0

que contradiz a inequagdo estrita (4.44). Isto prova que (4.43) ¢ satisfeito.

J& que K; é um cone convexo fechado, tomando em conta (4.40), de (4.42) e (4.43) obtemos
que

o(r, 7K, C K.

Seja T < t; um ponto regular da funcio z (t), e defina-se
K], = ¢(t1,7)K~. (4.45)

-~ Fd ~ 3 - 7
Entdo K7 é um cone convexo. Os cones K] formam uma sequéncia crescente, pois dado 7 < 7
pontos regulares, entdo pelo Lema 4.18 temos que

KZ; - ¢(t1,7‘ )‘—R;l

Nl
2%
o ok
oo
23
= &
4 A

9

=

\‘\

Denotemos por K, como a unido de todos os cones K{ sobre todos os pontos regulares to < 7 < t;.
Este conjunto ainda é um cone convexo, e é chamado cone atingivel limitado.

Lema 4.19 Se a solugdo z(t), tg <t < t1, da inclusdo diferencial (4.3) é dtima, entdo o ponto
z =0 ndo esta no interior do cone atingivel limitado.

Prova: Suponhamos que 0 € intK;,, entdo existe um simplexo n-dimensional B com vértices
T1,.eeer, Tn+1 contido no cone K3, tal que contem z = 0 no seu interior. Como cada vértice r; € Ky,

entdo este pertece a algum cone Kg) Pelo de acima, Kg ) forma uma sequéncia crescente, entao

podemos achar um ponto 7 tal que todos os vértices do simplexo R esid0 em Kt(: ), Consequente-

mente, 0 € intR C Kg), e por (4.20) se tem que 0 € intK,. como o conjunto K, é um cone
convexo, obtemos que 0 € intK,. Entdo z(f) ndo é solugdo Otima Lema 4.15, o que contradiz &
hipétese. =
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Agora podemos concluir a prova do teorema do principio do Méximo. Temos que z(t), tog <t <
t1 é uma solugdo 6tima da inclusdo diferencial (4.3). Entdo , pelo Lema 4.19 o ponto z = 0 néo
pertence ao cone atingivel limitado K;,, daqui existe um vetor ndo nulo ¢ € R* suportando Kji,
no ponto z = 0, isto é , (p,9) < 0 é vélida para cada p € Ky,.

Seja ¥(t) a solugdo da equagdo diferencial (4.17) com condi¢do terminal ¥(t;) = 9. Esta
solugdo é ndo trivial e estd definida no intervalo tempo [tg, #1].

Seja tg < 7 < t; um ponto arbitririo regular de T (t). J4 que o vetor ¢ estd suportando o cone
Ky, e também o cone ¢(t1,7) K, Lema 4.18, segue que

<¢(t17 T) JAN z, 'lp) = <A$a ¢*(t177)d)> S 0
para um vetor arbitrdrio Az € K;. Entdo pelo Lema 4.16 a funcao
P(t, ¢"(t1, 7)) = (1)
satisfaz a condi¢gdo do Maéximo
(@ (1), (7)) = o(F(z(r)), (7))
e também a inequacio (z (7),%(7)) > 0, e esta é a solugdo da equagdo diferencial adjunta (4.4)
em [tg, 7]. J& que T é um ponto arbitrério, a condigdo maximo (4.5) é vélida para a funcdo ()

em cada ponto regular. Do Lema 4.17 segue que o(F(z(t)),%¥(t)) é constante. O que completa a
prova do principio do Maximo. [
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Capitulo 5

Conclusoes

Dado um sistema de controle
= f(z,u), uel, (5.1)

onde & = %% é o vetor velocidade, ¢ o tempo, u o vetor controle e U um subconjunto arbitrario de

R"; podemos reduzi-lo a uma inclusio diferencial da forma
t€F(z)={f(z,u): ueU}. (5.2)

Se supormos que f(z,u) é uma fun¢io continuamente diferencidvel com respeito a z, continua com
respeito a u e o conjunto U é compacto, entdo o principio do médximo de Pontryagin é valido para
o sistema de controle (5.1). A formulacdo deste principio para o problema de tempo 6timo é como
segue

Teorema 5.1 (Principio do mdzimo de Pontryagin) Suponha que z(t) € uma solugio de tempo
étimo do sistema de controle (5.1) com controle u(t) e que este transfere o ponto inicial o ao
ponto final x1 no intervalo tempo [tg,t1]. Entdo eziste uma solugdo néo trivial ¥(t) da equagéo
diferencial adjunta

Of (z(t), u(t))

Y=~ ‘-——3?—“% (5.3)

tal que para quase todo t € I a fungdo

H(z,u,¥) = f(z, )y

satisfaz a condi¢do do mdzimo

max H(z(t), u, $(t)) = H(x(t), u(t), $(2))- (5.4)
Se o sistema de controle (5.1) pode ser escrito como a inclusdo diferencial (5.2), e a funcdo
suporte

o(F(2),4) = max f(z,u)4 (55)

satisfaz as condigcdes dadas no Capitulo 4, entdo o Teorema 4.1, do principio do méximo para
inclusdes diferenciais, é valido para a inclusdo diferencial (5.2). Neste caso o principio do méximo
de Pontryagin para o sistema de controle (5.1) passa a ser equivalente ao Teorema 4.1, e eles
possuem a mesma fun¢io adjunta (t).
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Agora, se supormos que a func¢do f(z,u) do sistema de controle (5.1) é continuamente difer-
encidvel com respeito a z, e a fungdo suporte (5.5) ndo é continuamente diferencidvel com respeito
a z, entdo o principio do maximo de Pontryagin é aplicdvel para o sistema de controle (5.1), mas
o Teorema 4.1, para a inclusdo diferencial (5.2), no é aplicdvel.

Reciprocamente, se a funcdo f(z,u) nao é continuamente diferencidvel com respeito a z, porém
a funcdo suporte o(F(z),%) dada por (5.5) é continuamente diferencidvel com respeito a z, entdo
o Teorema 4.1 é aplicavel, mas o principio do maximo de Pontryagin no é aplicdvel.

Exemplo 5.2 Consideremos o sistema de controle em R?

z = p(z)u, (5.6)

onde ¢ : RB?2 — R € a fungdo

1 sexs 20
(P(m)“{—-—l se o <0’
e u € R? € o vetor controle com a restricdo |u| < 1.

A fungdo ¢(z) € descontinua na linha o = 0. Passamos o sistema de controle (5.6) para a
inclusao diferencial (5.2). Neste caso tem-se a seguinte inclusdo diferencial

& € B1(0), (5.7)

onde B1(0) ¢ a bola unitdria do R%. Desta maneira, o Teorema 4.1, do principio mdzimo para
inclusdes diferenciais, € aplicdvel para a inclusdo diferencial (5.7).

Consideremos, por exemplo, o controle de tempo dtimo do estado inicial zg = (1,0) para o estado
final z; = (0,1). O estado dtimo tem a forma z(t) = (-1 +t,0), fazendo a transferéncia de zo a
x1 no intervalo tempo I = [0,2], e satisfazendo o Teorema 4.1 com fungdo adjunta ¥(t) = (1,0).

Como vimos, existe uma nova maneira de estudar o controle 6timo, a qual possui algumas
vantagens sobre a teoria cldssica.

Conhecida a teoria de andlise mutivoca, o proximo passo seria fazer o estudo das multifuncdes
que tem como valores conjunto fuzzy, a qual é chamada de ” Andlise Multivoca Fuzzy”. De nosso
particular interesse é o estudo da inclusdo diferencial (5.2) no caso em que U é um conjunto fuzzy.
Um problema em aberto é obter um principio do maximo de Pontryagin para o problema de tempo
minimo associada a inclusdo (5.2) no caso onde o controle é uma varidvel fuzzy.
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