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Resumo

Um Problema de Stefan consiste, em geral, na modelagem do fenémeno de mudanca de
fase num meio termo-condutor onde energia térmica é cedida ou retirada do sistema, sendo o
problema mais simples neste contexto o do derretimento de um bloco de gelo mantido em contato
com uma regido com agua.

Classificamos os Problemas de Stefan em que estamos interessados em dois tipos: quando
assumimos que a temperatura do bloco de gelo é constante e igual a zero graus Celsius, diz-se
que o Problema de Stefan é de uma fase. Se a temperatura do gelo nao for constante, isto €, se o
comportamento da temperatura da regido do gelo for regida por uma outra equacdo diferencial,
o Problema de Stefan em questdo serd de duas fases.

Neste trabalho trataremos apenas de Problemas de Stefan de uma fase unidimensionais, isto
é, trabalharemos com um fino bloco de gelo que ocupa inicialmente um intervalo semi-infinito.
Este bloco estd em contato com uma regiéo (intervalo finito) com dgua. A distribuicdo inicial
de temperatura da dgua é dada, assim como o comportamento da fonte de calor situada no
ponto z = 0. Nosso objetivo bésico é o de realizar o detalhamento matemadtico deste problema,

conforme encontrado em uma das referéncias deste trabalho.



Abstract

A Stefan Problem consists, generally, in modeling the phenomenon of changing the phase in
a thermo-conductor medium where thermical energy is given to or taken away from the system.
A simple problem in this context is the melting process of a body of ice kept in contact with a
region of water.

We classify the Stefan Problems, in which we are concerned, in two types: when we assume
the body of ice temperature to be constant and equal to zero degree Celsius, one says it is a
one phase Stefan Problem. If the ice temperature is not constant, that is if the behavior of the
ice region temperature is ruled by another differential equation, we are dealing with a two phase
Stefan Problem.

In this work, we are concerned only with one-dimensional, one phased Stefan Problems, e.g.,
we work with a thin body of ice which initially occupies a semi-infinite interval. This body is
kept in contact with a region (finite interval) with water. The initial temperature distribution
of water is given, and it is also given the behavior of the heat supply located at the point z = 0.
Our basic aim here is to present the mathematical details of this problem, as it was found in

one of the references of this work.



Introducao

Um Problema de Stefan consiste, em geral, na modelagem do fenémeno de mudanga de
fase num meio termo-condutor onde energia térmica é cedida ou retirada do sistema, sendo o
problema mais simples neste contexto o do derretimento de um bloco de gelo mantido em contato
com uma regiao com agua.

Problemas de Stefan pertencem a uma classe de problemas nos quais parte da fronteira é
“livre”, ou seja, ndo é dada e deve ser determinada em conjunto com a solucdo da equacao
diferencial parcial que modela o comportamento da distribuicdo de temperatura da dgua no
decorrer do tempo. Uma condi¢ao de fronteira adicional, que consiste na conservacao de energia
na interface gelo-dgua, é imposta sob a fronteira livre.

Classificamos os Problemas de Stefan em que estamos interessados em dois tipos: quando
assumimos que a temperatura do bloco de gelo é constante e igual a 0°C, diz-se que o Problema
de Stefan é de uma fase. Se a temperatura do gelo néo for constante, ou seja, se 0 comportamento
da temperatura da regido do gelo for regida por uma outra equagdo diferencial, o Problema de
Stefan em questao serd de duas fases.

O Problema de Stefan foi formulado como uma desigualdade variacional parabélica pela
primeira vez por G. Duvaut [4]. A solugdo de tal desigualdade variacional é interpretada como
uma solucdo generalizada do Problema de Stefan. Em dimensdo dois, o problema de duas
fases foi completamente resolvido. Uma solucdo com fronteira livre continua foi encontrada por
Friedman [7].

Para dimensdes superiores a um, Kamenomostkaja [9] e Friedman (7] provaram a existéncia
e unicidade para o problema de duas fases. Em [7] ainda foi mostrado que, no caso de uma fase,
a fronteira livre ndo possui pontos interiores.

Neste trabalho trataremos apenas de Problemas de Stefan de uma fase unidimensionats, isto
é, trabalharemos com um fino bloco de gelo que ocupa inicialmente um intervalo semi-infinito.
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Este bloco estd em contato com uma regido (intervalo finito) com dgua. A distribuicdo inicial
de temperatura da dgua é dada, assim como o comportamento da fonte de calor situada no
ponto z = (. Nosso objetivo bésico é o de realizar o detalhamento matemaético deste problema,
conforme encontrado em Kinderlehrer e Stampacchia' [10].

No Capitulo 1, apresentamos a formulagdo cldssica do Problema de Stefan e a partir desta,
obtemos a formulagio variacional deste mesmo problema, na qual concentramos nosso estudo.

No Capitulo 2, provamos a existéncia e unicidade de solucdo da desigualdade variacional
parabdlica e faremos um estudo inicial da fronteira livre, provando que ela é uma curva continua
mondétona crescente.

No capitulo seguinte, obtemos limitacdo das derivadas segundas da solucdo generalizada,
além de demonstrarmos integrabilidade e continuidade das mesmas.

No quarto e 1ltimo capitulo, consideramos a questao da diferenciabilidade da interface gelo-
dgua, apresentando uma dificuldade técnica na prova apresentada da existéncia de uma para-
metrizacao infinitamente diferencidvel da fronteira livre.

Finalmente, nos apéndices damos algumas nogdes bésicas da Teoria de Distribuigtes e Espagos
de Sobolev, assim como alguns resultados de Anélise Funcional Linear, convolugio e suavizacao
de funcoes.



Colocacao do Problema

A formulacéo classica do Problema de Stefan, a partir da qual obtemos a formulacdo varia-
cional ou fraca do mesmo, é descrita a seguir: Sejam T > 0 e sp > 0 dados. Desejamos encontrar
uma fun¢io temperatura O(z,t) e uma curva I' : ¢t = s(z), z > 8, (que fornece a posi¢ao de

interface gelo-dgua quando o tempo ¢ varia), tais que

-6,:,+6,=0, em (z,t); s(z) <t<T, (1.1)
6=0,

{ 0,.4() = —k, (z,t) €T, (1.2)

O(z,0) = h(z), 0<z< s, (1.3)

e(0,t) = g(2), D<€ (1.4)

Onde

e A constante k que aparece acima (lei de conservacdo de energia) é positiva e dada;
e h(z) é a distribuigdo inicial de temperatura da dgua (néo-negativa);

e g(t) é a fonte de calor situada na origem (também nao negativa).

Primeiramente devemos notar que sobre a curva I' temos © = 0 = min©(z,%)e assim,
a fungao © decresce nas proximidades de I' na dire¢do z; logo, concluimos que sobre I' vale
6, < 0. Por (1.2), temos que §'(z) > 0, e entdo a curva I' é mondtona, fato importante para a
elaboracgdo da formulagao variacional que analisaremos neste trabalho.

7



Figura 1.1: Regioes de defini¢ao de u.

Tal formulagdo é obtida através do uso de uma fungao auxiliar u definida a partir de © via
integracao adequada no tempo.
Em detalhe, consideramos a seguir a fun¢ao u definida a partir de © por:

. t
/()G(z,r)d‘r, quando s(z) <t<T, ss <z <R,
sz

u(z,t) = 0, quando 0 <t < s(z), s <z <R, (1.5)

t
/0 O(z,7)dr, quando 0 <t < T, 0<z < 5.

Aqui R > 3y > 0 é uma constante, que consideramos a principio arbitrdria. Posteriormente
veremos que tal constante ndo influi na solucdo deste problema.
Introduzimos a seguir as regides de definicao de u (cf. Figura 1.1):

A={(z,t); s(z) <t<T, s <z< R},
B = {(z,t); 0<t<s(z), s0<z< R},

C={(z1); 0<t<T, 0<z< s}



1. Colocagao do Problema 9

Com o intuito de reescrever o problema original em termos desta nova funcdo, necessitamos
expressoes para as derivadas parciais de u nas regides A e C, onde ela ndo é identicamente nula:

Expressoes para as derivadas de u na Regiao A:

ue(z,t) = [ :ﬂ Ol e — B, el G,

Usando (1.2), temos que

t
Uz, 1) = /S(z} O.(z,7)dr ,8(x)<t<T ,56<z <R

Com base nisto, calculemos u..:

tea(z,1) = | ‘ 6(a,7)dr 6, (z,5(2)).9'(2).

s(z

Utilizando (1.1) e (1.2), temos

t
Usa(z;t) = f '{z}ef(z,r)dr+k

= 0(z,t) — O(z, s(z)) + k.
E, finalmente, por (1.2), vem
use(z,t) = B(z,1) + k,
e, portanto,
Urz(Z,t) =w(z,t) +k ,8(z) <t<T ,sp<z<R. (1.6)
Expressoes para as derivadas de u na Regido C:

u(zt) = /o ‘8(:1:,7) dr
uz(z,t) = f:ez(z:r) dr

it = /0 IbGm(:z:,'r) dr
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Usando (1.1)
t
Use (2, 1) = [0 O,(z, 7)dr = O(z,t) — O(z, 0).
E, por (1.3),
Uzz(z,t) = O(z,t) — h(z).
Assim, temos
Uzz(Z,t) = us(z,t) —h(z) ,0<t<T ,0<z< 3. (1.7)
Definimos
h(z) ,0<z < s
flz)= (1.8)
-k ,s0<z<R.

Temos por (1.6) e (1.7) que

f ,emAeC
—Ugz + Ut = (1.9)
0 ,em B
Definimos também
$(t)= [ olr) dr ,0<E<T. (1.10)

Estamos assumindo que as funcgbes g e h sdo curvas positivas e suaves em (0,7) e (0, so),
respectivamente.

Passemos agora a descrever o problema variacional associado ao problema inicial. Denotamos
D= (0,R) x (0,T)
e por K o conjunto fechado convexo das funcdes ndo-negativas em L?(D), isto §é,
K = {v € L*(D); v > 0 q.t.p}.
Tomemos v € K qualquer. Pela equagdo (1.9), temos que nas regides A e C vale
(—tzz +u) — f =0,
que multiplicado por (v — u) nos d4

(—uzz+u)(v—u)— f(v—u)=0 emAeC (1.11)
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Na regido B, u = 0. Assim, —u,; + u; = 0. Multiplicando esta equacao por (v — u) e somando

o termo f(v — u) na mesma, obtemos
(=Uzz +u)(v—u) + flv —u) =0+ f(v—0) = fo.
Como f = k nesta regido, (cf. (1.8))
(—uzz +w)(v—u)+ flv—u)=kv>0 em B. (1.12)
Assim, por (1.11) e (1.12), temos que para qualquer v € K vale a desigualdade seguinte:
(—ttez +ue)(v —u) + f(o—u) 20 (1.13)

Devemos ter © > 0; assim, impomos a condicao u; € K. Se
z=0, 0<t<T, observamos que

w0, = [ ‘8(0,7) dr

que, por (1.4) e (1.10) se torna
u(0,t) = ¥(t).
Sez=R, 0<t<T, temos

u=0

por (1.5). E finalmente, se t =0, 0 < z < R, (1.5) também nos déd u = 0.
Agora estamos em condicoes de colocar o problema variacional associado ao problema classico
do inicio desta secao:

Problema 1.1 Encontrar u € L?(0,T; H*(0, R)) NK tal que

u € K
(—uzz +u)(v—u) > flv—u) ¢tp. ,YVveEK

u =1, 0<t<T, z=0,
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onde f é dada em (1.8) e ¥ por (1.10).

Como veremos no capitulo seguinte, a constante R escolhida inicialmente de maneira ar-
bitraria poderé ser escolhida de forma tal que u = 0 numa vizinhanga de z = R.

Para finalizar o presente capitulo, lembramos que uma vez obtida a solu¢ao u do Problema 1.1
acima, uma solugao (fraca) © do problema cldssico introduzido no inicio deste mesmo capitulo

é dada por © = u,.



Existéncia e Unicidade de Solucao

1 Preliminares

O método que utilizaremos para obten¢ao de existéncia do Problema 1.1 do Capitulo 1 seré o
de penalizacdo, que consiste em aproximar a solucdo u por uma familia de solu¢oes de problemas
conhecidos. Com a intencdo de simplificar as provas de existéncia e regularidade, utilizaremos

algumas funcoes auxiliares, a saber:

e Seja € > 0 e . € C*(R) satisfazendo

:Bs(t) =0, t2e,

B't)=0, -oo<t<0

(¢f. Figura 2.1). Tal funcdo pode ser obtida via convolugio de um nicleo suavizante ¢ (cf.

12



14 1 Preliminares

Figura 2.1: Esbogo do gréfico de £.(%).

Apéndice B) com uma funcio
£ t+1

, 0<t<e,

wlt)={ ~L+t/e
Yo

0, t>eE,
ou seja,
Belt) = f ~(t — T)é(T) dr.
—o0
(A constante 7, é dada por
n=|[" ¢-a)@)da,
para garantir que tenhamos G.(0) = —1.)

e Seja {f.(z)}.>0 uma familia de funcoes suaves em [0, R] uniformemente limitadas, ou seja,
existe uma constante M, independente de € e z tal que

| fe(2) |< M. (1.2)

Assumimos também que a familia {f.(z)} converge pontualmente de forma decrescente
para f (cf. (1.8), Capitulo 1) quando £ — 0.
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Figura 2.2: Esboco do grafico de 7(z).

e E, considere a funcdo n(z) € C§°(R) que satisfaz (¢f. Figura 2.2):

l, USISLSG
n(z) = , 2
0, 3% <z,

e0<n(z) <1, zeR (1.3)

Com as consideracoes anteriores, podemos descrever o problema penalizado a ser considerado:

Problema 2.1 Para T > 0,R > sq > 0 e € > 0, encontrar u.(z,t), (z,t) € D, tal que

—Uegr + Ugt + kﬁs(us) = f. em D,

u; = €7, t=0, 0<z <R,
Ue =Y +&, 0<t<T, z =0,
% =0, 0€t<T, 2z=R,

com k e ¢ definidos anteriormente.

A existéncia, unicidade e regularidade da solucdo cldssica u. do Problema 2.1 acima é provada
em Friedman [6].
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A idéia bdsica que seguiremos é aguela de que quando € se aproxima de zero deveremos ter
4. — u em algum sentido, onde u devera ser a solugdo do Problema 1.1. Para provar que isto é

verdadeiro necessitamos estimativas em vérias normas das funges u.. Iniciamos com o seguinte

Lema 1.1 Seja u, solugdo do Problema 2.1 em D. Entdo existem £ > 0 e C > 0 tais que

0< zs(z,t) <C emD,

onde C € independente de €, 0 < € < &.

Demonstracéo: Para obter a estimativa acima, denotemos w = Ou./0t e busquemos o pro-
blema associado a w. Para isto, derivemos a equagdo e as condigdes de contorno e de fronteira

do Problema 2.1 com respeito a t. Obtemos:

e Derivando a equacdo do Problema 2.1 com respeito ao tempo, temos:

%[_(“e)zx “+ (ue)t + kB (“c)] o= %,f?‘ =0.

Ou seja,
—[(te)elez + (ue)ee + kB (ue).(ue)e =0
e, portanto,

— Wz + we + kBL(ue)w = 0 em D. (1.4)

e A condicdo inicial para w pode ser obtida como se segue: da equacio do Problema 2.1,
temos

W= Ut = fs = Ugzz — kﬁc(us)

Mas, como u, é uma solucao cléssica, calculando esta dltima expressdo em ¢ = 0, vem que
u(z,0) = en(z). Portanto

w(z,0) = f(z) — en"(z) — kB (ue(=, 0)). (1.5)

e As condigbes de fronteira podem ser obtidas da seguinte forma: Temos u.(0,t) = ¥(t) +¢,
e assim u.(0,t) = ¢¥/(¢) e portanto,

w(0,t) = ¥/(¢). (16)
Em z = R, temos u.(R,t) = 0 e portanto
w(R,t) = 0. (1.7)
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Logo, de (1.4)-(1.7), obtemos que a funcao w = du./dt deve satisfazer o seguinte problema
— Wy +wy + kB (ue)w =0 em D,

w(z,0) = f.(z) + en"(z) — kBe(ue(z, 0)),
(1.8)

w(0,) = ¥'(d),
w(R,t) =0.

Como S.(u.) > 0 em D, obtemos do Principio do Médximo para Equacoes Parabélicas de Segunda
Ordem (cf. Ladyzenskaja et al. [11]) as seguintes desigualdades:

min [(% w) ,O] < w(z,t) < méx [(rgpépx 'w) ,0] ; (1.9)

onde 3,0 = {(z,T);0 < z < R} é a fronteira parabélica de D.
Estudando a primeira desigualdade de (1.9), temos que para ¢ = 0 (por (1.3)):

0L u. =en(z) <e,
e entdo, por (1.8), Capitulo 1, (1.1) e (1.2),

w(z,0) = f(2)+en"(z) — kfs(ue(z,0))
> f(z)+en"(z) — kpBe(ue)
> f(z)+en"(z)
= h(z) +en(z)

> 0

se tomarmos ¢ suficientemente pequeno, pela continuidade de 7" e ndo-negatividade de h em

[0, 50). Logo,

w(z,0) >0, se 0< z < 3?- (1.10)
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Por outro lado,
w(z,0) = fe +en'(z) — kBe(ue(z,0)).
Se t=0,250/3 < z < sy, temos por (1.3), que 7"(z) = 0. Logo, do Problema 2.1 e (1.1), temos
ue(2,0) = en(z) =0 = fe(ue) = B(0) = -1
Portanto, w(z,0) > f(z) + k = h(z) + k > 0, ou seja,
w(z,0) > 0, se z:,,ﬂ B (1.11)
Set=0, sp <z < R, temos por (1.8), Capitulo 1, (1.1) e (1.3), que

n"(z) =0,
fs(I) 2 .f(x) = _k= e

ue(z: 0) = 5"(3)

e entdao
Be(ue) = B:(0) = —1.
Assim, w(z,0) > —k + k = 0, donde obtemos a desigualdade

w(z,0) 20, se s <z < R. (1.12)
Nas fronteiras verticais da fronteira, por (1.8):

w(0,t) =¢'() =g(t) >0, 0<t<T, (1.13)
w(R,t)=0, 0<t<T. (1.14)

Finalmente, de (1.10)—(1.14), obtemos

min [(:;;ig w) ,o] =0. (1.15)

Analisando a segunda desigualdade de (1.9), notamos que se ¢ = 0 entdo, pelo Problema 2.1

temos

ue(z,0) = en(z)
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e entao
Pe(ue(z,0)) = Be(en(z)).
Como 0 < g7 < &, concluimos por (1.1), que
—1 < Be(en(z)) <0 = [Be(en(z))| < 1.

Assim, se £ = 0, entdo

|fe() +en"(2) — kBe(uc(2,0))| < |fe(2)| +eln"(2)] + K|Be(ue(z, 0))|

< M +¢g.sup |n'(z)| + k

= Kl!
e, portanto,
méx [(%Pabxw) ,O] < méx [méx g, Ki] = C. (1.16)
(1.15) e (1.16) nos ddo o resultado desejado. u

Lema 1.2 Seja u., 0 < £ < &9, solucGo de (F.). Entao
"ﬁe("e)”l,mw) S 11 para O<e< €n.

Demonstracao: Pelo lema anterior, du. /8t > 0. Como u.(z,0) = en(z) > 0, temos que para
cada z fixo, u.(z,t) é uma funcdo crescente de ¢. Assim, u.(z,t) > u.(z,0) > 0 parat > 0 em
D. Por (1.1), temos

—1 < Bi(u(z,1)) <0

e portanto
|| Be (te) || Loo(py < 1.

Lema 1.3 Seja u., 0 < € < &, a soluggo do Problema 2.1. Entdo uc,; € L>®(D) e para
1<p<oo, 0<t<T, temos
“ue(-:t)llw“i.r{a_m <G,

onde C, € uma constante que independe de € € t.
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Demonstragao: Tendo em mente os dois 1ltimos lemas, observamos que

Huezz”Lm(D) —== “fe — Mg — kﬁs(us)“Lw{D}
(117)

< M+C+k=0GC

independente de £, 0 < € < g;. Assim, para cada ¢ fixo, podemos utilizar as estimativas para
problemas elipticos e uma estimativa da norma de u.(.,t) em W??(0, R) em termos da norma
L?(0, R) de tgzz(.,t) e dos valores de fronteira em z = 0 e z = R. Entao

llue(, )llwropry < C, R){||tezellzo(0,R)
+H(@W(t) + &) + ¥/ ()P + ¥"(2)? ]/}
< 2C(p, R){||uezzl|ze(0,m) + (€0

+Y(E)P + P (1) + ¢ (t)P]'/P} < C,.

2 Existéncia e Unicidade de Solucao da Desigualdade Va-
riacional

Agora estamos em condicbes de provar a existéncia e unicidade da desigualdade variacional
definida no Problema 1.1 do Capitulo 1:

Teorema 2.1 Erziste uma tnica solugGo para o Problema 1.1 do Capitulo 1. Esta solug@o possus
as sequintes propriedades:
U, Uz, Uzz € L®(D);

>0, v, >0 em D;

u € L®(0,T; W?*(0, R)).

Para cada € > 0, seja u: a solugéo do Problema 2.1. Entdo quando € — 0, u, — u em
WD), 1<p<ooeu —uemnW0,R), 1 <p < oo, para cada 0 < t < T. Assim,
ue — u uniformemente em D e (u;), — u; uniformemente em (0, R) para cada t € (0,T').
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Demonstracao: Como conseqiiéncia dos lemas anteriores, a solu¢do u. do Problema 2.1 satisfaz,

para 1 < p < oc,

5 TR T 1R "
(luelwromy)” = [ [ luel dodt+ [ [" ueel? dzat

-i-foT/oR \uge|P dz dt

< TC}+KPRT = C <

que ¢ independente de €, 0 < £ < gy. Como W'?(D) é um espaco de Banach reflexivo, existe

uma subseqiiéncia @, de u. e u € WH?(D) tais que
%, — u em WH?(D).

o que equivale dizer que i, Ui., € U convergem fracamente para u,u; e u, em L?(D), respecti-
vamente.

A imersdo compacta de W'?(D) em C(D) se p > 2, e de W??(0, R) em C'[0, R], t € (0,7T)
fixo, se p > 1/2 é garantida pelo Teorema de Rellich-Kondrachov (¢f. Adams [1]). Chamemos a
subseqiiéncia de i, que converge fortemente em C(D) e em C*[0, R] também de ..

Provemos que o limite forte em C(D) também é u: Temos que #. converge fracamente para u
em C(D), convergencia esta justificada pela imersdo compacta acima. Chamemos o limite forte
em C(D) de v. Como convergéncia forte implica convergéncia fraca, concluimos que #%, converge
fracamente para v em C(D). A unicidade do limite fraco nos d4 u = v. Prova-se analogamente
que o limite forte em C'[0, R] também é u.

Como convergéncia uniforme implica convergéncia pontual, a funcéo limite u é ndo-negativa

e satisfaz as condigGes inicial e de fronteira do Problema 1.1 do Capitulo 1.

Pelo Lema 1.3, garantimos a existéncia de uma subsegiiéncia de #%., denotada por ﬁe, que
converge fracamente em W??(0, R) para cada t € (0, 7). Este limite também é u, pois chamando
inicialmente de v o limite fraco em W2?(0, R) temos, em particular, que % — v em I2(0, R). O
Teorema de Rellich-Kondrachov também garante a imersao compacta de W'?(D) em L?(0, R)
para p > 2. Assim, %, — u em L?(0, R). A unicidade do limite fraco implica u = v.
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Provemos a seguir que a seqiiéncia . inteira converge para u em W%?(0, R). Isto serd feito

mostrando que ela é Cauchy no sentido fraco, ou seja, que dada qualquer v € L?(0, R) temos

R _ R _
f uslvdz—f Ug,vdz| — 0
0 0

R R
/ﬂ ﬁglzvdz . -/0 ﬁgzzv d.'C‘ e 0

R R
[ ﬁslzxv dx — [ ﬁszzxv dI =2 U
0 0

quando £;,£2 — 0. A convergéncia fraca de %, para u em L”(0, R) implica que dada v € L%(0, R)

R R R R
/ﬁelvdz—/ ﬁszvd:r‘ < f ﬁs,vdz—[ uvdx‘
0 0 0 0

temos

R R_
+/0 uvd:r—fo Ugyzv dz| = 0

quando £;,69 — 0. Mostremos que um resultado andlogo vale para #%.,: Dada ¢ € C§°(0, R),

temos

R" R’_ R = -
j; e, 20 AT _[0 ue:x‘»adz‘ ‘fo (uszz = uem)‘ﬁz dz

S e, — e, llzeo,mllellLoco.my — O,
sendo que a 1ltima convergeéncia é justificada pelo fato de #%. convergir uniformemente para u
em (0, R) e, por (0, R) ter medida finita, convergir fortemente em L?(0, R), o que implica que
@, é Cauchy em L?(0, R), no sentido forte.
Agora, sejam 77 > O ev € LY(0, R). A densidade de C§°(0, R) em L?(0, R) garante a existéncia
de p € C§°(0, R) tal que
lle — wl|zego,p) < %;-

Com esta p, sejam €, e £ tais que

R _ R _ 7
/0 usnz‘!’dz—/o tigyztp d2 <'§°



2. Existéncia e Unicidade de Solucao 23

Assim,

R... R‘_
fﬂ us::vd'x "'/0 Ue 2P dz

R _ R
Lm,zvdz—/o Ue,zvdz| <

R R
=+ / ﬁalz‘ro dz — / ﬁszztp dz
0 0

R _ R
.3 j; us:zwdx —-/D ﬁszzv dz

(2.1)

. 1?
< Nasllromlw = ¢llzsor + 3

+||Tepz| o (o,m) | — @||Le(0,R)

Mostra-se de forma andloga que

— 0, £&,e0—0.

R R
/ uslzzu dI = / ugazz‘u dI
0 0

Isto prova que a segiiéncia inteira . converge para u em W2?(0,R), ¥ t € (0,7).

Mostremos agora que uz, € L>®(D). A limitagdo uniforme de u.,, € L*®(D) obtida pelo
Lema 1.3 garante a existéncia de uma subseqiiéncia de ., denotada por ., tal que %, converge
fracamente-*x em L*°(D) para um elemento w € L*(D).

Da convergéncia uniforme de %, para u em D, temos que dada qualquer ¢ € C§°(D) temos

fl[ lerepdzdt = [1{ e pas dz dt

—-}[‘c{ﬂtpudxdt='[u[uugodzdt,

sendo que a 1ltima igualdade é justificada pelo fato de u,, € L'(D), e portanto uz; € L, (D).
A convergéncia fraca~ de .., para w em L*°(D) implica que dada v € L'(D), temos

‘/Zﬁmvdzdt—-—)ngdzdt.

(2.2)
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Para provar que w = ug,, basta tomar ¢ € C§° C L'(D) para obter

/fﬁm,cpd:rdt — //wgod:cdt.
D D

Comparando com (2.2), temos a seguinte identidade, vélida para toda ¢ € C$°(D):
//(’un — w)pdrdt=0.
D

Assim, concluimos que u;, = w q.t.p. e portanto u,, € L®(D). Prova-se analogamente que

u; € L*®(D), valendo 0 < u; < C, pelo Lema 1.1. Para mostrar que u € L*®(D), notemos que
t
lu(z, t)| < |ulz,0)] + jo ue(z, 7)| dr < CT < .

Mostremos agora que u é de fato solugdo do Problema 1.1 do Capitulo 1: Considere os

seguintes conjuntos:

C, = {veL*®(0,R); v>4, 6 >0}, (2.3)

C, = {veL*0,R); v>0}. (2.4)
Tomemos v € C, e multipliquemos a equagio diferencial do Problema 2.1 por v — u. para obter

(‘_ue:x T ud)(v - us) - k[ﬂs(”) - ﬁs(us)](v - u's) = fe(v - ue):

onde tomamos ¢ suficientemente pequeno £ < § para que valha §.(v) = 0. Integrando a equacdo
acima com respeito a z no intervalo [0, R] e observando que

[ﬁs(v) = 65(“2)](” —ug) >0 (ﬁ:— > 0),

obtemos
R R
[o (—Uezz + Uet)(v — ue) dz > fo felv —u)dz, <. (2.5)

Analisemos agora as convergéncias dos termos da desigualdade (2.5) quando € — 0, iniciando

com o primeiro membro desta desigualdade:
R R
0 0

pela convergéncia fraca de u. para u em W2%P(0,R), t € (0, 7).
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Agora,
R_ R
/0 Uerr e AT — / Uz dT
0

pois

R
/U (ﬁexzag _— UQzu) dI

R R
= I/O (ﬁmﬁe — Uezzlt) dz’ g |[0 (Tezats — Ugets) d2

IN

R
et e~ o + | (e~ v

R
= Cp "ﬁs = u”Lq(O,R) + Ifo (ﬁexz = uzz)udz

onde g é tal que (1/p) + (1/¢) = 1. A convergéncia uniforme de %, para u em D, e o fato de o
intervalo (0, R) ter Medida de Lebesgue finita implicam que ||%; — || ze(0,r) = 0. A convergéncia
fraca de %, para u em W%?(0, R) implica que

R
[G (ﬁuz il uzz)u d.'L'| — 0-

A convergéncia uniforme de %, para u em D e um argumento de densidade semelhante ao que

foi realizado em (2.1) nos fornece que quando € — 0 obtemos
R _ R
fo u,,-,vds:—)/o wvdz, v € C.
Finalmente, para provar que quando £ — 0 temos
R R
[ﬂ i, dz —>fo e de,

basta notar que

R
/0 (Teruse — upu) d:c’ <

R o _ R N
/o (UetTie — Uerus) dz| + fn (Uetu — ugu) dz

R
< el e = ol + | G~ wuds

R
S CRUP "ﬁe g ﬂ"m[o,ﬂ)” -+ ‘/{) (ﬁ“ s U-g)u d:z:‘ i
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Os dois 1ltimos termos vdo a zero quando £ — 0, o que prova a convergéncia do primeiro
membro.

Consideremos agora o segundo membro de (2.5): f.v é uma seqiiéncia de fungoes tal que
fev — fv pontualmente em (0, R) quando € — 0 e |f.v| < M|v| que é integrdvel (o intervalo
(0, R) possui medida finita). Assim, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante
que quando £ — 0, temos

fokfsvd:s =3 /{;Rfvd:r:.
Também,

| fOR (foue — fu) dz + \ | *(fou— fu)do

< ‘/BR (feue — feu) dz

R
R T T — ‘ [ .- f)m’

1

R
< MRY? ||u — ue||reo,p) + ‘/0 (fe — fludz
que vai a zero quando € — 0. Assim, fazendo € — 0 em (2.5), temos
R R
[o (~tgg + ) (v — w) dz > fe flo—u)dz, veC (2.6)

(df. (2.3)).
Para provar que (2.6) vale para v € Cs (¢f. (2.4)), notemos incialmente que o conjunto C;
é denso em C,. Aproximando v € C, por elementos de C; na norma de L?(0, R) e notando

que ambos os membros de (2.6) podem ser considerados como funcionais lineares continuos em

L%(0, R), temos no limite que
R R
|t w0 —wdo > [ flo-u)ds, veCy,

o que prova que u € solu¢do do Problema 1.1 do Capitulo 1.
Mostremos agora que a solu¢éo u é tinica em L?(0,T; H%(0, R)): Para isto considere u; € ug
duas solucdes do Problema 1.1 do Capitulo 1 e denotemos w = u; — u;. Esta nova fungao w

satisfaz o seguinte problema:

(Wee —wg)w > 0 q.t.p.

w = 0 em Gp(D).
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Integrando a desigualdade obtida acima para w em [0, R] e integrando por partes obtemos
R R
—f widx—f wwsdz > 0,
0 0
pois w|s,(p) = 0. Integremos agora na varidvel temporal no intervalo [0, e notando que

w? = ww,

RO bt
SIS

para obter, pelo Teorema de Fubini, que

“%/;Rw(I,T)?dz

2 0,

donde concluimos que w; = 0 q.t.p. e, pela Férmula de Newton-Leibniz, temos
I
w(e, ) =w(0,1) + [ we(,f)dE=0,

ou seja, u; = Ug.

Como a solucao u € tnica, ela independe da seqiiéncia inicial u. tomada. Logo, concluimos

que a seqiiéncia u, inteira converge para u em W'?(D), C(D), em W2?(0, R), C'(0, R) para
cada t € (0,T) fixo. Como o limite fraco obedece & desigualdade em norma que ¢ obedecida pela

seqiiéncia da qual é limite, obtemos do Lema 1.3 que u € L*®(0, T; W??(0, R)).

Corolério 2.2 Sejam u solugdo do Problema 1.1 do Capitulo 1 e
Q(t) =z € (0,R); u(z,t) >0, 0<t<T.

Entio Q) C Q) para t < ¥, t,¥ € [0,T].

Demonstracio: Sejam z € Q(t) qualquer e t’ > ¢, t,# € [0,T]. Deduzimos entdo pela Férmula

de Newton-Leibniz, e pelo fato de que u; > 0 em D), que
¢
u(z,t) = u(z,t) +/ u-(z,7) dr > u(z,t) > 0,
t

o que implica que z € Q(t’). Logo, Q(t) C Q(t').



28 2 Existéncia e Unicidade de Solucao da Desigualdade Variacional

Para compreender como a solugdo u do Problema 1.1 do Capitulo 1, obtida no Teorema
2.1, e que em principio estd relacionado com o problema original, apresentaremos a seguir uma
seqiiéncia de lemas que nos levardo & conclusédo que para R escolhido adequadamente grande, a
solugdo em D = (0, R) x (0, T') serd automaticamente nula para z numa vizinhanca de R. Isto nos
permite recuperar a solu¢ao do problema original a partir da solugdo do problema variacional.

Provemos primeiramente um teorema de comparagao:

Lema 2.3 Suponha que f < fep <t e que u, U sdo solugées do Problema 1.1 do Capitulo 1
para f,¢ e f . b, respectivamente. Entdo

u<uemD.

Demonstragdo Seja K*o conjunto das fungdes ndo negativas em H'(D) que satisfazem as
condigdes de contorno do Problema 1.1 do Capitulo 1 para 7. Se u é solucio do Problema 1.1
do Capitulo 1, entdo ao integrarmos no dominio D nés obtemos a seguinte inequacao integral:

ff[(—i‘iu+ﬁe)(v—ﬁ)]dzdt2f/f(v—z‘i)dxdt, ve K. (2.7)
D D

Temos ao integrar por partes que

// ~.(v — @) dz dt /: [—ﬁz(v —a)|f - /OE (—,) (v — @), dz| dt

= ffﬁz(v—ﬁ),dzdt.

Assim, podemos reescrever (2.7) da seguinte forma:

//[(ﬁ,(u—ﬁ)+ﬁg(v—ﬁ)]dzdt2/[f(v—ﬁ)dxdt, ve K. (2.8)
D D

Consideremos agora a fun¢io v = méx(u, ). Como u, % € H'(D), temos que v € H'(D) e

o _ ) u em {z€D; u@)> i)
z %, em {z € D; u(z) < i(z)}

no sentido das distribuicdes, valendo resultado andlogo para v;. Para isto, consulte o Apéndice
C deste trabalho e considere a fung¢éo

v = 4 + méx{u — 4, 0).
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A n#o negatividade de u e # implica a ndo negatividade de v. Esta funcdo v satisfaz as
condigdes iniciais e de fronteira do Problema 1.1 do Capitulo 1 para %, pois quando z =0, 0 <
t < T, u=mix(eh,) = P (¥ < ). Nas outras duas partes de 0p(D), u =14 = 0, o que implica
v = 0 nestas partes. Portanto concluimos que v € K* e, assim, podemos utilizd-la em (2.8)

Definimos a seguir o conjunto
Z ={(z,t) € D; u(z,t) > i(z,t)}
e fazendo v = @ + méx(u — @, 0) em (2.8), obtemos

[] el = @)z + Bl — @) dzdt > J [ flu—18)dzdt. (2.9)
Z Z

Notamos que o conjunto Z definido acima se encontra na unido das regides A e C (c¢f. (1.5),
Capitulo 1) pois u > @ > 0 14, valendo entdo —u,; + u; = f q.t.p. Logo, multiplicando esta
equagdo por { = méx(u—1, 0), que é zero em 9,(D), obtemos, ao integrarmos em D e utilizarmos
integracao por partes que

J[ lwae + uCldzde = [[ s¢dzat. (2.10)
D D
Reescrevendo (2.9) em termos de ¢, temos
[] 8t + 8l dzdt > [[ Fedaa (211)
D D

Subtraindo (2.10) de (2.11), temos

- [[ 1w =G+ (w—@)ldz e > [[ (F- f)¢dzdt > 0,
D D

desigualdade tltima justificada pelo fato de f < f, por hipétese. Utilizemos novamente a

definicdo de ¢ para obter
— || Cdzdt— [[ Gdzdt > 0.
Jfews
Utilizemos o Teorema de Fubini na segunda integral acima,
R
- [[ Gdzat- [, T) - (2,0 dz =
D

—[chzmt-[o"ctz.r)’dxz&
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implicando que (; = 0 q.t.p. Dai temos da Férmula de Newton-Leibniz, notando que ¢ =0
0,(D), que

C(,8) = 0,0+ [ Gle,t)de =o.

Assim, o conjunto Z possui Medida de Lebesgue nula. Levando em conta a definicio do conjunto

Z, isto é o que queriamos demonstrar. L

A seguir apresentamos uma solugdo explicita de um Problema de Stefan particular, que

utilizamos para dominar a solucéo u do nosso problema variacional:

Sejam M uma constante positiva a ser determinada,

~ z
o) = F (7m)
onde
F(z)=C f" e<Mac -,

com C e C' satisfazendo

2Ce~ MM = kM (2.12)
FM) = C /: e d¢—-C'=0 (2.13)

e
&(z,t) =z — M(t+1)"%, 2>0, ¢t > 0. (2.14)

O par constituido pela funcio 8(z,t) e a curva I’ definida por ®(z,t) = 0 é solucio do Problema
de Stefan cldssico (1.1)-(1.4) do Capitulo 1 com

h(z) = F(z), 0<z<M,

o) = Flo), 0<i<T.

Passemos a verificar que este fato é verdadeiro: Em primeiro lugar calculemos as derivadas

parciais de ©, e verifiquemos se a Equagdo do Calor ¢ satisfeita:
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F'(z) = —% [C[:e"{z“d(-pc']

= —Ce N,

I I

8 = *(aim) & (1)
(-

*(grm) (~aezm)

= s (aem)

= '] d a =
6, =F (m)%(m)
c 22
- ~wom (-w)
2 ¢ z? -5
O = —GFESP (_4(t+ 1)) (_4(t+1))

Cz z2
2t + 1)°72 exp( A+ 1)) '

-

= eg.
Agora, analisemos as condigoes inicial e de fronteira:

T

é(I,O) = F((0+1)1/2) = F(I) = E(I);

F0) = 3(@).

Il
Il

50 = r(Gm)
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E, finalmente, estudemos as condicoes existentes sob a fronteira livre r: A partir de ®(z,t) =0
(¢f. (2.14)), vem z — M(t + 1)!/2 = 0 e portanto,
2

S} o)
t=ilz)= 1+W'

Assim, temos

T z
8a.3te) = F(Gryam)

= F(M)=0.
e também

C

8.(z,3(z)).8 (z) —We@ (_ Z@ff%__l)) (_1 + %)'

M

= —k.

Portanto, o par 8(z, t), T(z,t) é de fato uma solugdo do Problema de Stefan Cléssico particular
definido acima.
Por (2.12), temos que

kM
C ==—¢eM/* 5 0o quando M — oo.

O comportamento da constante C' quando M — oc necessita de um estudo cuidadoso, feito
a seguir: Chamemos
o 2
I M= / e i dz.
M

O objetivo aqui é estimar IZ utilizando como instrumento a mudanca de coordenadas retangu-

Iy = f:e“’zﬂdzf:e“”z”dy

lares para polares:

- f:/: e~ @+ 4 dy

< f [ e~ @4 g dy



2. Existéncia e Unicidade de Solugio 33

Figura 2.3: Comparacao das regioes de integragao.

onde = é a regido do plano obtida do primeiro quadrante retirando o quarto de circunferéncia
centrado na origem de raio Mv/2 (¢f. Figura 2.3). Facamos agora a mudanca de coordenadas

/ / e hdrdy = fo «;7:\/5 e~*"/* pdp df

= % [_26_92,4]&

para obter

M2

= me M2
donde concluimos que
Iy € Jme ™, (2.15)
Estes cdlculos nos permitirdo provar o seguinte

Teorema 2.4 Para R > 0 suficientemente grande, a solugdo u do Problema 1.1 do Capftulo 1
¢ identicamente nula numa vizinhaga de

{(R,t), 0<t<T}.

Demonstragao: Com as notagOes anteriores e (2.15) obtemos, com base nos cdlculos feitos
acima, a seguinte limitacao para o crescimento de C' quando M — oc:

_ kM m
2

C' = MU < ZkM.
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Tt+--- i

| TP

8o M

Figura 2.4: Ilustracdo da dominagao de u.

Seja entdo % a solugdo fraca associada & solucio cléssica © definida acima. Observando que o
crescimento de C é maior que o de C' quando M se torna grande, tendo em mente a regularidade
das funcoes g e h (cf. Capitulo 1) e lembrando que a constante positiva k é a mesma para u e

4, podemos encontrar M suficientemente grande de tal forma que
h(z) > h(z) e §(t) > g9(%).

Estamos agora em condigdes de aplicar o Lema 2.3 para concluir que % > u em D. Como % =0
para z > M(t + 1)'/?(regido do gelo), temos 0 = % > u > 0, ou seja, u = 0 se z > M (¢ + 1)Y/2.
Assim

Qt)c{z; 0<z<MEt+1)"?}, 0<t<T,

e entdo podemos concluir que dado T > 0, é possivel escolher R > 0 suficientemente grande
de tal forma que a solugdo u do Problema 1.1 do Capitulo 1 se anule numa vizinhanca de
{(R,t); 0 <t < T}, bastando para isso escolher M como acima e R > M(T + 1)*/2 (¢f. Figura
2.4). u

A partir da préxima secdo, consideramos R escolhido de forma que a condigdo acima esteja

satisfeita.
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Figura 2.5: Tlustracdo das regides definidas na Segao 2.3.

3 A Fronteira Livre

O objetivo desta secao é fazer um estudo preliminar da fronteira livre do Problema 1.1 do
Capitulo 1. Para isto, definimos os seguintes conjuntos (cf. Figura 2.5):

Q = {(z;t); ulz,t) >0},
Qt) = {z; (z,t) €0}, 0<t< T, (3.1)
I' = 8nbD.

Teorema 3.1 Seja u a soluggo do Problema 1.1 do Capfiulo 1. Entio T definida em (3.1)
admite a representacao
I': a=0o(t); 0t LT,

onde o € uma funcdo continua e crescente de t, com sy = 0(0) < o(t) para t > 0.
Demonstragao: Primeiramente mostremos que para cada ¢ € (0,7), Q(t) é um conexo. O
intervalo (0, sp) estd contido em (t) para todo 0 < ¢ < T, pois se isto ndo fosse verdade,

existiriam zo € (0, so) e ¢ € (0,T) tais que u(zg,p) = 0. Como u(zp,0) =0 e u; > 0 em D,
temos que a funcdo u é monétona crescente na varidvel ¢, o que nos permite deduzir que

w(Zo,t) =0, 0<t <ty
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Chamando @ = (0, zg) % (0, %), temos que a solucdo u do Problema 1.1 do Capitulo 1 neste caso

satisfaz
Up — Ugg =f=h20€IDQ,

u =¢, 3::0: OStStO:
u =0,t=0 0<2z<z,

u =0, =19, 0<1t < 1.
Para cada ¢ € [0,T) fixo, temos que u € C*(0, R), pelo Teorema 2.1. Assim, como a solucio u

cai a zero em D \ e 14 permanece, temos que
upl#,1) =0, (%1)€ L.
Considere agora a solugdo (cléssica) v do problema

Vg — VUzz =hesz

v =0em G,Q.
Como h > 0, temos ao aplicar o Principio do M4ximo que

v 2> minv = 0.
3,Q

Logo, pelo Principio do Maximo de Hopf-Friedman, (¢f. Protter e Weinberger [12]) e notando
que em (zp,%), 0 < ¢ < tp a derivada normal exterior a ) coincide com a derivada parcial com
respeito a z, temos

vz(To,t) < 0, se 0 < t < o,

Considere agora a funcdo w = u — v, solugdo generalizada do seguinte problema

Wy — Wy = 0em Q,
w =¢,sex=0 0<t<Ht,
w =0,1=0, em 0 <z < 7,

w =0,z=zp, em0<t< 1.
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A analiticidade de w em @ e a positividade de % nos dao
Wy = (u—2)2(Z,2) <0, 0<t < ¢ty

pois se para algum 0 < ¢; < #; tivéssemos w,(zg,%;) > 0, obteriamos pela Férmula de Newton-
Leibniz que

Zo
P(t:) = w(0,1;) = w(zo, t1) + ‘/‘qwz(fa t1) d€ = _[n wz(§,t)dE <0,
zo
o que contradiria a positividade de . Juntando as desigualdades obtidas acima, temos
0 = u,(zo,t) < vz(zp,t) <0,

o que € uma contradicdo. Logo, (0, s) C Q(¢), YVt € (0,T).
Agora suponhamos que exista um intervalo aberto (z,,z;) contida em Q(t), que é também

aberto (pela continuidade de u) que ndo contenha (0, ;). Entdo
—Uzz(2,t) = —k — us(2,t) < —k < 0 em (z1,z2),

fato este justificado por estarmos na regidgo A e u; > 0. Dai, pelo Principio do Maximo para
Equagoes Elipticas,

u(z,t) < méx(u(z,t),u(z2,1)) =0, 2, < T < 2,

o que ¢é uma contradi¢do, pela defini¢do de (t), donde se deduz que 2(f) é um conexo.
Definimos a funcdo o como

o(t) = sup{z; z€Qt)}, 0<t<T,
(3.2)
0'(0) = 8p.

Como Q(t) C Q(t') set < t', temos
o(t) = sup{z; z € Qt)} < sup{z; z € Ut")} = o(t),

o0 que prova a monotonicidade de 0. Agora provemos que o é continua, primeiramente mostrando

por absurdo que ela é semi-continua superiormente: Suponha que existam z; e z, tais que

Ty =0(t) < yﬁ_ﬁlq. o(t) = 29
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Figura 2.6: Ilustracdo da demonstracao de continuidade de o.

para algum ¢ € [0,T). Neste caso, para € > 0 adequado,
Q={(z,t); ;i+e<z<z3—6, tHHh<t<T}CQ,
e como ele se encontra na regido A, (¢f. Figura 2.6), temos que u satisfaz

Ut — Ugz = —k em Qa
(3.3)
w(zdg) = 0, ;1 <T<ay
Pela regularidade do Problema de Cauchy acima (cf. Friedman [6]), u é analitica em @; como
nao hé crescimento na diregdo z quando t = ¢y, temos que

u(z, 1) = uz(z, t) = urz(z,%0), 71 +te <z < T2 —6;

logo, de (3.3) concluimos que us(z,%) = —k em z; < T < 2, ou seja, que us(z,t) < 0 numa
vizinhan¢a em @ C Q2 de (%(::1 - :t:g),tn), o que contradiz o Teorema de Existéncia da solugdo
u. Logo o é semi-continua superiormente.
Provemos agora semi-continuidade inferior. Analogamente, suponha por absurdo que exis-
tam z, e z, tais que
zo =0o(t) > fli_ﬁl_ ot) =z
para algum %, € [0,T). Neste caso, para £ > 0 adequado,

Q={(z,t); ;1+e<z<T3—6, H<t<T}CAQ,



2. Existéncia e Unicidade de Solucgio 39

e como ele se encontra na regiao A, (¢f. (1.5), Capitulo 1), temos que u satisfaz
U — Uz, = —k em Q,
(3.4)
wz,tg) = 0, 1<z < 25
Pela regularidade do Problema de Cauchy acima,  é uma curva analitica em @Q; como ndo h4

crescimento na dire¢do z quando ¢ = tg,
u(z,to) = uz(Z, %) = Uzz(T,%0), T1 +€< 2 < 25 —€;

logo, de (3.4) concluimos que u(z,%) = —k em 7; < T < 73, ou seja, que us(z,t) < 0 numa
vizinhanca em @ C §2 de (%(:cl + ), to), 0 que é novamente uma contradi¢do. Logo o é semi-
continua inferiormente, e portanto continua.

Finalmente, provemos que o(t) > sq se t > 0. Suponha, por absurdo, que exista ¢, > 0 com
a propriedade o () = s9. Como a curva ¢ é monétona, temos que o(t) = sp, 0 < t < 1o, e assim
sendo, considere , para cada £ > 0, o retangulo

Q={(z,%); sp—e<z<sp 0<t<ity}

Observamos que @ se encontra na regido C (¢f. Figura 2.7); logo, por (1.5), (1.8) e (1.9),
Capitulo 1,
U—Uz = [=h emQ,

% = z=128g 0Kt <y,

(3.5)
w > 0 z=359—¢€, 0<t<,
o= 0 0<z <8y, t=0.

Para cada t fixado, u, é func@o continua na varidvel z. Como u atinge seu minimo zero em
(s0,t) e continua zero para t > 8o, deduzimos que

uz(80,%) =0, 0 < 1 < 1. (3.6)
Consideremos também a solugdo (cldssica) v do Problema de Dirichlet

Vt— Uy = h em@Q,

v = 0 em 3,Q,
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Figura 2.7: Tlustracdo da prova de o(t) > 8o, t > 0.

onde 3,Q denota a fronteira parabélica de Q. Como k > 0, o Principio do Méximo para Equacdes
Parabélicas nos da
> minv = )
v > %1,130 0em Q@
Nos pontos (sg,t), 0 < t < tg, a derivada normal exterior na fronteira parabdlica coincide com
a derivada parcial com respeito a z; logo, pelo Principio do Mdximo de Hopf-Friedman,
vz(89,1) <0, 0 < t < 1p. (3.7)

Por outro lado, w = u — v é uma solugio para o problema homogéneo associado a (3.5). Pela
analiticidade de w e positividade de 1’ temos

(u—v)z(80,%) < 0.
Combinando a desigualdade acima com (3.6) e (3.7), obtemos
0 = u,(so,t) < vz(so,t) <0, para 0 <t < tp,
a contradicdo desejada. B
Observacgao: A funcdo o por ser crescente, admite derivada quase todo ponto. Através
de uma rotagéo dos eixos z e t de m/4 no sentido anti-hordrio, notamos que a derivada fica
confinada no intervalo [—v/2/2,4/2/2]. Deduzimos daf que o é uma curva Lipschitz neste novo

sistema de coordenadas. Assim I' é na verdade uma curva Lipschitz, e por conseqgiiéncia disso,
uma funcéo ¢ € H'(Q2) admite traco em L%(T) (¢f. Apéndice C).



Regularidade da Solucao

Neste capitulo demonstraremos alguns resultados sobre a regularidade da solucdo do pro-
blema variacional e que serao iteis no préximo capitulo, onde analisaremos mais a fundo pro-
priedades de regularidade da fronteira livre I'. Mostraremos aqui que u,.(z,%) e un(z,t) sdo
fungdes continuas em 2 nas proximidades de I'.

1 Limitagao das Derivadas Segundas

Nesta secao apresentamos um lema de limitagao das derivadas espacial e temporal da funcio
u, no quadrado [0, 50/3] x (0,T).

Lema 1.1 Seja u., 0 < € < €y, a solugdo do Problema 2.1 do Capitulo 2. Entdo

Z‘;(z,t)‘sc, 0<2<5/3, 0<t<T
6 e
ﬁ(:c,t)‘gc, 0<z<s8/3 0<t<T,

onde C > 0 € uma constante que independe de &, 0 < £ < gy.
Demonstragao: Pela condicéo inicial do Problema 2.1 do capitulo 2 e (1.3), Capitulo 1,
u.(z,0) =¢, 0 <z < 50/3.
Como ug > 0,
u.(z,t) = ue(z,0) + f:uﬁ(z,r) dr > ¢, z €[0,3/3], t € [0,T].

Tendo em mente (1.1), Capitulo 1, temos que F;(u.(z,t)) = 0 em [0, 85/3] X [0, T], e por isso u,
é solucao de
Uet — Uepe = Jo, 0 <2 < 8g/3, 0 <t <T.

41
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O resultado desejado é consegiiéncia da Teoria de Regularidade em Espacos de Schauder para a
Equagéo do Calor (c¢f. Friedman [6]). ®

2 Propriedades de Integrabilidade das Derivadas
Aqui descrevemos algumas propriedades de integrabilidade de algumas derivadas pariciais
mistas de u, e u.

Lema 2.1 Seja ue, 0 < € < €9, a solugd@o do Problema 2.1 do Capitulo 2. Entdo existe uma
constante C' independente de €, 0 < € < &g, tal que

//um(z,t)zdzdt <C.
D

Demonstragao: Com o intuito de simplificar a notacdo da prova, denotemos u = u,., f§ =
Be, © w = ugy. Comecemos multiplicando a equagao diferencial de (1.8), Capitulo 2, por w e

integrando em z de 0 a R para obter:
-—waw dz+££/nw2dz+kfkﬂ'(u)w2dz=0.
0 = 2dt Jo 0
Integremos a primeira parcela da equacdo acima por partes:
R R
- = | R 2
]0 W, dT = —[ww,)y + fo w; dz

-/ ® i de + w0, Diialst) — wl B DR (2.1)

- * w2 dz + w0, ws (0, 1),

desigualdade ultima justificada pelo fato de u se anular numa vizinhanca de z = R.
Utilizemos agora o Lema 1.1 para obtermos limitagao uniforme para o termo w(0, t)w,(0, t):
u(0,t + h) — u(0,%)

w(0,t) = !l;l—?il 3
= }11—.&! vt + hf)l 2= d)(t) = gb'(t) = g(t).
Portanto, temos
[w(0,t)wz(0,2)| = |[g(t)]-|ueze(0, )]

< = :
< O mixlo) = C
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Logo, de (1.1), Capitulo 2, e (2.1),

R 1d (R
2 la 2
/D wzd:c+2dt[0 whdz

R
—k [ﬂ B (w)w? dz — w(0, )w,(0,t)
R
< k[ Byl +Ci <Gy
0
Temos ao integrar esta desigualdade em £ de 0 a T e ao usar Teorema de Fubini que
f/ w? dz dt + 1/"‘t[w(s.." T)? — w(z,0)% dz < C,T.
p ° 2 /o ’ . =

Do Lema 1.1 do Capitulo 2, temos que jw(z,t)| < C, independente de ¢; logo,

]/p wzdzdt < CT - %/: [w(z,T)? — w(z,0)% dz

¥ 2 2
< CT+ -2-[0 lw(z, T)? + |w(z,0)?) dz
< C,T + C?R < .
e 0 lema estd provado. L
Lema 2.2 Seja u., 0 < ¢ < &g, a solucao do Problema 2.1 do Capitulo 2. Entao para 0 < 0 <

t < T vale
C

|
ag

[: ue(z,t)* dz + an%(z, ) dzdr <

onde C é uma constante independente de ¢, (0 < € < &.

Demonstracao: Como antes, denotemos u = u,., = ., e w = u,. Multiplicando a equagao
de (1.8), Capftulo 2, por w; e integrando em z no intervalo (0, R) obtemos

R R R
L — W Wy AT + fu w? dz + .[o kB (u)ww dz = 0. (2.2)
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Integremos por partes a primeira parcela da equacao acima:

R . R
[ otds =t + [N
R
= j; W Wee AT — wyw, (R, t) + wywz(0, 1)

R
= /0 WeWzt AT + wyw, (0, 1)

= %% fonw: dz + wyw,(0,1),
pois u se anula numa vizinhanca de R, Vt € [0,7].
Quando z = 0, podemos utilizar o Lema 1.1 e a hip6tese de suavidade da fun¢io g para obter
limitacao uniforme em ¢ para o termo w,(0, t)w:(0, t):

. w(0,+ h) — w(0,?)

w!(o'! t) — }‘I_IH‘ h
- i YR -
h—0 h
= ¢"(t) = ¢'(?).
Portanto,
|w:|:(0: t)wt(os t)l = I“zt(os t)”g,(t)l
< ix |¢'(t)| = Ca,
< Cmix|d(0)] =
constante independente de €, 0 < £ < £5. Como consegiiéncia de (1.4), Capitulo 2,
1d (R R k (R a
,mfo wﬁdz+[o wfdz-}--z-/o B(w)z wids < Cy. (2.3)

Para estimar a iltima parcela da desigualdade acima, notamos, pela Regra da Cadeia, que
o " 0 229
5 B = Flu)z v’ +vs f(u)

= P v + U () e

= ﬁ'(u)—% w? + 3" (u)w®.
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Assim, integrando em z no intervalo em (0, R), temos por (1.1), Capitulo 2, que
R
/Oﬁ'(u) 2dz—-—fﬁ' Jw?dz = — /ﬁ"u)wd:z:)[l
Utilizando isto em (2.2),

Ca

v

2dt/wdx+/ w,d:c~+-2f ﬁ’u)—wd:c

> 22 [+ p@ulde [ vl

Dado 7 > 0, 7 < t, integremos a expressao acima com respeito ao tempo no intervalo (7, t):

./uR [we(z, 1) + kB (Ww(z,t)?] dz + 2 [t/OR w? dzdr’

<2C,(t—1)+ /OR [wo(z,7)? + kB (w)w(z, 7)?) dx

Como esta estimativa é vélida para todo 7 < ¢, podemos integri-la com respeito ao tempo em

(0,0), o < t, para obter

/:f: [we(z,t)? + kB (w)w(z,t)?] dzdr + 2 fo ’ _[1. t/OR w? dz dr’ dr

< 2C; /: (t —7)dr + /:j;ﬁ [wa(z,7)? + kB (w)w(z, )| dz dr
_202(1&0——) [f w,mr)zd:cdr—}-k[/ 3:7) B(u(z, 7)) dzdr

<2Cz—+/f wz:rr)zd:rdf+k6‘/[ (u(z, 7)) dz dr.

Utilizemos o Teorema de Fubini, denotemos C3 = 3C,T?, e facamos uso do Lema 1.2 do
Capitulo 2 e do Lema 2.1 para obter a seguinte expressao:

a/:z [we(z, 1) + kB (w)w(z, t)?] dz + 2'[:'[:[: w} dz d7’ dr
<G+ T/D " e P e RO / * 1Bulz, T)) — Blu(z, 0))] do (2.4)

T rR
gca+[0]0 w,(z, 7)? dz + 2RkC < C,.
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Para completar a prova, desenvolvemos uma estimativa para o segundo membro da desigualdade

de (2.4): Utilizando o Teorema de Fubini e integra¢io por partes

[:-[/;wadxdfdr
=/0R]0"/:w§drfdrdx
= -[E'R[Tl_‘wfdr']: dz+£ﬂ_/:rw¢(z,r)2drd:c

2 Ufonf:wf dr'dz = alxﬂwfdzdr.

Logo, da estimativa acima e de (2.4)

R
Cy 2 afo [we(z,t)? + kB (w)w(z, t)?] dz

o rt rR
+2/// w?d:r:df'dr
0J7J0

R ¢t (R
20[0 wz(:c,t)"’d:c+2a/;f0 w} dz dr

R t (R
20[ wz(a:,t)zd:r—i—or// w? dz dr.
0 aJ0

Portanto, temos
Cy

= %

/:wi(x,t)zdz+/:/oﬂwfdxdr <

Se levarmos em conta as conven¢des iniciais, este é o resultado desejado. L

Teorema 2.3 Seja u a solucdo do Problema 1.1 do Capitulo 1. Entdo eriste uma constante
positiva C tal gue para cada o > 0,

2
g

R t rR
2 2
fo Uzt (T, 1) dz+/«fo up(z,7)°dzdr < —, parac <t <T.

Demonstracao: Segue imediatamente do teorema anterior, da convergéncia fraca de u. para u
em [”(D) e por um argumento de densidade andlogo ao feito em (2.1). Note que da desigualdade
acima deduz-se que u,€ H'(D N {(=z,t); t > 0}) para cada o > 0.
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3 A Lipschitz Continuidade de u;

O objetivo desta segdo é provar que a funcdo u; se comporta como uma func¢éo Lipschitz nas

proximidades da fronteira livre I'. Para isto, necessitaremos do

Lema 3.1 Seja u a solugdo do Problema 1.1 do Capitulo 1 e por I a fronteira livre associada a
esta solugdo. Entdo pare cada (zg,%p) € I' existe uma vizinhanca U de (z9,1ty) tal que

uz(z,t) <0 em UNQ.

Demonstragao: Pela monotonicidade de I, existe uma vizinhanga U de (zg,%,) € T tal que
U C {(z,t); = > s, t > 0}. Como nesta regido vale f(z) = —k, por (1.8), Capitulo 2, temos
que

Uze(T,1) = we(z,t) + k2 k> 0em UNQ,

e dai, levando em conta o fato de que u,(z,t) =0, (z,t) € I para cada 0 < t < T (¢f. Teorema
3.1, Capitulo 2),

us(@,8) = va(0,8) + [ uaal6, ) <0,
onde o ¢é tal que (o,t) € . L
Teremos que utilizar também a informacao contida no seguinte lema:
Lema 3.2 Sejam I' a fronteira livre associada & solugdo u do Problema 1.1, Capitulo 1, e
Q={(z,%); |z—20| <€, 0<ty—1t<d}
para (zg,t) €T, € >0 e 6 > 0 dados. Suponha que v € H'(QN ) e que satisfaca

—vzz+v > 0 em (QNQ),

v > 0 em3p(QNAQ),

onde 3,(Q N Q) = (Q N Q) — {(z,%); |z — zo| < €} denota a fronteira parabélica de Q N .
Entéov >0 em QNSL

Demonstracao: Consideremos o seguinte conjunto:

Y ={(z,t) € QN v(z,t) < 0}.
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Neste conjunto vale
f/ (—vgz +ve)vdzdt < 0.
Y

Consideremos agora a fungdo ¥ = — mdx (—v,0), que se anula em 3,(Q N 2). Como v €
HY(QNQ),de H(QNN) (¢f Apéndice C); logo, deduzimos que

]f (—tpz + D)0 dz dt < 0,
Qna

desigualdade esta justificada pelo fato de v e © coincidirem em Y ede v =0 em Y \ (@ N Q).

Integrando por partes primeiro membro e usando o Teorema de Fubini no segundo, temos

~2 1 R, . g _ »
/[ d2dzdt + 2[0 [0(z,T)® — 9(z,0)] dz
(@n)

1 (R
=j[ ﬁgdzdz+§fo #(z,T)? dz < 0,
(@N)
onde o é tal que (z,0) € G,(Q N ). Assim, 9, = 0 q.t.p. QNQe

i(z,t) = 9(0,2) + [o " 5a(6,1) dE = 0.

Portanto, ¥ = 0 q.t.p. em @ N 2; logo, Y possui Medida de Lebesgue igual a zero. L

Coroldrio 3.3 Sejam u, I' e Q definidos como no Lema 3.2. Suponha que w,0 € H'(QNQ) e
que satisfacam
_wn+wt 2 0 emQI"]Q,

_ew+8¢ =0 ethﬂQ,

w > 0 em3,(QNQ).
Entdow > 06 em QNS

Demonstragdo: Basta aplicar o lema 3.2 com v = w — 6. i

Lema 3.4 Seja u a solugcdo do Problema 1.1 do Capitulo 1 e I" sua fronteira livre. EntGo para
cada (Tg,tg) €T comtyp > 6 > 0

0 S u’t(‘r: t) 5 ¢ (3: == x0)2 = ozxu,(z, t): (I, t) € Q N Qr
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onde c1, ¢y €€ sdo constantes positivas adequadas que independem de (zo,t0) €
Q = {(z,t); |z — x| <&, |t —1o] <€}

Demonstracao: De acordo com o Teorema 2.2, existe uma vizinhanca
Q={(z,%); |z —z0| <, [t—to| <&}

tal que u; € H(Q). Como I' é uma curva Lipschitz, u, admite trago u,(o(t),¢) sobre I' N Q.
Note que
wlz,1) = im u(z + 1 1) em HY(Q)

(Este limite existe pois u¢, Uz, U € L%(Q) e quando f € L? temos lim,, o || f(z + ) — f(2)||z» =
0).

Como u; =0 em Q \ e o traco é uma aplicacdo continua de H'(Q) em L*(T' N Q), temos
que ug|r = 0.

Agora, em @ N (Q, u satisfaz

—Ugz + Uy = —k,
e quando derivamos a equagao acima com respeito a ¢, obtemos
— Uz + g = 0. (3.1)
Por outro lado, com c; e ¢, constantes positivas a serem determinadas a posteriori, chamemos
w(z,t) = c1(z — Tp)? — cpzUL(x,1), (z,£) €EQNN.
Escolhamos ¢; grande o suficiente para que a desigualdade seguinte valha:
c1(z — 20)? > uy(z,t) para (z,t) € 8,(Q NN).

Observamos que isto é possivel, ja que (z—zg)? 56 se anula em z = 7y, u; = 0Oem I e uy € L®(D)
(basta tomar ¢; > ||us|ze(p))-
Assim, temos que em Q N vale

—Wes + W = —2C1 + 202Uz2(T, 1) + C2TU222(Z, 1) — CoTU(T, 1)

-2¢ + 203113:(3, t) = 023[113:(3; t) e u,(::, t)]z

= _261 + 20)‘!&,:(:5, t)’
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designaldade ltima justificada pelo fato de valer u,, — u; = —k (constante) nesta regido.
Portanto,
—Wee + W = —2c1 + 2c0Uzz(2,1)

= —2¢; + 2cp[us(z, t) + k]
> —2c1+2kc; em QNQ.
Se escolhermos ¢, suficientemente grande para que —2c¢; + 2kc; > 0 entdo teremos
—Wge +w, >0 em QN (3.2)

Escolhamos agora @ de tal forma que —cezu.(z,t) > 0 em QNE (cuja existéncia é garantida
pelo Lema 3.1) para obter a seguinte desigualdade:

w > us em G,(Q NQ). (3.3)
Por (3.1)—(3.3) e pelo Corolério 3.3 aplicado duas vezes aos pares w, u; e u;, 0, temos que
0 < u(z,t) Sw(z,t), (2,8)€QNQ,
que € o resultado desejado. u

Finalmente passemos para a andlise da Lipschitz continuidade de u;. Vale o seguinte resul-
tado:

Teorema 3.5 Sejam u @ solucdo do Problema 1.1 do Capitulo 1 eI a fronteira livre associada
a esta solugdo. Entao para cada (zo,15) € I' eriste uma vizinhanga U de (z¢, 1) tal que

u € WH(U).

Demonstracdo: Basta provar que u; € WH°(UNQ): Se a fungio u, é Lipschitz em (UNQ), ela
também é uniformemente continua em (U NS2). Por ser uniformemente continua, estao definidos
os limites de u; quando (z, t) se aproxima de I', devendo valer zero, pelo lema anterior. A funcao
assim definida em UNQ também ser4 uniformemente continua. Tomandoz € UNKY, y € ' e uma

segiiéncia (y») convergente para y, temos que vale para cada n natural a seguinte desigualdade:

[ut(z) — ut(¥a)| < Clz — Yal-
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Fazendo n — oo, temos
|ue(z) — we(y)| < Clz — g,
ou seja, uy € Wh°(U N Q); logo, também podemos dizer que u, € W (U).

Recordemos aqui que © = u,; (c¢f. (1.5), Capitulo 1), e assim, por simplicidade de notacao,
passaremos a estimar O.

Como necessitamos empregar o Principio do Mdximo cldssico para a Equagdo do Calor,
(vélido para funcoes suaves), faremos inicialmente uma regularizacao de © através de convolucao
com nicleos regularizantes. Obteremos as estimativas para tais funcdes regularizadas, segundo o
meétodo de S. Bernstein (3], e entdo passaremos ao limite, obtendo as estimativas correspondentes
para ©.

Para realizar este programa, seja « um nicleo suavizante, e consideremos as funcoes

ah(£)=%a(%), para 0 < h < 1,

e a funcdo regularizada de ©:

R
On(z,1) = ]D an(z — E)O(E, 1) dE, (1) € O,

onde
Qp={(z,t); 0<z<o0(t)—h, 0<t<T}

Observe que em ,
R
O = [ onlz—£)E 1) de.

R
Ors = [ ailz—6)0(E ) dt
= [0 ez~ &+ [ ahlz—)Oc(6, 1) de
(3.4)

> fo ® ah(z - £)O¢(€, 1) de

= [-6¢(E el - O + [ anlz — )Oge(6, 1) de

[ ana - )0eele, 1 de
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lembrando que, em virtude de a ser um nicleo suavizante, o suporte da funcdo ax(z — €) (e da
funcdo aj(z — £)) € o conjunto {£ € R; z — h < € < z + h}, o que justifica a eliminacdo dos
termos do célculo acima.

Observamos agora que a vizinhanga () se encontra na regiao A (¢f. (1.5), Capitulo 1); por
isso, a fungdo u satisfaz

Uzg — Ut = —K,
que, ao derivarmos com respeito a variavel ¢, nos da
—O;: +6:=0.
Assim, com base nisto e no célculo realizado em (3.4), obtemos
~Ohgz + O =0, (z,t) € Q. (3.5)
Note também que
Onz,9) = [ " (@ — 6O 1) de >0 em QN Q,

pela ndo-negatividade das funcdes envolvidas na integral acima. Facamos agora uma limitacio
superior para ©:

R
Ou(z,t) < [ lon(z - &)l 1)l de

IA

R
sup@/ﬁ |los(z — &)| d€
p0 [7 o (25E) &

- squ/;m a(n) dn

IA

= sup®O,
Resumindo, temos

0 £ By(z,t) <supB, (z,t) € Q. (3.6)

A seguir, n6s obtemos uma estimativa para 65, em I'. Note inicialmente que quando (z,?) €
0, existe um y € R tal que |z —y| = h e (y,t) € I'. Assim, tomemos uma vizinhanca Q deste
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ponto (y,t) na qual vale a estimativa do Lema (3.4) para realizar os seguintes cdlculos:
0 < sup (4,1 < sup O(t)
lz—€l<h lv—€l<2h

< sup {aly—4&)°*— cabue(é, 1)}
ly—l<2h

< sup {a(y—8&t+ sup {coblug(,t) — ue(y, 0}
ly—€|<2h ly=€|<2h

< doh?+ sup {cpR||ugellzen)lé — yl}
ly—gl<2h
< 4ch+ ZCthllu&HLm(p) = czh,
onde também utilizamos o fato de que u, é uma fungdo Lipschitz na varidvel z (¢f Teorema
2.1 do capitulo 2) e que u, se anula em pontos da fronteira livre I'. Logo, nés provamos que

0< sup B(L,t) < ch, (z,t) € IUNQ. (3.7)
lz—£l<h

Limitemos agora O),:
Onlet) < [ lehz~©)II0 )] de

< sup e(E’t)/j;—ekh | (z — €)| dé

z—¢|<h

|
< et r
< Cahh tl<1 o'(n) dn

tendo em mente (3.7).
Agora escolhamos uma funcdo ¢ € C3°(Q), 0 < ( < 1, com ¢ = 1 préximo 2 (zo,%) e
denotemos
w=wy =0 +u6?, (z,t)eMNQ,

onde u é uma constante positiva a ser determinada. Aplicando o operador do calor, obtemos

Wy — Wz = —2{C?02,, + 4(COOhaz + O3 [(¢Ce)z — €& + ul}.
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Facamos uso da seguinte desigualdade

> —eC’0i, - (:-) 0, 0<exl

para obter

IA

~2{(1 - e)?0h, + 0% [u+ (<G - c6— (5) 2]}

Wy — Wag

<0

sendo que a iltima desigualdade é obtida ao tomarmos uma constante u tal que

pt (6 -6 (3) @20,

que é possivel gracas ao fato de que ( € C§°(Q). Assim, pelo Principio do Méximo para Equacoes
Parabdélicas, temos

w(z,t) € méx w <+ usupO?.
( ) H(WmNQ) _0'2’ B

Notemos que a constante que limita superiormente w(z,t) independe de h. Logo, ao nos restrin-

girmos a uma regiao U na qual (|y = 1 e passarmos o limite em h para 0 nds obtemos, pela

convergencia em quase toda parte de 6, e Oy, para © e 6, respectivamente, que
16:1* — p|6]* < |62 + 6’| < G + psup 6.
Entao temos
18:|* < ¢} +2usup©? = 2.

Portanto,
|uez| < s em QN U.

Portanto, provamos que u; é uma funcdo Lipschitz na varidvel espacial. Para provar que u:
também é Lipschitz na varidvel temporal, nés utilizamos raciocinio andlogo ao realizado acima,
mas fazendo uma suavizagao de © em £, ou seja, tomamos a mesma fun¢ao a; definida acima e

consideramos a seguinte funcao W:

T
Uy (z,t) = /;. ap(t —7)8(z,7)dr, (z,t) €5,
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onde
Sp={(z,1); 0<z<s h<t<T}U{(z,t); 90 <z <R, h+o(t)<it<T}L
Notemos que em =, a funcdo ¥, obedece a seguinte equacio:
~Whez + Upe = 0.
A validade desta equacio se deve ao fato que

U poo(,8) = /OT ap(t — 7)Ozz (T, T) dT
T
Uiz, t) = j; a),(t — 7)0(z, ) dr

[—an(t — 7)8(z, )T + /OT op(t ~ 7)0,(z,7) dr

T
= -[o ap(t — )0, (z, 7) dr,
sendo que a wltima desigualdade vale pelo fato de o suporte da fungdo ¢y cair a zero quando
h—0.

Além disso, também temos que

o< [ " on(t = 10, ) dr
< (supe)j:Za(t—r)d'r
- ot [o(5) o

= —~(sup®) [ a(n)dn

w —
= (sup®) j:oo a(n)dn=supO em E,,.

A primeira desigualdade da seqiiéncia do desenvolvimento acima se justifica pelo fato de os

termos do integrando serem positivos. Assim, temos também que

0< ¥, <supO em 5.
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Neste ponto nds obtemos uma estimativa para ¥, numa porc¢do da fronteira livre. Note que
se (z,t) € J5,, existe uma constante s tal que |t — s| = h e (z,5) € I. Com este ponto (z, s),
tomemos a vizinhanga () garantida pelo Lema 3.4 para realizar os seguintes célculos:

0 < sup O(z,7) < sup O(z,7)
t—rl<hk ja—T|<2h

< sup ¢z — )% — coru(z,T)
|s—7|<2h

< R sup |uz(z,7) — us(z, 8)|
ls—7|<2h
< R sup HuthLw(er)lT"Sl

ls—r|<2h

< 262Rh‘ luwt”LW(QﬂQ) = Cg,

lembrando que u,; € L®(Q2 N Q) pela primeira parte desta demonstracio, e que u, = 0 em

pontos da fronteira livre I'. Logo, temos

0< sup O(z,7) <cshem 85, NQ.
[t—Ti<h

Agora nés obtemos uma estimativa para ¥y(z,t) em 65, N Q:

Wa(z, )] < [lt o lomlt =IO 1) dr, (@,1) € 951N Q

< —
< sw 0@ [ | lewlt=r)ldr

jt—r|<h
1 t—T1\| dr
PTICOT:
= O S R R
== ! d —_ .
£ i<t o/ ()| dn = ¢7

Escolhamos uma funciao ¢ de forma andloga 3 primeira parte da prova e consideremos a funcss

7=z, = (0%, + F"‘I'izzz’



3. Regularidade da Solugio 57

onde > 0 ima constante a principio arbitraria. Aplicando o Operador do Calor nesta funcéo,

noés obtemos

% = Zze = —2{C*Wh, + 4CCYnTne + Wiy — (G + (CG)a]}-

Tomemos 0 < € < 1 para obter

1= 22s < —2{ (1= €)Wy + Wi [+ (0G)x — €G- (2} <o

se tomarmos g > (:—) 2 + ¢ — (€)=, 0 que é possivel pois ¢ € C5°(Q). Dai, pelo Principio do
Méximo para Equacoes Parabdlicas, temos

< < !

onde aqui notamos que ¥y, é suavizagao de us, sendo entdo dominada pela mesma constante cs
que domina ;.
Agora, consideremos somente uma vizinhanca de (z,s) na qual ( = 1 e passemos o limite

quando h — 0 para concluirmos que

ul + puZ, < A + pc

= upy < & + pcg — pul, < & + 2uck = .
Portanto, temos
|us| < cs.

A iltima desigualdade obtida acima encerra a demonstracéo. L

Terminaremos este capitulo com o seguinte resultado:

Teorema 3.6 Seja u a solugdgo do Problema 1.1 do Capitulo 1 e I' sua fronteira livre. Entdo
para todo (zg,19) € I' existe uma vizinhanca U de (zo,1,) tal que

Uszz, Uzt € C(QANU).
Demonstracao: Consideremos U obtido no teorema anterior. Como

Une = U + K, (2,8) €UNQ, (3.8)



58 3 A Lipschitz Continuidade de u;

temos que uz, é Lipschitz continua em UNE. Como a Lipschitz continuidade pode ser estendida
para o fecho de um conjunto, temos em particular que uz; é uma fun¢do Lipschitz em U N (1.

Derivando (3.8) com respeito a ¢, obtemos
Ugze = U € L2(UNQN). (3.9)

Assim, integrando a equacdo acima com respeito a varidvel espacial entre (z),t) e (z2,t), nés

obtemos
[uzt(21,8) = ge(Z2,8)| < |lthsze||Loqunmy |21 — 2|, (21,1), (22,8) €U NQL

Além disso, como u,; satisfaz a Equagdo do Calor no sentido fraco em U N (basta derivar (3.9)
com respeito a z), temos que u,; é analitica na varidvel temporal em U N ). Basta agora provar
que u,; é continua em U NI'. Para isto, tomemos (z,t,) € UNT, (z,t2) € U N e utilizemos a
Desigualdade Triangular para obter, tomando € > 0 arbitrario,

[uze(Z, 81) — un(2,82)| < |uge(z, 1) — un(z — €, 1)
+luz(z — €,11) — un(z — £,8)|
+|uzt(z — €, tﬁ) = uz’t(x! t?)l

< 2e||ttze|lL=wna) + |uzt(z — €,11) — ust(z — €, 13)|.

Passando o limite, temos pela continuidade de u,; em U N2 que

Hm |uge(z, 1) — uae(2, t2)| < 26tttz | = (vne).-

t2—+t]
Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, temos

i) — Sl )] =0,
to—]

e, por isso, u,¢ é continua na varidvel £, o que encerra a demonstraco. o



A Diferenciabilidade da Fronteira
Livre

Neste capitulo voltamos a estudar a fronteira livre I' para mostrar que existe uma para-
metrizacdo infinitamente diferencidvel da mesma. Para isto, utilizamos a Transformada de Le-
gendre, que nos dd uma fronteira livre mais regular, sob o prego de tornar a equagao diferencial
nao-linear, mesmo nos casos mais simples.

Seja u a solugao do Problema 1.1 do Capitulo 1 e I" sua fronteira livre. Dado (zg,%) € T’
arbitrdrio, tomemos uma vizinhanca U de (zg,%) na qual u, € C*(U N Q), cuja existéncia é
garantida pelo Teorema 3.6. Em Kinderlehrer e Stampacchia' [10], est4 enunciado (sem demon-
stracao) que a Lipschitz continuidade da curva I' garante uma extensdo C'(U) para u., fato
este que ndo conseguimos verificar. Considerando a validade de tal resultado, consideremos a
Transformagdo Hodogrdfica Parcial de Primeira Ordem

§= —‘L&:(:C, t)
(11)

=i, (z,t) e U.
Esta é uma aplicacdo C*. Calculemos o jacobiano desta transformacao para obter

o) —Uzz(Z,1) —Uz(z,1)

Az.t) = —u(z,1). (1.2)

0 1

Como uzz(Zo, %) = ue(Zo,t0) + k = k > 0, temos pelo Teorema da Funcéo Inversa que existe
uma vizinhanca de (zo, o tal que a inversa da transformacao definida em (1.1) estd bem definida,
além de ser também uma transformagdo C*. Esta transformacio mapeia a vizinhanca U N

Ra
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7| £

Figura 4.1: Efeito da transformagao hodogrifica numa vizinhanca de I'.

numa regiao
G c{(&); £€>0}
pois u,; < 0 nesta vizinhanca (¢f. Lema 3.1). Além disso, U NT € levada por esta transformagdo

num subconjunto
Zc{r); £=0},
pois u; = 0 sobre I'.
A Transformada de Legendre de u é dada por

v(€,7) = z€ + u(z,t), (£,7) e GUL, (z,t) € AN,

sendo que z e t devem agora ser interpretadas como funcoes de £ e 7. Esta transformada goza
da seguinte propriedade:

dv = zdf+ €dz + uzdz + udt

zd€ + £dz — €dz + updt = zd€ + uudr.

Como dv = ved + v.dr, temos ao comparar que

Ve = I,

vy = Uy
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Notemos também que,
_ Oy o0z _ 1 1
V€T 5¢ T 9 T 0€JoT | tss

tendo em mente (1.2).0 nosso problema de fronteira livre é

(13)

—Uge+U = k emUNQ,

u=u, = 0 emUNT,

que em termos de v se torna

—+4+v, = =k emG,

v = 0 emZ.
Analisando o comportamento local deste operador diferencial nao-linear via linearizacdo aplicada

em ((&,7), ndés obtemos

. d 1
I = 51—1»"05[(1+—.=:C)g+(v+5‘;)’]

y 1
5 [_ (vee + £Cee)? e Cr]

1
= = (%) §E€+Cr

que é um operador parabdélico a coeficientes continuos, por (1.3). Da teoria de equagoes diferen-
ciais parabélicas (¢f. LadyZenskays et al. [11]), temos que

veEC®(GUU);
logo, como uma parte de U NI' é representada por
(z,2) = (ve(0, 7),7)

com |7 — tp| suficientemente pequeno a fim de que valha o Teorema da Fun¢do Inversa. Obtemos
assim uma parametrizagdo C® de uma por¢do de I'. Como o ponto (zg, %) foi escolhido de
maneira arbitraria, podemos concluir que a curva I' inteira admite uma parametrizagao C,

como se queria demonstrar.
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A

Resumo de Analise Funcional Linear

O objetivo deste apéndice é fixar a notacdo empregada e dar ao leitor ndo familiarizado com
métodos modernos de andlise o fundamento necessdrio para acompanhar as demonstragoes dos
resultados deste trabalho. Para o leitor interessado em maiores detalhes sobre algum tépico
mencionado neste apéndice, as referéncias dos t6picos abordados se encontram em Evans [5] e
Brenner e Scott [2].

1 Espacos de Banach

Seja X um espaco vetorial real.

Definicao 1.1 Uma aplicagdo ||.|| : X — [0,00) é chamada uma norma se

L. [ju+ ol < [lul| + [[v]| para todos u,v € X;

2. |[Mul| = |Al|lu|| pare todo u € X, A € R;

3. ||ul| = 0 se e somente se u = 0.

A desigualdade 1 é conhecida por desigualdade triangular. Daqui em diante, nés assumimos
que X é um espago vetorial normado.

Definicdo 1.2 Dizemos que uma seqiiéncia {u}ie, C X converge para u € X, cuja notagGo €
U — U,

S€
Jim e — | =0.

Definicéio 1.3 Dizemos que uma segiéncia {ux}2, C X € uma seqiiéncia de Cauchy se para
cada € > 0 eriste N > 0 tal que

||luk — wi|| < & para todos k,l > N.

A5
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Definicao 1.4 Dizemos que X é completo se cada seqiiéncia de Cauchy em X converge, ou
seja, se {ur}s2, é uma segiiéncia de Cauchy, entdo existe u € X tal que {ux}S, converge para
u.

Definicao 1.5 Um Espaco de Banach X é um espago vetorial normado completo.

2 Operadores Lineares Limitados
Sejam agora X e Y espacos de Banach reais.
Definicao 2.1 Uma aplicagéo A: X — Y € operador linear se
ADu + pv] = M\Mu + pAv
para todos u,v € X, A,u € R
Definigao 2.2 A imagem de A € o conjunto
R(A):={veY; v= Au parc algum u € X'}
e 0 espago nulo ou micleo de A € definido por
N(A) :={u € X; Au=0}.
Definigao 2.3 Dizemos que um operador linear A: X — Y € limitado ou continuo se

|A|| := sup [|Aully < oo.
llullx <1

Definicao 2.4 Dizemos que um operador linear limitado u* : X — R € um funcional linear
limitado em X.

Definicao 2.5 Nds denotamos por X* a colegdo de todos os funcionais lineares limitados defi-
nidos em X; X* € o espago dual de X.

Definicao 2.6 Se u € X, u* € X* nds denotamos por
(u*,u)
o nimero real u*(u). O simbolo ( , ) denota o produto de dualidade de X e X*.

Definigdo 2.7 Nés definimos

|Ju®|| := sup [(u®,u)]
fluli<1

Definicdo 2.8 Um Espago de Banach € reflexivo se (X*)* = X. Mais precisamente, isto signi-
fica que para cada u** € (X*)* eriste u € X tal que

(u™,u) = (u*,u) Vu' € X"
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3 Convergéncia Fraca
Seja X um Espago de Banach real.

Definigcao 3.1 Dizemos que uma segiéncia {ux}se, C X converge fracamente para u € X,
denotado por
U — U,

(", ue) = (u, u)

para cada funcional linear limitado u* € X*.

E f4cil verificar que se ux — u entdo ux — u. Vale também o fato de que qualquer segiiéncia
fracamente convergente € limitada. Além disso, se ux — u, entdo

] < liminf [ue].

Teorema 3.2 (Compacidade Fraca). Seja X um Espago de Banach reflezivo e suponha que
a seqiéncie {ug}p2, C X € limitada. Entdo ezistem uma subsegiéncia {ug}32; C {ur}2,; e
u € X tais que

Ug; — U.

Em outras palavras, seqiiéncias limitadas em Espacos de Banach reflexivos sdo fracamente pré-

compactas.

Teorema 3.3 (Mazur).Seje X um Espago de Banach reflezivo e U C X um fechado e convezo.
Entdo X € fracamente fechado, ou seja, segiiéncias fracamente convergentes em U tém limites
pertencendo ao mesmo conjunto U.

Um exemplo importante no qual utilizamos as idéias de convergéncia fracas € aquele no qual

tomamos U C R" aberto, e assumimos 1 < p < oo. Entéo
o espaco dual de X = IP(U) é X* = LI(U),

onde

1+£=l, 1< ¢g<oo.
P q

Mais precisamente, cada funcional linear limitado definido LF(U) pode ser representado
como

i [ o(a)f(z)do
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para alguma g € LY(U). Dai
fe = f em LP(U)
significa
[ 9@ @) dz > [ 9(a)f(2)d, k- oo, Vg € L(D). (3.1)
Em particular, o Teorema 3.2 entdo nos assegura que podemos extrair de uma seqiiéncia limitada
em L?(U) (1 € p < oo) uma seqiiéncia fracamente convergente, isto é, uma seqiiéncia que satisfaz
(3.1). Este im importante resultado de compacidade, mas notemos muito cuidadosamente que

a convergéncia (J.1) néo implica que fiy — f pontualmente ou em quase toda parte.

Definicao 3.4 Sejam X,Y dois espacos normados e f : X — Y um operador linear. Dizemos
que o operador f ¢é compacto se f(A) for compacto em Y para todo conjunto A C X limitado.
(Um conjunto limitado num espago normado € aquele o qual € contido na bola Bg(0) para algum
R > 0.) f é completamente continuo se for continuo e compacto. f é limtado se f(A) for
limitado em Y para todo A C X limitado.

Todo operador compacto é limitado. Assim, todo operador linear compacto é completamente

continuo.

Definicao 3.5 Dizemos que um espaco normado X € imerso num espago normado Y, denotado
por X - Y, se

1. X é um subespago vetorial de Y;

2. o operador identidade I : X — 'Y € continuo.

Definicao 3.6 Dizemos que X ¢ compactamente imerso em Y, denotado por X —— Y, se o
operador de imersao I for compacto.



Convolucao e Suavizacao

Neste apéndice nés introduzimos ferramentas que nos permitirdo construir aproximagoes

suaves para funcoes dadas. Seja (2 C R aberto, e para cada h > 0, definamos os conjuntos
Qn := {z € Q; dist(z,00) > h}.
Consideremos a funcao C*°(R™) definida por

Cexp (ppz) ol <1,
n(z) =
0 |z| > 1.

onde C > 0 é tal que
de=1.
/m n(z)
Para cada h > 0, definimos
= fen(3)
ﬂh = h“ 7} h *
Nés chamamos 7 o nicleo suavizanie padrdo. As funcoes 1y, sao C™ e satisfazem
[ m(@)ds =1, supp(ms) € {a; |z < h}.
Definicao 1.1 Se f : Q@ — R ¢ localmenie integrdvel, definimos sua regularizagao como
fa=mxf em Q.

Isto é,
@)= [ mE-nf@dy= [ ma—v)i@)dy

para T € (Y.

ARG
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Teorema 1.2 (Propriedades das regularizantes)
1. fn € C™(Qn);
2. fa—= f q.t.p. quando h — 0;
3. Se f € C(Q), entdo fn — f uniformemente em subconjuntos compactos de S;

4. Sel<p<oo,efell . (Q), entdo f = f em LI,.
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Apontamentos de Espacos de Sobolev

Neste apéndice damos algumas defini¢oes e resultados sobre os Espacos de Sobolev e Teoria

das Distribuicoes, que sdo utilizados neste trabalho.

1 Derivadas Generalizadas (Fracas)

Antes de dar o conceito de derivada generalizada ou fraca, introduzimos alguns conceitos
basicos e algumas notagoes, que sio dadas assumindo que estamos trabalhando num conjunto
(2 C R" mensuravel no sentido de Lebesgue com interior ndo- vazio, ou seja, consideramos um
dominio 2 do R":

Um multi-fndice , denotado por a, é uma n-upla de niimeros inteiros ndo-negativos o, ¢ =

1,2,...n. O comprimento de « é dado por

la| =" o
i=1
Para ¢ € C*(2), denotemos por

0

Da¢a D‘:@ (a) ¢: ¢(a}, ou 6:¢

g h™ g ™
(6=) (o)
Dado um vetor z = (z1,...,%Z,) € R", nés definimos z® := z{'.z5? ...z2". Note que se z for sub-
stituido formalmente por 3/0z := (8/0z:1,--+,0/0z,), entdo esta definicio de z* é consistente
com a definicdo anterior de (0/0z)". Note que a ordem desta derivada é dada por |a|.
A seguir, introduzimos o conceito de suporte de uma funcdo definida em algum dominio

QcC R

a derivada parcial usual:

Definicao 1.1 Dada uma fungdo u, definimos o suporte de u como o fecho do conjunto
supp(u) = {z € Q; u(z) # 0}.

71
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Se supp(z) for um conjunto compacto (i.e., se for limitado) e se for um subconjunto do interior
de €2, entdo dizemos que u possui suporte compacto em 2. Com o intuito de estender a funcgao
para todo o R", é natural defini-la como sendo zero em R*\supp(z). Quando Q é um conjunto
limitado, é equivalente dizer que u se anula numa vizinhanca da fronteira de {2 (denotada por
onN).

Definigao 1.2 Seja Q um dominio no R*. Denotamos por D(2) ou C§°(f)) o conjunto das
fungoes C*(QY) com suporte compacto em ).

O conjunto D(R2) definido acima é ndo-vazio para todo conjunto 2 com interior ndo-vazio,
fato este verificado ao considerarmos translagoes e mudancas de escala convenientes da funcao
n definida no apéndice anterior.

N6s usamos o espago D para estender a nogao de derivada para uma classe de fungoes maiores

que C*°, mas antes disso introduzimos um outro conceito:

Definicao 1.3 Dado um dominio Q, o conjunto das funcdes localmente integraveis € denotado
por
LL.(Q) :={f; f € L}K) VK cc Q},

onde K CC Q significa inclusdo forte: K é compacto e subconjunto do interior de ).

Finalmente, nés apresentamos a nova defini¢cao de derivada:

Definicdo 1.4 Dizemnos gque uma funcgdo f € L}, .(Q?) dada possui uma derivada fraca, denotada
por D f, se eziste uma fungdo g € L}, (Q) tal que

/n 9(z)é(z) dz = (-1) fn f(z)¢'*)(z) dz, V¢ € D(Q).

Quando a funcdo a ser derivada fracamente é suficientemente regular, as derivadas generalizadas
e usuais coincidem, motivo pelo qual nés ignoramos as diferencas entre os dois conceitos de
derivada, ou seja, consideramos em geral derivacao generalizada mas utilizamos as propridades
cléssicas de derivadas quando for possivel e oportuno.

A seguir enunciamos um teorema que 1util para provar a existéncia da funcéo auxiliar 7(z)
utilizada neste trabalho (¢f. Capitulo 1):

Teorema 1.5 Sejam K,F C R*, K e F disjuntos, sendo K compacto e F fechado. Enido
eziste uma fungio ¢ € D(N) tal que p(z) =1 em K e ¢(z) =0 em F.
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2 Normas de Sobolev e Espacos Associados

Utilizando a nogdo de derivada fraca, nés podemos generalizar as normas e espagos de Le-
besgue incluindo esta nova nocao.

Definicdo 2.1 Sejam k um nimero inteiro ndo-negativo, e f € L}, (Q). Suponha que as de-
rivadas fracas DS f existam para todo |a| < k. Definimos a Norma de Sobolev como

1/p
| fllweagn) := (Z |ID$f”§m(n))

el <k
nocaso 1 <p<oc, e

£ lweco gy = I‘-’;‘Igf”DEf”L“{ﬂ}-

Deste modo, nds definimos os Espagos de Sobolev como
WH*P(Q) == {f € Li,o(Q); ||fllwre(ey < 00}

Os Espacos de Sobolev estao relacionados a outros espacos de fungoes sob condigdes especiais.

Por exemplo, relembrando a norma Lipschitz

f(z) - fly)
z—y

= llises +sup{ —— y},

e o espaco correspondente das Funcgées Lipschitz
Lip(Q) = {f € L=(Q); ||fl|zipiy < 00}-

Entdo temos que Lip(2) = WH®(Q) com normas equivalentes, no caso de Q for dotado de
alguma regularidade (e.g. convexidade).

No caso unidimensional (n = 1), o espago W'*(Q2) pode ser caracterizado como o espago das
fungoes absolutamente continuas num intervalo 2.

E facil ver que || f |lwr.r(q) € uma norma.
Teorema 2.2 O Espago de Sobolev é um Espago de Banach, reflexivo para 1 < p < oo.

H4 uma outra definicdo para o Espaco de Sobolev, 1til em alguns casos. Ao considerarmos

o conjunto

CF = C®(Q) NW*(Q),

podemos definir o Espago de Sobolev W*?(Q2) como o fecho de CF° na norma ||. |w.»(), valendo
entdo o seguinte
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Teorema 2.3 Seja 2 um conjunto aberto qualguer. Entdo C§¥ € denso em W*?(Q).
Ao considerarmos 2 C R™ limitado, podemos provar que C3°(f2) ndo é denso em W*?(Q).
Denotemos entdo por Wy(Q) o espaco obtido através do completamento de C§°(Q2) na norma

||-”W*,rm) -

Para encerrar esta se¢@o, vamos enunciar um resultado de regularidade para a parte positiva
de uma funcido em W1?(Q):
Teorema 2.4 Sejam 2 C R* eu € W'P(Q), 1 < p € oc. Entdo mdz(u,0) € W'?(Q) e, para

1<i<n
uz;, em {z € Q; u(z) > 0}

[md.'c(u, 0)]=i =
0 em {z €Q; u(z) <0}

no sentido das distribuicées.

3 Imersoes Compactas de W#?(Q)

Muitas propriedades dos Espagos de Sobolev definidos num dominio e, em particular as
propriedades de imersao destes espagos, dependem das propriedades de regularidade de 2. Tais
propriedades sdo expressas através de condigoes geométricas que sdo ou ndo satisfeitas por um
dominio dado. Nés especificamos algumas destas condigbes abaixo para em seguida enunciar o
Teorema de Rellich-Kondrachov, que d4 condigoes de para que os Espacos de Sobolev W*?((QQ)

possam ser imersos compactamente em outros espagos de funcgoes.

Defini¢ao 3.1 Dado um ponto z € R*, uma bola aberta B, centrada em z, e uma bola aberta
B, que nao contém z, dizemos que o conjunto

C::=BinN{z+ Ay —z); y € By, A> 0}
¢ um cone finito em R"® possuindo vértice em z. Denotemos também por
z+Cy:={z+y; yeCo}

o cone finito com vértice em z obtido via translacao paralela de um cone finito Cy com vértice
na origem.

Definigdo 3.2 Dizemos que uma cobertura aberta O de um conjunto S C R™ é localmente
finita se gqualguer subconjunto compacto do R*® tiver intersecd@o com uma gquantidade finita de
elementos de O. Tais colecées localmente finitas de conjuntos devem ser enumerdveis, logo
podem ser listados numa segiiéncia.



C. Apontamentos de Espacos de Sobolev 75

Se S for um fechado, entdo qualquer cobertura aberta de S possui uma subcobertura local-
mente finita.

Nas defini¢Ges a seguir, consideramos 2 C R® um dominio limitado:

Definicao 3.3 Dizemos que Q possui a propriedade do cone se eziste um cone finito C tal que
cada ponto T € S € o vértice de um cone finito C, contido em ) e congruente a C, ou seja, C;
¢ obtido através de C por movimento rigido.

Definicao 3.4 Dizemos que Q) possui uma fronteira (localmente) Lipschitz se cada ponto z € 9
possuir uma vizinhanca U, tel que 8(QNU,) é o grdfico de uma funcdo Lipschitz, num sistema
de coordenadas conveniente.

Definicao 3.5 Se 0 < A < 1, nds definimos C™*(Q) como o subespago de C™(Q) que consiste
das fungoes ¢ para as quais, para 0 < |a| < m, D*¢ satisfaz uma condicao de Holder de expoente

A em 2, ou seja, existe uma constante K tal que
|D*¢(z) — D*¢(y)| < K|z —y*, z,y € .
C™*(§2) é um Espaco de Banach com norma dada por

o |D°¢(z) — | D*¢(y)|
I8llema@) = lI¢llen@) + oéﬁﬁfm Sup |z — y|A
z,yeN

zFyY
Agora nds sumarizamos as virias imersdes compactas de W*?((Q2) no seguinte teorema.

Teorema 3.6 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Sejam Q2 um dominio do R, Qy um sub-
dominio limitado de ), e QF a intersecdo de Sy com um hiperplano de m dimensées do R".
Sejam j, k inteiros, com j > 0,m>1, e sejal < p < oo.

1. Se Q) possui a propriedade do cone e kp < n, entdo as seguintes imersoes sdo compactas:

Withp(Q) e WD) se O<n—kp<m<ne
(3.1)
1< g <mp/(n— kp),

Witke(Q) e WHH(QF) se n=kp, 1<m<ne
(3.2)
1<g<oo.
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2. Se () possui a propriedade do cone e kp > n, entdo as seguintes imersoes sd@o compactas:

j+k g
Witk?(Q) —— Cg, (3.3)

Witk?(Q) s WH(QP) se 1< g < oo. (3.4)
3. Se Q) possui fronteira localmente Lipschitz, entdo as sequintes imersdes sGo compactas:

J+kp 31(Q
WIthP(Q) e CI(Qp) se kp > n, (3.5)

Withk?(Q) 9 CAQp) se n>kp>(k—1)pe
(3.6)
0<A<k—(n/p).

4. Se Q) é um dominio arbitrdrio do R*, entdo todas as imersdes (3.1)-(3.6) sGo vdlidas se
W*2(Q) € substituido por Wg*(R).
4 Tragos de Fungdes em W*?(()

No estudo de problemas de valores de fronteira para operadores diferenciais parciais definidos
num dominio (2, é importante determinar, em algum sentido, valores de fronteira para funcoes

em W*#(Q), que é o objetivo do préximo

Teorema 4.1 Sejam Q) C R® um conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitz continua,
k > 1 um inteiro e p € [1,+00). Entdo as seguintes proposigoes sGo verdadeiras:

1. Sekp<nel <q<(n-1)p/(n—kp), entdo eriste uma tnica aplicagdo vy : W*?(Q) =
L9(052) linear, continua tal que se u € C§°(52) entdo

Tou = ulan.

Se u € W*?(Q), nds chamamos you o trago (de ordem 0) de u em 3Q; se p > 1, entao 7,
é compacto;

2. Se kp = n entao (1) vale para q > 1 arbitrdrio;
3. Se kp > n, entdo o trago You de u € W*?(Q) c C°(Q) € a restrigio cldssica;
4. (Whe(Q)) = LP(89).





