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Introducao

A dispersdo de uma populacio é um processo de grande importancia em sua dindmica.
Pode ser uma resposta a condicdes temporariamente desfavordveis em meios heterogéneos
num processe onde a populagdo busca condigbes adequadas para se desenvolver. Além
da heterogeneidade espacial dos recursos, a dispersdo também pode ocorrer em ambientes
homogéneos como uma estratégia de sobrevivéncia, assim como pode ser uma maneira
de evitar a corapeticdo intra e inter especifica ou mesmo de escapar a um predador [Kot
and Schaffer, 1986; Neubert et al., 1995; Kareiva, 1990; Levin 1992; Shigesada, 1997].
Assim, para se estudar e compreender a distribuicdo espacial de uma populagin devemos
considerar o processo de dispersio.

A introducdo de uma nova espécie {plantas ou animais) em um habitat é um importante
processo ecolégico que pode ter sérias conseqiiéncias econbmicas além de alterar o equilibrio
de todo o ecossistema [Hart and Gardner, 1997; Andow et al., 1993]. Quando a populagio
se estabelece e persiste numa Srea que D30 ocupava anferiormente, diz-se ter ocorrido uma
colonizagéo. A introducgio pode ocorrer propositada ou acidentalmente, pelo homem ou
por fendmenos naturais como por exemplo, por variagfes climdticas ou catdstrofes como
vulches, etc. De qualquer maneira, as espécies invasoras podem arrasar ou dizimar muitas
espécies n&tivas, principalmente quandlo estas sao competidoras inferiores, ndo apresen-
tando vantagens competitivas sobre a invasora [Allen et al., 1996]. O mesmo pode ocorrer
quando a espécie invasora ndo encontra, no novo ambiente, seus inimigos naturais que
limitam sen crescimento e mantém o equilibric da populacdo, como no caso de invasio
de pestes na agricultura onde séo relatadas devastagGes de plantagbes inteiras [Shigesada,
1996]. Além disso, uma epidemis também pode ser vista como um processo de invasdo onde

considera-se a expansio da populacio infectada [Murray, 1989; Diekmann 1978; Mollison,



1986].

O aspecto negativo das invasbes bioldgicas faz com que este processo desperte grande
interesse na comunidade cientffica. Entender como este fendmeno se processa, isto é, quais
as condigbes necessdrias para que ocorra uma invasio; a que taxa uma populacdo pode
invadir um nove ambiente; apds wma invasio, gual impacto o invasor teve sobre o am-
biente; que tipo de ambiente é suscetivel & invasdo de uma espécie determinada; etc, é
de extrema importincia para que se possam adotar medidas de controle para conservacio
de espécies, protegio de plantagdes contra pragas ou ado¢do de estratégias contra o es-
pathamento de epidemias [van den Bosh et al., 1990; Andow et al., 1993). Neste sentido,
modelos matemdticos para dispersfio tém sido utilizados hd décadas para explicar e des-
crever 0s fendmenos de invasao bioldgica.

Skellam em seu trabalho pioneiro de 1951 [Skellam, 1951}, utilizou um modelo de reaco-
difusdo para descrever s invasio do rato almiscarado na Europa. A partir de entio,
ecdlogos, bioldgos, epidemiologistas e matemdticos se dedicam a analisar modelos ma-
tematicos baseados em suas idéias para a descricdo dos processos de invasio bioldgica. Nas
nltimas décadas, modelos mais gerais t8m sido propostos para descrever processos invasivos
de longo alcance nos quais a difusdo ndo se aplica [Andersen, 1991; Okubo, 1880; Murray,
1989; Shigesada et al., 1995; Veit and Lewis, 1996; Kot and Schaffer, 1986; Kot, 1992;
entre outros|.

O estudo matemético da dindmica populacional de insetos sociais {como formigas e abel-
has) apresenta problemas peculiares que exigem uma abordagem conceitual nova quando
comparado aos modelos matemdticos de difusdo clissica e reagdo de massa. A diferenga
mais notével se refere & caracterizacdo dos individuos, que nos modelos cldssicos sao con-
siderados como entidades bioldgicas interativas mas independentes [Murray, 1989; Okubeo,
1886]. Por outro lado, urma populagio de insetos sociais deve ser descrita por meio da
densidade de coldnias e nio de individuos uma vez que estes insetos néo sobrevivem iso-
ladamente [Seeley, 1985; Wilson, 1971]. Cada colonia tem uma identidade singular que
a distingiie das outras ndo s6 pela constitmigio genética mas também pela capacidade de
inter-reconhecimento através de canais préprios de comunicacgio (feromdnios) [Brian, 1985].
A interacio entre coldnias se d4 basicamente através da fecundacio das rainhas em locais

¢ épocas determinadas e por meio de competigdo por recursos de uma mesma regifo.



O modelo matemdtico a ser desenvolvido, embora tenha um significado amplo no estudo
da dindmica populacional de insetos sociais, serd abordado com objetivo de aplicagio ao
conhecido fenGmeno de dispersio de abelhas africanizadas através do Continente Ameri-
cano que se iniciou a partir de algumas rainhas (Apis mellifera scutellata) liberadas aci-
dentalmente em Rio Claro - SP em 1957 [Gongalves, 1974]. Este extraordindrio fenémeno
populacional ¢ uma das histérias mais bem sucedidas de introdugfo de uma espécie de
insetos e tem sido detalhadamente observado e estudado do ponto de vista bioldgico [Otis,
1991; Winston, 1992} devido & sua irreprodutibilidade e & sua importéncia ecoldgica e
econbmica. Num processo populacional sem precedentes, estas abelhas se espalharam &
espantosa velocidade de até 300-500 km por ano, atingindo altas densidades logo apds a
colonizagio de uma nova érea.

Tiveram grande impacto na apicultura da América Latina pois as mesmas carac-
terfsticas que proporcionaram sua extracrdindria adaptagio foram altamente prejudiciais
a0 seu manejo, fazendo com que muitos apiculiores abandonassem suas atividades.

O ciclo reprodutivo das abelhas africanizadas € divido em etapas bem definidas. Uma
etapa sedentdria em que se dé o crescimento da colonia como individuo, na qual hé um au-
mento da populagio interna e das reservas energéticas em mel e, nma etapa de reprodugio
na qual se dd a dispersio dos individuos.

A reproducio das coldnias, e portanto o crescimento populacional, é devido essencial-
mente & formacio de enxames a partir de uma "coldnia mie”, que poderia ser encarado
como figsbes multiplas. O processo de dispersao, por sua vez, estd intimamente ligado &
formacio de enxames e ao fendémeno de abandonos de sitios, que acontece em decorréncia
de baixos niveis de recursos da regifo ou por pressao predatéria. O movimento indivi-
dual ou aleatdrio dos individuos nao é a causa da dispersfio e & neste aspecto que hd
uma diferenca essencial com relagio aocs modelos existentes sobre dispersio bioldgica. Em
contraste, o movimento das colénias tem um cardter marcadamente ndo-local [Winston,
1992] uma vez que os enxames evitam deliberadamente a vizinhanca do sitio inicial e po-
dem se transladar por enormes distdncias antes de fixarem ¢ local da nova coldnia [Seeley,
1985; Winston, 1987]. Além disto, ainda hd um cardter de taxia também de longo alcance
resuliado da intensa e extensa prospeccio efetuada pelas abelhas escoteiras na avaliagdo

de sitios adequados [Roubik, 1989], o que diferencia totalmente este processo do processo



difusivo classico de Fick.

A prospecgao realizada pelas abelhas escoteiras varre uma regido de um raio de aproxi-
madamente 10 km [Roubik, 1989; Winston, 1987 e portanto nio pode ser considerada, de
forma alguma, como um processo microscpico. importante observar ainda que o pro-
cesso de prospecgdo individual realizado pelas abelhas escoteiras é obviamente de cardter
aleatdrio tal como qualquer outro procedimento de levantamento de dados em uma etapa
inicial desprovida de informacgfo. Entretanto, este é um mecanismo individual e ndo en-
volve a movimentagao das coldonias ou dos enxames, que permanecem em suas posicoes até
o momento em que hd uma decisio sobre o novo sitio a ser ocupadeo.

O modelo Keller-Segel [Keller and Segel, 1970; Murray,1989] de taxia por prospecgio
difusiva cldssica ndo ¢ aplicdvel diretamente neste caso e deve ser modificado para a inclusio
destas caracteristicas. As abelhas escoteiras represenfam uwma forma de sensoriamento
{de longo alcance} das coldnias que sdo os "individuos” da populagio em questdio. A
propésito, no modelo Keller-Segel o sensoriamento tem um cardter local com resj}eito a0
sinal bioguimico mas este representa apenas uma etapa intermedidria de transmissio de
sinais entre coespecificos. Visto desta forma, o0 modelo matematico de Keller-Segel pode ser
encarado como representando uma interagio ndo local, (embora de relativo curto alcance},
entre microorganismos. ) presente trabalho tem alguns pontos de contato com ¢ modelo
discreto com operador integral de Kot [Kot, 1992] desenvolvido para o estudo de dispersdo
de organismos sazonais.

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver, analisar gualitativamente e simular
numericamente rwodelos para uma descrigdo do processo de dispers@o das abelhas africa-
nizadas. Neste sentido, o Capitulo 1 € dedicado a uma introdugio 4s principals carac-
terfsticas do comportamento das abelhas africanizadas. Como insetos altamente sociais,
exibem uma combinacio de caracteristicas individuais e cooperagio social. Uma com-
preensdo dos mecanisrnos bésicos de reproducdo e dispersdo destes insetos € indispensdvel
para & formulagio de um modelo matemético que descreva razoavelmente bem ¢ sen pro-
cesso dispersivo. |

A andlise das escalas espacias e temporais de movimentacdo e reprodugdo dos in-
dividuos, bem como a escala de observagio do fendmenc sfio essenciais na modelagem

matematica. O padrio de crescimento e espalhamento geogrdfico das abelhas africanizadas,
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guando observados em uma escala espacial de algumas centenas de quilémetros e numa
escala de tempo de alguns anos, tornam as equacgdes de reagio-difusdo inapropriadas para
uma descrigdo de seu processo de espalhamento. No Capitulo 2, discutimos as hipdteses
implicitas nas equagdes de reagdo-difusio e sua impertinéncia no problema em questéo.
Também neste capitulo, apresentamos uma altenativa de representacio de fendmenos nio
locais (como a dispersio das abelhas africanizadas) oferecida pelas equactes a diferencas
com operadores integrais inicialmente utilizadas em fendmenos de dispersiio populacional
por Kot e Schaffer {1986).

No Capitulo 3 construimos trés modelos discretos no tempo e continuos no espaco para
a descricBo da dispersdo das abelhas africanizadas. Num primeiro modelo, consideramos
uma distribuicio homogénea dos recursos e portanto a probabilidade de instalacio das
novas colénias em uma posicio depende apenas da distincia deste sitio & coldnia original.
Num segundo modelo, para uma distribuico ndo homogénea dos recursos, acrescentamos
a0 modelo o fendmeno de taxia dos enxames com relacio aos recursos existentes em cada
posigio. Finalmente no terceiro modelo, incluimos a taxda com relago aos recursos dis-
poniveis em cada posi¢io. Isto €, incluimos o fate de que ao avaliar um sitio para instalagio,
as abelhas conseguem detectar a densidade populacional j4 existente naquele sitio, evitando
assim, regites de alta densidade. A inclusio de um termo de taxia em modelos discretos
com operadores integrais néo sAo abordados na literatura citada. Além da formulagie dos
modelos, apresentamos simulagbes numéricas de varias situacdes interessantes e reveladoras
dae comportamento qualitativo dos modelos propostos.

Finalmente, apresentamos no Capitolo 4 um modelo discreto de simulacdo do tipo
autbmatos celulares para descrever s dispersio das abelhas africanizadas a partir de seu
estoque energético em mel. Og autématos celulares consisterm de simulagdes discretas
no tempo, espaco e no estado do sistema. A idéia bdsica de sua formulagio consiste
em considerar cada posicio do espaco como uma céhula e a cada uma delas atribuir um
ou mais estados (em nimero finito) que sdo modificados a partir de regras de transigio
estabelecidas de acordo com o problema que se pretende descrever. Estes modelos sio
muito convenientes na descrigio de processos espaciais oferecendo uma alternativa para a
descricdo da dispersdo das abelhas africanizadas em um dominio bidimensional. Para o

modelo discreto construfmos regras de movimentacio dos enxames para uma distribnigio



homogénea de recursos e regras para descrever o fendmeno de taxia quando 0s recursos
estio distribuidos heterogeneamente. Realizamos simulagOes para os modelos propostos e
interpretamos os resultados obtidos, comparando-os com resultados do modelo continuo

no espaco apresentado anteriormente.



Capitulo 1

Aspectos da Biologia Populacional
das Abelhas Africanizadas

Devido & sua reputagdo de boa produtora de mel em climas tropicais, 133 rainhas da
abelha africana Apis mellifera scutellate foram trazidas, principalmente da Africa do Sul,
para Piracicaba - SP por W. E. Kerr em 1956. Apenas 47 rainhas sobreviveram. Em
marco de 1957, 35 coldnias da  scutellate foram transferidas para o Horto Florestal de
Camaqua em Rio Claro-SP onde estudos de selecdo tentavam eliminar seu traco agressivo
e desenvolver uma raca melhor adaptdda as condigdes brasileiras que a abelha européia.
Um apicultor visitante mal informado, numa tentativa de auxilio, removeu a protecdo du-
pla contra a safda de rainhas. Conseqiienternente 26 colonias enxamearam e as rainhas se
espalharam e cruzaram com as abelhas earopéias {Apis mellifera mellifera e Apis mellifera
ligusta, a alemd preta e a italiana, respectivamente) existentes na regifio formando o que
hoje se conhece por abelha africanizada [Gongalves, 1974, O resuliado deste cruzamento
produziu abelbas geneticamente variadas mas com caracteristicas de comportamento pre-
dominantemente herdadas da A. m. scutellota, razdo porque da denominacio genérica de
africanizada para todas elas [Winston, 1992; Otis, 1991]. Como a din&mica populacional
é essencialmente governada pelas caracteristicas de comportamento, estamos considerando
todas as suas descendenies como pertencentes a uma unica populagio.

A partir de entdio, a abelha africanizada se espalbou por todo continente ocupando
hoje desde o norte da Argentina, entre os paralelos 33°5S e 34°S, até o norte do México,
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aproximadamente 24°N [ver figura 1.1]. Podem suportar grande variedade de habitats,
desde o nivel do mar até 2.900m de altifude incluindo clima tropical seco, florestas, cerrados
e florestas tmidas {Gongalves, 1974]. '
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Figura 1.1: Espalhamento das abelhas africanizadas pele América a partir de sua liberagio
em Rio Claro-SP em 1957. [Figura eztraida de Winston, 1992]

Infelizmente as oesmas caracteristicas que proporcionaram sua extraordindria adapiacio
4 América tropical foram altamente prejudiciais ao seu manejo, fazendo com que mui-
tos apicultores abandonassem suas atividades, causando grande impacto na apiculiura da
América Latipa.

O comportamento dos insetos sociais, em particular das abelhas meliferas, envolve me-



canismos complexos e coordenados de milthares de individuos. Abelhas meliferas tém sido
intensivamente estudadas sob varios aspectos, devido & sua importincia econdmica e & sua
natureza extremamente interessante [Winston, 1987]. H4 uma vasta bibliografia especia-
lizada nestes insetos a partir de diferentes perspectivas como a de apicultores, bidlogos
maoleculares, ecllogos comportamentais, etc. A compreensdo dos mecanismos bédsicos de
funcionamento e reproducdo das colonias sio indispensdveis para a formulagio de um mo-
delo matemdtico para a descrigdo da dispersdo de insetos sociais e em particular das abethas
africanizadas. Neste capitulo vamos apresentar os principais aspectos da biologia popula-
cional desta espécie de abelhas, isto é, nosso objetivo aqui é apresentar uma introdugio
a0s fatores bésicos e fundamentais do comportamento social das abelhas africanizadas que

nos possibilitem uma descrigio razodvel de seu espalhamento.

1.1 Insetos Sociais

Rigorosamente, sfo considerados como insetos sociais 0s grupos de insetos nos quais
seus membros possuem trés atributos: individuos da mesma espécie cooperam no cuidado
dos jovens; hd uma divisdo de trabalho de acordo com o sexo dos individuos, sendo que
os individuos estéreis trabalham em favor dos individuos férteis; hd uma defasagem nas
geracoes de maneira que individuos jovens, em algum momento de suas vidas, ajudem seus
pais [Wilson, 1971; Brian, 1983]. De uma maneira mais geral e para evitar de se excluir
fenéimenos interessantes, pode-se considerar como uma sociedade os grupos de individuos
da mesma espécie que sio organizados de maneira cooperativa {Wilson, 1971},

De todos os insetos sociais, as abelhas meliferas sfo as mais intensivamente estudadas
e sio consideradas como base para estudos comparativos de muitos aspectos comporta-
mentais e fisioldgicos. Vivem em coldnias constituidas de uma rainha, operdrias e zangoes
(em nimero gue depende da espécie). Os individuos de wma mesma coldnia se reconhecem
mutuamente e defendem a coldnia contra a entrada de individuos da mesma espécie ou ou-
tros organismos, Cada casta da coldnia desempenba atividades distintas e ocupa posigoes
determinadas na sociedade [Winston, 1987; Brian, 1983].

A rainha possui enormes ovdrios que lhes possibilitam a oviposicio de milhares de ovos

diariamente, é atendida por operérias que a alimentam e higienizam e possui feromonios
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que controlam grande parte do comportamento coletivo da colénia proporcionando-lhe a
unidade social., O zangbes, também sexuades, possuem a Unica e importante tarefa de
fecundar a rainha, apds o que, morrem. As operdrias por sua vez, desempenham tarefas
intermindveis na colméla. Raramente reproduzem e sfio responsdveis pela manutencio
da colméia: Hmpam os favos, selam as células, produzem e estocam o mel, realizam a
colheita de néctar e pdlen, atendem as necessidades da rainha e das larvas e uma miriade
de atividades [Winston, 1987].

(O habitat natural das abelhas melfferas {Apis mellifera) se extende desde o sul da
Africa, passando por savanas, florestas Umidas, desertos e climas amenos do Mediterrdneo,
até alcancar o norte da Europa e sul da Escandindvia [Winston, 1987]. Esta grande va-
riedade de condicdes climdticas e recursos florais proporciona a existéncia de numerosas
subespécies {racas) de abelhas meliferas, respectivamente adaptadas &s condigbes de cada
regido [Winston, 1987]. Neste sentido, é dificil compreender o fendmeno de dispersio das
abelhas africanizadas com base apenas nos conhecimentos do comportamento das abelhas
européias. Estas duas ragas de abelhas s@o da mesma espécie mas t8m caracteristicas
profundamente diferentes. A abelha africanizada vive em regides de clima tropical e néo
sobrevive a baixas temperafuras enquanto que a abelha européia vive em regides de clima
temperado. As razdes que explicam a discrepincia no comportamento destas ragas sio
as diferencas no clima, na distribuigdo de fontes fiorais e na abundincia de predadores
[Winston, 1992].

1.2 Colméias

Para todos animais que habitar regides de clima temperado, sobreviver ao inverno é um
grande desafio. A hibernac¢o em estado dormente, a migragao para regifes mais quentes
ou a intensiva termorregulacio sdo as estratégias usadas pelos animais destas regiGes para
sobreviver as baixas temperaturas e 4 escassez de recursos durante invernos prolongados
[Seeley and Visscher, 1985},

A maioria dos insetos recorre A estratégia de permanecer em estado dormente. No
entanto, as abelhas sociais de clima temperado utilizam ¢ processo de termorregulagao.

Este processo exige que a coldnia se prepare durante as outras estagdes, escolhendo um
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local apropriado e bem protegido para a construciio da colméia e provendo a colénia de
um estogne de mel superior a 20 kg e uma populagio de mais de 20,000 operdrias [Seeley
and Visscher, 1985]. Portanto, abethas de clima temperado se desenvolvemn em colméias
de grande porte.

Nas regides de clima tropical, inverno tem outro significado, ndo hd grande variagio
na temperatura durante o ano e sdo as precipitagbes que determinam as estagbes. Desse
modo, as abelbas em climas tropicais n8o necessitam de grande estoque de mel e port-
anto constroem colméias de menor porte comparado ds abelhas européias. As colméias
produzidas pelas abelhas africanizadas ocupam cavidades de 20 litros em volume e édrea
de favo entre 8.000 e 11.000 cm? enguanto as abelhas européias, adaptadas ao clima tem-
perado, constroem colméias que ocupam cavidades de 45 litros em volume e drea de favo
de aproximadamente 23.400 cm? [Winston, 1992]. Abelhas africanizadas (nfio manejadas)
em colméias de 22 | estocam aproximadamente um tergo do mel que as abelhas européias
{também no manejadas) estocam em colméias de 40 1.

Além da diferenca no tamanho ¢ no estoque de mel, as colméias das abelhas africa-
nizadas e européias também diferem quanto 4 exposicdo. Mais uma vez, as diferencas no
¢lima determinam um comportamento distinto entre estas duas ragas. Para as africanizadas
s80 comuns as colméias expostas, particularmente em ambientes secos. Tais colméias sio
encontradas em galhos de drvores, rochas, drvores caidas, fendas no chiio e buracos sendo
que as colméias construidas em drvores elevadas tém a vantagem de ficar mais protegidas
da umidade ¢ de predadores. As dreas urbanas também sdo adequadas para esta espécie de
abelhas, desde que haja alimento disponivel. Nestes locais, utilizam construcses feitas pelo

homem como calhas, tethados, torres de igrejas, prédios, etc para construir suas colméias.

1.3 Dinamica Interna

Operé:ias de abelhas africanizadas e de abelhas européias possuem diferentes carac-
teristicas individuais que acabam acarretande diferencas no comportamento das coldnias,
em como elas crescem e funcionam [Winston, 1992].

As operédrias das abelhas africanizadas se desenvolvern mais rapidamente que as operdrias

das abelhas européias, seus estigios de desenvolvimento de larva e pupa sdo mais curtos.
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Para operdrias africanizadas, ¢ tempo total desde a postura dos ovos até a eclosio das
larvas é de, em média, 18.5 dias enquanto que para as operdrias das européias o tempo
total médio é de 20 a 21 dias. Além disso, operdrias africanizadas tém tempo de vida mais
curto, vivemn em média de 12 a 18 dias enquanto as operdrias européias vivem em média 15
a 38 dias durante a forada [Winston, 1992]. Em conseqiiéncia do desenvolvimento répido,
as africanizadas criam mais prole que as européias e conseqiientemente produzem enxames
reprodutivos em intervalos de tempo mais curtos.

Apés o estabelecimento das colonias de abelthas européias, sua populago aumenta mais
rapidamente que a populacio das colonias de africanizadas recém fundadas. Isto se deve &
maior sobrevivéncia da cria das européias e também & maior Jongevidade de seus adultos.
Porém, passada a etapa inicial, as africanizadas passam por uma etapa de erescimento
populacional explosivo devido & sua alta taxa de procriagio. Apesar de suas colméias
serem menores (quase a metade das colOnias européias), as africanizadas criam até duas
vezes mais que suas parentes européias. A utilizacdo do favo é a maior responsdvel por
estas diferencas. Enquanto as africanizadas utilizam mais que 80% do favo durante quase
- todo seu ciclo, as européias utilizam menos que 65% das células ‘Winston, 1991]. Como o
tempo de desenvolvimento das africanizadas € mais curto, suas células podem ser recicladas
mais rapidamente thes permitindo procriar mais. Além disso, proporcionalmente hd mais
jrea de favo destinada 4 .criacio nas colonias de africanizadas que nas européias.

A estrutura etdria e a divisio temporal de trabalho também diferem entre as ragas.
A distribuicio etdria das operdrias européias € mais balanceada e a idade média é mais
alta que das abelhas africanizadas. Abelhas mais jovens desenvelvem trabalhos dentro da
colméia enquanto que as abelhas malis velhas saem para coletar néctar. Portanto, como
sen tempo de vida € mais carto e sua idade média é mais baixa, as operdrias africanizadas
deixarm a colméia mais cedo que as européias para efetuar os servigos de coleta: 20 dias x
26 dias para as européias [Winston, 1991).

O desenvolvimento da rainha africanizada também & mals rapido que da rainha eu-
ropéia, a rainha africanizada é produzida em 15 dias enguanto a européia é produzida em
16 dias [Winston 1992]. Além disso, as africanizadas produzem proporcionalmente mais
zangdes que as abelhas européias. Estas caracteristicas indicam que abelhas africanizadas

investem mais na reprodugio das coldnias enguanto gue as europélas investemn mais na
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predugdo de grande quantidade de mel e de um grande nimero de operdrias em suas
coldnias. Isto se deve ao fato das abelhas africanizadas estarem mais sujeitas & predacéo e
sofrerem alta taxa de mortalidade, além de nédoc terem a forte restricio de enfrentar longos
e frios invernos como acontece comn as européias, que por esta razdo necessitam de grande
nimero de operdrias para prover a colonia de grande estogue de mel. Como consequéncia
desse padrio de desenvolvimento, as africanizadas tém maior taxa de crescimento das
operdrias, menor intervalo entre enxames reprodutivos e maior niimero de enxames, isto
é, alto investimento na reproducdo como estratégia para sobreviver & predagio [Winston,
1962},

1.4 Prospecgao

Todas as necessidades nutricionais dos membros de uma coldnia sio supridas através
da coleta de néctar e pélen [Winston, 1987]. A coleta de alimentos é organizada hierarqui-
camente através de mecanismos que integram comportamentos individuais 4s necessidades
da coldnia no sentido de aumentar a eficiéncia da coleta apreciando-se a relacio custo be-
neficio da coleta. Os custos podem ser quantificados em termos da energia dispendida na
prospeccio, além dos riscos associados a esta tarefa. Os beneficios podem ser medidos pelo
ganho liguido ou bruto de energia [Roubik, 1989].

Para se atingir um ganho energético méximo é necessdrio obter informacdes a respeito
das necessidades da coldnia e através delas estimular as operdrias a coletar néciar e/ou
pblen e, além disso, é preciso escolher adequadamente a regifo de prospecgio, recrutar
para estes recursos, transferir informacdes e decidir quando trocar 2 fonte [Winston, 1987,
Roubik, 1989].

Num sistema muito eficiente, um grupo de operdrias se especializa e encontrar as
melhores fontes e informar & coldnia sua localizacio e, outro grupo muito maior se re-
sponsabiliza pela coleta [Winston, 1987). O padr8o de prospeccio das abelhas meliferas ¢
caracterizado por variagOes didrias no nimero de operdrias visitando fontes particulares,
sendo que relativamente poucas fontes sfio visitadas em um mesmo dia. O monitoramento
das escoteiras pode cobrir uma regiio com um raioc de até 10 km e 300km? de drea e

através dele, é possivel escolher diariamente os recursos mais proximos & colméia com



i4

maior beneficio [Winston, 1987; Seeley, 1985; Roubik, 1989]. Estudos no Panami com
abelhas africanizadas mostraram voos de prospeccao médios de aproximadamente 1.7 km

com possiveis vbos de 10 km como mostra a figura 1.2 [Roubik, 1989].

Single-day f{faorager distribution

Total proportions of tolony foraging
{N = 846 bees)

-]

Nectar foragers
* Pollen foragers

Totat propertions of e¢oleny foraging
{N = 1335 bees}

Foraging distance 10 km

Figura 1.2: Disiribuicdo de fontes de prospeccdo em wm dnice dia, d esquerda. A direita,
a proporgdo de Jontes de prospecelo em suas respectivas distdncias da colméia. Resultados
obtidos a partir de estudos com abelhas africanizadas no Panamd. [Figura extraids de
Roubik, 1989].

Abelhas africanizadas e abelhas européias tém 0 mesmo comportamento de prospecgio
com diferencas em intensidade e em grau. Abethas africanizadas procuram individualmente
enguanto gue abelhas européias procuram em grupos [Winston, 1992].

As diferencas no comportamento de pesquisa destas abelhas se deve as diferengas
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climéticas. Em regides temperadas a produgéo de néctar é mais previsivel pois as estacdes
s&0 bem definidas, envolve poucas espécies de fores gue cobrem uma drea vasta. O néctar,
abundante nestas flores, tem grande concentragdo de aciicar. Neste caso, diz-se que as flo-
res de clima temperado tém bom "honeyflow”. As flores nas regides tropicais apresentam
"honeyflow” mais fraco, o néctar tem menor concentracdo de agticar, as floradas sio mais
imprevisiveis envolvendo malor nimero de espécies de planias as quais apresentam flores
geograficamente espalhadas, dificultando o recolhimento pelas abelthas.

A reputacio das abelhas africanizadas de serem boas produtoras de mel vem do fato
de coletarem mais néctar que as abelhas européias em condicdes de "honeyflow” fraco.
Em condigdes precérias, coldnias africanizadas conseguem pelo menos manter seu peso, as
operdrias deixam as colméias mesmo sabendo que as chances sfo de voltar com pequena
quantidade de néctar e ndo raro voltam vazias para a colméia. Em contraste, as abelhas
européias sdo do tipo "tudo ou nada”, ndo deixam a colméia sem a certeza de voltarem
carregadas. Em consegiiéncia deste padro de coleta, colonias européias podem perder
peso em condicdes inadequadas {Winston, 1992].

As abelhas africanizadas coletam mais pdlen que as européias, com o qué podem procriar
mais e em condicOes escassas, o que thes permsite enxamear com maior frequéncia.

0O comportamento de pesquisa das africanizadas nfo € o responsdvel por sua m4 perfor-
mance na apicultura. As dificuldades de seu manejo vém do fato de usarem seu trabalho
para fazer enxames, da extrema sensibilidade s variaghes nas fontes alimenticias e de
sen comportamento altamente defensivo. Caracteristicas estas, que lhes asseguraram sua

extraordingria adaptacio na América Latina.

1.5 O Processo de Africanizacao-

As abelhas africanizadas mantiveram as caracteristicas africanas originais de nma ma-
neira notavel. O fluxo de genes parece ser no sentido de manter as caracteristicas africanas.
Poucas caracteristicas européias sfio notadas entre abelhas selvagens e, abelhas européias
rapidamente se tornam africanizadas [Winston, 1992].

Para se estudar a diferenciag8o das racas sio usadas andlise morfométrica e comparagio

do DNA do mitocdndrio e do nidcleo. A téenica de andlise morfométrica fornece bons
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resultados, no entanto é cara, trabalhosa e depende de uma amostra de pelo menos dez
abelhas. Os testes com DNA tém sido reveladores e tém mostrado que as africanizadas
pa América Latina t€m alto nivel de africanizacido. De fato, estas abelhas tém o mesmo
comportamento defensivo, de enxameagio e de abandonos que suas ancestrais africanas,
indicando que as européias tiveram pouca contribuicio na formacio de seu compertamento
[Winston, 1992].

As abelhas das regides tropicais das Américas até o norte da Argentina sdo guase que
exclusivamente africanizadas enquanto que do centro ao sul da Argentina sio encontra-
das praticamente apenas abelhas européias [Kerr et al., 1982]. N&o somente as abelhas
selvagens séo africanizadas mas também as abelhas manejadas rapidamente passam pelo
processo de africanizaggo.

As colénias se tornam africanizadas por cruza ou por "takeover”, 1wm processo no qual
os enxames ocupam coldnias mais fracas ou temporariamente sem rainha. O processo
de acasalamento, no entanto, é o principal fator de africanizacdo. O ndmero de zangdes
africanizados nas dreas de acasalamento é muito maior que o de europeus. Isso se deve
ac fato de que a densidade populacional de africanizadas é maior além de produzirem
proporcionalmente mais zangtes que as européias. Com isto, muitas rainhas de colénias
manejadas acasalam predominantemente com machos africanizados.

Finaglmente, as africanizadas mantém os tragos africanos porque a sel¢do natural favor-

ece suas caracteristicas [Winston,1992].

1.6 Reproducao das Colonias: Formacao de Enxames

A reprodugiio das coldnias se dd por formacglio de enxames a partir de uma "colonia
mje”, que poderia ser encarado como fisses miltiplas,

O processo se inicia quando as operdrias, em resposta a diversos fatores demogrdficos
internos a colfmnia, cbmegam a criar novas rainhas. Estes fatores incluem a redugho na
eficiéncia dos feroménios da rainha que inibe a reprodugao de operarias, distribuicio etdria
das operérias, tamanho da coldnia, entre outros fatores. A abundéncia dos recursos indire-
tamente também desencadeia a producdo de novas rainhas, uma vez que pode proporcionar

¢ crescimento da colonia e colocéd-la nas condigoes favordveis ao inicio deste processo [Win-
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ston, 1987; Otis, 1991; Winston, 1991].

A producio de novas rainhas se inicia quando s86 postos ovos nas cdpsulas reais, muitos
deles postos pela prépria rainha mas eventualmente ovos fertilizados podem ser levados de
células operédrias para as cApsulas reais pelas operdrias. Uma vez que os ovos transformam-
se em larvas sfo alimentados com geléia real que as transformarfo em rainhas. Seis a trinta
dias depois de iniciado o processe de criagio de rainhas, grande mimero de operérias sai
junto com a rainha residente formando o que se chama de enxame primaério, que ird se
estabelecer em outro local, fundando uma nova coldnia [Winston, 1987; Otis, 1991].

As operdrias em enxames se engolfam de mel para garantir energia suficiente para o
enxame durante os primeiros dias na nova colméia. A distribuicdo etdria é fator deter-
minante de quais operdrias irfo sair com os enxames € quails irdo permanecer na antiga
coldnia. Operdrias jovens tém maior probabilidade de deixar a colnia pois possuem maior
potencial de longevidade para o enxame onde novos individuos emergirdo somente depois
de 21 dias que 0 enxame tenha se estabelecido em um novo sitio. Os enxames sdo guiados
por abelhas escoteiras e uma vez instalados, as operdrias imiciam a constirugao da nova
colméia [Winston, 1987).

A esta altura, a colfnia original ainda ndo concluiu seu ciclo reprodutivo pois ainda
contém células reais seladas. Aproximadamente 8 dias apds a saida do enxame primério,
emerge a primeira rainha virgem que destrdi as outras células, sai em vfo nupcial tornande-
se a rainha residente e assirn encerrando o processo reprodutivo. Porém, as operdrias
africanizadas fregilentemente protegem as oufras células reais de serem destruidas. Con-
segiientemente, a primeira rainha virgem a eclodir sai juntamente com wm grupo menor de
operdrias, no que se chama de enxame secunddrio ("afterswarm”). Este fenOGmeno ocorre
novamente com as outras rainhas virgens até que uma delas destrua as células restantes
tornando-se a rainhs residente [Winston, 1987; Winston, 1991).

Estudos com abelhas africanizadas na Guiana Francesa registraram de 0 a 5 enxames
secunddrios por sequéncia de enxames, sendo que a média registrada fol de 2.85 enxames
secunddrios por colénia por sequéncia de enxames [Otis, 1982].

A taxa de reproducgio das colbnias tem como componentes o niimero de enxames € o
tamanho das geraces. Estima-se o tamanho das geracgdes pelo tempo entre o estabele-

cimento da coldnia até a saida do primeiro enxame reprodutivo [Otis, 1991]. Na Guiana
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Francesa, as abelhas africanizadas apresentaram geragdes curtas e como conseguéncia fo-
ram registradas quatro sequéncias de enxames por ano. Para as colénias no primeiro ciclo
reprodutivo, ¢ tamanho das geragdes foi, em media, de 48.5 dias enguanto que para as
colonias que j& tinham passado por um processo de formacao de enxames, o tamanho das
geragoes registrado foi, em média, de 72.4 dias [Otis, 1982; Otis, 1991].

O primeiro enxame a deixar a coloénia é maior que o segundo e este, por sua vez, é
maior que os subsequentes. O tamanho do enxame tem implicacbes diretas na taxa de
crescimento inicial da nova colméia e na sua defesa contra predadores, tendo implicacdes
portanto na chance de sobrevivéneia da coldnia [Otis, 1991}

Foram constatadas variacdes temporais na reproducio das colnias como reflexo da
sazonalidade da abundincia de recurscs. Em climas tropicais ndo hd grandes variacdes
de temperatura durante o anc e as estagdes sdo determinadas pela variaciio da pluviosi-
dade. Na Guiana Francesa durante a estagho seca, [Otis, 1982] foi registrada a ocorréncia
de uma média de 2.3 enxames secundérios por sequéncia de enxames, geragdes curtas e
répido crescimento da populagio de operdrias. Durante a estacdo chuvosa, a média de
erxames secundérios caiu para 1.3 por sequéncia de enxames e o tamanho das geragoes foi
prolongado.

Em coniraste com as abelhas africanizadas, as abelhas européias produzem uma a duas
sequéneias de enxames por ano € raramente apresentam enxames secunddrios. Vdrios
enxames por ano poderiam comprometer as reservas de mel e implicar em pequeno nimero

de operdrias para sobreviver o inverno.

1.7 Abandonos (” Abscondings )

Muito freqiientes em colonias de abelhas africanizadas, os abandonos {"abscondings”)
si0 enxames ndo reprodutivos nog quais toda a colonia deixa a colméia com a rainha
acasalada sendo que poucas ou nenhuma operdria sio deixadas na colénia original bem
como nenhum adulto vidvel ou rainhas imaturas vidveis, restando apenas o fave. Ao
contrario dos enxames reprodutivos, ndo € produzida nenhuma nova rainha. Podem ser
cansados por distirbios como fogo, chuva na colméia, ataque de predadores, inabilidade

para regular a temperatura devido ao frio ou excesso de luz do sol, excesso de umidade,
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manipulagio ou por escassez de recursos como falta de néctar, pélen e/ou dgua [Winston,
1991; Otis, 1991].

Pode-se distingillr entre enxames migratdrios que ocorrem em épocas de escassez de
recursos dos abandonos que sdo causados por distirbios. Nos enxames causados por
distdrbios, a colonia deixa a colméia em horas ou no mdximo em alguns dias. Por ou-
tre lado, abelhas africanizadas em enxames migratdrios, num processo ordenado, reduzem
a criacio de operdrias, deixam de criar novas larvas 10 a 15 dias antes e partem dentro de
20 a 25 dias [Otis, 1991]. Neste perfodo de preparagdo para o abandono, a rainha continua
pondo ovos que sdo consumidos pelas operdrias. Grande parte do pélen e mel também sdo
consumidos e ndo saem antes gue a Gltima larva tenha emergido, o que lhes confere ums
populagio predominantemente jovem, com a qual irfo iniciar a colonizacdo de um novo
domicilio.

Na América Latina foram registradas taxas de abandonos de 24% na Costa Rica, 30%
na Guiana Francesa e 79% no Brasil na época de chuvas {Winston, 1992]. As taxas de
abandono na Africa tropical sio de 15-30% ao ano e podem chegar a 100% em algumas
regides onde as estagdes secas fornecem poucas flores e dgna [Winston, 1991].

{Js abandonos néo constituem um fator de mortalidade das colénias mas podem au-
mentar os riscos de mortalidade uma vez que as coldnias tém que se estabelecer em épocas
desfavordveis. Além disso, ao se estabelecer, anmentam o risco de predacio pois ao faze-
rem ¢ reconhecimento de uma nova drea, as escoteiras dificiimente percebem a presenca de
predadores.

As operdrias de abelhas africanizadas, em abandonos, carregam o dobre de mel para
poder viajar longas distdncias. Podem percorrer até 160 km instalando-se em lugares
provisérios até encontrar regies favoravels.

Este tipo de comportamento nio € observado em abethas européias. N&o seria vidvel
para abelhas de regides temperadas abandonar suas colméias e com isso correr o risco
de ndo produzir mel suficlente pars abastecer a coldnia durante o inverno. Além dissd,

poderiam ndo alcangar uma densidade de operdrias suficientemente alta.
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1.8 A Escolha do Novo Sitio

Enxames repredutivos e enxames em abandonos enfrentam o critico problema de en-
contrar um novo sitio para se instalar antes que a energia armazenada pelas operdrias
seja totalmente consumida e a populagao do enxame comece a fenecer. Q local escolhido
sers, determinado por wm consenso entre as operdrias a partir de alguns possiveis sftios
encontrados pelas abelhas escoteiras que marcam os sitios escolhidos com a liberacd de
feromdnios para evitar a instalagio de outro enxame [Winston, 1987}

Um fator importante na escolha de um nove sitio é sua distancia com relaciio & colénia
original, distdncia esta gue ird depender da espécie de abelha. Independentemente da
espécie ¢ vantagoso para a nova colnia afastar-se da Adrea de prospecgdo de sua antiga
colonia, evitando assim, a competigdo por néctar e pdlen [Winston, 1987). Além disso,
as conseqiiéncias populacionais de freqiientes fertilizagBes intra-familiares sdo significantes
para abelhas meliferas. Neste sentido, 2 separacfio espacial entre colénias diminui forte-
mente os riscos de acasalamento entre familiares [Roubik, 1989]. Por outro lado, voos de
longo alcance sio energeticamente caros [Winston, 1987]. Estas considera¢fes opostas e a
distribuicdo de recursos irfio determinar a regifio 6tima de instalagdo da nova colonia.

Depeis de escothide o novo sitio, as operdrias voam para l4 juntamente com a rainha e

iniciam a construcio da nova colméia.

1.9 Mortalidade e Sobrevivéncia das Colonias

Em regibes de clima tropical é muito freqiiente o ataque das colméias por predadores.
Formigas e tatus sio os principais inimigos das abelhas meliferas nos trdpicos. Nestas
regibes as colméias sfo construidas proximas ao chao o que as debxa mais vulnerdveis aos
predadores. A taxa anual de ataque na Guiana Francesa fol estimada e 30% [Otis, 1991].
Esta taxa é superestimada pois € impossivel saber quando um enxame morre em uma fuga
apés o ataque da colméia.

Quando a colméia estd se estabelecendo fica particularmente mais vulnerdvel ao atague
dos predadores. Quando as abelhas escoteiras procuram nova drea para se estabelecer,

pesquisam varios aspectos do potencial da regifio mas dificilmente conseguem detectar a
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presenga de predadores. Além disso, a populagdo de operdrias € baixa neste periodo. Na
(uiana Francesa sete entre trinta coldnias foram atacadas e mortas por formigas dentro das
duas primeiras semanas do estabelecimento [Otis, 1991]. O tamanho do enxame também
tem grande influéncia na sobrevivéncia das colénias, enxames pequenos sao defendidos dos
ataques com maior dificuldade. Nenhwm enxame com mais de 1 kg fol morto por formigas
na Guiana Francesa enquanto qgue 62.5% dos enxames com menos de 0.5 kg foram atacados
[Otis, 1991].

Qutro fator que influencia a mortalidade das colénias é a perda da rainha em voos
nupciais, As rainhas em enxames secunddrios ainda sdo virgens e precisam sair para
acasalar, fazendo de um a trés vbos nupciais, cam isso ficando expostas 4 predacio. 7.8%
das rainhas foram perdidas em vdos nupciais na Guiana Francesa [Otis, 1991].

HOMEY BEE COLONY SURVIVORSHIP
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Figura 1.3: As colénios de abelhas africanizadas raramente sobrevivem ne mesma colméia
por um periodo de tempo prolongado devide ao atagque de predadores que provocam s
abandones. A figura ilustra o curve de sobrevivéncia para colonias estabelecidas. [Figura
extraidan de Otis, 1991]

Como as abelhas africanizadas produzem grande nidmero de enxames por ano com
varios enxames secunddrios, a perda da rainha e predagfo na fase de estabelecimento da
nova coldnia constituem grandes fatores de mortalidade para estas abelhas. No entanto
nao ¢ possivel quantificar com exatiddo a taxa de mortalidade pois, como foi observado
anteriormente, ¢ imapossivel saber quando uma coldnia é realmente levada & morte uma vez

que enxames de abandonos ndo podem ser seguidos. Contudo, atagues por predadores pro-
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vocam o desaparecimento da coldnia de suas colméias. Otis {1991), a partir de observagdes
na Guiana Francesa, construiu uma "curva de sobrevivéncia® ou, mais apropriadamente,
uma curva de residéncia para colénias estabelecidas que sobreviveram as duas primeiras
semanas de alto risco. Apenas 50 % das colénias estavam presentes em suas colméias de-
pois de sete meses e, somente 10 - 20 % das colbnias originais estavam em suas colméias
depois dois anos de estudos [ver figura 1.3]. Isto mostra uma alia taxa de movimentacio

{"turnover”) das abelthas africanizadas.

1.10 Dispersao das Colonias

Segundo Taylor (1977), estudos mostraram gue nenhum enxame reprodutivo de abelhas
européias se moveu mais que 1.6 km antes de se estabelecer em um novo sitio. A taxa de
expansio das abelhas européias (Apis mellifers introduzida) na Nova Guiné foi de 14 km
por ano [Taylor, 1977). Além disso, abelhas européias produzem apenas uma segiiéncia
de enxames por ano. Em contraste, coldnias de abelhas africanizadas se dispersam exten-
sivamente antes de colonizar novas regides. Cada enxame pode percorrer 13 km num sé
vdo. Otis {1991} apresenta registros de enxames que atingiram vérias ilhas como a ilha de
Trinidad, a 14 km da Venezuela, U'lle du Gran Connetable e Les lles du Salut a 12 - 20 km
da Guiana Francesa. Todos estes exemplos resultaram necessariamente de um Wnico vbo.
H4 registros de rainhas que acasalaram com zangoes de um Inesmo apiario a uma distincla
de 7 kon [Taylor, 1977] o que significa qne podem fazer um s v6o de aproximadamente 14
km. Além de fazer grandes vos, os enxames de africanizadas instalam-se provisoriamente,
permanecendo assim por alguns dias até que encontrem regides com bom potencial,

A taxa média de expansiio na América do Sul e Central fol de até 300-500 km por ano
o que significa que cada enxame percorreu uma distdncia média de apraximadarmente 50 -
80 km, supondo que ocorram seis episddios de enxame por ano [Otis, 1991]. A capacidade
de vbo da 'ra.inha, especialmente rainhas velhas, pode limitar a distdncia percorrida pelos
enxames. I necessario um refinado sistema de comunicacdo para manter a coeréncia do
voo em enxames sendo que hé evidéncias de gue a rainha se comunica com as operdrias
durante o voo através de feromdnios [Taylor, 1977).

Os enxames frequentemente partem em uma mesma dire¢lio, hé relatos de apicultores
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que observaram este fendmeno, porém a direcdo do enxame ndo estd relacionada com a
direcdo do venio ou com o gue causou ¢ abandeno da colméia . Também hé registros de
movimento direcionado de enxames; a literatura especializada pdo indica que as abethas
européias efetuem enxames em diregdes preferenciais, no entanto, estas preferéncias sdo
comuns na literatura das africanizadas. Na Africa do Sul, prande niimero de enxames
migra sazonalmente para regides de eucalipto {Eucalyptus grandis) na época da florada
[Otis, 1991; Taylor, 1977]. Os enxames partem de regides pobres em néctar, pélen e/on
dgua, para regioes mais ricas.

A dispers@o das abelhas africanizadas é um resultado de sey movimento natural. O
clima e/ou o habitat t8m grande influéncia na sua movimetagio. Taylor (1977) apresenta
dados que sugerem que sua dispersio € mais rapida em ambientes tropicais secos. As afri-
canizadas se espalharam a uma taxa de 300-400 km por ano através da regido costeira sazo-
nalmente seca das Guianas, enguanto que seu espalhamento através da regifo de forestas
tmidas do delta do Rio Orinoco foi & taxa de 160 km por ano, um tanto mais lento [Otis,
1891]. A variagio ambiental que alterna periodos secos, ricos em recursos com perjodos

tmidos mais pobres, pode facilitar a dispersdo em longa disténcia das africanizadas.

1.11 Densidade das Colonias

A densidade populacional é funcio do tempo passado apds a colonizacdo, da taxa de
crescimento da populagio, dos recursos e da competicio [Otis, 1991}, As abelhas africa-
nizadas invadem novas dreas da América do Sul em densidades muito baixas, a ponto de
quase ndo serem notadas. No entanto, logo apés a colonizagio, sua densidade populacional
apresenta-se muito elevada, ndo somente pelo crescimento populacional mas pela exten-
siva migracdo. Otis (1991) determinou a elevada taxa de crescimento populacional de 16
colénias por coldnia por ano para a abelha africanizada na Guiana Francesa {rés anos apds
sua chegada nesta regido. No entanto esta elevada taxa de crescimento parece diminuir
guando a africanizada comega a saturar uma drea. A competicdo parece se intensificar e
08 enxames diminuem,

A capacidade suporte varia tanto sazonalmente como geograficamente devido & variacio

na abundéncia de recursos e 4 variag@o climdtica, como por exemplo na regifio norte da
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Argentina onde a mudanga de estagGes faz com que as condigdes alimentares e de sobre-
vivéncia se alterem durante o ano.

A populagio de africanizadas em Maturin (Venezuela) e Pucallpa (Peru)} onde os re-
cursos sao considerados bons, é estimada em 10-20 colénias/km?, dois ou trés anos apis
a colonizacdo. De modo geral na América tropical, sua densidade estd estimada em 6
coldnias/km? [Otis, 1991]. Na regifo de cerrado de Goids e Mato Grosso, Kerr {1971)
registrou a assombrosa densidade de 107.5 coldnias/km®. De modo geral, a densidade das
africanizadas é baixa nas grandes altitudes da América do Sul, nas florestas e na regido
sul da América do Sul onde o inverno é mais rigoroso com temperaturas baixas durante
periodos prolongados. No entanto, estas densidades flutuam com a mudanga das estacses,
crescendo quando o8 recursos sdo abundantes e depois declinando quando as fontes se

tornam nais escassas.

1.12 Distribuicao das Abelhas Africanizadas em seus
Limites ao Sul

Para compreender como determinadas abelhas melfferas se adaptam a climas frios é
necessério observar seu comportamento ao longo do ciclo amual pois a sobrevivéncia do
inverno depende fortemente de uma preparacdo durante o verdo anterior. O método de
sobrevivéncia destas abelhas inchui uma selecBo cuidadosa de locais bem protegidos para
instalar a coldnia, um estoque de mais de vinte quilos de mel e, com a chegada do in-
verno, a aglomeracio de aproximadamente 20,000 operédriass em cada coldnia [Seeley and
Visscher, 1985). A temperatura da superficie exterior do aglomerado ¢ mantida & tempe-
ratura minima vital para abelhas meliferas, de aproximadamente 9°C. O calor € gerado
através de contracdes dos musculos de voo das abelhas, que utilizam o mel estocado como
combustivel [Seeley and Visscher, 1985].

Abelhas africanizadas sac adaptadas para viver em regides de clima tropical onde o
grande desafio para sua sobrevivéncia é a alta densidade de predadores existentes nestas
regites. Dessa forma, vivemn em coldnias de pequeno porte, realizam vérios enxames repro-

dutivos por ano sendo que em cada um deles hi a produg8o de, em média, dois enxames



secunddrios e, abandonam a coldnia facilmente ante qualquer adversidade. Todas estas ca-
racteristicas fazem com que as abelhas africanizadas ndo sobrevivam invernos prolongados
com baixas temperaturas, pois seu comportamento ndo lhes possibilita estocar a quanti-
dade de mel necessdria para a termorregulacio da colénia. Por estas razdes, estas abelhas
encontraram uwma fronteira natural para sua expansio ao sul do Continente Americano
oude os invernos sdo mais prolongados e mals rigorosos.

A abelha africanizada é encontrada ao sul do Continente Americano desde 1968. Na
Argentina, dispersou-se por toda reg&o norte do paralelo 30°5S, em enxames silvestres e
em apidrios. Seu limite natural é entre o paralelo 33°S e 34°5S pois ao sul destes paralelos
as condigbes ecoldgicas modificam-se aparecendo a planicie imida e fria dos pampas. No
entanto, podem ocorrer incursdes ocasionais ao sul deste limite durante os meses quentes,
de novembro a fevereiro. Com a chegada do inverno, os enxames voltam s regifes mais

a0 norte ou morrem [Kerr et al., 1981].

1.13 Impacto e Manejo das Abelhas Africanizadas

As mesmas caracteristicas que promoveram a sua espantosa adaptacdo na América
Latina fizeram terriveis estragos na apicultura. Sua grande produco de enxames, sen
comportamento defensivo e sua extrema sensibilidade as variagbes ambientais que causam
os abandonos, fizeram com gue grande nimero de apiculiores abandonasse suas atividades.

No Brasil o impacto inicial foi sério; a producio de mel caiu de 8.000 ton por ano
para 5.000 ton anvais entre 1964 e 1971. Atunshmente, a apicultura se recuperou e conta
com quase dois mithdes de colonias que produzers aproximadamene 35.000 ton de mel por
ano [Winston, 1992]. Foram desenvolvidas técnicas de manejo e programas de selecio que
colaboraram para a retomada desta atividade. Outros paises da América Latina, como
Panamd e Venezuela tiveram impacto mais sério. Na Venezuela a produgio de mel caiu
de 1.300 ton por ano para 78 tor por ane entre 1976 e 1981 forgando muitos apicultores a
abandonar seus apidrios e, até 1985 a producdo era de apenas 480 ton por ano [Winston,
1892]. O Panamé sofreu ainda mais com 3 chegada das africanizadas, a atividade apicola
foi reduzida & metade, apenas 40% das colonias continuaram em atividade e a produgio
de mel caiu a 19% de seu nivel anterior. Atualmente, os apicultores destes paises tém tido
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ajuda de cursos universitdrios e governamentais para tentar retomar a producio anterior
4 chegada das abelhas africanizadas.

A distribuicdo final da abelha africanizada nas Américas ird depender de sua habilidade
em adaptar-se as baixas femperaturas do inverno temperado. Estas abelhas irfo alcancar
pelo menos o sul dos Estados Unidos, o primeiro enxame selvagem foi encontrado perto de
Hidalgo, Texas em 1990 [Winston, 1992]. Suas caracteristicas limitarfio seu avango ao norte,
grande mimero de enxames por ano com varios enxares secunddrios acarretam em pequeno
estoque de mel, tornando impossivel sua sobrevivéncia em regides com inverno rigoroso.
Provavelmente haverd uma zona ao sul com abelhas totalmente africanizadas, uma zona de
transicdo e uma zona mais ac norte de colonizagio temporaria. Estes limites irSo flutuar
com as estaches do ano e as variagbes nas condicles ambientais e alimenticias, como no
sul do Continente. Provavelmente as abelhas africanizadas ndo alcancardo o Canadd, pelo
menos como abelhas africanizadas tais como se conhece agora. Mas, a selecdo natural e as
sucessivas mesclas com as européias "do outro lado do frio”, resultardo em uma nova raca

africanizada que progressivamente expandiréd suas fronteiras. Quem viver verd!



Capitulo 2
Modelos para Dispersao Populacional

Com o objetivo de construir um modelo para a dispersio das abelhas africanizadas,
vamos apresentar neste capifulo, os modelos cldssicos de reacio-difusfio e modelos mais
recentes aplicados & dispersdoe de organismos biolégicos. Nio direcionaremos nossa atencio
a aspectos formais e tedricos como teoremas de existéncia e unicidade de solugdo, mas vaxmos
arientar nossa discussio a aspectos que julgamos extremarnente importantes na formulagio
de modelos mateméticos. Discutiremos as hipdteses implicitas dos modelos e a importancia
em se avaliar as escalas envolvidas em cada situacio como premissa na escolba do tipo de
descrigio das interaches entre os individuos da populagiio e/ou suas interagdes com o meio.

Com base na discussdo dos modelos existentes, analisaremos o comportamento das
abelthas africanizadas de maneira a obtermos 0s elementos bdsicos para a formulagio de
um modelo para a descricio de sua dindmica. Finalmente, vamos discorrer sobre um
padrio das invasGes bicldgicas comum a modelos de reagfo-difusio e modelos de dispersio
nan local, as chamadas solugbes ondas viajantes gue sdo solugdes especials caracterizadas

por frentes de ondas de invasio.

21 0O Modelo‘ Classico de Difusao

Processos dindmicos que levam a mudangas na distribuigdo espacial des individuos
sfo descritos principalmente por meio de equaghes de conservagdo. Equaghes diferenciais

parcials que descrevem a movimentagdo e redistribuicio espacial de animais, células ou

27
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moléculas sBo obtidas, fundamentalmente, por meio de principios de conservagio.

A lei de balanceamento estabelece que mudangas em uma determinada concentragio
(ou densidade) em um dominio fixo, ocorrem como consegiiéncia de dois efeitos possiveis:
(1) o fluxo de particulas (ou individuos) entrande ou saindo pelas fronteiras do dominio e
{2) processos que produzem ou eliminam individuos (particulas) localmente. Assim, para
estabelecer a lei de balanceamento sio necessdrios trés ingredientes bdsicos:

(i) u(z,t) = densidade de individuos da populacio considerada;

(i) J{z,?) = fluxo de individuos em {z,t) ou nimero de individuos atravessando uma
unidade de drea por unidade de tempo e

(iii} o{z,?) = ntmero de individuos criados ou eliminados por unidade de volume em

(z,1).

Em sua forma unidimensional, a equagdo de conservaglio ou balanceamento é escrita

e du(z,t) _ 03(z,1)
Uir, o T, .
e 5 + oz, ). (2.1)

Esta é a eguacio de conservagdo bdsica que pode ser aplicada a intfimeros problemas

especificos. Para descrever um fendmeno particular, devemos estabelecer os termos J e o
de maneira que as principais caracteristicas dos mecanismos de movimentacio e de criagio
dos individuos sejam contemplados na equagio. As expressdes que determinam o fluxe e
a taxa de producdo so conhecidas como relagbes constitutivas. A substituicio destas ex-
pressdes na equacio de conservacio (2.1) fregiientemente produz uma equagio diferencial
parcial para a densidade u{z,t). A natureza desta EDP ird depender das escolhas para os
termos de fluxo e reacdo [Edelstein-Keshet, 1988; Odell, 1980].

H4 trés formas cldssicas principais para a fungdo densidade de fluxo que freqiientemente

530 empregadas na formulacio de modelos de dispersdo de organismos biolégicos,
(i} Conveccao

Quando os individuos da populagho sdo carregados por um campo de velocidades do
meio, como por exemplo um fluido, agsumem a velocidade deste fiuido e participam de nm
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movimento coletivo chamado fluxo por convecgdo. Se a velocidade do fluido € ¢ (que pode
variar no espago e no tempo), o fluxo dos individuos € dado por

J = cu.

A substituicdo desta relacfio constitutiva em (2.1) produz a equagio de conveccio

8“‘(;’ Y. -%[c(x,z)u(x} 1)] (2.2)

{supondo que ndo hi producdo nem degradagdo dos individuos, isto €, a{z, 1) = 0}.
(ii} Taxia

Muitos organismos bioldgicos movimentam-se em resposta s suas fontes nutrientes,
guer sejam microorganismos ou Inesmo Macroorganisinoes como inselos que procuram as
melhores plantas ou animals que perseguem suas presas, etc. Outras populagGes sio
frequéntemente atraidas {ou repelidas) por substincias guimicas liberadas por seus coe-
specificos (por exemplo, feroménios) ou mesmo por uma outra espécie. Em todas estas
situaghes os individuos dispdem de mecanismos proprios de percepgdo de gradientes da
concentracdo do agente atrator (ou repelente) o que os leva a se movimentarem na dire¢do
do gradiente. Isto provoca um fluxo convectivo causado pelo campo gradiente da dis-
tribuicdo do atrator. Este movimento dirigido é denominado taxia (taxis = {ransporte)
[Ferreira, 1996; Edelstein-Keshet, 1988; Keller and Segel, 1970].

Se os individuos da populacio apresentam um comporiamento de taxia com relaciio a
um sinal distribuido de acordo com a fungio ¥/(z, ), o tensor de fluxo proposto por Keller-
Segel (1970) para o movimento de amebas e posteriormente utilizado em muitas outras
situacoes, em sua forma unidimensional ¢ dado por

o1

para o positivo quando houver uma atragio e negativo no caso de uma repulsdo. Considerando-
se 0 termo de reacdo nulo, o principio de conservagio nos fornece, entio, a seguinte equacio
para descrever a distribuic8o de uma populagio que se movimenta por taxia

oulz,t) 0 vz, t)
5 —"55{“(%”%“*5;“*]-

(2.4)
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(iii) Difusdo

A difuséo é um dos mais importantes mecanismos de transporte utilizados por or-
ganismos biolégicos. A equagdo de difus8o € uma descricio macroscépica. relativamente
simples de uma movimentagio microscdpica completamente aleatéria e independente dos
individuos.

Para fixar idéias podemos pensar em individuos distribuides unidimensionalmente que
se movimentam para a direita ou para a esquerda com mesma probabilidade. Se fixamos
uma seqlo, observamos que o movimento se dd nas duas dire¢des mas o fluxo Hquido
através dela, é no sentido da menor densidade. Numa situagio em que hd uma densidade
localmente alta, pelo movimento aleatdrio, em média mais individuos deixam esta regifio
do que retornam & ela. Assim, é natural que o movimento Hquido se dé no sentido de
menor densidade.

A lei de Fick estabelece um fluxo difusivo proporcional ao gradiente de concentragio e
na direcio contrdria das maiores concentragdes, isto é
du
B

onde D > 0 é o coeficiente de difusfo que mede a motilidade dos individuos. Este coeficiente

J=-D

pode depender da posi¢io espacial ou mesmo da prépria densidade populacional.
Com este fluxo, o principio de conservacdo produz a seguinte equagio de difusdo cldssica

dulz,t) 9 [, 0ulz,1)
o s [D o | (25)
ou, considerando-se D) constante ,
Su d°u
— = e, .
TR (26)

H4 vérios métodos para se obter a solugio da equagdo de difusdo. No entanto, mesmo
sem resolvé-la podemos obter informactes importantes sobre este processo a partir de
argumentos dimensionais. Ao analisarmos as unidades envolvidas na equagio (2.6}, vemos

que o coeficiente de difusfo possui a seguinte dimenséo

D] = {distdncia) (2.7

tempo

Esta observacio, tem as seguintes irnplicagdes reveladoras
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{1} A disténcia média percorrida por meio de um processo difusivo em um dado tempo é
funcio de v Dt e

_ 2
(2} O tempo médio para se percorrer uma distdncia ! é proporcional a i—:)

Isto significa que o tempo para se percorrer uma determinada distincia por meio de
um processo difusive, aumenta rapidamente com a escala espacial. Para as escalas de
estrutras intracelulares, a difusio € umn mecanismo eficiente de transporte. No entanto, sua
capacidade em propagar os individuos ou substéncias decai rapidamente com a distincia,

Urn valor tipico para o coeficiente de difus&o de pequenas moléculas como o oxigénio é
da ordem de 10-%cm?/seg. As dimensGes de uma célula sdo de aproximadamente 1074 cm,
0 que representa tempos da ordem de 10™° seg para transportar substincia por difusio.
No entanto, para distdncia maiores, da ordem de 1 mm, o transporte do oxigénio através
do processo de difusdo toma tempos da ordem de 10 seg ~ 15 min. Para uma distancia da
ordem de 1 m {correspondente ao tarmanho de alguns axdnios existentes no corpo humano)
este tempo é de aproximadamente 27 anos! [Edelstein-Keshet, 1988]. Isto significa que
para esta escala espacial algum outro mecanismo, além da difusgo, deve estar envolvido no
transporte de substéncias ou sinais.

A seguir, vamos discorrer sobre alguns modelos de dipersdo populacional descritos por
meio de equactes de reago-difusio.

2.1.1 Modelos de Reagao-Difusdo na Dispersao Populacional

A primeiras tentativa de modelagem matemética de invasbes bioldgicas foi apresentada
por Brownlee (1911) na descrigio de dispersdo de epidemias. No entanto, somente em 1937
Fisher formulou um modelo para o espalhamento de um gene dominante, posteriormente
analizado por Kolmogoroff et al. {1937}, o qual deu inicio uma vasta aplicacBo de modelos
matemdaticos ao processos de invasfes biolégicas. '

A equagio de Fisher, quando utilizada para descrever o espalhamento de uma populagéo
considera um fluxo difusivo para a movimentacio dos individuos e um crescimento local

logistico, isto é,
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%?m Dg—;g-!-rn(l - 7} (2.8)
onde n{z,t) é a fun¢lo que descreve a densidade da populagio em (z,1), D é o coeficiente
de dispersio e r € a taxa de crescimento da populagio.

O modelo de Fisher foi adotado por Skellam em 1951 pela primeira vez num contexto
ecoldgico. Em seu trabalbo pioneiro Skellam descreveu a invasio do rato almiscarado
{muskrat} na Buropa a partir de alguns exemplares liberados em Praga em 1905, por um
nobre tcheco que o5 levou de uma cacada no Alaska para suas terras, préximas de Praga
[Edelstein-Keshet, 1988; van den Bosh et al., 1990]. A eguagfio por ele utilizada, consi-
derava crescimento maltusiano para a populagio. Seu principal interesse residia na taxa
de expansiio da drea colonizada, tendo concluido que a raiz quadrada da drea colonizada
cresce linearmente com o tempo. Este resultado mostrou-se uma boa aproximagio para
os dados existentes sobre a dispersio do rato almiscarado na Europa e corroborou o uso
da equacio de difusio para a modelagem de invasGes bioldgicas. Estes resultados foram
também aplicados por ele no problema de dispersdo do carvalho pela Inglaterra.

A partir dai, o modelo de Fisher para dispersdo tem sido amplamente utilizado na
- descricdo de invasoes bioldgicas [Andow et al., 1993; Okubo, 1980; Murray, 1989; Kareiva
et al., 1982; Shigesada, 1997; enire outros] sendo usado para descrever desde problemas
relacionados a virus e individuos moleculares, até plantas, insetos e vertebrados.

A equacio de difuso, como j4 dissemos, descreve um movimento regular coletivo ob-
servado numa escala macrosclpica supondo gue o movimenio dos individuos € realizado
de maneira completamente aleatdria e independente numa escala muito mais fina. Isto
significa que o processo difusivo observado na escala macroscdpica provemn de mecanismos
gue operam em escalas muito menores [Lin and Segel, 1988; Levin, 1892].

A hipétese de movimentacio independente, isto €, sem interagio entre os individuos,
claramente néo ¢ satisfeita quando trabalhamos com processos bioldgicos de invasdo ou com
dispersdo para muitos organismos. Esta é uma grande restrigdo da aplicac8o da equagido
de difusio a fenémenos biolégicos. No entanto, sua aplicabilidade aos processos dispersivos
estd no fato do fendmeno resultante na escala de observaciio comportar-se como se na escala
maicroscdpica, os individuos se movimeniassem aleatoriamente. Apesar das relagao entre

os individuos e do fato de néo se movimentarem aleatoriamente na escala microscépica, o
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padréo de espalhamento da populagdo pa escala macroscépica é indistingiiivel do padriao
difusivo. O movimento na escala fina passa a ser considerado como um detalhe que pode ser
desprezado sem nenhum comprometimenio do padrido resultante na escala macroscépica
de observagio do fendmeno. A questdo entdo, é determinar se realmente os detalhes do
fendmeno na escala de movimentagdo podem ser desprezados.

Quando a interagio dos individuos com o meio e/ou com seus co-espectficos nao pode
ser desprezada, é necessdrio incluir novos termos de movimentagdo ou adaptar a eqnacio
para estas situacOes. O conhecido modelo do telégrafo é uma importante alternativa ao
modelo de difusfo, o qual considera a movimentagio dos individuos néio completamente
independente, mas correlacionada. Este modelo considera uma tendéncia dos individuos
em permanecer na mesma dire¢io tomada no passo anterior [Holmes et al., 1994]. A

equacio que descreve este processo ¢ dada na forma

SZ 2’?1 1 2
onde % é uma medida da correlagio entre os passos des individuos e 5 é a velocidade dos
organismos. ‘

A dispersio de varias espécies de insetos freqilentemente é deserita pelo fluxo difusive.
Uma extensio deste modelo que considera um aumento da dispersdo como resposta &
pressdo populacional, pode ser dada tomando-se o coeficiente difusdo D dependente da
densidade populacional n. Neste caso, pode-se considerar a difusibilidade crescente com a
densidade populacional. Por exemplo D = D{n) = Dgn™ com Dy e m constantes positivas
[Murray, 1989]. A equagdo de conservagio com fluxo de difusdo dependente da densidade,

fica dada por
%g - 5‘?;- (D(n)%) + f(n) (2.10)
onde f{n) & a fungho que descreve a dindmica vital da populagio.

Em muitas situactes, a movimentacio dos individuos é decorrente de uma superposigao
dos fluxos de difusdo, convecglio e/ou taxia apresentados. Isto significa que. mais de um
fator pode contribuir para o movimento final observdvel da populacio. Nestas situaces,
a relacio constitutiva do meio é expressa pela soma de termos correspondentes 4 cada

componente do movimento.
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Por exemplo, a dindmica de uma populagio de amebas apresenta, além de um movi-
mento difusivo, um comportamento de taxia com relagio & uma substéncia sinalizadora
secretada em situacgdes de escassez. Portanto o tensor de fluxo apresenta uma componente
difusiva e uma componente de taxia. O principio de conservacio aplicado a este fluxo
fornece [Keller and Segel, 1970]

on _  On 8 [ 8¢

sendo n(xz,t) a densidade da populagiio de amebas e ¢(xz,?) € a funcio que representa a
densidade da substincia atratora.

Além de modificacdes no fluxo, caracteristicas préprias da interagdo dos individuos
podem ser adicionadas através do termo de reacdo. O exemplo cldssico de dispersao do
"spruce budworm” [Ludwig et al., 1979} é descrito por uma equagdo de reacio-difusio
em que ¢ termo de reagéo, além de considerar o crescimento dependente da densidade,
considera nm termo extra correspondente & predagio destes insetos por passaros [Murray,
1989]. A equagio de dispersiio do "spruce budworm” na forma adimensional é

@-“—@+rn(l—n)— n
ot Or? 1+n?

(2.12)

Sao possiveis muitas outras generalizagbes e modificagfes na equacio de reacio-difusdo
para se descrever situagbes especificas. Mais detalhes sobre estes modelos podem ser encon-
trados em uma vasta bibliografia. Os livros de Okubo (1980}, Murray (1989} e Shigesada
(1996) trazem virios modelos e aplicacdes das equagbes de reacio-difusdo na dispersio de
organismos bioldgicos.

Para gue a equagio de difusio possa ser aplicada deve haver uma disparidade entre a
escala de observagio do fendmeno e a escala de movimentacao dos individuos da populacio,
de maneira que a movimentacio dos individuos possa ser considerada microscépica compa-
rada 3 escala de observacio. Porém, hd situacOes em que nem mesmo 3 inclusio de outros
termos para o fluxo e para a funclo de reagéio so suficientes para uma descrigao razodvel
do fenémeno através das equagbes de reaglo-difusdo.

Quando es organismos executam movimentos de longo alcance, isto é, quando a escala

de movimentacfio dos individuos se aproxima da escala de observagio do fenbmeno ou
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quando hé o estabelecimento de focos secundédrios com posterior espalhamento a partir
destes focos, o processo de difusfo fica descaracterizado e outros tipos de descricao do
fenbmeno de disperséo se fazem necessdrios [Levin, 1992; Shigesada et al., 1995; Kot, 1992;
Hart et al., 1997]. Por exemplo, a disperséo de insetos sociais como as abelhas africanizadas
e as formigas lava-pés (Solenopsis spp.) em que o espathamento se d4 através das coldnias
e ndo dos individuos.

Surge entdo, uma questio importante. Podemos descrever o fenémeno de dispersio das
abelhas africanizadas pela América Tropical através do modelo de reacio-difus@o? Podemaos
considerar que sua invasdo foi resultante de um processo difusivo? Devemos responder
estas questdes para proceder a formulacdo do modelo de dispersdo destas abelhas. Vamos
analisar quals caracteristicag devem ser incluidas na formulago de um modelo para esta
espécie e quais 520 as escalas naturais (temporal e espacial) em que o fendreno se processa

para assim escolhermos modelos adequados para sua descrigdo.

2.2 Pré-Formulacao do Modelo de Dispersao das Abel-

has Africanizadas

2.2.1 Escalas

Antes de questionarmos se detalhes microscopicos podem ou niao ser desprezados, de-
vemos esclarecer e estabelecer quais sdo as escalas em gue o sistema serd descrito. Isto
é, quais escalas estamos considerando como sendo micro e macroscdpica € em que escala
de tempo o fendmeno estd sendo observado. Por exemplo, podemos considerar o oceano
como sendo extremamente profundo se estamos considerando uma, escala de observacio de
metros ou, como uma fina camada sobre uma esfera, numa escala de observagio planetéria
[Ferreira, 1993].

Esta é uma questdo chave na adequacgdo da eguagio de difusfo para a descrigio de
fendmenos de dispersiio assim como em toda modelagem matemdtical A escolha das es-
calas envolvidas no problema sdo de fundamental importancia na descricio de fendmenos
bioldgicos. A descrigdo do fendmeno pode variar de acordo com as escalas escolhidas para

descrevé-lo. Se observamos, por exemplo, a reproducac anual de pdssaros mum periodo de
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décadas, podemos descrever este processo através de equagdes a diferengas. No entanto, se
vamos observar sua dinamica por um século, este mesmo processo talvez possa ser consi-
derado continuo.

Nio hd uma escala correta e absoluta para descricio de wm sistema. A escoltha das
escalas ¢ feita de acordo com os interesses do observador e de acordo com a dindmica do
fen6meno observado. No entanto, isto ndo significa que um problema possa ser satisfatoria-
mente descrito em qualquer escala, mas que devemos avaliar as conseqiiéncias de suprimir
ou incluir detathes em decorréncia da escala escolhida [Levin, 1992]. Uma vez estabelecida
uma escala de observago, deve-se estar atento a outras escalas que a estrutura dindmica
do sistema pode acrescentar a escala de observacfio e que portanto também devem ser
consideradas na descricdo do sistema, bem como deve-se estar atento s interacdes destas
escalas secunddrias com a escala escolhida.

O fato de eventualmente excluirmos detalhes ndo deve ser encarado como um enfrague-
cimento do modelo. Modelos excessivamente detalhados podem dificultar uma andlise dos
processos realmente relevantes na dindmica do fenémeno e fregiientemente requerem maior
nimero de parimetros ¢ que, consegitentemente, anmenta as dificuldades de estimativa e
de prediciio. A idéia € construir um modelo que descreva as principais caracteristicas do
fendmeno observédveis em escalas macroscoépicas a partir de hipdteses simples {ou simplifi-
cadoras} dos mecanismos microscépicos que o produzem, de maneira a nao incluir detalbes,
gue na maloria das vezes, ndo interessam para o (que se deseja observar. Este é o deno-
minado *principio minimalista” onde a validade da descrigfo € exigida somente na escala

macroscopica [Ferreira, 1993].

2.2.2 Espaco de Aspecto

A formulacio de um modelo matemdtico pressupde uma determinagio das caracteristicas
dos individuos através das quais o fendmeno serd descrito. Em particular, na descrigio de
fenémenos biologicos podemos considerar caracteristicas como idade, peso, volume, quan-
tidade de uma determinada substincia, forma, aparéncia, localizacho geogréfica, etc como
sendo relevantes para a dindmica do sisterna. Designaremos as medidas destas carac-

teristicas (supostamente continuamente mensurdveis) ordenadamente por (zy,%2,...,Tm)
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como um ponto do IR™ que serd denominado espago de aspecto {espago de fase em fisica).
Um ponto neste espago caracteriza o estado de um individuo de acordo com a descricio
adotada. Deve ser uma descricio necessdria {que o observador deseja) e suficiente (que sdo
exigidas para a formulacio da dindmica) [Bassanezi e Ferreira, 1088},

Os primeiros modelos utilizados na desericio de dindmica de populagdes (Malthus,
Verhulst, etc [Bassanezi e Ferreira, 1988; Edelstein-Keshet, 1988} utilizavam um espago
de fase constituido apenas do niimero de individuos de uma populagéo para descrever a sua
dindmica, com a restritiva {mas no entanto, adequada em determinadas escalas de tempo
e/ou espago) hipdtese de homogeneidade espacial, Em seguida, para incluir caracteristicas
importantes da populagio foram adotados modelos compartimentais que possibilitaram
a descricko de interactes entre subpopulacdes distintas em comportimentos fixos, como
nos modelos de epidemiologia de Kermack-McKendrick ou Lotka-Volterra para a interacéo
presa~predador.

A grande restricio a estes modelos € o fato de considerarem a populagdo homogene-
amente distribuida. Esta hipdtese, apesar de valida em determinadas situacfes onde se
considera o fendmeno apenas localménte, ndo permite o estudo de situagdes em gue a he-
terogeneidade do meio e/ou dos individuos desempenha um papel importante na dindmica
da populacio, como em invasdes populacionais e formacio de padrdes espaciais. Assim,
tornou-se necessério a consideragio de um espace de fase que incluisse a posiciio geogréfica
da populagio e, desse modo, a populaglo passou a ser descrita através da sua densidade
espacial representada pela funcgdo positiva p(x, ), onde x € IH™ representa as coordenadas
espaciais. A densidade de uma populagio em uma regifio ¢ definida como a razéo entre o
nimero de individuos e a 4rea {no caso bidimensional} da regifio. Nio faz sentido {fisico ou
experimental) pensarmos p{z,t) como a densidade no ponto z, mas sim como a densidade
em uma pequena regifo centrada em z, no instante {. A defini¢io de densidade € vélida

para regifes macroscopicas {1 onde

Lp(x, t)dz

é interpretada coma o nmimero de individeos nesta regido, no instante 1. Com esta defini¢io
e a partir de leis de conservagdo foram construides modelos de reagio-difusio para dispersdo
populacional j4 citados e amplamente difundidos [Okubo, 1980; Murray, 1989; ete].
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Como foi comentado na seqdo anterior, o modelo de difusfio cldssico supbe implicit-
amente, que ndo existe interaglo entre os individuos. No entanto, a comunicagio entre os
individuos é uma caracteristica marcante das populagdes bioldgicas. Ainda que os mode-
los de reagdo-difusdo tenham sido modificados no sentido de sanar esta dificuldade {pela
inclusdo de processos como convecgdo, taxia, difusibilidade dependente da densidade, ete),
em muitas situagtes é necessdrio que as caracterfsticas bioldgicas que determinam o meca-
nismo de intercomunicagio aparecam explicitamente no modelo.

Para construir modelos que incluissem elementos dos mecanismos de intercomunicacio
e assim descrever a interacdo entre os individuos da populagio, foi necessario considerar um
espaco de aspecto muito mais abrangente que o espago fisico. A distribuicfo espacial é im-
portante na descri¢do de invasdes bioldgicas mas ¢ insuficiente quando a intercomunicacio
entre os individuos é decisiva na sua dindmica.

Por exemplo, o desenvolvimento de muitas epidemias depende fortemente da distri-
bui¢do da populagio ao longo do intervalo etario, o que pode ser feito considerando-se o
espaco de aspecto formado pela caracteristica idade, isto €, a populac¢iio é descrita por meio

de uma fungio pla,t}, onde

j; " pla, t)da

1
representa o nimero de individuos na faixa etdria [a;, a5], no instante ¢ {Kermack-McKendrick,

1926]. Von Foerster {1959) considerou uma populacio de bactérias distribuidas por idade
e através de um principio de conservacic, obteve uma equacdo para descrever a populacgio
de acordo com esta caracteristica [Edelsiein-Keshet, 1988; Murray, 1985].

Um exemplo interessante em ecologia é a interagflo presa-predador onde o predador &
atraido pela coloragiio ou outra caracteristica especifica da presa. Neste caso, o aspecto da
presa é descrito por uma varidvel z que representa a coneentragio da sua cor dominante,
ou o tamanho médic das manchas no padrio das presas. Assim, as presas podem ser des-
critas pela funcdo v{z,1) que representa 3 densidade de presas com relagfo & caracteristica
z no instante t e, e{z,f} descreve a densidade de predadores que estdo concentrando suas
atencbes nestas presas [Levin and Segel, 1982; Levin and Segel, 1985]. Podemos citar
também a preferéncia de insetos herbivaros por determinadas caracieristicas das plantas,
como textura, concentracio de substdncias atrativas ou tdxicas que determinam uma ca-

racteristica importante na interagio planta-herbivoro que, portanto, deve ser considerada
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no modelo [Edelstein-Keshet, 1986; Rodrigues, 1998].

As caracteristicas que devem coustituir o espage de aspecto devem estar essencialmente
relacionadas a4 dindmica do sistema, de maneira que sejam incorporadas apenas as ca-
racteristicas necessédrias e suficlentes para que a sua descrigio seja estabelecida . De ums
maneira geral, o espago de aspecto é representado por J™, onde cada coordenada do ponto
&= {Zy,...,%m) Yepresenta a medida da caracterfstica correspondente. A distribnigio da
populagio neste espaco de aspecto serd dada por wma funcio densidade p(z,£) de modo
que a integral

jsz plz, tidz

representa o ndmero de individuos cujas caracteristica pertencem 3 regifo Q@ ¢ R™, no

ingtante 1.

2.2.3 Escalas e Aspectos Escolhidos para Descrever a Dispersao
das Abelhas Africanizadas

Espaco de Aspecto

Como um primeiro passo na formulagio de um modelo para a disperséo das abelhas
africanizadas devemos analisar sua dindmica e determinar as caracteristicas que irfo formar
um espago de aspecto adequado para a sua descriggo.

H4 uma peculiaridade desta populacio que ndo podemos deixar de considerar. Abelhas
meliferas sio insetos sociais. Vivem em coldnias que funcionam como um organismo inico
com uma complexa organizagio. Uma coldénia de abelhas funciona como uma unidade
perfeitamente integrada composta de organismos mutuamente dependentes, de maneira
gue um individuo ndo sobrevive isoladamente. Sua organizacio em coldnias se deve ao fato
de que a selegdo natural atua no sentido de favorecer unidades maiores de vida. Segundo
Richard Dawkins (1982}, toda unidade funcional acima do nivel dos genes podem ser vistas
como "veiculos” construidos pelos genes para favorecer sua sobrevivéncia e reproducio.
Assim, um grupo organizado que interage cooperativamente possul maior capacidade de
defesa, de coleta de alimento, termorregulagdo e de adaptacio [Seeley, 1989; Seeley, 1995},
sendo portanto favorecido pela selegfo natural.
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Isto nos conduz a considerar os individuos da populaco como sendo as colénias. Cada
coldnia funciona como um organismo dnico que cresce e se reproduz através de uma fissio
dada pela formagio de enxames (ver Capitulo 1). O movimento coletivo das coldnias em
enxames reprodutivos e abandonos € o responsavel pela dispersdo e invasio de novas dreas e
ndo o movimento individual de cada abelha em prospecgio ou coleta de néctar efou pélen.
Portauto, ndo faz sentido considerar uma populacdo onde os individuos sao as abelhas,
mesmo porque isoladamente 530 incapazes de sobreviver.

Como uma primeira abordagem do problema, podemos considerar a densidade espacial
de colénias em cada instante de tempo. Um aspecto importante e que poderia ser de
interesse na formulagio de um modelo para este problema é o estoque de mel (isto &,
de energia) de cada coldnia pois estd relacionado & formagio dos enxames e portanto 3
reproducdo dos individuos, Inicialmente vamos analisar a dispersio espacial da populagio
considerando apenas sua densidade no espago geografico em cada instante de tempo. No
Capitulo 4 apresentaremos um modelo discreto de simmlacio em que consideraremos o
estoque de mel como aspecto e, nesta oportunidade argumentaremos com mais detathes a
pertinéncia de sua escolha como caracteristica determinante da dindmica da populagdo.

Uma vez determinada a densidade através da qual a populacgio serd descrita, devemos
analisar os mecanismos pelos quais se 44 a dispersao e a reproducio das colénias e assim
identificar as escalas espacial ¢ temporal intrinsecas do problema. Através da determinacdo
das escalas em que o fendmeno ocorre poderemos optar pelo tipo de abordagem que a

situagio requer.

Escalas de Tempo

A reprodugio das colénias se d4 em perfodos bem determinados. Umna vez estabelecida,
a colonia inicla imediatamente a construcdo da colméia para a producio de novos individuos
e armazenagem de mel que caracteriza uma fase de creseimento da coldnia como individuo.
() intervalo de tempo enire ¢ estabelecimento da coldnia e a formagio do primeiro enxame
reprodutivo é uma estimativa do comprimento da geracdo (ver Capitulo 1).

Abelhas de clima temperado comegam a se preparar para formar enxames no final do
inverno, sendo que a maioria dos enxarges ocorrem no meio da primavera [Winston, 1987],

ou seja, apenas um evento reprodutive ac ano. Em contraste, Taylor (1977} relata que
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abelhas africanizadas podem produzir enxames aproximadamente uma vez por més!

Dados coletados na Guiana Francesa, estirnam naquela drea um comprimento de geracio
de aproximadamente 48 dias para colénias em seu primeiro ciclo reprodutive e, 72.4 dias
para colonias estabelecidas que jd enxamearam pelo menos uma vez. No Brasil e em toda
América tropical, a alta taxa de crescimento indica um curto intervalo entre os eventos
reprodutivos, possibilitando entre dois a quatros eventos reprodutivos por ano. O niimero
exato de eventos reprodutivos depende, entre outros fatores, dos recursos disponiveis [Tay-
lor, 1877; Otis, 1901].

Identificamos a existéncia de duas etapas distinfas na dindmica da populagio. Uma
etapa de dispersdo dada pela formacio de enxames reprodutives e/ou abandonos. ¥ neste
momento que ocorre 0 aumento da densidade populacional. Em seguida hd uma etapa
sedentdria na qual os individuos permanecem em seus sitios desenvolvendo-se e preparando-
se para o préxime evento reprodutive. Vamos considerar que em média ocorrem quatro
eventos reprodutivos por ano, um a cada trés meses. Isto significa que estamos supondo
gue a reproducdo ocorre em tempos discretos, sem sobreposicdo das geragGes.

Notamos aqui a existéncia de duas escalas de tempo distintas na dindmica da populagio.
Uma escala rapida {da ordem de um ou dois dias) em que ocorrem 0s enxames e a instalacio
da nova colénia e uma escala lenta correspondente ao periodo sedentdrio em que a coldnia
permanece imével aumentando sua populacio interna e seu estoque de mel. Estas duas
etapas juntas, que correspondem aproximadamente a £rés meses, podem ser consideradas
como wm ciclo reprodutivo das coldnias. Assim, para uma escala de tempo de observagio
nio muito longa, como por exemplo da ordem de alguns anos, m{;diﬁéar;ﬁes notdveis na
densidade populacional ocorrem em tempos discretos. Isto nos conduz a descrever este
processo por melo de equaghes a diferencas, neste caso mals convenientes gue equagbes

continuas.

Escalas Espaciais

Enxames reprodutivos de abelhas européias instalam-se, em média, a 1.6 km de distdncia
de sua coldnia original. Em constraste, sabe-se que enxames de abelhas africanizadas per-
correm grandes disténcias antes de estabelecer a nova coldnia. No entanto, dados precisos
sobre a distancia dos vdos sio de dificil obtenclo devido & dificuldade de acompanha-
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mento dos enxames até sua instalacdo. Relatos de ilhas distantes entre 12-20 km da costa
da Guiana Francesa que foram naturalmente colonizadas pelas africanizadas, indicam gue
esta espécie de abelhas é capaz de desenvolver grandes distancias em um sé vo. Durante
a fase de colonizagio, a taxa de expansdo de 300-300 km a0 ano s6 seria possivel se cada
enxarme, assumindo seis eventos reprodutivos ao ano, percorresse uma distdncia média de
50-80 km. Na Africa, h# registros de enxames que percorreram 160 km até sua instalacdo
[Taylor, 1977; Otis, 1991].

Hstes v0os de grandes distincias sao executados em dias subseqiientes. Em enxames
reprodutivos e abandonos, abelhas escoteiras s&o enviadas para reconhecer a regifio, pro-
curando dreas com boa forescéncis antes de decidir a dire¢fo a ser tomada. Os enxames
fregiientemente instalam-se provisoriamente em determinados locais e ali permanecem por
alguns dias, durante os guals pesquisam os recursos da regido antes de "decidir” entre
estabelecer-se ou partir novamente [Otis, 1991]. Este padrio de v6o permite que as africa-
nizadas viagem as grandes distdncias relatadas.

Uma outra escala espacial nfo que ndo estd diretamente relacionada ao fenémeno de
dispersio mas também estd envolvida na dindmica da populacio das abelhas africanizadas,
é a escala de prospecgiio e coleta de néetar e/ou pblen. Como comentamos no Capitulo 1,
a prospeccao e coleta de alimentos pode varrer uma regido de até 300 km?® de drea e 10 km
de raio [Roubik, 1989]. '

Vamos considerar uma escala de observagio de aproximadamente 1000 km {aproxima-
damente a medida linear do estado de S&0 Paulo) e, uma escala de movimentacio dos
enxames de aproximadamente 50 km, em média. Desta forma, a movimentacio dos enxa-
mes nao pode ser considerada como ocorrendo em uma escala microscépica pois ndo hi
uma disparidade entre a escala de movimentacio e a escala de observagio do fenémenc.
Ao contrario, a escala de movimentagio dos individuos caracteriza wma dispersao ndo lo-
cal. Além disso, o movimento dos enxames nao ¢ realizado de maneira aleatéria, que é a
hipétese basica dos processos difusivos.

Devemos portanto, considerar uma formulagao diferente dos modelos de reacio-difusdo
para a descricio deste fendmeno. Uma possibilidade é oferecida pelos modelos com in-

teracOes nao locais representados, em geral, por operadores integrais.
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2.3 Processos Nao Locais

2.3.1 Consideracoes Gerais

Processos nao locais ocorrem em muitos sistemas bioldgicos e nio apenas no contexto
de dispersdo populacional. Interagbes néo locais sio muito comuns quando a populagio
estd distribuida em um espaco de aspecto ndo estritamente geogrifico. Quando o espaco de
aspecto inclui outras varidveis que no a espacial, individuos préximos no espago geografico
mas eventualmente distantes nas demais coordenadas do espago de aspecto poderm interagir
entre si, caracterizando um processo ndo local [Ferreira, 1995; Ferreira, 1996).

Um exemplo cldssico de interacdo ndo local em um espago de aspecto nao geogrifico é
dado pelo modelo de Von Foerster (1959} para a dinfmica de uma populagdo com estrutura
etdria. Este modelo constitui o exemplo mais antigo desta situacio. Neste modelo, a
populacio € descrita com relagio 4 sua distribuicdo por idade, em cada instante de tempo.
Isto é, pela funcio u(a,?) que representa a densidade populacional com idade a no instante
. Uma equacio de conservacio para a fungfo u{a,t) é formulada para descrever a evolucgio
da densidade populacional com relagdo & idade,

Ju du

5= WEZ — layu. (2.13)

A passagem de uma idadé a outra isto €, o fluxo neste espago de aspecto, é considerado
como uma convecgio com velocidade constante 1 e depende apenas da densidade em cada
idade, ou seja, J = 1 -u. A mortalidade da populacio p{a)u em cada idade, considerada
na equagdo como fonte, é proporcional & densidade em cada idade. No entanto, a taxa
de nascimento de individuos por unidade de tempo, isto €, o fluxc de entrada na idade
zero, depende da densidade da populagio em fase reprodutiva, obviamenie distante da
idade zero no espago de aspecto. Esta dependéncia da taxa de nascimento (idade zero!)
da densidade em idades "distantes” caracteriza um fendmeno de interacdo ndo local e é
descrita pelo operador integral

2(0,1) = /G “ ba)ula, t)da, (2.14)

onde b{a), gue descreve a taxa de reprodugio em cada idade a, € uma fungfo ndo nula

apenas para determinados valores de a, dependendo da espécie. Para valores de a muito
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pequenos ou muito grandes, a taxa de reproducio é nula. [Hoppensteadt, 1975; Murray,
1989].

Exemplos de interagbes néo locais ocorrem em védrias 4reas da Biologia como em epi-
demiclogia, em imunologia, sociobiologia, neurobiologia, redes filamentares, etc. Em todos
estes casos foram desenvolvidos modelos adequados para diversas situagies especificas [Fer-
reira, 1996]. Para os propésitos deste trabalho, séo de especial interesse s modelos desen-
volvidos pars interages nio locais na drea de dispersdo populacional, objetos de intensa
pesquisa na atualidade, e aos quais daremos maior atencio. ‘

Uma alternativa para a descrigio de fendmenos de dispersdo néo local fol apresentada
por Mollison {1972) para a expansdo de uwma epidemia. Seu modelo, continuo no tempo,
considerava uma distribuicdo de probabilidade para a distincia que um individuo se move
(chamada distribuicio de contato) [Kot, 1992]. Através desta distribuigdo de contato,
pdde-se adicionar & equaglo que descreve a taxa de variagio de individuos infectados, a
influéncia exercida por individuos distantes no espago geografico. Se u(z,1) representa a

densidade de individuos infectados na posigic z, no instante ¥, a equacio de Mollison

Ju _ .
5= raE{(l — u) (2.15)
descreve a taxa de variagio dos individuos infectados, onde
Tz, t) = j; k(z — yiuly, t)dy {2.16)

é uma média espacial ponderada dos individuos infectados no dominio £2. A fungio k{z—y)
é & distribuicio de contato que carrega as informacdes espacials.

Estamos interessados em modelos de dispersdo nado local cuja variacdo no tempo seja
discreta, pois como observamos secfio 2.3.3 os eventos reprodutivos, e portanto a dispersao
das africanizadas, ocorrem em periodos bem definidos gue devem ser descritos por nm
modelo discreto no tempo. Esta situacio ndo é exclusiva do problema que estamos pro-
pondo. Muitos outros organismos apresentam crescimenio sazonal e disperséo nao local
em diferentes etapas,

Modelos para dispersdo nio local discretos no tempo tiveram sua origem no problema de
véos randomicos {Markoff, 1912 e Chandrasekhar, 1943} onde uma particula executa uma

seqiiéncia de deslocamentos independentes de acordo com uma distribuicio dada [Neabert
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et al., 1995]. A partir da década de oitenta, estes modelos surgiram na drea de ecologia
[Kot and Schafer, 1986] tendo sido aplicados a problemas de disperséio de populagdes
cujo crescimento e dispers3c ocorrem em épocas diferentes, como por exemplo o easo da
dispersio de sementes [Andersen, 1991; Allen et el., 1996}, dispersido de péssaros [Veit and
Lewis, 1996] entre outros {Hardin et al., 1988; Kot, 1992; Neubert et al., 1995]. Todos
estes problemas tém muitos pontos de contato com o processo de dispersido das abelhas

africanizadas e por esta razéo, serdo apresentados com um pouco mais de detalhes.

2.3.2 Dispersiao Nao Local Discreta no Tempo

Consideremos uma populagio que cresce e se dispersa em diferentes etapas, como por
exemplo, o caso de dispersio do "house finch” que se reproduz na primavera ¢ se dispersa no
fim do verdo. Estes passaros percorrem grandes disténcias ao se dispersarem caracterizando
um processo ndo local. Seu crescimento e dispersio ocorrem apenas uma vez 40 ano, sem
sobreposi¢io de geragdes. Desse modo, a descricdo de sua dindmica espacial e temporal se
faz por meio de uma equagdo continua no espaco e discreta no tempo que considera efeitos
ndo locais de dispersfo [Veit and Lewis, 1996].

Qutro exemplo interessante € a digpersdo de sementes de uma populacdo de plantas.
Neste caso, ss sementes sdo consideradas como individuos da populacio e é através delas
que se dd. a reproducdo e a dispersio da populacio. Apds serem produzidas, as sementes sio
dispersas através de diferentes mecanismos como por exemplo, pelo vento, por arremesso,
por meio de animais, efc. A fixagdo das sementes pode ocorrer a disténcias variadas da
planta que as produziu de acordo com uma determinada distribuicio que depende de cada
espécie de planta. Este padrio de dispersio claramente difere do padrio difusivo, que
supde uma movimentacio aleatéria microscopica. Neste caso a dispersdo se d4, ndo por
movimentagio dos individuos, mas pelo espathamento de seus descendentes [Andersen,
1991; Allen et al., 1996].

De maneira geral, populacdes que crescem e se dispersam em épocas bem definidas, sem
que ocorta sobreposicdo das geragOes podem ser descritas por meio do modelo desenvolvido
por Kot e Schafer {1986}, No préximo capftulo, construiremos um modelo para a disperso

das abelhas africanizadas a partir de uma equacao funcional discreta com operador integral
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baseada nas idéias de Kot e Schaffer (1986). A idéia bdsica destes modelos consiste em
primeiramente determinar a dindmica temporal da populagBo, isto é, a dindmica de cresci-
mento da populagio e, em seguida acoplar a dispers&o da populagéo através de operadores
integrais continnos no espago.

Devemos estabelecer uma funcio f {V;) que descreva o comportamento reprodutivo da
populagio, ou seja, o crescimento local dos individuos deverd ser descrito por uma equacio
do tipo

Nippt = f (Ng) = Nyp (Ny) {217}

onde f {N;) em geral, é uma funcio ndo linear de N, que reflete as principais caracteristicas
de crescimento da populagdo e, {N,} representa a produgdo média de individuos por
individuo, também chamada taxa de crescimento da populagio.

Dependendo da situacao especifica, pode-se considerar crescimento exponencial ou de-
pendente da densidade para descrever a dindmica de crescimento da populagio. Por ex-
emplo, no crescimento exponencial de Malthus, empregivel em determinadas situacfes, a
taxa de crescimento é dada por

(N =r. (2.18)

Para um crescimento dependente da densidade, a taxa de crescimento para a funcio de
Ricker {1954)

N
¢ (V) = exp [?‘ (1 - ;{i)} ; (2.19)
ou para a fungio de crescimento logistico
N,
e(N)=r (1 - Et) (2.20)

(onde K representa a capacidade superte do meio e € e r s80 as taxas de crescimento
intrinseca de (2.19) e (2.20), respectivamente) sdo amplamente utilizadas na literatura. No
entanto, o usc do crescimento logistico em equagodes a diferengas € imitado ao periodeo de
tempo em que N; << K pois, para valores suficientemente grandes da populagio a fungio
F (M) assume valores negativos.

Por outro lado, na funcio de Ricker, F{N;) assume valores ndo negativos para todo
valor de N, e, porfanto, seu uso é mais apropriado no contexio de crescimento discreto. A
figura 2.1 ilustra a funcdo de Ricker.
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Figura 2.1: Jlustragdo da fungdo f{N:) de Ricker que exibe um efeito de saturacio depen-
dente da densidade.

A segunda etapa da formulacio do modelo consiste em incluir a varidvel espacial con-
siderando N;{z) como sendo a densidade populacional na posicdo z no infcio da ¢-ésima
geragio. As mundancas na densidade ocorrem em duas etapas: (1) Durante o estdgio se-
dentério N;(z) ¢ mapeado em f (z, Ni(z}), onde a dependéncia explicita de z significa que
pc}demés adicionar & dinfmica populacional uma dependéncia da posicio espacial. Por
exemplo, em um meio heterogéneo a taxa de reproducdo ou de mortalidade, ou até mesmo
a capacidade suporte podem variar com a posigio geogrifica. (2} Apds a reproducio ocorre
uma realocagio dos individuos (on de parte deles).

Estes dois processos juntos podem ser descritos pelo operador

QIN(z) = [ K(z,)f (Vi) dy. (2:21)

Uma vez determinado o nicleo de redistribuicdo, a densidade da populacio no inicio da

geragdo ¢t + 1 pode ser dada por
Nt+1(.7}) = Q [Nt} (.’L') . (222)

O operador ) pode ser pensado como a "soma” de todos os individuos do dominio
que, apés a fase de crescimento, migraram para a posicio z com probabilidade k(z,y),

isto é, 0 mimero médio de individuos gue migraram para z no tempo t. Podemos obter
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Figura 2.2: Ntcleo de redistribuicdo k{z,y) para uma determinada espécie de planta. Re-
presenta a probabilidede dos sementes produzidas em y alecancarem o posigdo z do dominio.

este operador a partir de um modelo para um meio composto por manchas discretas com
coordenadas 7;,1 = 1,...,n [Kot and Schaffer, 1986]. Seja N,(z;) a densidade da populacio
na mancha ¢ 1o inicio da t-ésima, geragdo. Durante o estdgio sedentdrio a populacio em
cada mancha é mapeada em f{z;, Ny(2:)) e durante o estdgio de dispersio os individuos se
movimentam de uma mancha A outra. Estas duas etapas podem ser descritas pela equagio

Nislz:) = zk( 2 f(Nu(z)) (2.23)

onde k(z;,z;) é a probabilidade de um individuo se movimentar da mancha j para a
mancha i. Quando a populacio estd continuamente distribuida, a soma (2.23) transforma-
se no operador {2.21}.

O nicleo de redistribuicdo k(x,y) ¢ o principal ingrediente dos modelos do tipo (2.22)
gue descrevem interacdes nio locais. k{z,y)dy é a probabilidade de um individuo no
intervalo (y,y + dy] migrar para a posi¢do z durante o estdgio de dispersdo [Kot, 1992).
Até mesmo o modelo de difusdo cldssica pode ser aproximado poi* este tipo de formulacio,
bastando para iste tomar o nicleo de redistribuicio como sendo a distribuigio normal com
massa progressivamente concentrada no ponto y, isto é, k(z,y) = 751;}- exp (,._ J“—;&Eﬁ) onde
o ~ 0 [Ferreira, 1996; Kot, 1992].
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k(x,y) € a funcio densidade de probabilidade para a disperséo dos organismos a partir
de uma posigio y [Kot et al. 1996] e assim, deve assumir valores ndo negativos e satisfazer
a condicio

[Dk(x, yydz =1 (2.24)
ou seja, fixada uma posigdo y, os individuos que saem desta posicao irdo se instalar em
alguma outra posicio do dominio.

Hé circunstdncias em que esta condicdo néo necessariamente deve ser cumprida. Em
alguns casos pode ser necessario acrescentar um fator de mortalidade devido & dispersio
[Neubert et al., 1895]. Por exeraplo, modificando o niicleo de redistribui¢io através de uma
taxa de mortalidade que aumenta com a distdncia percorrida pelos individuos, poderfamos
considerar k(z,y) = p(lz — y|)k(z,v) onde a funcio p(r) é uma taxa de mortalidade que
cresce com & disténcia r, sendo p{0) = 0. Portanto terfamos

LE(m,y)dx < 1.

Modelos para dispetsfio ndo local do tipo {2.22}, em geral consideram o meio homogéneo.
Neste caso, ou mesmo em outras situagbes, a probabilidade de instalacio dos individuos
em uma determinada posicio z, é considerada como dependente apenas da disténcia desta
posicdo & posicio original dos individuos y. Com esta hipdtese, o nicleo de redistribuigio
passa a depender de uma tinica variavel dada pela diferenca z ~ y, isto é, o modelo pode

ser formulado através do micleo k(z — y}. Isto é, o operador (2.21) fica na forma

Q) = [ ke —y)f (N(3)) dy. (2.25)

Em contraste, quando o meio é heterogéneo por exemplo, a probabilidade de instalagio
dos individuos em uma posicio pode depender ndo da distincia de ¢ a ¥, mas da prdpria
posicio z de instalagéo e/ou da posicdo y de partida como um reflexo de uma atratividade
{ou repulsio) de cada posigio. Modelos de disperséo néo local do tipo (2.21) a (2.22) que
considerem um movimento orientado dos individuos, isto €, que admitam uma taxia como
resposta & heterogeneidade do meio ndo sio tratados na bibliografia citada. No préximeo
capitulo, construiremos um modelo para a dispersdo das abelhas onde apresentamos uma
alternativa para descricio de fendmenos de taxia de longo alcance através de nma modi-

ficagio no nicleo de redistribuigo.



Figura 2.3: Nicleo de redistribuicio k(z,y) no gqual as plantas evitam o langamento na
posicGo em que se encontram. A figure iusira o probebilidade das sementes produzidas

pelas plantas do posicdo y cairem ne pesigao <.

A forma do micleo pode variar para diferentes tipos de organismos. Ha muitos métodos
para se estimar o nicleo de redistribui¢do e de fato, muitos dados foram coletados expesi-
mentalmente para grande ndmero de espécies de plantas e animais [Neubert et al., 1995].
A figura 2.2, ilusira wma possibilidade para o nticleo de redistribuicio para uma espécie de
planta que apresenta uma major probabilidade das sementes se fixarem ao redor da planta
que as produziu e probabilidade nula de se fixarem a distdncias muito grandes desta planta.
Se por exemplo, para aumentar as chances de sobrevivéncia da espécie, uma planta evita
(por algum mecanismo de lancamento} que as sementes calam muito préxima, o nicleo de
redistribuicdo deve assumir maximo deslocado do centro, como ilustrado na figura 2.3.

Em determinadas situactes, individuos jovens e adultos se movimentam e contribuem
para a dispersio da populacéo de maneira distinta. Na dispersdo de alguns passaros como
o “house finch” apenas parte da populacio adulta e parte da populaco de jovens se
dispersam.

Em seu modelo para a dispersdo do "house finch® pela América do Norte, Veit e Le-
wis (1096) consideram os individuos jovens e adultos da populagio separadamente, numa

equacho de recursdo funcional com operador integral. Estes péssaros se reproduzem anu-
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almente na primavera e se dispersam no final do verdo,
Considerando N, como sendo a densidade total de individuos antes da primavera do
ano ¢, a dindmica de crescimento da populag¢io pede ser dada por

Nepr = sNy + f (V) (2.26)

onde s é a fragio de sobreviventes do ano £ ao ano £+ 1. f {N;}, agora com outro sentido,
descreve apenas os individuos produzidos na primavera do anc t que schreviveram.

Para descrever a variacio espacial da densidade populacional, Veit e Lewis (1996) consi-
deram Ny(z) como sendo a densidade da populagio antes da primavera do ano ¢ na posicdo
z. No-fim do verdo do ano ¢ uma porgio de jovens e adultos se dispersam. Dessa forma, a
densidade populacional total antes da primavera do ano £ + 1 € fornecida pela equacio

Nip (33) = s(1 “Pa)Ne(ic) + (1 - pj)f (Nt(x)) +
(2.27)
+ fn k(z — y)spa Ny (y)dy + /n k(z — y)psf (Ne{w)) dy

onde p, ¢ a probabilidade dos adultos se dispersarem e p; € a probabilidade dos jovens se
dispersarem. Pela equacio {2.27) os autores fazem uma distingdo entre as densidades de
adultos e jovens que irdo dispersar. Esta equacgho prevé a densidade total de individuos
antes do evento reprodutivo do ano £ + 1 com base na densidade total de individuos antes
do evento reprodutivo do ano £

Andersen (1991} propds modelos de dispersdo de sementes que consideram plantas cujas
sementes nao sobrevivemn mais que umm ano, isto é, ndo hé bancos de sementes. Um modelo
para disperséo de plantas em gue hd bancos de sementes que podem germinar até dois anos
subseqiientes é apresentado por Allen et al. (1996). Este modelo também é formuladoe a
partir de equagdes recursivas com operadores integrais pois considera reprodugio anunal e
dispersdo de longo alcance. Também apresentam um modelo para dispersdo de espécies -
competidoras.

Equacdes a diferencas com operadores integrais do tipo (2.22) também tém sido apli-
cadas a modelos envolvendo mais de uma espécie, como modelos para dispersio de duas
espécies de plantas em que ocorre competicio entre elas [Allen et al., 1996), dispersio si-

multinea de presa e predador, onde as duas espécies crescem, interagemn e se dispersam em
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sincronia {Neubert et al., 1995]. Os modelos do tipo {2.22) tém sido estudados com relacio
& sua solugdo de equilibrio, bifurcagdes, instabilidade difusiva (em modelos com mais de
uma espécie} e, com relagao 4s solugdes tipo ondas viajantes [Schaffer and Kot, 1986; Kot,
1992; Neubert et al., 1995; Andersen, 1992; Allen et al., 1996]. Estamos particularmente
interessados em estudar a evoluglio da solugdio do modelo que iremos propor para solugio
tipo ondas viajantes pois tratando-se de um fendmeno de invasio esperamos a existéncia

destas sohugDes.

2.4 Solucgoes Tipo Ondas Viajantes

As chamadas solugdes ondas viajantes representam fendmenos importantes e fregiientes
em biologia, comumente descritos por equagfes de reagio-difusdo. Padrles em forma de
ondas que se movem no espaco sdo comuns em fendmenos como transmissio de impulsos
nervosos, ondas quimicas e mecnicas que se propagam em ovos de muitos vertebrados,
ondas excitatdrias no cérebro e na musculatura cardiaca, propagacio de incéndios florestais,
propagacio de uma epidemia e invasles populacionais [Murray, 1989; Ferreira, 1996].

Pars escalas espaciais relativamente grandes, a difusfo € um processo muito lento de
propagacio quer seja para substincias ou individuos. Como j4 comentamos, o tempo médio
para percorrer uma distdncia [ é da ordem de O(%/ D), se a difusio for o dnico mecanismo
de transporte envolvido. Se considerarmos, por exemplo, o processo de invasio da epidemia
de raiva em raposas na Europa, cujo coeficiente de difusfo dos individuos infectados foi
estimado em 200km®/ano, se a difusdo fosse o finico processo de movimentagdo, teriam
sido necessdrios 50 anos para a epidemia percorrer uma distancia de 100km. No entanto, a
velocidade de espalhamento desta epidemia estd estimada em 50km/ano! [Murray, 1989].
Isto significa que o espalhamento da epidemia de raiva em raposas deve envolver outros
mecanismos além da difusio. _

As invasfes ndo envolvem apenas processos de movimentagio mas também envolvem
processos de rdpido crescimento populacional. Assim, quando um processo de reacio é

acoplado & equacdo de difusdoe clissica, isto €, para equagdes de reagdo-difusao na forma

du Hu
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pode ocorrer a formagéo de ondas de propagacio, dependendo da forma da funcio de
reacio f(u}. Em contraste com o fendmeno de difusio simples, ondas viajantes podem
realizar a propagacdo de substincias e/ou individuos muito mais rapidamente.

Uma solugéo onda viajante u(z, ) é uma solugio que se propaga no espaco com velo-
cidade constante, sem mudar sua forma. Matematicamente, u(z,t) é uma solugio onda
viajante quando

w(z, t) = plz - ct) =¢2), 2=z —d, (2.29)

onde ¢ > 0 é a velocidade da onda que, neste caso, se propaga no sentido de  positivo.
Uma onda que se move no sentido de z negativo, é da forma ¢(x + ct). A velocidade
da onda ¢, geralmente deve ser determinada. Uma solugo onda viajante para a equacio
(2.28) que se propaga no sentido de z positivo deve satisfazer

'+ + flp) =0 (2.30)

sendo que as linhas correspondem 3 diferenciacdo com relagio a z. Em uma onda viajante
tipica ¢(z) satisfaz ‘
lim ¢(z)=Ke lm p(z)=0 {2.31)

700
onde f{K) = f{0) = 0. Uma solugo satisfazendo ¢(z} — K quando z — 400 e @(2) — 0
quando z — —o¢ pode ser obtida mudando-se o sinal de ¢. {No caso de uma onda pulso,
K = 0.) A figura 2.4 ilustra uma soluclo onda viajante tipica para dois instantes de tempo
distintos. A frente de uma onda viajante € a forma assintética da solugdo de um problema
de valor inicial com condigde inicial u{z,0) = up{x) {Britton, 1986].

A procura destas solugdes oferece a grande vantagem de transformar equacdes diferen-
cials parciais nas varidveis z e , em equagOes diferenciais ordinérias na varidvel z. Deste
modo, transforma-se o problema de procurar uma fungfo de duas varidveis, no problema
{obviamente mais simples) de procurar uma funcio de uma varidvel e um ndmero real
e. Para ser biologicamente significativo, a solucio da equacio ordindria deve ser hmitada
para todo z e nfo negativa, pois descreve concentragdes de substéncias e/ou densidades
populacionais.

A equacio de difusio cléssica

u )
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Figura 2.4: Forma gqualitelive tipica de uma solugdo onda vigjante para dois instantes de
tempo distintos. u(z) — 1 (pare 2 =& —o0) eu(z) = 0 (para z — o). A onda se propaga
no sentido de x positive.

ndo admite solugdo ondas viajantes, pois a soluciio {2) = A+ Bexp (~cz/D) da equagio
diferencial ordindria obtida ao se introduzir a mudanga de varidvel (2.29) ¢ ilimitada para
z — —00, & menos que fagamos B = 0. Neste caso, ¢(z) = A constante, que obviamente
nao é uma onda viajante. Este fa.i%o é de ser esperado, uma vez que ndo hé crescimento da
populacio e o movimento aleatério néo é direcionado.

Em contraste, a equagio {2.8) do modelo de Fisher, como comentamos anteriormente,
admite solugdes ondas viajantes e consiste no protdtipo das equagtes que admitem este tipo
de solucdo. Em seu artigo eldssico, Kolmogorov, Petrovsky e Piscounoff (1937} provaram
a existéneia de tais solucBes para a equaciio (2.8) para toda velocidade ¢ > 2v7D. A
velocidade da onda, logo apés a liberacdo, é dada aproximadamente por e(t) =~ 2vrD —
b(1 Int} para alguma constante b. Rapidamente c(t} aproxima-se da velocidade assintética
e{t) = 2+/7D [Holmes et al,, 1994].

Uma questdo importante se refere 4 estabilidade destas solugfes, isto é, para que fipo
de condiciio inicial u{z, 0} a equacio de Fisher ird evoluir para ondas viajantes. A resposta
a esta questdo também foi obtida por Kelmogorov et al. (1937). Eles provaram que para



uma condigio inicial de Heaviside, isto é

w(z,0) = uglz), uo(z) = { bsersm (2.33)

0 sex>xp

onde z; < Tp ¢ ug(z)} é continua em z; < z < z, a solucio u(z, t) da equacio de Figher ird
evoluir para uma onda viajante com a velocidade minima ¢* = 2+/7D [Britton, 1986]. Isto
significa que ndo basta existir a solugfio tipo ondas viajantes, ela deve ser estdvel para que
tenha o "status” de observivel. Este resultado cldssico para a equacio de Fisher estabelece
que uma onda viajante de menor velocidade é a tinica estdvel [Murray, 1989].

Considerando modelos de reagdo-difusdo um pouco mais gerais, dados pela equacéo
{2.28) onde a funglo f(u) possui apenas dois zeros, digamos em u; € wuy, & solugio onda

viajante evolui com u indo de u; até uz monotonicamente com velocidade dada por

€2 Cpin = 24/ [{w) D (2.34)

seu; < ug e, f{uy) > 0e f'{uy) < O [Murray, 1989]. De maneira geral, a velocidade de
propagagcio da frente de onda depende sensivelmente do comportamento da condicio inicial
u{z,0) para |z| — 00. Se a condigfo inicial for do tipo (2.33), a onda final ndo depende
da forma especifica de u(z,0). Para outros tipos de fungdo de reacdo f(u), as condigBes.
de convergéncia sobre as condiges iniciais variam de acordo com a func¢do considerada
[Britton; 1986],

As equacdes de reagio-difusio, suas solugbes, velocidade de onda e estabilidade tém sido
amplamente estudados. H4 uma vasta bibliografia sobre o assunto, sendo que podemos citar
principalmente Fife {1979) e Britton (1986) com uma abordagem mais tedrica. Segel (1980)
e Murray (1989) sio mais direcionados s aplicagbes em biologia e fornecem uma discussio
completa sobre as solugdes ondas viajantes em problemas cldssicos como a dispersio do
#spruce budworm”, a dipersdo de raiva enire raposas na Furopa, entre outros problemas
importantes de ecologia populacional.

E importante observar que mesmo guando a andlise nio nos fornece uma solugao ondas
viajantes exatamente no sentido acima descrito, ainda assim podemos obter solugdes de
propagacio biologicamente interessantes. Por exemplo, quando a forma e/oun a velocidade

de propagacao da onda apresentam pequenas variagbes com o tempo, isto é,

u(z, 1) = @ (z - clet)t) com 0 < € << 1 (gt = 7 = tempo de variacio lenta)



a6

onde a velocidade c{et) deixa de ser constante e apresenta uma variagdo lenta com o tempo.
Neste caso, a solugfio néo é considerada como uma onda viajante no sentido de um gréfico
que se movimenta sem distor¢cio. Mesmo assim, esta solucdo pode nos fornecer informagtes
sobre o processo bioldgico que sdo relevantes para a sua compreensio.

Quando se trata de dispersdo populacional, na maioria das vezes os organismos se espal-
bam por ambientes heterogéneos deparando-se com trechos mais favordveis ou mesmo com
obstdculos come rios, penhascos ou regides com recursos excassos. Esta heterogeneidade
pode causar uma variagdo na taxa de expansdo dependendo do tipo da regifio e/ou uma
variagio na forma da frente de onda [Shigesada and Kawasaki, 1996]. Além disto, certas
condighes para a existéncia de uma solugio ondas viajantes sdo biclogicamente restritivas.
Ao se enfraquecer estas condicdes, o que biologicamente significa torns-las mais realisticas,
as solugbes podem mudar a forma e/ou admitir velocidade varidvel [Segel, 1984], o que ndo
gignifica que ndo sejam biologicamente importantes e reveladoras.

Shigesada and Kawasaki (1997) consideraram o ambiente consistindo de dois tipos de
manchas, uma favordvel e outra desfavordvel de tamanho constante, arranjadas alterna-
damente em um dominio unidimensional infinito. Consideraram ums equagio de reagio-
difusfo sendo que, neste caso, a difusibilidade ¢ a taxa de erescimento dependem da posigo
z do espaco. A soluclo, para uma populagio liberada a partir de uma distribuigio inicial
localizada, evolui para uma onda viajante periddica. Sua forma varia periodicamente,
enquanto se expande continnamente. Em outras palavras, a forma da solugdo em um
determinado instante t ird se repetir depois de passado um periodo de tempo T, numa
posicio z* 4 frente. Neste sentido, ondas viajantes periédicas diferem das ondas viajantes
"cldssicas” que ndoc mudam a forma da frente de onda. A distribuicio da solugdo nas
vizinhancas da origem aproxima uma distribui¢do estaciondria ndo homogénea, sendo que
esta vizinhan¢a aumenta & medida que o tempo passa. Isto ¢, a solucdo assume uma confi-
guracao estaciondria ndo homogénea longe da frente de onda, que € a Gnica regido em que
h# variagdo na forma da solugio com o tempo. Assim como a forma da solugdo, a veloci-
dade da onda também varia periodicamente, avancando rapidamente no trechos favordveis
e mais lentamente nos desfavorédveis.

Se o ambiente é constituido de um mosaico de manchas irregnlares entdo uma populago

liberada em uma regido limitada deste dominio, pode se desenvolver e ter sua expansio
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representada por uma frente de onda gue muda sua forma irregularmente. Frentes de onda
que mudam a forma desta maneira enquanto expandem seu dominio sio chamadas ondas
viajantes irregulares [Shigesada and Kawasaki, 1997].

2.4.1 Solugoes Tipo Ondas Viajantes em Equacées a Diferencas

com Operadores Integrais

Muitas equagdes a diferengas com operadores integrais do tipo (2.22) também possuem
este atributo das equaghes de reacio-difusio, ¢ de admitir solucdes tipo ondas viajantes na
descrigio da dispersio ndo local de uma populacgiio. Weinberger (1978) e Lui (1989) ainda
que sem direcionarem seu trabalho as aplicagbes, dedicaram-se a desenvolver condigbes
necessirias e suficientes sobre o nucleo de redistribuicdo, a distribuicdo inicial e sobre a
fun¢io de crescimento no sentido de garantir a existéncia de uma velocidade minima de
propagaciio e a convergéncia da solug@o para ondas viajantes.

Assim como para as equacies continuas, no contexto das equagdes a diferencas, ondas
viajantes sio solucdes que se propagam no espaco sem mudar a forma. Neste caso, tal

solucdo satisfaz |
Nt—i—l (.'5') = Nt(x e C) (235)

para alguma constante ¢ > 0 que é a velocidade da onda, em geral, a ser determinada.
Cada iteracio produz uma translagho lateral ¢ da solugdo sem que haja alteracio na sua
forma.

Weinberger {1978, 1982) provou a existéncia de uma solugio tipo ondas viajantes para
equagdes do tipo (2.22) com um operador (2.25) onde f(N,) deve satisfazer

f(¥) < FLON. (2.36)
Considerando o dominio espacial como sendo unidimensional e infinito, a substituico de
(2.35) na equacdo {2.22) produz a equaglo integral
+0G
Na-g= [ ko) (N@)dy (2:37)

que caracteriza a solugfio ondas viajantes para a equagio {2.22). Estas solugbes tipicamente
s&o curvas que ligam as solugles constantes de (2.37). Isto é, a soluglo deve se aproximar
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de N =K paraz — —oo ede N = 0, para £ — +oc onde N = K e N = 0 s&o as solucdes
constantes de (2.37).

Velocidade

Se a populagdo estiver inicialmente confinada a uma regido limitada, isto é, se a distri-
bui¢ho inicial tiver suporte compacto €, se o niicleo de redistribuigdo tiver cauda exponen-
cialmente limitada, o que significa que deve existir um niimeroc real positivo py de modo

que a fungio geracio de momento satisfaca a propriedade
o0
f exp{uy)k(y)dy < +oo (2.38)
—00

para todo |u| < g, a solucio de (2.22) se aproxima de uma onda viajante quando t — +00,
com velocidade [Weibenger, 1978, 1082]

c* =min F— In{f(O)) [;w e‘“k(:n)d:c] . (2.39)

p>G [

A velocidade minima ¢* é a menor velocidade para a qual a soluglo dd equacio (2.37)
admite solucio ndo negativa.

Uma expressio mais tratdvel para a velocidade da onda ¢* € obtida através de algumas
manipulacBes algébricas na equagio (2.39) [Hart et al., 1957]. Considerando-se

M{y) = /:: e k{2)dz (2.40)
a funcio geracio de momento do niclec k(z — ¥}, definimos
() =T W OME) 2.41)
e yu* é o valor de p para o qual ¢{y) asseme o minimo c*. Entéo
<) = /(0)M (1) (2.42)
que apss diferenciacio com relagdo a i produz

cre = fIO) M (u*). (2.43)
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As equagbes (2.42) caleulada em p = p* e (2.43) juntas fornecem a seguinte repre-
sentacdo paramétrica para a velocidade de onda ¢* e f/(0):
o M)
M(p*)

(2.44)

[
e LM (w*)

70y = TG
que dependem da taxa de reproducdo da populagio f'{0) e da forma do nicleo de redis-
tribuicao.

Estas equacOes para a velocidade também foram obtidas por Kot (1992) de outra ma-
neira. Ele obteve a expressdo {2.44) para a velocidade minima da solucio onda visjante da
equagio (2.22) analisando comportamento local de (2.37) nas vizinhancas de N = 0. Isto
é, para funcdes de crescimento que satisfazemn a condicao {2.36) e nicleos de redistribuicao
com cauda exponencialﬁiente limitada, ele considerou a linearizacéo de f{N} na equagio
(2.37) ao redor de N = 0, obtendo a equagio linearizada

Na—=70) [ k- )Ny (2.45)
e investigou solucdes da forma N{z) = Ae*® [Kot, 1892; Kot et al., 1996]. Depois de
algumas manipulacdes algébricas também obteve (2.44}.

De fato, hd fortes evidéncias de que a velocidade assintdtica de expanso da solugdo
de um modelo ndo linear (diferencial ou integral) é a mesma do modelo linear correspon-
dente {Kot et al., 1996]. No entanto, é importante guestionarmos quais séo as condigbes
necessarias para que a velocidade da solugBo onda viajante de um problema ndo linear
possa ser obtida através da equag8o linearizada. A conjectura linear [van den Bosh et al,,
1990] estabelece que a velocidade assintdtica de expans@o de uma populagic descrita por
um modelo ndo linear é 4 mesma do modelo linearizado guando:

(1) a taxa média de reprodugio dos individuos que habitam uma 4rea ocupada é sempre
menor que a taxa de reprodugdo em ambientes virgens, em particular ndo deve haver

efeito Allee e,
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(i) a influéncia de um individuo sobre o ambiente em regides muito distantes de sua

posicdo é desprezivel.

A hipétese (i) significa que a taxa de crescimento do modelo néo linear é sempre menor
que a do modelo linear correspondente em ambientes com densidades préximas de zero. Isto
implica que a velocidade de expansdo de uma populag@o em modelos ndo lineares nio pode
superar a velocidade obfida em suas verses lineares na frente de onda. A segunda condicio
implica que a dindmica da populagio na frente de onda de expanséo estd bem deserita pelo
modelo linearizado e portanto a velocidade de expans@o do modelo ndo linear nido pode ser
menor gue no modelo linearizado. Estas duas condiges juntas implicam que a velocidade
de expansio em um modelo nfo linear é a mesma do modelo linear correspondente.

Nos modelos discretos no tempo com operadares integrais do tipo (2.22), esta velocidade
ird depender, como vimos, da taxa de crescimento da populacdo e da forma do niicleo de
redistribuicéo,

Os niicleos de redistribuicio podem ser divididos em trés classes principais [Kot et al.,
1996]:

(i) Niicleos que possuem uma fungdo geracdo de momento,

Isto significa que a funcdo geracio de momento dada por
+ 0
M(u) =/ k{z)e" dx
—
existe para todo |u| < ug. Estes nicleos possuem a cauda exponencialmente limitada.
Equagbes da forma (2.22) com este tipo de niicleo admitem solugbes ondas viajantes com
velocidade minima dada pelas equacgbes {2.44) para cada escolha da taxa de reproducio
F0) (F1(0) > 1). Kot et al. (1996) conjecturaram que condigles iniciais com suporte
compacto, aproxirnam ondas viajantes de minima velocidade, como no caso de muitas
equacdes de reacio-difusio.
Intuitivamente, parece bastante razodvel a idéia de que a disténcia percorrida por um
nimero "significativo” de individuos e sua taxa de reproducgio devem alterar a velocidade
de espathamento da populagio. Quanto mais longe os individuos sdo dispersos maior serd

a velocidade de invasiio da populacio, desde que eles tenham capacidade de reprodugao
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rapida. Assim, na delerminagio da velocidade de propagagio, néo somente é importante
a distancia média que os individuos percorrem, como a forma do nicleo de distribuicéo,
em especial a largura da cauda da distribuicdo [Hart and Gardner, 1997]. Nidcleos de dis-
tribuicdo que apresentam diferencas significativas em suas candas irfo produzir velocidade
de propagacio igualmente distintas.

Por outro lado, a taxa de crescimento da populagio também causa variagdes em sua
velocidade de espalhamento. Determinados micleos de redistribuiciio podem ser mais efi-
cientes em espalhar a populagio quando os individuos apresentam baixa reprodutibilidade
Kot et al., 1996].

P 23

] 0

(a) (b)

Fignra 2.5: (a) Nicleo de redistribuigdo com suporte compucto dado pela ezpresséo

k(z) = a~ bn{] 2 |), a e b constantes positivas. (b) Nicleo de redistribui¢do com cauda
exponencialmente limitado, descrito por k{z} = expla—by/| z ||, a € b constantes positives.

Por exemplo, quando a populagio apresenta baixa reprodutibilidade nicleos de redistri-
buicio com suporte compacto (figura 2.5{a}) sio mais eficientes em " espalhar” os individuos
que nucleos com cauda exponencialmente limitadas (no nulos em todo o deminio) (figura
2.5(b)). A populagdo que se espalha de acordo com o ntcleo (a) percorre, em média,
distancias superiores Aquelas obtidas por populagfes que "seguem” o micleo (b).

No entanto, quando a taxa de reproducdo é alta, a populagfo que se dispersa segundo
o nicleo (a) ainda estd restrita & distincia mdxima de deslocamento, inexistente para in-

dividuos que se dispersam de acordo com o niicleo (b). Quando a reprodugio é alta, na
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dispersdo descrita pelo micleo (b} muito mais individuos deslocam-se por distincias su-
periores as permitidas pelo niicleo {a} e, conseqiientemente a velocidade da onda viajante
correspondente é mais alfa. Por este exemplo, observamos que mesmo niicleos parecidos,
podem produzir velocidades marcadamente distintas se suas caudas forem significativa-

mente diferentes.

(11) Nicleos que possuem momentos finitos de fodas as ordens mas ndo possuem funcio

geragio de momento.

Isto é, a integral
+o0
= / z"k(z)dx

~50
existe para todo valor de n. No entanto para estes niicleos, & funcio geracio de momento
diverge. Este tipo de ntcleo possui "canda grossa”, no sentido de que sua cauda nio é
exponencialmente limitada. Equaces integrais a diferencas com este tipo de nicleo nio
admitem solugbes tipo ondas viajantes simples (velocidade e forma constantes) e podem
apresentar taxas de espalhamento aceleradas.

(iii) Nicleos que possuem momentos infinifos.

Este tipo de nicleo possui cauda extremamente "grossa”. Solugdes de equagBes a

diferencas integrais com estes micleos também apresentam taxa de expansdo acelerada.

Nos casos (i} e (iii}, pode-se obter informagOes sobre a velocidade de expansio da
populacio guando for possivel, de alguma maneira, obter uma aproximagéo analitica da
solucio Ny{z). Nestes casos, vamos utilizar a evoluglo da frente de onda para obtermos
informacbes sobre a velocidade de expansio da populagio. Se N* denota a densidade abaixo
da gual ndo se pode detectar & presenca da populagio, z* tal que Nt(:::*-) = N*, é a posicdo
do espago correspondente 3 frente da distribuigio populacional, isto é, para |z] > |z*] temos
Ni(z) < N*. Isto significa que além da posicdoe z* a densidade populacional estd abaixo
do valor de possivel observacdo. O intervalo de z (a partir da origem do processo) para
o qual Ny{z) > N* é chamado "dominio da populaco”. A evolugio temporal da frente
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de onda z* é uma medida de como se dd o processo de invasdo de regides ndo colonizadas
[Shigesada, 1997; Kot et al., 1998].

Podemos obter ¢ valor 7 em cada geragdo igualando a solucdo aproximada Ny(z) a N*
e, desse modo, a velocidade {em cada geragdo) é dada aproximadamente pela inclinacio
da curva z; [Kot et al., 1996].

Este método pode ser utilizado em aproximagbes ou solugbes numéricas. Em cada
iteracio calcula-se o dominio ¥ da populagio obtendo-se wma curva em funcéo do tempo.
A inclinacdo desta curva em cada sub-intervalo representa a velocidade de invasio para o

nieleo considerado.

A substituicBo de (2.35) na equacglo que descreve o processo de dispersdo, produz 3
equagdc {2.37) para a frente de onda que independe do tempo. Em geral, resolver esta
equacdo para se obter a forma da onda é uma tarefa muito dificil, dado gue o micleo de
distribuigio e a funcdo de crescimento podem envolver expressdes complicadas, impossibi-
litando uma integracio analitica. Kot {1992} obteve a forma aproximada da solugao onda
viajante para 2 equacdo (2.22) para nicleos de distribuicdoe exponencialmente limitados e
cuidadosamente escothidos, através de uma adapiagio de métodos de perturbagiio para
equaches integrais a diferengas. A velocidade minima das ondas foi obtida, como j4 mencio-
namos, por uma linearizacdo da equacgéo. De maneira geral, mesmo de posse de expressdes
como {2.44), pode ser muito dificil obter uma expressao analitica para a velocidade da
onda, dependendo da forma do niicleo de redistribuicdo.

Por outro lado, simulacbes nmuméricas de equagBes do tipo {2.21)-(2.22) sio de fécil
implementacdo e permitem a utilizacio de expressbes complexas, fregiientemente mais
representativas. Podem oferecer resuliados significantes e reveladores, de facil interpretagio
[Lewis and Veit, 1996; Andersen, 1951].

2.5 Comentarios

Com o objetivo de formular um modelo para dispersio das abelhas africanizadas, anali-
samos as hipéteses implicitas dos modelos de reaciio-difusfio frequéntemente utilizados no
contexto de dispersdo populacional. As hipdteses de movimenta¢io microscdpica aleatdria

destes modelos n&o s&o compativeis com ¢ comportamento desta espécie de abelhas. Por
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esta razao analisamos uma formulagio alternativa que considera crescimento discreto sem
sobreposicio de geragbes ¢ movimentagio ndo local, dada por equagles discretas no tempo e
continuas no espago com operadores integrais. Apesar das diferencgas marcantes dos dois ti-
pos de modelos, equagdes integrais a diferencas descrevem igualmente bem os fendémenos de
dispersido, apresentando solugdes ondas viajantes que sfo tipicas das equagbes de reacio-
difusdo [Kot, 1992]. Além disso, a flexibilidade do niicleo de redistribui¢io permite a
simulag&o de um grande niimero de processos bioldgicos.

Assim, utilizaremos modelos formulados através de equagbes a diferencas com opera-
dores integrais na modelagem da dispersdo das abelhas africanizadas para as escalas de
tempo € espaco em que nos propomos cbservar este fendmeno. No préximo capitulo, os

modelos serdo formmulados e simulados numericamente.



Capitulo 3

Ondas Viajantes na Dispersao das
Abelhas Africanizadas

Neste capitulo vamos formular modelos discretos no tempo e continuos no espago para
descrever o processo dispersivo das abelhas africanizadas.

Num primeire modelo vamos considerar os recursos distribufdos homogeneamente e as-
sim, no processo de dispersio, as colOnias escolhem a diregéo a ser tomada indistintamente
e o local de instalagdo da nova colénia depende apenas da sua distancia com relagho i
"colonia mae™:

No entanto, quando a distribuicdo dos recursos é heterogénea ndo podemos deixar de
considerar um movimento direcionado para regides favordveis em recursos, decorrente de
qma intensa e extensa prospeccio realizada pelas abelhas escoteiras na avaliagio de sitios
adequados para a instalagio da nova coldnia. O modelo de taxia por prospeccio difusiva
de Keller-Segel ndo é aplicdvel neste caso. Desta forma, propomos um segundo modelo
onde incluimos uma taxia de longo alcance, com relacdo ao potencial de recursos da regiio,
isto é, com relacdo ao potencial de néctar, pdlen e/ou dgua através de uma modificagio no
micleo de redistribuicio.

Além do processo de taxia, incorporamos ao modelo o fato de que, ao avaliar a po-
tencialidade de uma regido, as abelhas escoteiras podem detectar a densidade de coldnias
af presentes, evitando as regies de alta densidade populacional. Com isto, os enxames

movem-se, preferencialmente, na diregio de dreas com potencial de recursos satisfatério e
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que ainda n3o estejam demasiadamente colonizadas. Assim, construfmos um terceiro mo-
delo no qual consideramos uma taxia com relagio aos recursos disponfveis em cada posicéo,

isto €, aos recursos existentes que ainda tém possibilidade de serem explorados,

3.1 Formulacao do Modelo

Assim como no modelo do "house finch” devernos distingiiir as colénias adultas j
instaladas que irdo permanecer em suas posigdes das colonias em formagio provenientes de
enxames reprodutivos que invariavelmente irdo se movimentar e se instalar em algum local
distante de sua colénia original. Coldnias adultas, em situa¢bes de abandonos, também
podem se movimentar contribuindo para a dispersdo da populacio.

Dessa forma, se N; é a densidade de coldnias no inicio da t-ésima geracfio, vamos
considerar a dindmica de crescimento local dada pela eguagiio

Nt+] = C}'Ng -4 f(Nt)

onde o é a fracio da populagdo que sobreviven da geracdo f & geracio t + 1 e f(N,)
descreve a densidade de colonias produzidas na geragio {. Estamos supondo que as coldnias
produzidas na geragdo ¢ estardo "prontas” para reproduzir na geracio ¢+ 1. Esta hipdtese
ndo considera o fato de que as coldnias recém fundadas necessitam de nm tempo maior para
produzir o primeiro evento reprodutivo. A inclusfo deste fato envolveria uma descricio
através de um espago de aspecto que considerasse ¢ estoque de mel. No Capitulo 4 esta
caracteristica serd incluida em um modelo discreto.

Para incluir a varidvel espacial consideramos N;{z} como sendo a densidade de colénias
na posigio z no inicio da t-ésima geragdo. A variacdo da densidade em cada posicio se
déd pela reproducio e concomitante dispersdo. Além disso, também vamos considerar as
modificagdes na densidade espacial provocadas pelos abandonos (das colénias adultas).

Dessa forma, a densidade de coldnias em um ponto z do dominio no inicio da geracio
t+ 1, isto é, antes do evento reprodutivo da (¢ + 1}-ésima geragfio, é dada pela soma
da densidade de colbnias adultas que sobreviveram da geracfio ¢ A geragfio ¢ + 1 e que
ndo abandonaram suas colméias, da densidade de colonias jovens que migraram para esta
posi¢io provenientes de enxames reprodutivos e finalmente, da densidade de colonias adul-



67

tas que abandonaram seus sitios durante a geragfio { e instalaram-se em z. Uma equagdo
que descreve a densidade de abelhas africanizadas em qualquer posigdo z de um dominio

unidimensional infinito no inicio da geragdo ¢ 4+ 1 € dada por

Ny (ﬂ) = {l- .'Da)CYNt(fC) + PO [;w ka(l‘, y)N:(y)dy+
(3.1)
* [:c ke (=, 9) F(No(y))dy.

onde ¢ é a fracio de sobreviventes da geracio i, p, € a probabilidade de ocorrerem aban-
donos, &.(z,y) € o nicleo de redistribuicio para enxames reprodutivos e k,{z, y) é o niicleo
de redistribuicdo para abandonos.

O primeiro termo & direita na equagio (3.1) representa as coldnias que permaneceram
em suas colméias da geraclo 1 até a geragho £+ 1, isto €, as colénias que ndo abandonaram
seus sitios dentre as que sobreviveram.

O segundo termo & direita de {3.1) descreve a "soma” das coldnias adultas scbreviventes
que abandonaram suas colméias instaladas na posigiio y (para todo y do dominio) e migra-
ram para a posicio z de acordo com o niicleo de redistribuigdo k.(z,y), durante a geracio
1, isto &, a densidade média de coldnias que migraram para z provenientes de abandonos
na geragio &. Colonias em abandono tém maior taxa de mortalidade, uma vez que tém
que se restabelecer em outro local, ficando mais expostas a predacio. Para incluirmos esta
caracteristica poderiamos considerar uma taxa de sobrevivéncia oy < ¢ para cs enxames
em abandonos.

A meortalidade diferenciada dos abandonos também pode ser representada através de
um micleo que ndo satisfaca a condigdo (2.24), isto é, cuja integral seja menor que 1. Como
comentado no capitulo anterior, pode-se modificar o niicleo de redistribui¢io adicionando-
se uma taxa de sobrevivéncia que diminui com a distdncia percorrida., Por exemplo,
considerando-se k(z,y) = 7 (|z — y]) k(z,y) onde a fungéo (z) ¢ a probabilidade de so-
brevivéncia das coldnias que percorreram uma distdncia z até sua instalacfio. Esta pfoba~
bilidade é uma fungéo decrescente que satisfaz 7{0) = 1.

O terceiro termo & direita em (3.1}, de forma andloga, representa a densidade média de
colénias que migraram de todas as posicOes y no evento reprodutivo da geracio ¢ e fixaram-
se na posicio z, de acordo com o nicleo de redistribuicfo de enxames reprodutivos k,.(z, y).
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Para completarmos a formulagio do modelo devemos determinar uma forma apropriada
para a fungdo f{N;) que reflita as principais caracteristicas de produg¢io de enxames re-
produtivos, isto €, as caracteristicas da reprodugdo das colonias e, considerar os fatores
que influenciam na escolha da posigdo de instalagio das colénias em enxames reproduti-
vos e abandonos para determinar uma forma qualitativa para os nicleos de redistribuicdo
k(xz,y) e ko(z, y), respectivamente.

Dindmica de Crescimento

Os enxames de abelhas africanizadas invadiram novas dreas da América do Sul em
densidades muito baixas, sendo que os primeiros enxames praticamente passaram desaper-
cebidos. No entanto, logo apés sua chegada a uma determinada drea, as africanizadas ji
se apresentavam abundantes [Otis, 1991]. O aumento rdpido da densidade populacional ¢
explicado ndo s pela alta taxa de crescimento mas também pela extensiva migracio que
estas abelhas realizam. Passada esta etapa de crescimento populacional acelerado, dois
processos principais sdo responsaveis por um decréscimo da taxa de crescimento popula-
cional nas regides colonizadas por estas abelhas: o crescimento da populacie é inibido pela
competicio intraespecifica pelos recursos disponiveis em cada regifo e pelo aumento da
densidade de predadores, como formigas, aves e alguns mamiferos que sfo naturalmente
abundantes nas regides de clima tropical [Roubik, 1991]. Estes fatores fazem com ;que haja
uma limitacdo da densidade populacional em 4dreas colonizadas pelas africanizadas.

O valor da capacidade suporte varia sazonalmente e geograficamente em grande parte
devido & abundéncia de recursos. Regides com grandes altitudes, invernos prolongados
com baixas temperaturas e regioes de florestas 1imidas apresentam baixas densidades po-
pulacionais. No entanto esta densidade pode flutuar com as estagbes do ano, aumentando
com as estagdes secas e quentes guando hd maior disponibilidade de recursos e novamente
diminuindo com as estagdes frias e timidas. ,

A competicio com outras espécies de abelhas pode ser desprezada pois este fator nunca
excluiu ou diminuin a densidade das africanizadas em nenhuma parte da América Tropical
[Otis, 1891]. Além disso, as africanizadas possuem uru sistema de comunicagio mais sofi-
sticado que das abelhas nativas das Américas, o que as coloca num status de competidoras
superiores [Ratinieks, 1991]. Por esta razio ndo vamos incluir no modelo nenhum efeito de
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cornpeticio interespecifica.

Com base nestas consideragdes vamos assumir um modelo no qual a dindmica temporal
da populacdo apresente crescimento com saturacdo dependente da densidade dado pela
equagaon .

Neww = 9N = N Neewp [r (1= 22)] (3.9

onde r, ¢ e x sBo constantes positivas. A figura 3.1 ilustra a forma qualitativa da funcéo
SNy} para diversos valores de 7.

O primeiro termo 2 direita representa a populagio que sobreviveu da geragio t & geragéo
-+ 1, assim o representa a fracdo de sobreviventes de uma geragdo & outra. Poderfamos
considerar ¢ nfo constanie mas sim dependente das condigGes ambientais ou mesmo da
densidade populacional. Por exemplo, da forma o = exp]—A/x., isto é, a taxa de sobrevi-
ventes diminui quando k, que estd relacionado 4 capacidade suporte, diminui e, se aproxima
do valor unitdrio quando k é muito alto. Para evilar excesso de detalhes vamos optar por
considerar ¢ consfante.

Estamos supondo que a producido de coldnias diminui quando & densidade pepulacional
¢ alta e portanto, deve apresentar crescitnento com saturacio dependente da densidade.
O segundo termo i direita f{N;) = Nyexp [’r (1 - {1)] conhecido como crescimento de
Ricker, neste caso representa a produgdo de ”colbnias filhas” na geragio ¢.

Com esta interpretacio para a fun¢io f{Ny), o fatox: exp [r (1 - %)] deve ser interpre-
tado como a taxa de produgio de "colénias filhas” por colénia. Para densidades baixas,
istc é, Ny < & esta taxa tem valor maior que 1 o que significa que cada colonia produ-
zit mais que um individao, sendo que ¢ nimero de descendentes por coldnia depende dos
valores do parimetros r ¢ k. Por outro lado, quando N; > k, a taxa de reprodugio fica
menor que o valor unitdrio, indicando uma queda na produgée de enxames reprodutivos.
Nesta situacdo, nem toda colinia produz enxames em todas as geragles. Esta queda na
reproducdo é uma resposta & pressio populacional.

O parametro s neste caso, nio representa a capacidade suporte da populagio, mas sim
a densidade populacional limiar acima da qual a producéo de enxames reprodutivos por
colénia, torna-se menor que 1. Isto é, para N; > k, hd uma desaceleragiio na reprodugéo.
Este parametro, assim como a capacidade suporte, estd relacionado aos recursos disponiveis
1o meio ambiente. E natural a hipétese de que a densidade que reduz a producgio de novos
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Figura 3.1; Ilustracdo do funcde ¢(N;) que atualiza o ndmero de colénias em cada iteragdo
para diversos valores de r. Assume um efeite de saturacdo dependente da densidade. A
intersecedo de cada curve com ¢ refa pontithade y = z representa o respective ponto de

equilibrio ndo nule N,.

individuos varie de acordo com os recursos disponiveis para a manutencdo da populacéo.

O pardmetro r, por sua vez, exprime a “sensibilidade” da populacio com relagio a
pressdo populacional, isto é como ou gudo rdpido a populagie diminui a reprodugdo em
resposta 45 variacOes na sua densidade.

As soluges de equilibrio da equagiio (3.2), isto ¢, os valores N para os quais N = ¢(N)
sdo dados por

Ny=0
€ (3.3)
Ny = m(l — ;—In(l —o‘))

sendo que N, que corresponde & capacidade suporte da populacgo, é biclogicamente si-
gnificante sempre que 7 > In{1 — o). Como In{l — ¢} < 0, basta tomarmos r > 0. Uma

anslise linear padrio nos revela que Nj é localmente estdvel para
2
0<r<;—:g+ln(1—a). (3.4)

O equilfbric rulo N, é sempre instdvel. Veremos a seguir, que o equilfbrio n&o nulo N
continuard existindo ao incluirmos a dispersao. No entanto as condigles de estabilidade



71

{3.4) ndo serdn mais vilidas.

Nicleo de Redistribuicdo

O movimento de longo alcance dos enxames das abelhas africanizadas é uma das carac-
terfsticas que possibiliton a esta espécie de abelhas uma répida colonizacio do Continente
Americano [Ratnieks, 1991]. A taxa de expansio na América do Sul e Central foi de até
300-500 km por ano. Supondo uma média de seis episddios de enxames reprodutivos por
ano, cada enxame pode percorrer em média 50-80 km por ano [Otis,1991]. Em abandonos,
os enxames de africanizadas podem percorrer distincias ainda maiores {160 km ou mais)
antes de construir uma nova colméia [Winston, 1992].

Ao se instalarem, os enxames de africanizadas, evitam deliberadamente as vizinhancas
de sua "coldonia mée” e da drea ja colonizada em que se encontravam como uma forma de
evitar a competigio e a fertilizagio intra-familiar [Winston, 1987; Roubik, 1989].

Além disso, ¢ padrio de movimento de enxames de abelhas africanas e africanizadas
é considerado como uma, estratégia de sobrevivéncia, isto €, uma forma de adaptagio aos
padroes alimenticios na Africa, geograficamente espalhados e imprevisiveis. Enxames re-
produtivos e abandonos na Africa t&m a possibilidade de encontrar lugares mais favorgveis,
ac contrario das abelhas européias que durante o inverno néo tém alternativas em seu raio
de alcance. Enxames que percorrem grandes distdncias podem ser encaixados na teo-
ria geral dos movimentos migratérios, considerados como uma estratégia para escapar de
condices desfavordveis [Ratnieks, 1991).

Por outro lado, hd fatores gue limitam a distdneia percorrida pelos enxames. Du-
rante enxames reprodutivos e abandonos, as abelhas se engoifam de mel em sua capaci-
dade maxima como uma forma de prover energia suficiente para a movimentagio, para
a manutencao da temperatura do enxame em eventuais paradas e na construcio da nova
colméia. Portanto, as coldnias devem percorrer distdncias que ndo comprometam sey £sto-
que energético de mel, do qual depende a construgdo da nova colméia e conseqiientemente
a sobrevivéncia da colonia.

Vamos considerar primeiramente uma distribuicdo homogénea dos recursos e portanto,
a probahilidade de instalago em uma nova posicio depende apenas de sua distincia com
relacio & coldnia original. Assim, neste primeiro modelo, os niicleos de redistribuigio
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dependem apenas da distdncia a ser percorrida, isto é, os nucleos de redistribuicdo para
enxames reprodutivos e abandonos k. e k, ndo sio fungdes do ponto (z,y) mas sim da

digtancia ¢ — y. Desse modo, a equagdo (3.1) fica na forma

Npi(z) = (1 — pa)Nelz) + poo L;m ko(z — y)Nely)dy+

+ [ ke - )l

Estas consideragOes nos levaram a escolher como nicleo de redistribuicio para os enxa-
mes reprodutivos a distribuigdo de Weibull dupla por possuir as caracteristicas qualitativas
adequadas para descrever o comportamento de dispersio dos enxames reprodutivos destas
abelhas. Esta distribuigdo confere probabilidade de instalagio pequena nag vizinhancas da
"coldonia mae” e probabilidade praticamente nula para distdncias excessivamente grandes.
Os pontos de méximos desta distribuicfo, isto €, a posi¢@o em que ha maior probabilidade
de instalacio das coldnias fica a uma determinada distdncia da coldnia de origem. Assim,

k. {(z — y) é dado pela expressdo

ko(z - y) = ga(ﬂi —y)?exp (—afz — yf°) (3.6)
para alguma constante positiva . A figura 3.2 ilustra o niicleo de redistribuigdo de Weibull
dupla para diversos valores do parfmetro «. |

Fnxames em abandonos procuram apenas regides com melhores recursos. A 1nica razéo
para evitar a vizinhanga da regifio antiga é a baixa disponibilidade de recursos. Saem de
uma posicio e procuram um outro sitio para instalar a colénia em que as condices sejam
satisfatdrias, percorrendo a menor distincia possivel. Por esta razdo, vamos tomar como
nticleo de redistribuicdo para abandonos uma expresséo da forma

e 57)

para a constante positiva §. A figura 3.3 lustra a forma gualitativa deste nicleo em com-
paracio com ¢ nicleo para enxames reprodutives. A probabilidade de instalagdo é maior
para as posighes relativamente préximas da posicdo original representando o fato de que

as coldnias instalam-se tio loge encontrem uma regido favordvel.
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Figura 3.2: Grdfico do micleo de redistribuicdo de Weibull dado pela expressio (3.6) pare
y = 0. Mostra a probabilidade de ume coldnia que originalmente se encontra na posicéo
y = 0 se instalar em cada posicdo x do dominio. A funcgle ¢ simélrica, apresentando
mdzimos que se distanciam do ponto de partide ¢ medida que o diminui. (o) @ = 0.01 ¢
(b) = 0.001 e {¢) o = 0.0001.
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Figura 3.3: Grdfico do nicleo de redistribuicdo para abandonos e do nicleo de redistribuigio
paro. enzames reprodutivos. Representam a probobilidade de uma colénia na posicdo y = 0

migrar pere cada posicdo z do dominie, por abandonos ou enzames reprodutives.
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Uma, vez determinada a fungio ¢( N} que descreve a dindmica temporal, os operadores
integrais que representam a dispersfo dos individuos e a forma dos micleos de redistribuicio,
fica completada a formulacdo deste primeiro modelo de dispersdo de longo alcance para
descrever a invasao das abelhas africanizadas.

3.1.1 Frentes de Ondas

Solugoes ondas viajantes para a equagdo (3.5} devem satisfazer

N0 = oll=pIN@+peo [ kil = N (@dy+
(3.8)
+ f ez — y)f(N(y)dy.

Uma solugo analitica para esta equage € de dificil obtengdo. A adaptagio de métodos
de perturbacio proposta por Kot {1992} para obtencdo de uma solugio aproximada de
equacdes do tipo {2.37) ndo se aplica a este caso devido 4 complexidade do nicleo de
redistribuicdo para enxames reprodutivos. De qualquer maneira, esta solugiio onda viajante
deve conectar as solucdes constantes de {3.8). N, = 0 & um destes valores, o segundo ¢
obtido fazendo-se

New(z) = o(i=pIN@) +pa [ halo =) Nelw)dy

— X}

(3.9)

+ [ k- @)y = Nee) = N

onde N é o equilibrio espacialmente uniforme nic nulo que procuramos. Substituindo
N, {z) por N obtemos

N=0(~p)N +pao"ﬁf:° ku(z ~ v)dy + f (V) j:j ke (z — y)dy. (3.10)

Como os nicleos de redistribuigdo tém integral unitéria, {3.10) fica na forma

N = g{l — p)N + pooN + Nexp [’r (1 — _g)] : (3.11)
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Dividindo por N e agrupando os termos convenientemente, temos o equilibrio ndo nulo
dado paor .
I_V-Qzﬁ(l - ;ln{l "““‘O']) ¥ (312)

sendo biologicamente valido para 0 < ¢ < 1 como na equagio homogénea no espago (3.2).

Apesar de ndo calcularmos uwma expressio analitica para a soluclo da equagio (3.8)
sabemos que ela deve ligar os pontos Nie N, [Kot, 1992].

Uma estimativa analitica para a velocidade de onda pode ser obtida para o caso em
P. = 1 e que os nicleos de redistribuigio para enxames reprodutivos e abandonos tém
a mesma forma, isto é, ku{z — v} = k(z — y) = k{z — y). Isto equivale a dizer que
todas as coldnias adultas estdo produzindo abandonos ou que toda a populagio estd se
dispersando da mesma forma qualitativa. Neste caso, a velocidade da solugiio onda viajante
caracterizada pela equacgio (3.8) pode ser obtida por meio de mma linearizagio de (3.6) em
torno do ponto Ny = 0, isto é, por meio da equagio:

N(a:~»c)=cr/

v

+00

Ko - Ny + 1'0) [ Ma- NGy (313)
Agrupando os termos e usando o fato que f’ (0) = ¢, temos
Nz =)= (o+¢) [ :" k(z — y)N(y)dy. (3.14)

De acordo com Kot (1992) e Kot et al. {1996), a velocidade é representada parametri-

camente por
M'(s)

©= i (3.15)
& S[MJ(S))]
. Mi(s
({}' +6f) = W (316)

Esta curva fornece a velocidade minima de expansfio para cada escolha do nificleo de redis-
tribuiciio e dos pardmetros ¢ € 7, respectivamente a taxa de sobreviventes de uma geracio

4 outra e a taxa de produgio de colénias.
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3.1.2 Simulacoes

Se por uma lado a solugdo analitica para a equacio (3.8) é de dificil obtencdo, por
outro, simulagdes numéricas para a equacdo (3.5) rapidamente evoluem para frentes de
onda. Além disso, as simulagdes nos permitem considerar intimeras situagdes & medida que
modificamos os parimetros ¢ constantes envolvidas,

Por exemplo, podemos supor a capacidade suporte nio como constante mas vaniavel
no espago e/on no tempo e deste modo representar a heterogeneidade espacial do meio nas
diversas estagles do ano. Podemos incluir ou ndo os abandonos e considerd-los dependentes
da capacidade suporte. Variar os pardmetros do nicleo de redistribuiciio supondo que
dependam do tempo pode ser uma maneira de representar distdncias de voo varidveis de
acordo com as estacghes.

E claro que ndo podemos descrever completamente o fenémeno de dispersio das abelhas
africanizadas afravés de uma finica equagdo, mas hd algumas situagdes especificas que o
modelo (3.5}, ainda que simples, pode descrever razoavelmente bem. Para este primeiro
modelo realizamos testes nos guais simulamos as oscilaces na fronteira natural existente
ao sul do continente e testes para investigar os efeitos da sazonalidade no processo de
dispersfo.

Realizamos as simulagbes aplicando a equagiio (3.5), através de integracio numérica, a
uma distribuicdo inicial dada. Utilizamos um dominio unidimensional como uma, primeira
aproximacio e investigacio para o modelo apresentado. Neste caso, estamos descrevendo
wma situacio em que o dominio representa wma "faixa” estreita e comprida, onde a variagio
da densidade é relevante apenas no sentido longitudinal. Poderfamos pensar, por exemplo,
na América Central. Uma segunda opgao bastante razodvel para o modelo unidimensional,
seria considerar a dispersfio radial em um dominio bidimensional. Esta formulagdo envolve
algumas modificagGes no modelo apresentade que apresentaremos futuramente.

A equagio {3.5) se refere a um dominio infinito. No entanto, em nessas simulagdes
usamos um dominio finito suficientemente grande de maneira que no periodo de tempo
transcorrido nas simulacbes nio ocorram efeitos das fronteiras sobre a solucéo, o que con-
eeitualmente pode ser representado como infinito.

Além da solucio numérica do modelo realizamos algumas medidas do estade do sistema
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como a evolugdo da densidade no centro de liberagdo, isto é, a evolugdo de N, (G);z a
populagio total em cada geracdo dada pela integral

W= [ﬂ N; (z) dz. (3.17)

onde £ é o dominio limitado usado nas simulagbes. Estas medidas tém o objetivo de nos
fornecer mais subsidios para a interpretacao e comparacio dos resultados.

Também vamos analisar 3 velocidade de expansio da populagio. Como nio temos uma
expressio analitica para velocidade de onda em casos mais gerais, vamos utilizar a evolucio
da frente de onda para obtermos informagées sobre a velocidade de expansio da populacéio.
Vamos acompanhar a evolugio com o tempo da frente de onda z*, definida na secio 2.5.1.

Em todas as simulagdes realizadas usamos como niicleo de redistribuicio, a distribuicio
de Weibull dupla dada pela expresséo (3.6} para os enxames reprodutivos e a distribuicdo

normal dada pela expressdo {3.7) para os abandonos.

Fronteiras Frias

Durante sua expansdo pelo Continente Americano, as abelhas africanizadas encontra-
ram uma fronteira patural ao sul do paralelo 33°S. Além desta fronteira as condicOes
ambientais s3o desfavordveis para a sobrevivéncia das africanizadas, adaptadas a climas
tropicais. No entanto podem ocorrer incursdes ocasionais durante os meses quentes (no-
vembro, dezembro, janeiro e fevereiro) apés o que as coldnias migram novamente para
regides mais ao norte ou morrem [Kerr et al., 1981]. Nosso objetivo nesta simulacio é
descrever a expansfio das abelhas africanizadas em uma situagie em que hd uma barreira
para 0 avango.

A capacidade suporte representa a densidade populacional que o meio pode sustentar
[Edelstein-Keshet, 1988]. Vamos considerd-la como sendo uma medida da qualidade do
ambiente pois, é razodvel supormos que 4reas mais favordvels, com malor abundéncia de
recursos podem sustentar mais individuos em comparagio com regides onde 0s recursos sdo
escassos. Assim, uma maneira bastante ragodvel para se descrever a limitacdo do avanco da
populacdo de abelhas africanizadas ao sul do continente, é considerar a capacidade suporte
varidvel no espaco e no tempo. Nas regiGes muito frias néo hd recursos e possibilidade

de sobrevivéncia para a populacdo e portanto a capacidade suporte deve se anular nestas
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posicdes. Por outro lado, & medida que nos dirigimos mais ac norte, a temperatura aumenta
e as condigdes vio se tornando mais e mais favordveis & populagio de abelhas africanizadas.
A capacidade suporte deve assumir valores mais elevados em posighes mais ao norte, sendo
que a regido de transicfio deve ser transladada periodicamente.

Vamos supor' a direcio de z negativo como sendo o sul, assita a capacidade suporte
fica nula & medida que = decresce. Por outro lado, 3 medida que z cresce, a capacidade
suporte aumenta sendo limitada por um valor constante. A capacidade suporte nio aparece
explicitamente na fungio de crescimento (3.2). Seu valor é caracterizado pelo equilibrio
niio nulo N,, dado pela expressio (3.3 b). Para tornd-la varidvel, vamos considerar o
pardmetro & = (2}, dado pela expressio

K
1+ exp[~b(z + 29)]

Ke(z) = (3.18)

onde K, b e z) s&o constantes positivas {ver fig. 3.4). Dessa maneira o valor da capacidade
suporte Ny ird variar proporcionalmente a ,(z).

K é o maximo de x:(z) e portanto a capacidade suporte méxima serd um mdltiplo de
K. O parametro b indica qudo rapido a funcio s{x) passa do valor nulo pars o mdximo,
isto ¢, descreve como se dd a transicio de regides com condicBes ambientais desfavordveis
pars regifes satisfatorias.

Com a chegada do verfio, hd um deslocamento da fronteira natural (capacidade suporte
nula) para posi¢bes mais ao sul. z{ indica o deslocamento da fronteira na diregio sul,
durante o verfio e, na direcdo norte nos meses mais frios. Como cada geracio tem duragio
de aproximadamente trés meses, vamos supor que a cada trés iteragdes z) é aumentado
provocando uma translacio de toda a funclo x,{z) no sentido de z negativo (linha cheia
na fig. 3.4). Em seguida, 2? volta a seu valor inicial durante mais trés iteragbes (linha
pontithada na fig. 3.4). Com isto estamos descrevendo a oscilagdo da fronteira natural com
as estagoes do ano, que permite um avango maior durante os meses quentes e posteriormente _
retornando mais ao norte no restante do ano.

Aplicamos entdo a equagio recursiva {3.5) a partir de uma distribui¢do inicial aleatéria
no intervalo ~25 < 7 < 25, considerando r = 1, 0 = 0.7, p, = 0, K = 10,

0= 100 parat=1,5,8,...
¢ 50 parat=2,3,467810...
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Figura 3.4: Cuapacidade suporie varidvel no espaco e no tempo. No sentido de z negativo o
copacidade suporte nula indice o impossibilidade de sobrevivéncia das abelhas africanizadus
nestas regifes. A linha cheio indica o avango da fronteire natural em diregdo ao sul durante
os meses guentes do verbo enguanto a linha pontilhada representa  capacidade suporte

correspondente ans meses mais frios do outono, inverno e primavera.

e o = 0.001. Efetuamos 30 iteragbes das guais a figura 3.4(a} ilustra as quatrc Gltimas.
A populacio evolul em uma distribuicdo espacial que inicialmente se expande nas duas
diregtes do dominio. A densidade populacional cresce atingindo o valor de saturagio dado
por {3.3 b}. No sentido de z positivo & frente avanca sem mudar a forma e com velocidade
constante. No sentido de z negativo a frente para de se expandir ao encontrar a ”barreira”
representada pela capacidade suporte nula. Nas iteragGes correspondentes s estagbes
quentes, a soluclo se desloca mais ao "sul” e depois retorna 3 posicio limitante mais ao
"norte”, ocasionando oscilagbes periddicas da frente de onda.

As figuras 3.5{c} e 3.5{(d) ilustram a evolu¢io da frente de onda na direco sul e na
direcio norte, respectivamente. Observa-se que a frente se expande na diregiio sul até
que a "fronteira” seja atingida e entdo a frente nio se desloca além de um valor méximo
constante. Podem-se notar oscilagies que representam incursdes periddicas durante o verio.
Por outro lado, no sentido de z positivo, a frente avanga com velocidade constante, pois o
ambiente é favordvel nesta diregio.

A figura 3.5(b) ilustra a dinimica da populacio total. A populagdo inicialmente cresce
linearmente até gue com a chegada da frente de onda as regibes frias de capacidade suporte
baixa, hd uma diminuicdo na taxa de crescimento populacional seguida de oscilacoes no
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Figura 3.5: {a} Frentes de ondas vigjantes que simulam a oscilagdo da fronteiva natural ao
sul do Continente Americano. A solucdo avange na diregdo sul (direc@o de T negativo) até
aleangar sua fronteira naturel dado péla capacidade suporte nula. O gréfico (b) ilustra a
populacio total. O deslocamento da frente de onde na diregdo sul e nae direcdo norte estio

ilustrados nos grdficos (¢} e {d), respectivamente.
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nimero total de coldnias. Assim como citado na bibliografia [Kerr et al., 1981], as os-
cilaghes encontradas na simulagio representarn o fato de que com a chegada do verdo as
colénias migram para o sul onde se desenvolver aumentando & populagio total, no entanto
com a chegada do inverno muitas colénias morrem, ocasionando uma queda na populacio
total. No entanto, o total da populacio € sempre crescente, pois nao hd limitaches para o
desenvolvimento da densidade no sentide de z positivo.

Efeito sazonal

Como mencionado na secdo anterior, em regides de clima tropical ndo hé grandes va-
riacOes de temperatura durante o ano. No entanto, as variagbes no clima sfo marcadas
pela alterndncia de perfodos secos, ricos em recursos, e perfodos imidos mais pobres. As
estagbes dmidas e pobres em recursos sio caracterizadas por uma grande quantidade de
abandonos [Winston, 1891; Winston, 1992].

Vamos utilizar a capacidade suporte mais uma vez, como uma medida das condicdes
ambientais e considerd-la constante no espago e periédica no tempo para descrever a va-
riaciic sazonal dos recursos disponiveis. Isto equivale a considerar o meio espacialmente
homogéneo com relacio aos recursos existentes com uma variagio na qualidade determi-
nada pela estagio correspondente 8 cada geragdo. Como a capacidade suporte ndo aparece
explicitamente nas equagdes, vamos torné-la varidvel com o tempo tomando o parimetro
£ = k{z) = 10 ({},8-1- 0.2 sin {%@4-2)]), que assume os valores 10, 8, 6, &, 10, 8, 6, 8,
10. .., correspondentes a verdo, outono, inverno, primavera, verdc,... € assim, sucessiva-
mente,

Como as africanizadas sio altamente vulneraveis as variagbes dos recursos, escolhemos
a probabilidade de abandonos como sendo inversamente proporcional & capacidade suporte,
ou seja, guando os recursos diminuem hé maior probabilidade de ocorrerem abandonos. Ne-
ste caso, temos p, = g, = 0.5-+0.5sin [3‘2—” ] . assumindo os valores 0,0.5,1,0.5,0,0.5,. .. cor-
respondentes a probabilidade nula de abandonos quando a capacidade suporte é mdxima,
probabilidade de metade da populacdo abandonar suas posi¢des quando a capacidade decai
para 8 e quandoe a capacidade suporte cai para 6, toda a populagio realiza abandonos.

Tomamos a distribuicdo inicial assumindo valores entre 0 e 8, aleatoriamente no inter-
valo 25 < z < 25 e efetnamos 20 iteracdes. Os dernais pardmetros foram assumidos como
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Figura 3.6: (o) Solugdo frente de onda oscilantes. (b) As quatro configuracbes adotadas
pela solugio. (c} Buolugio da frente de onda. {d) Evolugio da populagéo total.
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sendo: o0 =0.7, 0 =001, f=12er = 12

Figura 3.7: Bvelucfio da densidude populacional no centro de liberagéo com o temnpo.

Na figura 3.6(s) lustramos as nove ltimas iteracdes onde observamos oscilacdes tem-
porais na solugBo. Nas geragfes em que a capacidade suporte € mais alta, a populacio
atinge uma densidade mais elevada. Nas geracOes seguintes hd uma queda no valor de
saturacdo populacional devido & reducdo dos recursos. A densidade populacional oscila
entre os valores correspondentes da capacidade suporte em cada geragio, formando frentes
de ondas que se alternam em cada iteracio. Na figura 3.6(b), podemos observar as quatro
configuractes espaciais adotadas pela solugfo, em iteragGes consecutivas. O gréfico da fi-
gura 3.7 ilustra como evolui a densidade populacional no centro de liberagdo do processo.
Por este grdfico vemos como & densidade populacional oscila com a variacio da capacidade
suporte, nas dreas colonizadas.

A figura 3.6{c) mostra o deslocamento da frente de onda com o tempo. Como era
esperado, durante os periodos em que ndo hd abandonos observa-se um deslocamento da
frente discretamente mais lento, a populagao atinge niveis mais elevados e o avango se deve
apenas aos enxames reprodutivos. Nos periodos em que os recursos sdo escassos, parte da
populacio j4 estabelecida abandona suas colméias em enxames que percorrem distincias
superiores s percorridas por enxames reprodutivos e assim, ocbservamos um deslocamento
1IN pOuCo MAioT Gue na geragic anterior.

A evoluciio da populagio total com o tempo estd ilustrada na figura 3.6(d). Observamos
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que a populacdo total aumenta de maneira oscilatéria. Nos periodos em que os recursos
diminuem hé uma queda na populagio total que em seguida, com o aumento dos recursos,
volta a crescer.

Para avaliarmos os efeitos dos abandonos sobre a populacio total e sobre a taxa de ex-
pansio da populagdo, realizamos uma simulag8o com os mesmos pardmetros e a capacidade
suporte igualmente peritédica com o tempo, porém consideramos auséncia de abandonos.
Desta forma, a comparacdo da simulagdo com e sem abandonos, nesta mesma situagio,
pode nos revelar a eficiéncia desta estratégia adotada por esta espécie de abelhas.

A figura 3.8 ilustra os resultados obtidos na simulacdo sem abandones. Da mesma
forma, o grafico {a} mostra a soluglo que oscila entre quatro valores & medida que se
expande no espago. O grafico (b) mostra os quatro padries adotados pela solugio. Em
{¢), tlustramos o deslocamento da frente de onda, enquanto no grifico (d) mostramos a
evolugio da populacdo total com o terapo. Em todos estes grificos, observamos o mesmo
comportamento qualitativo apresentado pela simulacio onde incluimos os abandonos.

A eficifncia da estratégia dos abandonos pode ser observada na figura 3.9, onde apre-
sentamnos a solugio nas quatro dltimas iteragbes ({a) sern abandonos e (b) com abandonos)
e fazemos uma comparagio da taxa de expansdo (¢} e da populagdo total (d) para as duas
simulacoes. A simulacdo que considera os abandonos apresentou uma maior taxa de ex-
pansio da frente de onda e a populagio total, neste ¢aso, assumiu valores mais elevados.
Isto confirma a eficiéneia dos abandonos como uma estratégia de sobrevivéncia para as

abelhas africanizadas.

Taxa de Crescimento e Distancia de Véo

Esta siroulacfio numérica tem o objetivo de avaliar o comportamnento da solugio com
relagio & taxa de crescimento intrinseca r. Estabelecemos analiticamente a relagdo deste
pardmetro com a velocidade de propagagdo para o caso especifico em gue a probabilidade
de abandonos é igual a 1. Queremos agora, verificar a relagao de r com a velociadade da
frente de onda para casos em gque héd uma permanéncia de parte da populagio adulta em
seus sitios originais. A condigac de estabilidade (3.4) perde a validade ao inchuirmos a
dispersio, mas ainda depende da taxa de crescimento intrinseca r.

Vamos supor a capacidade suporte constante no espa¢o e no tempo e auséncia de



Nelx)
1
+5
2.5
10
7.5
5
i . % 2.5 .
-306206100 100200300 300200100 100200300
™ KQ
140 4000
120 3000
100
2000
80
60 1000
5T 15 20 SIS o0

Figura 3.8: (aj Solugdo frente de onda oscilantes. (b) As gquatro configuracfes adotadas
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Figura 3.9: Comparagdo entre a simulacdo realizade pora capacidade suporte varidvel
com 0 tempo, sem ebandonos e com abandonos. (o) Quatro configuracbes do solugdo
considerando-se p, = 0. (b) Quatro configuragdes da solucdo com probabilidade de aban-
donos inversamente proporcional & capucidade suporte. (¢} Comparag@e do evolugde da
frente de onda com e sem abandonos. {d) Comparagdo da evolucdo de populacio total para
os dois casos.
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abandonos. Os pardmetros o, o, pg ¢ & serdo fixados em: o = 0.01, 6 = 0.7, p, =0 e
« = 10 e vamos variar o pardmetro r para avaliar sua relacio com a estabilidade da solugio
e com & velocidade da frente de onda, tomandor =05, r=1,r =1Her = 2

Curicsamente, & medida que r cresce, a densidade populacional mixima atingida em
cada ponto e o niimero total de colonias diminuem (ver figura 3.10 (a) e {¢)). Isto equivale
g dizer que a capacidade suporte da populagio diminui guando r cresce. Interpretamos
este fato da seguinte maneira: O pardmetro r representa a "sensibilidade” da populagio &
pressio populacional, desta forma valores crescentes deste pardmetro descrevem: populacdes
que inibem seu crescimento com mais intensidade quando sua densidade comega a aumen-
tar e portanto, a densidade de equilibric assume valores mais baixos. Além disso, r estd
relacionado com o nidmero de individuos produzidos em cada gerago e a dindmica de cres-
cimento descreve um processo no qual uma fragéo de individuos sobrevive de uma geracédo
4 outra. Pois bem, nos parece razodvel e aceitdvel que uma populagio que produz nm
grande nimero de descendentes em cada ciclo assuma uma densidade de equilibrio menor
que uma populaciio com a mesma taxa de sobrevivéncia que produz menos descendentes
em cada ciclo. Para que o equilibrio se mantenha, deve haver um balanceamento entre o
nitmero de individuos sobreviventes e o nimero de individuos produzidos em cada tempo.

Para r = 1.5, observamos um pequeno aumento na densidade na frente da onda, j4
indicando o surgimento de oscilagdes na solugdo. Quando tomamos r = 2 a solugdo perde
a estabilidade, isto é, a configuracio espacial apresenta oscilagbes que apresentam maior
amplitude no centro de liberagao (figura 3.10{a)).

A taxa de expansio da populagio, como esperado e de acordo com os resultados de
Kot et al. (1996), aumenta com r. A fig. 3.10{b) ilustra a evolugio da frente de onda para
diferentes valores da r. A medida que tomarmos valores maiores para a taxa de crescimento,
a inclinacio da curva que descreve a evolugiio da frente de onda aumenta indicando wm
aumento na velocidade de expansio da populago. '

A velocidade de expansio da frente de onda depende nao s da taxa de reproducéo r,
mas também da forma do ndcleo de redistribuicBo [Kot et al., 1996]. Para verificarmos
a validade desta afirmacgfio para nosso modelo, realizamos um teste numérico no qual
fixamos todos os pardmetros e variamos o pardmetro « que modifica a forma do nicleo
de redistribuicio. Tomamos os seguintes valores dos pardmetros: r =1, 0 = 0.7, p, = 0
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Figura 3.10: {a) Cada curve representa a quadragésima iteragdo para um respectivo velor
de r. A curva mais inferior que assume densidade mais elevada corresponde o v = 0.5; a
curva abaizo desta corresponde ac valor v = 1; a seguinte a r = 1.5 ¢, finalmente ¢ curva
mais abaizo que apresenta oscilagbes no centro corresponde a r = 2. (b)) Evolucéo da tazo
de expansdo populacional. A rete mais acima com pontilhado mais fino corresponde ao
valor r = 2, as curvas mais abatro correspondem, ume apds a oulra, ar = 1.5, r =1 ¢
r = 0.5. (¢} Evolugdo da populagGo total com o tempo. Os pontilhades correspondem aos

mesmos valores de v assumnidos e (b).
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e k == 10. A forma do nicleo (3.6) depende do valor de «, & medida que diminufmos este
parfimetro o nucleo fica mais espalhado, assumindo valores nfio nules em pontos cada vez
mais distantes do ponto central. Assim, consideramos os seguintes valores para o, o = 0.01,
a = (.005 e o = 0.001.

Neste caso, a densidade populacional méxima atingida em cada ponte do dominio nio
é alterada. De fato, o valor de equilfbrio espacialmente homogéneo (3.12) nio depende
de o {ver figura 3.11(a)). No entanto, & taxa de crescimento da populacio aumenta 2
medida que o diminui {ver figura 3.11{c}). Este fato é uma conseqgiiéncia de que os nicleo
mais achatados e com "raio de ag&o” maior provocam um aumento na taxa de expansio
da populagio por representarem situagGes em que 05 enxames reprodutivos percorrem
distancias maiores (figura 3.11(b)). Nestes casos, as colOnias se espalham mais rapidamente
¢ portanto, & medida que novas regides sic atingidas, a densidade logo aumenta alcancando
seu méaximo. Os resultados obtidos nesta simulagfo nos indicam que voos de longo alcance

favorecem o crescimento populacional.

Condicao inicial aleatdria

Nas simulacOes realizadas, consideramos uma distribuicio inicial das colonias Ng{x)
que assume valores entre 0 e 8 no intervalo —25 < z < 25 como na figura 3.12. Isto ¢,
estamos considerando vma condicdo inicial confinada a uma regiao limitada do dominio,
ou seja, uma fungio com suporte compacto.

Em todas as simulagdes, a solugho evoluin para solugdes tipo frente de ondas varigveis,
oscilantes ou com velocidade e forma constantes, dependendo da situagdo. Isto significa
gue a solucgio é estdvel, ou seja, variagdes na distribuicio inicial ndo provocam alteragoes

na configuracio final da soluggo.

- 3.2 Modelo de Taxia com Relacao ao Potencial de Re-
cursos Existentes

Numa escala de observacio de centenas de quildmetros as condigfes ambientais podem
se modificar causando uma variabilidade na distribuicdo dos recursos oferecidos. Podem
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Figura 3.11: (g) Cade uma das curvas representa a quadragésima dteracdo realizada com
o8 pardmetros o = 0.01, @ = 0.005 ¢ o = 0.001. As curvas mais internas representam,
respectivamente, os valores madores de «. (b) Evolugdo da frente de expansio populacional.

(¢} Euvolugdo da populagdo total.
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Figura 3.12: Condigdo inicial eleatoria restrite o uma regido limitadae do dominio.

ocorrer {aixas de mata nativa intermeadas por plantacoes, variacbes geograficas que também
podem causar uma distribuicio heterogénea dos recursos. Na formagio de enxames repro-
dutivos e de abandonos, a direcdo do enxame e a posicio da instalagio da nova coldnia sio
determinadas pelas abelhas escoteiras que fazem um reconhecimento da regifo e decidem
a melhor diregdo a ser tomada pela coldnia dependendo do potencial de cada regifo {Win-
ston, 1987]. Consideram o potencial de néctar, pélen e/ou 4gua e as condigdes ambientais,
como termperatura e umidade para escolher por uma determinada regifo.

Movimentos nao aleatérios podem ter um efeito importante na dindmica das africa-
nizadas. Na Africa do Sul grande parte das colénias migra sazonalmente em direcio s
plantacdes de encalipto (Eucalyptus grandis). As plantagBes estdo em 4reas que contém
uma populacio marginal de abelhas. Durante a época da florada, as colonias se transferem
para as plantacdes onde sio manejadas para exploragio de mel [Otis, 1991; Taylor, 1977).

Vamos incluir o fendmeno da taxia por recursos no modelo através de uma modificacio
no ntcleo de redistribuicio para abandonos e enxames reprodutivos. A equagdo {3.1) que
descreve o processo de dispersio continua inalterada; sdo os nicleos ko(x,y) e k(z,7) que -
serfio modificados convenientemente a fim de descrever ou representar a preferéncia por
determinadas regides em detrimento a outras, isto é, a taxia. Assim, os niicleos k,{z,y) e
k.(z,y) deixam de ser fun¢bes da distincia z — y entre os pontos, como na equagao (3.5),

passando a depender do ponto {z,y) e#m questio.
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Varmos construir um nicleo que represente a movimentagdo dos individuos de acordo
com uma qualidade ambiental preestabelecida, tornando maior a probabilidade dos in-
dividuos se dirigirem para uma regifo de melhor qualidade que para uma regido de quali-
dade inferior. O niicleo modificado deve considerar uma sobreposigio dos seguintes aspec-
fos:

(i} Colonias em enxames reprodutivos percorrem grandes distdncias antes de se instalar,
evitando as vizinhancas de sua coldnia original por causa da fertilizacio intra familiar

e da competicdo;

(i1} Apesar da migracio de longo alcance, os enxames percorrem distancias limitadas. O
translado e a instalagdo da nova colnia envolvem gastos de energia, que durante o
percurso dos enxames ndo esta sendo reposta;

(iii} A prospeccio de longo alcance permite identificar as regides onde os recursos sdo mais

favoraveis e

(iv) As abelhas escoteiras podem detectar a densidade de abelhas em uma regido e com
isto evitar regides onde a densidade de cclbnias é alta e a competigiio é acirrada.

Todos estes fatores devem ser ponderados para se determinar a probabilidade de uma

posicao ser escolhida para instalagio da nova coldnia.

3.2.1 Taxia Simples

Vamos considerar & qualidade do ambiente na posicio z, durante a geraciio t repre-
sentada pela funcio ¢(z). Isto é, ¢:{z) é uma medida do potencial de cada posi¢io z do
espaco na geracio £ e assim vamos assumir que 0 € ¢(z) < 1. Esta fun¢lio exprime a atra-
tividade de cada posigio com relagdo aos fatores relevantes a sobrevivéncia da populagdo.
Para as abelhas africanizadas vamos considerar a qualidade de nma regido determinada
pela quantidade de néctar, pélen e dgna existentes além dos fatores ambientais também

restritivos, temperatura e umidade.
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A variagdo temporal da fung@o qualidade descreve as modificaches que as estaches
do ano imprimem aos recursos existentes tornando-os malis ou menos fartos e atrativos,
enguanto que a variagdo espacial representa a heterogeneidade do meio.

A interaglio abelha-planta é diferente das interacfes planta-herbivoro de maneira geral,
pois as abelhas n30 consomem ou degradam a planta como muitos insetos herbivoros. Ao
contrario, as abelhas beneficiam muitas plantas através da polinizagio, incluinde diversas
plantas cultivdveis como algumas frutas [Winston, 1987], o que contribui ainda mais para
a importancia econdmica e ecoldgica das abelhas. Neste modelo, no entanto, ndo vamos
considerar a dindmica abelha-planta, vamos considerar apenas as mudangas na qualidade
impostas pelas variacGes climédticas pois hd uma discrepéncia, para algumas espécies de
plantas, entre a escala de tempo de reproducdo das coldnias e a escala de tempo de de-
senvolvimento e florada das plantas. Muitas espécies de plantas florescem anualmente
enquanto as abethas africanizadas apresentam geragBes de aproximadamente trés meses.
Desse modo, nao vamos considerar nerhuma equacio para g{z).

Uma primeira opgdo para incluir no nicleo de redistribuicio o fenémeno de taxia é

considerar um nvicleo modificado da seguinte forma:

k(z — y)x (g:(=) — gly)
J k- xlele) - q)) de

ki (e, y) = (3.19)

onde k(z — y) é a fungio nicleo de redistribui¢do dependente da distancia entre os pontos
r e y. Esta funcio representa a forma pela qual os individuos se instalariam se o meio
fosse homogéneo e a escolha de novas posigles dependesse apenas da distdncia entre
e y. No caso da dispersdo das africanizadas vamos considerar a distribui¢io de Weibull
dupla (3.6) para enxames reprodutivos e a distribui¢io normal (3.7) para abandonos, como
anteriormente, Assim, teremos k7" (2, y} o nilcleo de redistribuigdo com taxia para enxarmes
reprodutivos e, k7**{z, ) o nucleo de redistribuigio de taxia para enxames em abandonos.

A funcgio x {g(z) — qly)) € o que chamamos de fungdo exigéncia. x(z) estd definida
para —1 < z < 1 pois 0 < ¢(z) < 1, assume valores no intervalo 0 < x(z) < 1 com a forma
sigmobide sendo x(0) == 1/2 como mostra a fig. 3.13. A fungio x(z) = (1 +exp (—Az)) ™ por
exemplo, apresenta este comportamento. Isto significa que quando ¢;{z) — ¢:(y) € negativo,
isto 8, a qualidade no ponto de chegada é menor que a qualidade no ponto original, a fungéo
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x(z) assume valores muito pequenos representando a baixa probabilidade das colonias
migrarem para uma regiao pior do que a que elas se encontram. A medida que a qualidade
no ponto de interesse vai aumentando, a fungdo x (z) cresce atingindo o valor 1/2 quando
08 recursos do local da colbnia e do ponto de provavel instalagdo sdo 0s mesmos. Por outro
lado, x{z) cresce até o valor 1 & medida que aumenta a diferen¢a de qualidade entre os
pontos z {de instalagdo) e y (original), expressando uma maior probabilidade das colénias
migrarem para regibes mais favordveis do aquela em que se encontram. O parimetro A
determina o quio exigentes ou sensivels as vari¢fes na qualidade as colénias s8o, deixando

a funcéo x mais ou menos ingrime.

Figura 3.13: Funciéo ezgéneia para irés valores distintos de A. Indica quio serisiveis sio

0s individuos ds variecdes no qualidade ambiental

Fixado y, &7*{z, y) é um niicleo de redistribuicdo, e portanto, deve satisfazer [ k[*(z, y)dx
1. Por esta razdo, o termo no denominador aparece normalizando o nacleo. Com o produto
k(z—1y)x {g:(z) ~ &(y)) obtemos um niicleo que descreve a probabilidade de instalacdo dos
individuos a uma determinada distincia da "colonia mée” ao mesmo tempo que considera
o gradiente de qualidade dando maior probabilidade de deslocamento para a diregdo das
regides cora melhores recursos e regeitando os locals pobres com maior ou menor intesidade,
dependendo da forma da funcdo x(2).

A figura 3.14 abaixo faz uma comparagdo entre o nicleo simples k(z — yo) sem taxia
{linha cheia) e o nicleo modificado k" (z,yo) (linha pontilhada) para a funcio qualidade
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g(z) ilustrada no mesmo grifico. Este gréfico ilustra a probabilidade de uma colénia
gue originalmente se encontra na posigdo y, se instalar em cada posicac 2z do dominio.
Observamos que o nicleo modificado (linha pontilhada na figura 3.14) ndo é mais simétrico
com relacdo ac ponto de partida, isto €, hd uma maior probabilidade de deslocamento na
diregio dos pontos em que a qualidade é superior.

Figura 3.14: Comparagdo entre o naleleo de redistribuicdo do modelo simples (linha cheia) ¢
o micleo de redistribuigéo do modelo com tazia pelo potencial de vecursos (linha pontilhada)

3.2.2 Taxia com Efeito Weber-Fechner

Ao fratarmos de fendmenos de taxia é importante considerarmos a lei de Weber-Fechner
para resposta biolégica a estimulos. Esta lei estabelece que para que um determinado
estimulo seja percebido é necessdrio que haja uma variacio do estimulo proporcional ao
- préprio estimulo [Stevens, 1970; Rodrigues, 1998]. Se uma colénia estiver numa posi¢io
de qualidade baixa, uma pequens variagio na qualidade pode provocar uma migracio.
No entanto, as coldnias em posicdes de qualidade alta necessitam de uma mudanca muito
maior na qualidade para migrarem com a mesma for¢a que as da situacio anterior. Isto é
representado matematicamente da seguinte forma: se ¢.(z) — ¢:(y) é pequeno com relagio
a :(y), haverd baixa probabilidade de uma col6nia na posicdo y migrar para a posi¢io z.
No entanto se a diferenca g:(z) — g;(y) for grande comparada com g;(y) haverd uma chance
muito maior da coldnia em y migrar para z.
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Vamos incluir o efeito Weber-Fechner no modelo através do micleo de redistribuicio,
considerando a funcdo exigéncia dependente da diferenca relativa de gualidade nos pontos
de partida e chegada e ndo mais apenas da diferenga absoluta de qualidade nestes pontos.
O nicleo de redistribuicio k; 4 que inclui o efeito Weber-Fechner fica ent3o na forma

k(:z _ y)x (qtixl“m{y})

a{y)
[ e - yx () da

onde k{z — y), a funcéo distribuicdo de probabilidade e x(z}, a fun¢io exigéncia, tém as

kil (z,y) = (3.20)

mesmas caracterfsticas citadas anteriormente. Da mesma forma, k77 (z,y) ¢ k7%, v)
representam o micleo com taxia relativa para enxames reprodutivos e o nicleo com taxia
relativa para abandonos, respectivamente.

A figura 3.15 abaixo faz uma comparacdo entre o nicleo de redistribuigdo com taxia
simples e o micleo de redistribuigdo com taxia relativa (que inclui o efeito Weber-Fechner).
Observamos que este efeito acentua a taxia, isto é, no ndcleo kP7 a probabilidade dos

individuos migrarem para as regifes methores € ainda malor gue no nicieo k.

glz)

£vf {z,v)

y Nr(ﬁ:'y}

w i

Figura 3.15: Comparagdo entre os nicleos de redistribuicdo do modelo com tazia simples

e do modelo com taxia Weber-Fechner.
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3.2.3 Simulagoes

Realizamos algumas simulagbes pelo mesmo procedimento anterior; integramos nume-
ricamente a equagdo (3.1) a partir de uma condigio inicial dada com o nicleo de taxia com
efeito Weber-Fechner £/ dado por (3.20), para diferentes funcdes de qualidade ambiental.

Nestes testes vamos supor que a qualidade ambiental g;{z) ndo varia com o tempo, isto
é, vamos considerar ¢ {z) = ¢{z). Nosso objetivo nestas simulacdes é confirmar a validade
do modelo de taxia proposto. Assim, esta simplificagio tem o intnito de nos permitir uma
melhor andlise e avaliagiio dos efeitos do termo de taxia sobre a solugéio, sem a interferéncia
de outros fatores. A inclusfo da variagio temporal na funcdo gualidade é perfeitamente
factivel e s6 ndo a faremos por optarmos pela andlise de nma situacio mais simples. Além
disto, abelhas do género Apis sio generalistas, coletam néctar e pdlen de qualquer tipo de
fior, abundantes durante o ano todo em regides de clima tropical.

Vamos considerar a capacidade suporte constante no tempo e varidvel no espago, pro-
porcional a funcio gualidade ¢{z). Como a capacidade suporte representa a densidade
méxima de individuos que uma regifo pode sustentar, é natural que seja diretamente pro-
porcional 4 qualidade ambiental. Uma regido com melhores recursos florais pode sustentar
uma populagio maior que uma regido pobre.

Para verificarmos a validade do modelo escolhemos vérias formas hipotéticas para a
funciio qualidade. Verificamos o comportamento da solu¢do ao considerarmos a fungdo
g{z) crescente, decrescente ou periddica e com isto pudemos analisar a consisténcia do
modelo de taxia proposto.

Os resultados obtidos nas simulacdes sdo analisados e interpretados por intermédio de
algumas medidas do estado do sistema. Acompanhamos a evolugio da frente de onda z°
definida na se¢do anterior; o numero total de individuos N, dado pela integral (3.17) ¢,
1o caso dos modelos com taxia, calculamos também a qualidade média experimentada em

cada iteracdo. Esta varidvel, dada por
Lq(x) Ni(z)dz
e d N, d
-/I.IQ(:C) x/ﬂ ¢ (z)dz

nos fornece uma avaliagdo sobre a eficiéncia das colonias em se fixarem nas regifes com
qualidade alta.

(3.21)



98

Qualidade Crescente

Consideramos uma situaco hipotética onde o dominio é dividido em uma regido com
qualidade alta e uma regio com qualidade baixa, sendo que os recursos variam de um
patamar ao outro continuamente, como mostra a fig. 3.16. As coldénias sdo liberadas
inicialmente na regido de pequena qualidade, precisamente na regifio compreendida entre
—25 < x < 25, onde os recursos sdo baixos mas pode-se "sentir” um gradiente de qualidade
favordvel na direcfo de z positive. A fignra 3.17 ilustra a funcéo qualidade ¢ o nicleo de

redistribuigio em diferentes posigdes do dominio.

-300 -20¢ ~100 Z00 300

Figura 3.16: Funcdo qualidade ambiental crescente juntamenie com o distribuicéo nicial

das colénias.

Nossa intencfio é observar como se dé a expansio populacional no sentido da gunalidade
crescente e decrescente, respectivamente. Queremos observar se a inclusfo da taxia altera
a taxa de expansio da frente de onda quando as coldnias esto numa regido pobre e podem
detectar wm aumento de qualidade.

Apés iniciado o processo, hd um crescimento da densidade populacional que se expande
nos dois sentidos do dorainio, atingindo densidades méximas diferentes em cada regido

devido &s diferencas na capacidade suporte e na qualidade.
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Figura 3.17: Pungdo qualidade g{z) = 5 +upf-(fi?s{z~12a)} + 0.1 juntamente com os nicleos

de redistribuicdo em diferentes paries do dominie. Mostramos neste grdfico come a forma
do nicleo de redistribuicdo se modifica em diferentes pontos com a qualidade.

A frente de onda avanca mais rapidamente na regifio onde b4 um gradiente positivo de
qualidade sendo que ao atingir a regifo onde a qualidade ¢ alta porém constante, a frente
de onds. assume velocidade constante. No sentido de z negativo, ao contrédrio, a qualidade
baixa e o gradiente nulo acarretam uma expansio da populagio com velocidade constante,
A fig. 3.18(a) ilustra a solug@io para as trinta Gltimas iteragdes.

A figura 3.18 {¢) mostra a evolugio da frente de onda nos dois sentidos. Por esta
figura observamos uma acelera¢io {no sentido da qualidade crescente) no inicio do processo
quando g(z) ainda apresenta gradiente no nulo. Ao atingir a regido de qualidade constante,
a frente de onda assume a forma de uma reta onde a velocidade ndo varia. Por outro lado,
para a frente que se expande no sentido de ¢ decrescente, desde o inicio do processo nota-se
um avanco com velocidade constante.

Isto significa que a taxia atua acelerando {ou freando, como veremos) a expansin da
frente de onda somente nas regides em que hd gradiente nio nulo de qualidade dentro do
raio de percepgdo das colonias. Este comportamento da solugdo era esperado pois quando
ndo h4 gradiente a funcio exigéncia assurne valor 1/2 representando o fato de que quando a
qualidade é constante no raio de prospecgdo nio ha taxia e a posicdo de instalacio depende

apenas da disténcia da posic@o original.
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Figura 3.18: Resulfade do simulegdo: (a) ilustra a solucdo nas 10 wltimas iteragdes; (b)
evolugio com o tempo da qualidade média experimentada; (¢ evolucdo da frente de onda
no sentide da gqualidade crescente e decrescente e {d) evolucdo do nimero total de colonias

com o tempo.
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A figura 3.18(b) ilustra a evolugio com o tempo da qualidade média experimentada, o
gréfico mostra inicialmente um valor constante, até que um crescimento répido é notado
quando a populagio atinge a drea onde a qualidade é crescente. Passada esta etapa,
quando a populagio atinge a regifio de qualidade alta, diminui a taxa de crescimento da
gme que asstme um crescimento bastante lento. A evolugdo do nimero total de coldnias
estd ilustrada na fig. 3.18(d). Observamos um crescimento inicialmente lento. Quando
a qualidade alta é atingida, hd uma aceleragfio no crescimente populacional seguida de
um crescimento linear, correspondente ao avanco da populagio na regifo de qualidade
constante,

Qualidade Decrescente

Neste teste consideramos a qualidade ambiental corn a mesma forma qualitativa que
Bo caso anterior, porém as colonias inicialmente séo liberadas na regido de qualidade alta,
como mostra o grafico {a) da figura 3.19. Como no caso anterior, a solugio rapidamente
evolui para solugdes tipo frente de ondas viajautes representande a invasio de regides néo
colonizadas.

A figura 3.20 ilustra os resultados obtidos. Neste caso, a gme sofre um decréscimo
brusco referente & regifio de qualidade decrescente inicialmente encontrada, se mantém em

um patamar constante enquanto a frente de expansio permanece freada pelo gradiente
negativo de qualidade e volta a cair & medida que a populagio aumenta na regido de
gualidade baixa {fig. 3.20(b)}.

A populacio total, ao contririo do caso anterior, inicialmente cresce a uma taxa su-
perior correspondente ao perfodo em gue a populagio habita dreas mais favordveis. Com
a chegada em regibes desfavordvels, a taxa de crescimenio diminui assumindo um valor
constante (ver fig. 3.20(d}).

A fig. 3.20{c) ilustra a evolugio da frente de onda nos dois sentidos do dominio. Nas
regides de qualidade baixa e gradiente nulo, a frente de onda avanga no espago com a
mesma velocidade com que se expande em 4reas onde g qualidade ¢ alta porém constante,
exatamente como no caso anterior.

No sentido da gualidade alta temos uma reta, o que significa que a populagio avanca
com velocidade constante. No sentido de z crescente {qualidade decrescente), a frente
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Figura 3.19: (a) Distribuicdo inicial dos colonias e fungio qualidade do ambiente, g(2z) =

1o s +exp{maé?1{m-—7ﬁ}}' (b) Nicleo de redistribuigéo numa regiGo em gque o qualidade € alta. (¢}

Nicleo de redistribuicio na regido de transicdo da qualidade. {d) Ndcleo de redistribuicio

numa regido em gque a qualidode € baiza.
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Figura 3.20: Resultade da stmulacdo com oo = 0.08, ¢ = 0.7, r = 1.2 e p. = 0, realizadas
40 iteracdes. {a) Hustra a solugdo nas 10 dltimas steragbes; (b) evoluciio com o tempo da
qualidade média ezperimentads; (c) evolucio da frente de onde no sentido da gualidede

erescente e decrescente ¢ [d) evolugio do nimero total de coldnias com o tempo.
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de onda se expande inicialmente com a mesma velocidade que no sentido oposto mas
logo em seguida a velocidade de expanséo cai representado o fato de que a populagéo
avanca lentamente no seniido da gualidade decrescente. Quando a populacio atinge a
regifo de qualidade baixa com gradiente nulo, a frente volta a assumir a velocidade de
expansio constante do infcio do processo. As curvas que representam a expanséo da frente
de onda nos dois sentidos do dominio ficam paralelas nas regiGes em que o gradiente da
funcio qualidade é nulo, indicando que a velocidade de expansdo varia com o gradiente da
gualidade e no com o seu valor.

Os graficos (b) a (d) da figura 3.19 ilustram a forma qualitativa dos ndcleos de redis-
tribuicio nas diferentes regides gue explica as variagdes da velocidade de expansio. No
grifico da figura 3.19(b) a qualidade ¢ alta e apresenta pequena variagfo o que produz um
niicleo quase simétrico. Na figura 3.19{c), mostramos a regifio onde hé grande variacdo
na funcdo qualidade que consegiientemente produz nicleo de redistribuicdo bastante as-
simétrico e desse modo descreve o retardamento da invasdo de regides desfavordveis. Ao
atingir a regifo de qualidade baixa, a populagio se expande a uma taxa constante e o

micleo volta a assumir wma forma aproximadamente simétrica (figura 3.19(d)).

Qualidade Periédica

Consideramos agora, uma situagio em que a qualidade varia nd espaco continuamente,
alternando entre uma regido de boa qualidade e uma regido de qualidade ruim, por exernplo
como a funcio seno ilustrada na figura 3.21. Nesta situagfo, a populagfo cresce e se
estabelece em um padréo espacial ndo homogéneo que varia de acordo com a qualidade
e capacidade suporte de cada ponto. Ao mesmo tempo, se expande nos dois sentidos do
domfnio, sendo que a velocidade de deslocamento também depende do mejo.

Podermos observar na fig. 3.22 (c), que a frente de onda evolui de maneira periadica,
com perfodos de avango répido seguido de uma expansdo mais lenta, correspondente as
regides com potencial favordvel e desfavordvel, respectivamente. Do mesmo moda, a po-
pulacio total evolui com o tempo alternando periodos de crescimento rdpido e periodos de
crescimento mais lento, como resultado da variagfo da gualidade.

A qualidade média experimentada, por sua vez, apresenta uma oscilagio amortecida. A
populagio, liberada a partir da origem, inicialmente atinge uma drea de gualidade baixa, o
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Figura 3.21: Fungio gualidade periddica dada pela ezpressio ¢(z) = 0.28en[0.1(z + 15)] +
0.8, juntamente com a disiribuicdo nicial das celdnias,

que confere um rdpido decréscimo na gme. Em seguida, as coldnias na frente de onda atin-
gem regides com condigbes mais favordveis, o que causa um anmento também rdpido desta
varidvel. No entanto, & medida que a populacio se estabelece, formando uma configuracio
estdvel nas dreas afastadas da frente de onda, as oscilagBes diminuem e a qualidade média
sxperimentada oscila com menor amplitude.

Vamos modificar esta simulagio acrescentando uma probabilidade de ocorrerem aban-
donos. Como argumentado anteriormente, € natural considerarmos os abandonos depen-
dentes da qualidade de cada regiio [Winston, 1992; Otis, 1991}, Como neste caso a qua-
lidade varia espacialmente, vamos ter a probabilidade de abandonos p, = p,{z). Vamos
supor uma maior probabilidade de abandonos nas regides de recursos escassos e, uma pro-
babilidade de abandonos baixa nas regiGes ricas em recursos. Podemos considerar, por
exemplo,

Pa{z) = aexp[-bg(z)], (3.22)

ilustrada na ﬁgura-3,23 (linha continua) para ¢ = 30 ¢ b = 6, juntamente com a funcdo
qualidade (linha tracejada).

A figura 3.24 ilustra os resultados obtidos nesta simulacdo. Em (a) temos o gréfico da
solucio obtida nas vinte tltimas iteragbes; em (b) ilustramos a qualidade média experi-
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Figura 3.22: {a} Solu¢do frente de ondas viajantes; (b) evolugdo da qualidade média expe-
rimentada com o tempo; (c) evolugdo da frente de onda no diregdo de z crescente € (d)
evolugdo da populagdo total. Os parimetros utilizados foram: 0 =001, 0 =07, r =1 ¢

po = 0, tendo stdo realizadas 40 iteragdes.
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Figura 3.23: A linha continue representa a probabilidade de ocorrerem abandonoes em cada
posicio dependendo da qualidade da posigio (linha tracejada).

mentada; em {¢) a evolucdo da frente de onda e em (d) a variagdo da populagio total com
o tempo.

Uma comparagdo desta simulagdo com o teste anterior (sem abandonos) estd ilustrada
na figura 3.25. Esta figura mostira, mais uma vez, a eficiéncia da estratégia dos abandonos
com relacio & taxa de expansdo da populagdo {c), taxa de crescimento populacional (d)
e com relacio & capacidade de se instalar nas melhores regides (b). Na figura 3.26(a) a
curva mais exterior que apresenta amplitude de oscilagéess malores corresponde i solugio
da simulacfio que inclul abandonos. Nesta curva, a densidade populacional é maior nas
regides mais favordveis e menor nas posicbes de qualidade baixa. Quando incluimos os
abandonos ao modelo, a solucio obtida exprime o fato das colonias se instalarem nas
melhores posicoes, 0 que causa um aumento na gualidade média experimentada.

Em enxames de abandonos os individuos percorrem maiores distdncias e instalam-se
em regides mals afastadas, o nicleo de redistribuigio para estas situagdes assume proba-
bilidades de instalacio ndo nula para distincias maiores que o nicleo de redistribuigdo de
enxames reprodutivos e portanto hd um auvmento na taxa de expansdo da populagdo [Kot

et al., 1996], conseqgiientemente a taxa de crescimento da populagio também ¢ maior.
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Figura 3.24: {a) Solugéo frente de ondas viajantes com inclusdo de abandonos; (b) variacdo
da -qualidade média ezperimentada com o tempo; (c) evolugdo da frente de onde e {d)
evoluciio da populucdo fotal. Os pardmetros utilizados foram: a =001, 0 =07, r=1¢

7, = Po(x) = 30 exp{—6¢(z)], tendo sido realizadas 40 iteragies.
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Figura 3.25: (a) Configuracio de solugio frente de ondas viajanies apds 40 iteragdes das

simulacbes com e sem abandonos. A curve mais inferior, apresenta menor amplitude das

oscilagdes e corresponde & simulagio sem abandonos; (b) variagde da qualidade média ez-

perimentada com 0 tempo nos deis casos. A curva mais acima corresponde & simulagdo ne

qual 0s abandonos sdo incluides. (¢) Evolucdo da frente de onda ne direcdo de z crescente

com cbandonos (curve mais acima) e sem abandonos (curve mais abaizo) e (d) evolugdo

da populacio total. A curve superior corresponde 4 simulacéo que inclui os abandonos.
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3.3 Modelos de Taxia com Relacao aos Recursos Dis-
poniveis

Para explicarmos a rdapida expansdo das africanizadas vamos considerar, além do mo-
vimento orientado de longo alcance, o fato de que os enxames de africanizadas movem-se
preferencialmente na direcio de dreas ainda ndo colonizadas, isto é, para além da frente de
colonizagao onde os recursos ainda ndo estdo sendo explorados.

Na frente de colonizagdo hd um decréscimo na densidade de colénias que produz um
gradiente de recursos que € percebido pelos enxames, possivelmente através do formidavel
mecanismo de prospecgdo de longo alcance realizado pelas abelhas escoteiras [Ratinieks,
1981].

Desse modo vamos considerar a faxia nao mais com relagio ao potencial de recursos
existentes, mas com relacao ao potencial de recursos disponiveis ou excedentes, isto €, uma
taxia que considera nfio apenas os recursos de uma regido mas também o quio habitada
ela é.

Regides com alta qualidade de recursos mas com alta densidade populacional serdo
consideradas desfavordveis por conter recursos que j4 estdo sendo explorados. Serdo con-
sideradas favordvels, as regifes de alta qualidade onde os recursos ainda possam ser ex-
plorados satisfatoriamente, isto é, onde a densidade populacional ¢ baixa. Portanto, ao
escolher um novo sitio para instalagio, deve haver um balango, ou uma ponderacio entre a
distincia deste novo sitio & colénia original, a2 qualidade dos recursos florais ¢ a densidade
populacional nesta posigao.

Para incluirmos este efeito ao models, vamos supor que a densidade populacional mo-
difica a qualidade ambiental resultando em uma diminuicdo da qualidade, ndo no sentido
de destruicio mas no sentido de provocar uma diminuigio da atratividade da regido. Em
cada posiciio z a qualidade ¢,(z) sofrerd {ou ndo) uma ”exploracéo” ou diminuigdo da atra-
tividade que depende da densidade populacional em cada ponto, Assim teremos, a cada
geragdo, um niicleo de redistribui¢io de taxia nfo mais com relagdo & gqualidade ambiental

g{z), mas com relagio & qualidade disponivel di(z):
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Kz, y) = = e - x (M ) (3.23)
1 Bz -y)x (Mgt gy

onde
des1{2) = q{z) exp(—pN(z)) (3.24)

é a equagdo que atualiza a qualidade ambiental a cada instante e incorpora a "exploracio”
dos recursos, a qual privilegia a escolha de dreas ricas em recursos e baixa densidade
populacional para instalagio de novas colénias e portanto, imprime wm movimento na
direcdo de regides ainda ndo colonizadas.

O nicleo de redistribuigio neste case varia com o tempo, uma vez que a cada geragio,
a variacio da densidade populacional modifica a fun¢do gqualidade e portanto modifica a
disponibilidade de recursos em cada posigao.

Observamos que estamos considerando apenas uma exploragio local de recursos. As
coldnias instaladas na posicfio z estdo extraindo, e portanto modificando apenas os recursos
da posicio em que se encontram. Poderfamos considerar uma exploragio nio local dos
recursos, uma vez que a coleta de pdélen e néctar se dd num raio de até 10 quildémetros a
partir de cada coldénia [Roubik, 1989; Winston, 1987]. A inclusio de uma exploragio nio
local implicaria em modificaches na formulagio da fungfo disponibilidade. Vamos optar
pela simplicidade e assumir apenas uma exploragio local de recursos.

A equagho que descreve a dispersdo da populacio de africanizadas fica, entio, na forma

Nya(z) = o (1—po) Ne(x) +poo /:: K (2, ) Noly) g+
' (3.25)
* f:: k", 9)f (Na(y)) dy.

onde k% & o nicleo de redistribuicio de taxia com relagio & qualidade disponivel dos
enxames em abandonos na geracdo ¢ e, k7 é o nucleo de redistribuigio de taxia com
relacio & qualidade disponivel dos enxames reprodutives, tambémn na geragdo f. Os demals

pardmetros envolvidos continuam com o mesmo significado estabelecido anteriormente.
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3.3.1 Simulagoes

Estas simulagtes tém o objetivo de avaliar qual das estratégias propostas é a mais ade-
quada e melhor reproduz o comportamento de dispersiio das abelhas africanizadas. Isto 4,
queremos investigar se as modificagbes que introduzimos no nicleo de redistribuigdo real-
mente conferem 3 solugio uma velocidade de expansie populacional mais rdpida e se estas
modificagdes representam um beneficio para o crescimento da populagio. Faremos entdo,
uma comparagic dos modelo propostos: o modelo de taxia simples, taxia por recursos
disponiveis e este ltimo acrescido dos abandonos.

Mais uma vez, em beneficio da andlise dos resultados, iremos supor a qualidade am-
biental constante com o tempo. Apenas o efeito da "exploragio” ird modificar a gualidade.
A capacidade suporte fol considerada proporcional & qualidade ambiental, isto é, consi-
deramos & = k (z) = 10¢{z) o que implica em uma variagio proporcional na capacidade
suporte da populacie dada por (3.3).

Como a taxia atua apenas em fungles que apresenfam gradiente ndo nulo, vamos con-
siderar a qualidade ambiental periédica como, por exemplo, uma fungdo seno para ve-
rificarmos os efeitos da taxia por recursos disponiveis. Em todos os testes realizamos
algumas medidas para andlise e interpretagio dos resultados: evolugdo da populagdo total
N,, evolugiio da qualidade média experimentada gme; ¢ da frente de onda z”.

Qualidade Periddica

Neste teste consideramos a qualidade do ambiente dada pela funclo periddica ¢ {z) =
0.28en[0.1 (z + 15}] + 0.8 sendo que o processo foi iniciado com a populagdo distribuida
aleatoriamente no intervalo —25 < z < 25. Os demais pardmetros sdo: o = 0.001, r = 1,
o = 0.7, pu(z) =0e u = 0.25.

Como nos casos anteriores, a populagio cresce e se expande nos dois sentidos do dominio
na forma de frentes de invasio. A populagio assume uma distribuigfo espacial nfo ho-
mogénea, oscilando com o mesmo perfodo que a fungio gqualidade, com seus picos corve-
spondendo aos valores de miximo da fungéo g (z) (ver fig. 3.26(a)).

Neste caso nio se nota tanta variacio na velocidade da frente de onda, a frente acelera

discretamente nas regices de qualidade crescente e hd uma desaceleracio igualmente pe-
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Figura 3.26: Solugcde obtide com o modelo de tazia por recursos disponiveis com gualidede
tipo seno: (a) As vinte dllimas iteragdes; (b} evolugio do qualidade médie ezperimentada;
(c] frente de onda noes dois sentidos do dominio e (d) evolugio da populagdo total com o

ternpo.
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quena onde o gradiente da qualidade é negativo. Isto significa que este modelo representa
a tendéncia maior em se deslocar nas direcbes ndo ocupadas ainda que tenham qualidade
inferior. A fig. 3.26{c) ilustra a evolugdo da frente de invasao.

A qualidade média experimentada apresenta uma oscila¢do com amplitude decrescente,
como raostra a fig. 3.26(b). A fig. 3.26(d) ilustra a evoluciio da populagio total. O niimero
total de coldnias é sempre crescente, sendo que também se nofa uma variagfo na taxa de
crescimento.

A funcdo disponibilidade d; {z) varia com o tempo evoluindo para uma fungio de mesmo
periodo que a funcio qualidade ¢ {z), porém assume valores mais baixos que a fungdo ¢ (z)

¢ temn menor amplitude.

Abandonos

Vamos incluir o fendmeno de abandonos ao caso anterior e comparar os dois testes.
Para verificar se também neste caso, esta € uma estratégia favordvel 4 populagdo, no
sentido de possibilitar um aumento da sua densidade e de sua taxa de expansfo, vamos
considerar agora, a probabilidade de ocorrerem abandonos em cada posi¢io como sendo
dependente da funcio disponibilidade na respectiva posicio, em cada etapa do tempo. Os
abandonos devem ser praticamente inexistentes nas posigdes em gue a disponibilidade de
recursos € alta, aumentando 4 medida que diminuem os recursos disponiveis. Como a

funcio disponibilidade varia com o tempo, temos p, = pi(z) dado por exemplo, por
7 (z) = e exp[~bd,(z)]. (3.26)

Mantivernos os mesmos pardmetros da simmulacio anterlor, modificandoe apenas o pardmetro
do nicleo de redistribuigfio de abandonos, = 9.

A funcéo qualidade é modificada a cada iteracdo, produzindo uma funcio disponibili-
dade diferente a cada geragdo. A medida que a populaco se expande, a funciio qualidade
é deformada em 4reas cada vez maiores. A configuragio da disponibilidade ao final de
40 iteracoes estd ilustrada pa figura 3.27(b), onde a curva pontilhada representa a fun¢io
qualidade original modificada pela exploragiio da populagio instalada nesta regifio. Nas
posicdes mais exteriores do dominio, ainda nfo atingida pela populagdo, a fun¢io disponi-
bilidade se iguala & qualidade, assumindo valores maiores que nas dreas colonizadas.
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Figura 3.27: Pungide disporubilidade na dltima iteragio. A hinhae poniilhada represente o

fungdo qualidade, que foi modificada.

Apés quarenta iteragdes, a populagio assume uma distribuigio espacial ndo homogénea
com ¢ mesmo perfodo que a fungdo disponibilidade, com seus méximos locais correspon-
dendo aos méximos da funcéo d; (z), que sdo os mesmos que os da solugdo para o caso em
que nao ocorrem abandonos. A figura 3.28(a} ilustra as dltimas vinte iteragBes, em (b}
mostramos a gualidade média experimentada, no grafico (¢) a evolucio da frente de onda
e em {d) a evolugie da populacio total.

Comparagao dos Modelos Propostos

E interessante neste momento, compararmos os modelos propostos e avaliarmos se
realmente produzem os efeitos esperados. Vamos realizar duas comparagbes: (i) o modelo
de taxia por recursos existentes com o modelo de taxia por recursos disponiveis (ambos
sem abandonos) e (if) o modelo de taxia por recursos disponiveis com e sem abandonos.

Vamos considerar a qualidade ambiental como sendo & qualidade periédica utilizada
anteriormente, isto &, ¢{z) = 0.28en[0.1{z + 158)] + 0.8. Os outros pardmetros foram
mantidos os mes.mos para todos os casos: a capacidade suporte foi considerada constante
no tempo e varidvel no espaco, proporcional i funcido qualidade fazendo k = k{z) =
10g {z}; taxa de sobrevivéncia o = 0.7; taxa de crescimento 7 = 1; pardmetro do nicleo
de redistribuicdo pars enxames reprodutivos o« = 0.01 e para abandonos f = 9; parimetro
de "exploracdo” da qualidade g = 0.1 e a probabilidade de abandonos (3.22) ou {3.26)
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Figura 3.28: Selucdo obtida com ¢ modele de tazia por recurses disponiveis com abandonos
para quolidade tipo seno. (o) As vinte iterogoes finais; (b) evolugdo do gualidade média
experimentada; (c) frente de onda nos dois sentidos do dominio e (d) evolugdo da populacio

total com o tempo.
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quando forem incluidos abandonos.

Taxia por Recursos Existentes ¢ Taxia por Recursos Disponiveis A figura 3.29
mosira concomitantemente, os resultados obtidos nas simulagdes que consideram taxia por
recursos existentes e taxia por recursos disponiveis. Nestes gréficos, as linhas pontilha-
das representam a taxia simples por recursos e as linhas continuas representam taxia por
recursos disponiveis.

No gréfico da figura 3.29(a) mostramos a configuragio final da populagio apds 40
iteracbes. Nos modelos de taxia por recursos disponiveis a densidade populacional nos
picos de qualidade é levemente mais baixa e um pouco mais alta nas posigdes de minimo
da qualidade em comparagdo com o modelo de taxia simples.

A gualidade média experimentada é mais baixa no modelo que considera disponibilidade
de recursos, como mostra a figura 3.29(b). A frente de onda para os dois casos est4 ilustrada
na figura 3.29(c) onde observamos nfo haver diferenca entre a taxa de expansio para os
dois modelos. A populagdo total por sua vez, é ligeiramente inferior no modelo de taxia
simples (figara 3.29(d}).

Observamos aqui a importincia do pardmetro p e da escala do nicleo de redistribuigédo
nos resultados. Quando aumentamos o efeito de exploracao da populacio, isto é, quando
a densidade de coldnias em uma regido causa malor rejeicao daguela regido, observamos
uma maior taxa de expansio no modelo que considera recursos disponiveis em comparacio
com o modelo de taxia simples (ver figura 3.30). Da mesma forma, quando supomos que
as abelhas escoteiras conseguem " perceber” a variacdo da qualidade disponivel em um raio
maior, os efeitos da disponibilidade também ficarn mais salientes e, as diferencas entre os
resultados obtides com os dois modelos ficam evidentes (figura 3.31). A disponibilidade

produz um aumento na taxa de expansdo e na taxa de crescimento da populagio.

Modelo de Taxia por Recursos Disponiveis com e sem Abandonos Neste caso
também observamos uma diferenca significativa nos resultados obtidos. A populacio se
expande e coloniza novas dreas mais rapidamente quando a estratégia dos abandonos é
adotada. Os gréficos da figura 3.32 mostram a solugéo ao final de 40 iteragdes (fig. 3.32(a)),
a qualidade média experimentada {fig. 3.32(b)}, a evolugio da frente de onda (fig. 3.32
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Figura 3.29: Comparagdo entre o modelo de turia por recursos (linha pontilhada } € ©
. modelo de taxia por recursos disponiveis {linha cheia) pare guaolidade tipo seno; p = 0.1
eq = 0.01. (o) A solugdo Ny{z) na dliima iteracio; (b) evolugio da qualidade média
experimentada; (¢) frente de onda e (d) populagdo total.
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Figurs 3.30: Comparacfio entre 0 modelo de tazia por recurses existentes (linha pontilhada)
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Figura 3.31: Comparacdo entre o modelo de taxia por recursos existentes {linha pontilhada)
e o modelo de tazia por recursos disponiveis {linha cheia) para quaolidede tipe seno parg
w=0.25 e a =000l {a)A solucdo na iteracdo final; (b} evolucdo du gualidade média
experimentada; {c) frente de onda e (d) populagéo total.
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Figura 8.32: Comparagdo entre os modelos de taria por recursos disponiveis com abandonos

{tinha cheia) sem abandonos (linha pontilhada) para qualidede tipo seno. (o) A solugdo

pare o0s dois modelos ao final de quarento iteracées; (b) evolugdo da qualidade média expe-

rimentada; (¢} frente de onda e (d) evolugdo da populagdo total com o tempo.
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{c)) e a evolugdo da populagao total com o tempo (fig. 3.32(d)), para as duas situacoes. As
linhas pontilhadas representam o modelo sem abandonos e as linhas continuas representam
¢ modelo no qual os abandonos foram incluidos.

Nos pontos onde a disponibilidade é alta, a densidade populacional é maior na simulagio
que inclui abandonos e nos pontos de disponibilidade minima, a densidade é menor do que
aquela obtida na simulacio em que p, = . Observa-se que a frente de onda para a
populagdo que realiza abandonos apresenta velocidade maior nas regifes de qualidade alta.

Como percorrem distincias superiores, podem "perceber” regides favordveis.

3.4 Comentarios

As possibilidades de simulacbes sdo intermindveis e esta é uma grande vantagem de-
ste tipo de abordagem dos modelos bioldgicos. Podemos pensar em situactes diferentes
e distintas maneiras de descrevé-las e/ou representd-las, mas além disso, as simulagOes
numéricas nos permitern visualizar os resultados em situagbes nas guais dificilmente se
pode obter resultados por andlises tedricas, oferecendo-nos pardmetros de comparagdo e
argumentagio dos resultados obtidos.

Devemos estar atentos, no entanto, ao fato de que nossas conclusdes sobre os mode-
los propostos sio vilidas apenas na regido dos pardmetros que foram trabalbhades. Nao
podemos garantir que em outras regides de pardmetros, o comportamento qualitativo das
solucdes serdo os mesmos. E esta é uma restrigiio dos métodos numéricos que entretanto,
udo chega a desmerecé-los nem tdo0 pouce invalidé-los. Constitui apenas um alerta contra
as generalizacoes.

Quando consideramos os recursos distribuidos de maneira homogénea observamos que a
populagio se expande pelas regides no colonizadas com velocidade constante e desse modo,
a populacio total cresce linearmente com o tempo. Tanto o parémetro T que descreve a
sensibilidade da populacio com relagdo A pressio populacional e que estd relacionado com o
niimero de coldnias produzidas em cada geragdo, como a forma do nicleo de redistribuigao
desempenham um papel importante no comportamento da selugo:

(i} aumentos em r causam malor velocidade de expansdo, menor taxa de crescimento
da populacdo total podendo causar instabilidade na soluggo;
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{it) micleos mais espathados provocam um aumento na taxa de expansfo e na taxa de
crescimento da populacio total, indicando que percursos maiores favorecem a colonizagio
e o crescimento da populagio.

Nos modelos de taxia propostos para as situacoes em que os recursos estdo distribuidos
de maneira n&o homogénea a populagio assume uma distribuigio espacial heterogénea com
miores densidades nas regiGes mais favordveis; a velocidade de expansio da populacio é
varidvel de acordo com a qualidade de cada regido assim como a evolugdo da populagdo
total.

Para o modelo que considera taxia com relagdo aos recursos disponiveis observamos
a importincia do pardmetro u que mede o efeito da exploracio e da escala do micleo
de redistribuicio. Para determinadas escalas de percepco das escoteiras, este modelo
apresenta uma maior taxa de espalhamento e conseqlientemente maior taxa de crescimento
da populagio total, indicando que a percepcdo da densidade populacional e a rejeicao de
regibes populosas favorece o avango da populacdo.

Além do efeito da disponibilidade, observamos que os abandonos também favorecemn a
expansiio e o crescimento da populagho nos frés modelos propostos. Isto nos indica que
abandonos e rejeiciio de dreas populosas séo, de fato, estratégias que favorecem a populacgéo.



Capitulo 4

Modelos de Simulacao por

Automatos Celulares

Neste Capitulo, usaremos parte do minucioso conhecimento disponivel sobre o compor-
tamento social das abelhas africanizadas com objetivo de incorpord-lo parcimoniosamente
a um modelo de simulagdo com autématos celulares [Ermentrout, 1992]. A capacidade
grafica e visual desta classe de modelos e a facilidade com que se pode executd-los fa-
zem deles uma importante fonte de experimentacio e ilustracdo da evolugio de sistemas
congéneres cujas imagens sdo subsidios para a formacho de uma intuicio quanto ao seu
comportamento.

O modelo pretende descrever basicamente o processo de invasdo das abelhas, ou seja,
interessa~-nos principalmente gue a dindmica populacional seja mais descritiva (isto é, que
inclua mais informagbes) nas regides da frente de onda e ndo tanfo em regides internas
distantes, que pouco ou nada influirfo no seu avango. O processo de colonizagio e con-
seguinte divisdo territorial de regifes pelas colonias estabelecidas e, & descricho de uma
formacio de padrdes de distribui¢do espacial estaciondrio e estdvel s8o assuntos para um

trabalbo posterior.
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4.1 Autématos Celulares

No Capitulo anterior desenvolvemos modelos para a disperséo das abelhas africanizadas
através de equagdes a diferencas com operadores integrais continuos no espago. A simulagio
destas equacdes para um dominio bidimensional é desejivel e, de fato, factivel. No entanto,
o calculo de integrais duplas e principalmente, do nicleo de redistribucio (bidimensional)
envolveriam um enorme custo computacional que limitariam consideravelmente a capaci-
dade de simulagao. Uma simulac&o alternativa bastante reveladora e muito utilizada nos
dltimos anos, € a formulacdo de um modelo discreto de simulago tipo autématos celulares.

Simulagdes por autdmatos celulares tém surgido em diversas dreas da biologia, como
por exemplo na modelagem de problemas de mejos excitdveis, biologia de evolug&o, neuro-
biclogia & em biclogia populacional, entre outras [Ermentrout and Edelstein-Keshet, 1993].
Por serem muito convenientes na descrigao de processos espaciais, os autdmatos celulares
tém sido muito aplicados & ecologia [Molofsky, 1994; Durrett and Levin, 1994(a); Durrett
and Levin, 1994(b}], na andlise de coexisténcia de espécies, efeitos da migragio (local e ndo
local) de populagdes e no estudo de padries temporais e espaciais.

(s autdmatos celulares consistem de simulactes discretas no tempo, espaco e no estado
do sistemna. A idéia bésica destes modelos consiste em considerar cada posigdo {ou regido) |
do dominio espacial como sendo uma célula, & qual é atribnide um estado. O estado de
cada célula é modificado de acordo com o seu estado e o de seus vizinhos na etapa de
tempo anterior, através de uma série de regras simples que tentam imitar as leis biologicas
{ou fisicas) que regem o sistema [Molofsky, 1994; Ermentrout and Edelstein-Keshet, 1993;
Durrett and Levin, 1994(a)].

Na realidade, qualquer resultado de experimentos computacionais pode ser encarado
 como um autdmata celular pois todos experimentos computacionais operam sobre dis-
cretizaghes de espaco e tempo, porém os AC (aﬁtématos celulares) consideram, em geral,
que o sistema assume apenas poucos estados. Além disso, os métodos numéricos apre-
sentamn dificuldades e problemas provenientes exatamente da discretizaglo, fato que nio
ocorre com os AC pois estes ja partem de regras discretas sem necessidade de resolugio
numérica.

A principal vantagem dos AC ¢ a facilidade com gue podem ser implementados de-
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corrente da simplicidade de sua formulagdo e o surpreendente retorno visual capaz de
reproduzir equilfbrios estéveis ou periddicos, padrbes complexos e estruturas organizadas
como formagoes de ondas, entre outras.

Apesar da simplicidade das regras de transi¢do de estado, os autématos celulares podem
fornecer muitas informacdes sobre a dindmica temporal e espacial de sistemas bioldgicos, o
gue faz deste tipo de modelo uma alternativa importante na descricio de processos espaciais
acoplados a interagdes locals.

O objetivo final dos modelos AC € uma descrigdo {(a partir de regras tao simples quanto
possivel) do comportamento macroscopico do fendmeno e ndo uma descrigio exata e fiel do
processo microscopico. Nao sdo, em geral, instrumentos de previsdo, devendo ser abordados
como um meio de experimentagio. Os AC séo vistos, ndo como substitutos dos modelos
matemdticos tradicionais, mas como um primeiro passo na formulagio destes modelos.
Os resultados obtidos através da simulacdo via autdmatos celulares podem corroborar
hipSteses para uma posterior formulagdo de um modelo formal.

H4 uma grande variedade de modelos disponiveis e de representagio de fenémenocs
podendo ser unidimensionais ou bidimensionais. Os ingréedientes basicos para a formulagio
de um modelo AC sio constituidos de: {1} um conjunto de estados, (2) regras de transicio
de estado e (3) a determinagio da vizinhanga.

O estado do sistema é composte de um conjunto finito de valores E dos possiveis estadas
individuais de cada célula. Por exemplo, £ = {0,1,...,k} ou F = {*r,£(r — 1},...,0}
sendo que os autématos mais simples assumem apenas dois valores, £ = {0,1} ou £ =
{-1,1}, que podem ser pensados como "ocupada” e “ndo cupada” para os valores 0 e 1,
respectivamente. A cada valor dos estados também pode ser associada uma cor e, desse
modo, a visualizacio do sistema varia produzindo resultados notéveis do ponto de vista
qualitativo.

As regras de transicio podem ser deterministicas ou probabilisticas, regras logicas ou

de soma. Se fi(i,7) denota o estado da célula na posicdo (2, 5} no tempo ¢,

fi: Z° 5 E
(z:]) — ft{sz)

o seu estado no tempo ¢ + 1 serd obtido através de uma funcio F' que depende do estado



127

da célula e de suas vizinhas no tempo anterior:

Jeaa (8,3} = F{foli, 1), folk, 1)

onde f,{k,[) representa o estado de células ds vizinhanga da célula (7, 7), s < { instantes
anteriores. |

Como o estado de cada célula é influenciado pelo estado de suas vizinhas, devemos
estabelecer & vizinhanga de cada célula, uma vez que uma vizinhanga em um espaco bi-
dimensional {e mesmo, no unidimensional) pode ser definida de vérias maneiras. Em
um dominio unidimensional podemos considerar como vizinhanga de uma célula 4, o con-
junto {i — L,5,i+1}ou {i~hi—-h+1,...,i—L4i+1,...,i+h}, (h € N). Em
um: dominio bidimensional podemos considerar as vizinhas da célula (7, §) como sendo o

conjunto {{z ~ 1,7}, (4,5 — 1),(3,5), (4,5 + 1), (¢ + 1, j)} representado no esquema abaixo:

*
* (5,5) *

*

ou o conjunto de nove células {(i+0,5+7):0 € {~1,0,1} e 7 € {—1,0,1}} representado

no esguema abaixo:

¥ & %
* (i,7) *
£ %

ou mesmo vizinhangas maiores para a descricdo de processos ndo locais. Como casos ex-
tremos, mas na verdade desinteressantes, podemos citar uma vizinkanca que inclui tedos
os pontos do reticulado representando uma interagio global ou para uma situagio de de-
sacoplamento total, uma vizichanga que considera apenas a prépria célula.

Os autdmatos deterministicos ou eulerianocs sfo os mais parecidos com as equacges

diferenciais de evolugdo. As regras de transigio variam amplamente de acordo com cada
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situagdo, mas retrafam as interaches dos organismos deterministicamente. Isto é, uma vez
determinada uma condigo inicial, os estados subseqiientes sdo obtidos de maneira tinica
pelas sucessivas iteragOes. Neste tipo de autdmata, considera-se o estado de cada célula
de um reticulado fixo, ao invés de "seguir” as mudancas de posi¢io de cada individuo do
sistemna. Por esta razfo, s3o chamados autématos Eulerianos. Sao usados na descrigio de
ondas em meios excitdvels {como o comportamento de células nervosas, fungdes cardiacas
e reacbes quimicas), modelos presa-predador, formagdo de padrbes espaciais, entre outros
problemas.

Em determinadas situaches hé interesse em acompanhar a trajetéria dos individuos
sobre o reticulado, como por exemplo, no estudo de culturas de fibroblastos (cujas células
tendem a se alinhar & medida que a densidade aumenta), organiza¢io de trilhas de formigas
que liberam feroménios em seu trajeto, etc [Ermentrout and Edelstein-Keshet, 1993]. A
formulacio de autématos que descrevam estas sifuagdes congideram os individuos, gue
podem ser célnlas, organismos ou moléeulas, como "particulas” que sdo "perseguidas” ao
se movimentarem no reticulado vazio. Seu movimento pode ser aleatério ou deterministico.
A inelusdo de probabilidades faz com que uma mesma condigdo inicial produza resultados
microscépicos distintos.

Um exemplo histérico importante do ponto de vista computacional é o chamadoe Jogo
da Vida desenvolvido por John Conway. Neste modelo as células em um dominic bidimen-
sional assumem apenas dois estados: zero ou um, sendo que a transicdo de estado de uma
célula depende de seu estado e o de suas oito vizinhas no instante anterior. Uma célula
no estado zero é dita "morta” e no estade um é dita "viva”. Uma célula "viva” assim
permanece se duas ou trés vizinhas também estdo "vivas”. Uma célula "morta” passa para
o estado oposto se exatamente trés vizinhas estiverem ”vivas”. Nos demais casos as células
perinanecem no estado zero.

Este modelo, que ndo tem uma interpretacio bioldgica razodvel, € o mais famoso exem-
plo de como padrdes complexos come pento fixo, ciclo limite, caos ¢ dreas com estruturas
complexas localizadas, podem surgir a partir de regras extremamente simples. Além disso,
este modelo foi o responsdvel pelo reavivamento dos autdmatos celulares, inventados na
década de quarenta e esquecidos até o surgimento dos micro computadores no final da
década de setenta [Ferreira, 1996].
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No modelo que vamos apresentar para a descricio do processo de invasdo de abelhas
africanizadas temos regras estocésticas e deterministicas. Vamos adotar um pento de vista
"Euleriano” no sentido de que o estado de cada célula serd o elemento bisico do modelo ao
contrario do ponto de vista ”Lagrangeano” onde deve ser mantido um acompanhamento
temporal de cada individuo (colénia) da populagio.

4.2 Formulacao do Modelo

No modelo de autdmatos celulares que vamos construir, o dominio espacial é considerado
como um reticulade bidimensional em que cada ponto, separado a uma distdncia de seus
guatro vizinhos mais préximos, representa uma regiao.

(O comportamento de insetos sociais, e em particular, o das abelhas africanizadas é ex-
tremamente elaborado e complexo. Para que possamos formular nm modelo de simulacio
que capture e reproduza satisfatoriamente a dispersdo destas abelhas, é necessério estabe-
lecer quais sao as caracteristicas bdsicas e fundamentais que determinam a formacio de
enxames e conseqiientemente, a expansio do dominioe da populagio.

Como j4 mencionamos, a reprodugio das colénias se dd por formacg3o de enxames, num
processo que se inicia com a produgdo de novas rainhas. E um mecanismo extraordina-
riamente complexo gue envolve atividades coordenadas de milhares de individuos. Muitas
pesquisas tém sido desenvolvidas no sentido de testar as vérias hipdteses sobre os mecanis-
mos que desencadeiam a producio de rainhas e consegiientemente a formagio de enxames
[Winston, 1987], o grande problema enfrentado pelos apicultores no manejo de abelhas
meliferas,

Acredita-se que um conjunto de fatores demograficos das coldnias sfo responséveis, néo
apenas pelo inicio da producgio de novas rainhas, como também pelo sucesso dos enxames.
Estes fatores incluem tamanho da coldnia, congestionamento do favo destinado & criacdo,
distribuicio etdria das operdrias e redugiio na transmissio de substincias da rainha, sendo
gque nenhum destes fatores, independentemente dos outros € capaz de induzir a formagdo
de enxames. A abundancia de recursos influencia os trés primeiros fatores, & medida que
proporciona que a colonia cresga ao niveis necessarios. Por este motivo, é considerado um

estimulo extrinseco & produgio de rainhas [Winston, 1987].
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As operfrias iniciam a producio das rainhas de maneira que a saida do enxame se dé
no momento em que hd méxima chance de sucesso para ¢ enxame e de manutengio da
colonia original,

A criagio de novas rainhas se inicia quando a coldnia atinge aproximadamente 12.000
operdrias e 0 enxame ocorre quando a populagio de operérias é de aproximadamente 20,000
operdrias. Além disso, a distribuicao etdria das operdrias € muito importante. Sao operarias
mais jovens, com maicr longevidade, que partem com o enxame. Novos individues emer-
girdo apenas 21 dias depois, sendo necessdrio um contingente suficiente para a construgio
da nova colméia e prote¢do da colonia. Por outro lado, hd grande nimero de larvas sendo
criadas na coldnia antiga, o que the proverd mais operdrias [Winston, 1987].

Como uma hipétese simplificadora, vamos considerar que a formagio de enxames ocorre
quando a coldnia atinge wm tamanho limiar e as condicdes demogréficas necessdrias, que
podemos traduzir por um estoque limiar energético de mel. Desse modo, para o autémata
celular que vamos propor, o estado de cada célula € o estoque energético em mel das
coldnias que habitam a regido representada pela célula.

Para que possamos simular sen processo dispersivo vamos caricaturizar seu comporta-
mento, extrainde os aspectos determinantes de seu padrio de espalhamento. Ao formular-

mos as regras de transicio de estado vamos considerar:
(i) Formacdo de enxames secundarios

As abelhas africanizadas produzem até quatro sequéncias de enxames por ano, sendo
que em cada uma delas produz em média 2.3 enxames secunddrios [Otis, 1981}, O enxame
primdrio é de maior famanho que o enxame secundério, e este por sua vez, é maior que
os subseqiientes. Enxames primdrios, com cerca de 16.000 abelhas, sio aproximadamenté
2.5 vezes malores que 08 secunddrios que possuem cerca de 7.000 sbelhas; os enxames
subseqilentes possuem cerca de 5.000 abelbas [Otis, 1991].

(i1) O tamanho da colfnia influencia seu crescimento e sua sobrevivéncia

O niimero de sbelhas em um enxame influencia a taxa de crescimento inicial da colénia,
uma vez gue enxames maiores possuem malor reserva de mel, e portanto mais energia e

condicdes para construir a nova colméia e dar infcio 3 criagdo de operdrias. Além disso,
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coldnias recém fundadas sdo vulneravels & predac¢io e seu tamanho determina fortemente
sua chance de sobrevivéncia. Estudos na Guiana Francesa mostraram que nenhum enxame
com menos de 1.0 kg sobrevive [Otis, 1991].

(iii) Dispersdo de longo alcance

Como jé dissemos, enxames reprodutivos e de abandonos de abelhas africanizadas per-

correm grandes distdncias antes de se instalarem em um novo sitio.
(iv) Gasto de energia durante o percurso

No momento de preparacio para o enxame, as abelhas se engolfam de mel em sua
maxima capacidade. Esta carga energética serd utilizada na sua movimentagdo, na manu-
tengio da temperatura do enxame em paradas eventuais e na construgdo da nova colméia.
Portanto, este dispéndio de energia e o risco crescente com & distincia de translado atuam

como fatores inibidores de urn maior afastamento.
{iv) Prospecgo de longo alcance

Também vamos incluir no modelo de simulagao a capacidade de escolha de regibes com
maior potencial de recursos, resultante da pesquisa de longo alcance realizada pelas abelhas

escoteiras na determinacio do local de instalacdo da nova colonia.

4.3 Regras Basicas de Transicao

Enunciaremos as regras que estabelecem a dinfimica do protesso de invasdo, isto é, as
regras que determinam a reprodugio, a mortalidade e a reposi¢do do estogue das coldnias.
Apresentaremos trés regras para a escolha da posicio de instalagio das novas colénias,
dependendo da distribuigdo espacial dos recursos florais. Estas regras irfo determinar o
cardter da movimentagio, que pode ser aleatdrio ou de taxia.

Vamos apresentar uma regra de movimentagdo para uma situacdo em que 0§ recursos
florais (de néctar e pélen) sfo distribuidos homogeneamente no espago, e portanto, a posi¢io
de instalacio da nova colénis depende apenas da distancia com relagio & colonia de origem.
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Em seguida, ao considerarmos o ambiente heterogéneo com relagdo & distribuicio de néctar
e polen, vamos estabelecer uma segunda regra de movimentagdo que privilegia a escotha das
melthores posigdes. Finalmente, vamos propor uma terceira regra para escolha da posigio de
instalagdo das colonias recém formadas que considera também o efeito da disponibilidade
de recursos, isto €, a escolha ndo é feita apenas com relagfio aos recursos existentes, mas
pondera a exploracio destes recursos por colonias j4 instaladas na posicio.

O estado individual de cada célula de nm reticulado finito é dado pela atribuicio de um
valor numérico que representa o nivel de ocupagio médio da regifo em termos do estoque
energético. Admitiremos assim, por simplificacdo, que hé possibilidade de mais de uma
colénia em cada sitio mas ndo estipularemos o seu nurmero, apenas ¢ estoque energético
total da regido. Portanto, o estado do sistema em cada instanie £ é descrito por uma matriz
Eoxn, em que cada entrada efj corresponde ao estoque total de mel de todas as coldnias
que habitam a regifio correspondente A célula {4, 5).

Cada iteragfo corresponde a um perfodo de aproximadamente um més. Considerando-
se quatro eventos reprodutivos por ano, a cada trés iteracdes pode ocorrer a formagio de
enxames, dependendo do estoque de mel de cada célula.

As regras para mudanca de estado das células sdo:

1. Estoque de Reprodugdo

Uma célula cujo estoque ef; > M ird produzir trés enxames reprodutivos, onde M €

0 estoque que representa as condicdes minimas para uma coldnia reproduzir-se.

Com esta regra estamos descrevendo, de maneira simplificada, a fissio da colénia que
caracteriza sua reproducio. Estamos considerando que a fissdo ocorre quando a colonia

atinge uma determinada quantidade de mel armazenado.

2. Estoque das Colonias Novas

Os enxames produzidos pelas colonias da célula (7, j) partem com estoque f;, fo, f3,

sendo que
h>f>fa>up
e (4.1)

e, — (h+fat+ fa) > p
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onde ¢}, é o estoque das colonias da célula {4, 7) no instante ¢ e p € o estoque mfnimo

de sobrevivéncia.

Esta regra descreve o fato de que os enxames secunddrios sio consecufivamente menores
em tamanho que o enxame primério, que designamos através do estoque de mel. No
entanto, hd um estoque de energia minimo para que a sobrevivéncia da colénia em formacao
e a manutengdo da coldnia original sejam garantidas. Por este motivo, a condigiio (4.1) é

imposta.

3. Escolha da Posicdo de Instalagio das Colénins Novas

Cada colonia fitha” proveniente dos enxames reprodutivos escolhe uma nova célula

para sua instalacio.

Apresentaremos, ao decorrer deste capitulo, trés regras para a escolha da posicio de

instalacdo da nova colbnia, de acordo com a distribuicio dos recursos.

4. Consuma de Energia

H4a uma perda do estoque de mel das ”coldnias filhas” proporcional ao sen tamanho

¢ proporcional ao nimero de células percorridas até sua instalagio.

O consumo de energia depende diretamente do tamanho da coldnia pois colénias maiores
consomem maior quantidade de mel, da mesma forma que distincias maiores acarretam

em maior perda de energia.

5. Mortalidade

Uma célula com estoque menor que g morre,

Fixamos um valor minimo de energia abaixo do qual ndo é possivel a sobrevivéncia da
colbnia.

A sobreposicio desta regra com a regra anterior, determina a mortalidade de enxa-
mes que percorram distdncias superiores & que sua capacidade energética lhes possibilita.
Assim, enxames pequenos podem vir a “desaparecer” se a posicdo escolhida para sua in-
stalacio for muito distante da posicdo original, pois o gasto de energia durante o percurso
pode colocar a colénia abaixo do estogue minimo para sobrevivéncia.
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6. Reposigio de Estogue

Uma célula com estoque ef; < M terd um aumento de estoque a cada iteragio até

que atinja o nivel necessdrio para reprodugio. Explicitamente, temos

: t
& = e (1-2)] (42

onde €; ¢ o estoque das colénias da célula (i, 5) no instante ¢, 7 exprime a ”sensibi-
lidade” do crescimento das colénias com relaglo A pressdo populacional e, K > M é

o estoque correspondente ao méximo de coldnias que a célula (7, 7) pode sustentar.

As coldnias gue ainda nio atingiram o estoque necessario para a reproducio, ndo pro-
duzem enxames reprodutivos, permanecendo em suas posiches e aumentando seu estoque
energético e consegilentemente o tamanho da coldnia.

A funcdo de Ricker para a reposigio do estoque em cada célula representa o fato de que
o crescimento do tamanho das colonias depende das coldnias existentes na regido e, que
elas {as colonias) ndo aumentam seu estoque (e sen tamanho) além de um determinado
yalor limiar. Com isto estamos supondo um crescimento local dependente da densidade
que exibe um efeito de saturagio. Neste sentido, K pode ser pensado como a capacidade
suporte da pequena regifio representada por cada célula, ficando implicito, um efeito de
competico por recursos entre as colémias residentes emn uma mesma célula.

Observamos que ndo hd uma identificagio de cada colonia e seu respectivo estoque de
mel. O niimero de coldnias em uma célula serd obtido a partir da divisfo % O numero de
coldmias com estogue M serd o menor inteiro da divisio podendo haver mais uma colénia

com estoque menor que M, cujo valor é dado pelo resto da divisio.

7. Capacidade Suporie

Uma célula com estoque ¢f; > K terd seu estoque diminuido para M.

Esta regra é motivada por uma necessidade de se incluir um mecanismo extra de com-
peticio por recursos. Pode ocorrer em alguma etapa, que varias colénias ocupem uma
mesma célula aumentando exageradamente a sua exploragdo. Neste caso, na etapa seguinte

haverd uma quebra brusca do estoque {"crash”) e desta forma, evitamos uma exagerads
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sobreposi¢io de coldnias em uma mesma célula. Deixamos assim devidamente registrado
o nosso reconhecimento para com a competéncia das abelhas que evitam habilmente este
desperdicio de competigdo.

4.4 Recursos Distribuidos Homogeneamente

Vamos considerar primeiramente o meio homogéneo com relagio 4 distribuigio de re-
cursos, isto é, com relacio & quantidade de pélen, néctar e 4gua e com relagio &s condicées
ambientais de temperatura e umidade necessiria para a sobrevivéncia da populaggo. Ne-
ste caso, podemos considerar s escolha da posicao de instalacdo das colénias como sendo
aleatéria, dependendo apenas da distincia com relagio 2 colonia original.

A movimentagfo dos enxames ¢ a conseguinte instalagio, irdo ocorrer apenas nas guatro
direcdes norte, sul, leste e oeste, a partir de cada célula. Isto ¢, am enxame produzido por
uma colénia localizada na célula (i, j) ird se movimentar e se instalar em alguma posi¢ao
da linha 7 ou da coluna j. A dire¢fo norte corresponde a movimentar-se na coluna § no
sentido de 7 — 1, a direcfio sul corresponde & coluna j no sentido de 7 + 1. Analogamente,
a direcdo leste € representada pela linha 7 no sentido de 7+ 1 e finalmente, a dire¢fio oeste
corresponde 3 linha ¢ no sentido de 7 — 1. A figura 4.1 mosira as guatro direcOes norte,
sul, leste e oeste.

A regra para escolha da posi¢io de instalacio das colonias provenientes de enxames

reprodutivos, neste caso, €é:

s Para instalar-se, umn enxame proveniente da posicio (2, j) escolhe aleatoriamente uma
das quatro diregbes norte, sul, leste e oeste. Uma vez determinada a diregdo, a célula
a ser ocupada ¢é estabelecida probabilisticamente por meic de uma distribuiglo de
Weibull.

A escolha da distribuicdo de Weibull, nesta regra, nio tem motivacio estatistica especial
mas provém simplesmente de uma motivagio qualitativa. Como comentado no Capitulo
anterior, esta distribuicio confere maior probabilidade de instalag@o para posictes a uma

certa distincia da posicfo de origem, de acordo com os parfmetros utilizados.
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Figura 4.1: Iustracdo das direcées Norte, Sul, Leste e Oeste em que se dard a movi-

mentagdo dos enzames.

A escolha deste tipo de movimentacdo ndo leva em consideracdo uma tendéncia em
ocupar, dentro de um raio de prospeccdo, regides de menor densidade populacionsl, isto 8,
onde os recursos ainda ndo sio explorados por outras colonias.

Este aspecto ¢ de fundamental importancia em um processo de colonizagio e delimitacio
territorial mas néo tem grande significado no estudo da regific de avanco da frente de
onda, onde a populacio de coldnias é rarefeita e a maior competidora de uma "colénia
filha” é a propria "colonia mée” . Portanto, nesta regra estd contemplado apenas este
aspecto de competicdo ”familiar” pa movimentagdo das colénias. Esta € uma situacio
muito semelhante a da propagagio de algumas plantas por meio de dispersdo de sementes
[Andersen, 1991]. O estudo da dindmica de reparticdo territorial das colfnias e de formagio
de padrdes de vizinhanga é o tema para um outro modelo. Na secdo 4.5.3 apresentaremos
um modelo que inclui a taxia com relagfo aos recursos florais disponiveis considerando uma.

maior tendéncia em ocupar regioes ainda ndo colonizadas.
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4.4.1 Simulagoes

Realizamos simulagdes num reticulado de 200 x 200, iniciando o processo com apenas
uma colénia instalada no centro do reticulado e aplicamos as regras estabelecidas anterior-
mente através do software Mathematica [Wolfram, 1988].

A descrigdo pictdrica de um processo de invasado e a semelhanca visual da simulagio
do modelo matematico com observagdes do fen6meno natural n3o garantem por si s6 nen-
huma certeza de que dispomos de um modelo matemitico confidvel do ponto de vista
preditivo. Para que esta confianga sejs adquirida é necessirio que se realizem algumas me-
didas numéricas bem determinadas que possam ser usadas como padrdes de comparacio
objetivos.

Estas medidas podem ser de virias naturezas e séo, em geral, funcbes calculadas sobre
o estado do sistema em cada instante, tal como o volume total de colméias e de estoque de
mael, a média da distincia ponderada linear e quadrédtica com relacao & crigem do processo,
etc. Em particular, a distdncia quadritica média fornece uma boa medida dispersio da
populagio. _

Definimos a distdncia quadratica média, 4} em cada instante de tempo, por

:% et;1(i — i0)* + (5 — Jo)]

dy = - (4.3)

3 €
L%

onde {i5, jo) sdo as-coordenadas da posico de liberagio inicial das coldnias e efj é o estoque
da célula (2, j) num determinade tempo.

Nosso objetivo nestas simulacdes é avaliar o efeito de movimentos de longo alcance e do
espalhamento da populagso sobre a distdncia quadritica média e sobre o estoque total da
populagio. Para isto vamos realizar simulacbes para diferentes valores dos parimetros da
distribuicio de Weibull de maneira a aumentarmos a probabilidade das colénias se insta-
larem em células eada vez mais distantes da colénia original, mais ou menos concentradas

a0 redor de algumas posicoes.
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(a) {5 {e)

céluias

Figura 4.2: Distribuicdo de Wesbull para diversos valores dos pardmetros. O ponto de
maior probabilidade de instalacio das colénias, iste € a moda du distribuigdo, € variado e

o desvio padrde € mantido constante.
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(I} Movimento de Longo Alcance

Neste primeiro grupo de testes vamos realizar trés simulagbes. Utilizamos diferentes
pardmetros da distribuicBo de Weibull, de maneira que em cada simulacgo, a posicio de
maior probabilidade de instalacio é deslocada para posicbes mais distantes. No entanto,
vamos considerar uma variagio dos pardmetros que mantenha o desvio padrio da distri-
buicio aproximadamente constante para as trés simulacdes. O desvio padrio descreve o
gudo concentrada ou espalhada é a distribuigdo.

A fig. 4.2 ilustra as distribuices de Weibull usadas em cada simulagfio. Na distribuigio
{a} usada na primeira simulagio, a célula de maior probabilidade de instalacio fica a
aproximadamente trés células da origem, sendo que seu seu suporte € o intervalo entre a
primeira ¢ a quarta célula aproximadamente [figura 4.2(a)]. A distribuico (b) da segunda
strnulacdo confere maior probabilidade de instalagio para a quinta célula a partir da posigio
original e o intervalo onde a probabilidade € néo nula estd compreendido entre a terceira e
a sexta célula, como mostra a figura 4.2(b). Para a dltima simulagéio usamos a distribuicio
(c) da figura 4.2 que confere probabilidade ndo nula para as células entre a quinta e a oitava
célula sendo que a posi¢do de maior probabilidade de instalac@o é a sétima célula a partir
da origem.

Na figura 4.3{a) mostramos a evolucio da distincia quadritica média para coldnias
que se instalam de acordo com a distribuicio (a); o grafico da fig. '4.3(b) corresponde &
distribuicio (b) e a figura 4.3{c) ilustra a distancia quadrética média para a distribuicio
(c). Com estes testes observamos que a distdncia quadratica média cresce com o tempo de
maneira ndo linear para as trés distribuigdes propostas, como ilustrado na fig. 4.3.

Para as trés distribuigdes utilizadas observou-se um espathamento lento no inicio do
processo, correspondente a wms, fase inicial de adaptagdo na qual as coldnias ainda neces-
sitam repor seu estoque para entfo reproduzir e expandir o dominio da populagdo. Apds
esta fase, podemos notar uma expansio ripida da populagdo, sendo que as distribuigdes
que conferem translados maiores proporcionaram, como esperado, um espalhamento mais
répido {figura 4.3(d)].

Analisamos também as mudancas ocorridas no estoque total de mel em cada iteragio
ao variarmos a moda da distribuicio. Constatamos que o estoque auments devagar na
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Figura 4.3: Fvolugdo da distdncio média quadrdtica com o tempo para as simulacdes com
distribuicdes de Weibull ilustradus, respectivamente, na figura 4.1(a), 4.1(b) € 4. 1{c).

fase inicial para as trés distribuices, para depois assumir uma taxa de crescimento maig
ripida. Na fase inicial as primeiras colonias a se formarem instalam-se com estoque inicial
baixo e ainda necessitamn de tempo para aumentar sen estoque e atingir niveis suficientes
para a repreducdo, isto faz com o estoque total da populacio aumente lentamente no
infcio do processo. Além disso, as distribuigGes (b) e {c) nas quais as coldnias percorrem
disténcias maiores, o estoque total permanece em niveis baixos por tempo relativamente
maior. Isto se deve ao fato de que as coldnias perdem mais energia durante o trajeto quando
a céhula de instalacio é mais distante de sua posicdo original sendo que muitas possivelmente
ndo sobrevivem. Por outro lado, as aglomeragdes sio desfavordveis ao crescimento do
estoque uma ver que aumenta a competic&o por recursos, representada no modelo por uma
quebra do estoque quando a densidade aumenta exageradamente numa mesma, célula. Por
este motivo, as distribuigbes que favorecem malor espalhamento das colonias, num regime
permanente, sic mais favordveis ao aumento do estoque de mel e da populagio como um
todo pois com isto podem colonizar uma 4rea muito maior aumentado seu contingente,

como ilustra a fig. 4.4(c).
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Figura 4.4: Ewolucdo do estogue total de mel com o tempo para as simulacies realizados
com as distribuicies de Weibull 1{a), 1(b) e 1(c).

A fgura 4.5 ilustra a configuracdo espacial do estoque de mel das coldnias apds 30
iteragfes. A gradacdo de cinzes indica estoque crescente, do branco ao preto. Simulagdes
para além desta etapa produzem a mesma tendéncia.

(I1) Instalacio em posigdes concentradas X espalhada

Num segundo grupo de testes vamos realizar irés simulages sendo que em cada uma
delas vamos utilizar um determinado tipo de distribuicio para a instalagio das coldnias.
Vamos variar os pardmetros da distribuicio de Weibull de maneira a mantermos constante
a posicdo de maior probabilidade de instalagio dos enxames nas trés simulagGes mas torn-
armos a distribuicio com espalhamento diferente em cada uma delas, conferindo chance de
instalacio em um dominio cada vez maior. Isto € equivalente a tomarmos a variagdo dos
pardmetros de tal forma que a moda da distribuiglo seja constante e o desvio padrdo seja
crescente em cada simulagéo.

Na primeira simulagio utilizamos pardmetros da distribuicio de maneira a descrever

uma grande rejeicio das posigbes proximas 3 "coldnia mée” e grande preferéncia por
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Figura 4.5: Configuracdo espacial do estogue de mel existente em cada posi¢do do reticulado
apds 86 iteragdes. A gradacido de cinzas indica, do branco ao preto, estogque de mel crescente

e, portanto, coldnias maiores.
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posi¢bes a cinco células da posiciio original, como a distribuigfo ilustrada na figura 4.6(a).
A distribuic@io utilizada na segunda simulagio apresenta um dominio um pouco maior,
como ilustrado na figura 4.6{b). Na terceira simulagio consideramos uma distribuicio que
representa pouco rejeicio das posigdes préximas & original, com possibilidade de instalacio
mais espathada (figura 4.6(c)).

{a}

0.8
0.8
0.4}
)]
5.2
{c)
5 4 3 3 10 células

Figura 4.6: Distribuicdo de Weibull para diversos valores dos parémetros. O ponto de
maior probabilidade de instalacdo das colonias, isto € a moda da distribuicio, ¢ mantido

constente e o desvio padrdo € crescente.

Observamos que também neste caso a distdncia média quadritica cresce de maneira
néo linear, porém ndc notamos grande variagdo para esta medida entre as distribuicfes
(2}, (b) e (c) propostas. A expansdo da populagio ¢ ligeiramente mais rdpida para as duas
distribui?;éas (b) e (¢} mais espalhadas, como ilustrado pela fig. 4.7(d). Nestas simulagdes,
observamos que o estoque total também varia de maneira bastante lenta no inicio do
processo, assumindo taxas de crescimento maiores para as duas distribuicbes de maior
varidncia (figura 4.8). As distribuicBes que admitem malior espalhamento das posicoes de
instalacio favorecem o crescimento e o espalhamento da populagdo pois assim diminui a
competicdo e a conseqiiente limitagio do crescimento da populacéo.
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Figura 4.7: Evolugde da disténcia quadrdtica média com o tempo para as distribuigdes de

Wesbull ilustradas, respectivamente, na figura 4.5(a), 4.5(b) € 4.5(c}.
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Figura 4.8: Ewolugic do estoque total de mel com o tempo para as simulagdes realizadas
com as distribuicdes de Weibull 4.5(a), 4.5(b) e 4.5(c).



4.5 Distribuicao Heterogénea de Recursos - Taxia

Vamos considerar agora o meio heterogéneo com relacio & distribuicao dos recursos e
vamos, entdo, modificar a regra de escolba da posiglio de instalagio das novas colonias
de maneira a incluir no modelo o fendmeno de taxia com relagio s regides com melhor
potencial.

Os recursos estardo distribuidos no reticulado hetoregeneamente. A descricio de sua
distribuicfio serd feita através de uma matriz Quxn, matriz qualidade. As entradas g;; €
[0,1] desta matriz representam uma medida da qualidade da regido da célula correspon-
dente, com relacio ao seu potencial de recursos. Vamos considerar, de maneira simplificada,
a qualidade de cada célula constante com o tempo, E claro que os recursos existentes, e
mesmos as condigbes ambientais, estfo sujeitos as variagbes impostas pelas estacdes do ano.
A incluso de uma variacio temporal deste parfmetro é perfeitamente factivel, no entanto
estamos optando por considerar uma situagao simplificada como regides onde ndo hd gran-
des variaghes climdticas durante o ano e conseqiientemente 0s recursos forais podem ser
~ tomados constantes.

Estabelecida a matriz qualidade, queremos determinar regras de escolba da posicdo de
instalacio da nova coldnia que considerem simultaneamente:

{i} Colonias em enxames reprodutivos percorrem grandes distincias antes de se instalarem,
evitando as vizinbangas de sua colnia original por causa da intra-fertilizacio e da

competicho,

(i) Apesar da migrago de longo alcance, os enxames percorrem disténcias limitadas. Os
riscos de mortalidade da coldnia crescem com a disténcia percorrida e constituem um

fator limitante para a distancia do vo;

(iii) A prospeccio de longo alcance permite identificar as regifes onde os recursos sdo mais

favordveis e

(iv) As abelhas escoteiras podem detectar a densidade de abelhas em uma regifio e com

isto rejeitar regides onde a densidade de colonias € alta, evitando assim a competicio.
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Todos estes fatores devem ser ponderados para se determinar a posi¢io de instalacio da
nova colénia em uma situagio em que os recursos estdo distribuidos de maneira heterogénea.

Assim como na regra anterior, os enxames irdo se movimentar apenas em uma das qua-
tro diregGes: norte, sul, leste e oeséte‘ Uma vez determinada a direcdo, devemos estabelecer
a posigio de instalagio de a.cord{) com o8 critérios {i)-(iv) descritos acima. No entanto,
a escolha da direcio ndo poderd mais ser feita aleatoriamente, assim como a posicio de
instalacdo na diregdo escolhida devers depender nio s6 da sua distéincia & posicio original,
mas do potencial de recursos existentes em cada posicio.

A idéia da nova regra de movimentacio constitui em primeiramente escolher a direcéo
do vdo de acordo com a qualidade em cada direcdo ¢ em seguida escolher uma posiclio para
instalagfo a partir de uma probaf:oilidade atribuida a cada posigio.

Inicialmente vamos estabelecer como se dard a escolha da diregio para em seguida de-
terminarmos regras para instalagﬁo de acordo com um nucleo de taxia simples, que néo
considera o item (iv) dos critérios para instalacio descritos acima e, finalmente construire-
mos regras para instalacio de acordo com um nicleo de taxia por recursos disponiveis no

qual o {tem (iv) é contemplado.

4.5.1 Regras para Escolha da Diregao de Movimentacao

Vamos considerar uma regido de prospecgio onde as abelhas escoterias pesquisam para
determinar a direcio do enxame. A partir de cada posicio {7,7) definimos a regido de
prospecgio como sendo uma sub-matriz guadrada R, ... de Q. Esta matriz possui dimensio
m X m, sendo m & n e seu elemento central € o elemento (4, 7).

A regifo de prospecgio serd dividida em guatro sub-regides delimitadas pela diagonal
principal e pels anti-diagonal da matriz B,. Cada uma das quatro sub-regides contém uma
das semi retas em que se dard a instalagio da colonia em enxame. Vamos designar cada
sub-regido por norte, sul, leste e oeste, de acordo com a semi-reta em seu interior. A figura
4.9 ilustra a regifio de prospecgdo das coldnias instaladas no sitio coneépondente an nd
{3, 7) e cada uma das quatro sub—_iegic"}es, '

A cada uma das diregdes serd atribuida uma proba.bilidade de movimentacio que ird

depender da razio enire a gualidade na sub-regido e a qualidade em toda a regifo de



147

N
(- 25h g2l (i-22.5) (=g 55
{i~13)
O Gi-mpdy T {h-D 7))  wan oo (g + 25 L
(E+19)
(i-msl o mly i+ 25 ) (- 25k, 25ty
5

Figura 4.9: lustragdo da regido de prospecgio do ponto (i,7) e das sub-regives Norte, Sul,
Leste e Qeste, definidas pela diagonal principal ¢ pela anti-diagonal (pontilhadas).

prospecgdo. A probabilidade de movimentagdo na direg@o norte é definida por
gy

{ij}eN
;o 4.4
pa > Qij’ . (44)

(hilcR,
isto é, a razéo entre a soma da qualidade na sub-regido norte e a qualidade total na regigo
de prospeccio. Da mesma forma, definimos a probabilidade de movimentagdo na diregéo

sul ps, na direcio leste pr, e na diregdo oeste po, respectivamente por:
2 G
LS

> Gy
(1.5)e Ry

(4.5)

i
(il Y
2 i
{{j)ER,
2 G
- {i,))e0
Jii

(46)

= (4.7)
(AR,
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A escolha da dire¢io serd feita, entfio, de acordo com as probabilidades estabelecidas
por {4.4) a (4.7).

4.5.2 Taxia Simples

Uma vez estabelecida a direcio de vHo do enxame, devemos determinar em qual célula se
dard a instalacdo da coldénia. Esta regra ird contemplar os seguintes aspectos, j4 descritos,
do comportamento das abethas africanizadas: (i) dispersio de longo alcance, (ii) distancia
de vbo limitada pela energia ou tamanho do enxame e (iii} recursos existentes em cada
posicio. Vamos estabelecer a probabilidade de instalagdo em cada uma das células da
semi-reta escolhida, inspirados no niicleo de redistribuicfio de taxia, construido no capitulo
anterior. A célula em que se dard a instalacdo da nova colOnia serd entfo escolhida de
acordo com as probabilidades estabelecidas.

Para fixar idéia, vamos supor que tenha sido escolhida para movimentagio, a diregio
norte. A fungdo £**(z,y) que ird determinar a probabilidade de um enxame proveniente
do né y = (i, 7) instalar-senond « = (i—w,j) paraw = 1,...,i~1 pertencente & semi-reta
correspondente & dire¢iio norte, de acordo com a distancia 4 célula original € a qtaiidade
em cada célula, é dada por

N gz — y
Kz ) X( Gy )

5 k{x—y)-x(m)
w:(iuw,,?'} Gy

w=1,....1

k= {x,y) =

onde k(z — y) que descreve a probabilidade de instalagio quando os recursos estdo dis-
tribuidos homogeneamenteque, depende apenas da distincia entre o né y = (i,j} e o 1
2= {i—w,j)paraw = 1,...,% ¢ ¢ a entrada ¢;_,; da matriz qualidade () e x{z) é a
fungdo exigéneia j apresentada no Capitulo 3. _

Da mesma forma, consideramos k{2 — y) como sendo wma distribuiglio de Weibull que
qualitativamente, representa o comportamento das abelhas africanizadas neste caso.

A funcio exigéncia representa a sensibilidade dos individuos 4s variagles da qualidade
em cada posicio e reflete o Efeito Weber-Fechner de resposta a estimulos (ver Capitulo 3).

Consideramos x(z) = para —1 < z < L

1
14exp{—az]?
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Se a diregdo escolhida fosse a direcio sul, os pontos de instalacdo seriam da forma
r = (i + w,j) para w = 1,...,n — 1. Para a dire¢iio leste, terfamos z = {i,j + w),
w=1,...,n~ 7 e, finalmente para a direcado oeste, os pontos de possivel instalagio seriam
daformags=({,j~wyparaw=1,...,5~L

A célula de instalagio da colbnia serd entdo, escolhida de acordo com as probabilidades
estabelecidas por %% (z,1).

4.5.3 Taxia por Recursos Disponiveis

A regra anterior para escolha da posicio de instalagio adicionaremos o fato de que as
abelhas escoterias, ao realizarem a pesquisa de uma drea, conseguem "perceber” a densi-
dade populacional da regiio e escolher dreas menos populosas. Vamos aplicar as mesmas
idéias desenvolvidas no Capitule anterior para o nucleo de redistribuicio por recursos dis-
ponfveis, agora para pontos discretos.

A partir da matriz qualidade @) e da matriz F que descreve o estogue em cada posigio,
vamos construir uma matriz ), que representa os recursos disponiveis e que determinard
efetivamente, a atratividade de cada posi¢io. Dstamos supondo que a cada instante de
tempo, a densidade de col6nias em uma célula {que estd diretamente relacionada ao estogue
de mel da célula) diminui a atratividade, e portanto a qualidade posi¢io. Dessa maneira,
a matriz Q que mede a qualidade disponivel em cada célula, ird variar com o tempo pois
o crescimento populacional e a colonizacio de novas regides modificam a atratividade de
cada célula dinamicamente.

Em cada instante de tempo, o elemento T da matriz dos recursos disponiveis é con-
! 1 1Y

struido a partir do elemento ¢;; da matriz qualidade 2 e do estoque efj da célula (1. 7) no

instante anterior:
b ]

gt = g exp [~ pel] {4.9)
para alguma constante positiva p.

(Quanto maior for o estogue eﬁj de uma célula, maiores e/ou mais numerosas sio as
colomias deste sitio, o que significa maior exploragio dos recursos existentes. Em con-
seqiiéncia, a disponibilidade deste sitio e portanto, sua atratividade, serdo diminuidas.

Para as células ainda ndo colonizadas onde ef; = 0, a qualidade disponfvel é exatamente a



qualidade existente.

Uma vez escolhida uma diregfo para a movimentacio do enxame e construida a matriz
qualidade de recursos disponiveis, vamos determinar a probabilidade de instalacio para
cada célula da semi-reta escolhida.

Supondo que tenha sido escolbida a diregfio leste para a movimentaciio do enxame, a
probabilidade de instalacdo das coldnias em cada célula da semi-reta correspondente a esta

direcdo serd determinada a partir da matriz @, da seguinte forma:

Kz —-y)-x (%f—‘i)

> k(x—y)-x(u):

z={f,j4w} qy
wl,... N —j

k{ﬁs(za y) = (4.10)

onde k(x —y) descreve a probabilidade de instalacio para uma situacio em que os recursos
estdo distribuidos homogeneamente, x(z) é a funclo exigéneia e §, é a qualidade dos
recursos disponiveis na célula r.

A célula na qual cada coldnia ird se instalar serd escolhida de acordo as probabilidades
estabelecidas em (4.10). Para as diregdes norte, sul & oeste, as probabilidades de instalacio

sao formuladas de maneira andloga.

4.5.4 Simulacgoes

Implementamos as regras de movimentacio de taxia por recursos existentes e taxia por
recursos disponfveis juntamente com as regras para a dindmica de reprodugio das abethas
africanizadas. Realizamos as simulacdes em um reticulade 100 x 100 através do software
Mathematica [Wolfran, 1988]. As regras foram aplicadas a partir de uma colénia liberada
no centro do reticulado para varias formas hipotéticas da distribuicao de qualidade no
reticulado.

Para estas simulacdes também realizamos medidas do estoque total e da distdncia
quadratica média ponderada, em cada iteraco, corno forma de avaliagdo e comparacio

das regras propostas.



(I} Qualidade Periddica

Vamos considerar uma distribuico radialmente periddica da qualidade, de maneira que
cada elemento da matriz ¢ seja dado pela expresséo

gi; = 0.5+ 0.55en [0,25 ((3 — 50)* + (j — 50)2) Y 2} (4.11)

para cada né (%, j) do reticulado. A figura 4.10(c) ilustra a distribuicio dos recursos, sendo
que a cor branca corresponde & qualidade minima dos recursos e a cor preta corresponde
a qualidade maixima. Consideramos a regiao de prospecgdo como tendo dimensdo 17 x 17
células.

Para esta distribuicdo de qualidade, realizamos simulagdes com as duas regras de taxia
propostas. A figura 4.10 ilustra os resultados obtidos para a regra de taxia simples. Os
graficos (a) e (b) da figura 4.10 itustram a configuragiio espacial do estoque de mel para a
vigésima e a quadragésima iteragdes, respectivamente. Podemos observar que ao final da
quadragésima, iteragdo apenas algumas colOnias transpuseram a faixa de qualidade baixa
atingindo a regifio com melhor potencial de recursos. A distancia quadritica média cresce
de maneira aproximadamente linear até a vigésima iteragdio, apds o que cbserva-se uma
diminuicio na taxa de espalhamento decorrente da “barreira® de qualidade baixa [ver
figura 4.10(d)]. Na figura 4.16{e} podemos observar a evolucio do estogue total de mel da
populagao. Podemos observar também uma diminuicio na taxa de crescimento do estoque
total a partir da vigésima iteracfio. Ao atingir a regifo de qualidade baixa, a populagio
avanca muito lentamente ocasionando aglomeragOes que acarretam uma diminunic8o na taxa
de crescimento do estoque total.

Os gréficos das figuras 4.11 ¢ 4.12 mostram os resultados obtidos com a regra de taxia
por recursos disponiveis. Observamos neste caso, uma diferenca significativa nos resultados
obtidos para as duas regras de movimentacdo. A populagio que se movimenta por taxia
com relacBo aos recursos disponiveis apresentou taxa de espalhamento e crescimento do
estoque total consideravelmente superiores aos alcancados pela populacio que 86 considera
0§ recursos existentes para se movimentar.

Como podemos notar pelo grifico da figura 4.11{b), ao final da trigésima sexta iteragio
vérias coldnias transpuseram a regido de gualidade baixa e atingiram a regiio de qualidade

alta. A partir daf, a faixa de qualidade alta foi rapidamente colonizada. Isto é um resultado
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Figura 4.10: Resultados obtidos com a regra de movimentagio de tazia simples. Oz grificos
{a) e (b) no topo da figura mostram o configuracdo do estogue de mel da populacio ao final
de 20 e 40 iteragies, respectivamente. A figura {c) ao centro, tlustra a distribuicio de
qualidade no reticulado. Os grdficos (d) e (¢} abaizo, tlustram o evolugdo de distdncia

guadrdtica média ¢ do estogue total, respectivarnente.
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Figura 4.11: Configuragdo espacial do estoque de mel da populagdo que se movimenta por

taria com relagio aos recursos disponiveis. Os grdficos correspondem ds iteracées 20, 36,

37, 38, 39 e 40.
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Figura 4.12: A figura (a) no tope do pdgine mostro a evolugdo da distdneia guadnitiéa
média para o regra de movimentacdo de tavia por recursos disponiveis. O grdfico (b)

mostra, pare a mesma regre, o evolucio do estogue total de populagio.
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de uma percepgdo da densidade populacional que favorece a escolha de regides ainda néo
colonizadas. Os gréficos {(a} e (b) da figura 4.12 ilustram respectivamente, a variacdo da
distancia gquadritica média e do estoque total de mel.

A figura 4.13 apresenta uma comparagio da evolugiio da distincia quadrdtica média e
do estoque total para as duas regras de instalacio das colonias. As duas regras apresentam
aproximadamente a mesma dindmica na fase inicial em que a populacio estd se espal-
hando numa regific com bons recursos. Ne entanto, 4 medida que a faixa de qualidade
baixa é atingida a populagBo que percebe a densidade populacional e se movimenta no
semtido contrdrio as aglomeracles, apresenta uma evolugio consideravelmente mais rdpida

de colonizacéo e crescimento de seu estoque.
&
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Figura 4.13: O grdfico (a) mostro a evolugde da distincia quadrdtica média e o grdfico (b)

a evalucio do estogue total, para as dues regras de movimentacdo.

(11) Qualidade Periédica - ”Faixas Estreitas”

Nesta simulagio vamos considerar uma qualidade radialmente periddica porém com

periodo menor. Isto é, com faixas de gualidade alta e faixas de qualidade baixa mais
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estreitas, em comparagio as utilizadas na simulagio anterior [ver figura 4.14(c)], sendo que
consideramos a regifo de prospecciio com a mesma dimensio.

Nosso objetivo neste teste ndo é comparar as duas regras de instalacio mas observar se
faixas de qualidade baixa mais estreitas sdo mais facilmente transpostas quando utilizamos
a regra de taxia simples. A qualidade em cada né (7, j) do reticulado é dada pela expressio

¢i; = 0.5+ 0.55en [0.5 (GG - 50)° + (5 — 50)%) 2] _ (4.12)

A figura 4.14 ilustra os resultados obtidos nesta simulagfo. Os graficos 4.14(a) e 4.14(b)
ilustram a configuracdo espacial da populagdo segundo seu estoque de mel na vigésima e
quadragésima iteraces, respectivamente. Por estes graficos podemos constatar um es-
palhamente mais rdpido gue o anterior, no qual as faixas de regiGes desfavordveis eram
maiores. Isto se deve ao fato de haver uma variacio maior da qualidade dentro do ralo
de prospecgio das escoterias, que podem "perceber” o gradiente de qualidade e migrar no
sentido das regides methores. O grifico (d) da figura 4.14 ilustra a variacio da distancia

quadrética média e o grifico (e) lustra a evolugdo do estogue total.

(I11) Qualidade Padrio *Caixa de Ove”

Novamente vamos comparar as duas regras de faxja, agora numa sifuagdo em que a
distribuigdo espacial da qualidade segue um padrio "caixa de ovo” como ilustrado no
grifico {c) da figura 4.15. A gualidade em cada né do reticulado é dada pela expressio

gi; = 0.5+0.25 [Sen (gz) + Cos (%z)} : (4.13)

(s resultados obtidos com a regra de instalagio por taxia simples sdo mostrados na
figura, 4.15. Os graficos 4.15(a) e 4.15(b) mostram a configura¢io espacial do estoque de
mel da populacgio na vigésima e trigésima iteragOes, respectivamente.

A figura 4.16 mostra a configuraco espacial da populagio segundo seu estogue de mel
nas iteractes: 20, 28, 27, 28, 29, 30 para a regra de taxia por recursos disponiveis.

Uma comparagdo da evolugio da distincia quadrdtica média e do estoque total al-
cancados pela populagdo através das duas regras de instalagio pode ser observada na
figura 4.17 (a) € (b}, respectivarnente, Para este caso os resultados obtidos com as duas re-
gras de instalacio mostraram uma pequena diferenca nas medidas realizadas. A distdncia
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Figura 4.14: Resultados obtidos com a regra de movimentagdo de faxia simples. Os grificos
(a) e () no tope da figura mostram o configuragio do estoque de mel da populagéo ao final
de 20 e 40 iteracdes, respectivamente. A figura (¢} ae centro, ilusira a distribuicdo de
-qualidade no reticulads, Os grdficos (d} e (¢} abaizo, ilustram a wariagdo da disténcic

quadrdtica média e do estogue fotal, respectivamente.
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Figura 4.15: Os grdficos {a) e (b) mostram a configuracdo espacial do estogue de mel da
populagio que se movimento por tazia com relacio aovs recursos eristentes, nas ileragdes

20 ¢ 30. O grdfico {c) mais abaize, tlusire a distribuicdo de qualidade no reticulado.
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Figura 4.16: Configuragdo espacial do estoque de mel da populagdo que se movimenta por

tazia com relagde aos recursos disponfveis nas iteragbes 20, 26, 27, 28, 28 e 50.
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quadratica média pa fase inicial apresentou valores mais baixos na simulacio que considera
taxia por recursos disponivels no entanto para tempos maiores assumiu uma taxa maior e
conseqilentemente a populagio que se movimenta de acordo com este processo colonizou
regides malores que a populagio que se movimenta por taxia simples.

A comparagdo da evolugdo do estogue total da populagdo mostron um crescimento
bastante lento no infcio do processo para as duas regras de movimentacio. Passada a fase
inicial, a populagio que se movimenta em busca dos recursos disponiveis aumentou seu
estoque a taxas superiores que a populacio que se movimenta por taxia simples. Como
a taxia por recursos disponiveis favorece a colonizagio de novas dress, permite um maior
crescimento da populacio pols evitando as aglomeragtes, a populacio ndo fica restrita aos
efeitos inibidores do crescimento da capacidade suporte.

4.6 Comentarios

As possibilidades de simulacio de casos especificos e de alteracBes nas regras de mo-
vimentacdo e de crescimento sfo intermindveis, o que faz deste tipo de modelos, fonte
inesgotdvel de experimentacio.

No modelo construida para uma distribuicdo homogénea de recursos, a popunlagio cresce
e se expande, colonizando nevas dreas. Nos testes realizados observamos:

(1) Vbos mais longos favorecem a expansio e o crescimento da populagdo;

(i) A distncia quadritica média e o estoque total da populagho crescem de maneira
nao linear, O estoque total cresce lentamente no inicio do processo de colonizagio, guando
a densidade populacional ainda é baixa, em decorréncia da perda de estogque durante o
trajeto e da necessidade de reposiciio deste estoque para a reproducéo;

(iii) O estoque total (e consegiientemente a populagio) cresce mais rapidamente quando
se considera que os enxames se instalam em posigdes mais espalhadas do que gquande a
instalacio se concentra ao redor de paucés posicoes.

Nos modelos de taxia por recursos, a populagio cresce e assume uma distribuiciio espa-
cial ndo homogénea, com densidades maiores nas posi¢des de qualidade alta. Observamos
que a escala de percepcio e de variagio da qualidade estdo diretamente relacionados & taxa
de expansdo da populagdo. A taxia direciona a populagdo para dreas de qualidade alta,



162

desse modo, faixas de qualidade baixa muito largas s8o transpostas com mais dificnldade
que faixas estreitas. Quando incluimos o efeito da percepcio da densidade populacional,
isto é, da disponibilidade, as colénias atravessam as faixas de gualidade baixa mais facil-
mente, mostrando que esta € uma estratégia eficiente para a expansdo e crescimento da
populacio.



Conclusoes

Ao formularmos um modelo para descrever o processo de dispersdo das abelthas africa-
nizadas, primeiramente analisamos as principais caracteristicas da biologia destes insetos
e as escalas espaciais e temporais envolvidas em sua dindmica para entdo decidirmos pela
formulagdo a ser adotada. O seu padrido de crescimento e disperso nos levaram a descar-
tar nma modelagem através das equagbes de reagdo-difusflo, optamos por uma formulacio
alternativa via equagbes funcionais a diferengas com operadores integrais continuos no
€5paco.

A partir desta formulacio, construimos trés modelos para descrever a dispersio de
abelhas africanizadas. Em um primeiro modelo consideramos uma distribuicdo homogénes
de recursos. Formulamos um segundo modelo onde consideramos os recursos distribuidos
de mangira heterogénea e assim, descrevemos o fendmeno de taxia dos enxames com relagio
a0s recursos existentes em cada posicio. Finalmente, construimos um terceiro modelo que
considers a taxia com relagio recursos disponiveis em cada posigio.

Realizamos vérias simulagdes numéricas afravés das quals pudemos obter informagbes
sobre a solugdo dos modelos, como o surgimento de ondas de invasfo, em diversas situacdes.
Algumas delas nas quais dificilmente poderiamos ter obtido algum resultado analitico. As
simmilactes foram realizadas com o objetivo de avaliar o comportamento gualitativo dos
modelos propostos e sua conveniéncia na representacdo do problema considerado e néo
¢om o intuito de reproduzir quantitativamente o espalhamento das abelhas africanizadas
a partir de sua liberacdo, em 1937.

As diversas situagGes consideradas nas simulacdes nos mostraram que o modelo apre-
senta wma boa representacdo do fendmeno de dispersio de abelhas africanizadas, podendo

ser aplicado a outras espécies que apresentern geracdes sem sobreposicfio e dispersio de
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longo alcance.

As simulagoes realizadas com os modelos de taxia mostraram primeiramente, que as
modificages introduzidas no nicleo de redistribuigio sio adequadas para descrever o
fendmeno de taxia: as solugbes apresentam distribuigdo espacial da populacdio ndo ho-
mogénea com maiores densidades nas posicdes de qualidade alta. A frente de avanco da
populagao neste modelo apresenta um refreamento em locais onde a qualidade dos recursos
¢ baixa, como de fato ocorreu no avango das abelhas africanizadas pela regido da flore-
sta amazdnica onde a alta umidade dificultou o seu espalhamento e proporcionou chance
para que poucas coldnias se desenvolvessern [Taylor, 1977]. Por outro lade, em regifes
favordveis para o seu desenvolvimento, hd uma aceleragéo do avango da populacio, fato
também constatado na literatura sobre a biologia destas abelhas [Taylor, 1977; Otis, 1991]
e condizentes com o fenbmeno de taxia.

As simulaches com os modelos de taxia também sugerem que os abandonos podem
beneficiar ¢ crescimento e a expansio da populagdo, favorecendo a travessia de regides
com poucos recursos florais e condigbes ambientais desfavordveis. Finalmente observamos
por estas simulages que a percepcio da densidade populacional por parte das escoteiras
propociona um espalhamento mais rdpido da populagiio e um consegilente aumento na
densidade populacional total.

E importante observar que estas conclusbes sio vdlidas para a faixa de parimetros
utilizadas nas simulagdes e ndo nos permitem uma generalizagio dos resultados para outras
situactes. Uma generalizagio pode ser obtida através de um estudo tedrico gualitative das
equagdes e constitui um importante tema para trabalhos futuros a este.

Os modelos discretos de simulagio apresentados no Capitulo 4 nos ofereceram um re-
torno visual qualitativo para o espalhamento da populagio em dominio bidimensional, que
poderta ser obtido através dos modelos anteriores com um enorme custo computacional.
F mais que isto, nos proporcionaram uma corroboragdo extra & formulacio do processo
de taxia proposto e um indicio forte da importéncia do estoque de mel na descricdo da
dindmica da popuiacdo.

H4 muitos aspectos do problema de dispersdo e colonizacio das abelhas africanizadas
que ainda podem ser estudados e abordados. As possibilidades de simulagio numérica dos

modelos j4 propostos sfo intermindveis, as especulagles sobre os efeitos dos pardmetros



165

e a descricio de situaghes especificas oferem um sem fim de oportunidades. O processo
de colonizacdo e reparticdo de sitios ainda ndo foram tratados e oferecem um interessante
objeto de estudo podendo ser abordados através dos Diagramas de Voronoi [Hamilton,
1971; Okabe et al., 1989].
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