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Resumo

Desde 1890 diferentes formas de estimar uma fun¢do densidade de probabilidade tém sido
propostas. Uma destas ¢é devida a Pearson entre 1890 e 1900, e ¢ obtida como solugdo de uma
equacdio diferencial (Johnson, N. & Kotz, S., 1988).

A partir de 1956 os métodos de estimagiio de fungdes de densidade de probabilidade niio
paramétricos tém-se consolidado como uma alternativa sofisticada ao tratamento tradicional
de estudar conjuntos de dados. Esta alternativa baseia-se na possibilidade de analisar os dados
sem assumir um comportamento distribucional especifico.

Sobre o problema da estimagiio de fungdes de densidade de probabilidade trata o Capitulo I
desta dissertagio. Descrevemos também de maneira resumida algumas das propostas para
obter estes estimadores ¢ definimos propriedades estatisticas que serdo estudadas nas
diferentes situa¢des consideradas.

O Capftulo Ii dedica-se ao estudo de duas propostas de estimadores da fun¢fo de densidade.
O primeiro estimador estudado € o de Rosenblatt-Parzen. As primeiras idéias deste estimador
devem-se a Rosenblatt(1956), idéias posteriormente generalizadas por Parzen(1962), obtendo-
se o atualmente conhecido como estimador de Rosenblati-Parzen ou “kermel”. A seguir
estuda-se um caso particular do estimador proposto por Grenander(1981). O estimador obtido
segundo esta metodologia é conhecido como estimador de Grenander ou “sieves” de
convoiugio.

Geman & Hwang(1982) mostraram a forma do estimador de Grenander quando a densidade
gaussiana ¢ utilizada, na convolugfio, como a fungio niicleo. No Capitulo IfI estudamos como
obter a forma do estimador “sieves” de convolugfio em situagdes mais gerais de duas maneiras
diferentes. Uma destas maneiras ¢ uma generaliza¢io das idéias de Geman & Hwang(1982) e
a outra utiliza o modelo de dados incompletos. Estes resultados constituem a proposta teérica
mais importante.

Como a forma dos estimadores de Grenander obtidos através de convolugdes pode ser vista
como um modelo de mistura finita de densidades, realizamos no Capitulo IV um estudo do
algoritmo EM para o caso particular destes modelos. Nele, apresentamos a teoria geral dos
modelos de mistura de densidade e provamos que é possivel utilizar o algoritmo EM na
estimacdo de densidades segundo a proposta de Grenander no caso de convolugDes,
exemplificando este algoritmo quando é utilizada na convolugiio a densidade gaussiana.

Finalmente, comparamos a performance do estimador de Grenander em relagio ao
estimador de Rosenblati-Parzen, através de dados simulados para diferentes fungdes de
densidade. Este estudo constitui o Capitulo V.



Capitulo |

A estimacao de funcdes de densidade de
probabilidade

A fungdo de densidade de probabilidade da variavel aleatoria X é um conceito fundamental
na Estatistica. Esta ¢ uma fungio real mensurjvel e ndo negativa satisfazendo

= rexpae=1.

A necessidade de utilizar estimadores da fungéo / aparece freqiientemente em situagtes tais
Como:

i)  Andlise exploratoria, onde se descrevem aspectos como a multimodalidade, o
comportamento nas caudas e a simetria, onde a amostra pode ser obtida experimentalmente ou
gerada através de simulagdes, pois o grafico resume convenientemente a informacio relativa a
forma da distribuicio da amostra.

ii)  Andlise confirmatoria, para tomada de decisOes através de diferentes métodos, tais
como: analise discriminante ndo paramétrica, analise de clusters, testes para a moda, dentre
outros.

Alguns pesquisadores como Silverman(1986), Tapta & Thompson(1990), Wand &
Jones(1995) exemplificam diferentes formas de estimar a fungdo de densidade baseados em
conjuntos de dados reais. No entanto, no nosso trabalho utilizaremos dados simulados para
mostrar a performance dos estimadores a serem considerados.

Para exemplificar o estimador mais simples de uma funciio de densidade de probabilidade,
chamado de histograma, utilizaremos uma amostra de tamanho 50 da densidade ,752 com 6
graus de liberdade.

-~

Robertson(1967) provou que, dados os intervalos /y,...,1p, o histograma f € um

estimador de maxima verossimithanca dentre os estimadores expressados como fungdes
simples ¢ semi-continuas superiormente, isto se o fecho de cada intervalo contém duas ou
mais observacdes, veja também Wegman(1975).

Este estimador ¢ calculado segundo a expressdo
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fl{j
, P?
1]

fx)=

paratodo x €/; e para cada i=1..k. Na expressdo anterior, |/;! representa o comprimento do
intervalo 7 e #; o nimero de elementos na amostra em ;.

O seguinte grafico mostra a forma do histograma, segundo a proposta de Robertson(1967).
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Pode-se observar que este estimador tem duas limitagdes importantes: a dependéncia do
comprimento do intervalo e o fato de o histograma nfo constituir uma fun¢do continua. A

primeira destas limitagSes foi amplamente estudada por Wegman(1975). Ele provou que os
pontos extremos de cada intervalo /7, devem ser coincidentes com observagdes e que, se o

numero minimo de observagdes em cada intervalo m aumenta, conforme aumenta o tamanho
da amostra, o estimador f ¢ consistente.

A segunda limitacdo mmportante do histograma, isto €, o fato de ele ndo constituir uma
fungio continua, incentivou diversos estudos na procura de estimadores continuos, como, por
exemplo, Parzen(1962), Grenander(1981) dentre outros. Neste trabalho estudaremos
fundamentalmente estimadores continuos da fungdo de densidade de probabilidade.

1.1 Alguns métodos de estimacao

Um método amplamente utilizado em Estatistica para obter estimadores ¢ o método de
maxima verossimithanga. Na situaciio especifica da estimagiio de funcdes de densidade de
probabilidade este método € descrito da seguinte forma.

Suponhamos que X, ..., X, seja uma amostra aleatoria da variavel X com funcgio de

2
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densidade continua f, desconhecida. Definimos a verossimilhanga de uma densidade

qualquer f como
#t
Lf)=11/0X). (12)
i=1
O problema de otimizagdo que se tenta solucionar €
maximizar L{ f},

onde

J J(tidi =1 e f>0, real e mensuravel.
R

Este problema ndo tem solug¢do. Por exemplo, numa amostra X, ..., X, seja a funcho de
densidade f da forma mostrada no seguinte grafico.

,S(x)

X Xr2) Xy

Observemos que, a medida em que o comprimento %1 de cada intervalo tende a zero

{quando m —» w}a altura # =" tende ao =« . Desta forma a verossimilhanga L(f) —» .
4 7
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Uma forma de conseguir que a fung@o de vesossimilhanga Z( f ) tenha maximo € penalizi-

la. Para isto define-se um funcional integravel @: H-»R (H aqui é um espago de Hilbert) ¢
dada uma amostra X,...,.X,,, a verossimithanga penalizada por @ de fe H ¢ definida como

Lef)=T1rX)exp(-®(f)). (1.4)

i=1

O estimador de maxima verossimilhanca penalizado ¢ aquele obtido como solucic do
problema:

maximizar L( f),

b
restrito a fe H, J‘ fr)di=1 e fi)=0Vtre(ab).

a

Dependendo da escolha do espago H e da fungdo @, pode ser gerada uma grande variedade
destes estimadores. Por exemplo, De Mostricher ef al(1975) propuseram maximizar (1.4)
escolhendo A como um espaco de Sobolev’ restrito. Nesta situagio, a solugiio do problema
(1.4) existe e € Onica, veja Tapia & Thompson(1990). Também foi proposto um algoritmo
numérico para obter este estimador.

Good & Gaskins(1971) propuseram duas alternativas para escolher a fungdo @, a primeira
destas alternativas € chamada de primeiro estimador de Good & Gaskins, definido como

0 02
Df) =a'f It 1, x>0,
o S
Para obter o chamado segundo estimador de Good & Gaskins, eles definiram

0, ::aj Fr)rde+p{ fre)tde, az0 g0

A fungiio f deve ser continua, de quadrado integravel e satisfazer f flog 1 )chx <. Pode-

se ver em Tapia & Thompson(1990) um estudo detalhado da existéncia e unicidade da solugdo
do problema (1.4) para cada um dos estimadores de Good & Gaskins.

! Este espaco ¢ definido como Hg(a,b):{f:ff’f-’ elf(ab)j=Lse fi¢a)=f17h) =0, 5~ 1} e

produto cscalar < f, g >= j"g Fa (s (t )g(‘g-) (t)dt . Aquif'’ ) & a j-ésima derivada da fungfo £
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Outra forma de maximizar L{ f) foi proposta por Grenander(1981). A idéia nesta nova

situagdo € restringir o espago H, o espago no qual se faz a maximizagio, da seguinte forma;
para cada m >0, escolhe-se o subespaco S, ©H onde o estimador de maxima verossimilhanca
da densidade f exista. Fazendo estes subespagos §, crescerem apropriadamente com o
tamanho da amostra, consegue-se que o estimador achado em cada S, convirja a fungio de
densidade que originou a amostra. Os estimadores assim achados se chamam de “sieves ™.

1.2 Propriedades assintéticas

Fryer(1976), por exemplo, estuda os estimadores da fungdo de densidade mantendo finito o
tamanho da amostra em situagbes especificas. No entanto, na maioria dos trabalhos as
propriedades estatisticas destes estimadores sdo provadas assintoticamente no tamanho de

amostra.

De maneira natural define-se o estimador f como ndo-tendencioso see £/ ]A' (x}]=f(x),

para todo x real. No entanto, esta definigio nfo tem utilidade na estimac¢io de funcgdes de
densidade de probabilidade pois nio existe estimador ndo-tendencioso f para toda funcdo de
densidade continua (Rosenblatt, 1956). Esta propriedade importante de todo estimador se
define entdo da seguinte forma.

Definicdo 1.1: A seqiiéncia de estimadores { frz }, da funcio de densidade f , se diz
assintoticamente ndo-tendenciosa see

lim Ep[Jo(x)] = £(x),

>0
para todo x real.

Em geral, juntamente com a propriedade de ndo-tendenciosidade do estimador f‘ , estuda-
se também a sua consisténcia. Dependendo da forma de convergéncia escolluda, observam-se
diferentes formas de consisténcia de f . Se Fflx)-> f(x) em probabilidade para todo x real,
afirma-se que f ¢ fracamente consistente. Se a convergéncia acontece quase certamente, f é
fortemente consistente. Qutros fipos de convergéncia dependem também do que se entenda
por critério de erro.

Por exemplo, se a fungfo f é suposta de quadrado integravel o ajuste obtido por ]? é
medido segundo o erro quadratico médio (EQM). Se EQM(x) — O para todo x real, quando
n—» co, diz-se que f ¢ estimador consistente fracamente de /' em média quadrética.
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Qutros critérios importantes medem como a fungdo £, come um todo, estima /. Um deles é
o erro quadratico médio integral{£ZQM]), cuja definiciio ¢ dada abaixo:

EQMI= [ EQM( f(x)jdx. (1.9)

—a0

Um problema com estas formas de medir o ajuste obtido com 7 é que o estudo nas caudas
das densidades t€m pouca importancia. Estas e outras objeges ao FOM , EQMI e outras
medidas de ajuste encontram-se em Donoho & Johstone(1989).

Numa tentativa de avaliar globalmente o ajuste do estimador f diminuindo a limita¢do das

medidas de ajuste mencionadas, Devroye & Gyorfi(1985) e Devroye(1987) propuseram o erro
absoluto integral(£4/), definido como

EAl= [\ f(x)~ f(x)|dx. (1.10)

0t

Esta medida possui como propriedades a invaridncia a transformagdes mondtonas, ser bem
definida em espagos normados e limitada em 0 <EA47< 2, além de ser atil na defini¢io da
consisténcia do estimador.

Definig@o 1.2: O estimador 7, da funcio de densidade fse diz consistente see

o]

[ fn(x)= F(x ) =0, (1.11)

-0
em probabilidade quando r— o0,

Se a convergéncia a zero do £A47 for quase certa, f ¢ dita fortemente consistente. Fsta
forma de medir a consisténcia do estimador )7 esta relacionada com a distdncia de Kullback-
Leibler, definida em Kullback & Leibler(1951). Tem-se observado que a obtengdo de
resultados de consisténeia segundo o EAT € muito mais complicada que aqueles esforgos
necessarios para obter resultados semelhantes segundo o QM e suas modificagSes.



Capitulo 1l

Estimadores Rosenblatt-Parzen e Grenander da
funcdo de densidade

Neste Capitulo serfio tratados resumidamente dois estimadores para a fungfo de densidade.
O primeiro deles foi proposto originalmente por Rosenblatt(1956) e generalizado por
Parzen(1962) e ¢ conhecido como estimador de Rosenblatt-Parzen, também chamado

estimador nucleo, este estimador serd denotado por ? O segundo estimador a ser
considerado, proposto por Grenander(1981), é conhecido por estimador de “sieves” e sera
denotado por f .

Na primeira parte do Capitulo, na Secdo 2.1, estudaremos o estimador da funcio de
densidade proposto por Rosenblatt. Posteriormente, na Sec@o 2.2 justificaremos e definiremos
a extensfio feita por Parzen. Propriedades serfio consideradas nas se¢des seguintes e, a partir
dessas, trataremos do problema da estimacfio do parametro de alisamento. A definicio e
exemplos de estimadores de “sieves” serdo apresentados nas SecGes 2.8 ¢ 2.9, e suas
propriedades estudadas na Se¢do 2.10.

2.1 Introdugao

A partir dos trabalhos de Rosenblatt(1956) e Parzen{1962), o estimador nicleo tem sido
bastante estudado. Veja, por exemplo, Silverman{1986) e Wand & Jones(1995). Fatores que
contribuiram para esta ampla utilizagio sfio a simplicidade e as boas propriedades de }"U .

Seja Xy,....X,, uma amostra aleatoria de uma varidvel aleatoria absolutamente continua

com fungiio de distribuicdo de probabilidade /' e densidade /. Um possivel estimador do valor
Fx) é dado pela funglo de distribuigdo empirica, definida como

ﬁn {x}= ;3; { mimero de observacdes na amostra < x_}I%Z; Irx i <x). (2D

Vejamos algumas propriedades importantes deste estimador . Note que nﬁ”( x) ~BmFixj).
Com isto

) Emln(x)) =nlfy) = E(F(x))=F),
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i) Var(n B, (x)) = nF(x)(1-F(x)) = Var(F,(x)) m;; Flo(1-F(x)).

Portanto, ﬁ;t (x) ¢ um estimador ndo-tendencioso de F(x) e, utilizando a desigualdade de
Tchebychev, temos que
P(F(x)=F(x)> &) < Fra ) FOIOTCe)

£ He Ayl

>

implicando na consisténcia fraca de F,(x ).

Além das propriedades mencionadas, podemos observar que o estimador definido em (2.1)
¢ o estimador de maxima verossimilhan¢a da fungdo de distribuigdo de probabilidade 7 no
ponto x. Segundo o Teorema de Glivenko-Cantell, veja, por exemplo, Rao(1973) o estimador
_13;,, (x) converge uniformemente em probabilidade a F('x), isto é, para todo £ >0,

lim P{ sup |F(x)—F(x)|> 3} =0.
A0 | epcr<on

ﬁ;g (-} é, portanto, um “bom” estimador de /(). A derivada de 1’:}1 (-) seria um estimador
loégico de f(-). No entanto, ﬁ;, ¢ uma func¢io nfo diferenciavel, pois sempre que x assume um
dos valores X, &/=1,..,n, a funglio Fn tem salto igual a w}; Rosenblatt(1956) propds utilizar
como estimador de f(.) uma aproximacgio limite que define um estimador da fungio de

densidade em termos de ﬁ;l, , isto €, dado que

_ F(x+h)-F(x~h)
= i .
Slx) Jim 7

Rosenblatt propds como estimador de f a fungio

Fofc+h)—Fy(x—h)

) (2.2)

Fuli) =

para # um nimero real positivo pequeno, que sera chamado de pardmetro de alisamento, e #
grande, O estimador , definido em (2.2) ¢ uma fungdo de densidade para todo #>0.

Vejamos a forma do estimador proposto por Rosenblatt numa amostra de tamnaho 50
simulada de uma mistura de fungdes de densidade gaussianas, nestes graficos assumiram-se
trés valores diferentes para o parimetro de alisamento /:
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Grafico 2.1 Estimador de Rosenblatt para a mistura %N (~2,025)+ %N (3,2.56), parémetro

de alisamento A#=0.5.
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Grafico 2.2 Estimador de Rosenblatt para a mistura %N (—2,0.25 )+%N {3,2.56), pardmetro

de alisamento /r=1.5.
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- Densidods
Fatimador
Q3 -

0z -~

a1 -4 -

Grafico 2.3 Estimador de Rosenblatt para a mistura —é—N‘( -2,0.25) wa«éN (3,2.56), parimetro

de alisamento =25,

Na expressdo (2.2), o par@metro /&1 & desconhecido. Nos graficos anteriores foram escolhidos
arbitrariamente os valores de 4 iguais a 0.5, 1.5 e 2.5. Esses valores mostraram a dependéncia
do estimador de Rosenblatt do parametro de alisamento.

Como foi apontado por Rosenblatt, é facil ver que

(nFsy(x = Wun(Fyy (x + )= Ey (x ~ hjhon(1~ Fiyx + B))

& um vetor aleatorio trinomial com parimetros
(n,ﬁ’(x%k), Fex+h)-F(x-h)1-F(x +h)).

A partir deste resultado temos que

E(fn(x)):mii};ﬁ(ﬂ(ﬁﬁ(x'f'h)“!?;‘g(x—k))): i’l(ﬁ‘(}(f—i—}?i};;}}é’{xwh))x
_(F(x+h)-F(x-h)

2h
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(Fix+hj=F(x—hj—(F(x+h)-F(x—h)*)

Var(?ﬂ (X)) ) 4hin

Estas expressdes permitirio o caleulo do erro quadratico médio(EQOM) de f,(x), que é
dado por

EQM(Fy(x))= E(( ()= £ (51 ) = Var (Fy(x))+ Vieio® (Fa(x).

Temos entdo que

(F(x+h)—F(x—h)—(F{’x+h)—-F(x—h))2)+

EQM( f,,(x))= yEm

+[F(x +h)-F(x~h)

\2
Y f(x)} : (2.3)

Assumindo que f, a densidade desconhecida, seja ao menos trés vezes diferenciavel, pode
ser mostrado que

3
F(x+h)-F(x-hj= 2hj'(x)+fl?_/"’(x)+ Orh* )t

De fato, a expansdo em série de Taylor no ponto x da fungio f(x—ht) é

. ” W2 " W - 4
J(x—ht)=f(x)-hif (X)+~—2—f (X-)———ﬁ—f (xj+0(h" ). (2.4)
Por outro lado, temos que

x+h
Fx+h)=F(x—h)= [ f(y)dy,

x-h

e, fazendo y=x-ht, obtemos

x+h I
Fix+h)=F(x~h)= [ f(yjdy= [ f(x—ht)di=
x—=h -1

! Diremos que f{x)=0rgix)) quande x —> x, & lf (xj/ g(x)l ¢ limitado numa vizinhanca de x; .

11
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i 2.2 3.3
- f (f/x)-mf*(m%f"(x)_—f’——g
1

Frex)+Oeh® )]hdt
:2hf{x)+§h Fr(x)+O(h” ).

Podemos escrever agora as expressdes dos momentos do estimador f,,(x) em fungdo do
parametro f{x), ou seja,

2hf (x)+ l W frex)+0ocht)
2h

E(fa(x)) = = J ()5 W () + O(),

3 2
Var(.}i,(x))z;i};[zjf(x)%hgf"(xhO(h%mh[&f(xﬂ;}h%f”(w+oaﬁ ) ] |

Se £— 0, o estimador de Rosenblatt é assintdticamente nfo-tendencioso. No entanto, esta

condi¢fo ndo basta para ser consistente. Podemos observar isto na expressdo da varidncia. Se
h— 0, o numerador tende a f(x) noentanto, a varidncia cresce ao infinito.

Para obter a consisténcia do estimador teremos que exigir também que sk — oo quando
n->cc. No caso do erro quadratico médio, substituindo a diferenca F(x +h)—- F(x - k) por

sua aproximacio 2Af(x )-+~~~3}f~1¢13 Frix)+0( n* ), obtida em (2.3), temos que

EQM( f,(x)) =

i
ah’n 3

3 3
{th(XH%j’”(x)JrO(’h"ﬂ‘)w (2hf(x)+—}1—f"(x)+0{h4))ﬂ

3 2
’ —%{thrxwr L pre) Ot - 2hf(x)} =
4h 3

_Sx) B 1 R R oht)
2hn 36 1h 12 6

L) B
6

: ; ~hf (x)? mf(x)<}‘{k4)}+
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o { ) WO(k4)+0(h4)+hf"’(x)}:

anin 4t 4h? 6
nt 1 .
f; g”) (f"fx)) +o[h Jﬁ)"m (2.5)

A igualdade anterior € obtida tendo em vista que

2y 2rn 4 o Sppn 2
th 100 PO WS BT o )}
nh 12 6 3 36

1 ) 1
¢ uma funcfo de ordem menor que ;i; . Oli seja, a[-hf] e a funcio
TR,

1oty o) b
a’n  4htn 4 6

Oh* ){

¢ da mesma ordem que Of n 7.

A expressio (2.5) mostra que FQOM/( fn (x}} > 0 quando n-» «. Além disso, fixando f, x e

n podemos minimizar (2.5) em relagio a A, obtendo
L

s
hopf”{g Jx) ] ns (2.6)
20f(x)?

e o correspondente erro quadratico médio minimo serd

EQM( F(x))= 59‘ Bt B @.7)

O valor 6timo A,y , apresentado em (2.6), satisfaz as condigbes exigidas no pardmetro de

alisamento # para o estimador de Rosenblatt ser consistente e assintoticamente ndo
tendencioso. Observamos também que (2.6) ndo é de utilidade pratica, ja que depende da
funco de densidade desconhecida f e da sua segunda derivada.

A utilidade de (2.6} é que obtemos o grau de dependéncia do pardmetro # do tamanho da
amostra », assim como do ponto x no qual se esteja fazendo a estimac@o. E importante notar

* Diremos que f{x) = ofg(x)) quando x - Xq 56 l fix}/ g(‘x)] — (0 quando x - xy.

13



Capitulo II: Estimadores de Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade

que além da continuidade da fungdo de densidade /. deve-se exigir continuidade na segunda

derivada e, pelo fato de esta estar no denominador, deve-se ter cuidado nos possiveis pontos
de inflex3o, ou seja, nos pontos onde 7" for zero. Nestes, /i, sera qualquer fungio de # que

satisfaca nh— w.

2.2 Estimador de Rosenblatt-Parzen

A partir do trabalho de Rosenblatt(1956), foram direcionados os esforgos para a obtengdo
de estimadores da fungdo de densidade continuos. Observemos que o estimador (2.2) pode ser
expresso na forma

Eute+h)-Fpe-h) _ 1
2h 2nh

A
Z Voo pxsnj(Xi). (2.8)

=]

?}e(x):

Se definimos

K(x)= %11;1,1](36),

o estimador £, em (2.8) constitui uma integral de Rieman-Stieltjes com respeito a F,,isto &,

nh
=

Fu(x)= ZIK(%%—) - Li( =2 af, (v). 2.9)

A proposta de Parzen(1962) foi substituir as fungdes indicadoras na soma em (2.8) por
determinadas fungdes K, chamadas de fungdes nucleo. Mudando a fungio K, obtemos da
expressdo anterior uma grande variedade de estimadores.

O estimador proposto por Parzen serd exemplificado nos Graficos 2.4, 2.5 e 2.6, a seguir,
para distintos valores de 4. Estes graficos foram construidos assumindo a fungio K como

x}

Kix)= ————\/‘_;“;e_lwﬁu,

e utilizando os mesmos valores de 4 escolhidos nos Graficos 2.1,22e 23,

Note que a dependéncia do estimador ‘Zi do pardmetro de alisamento / permanece.

14
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Grifico 2.4 Estimador de Rosenblatt-Parzen mostrando as fungdes nucleo individuais, #-0.5.
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Grafico 2.5 Estimador de Rosenblatt-Parzen mostrando as fungdes nicleo individuais, #=1.5.
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Grafico 2.6 Estimador de Rosenblatt-Parzen mostrando as fungdes nicleo individuais, #=2.5.

15



Capitulo 1I: Estimadores de Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade

Definicao 2.1: Seja X;,...,. X, uma amostra aleatoria da fungiio de densidade /. Diremos

que fﬁ ¢ o estimador de Rosenblatt-Parzen de f se

fn(X)*——ZK(x X) j'%i((x;zy}d!ig(’y) (2.10)

onde 2 >0 e K é uma fung¢io real positiva satisfazendo K (xjcb = 1.
y,

O estimador de Rosenblatt-Parzen sera denotado da mesma forma que o estimador de
Rosenblatt. Podemos observar das expressdes (2.8), (2.9} e {2.10) que este tltimo constitui
uma generalizacdo do estimador de Rosenblatt.

Da definigdo anterior, obtemos que

'{fn(x,m’ Z_{K(r X]%;dr ;i}TK(x)dx% ZI*I

El-— —0

Portanto fn ¢ uma fun¢io de densidade de probabilidade. Além disso, se X for uma fungio

continua e derivavel, entdo £, também o sera.

Direcionaremos nossa atengio somente nas func¢des nucleo que sejam continuas e
derivaveis e, dada a restrigdo na definicdo do estimador de Rosenblatt-Parzen de terem integral
um, consideraremos somente fungSes nicleo que sejam fungdes de densidade com derivadas
continuas. Além destas, outras condi¢des sobre a fungfio nicleo K e sobre A permitirdo obter

propriedades estatisticas do ?H .

2.3 Propriedades

Como é natural no estudo de estimadores, estamos interessados nos momentos, com este

objetivo, observemaos que

Fal)=L3" Vulx),

,.../E"i
Vule)=LK(21),

sdo variaveis independentes identicamente distribuidas. Escrito desta forma, temos que

~ 7 - X
E(fn(’x)):iéii[—jgff[x . ]J

onde

16
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1 T (x-
L3 E0)= [ K s, @1
i=1 e

s i ! , 1 f[x~- Xi 1 n . 1. .
Var(fu(x)) = —5 2 Var| 3 K =5 S Var(Vy ) = Var(v,),
= h A nt i n

onde
-l I
Vn :”ZVm‘ ‘
i

Entdo,

Var(f,(x)) = E(V;2 )~ EX(V, ) =

- }o %KQ(X;J”Jf(y)dym[of %K[x——h—y)f{y)@]z. (2.12)

2.3.1 Propriedades de f,, para n finito

Dos resultados (2.11) e (2.12), chegamos a conclusfio de que os momentos do estimador de
Rosenblatt-Parzen se reduzem aos momentos da fungdo nicleo utilizada e independem de #.
Isto ¢ importante conceitualmente pois mostra que, tomando uma amostra grande, ndo serd
possivel reduzir o vicio. Torna-se necessario entdo procurar condigdes para obter estimadores
assintoticamente ndo-tendenciosos.

No entanto, em situagbes muito especificas, podem ser obtidas expressdes trativeis e com
significado intuitivo dos momentos do estimador f,. Um amplo estudo destas situagdes

encontra-se em Deheuvels(1977). Também Fryer(1976) obteve expressdes explicitas para o
vicio, FQOM e EQMI ao estimar a densidade normal utilizando o estimador de Rosenblatt-
Parzen com fungfo nucleo gaussiana mantendo ¢ tamanho de amostra finito.

Segundo a defini¢io do estimador };, observamos que depois de escolhida a fungfio nacleo

K, para se ter completamente especiﬁ‘cada a forma do estimador, temos que achar uma
expressdo para o pardmetro de alisamento 4. Neste sentido Deheuvels(1977) utilizou o £OM, e
a partir dele obteve o valor 6timo de A4, achado em (2.6), minimizando o ZQM.

17



Capitulo II: Estimadores de Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade

Voltamos a ressaltar que este valor além de depender da fungdo de densidade desconhecida
/, depende também do ponto x no qual se esteja fazendo a estimagio, ou sgja, o # 6timo em
(2.6) constitui uma expreése"io local. Para contornar esta dificuldade propde-se utilizar como
medida de ajuste o erro quadrado médio integral EQMI, definido em (1.9), ¢ que nesta
situagdo serd

EQMI(f,)=E [(fu(x)~ f(x))*dx.

No estudo de Deheuvels(1977), obteveram-se expressdes exatas do LOMI quando a fungdo
nicleo K é simétrica e a fung3o a estimar gaussiana padrdo. Nesta situagiio o QM sera

aserito como:

EOMI( f, )= j (E(Fy(x) = f(x))7 de + j Var( f,(x)jdx = By + By ,

—20

e, segundo Deheuvels(1977), Proposi¢do (2,7) pagina 19, temos que

-1
-5 [ ) Termm .

K

j K2 (x)dbc - hth"{ CcV } }:[“f’jj 2PE (x o j - EPK(x)dx}

2r+1
r=0 W2 =0 %

Vejamos nos exemplos a seguir a forma particular de B ¢ B,. Estes ¢ outros exemplos
acham-se em Deheuvels(1977).

Exemplo 2.1: Seja frx)= ﬁe%? x real e funciio niicleo K(x)=1se xi< . Entdo:

“ .f'f_(zf‘_{-])‘/;; r+1 p2r-1y7 nh ’h/;r:() P 2F +1)(2r +2)2%

LED

R~ ]

X xz

Exemplo 2.2: Seja f(x)ﬁz—fl_.——e 2 x real e fungio nicleo K(x)zﬁemf , ¥ real.

Emio:

18
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[ 1
1 2 1

}31 == ! H‘{ - +11, ‘32 = w{} - }?_.__j
Wr L\/zmz Juéh? 2inm| f1n?

Se a fungio micleo X for normal de média zero e varidncia W10 EOMI correspondente
ao estimador f, seria a somade By e B,.

Estes exemplos servem para mostrar o dificil trabalho com as expressfes exatas do £QMT
do estimador f,,. Além disso, os valores de 8; e B, achados nestas situacBes particulares

podem ser utilizados para minimizar o £QOMI em relagiio a A e compard-lo com o valor &
obtido minimizando-se expressdes aproximadas do FOMI. Este estudo sers realizado na Segiio
252

2.3.2 Propriedades assintéticas

Da expressdo (2.11) observamos que o estimador de Rosenblatt-Parzen ¢ tendencioso ¢,
além disso, a varifincia em (2.12) nfo permite decidir sobre a sua consisténcia. Aproximacdes
dos momentos em determinadas situagdes auxiliam no estudo do estimador.

Seguindo os estudos de Parzen(1962), Silverman{1986) ¢ Wand & Jones(1993), vejamos
primeiramente condigbes para que o estimador de Rosenblatt-Parzen seja assintoticamente nfo
tendencioso. Considerando o pardmetro de alisamento # como dependente do tamanho da
amostra, isto é A=k, e

lim h, =0,

Hp0
o seguinte resultado sobre o limite da esperanca de ,?,, fol provado em Parzen(1962).

Teorema 2.1: Suponhamos a fungéio micleo X satisfazendo lint, ... yK(v) = 0 e {h,} uma
seqiéncia positiva convergindo a zero. Entfio, a esperanga do estimador £, pode ser escrita

COmaG

E{?nrx))xﬁi- Of K{f}f{w yjdy, (2.13)

1] {1

e, em cada ponto de continuidade de f,
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tim B{fa(e))= 769 [ Kooy = f(x). 2.14)

Da expressio (2.14) temos que f,, ¢ assintoticamente nfo-tendencioso.

Qutra propriedade importante geralmente exigida de todo estimador € a consisténcia. No
seguite teorema, Parzen{ 1962} obtém o limite da varidncia do estimador de Rosenblatt-Parzen.

Teorema 2.2: Seja a fungdo ndcleo K limitada e de guadrado integravel Neste caso o
estimador da fungfio de densidade fﬂ tem variancia satisfazendo

litty oo nisVear( Fo)) = fx) j' K26)dy (2.15)

em todo ponto x de continuidade de /] se A0 quando n—.

Do Teorema 2.2 obtemos que Var(f,(x)) é da ordem Of Vw). Logo, para que o
estimador de Rosenblatt-Parzen seja consistente exigiremos que »h, —» o gquando #-» o0,
Nessa situacio

(it oo Var{ fnf %)} = 0.

Sabemos que o FOM de 7,(x) pode ser decomposto em Var( f,(x) )+{vici{){ﬁ,(x I
Peio Teorema 2.1, temos que

fviciof f(x))}" >0

em cada ponto x de continuidade da fungiio de densidade £ e, como consegiiéncia do Teorema
2.2,

lfar{fﬁ {xi}—0
quando n-—» .

Expressdes exatas dos momentos do estimador £, ndo sfo de muita wtilidade. Com o

objetivo de obter aproximagses, Parzen(1962) obtém expressdes aproximadas da esperanga €
varidncia de ¥, . Vejamos isto.

Pela definigio de esperanga, temos

20
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cep 2t O] 1 L x-y e
Evae)={" K|~ Fyidy,

£

para algum &>0. Utilizando a mudanga de varidvels y=x—#,¢ ¢ a expansdo em série de
Tavlor em torno do ponto x da funclo f({x - hf) dada em (2.4), obtemos

EVZEY )= j' 7 éxz*‘i’(z)f(x by £ it

2 2 3.3
= J‘ 345142*"’&;&@ ytf” (x)ﬁmf"f 2)- f'"(x)mmﬂ‘)}hﬁdz

Desconsiderando os termos nos quais aparecem as derivadas de ordem superior da fungio £,
chegarnos a

EWES ) ] H —— f(x) j;‘:g"‘"ﬁ ()t . (2.16)

3

Die maneira similar chegamos 2 seguinte expresséo aproximada para a variincia

Vaf{VH)m};ﬂf(x) f.Kz{y)dy_ (2.17)

i

Com o objetivo de utilizar o Teorema Central do Limite de Lindeberg, verifiquemos se a
condigio de Lyapunov ¢ satisfeita, isto é vejamos se para algum 6>0

f:mw-m- ZL Wi — EVg )P =0, (2.18)

F R vo) i’ __1

onde sg = Var( Z:; I_V”i 2.

Neste caso, dadas as condigdes das v?i‘i&veis aleatOrias V,; , obtemos que 32 =nVar(V, ) e

> W= BV, )P =nEV ~ BV, )P0
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Utilizaremos as aproximacgdes dos momentos em (2.14) para provar a validade do limite.
Uhbservemos que

2485

By~ BV, j20= | {fwx[—’fl“—‘i] -l Zx[igﬁ)ﬂy)aﬁ» Fyidy.

Da expressio da decomposiciio em série de Taylor em torno do ponto x da fungéo
Fix - ht) dada em (2.4), obtemos

( 248
Y - X )
EV, ~E(Vy )P fH;f dt

»

k)~ 1 ( -—Jf(}*)a'y

hi+§

¢, multiplicando e dividindo em {2 18}, chegamos ao seguinte resultado

: 5
2 m "V BV P

fim - :z 5 ZMV’“ EVy )0 = S 9

np00 gETE n——}m W /Z(V J

hi+§EEV F"{Vn )‘24-5
Wvar i v,

= fim

ﬂﬁ%m( ' )/h

Substituindo as expressbes de LV, ~ E(¥, )[2+5 e Var(V, ), temos

b

Z Vi = E(Vy )P0 =

iim -
2+

K{”f) F’I{ ]f(y)ay; di

fz

(i, )5y A ( 70§ K%}dyj

Bste Oitimo limite pode ser eserifo como

lim - §Zf,wm E(V, ) = lim (1 =0,
A-300 g =1 n——%m(ﬂh )fzf/ﬁ{x)(
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X
ja que, sendo C; e C; constantes positivas, para todo &0, _{ K 2"‘”5( y)dy <o

a0

Assim, do Teorema Central do Limite de Lindeberg, obtemos que

~ L ' ¢ yz
TGy )
e War( T (x)) ﬁc) gl 2o

Rt

para todo real ¢

O grau de aproximagio para a distribui¢io normal do estimador ‘?ﬁ( x) pode ser obtido
utitizando o resultado do artigo de Esseen{1945), Teorema 2, Capitulo IV:

F(x)=®(x b —id (1 x? )g“%w(#) (2.19)
66 2 Vs’
onde w3 representa o terceiro momento central, o o desvio padrio e © a funglo de
distribuicfio gaussiana.
Utilizaremos (2.19) para escrever a fungdo de distribui¢io de probabilidade F da variavel

aleatoria (V,, — (V) })/ ﬁ’w{ an em termos de @ e admitiremos validas as condigdes para a
obtengdo desta aproximacio diferente de Parzen{(1962).

Sob estas condigOes

o EV2) - 0
Flx)2@fx) o gp ) g1 e ro{ L.

Substituindo os momentos pelas suas aproximagdes, isto €,

17
v s oy jﬁf% e

7 o0
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” S
Var2 (v, ) w[ﬁm,f(x) fx2 )df} ,

temos

" 2
F,f’x)%d)(x}_%«wﬂhﬁﬁx)( {j (}f)dy}/{j K {y}@v} }(1 2T m{j;;)_

Parzen{1962}, Teorema 3A, demonstrou gue o estimador }ﬂ também ¢ uniformemente
consistente para a fungdo de densidade f, ou seja, para todo £>0

Pl sup | ful*) »f(x)iw] 1

I XN

quando # 3.

Como conseqiiéncia dos Teoremas 2.1 e 2.2, se o parBmetro de alisamento 4, for uma
fungiio do tamanho de amosira satisfazendo A,—0 e nh,—o0, quando n—oo, as propriedades
consideradas n8o restringem a funcio nicleo X

2.4 Estimadores de niicleo admissiveis

O conceito de estimadores de nicleo admissivess foi introduzido por Cline(1988) e serve
como um critério na escolha da fungido nicleo.

Definicdo 2.2: Diremos que a fingio nicleo K ¢ admissivel, se a dnica fungiio nicleo X,
satisfazendo

P j’{n&zﬁa[ X f(,v)] Bk f[ k(5 m)} . (220)

para toda #, € K, = K. O estimador fﬁ ¢ admissivel se for definido através de fungdes nicleo
admissivets.

O trabalho de Cline(1988) caracteriza as fungdes nicleo admissiveis.
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Teorema 2.3: A fungio nicleo K é admissivel se e somente se, sua transformada de
Fourier wé real e satisfaz 0< w<1.

Deste teorema obtemos que para a fungio micleo K ser admissivel, ela tem que ser
simétrica. Outra propriedade destas fungbes € serem unimodais e que de qualquer
rescalamento se obtém novamente uma fungdo nicleo admissivel. Isto mostra que a escolha de
tais fungfes é possivel independentemente da escolha do pardmetro de alisamento. Varias sdo
as fungbes de densidade que podem servir como nicleos admissiveis. Entre estas estfo a
gaussiana, a logistica, a exponencial dapla e outras.

2.5 Parametro de alisamento h e a fungio nucleo otimos

Estudamos na Secio anterior um critério para a escolha da funge nicleo. Vejamos aqui
oufro desses critérios induzidos pelo erro quadratico médio integral (FOAMT). O objetivo de
usar o EQMI é obter medidas globais da qualidade do ajuste do estimador da fungio de
densidade.

Suponhamos que escolhemos uma funcio nicleo K admissivel Isto nfo traz resultados
importantes quanto ao parimetro de alisamento, por esta razgo € que se trabatha com o KOMT,
esta medida de ajuste permite relacionar a escolha da fungdo X com o parimetro A Ainda
assim, os resultados obtidos relacionando estas fungties sio de utilidade tedrica.

Tentaremos obter um valor Otimo do pardmetro de alisamento A, no sentido de minimizar o
EOMI, similarmente ao que foi feito no estudo do estimador de Rosenblatt minimizande o
EOM.

Observamos que o integrando na definigiio do EOMI, segunde foi definido em (1.9), ¢ nido
negativo, logo serd possivel inverter a ordem de integragiio, obtendo-se

el

EOMI(J) = [EQM(Fy(x))de = [{E(F,(x)~ F(x)F di+ [Var(F, (x ),

isto €, o KOMT é a soma da integral do vicio ao quadrado e a integral da vanidncia.

Para a vaniincia de ?;,? temos, de (2.12) e (2.17), a seguinte expressio aproximada

? A transformada de Fourier yda fungfio niicleo X & definida como wet) = [ TS (x )dx .
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Var( Ju(x)~——1(x) f K2 (y)dy.

H

Falta~-nos ainda uma expressio aproximada para a integral do vicio ao quadrado. Para isto
seguiremos o estudo de Parzen(1962), Silverman(1986) e Tapia & Thompson(1990).

Consideremos a Transformada de Fourier i da fungio nicleo K e definamos a fungio
caracteristica empirica de 7, , isto €,

o
B N 1 1 Y
Pult)= Ielmd}'ﬁ (x)"“_";’ze!ﬂk s
—ry kif

onde Xj,...,X, é uma amostra aleatoria da densidade £ Temos entfio, pelo Teorema de

Inversdo, que

.?;’i(x): h ZK[X Xk} :E;"“ J dx{)’:"(hnt)@n(!)dt»
H k= 1 .

Além disso, se
Pl1)=E(p,(1)=13" E(e™4),

entio

EFu(x) = [y thyip(r

Se J'm |¢:( t )|dt < +oo, o Teorema de Inversdo ¢ valido, com isto, a fungio de densidade f
i

existe e pode ser escrita como
1T
J(x)=—== e p(1)dt,
N2 e

obtendo-se
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vieio( Fu(x)) =5 [ [y(hyt)~ g1

Se existir um ntmero positivo r tal que

k. = zzmo[w} (2.21)
=0 |

seja diferente de zero e finito, este sera chamado de expoente caracteristico da Transformagio

we k, de coeficiente caracteristico. Desenvolvendo em série de Taylor a fungdo '™, obtemos

1| P e K x )
k, = lim - =

130 "

1—014"

= [im ___[} “I K(x)dx - fi{{"i.[w er{x)dx*UﬂFH)jI,
FLovT0

e, a partir deste resultado,

WZLIQ%W‘W" 2l ocodt > k£ (x), (222)
h;; Zﬁ’t’ﬂw Iy, t f

onde

d SR
ffr)(x)x};;{ _ﬁj_me G ot )d

X
Temos assim expressdes aproximadas para os termos que definem o £ZQM/. Assim,
EOMI( Fy(x))~ b2 k2 j £ x ) it j K20 )dx |
o

Dos possiveis valores assumidos por #, o de maior interesse ¢ 2. Nesta situagdo, devido as
suposicles sobre a fungdo nicleo X, obtemos de (2.22) que
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viciof ,Z? (X))~ f?;;z kaf"(x),

sendo
oo
ky=1 I_wsz(x Jdbx .

Logo, a expressio do £QM/ serd aproximadamente

4

EQM](’%(:«:))%%—U ZK(xm) j Fix)? e+ sz(x)dr (2.23)

Observemos na expressdo acima que se escolhermos /A, muito pequeno, diminuiremos o
vicio, mas teremos aumentado o valor da varifincia. O objetivo entdo ¢ achar 7, opt» © hy Otimo

no sentido de ser aquele que reduz ac minimo o LQOMI. Para isto Parzen{1962, Lema 4a)
obteve que se 4, B, a e f sio numeros positivos dados, ento o valor x para o qual

Ax® + Bx ¥ assume o minimo é x = ( BB/ ad )V (P

Fazendo uma analogia entre a fun¢io mimmizada pelo Lema 4a em Parzen(1962) e a
expressdo em (2.23), obtemos

Popt = nhu K?"(’x)dr)/Uisz(x)dx)—%Uij‘"(x)zdx]m}g. (2.24)

Substituindo o A,,, em (2.23) obteremos o EOMI otimo. Este sera

/ / ..
4,/
EOM oy ( ) = (j K(x )dx] (j £(x) asvj (j x K(‘x}aﬁrJ n /3
A expressiio em (2.24) ndo tem utilidade pratica pelo fato de depender da funcio de
densidade f desconhecida. No entanto, algumas conclusdes tteis podem ser obtidas.

Observemos primeiramente que Aype vai convergir a zero quando o tamanho da amostra

" —- 1 o . "
cresce, na razdo de » /*. Dado que fm Fr(x )zdx mede a rapidez das flutuagbes da

densidade f, devemos esperar que valores pequenos de /%, sejam apropriados para as

densidades com rapidas flutuagdes.
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QOutro fato interessante relacionado com a expressdo (2.24) é que a aproximagio obtida é
boa inclusive para pequenos tamanhos de amostra (#=10). Na tabela a seguir, obtida por
Deheuvels(1977), se compara o valor de # que minimiza o EQMT exato e o EQMI aproximado
para as fungdes nicleo consideradas nos Exemplos 2.1 e 2.2,

i hops exato hope aproximado

10 2475 2.326

20 2126 2.025

50 1.747 1.686

100 1.510 1.468
Tabela 2.1: Valores exatos e aproximados de /,,, para as fun¢des nucleo unitaria
K(x)xls&lx}&—é—

7 hops exato Hopr aproximado

10 0.758 0.668

20 0.642 0.582

50 0.520 0.484

100 0.445 0.422

Tabela 2.2: Valores exatos e aproximados de 4,,; para as fungBes nacleo gaussianas.

Uma forma de utilizar a express3o (2.24) na pratica € calcular [‘; frix )26& supondo fa

) . . . o —1 5
densidade gaussiana com varidncia o 2. Neste caso, obtém-se j f(x )2dx :—é— T ¢ 7 e, se
)

.y -~ . . )g‘/ = E,f/
também for utitizada a fungéo nucleo gaussiana, obtemos A, = (%) Ton 5.
Definido o EQMI,,, 6timo em relaglio a A, , pensemos agora na otimalidade desta medida

de ajuste em relagdo a fungdo nicleo X .

[l
Observemos que, se J- K (x)dx ndo ¢ idual a 1, dado que estamos supondo K como

admissivel, poderemos fazer uma transformacio de varidvel adequada de maneira a obter o
valor desejado desta integral, entdo, minimizar o LQM/,, em relagiio 4 K, implica minimizar

® g . o0 w g . .
j K (x)dx restrito a ! Kix)de e I x“K(x)dx serem iguais a 1. Num contexto
ol 30

diferente, Hodges & I.ehmann{1956) mostraram que a solugdo deste problema € a funcdo
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3 I p
ke |aE 57 eres

0 caso contra’rio

(2.25)

e

conhecida como func¢io nacleo de Epanechnikov(1969).

Esta fungdo servira entdo como padriio de eficiéncia do nicleo do estimador de Rosenblatt-
Parzen.

Definicdo 2.3: A eficiénciafef) para uma fungio nicleo K é proporcional & razio dos
valores de FOMI 6timos obtidos segundo as fungdes nicleo de Epanechnikov e K, isto é

effK) = {EOMI oy (K )/ EOQMI 5 (K )}5/4 _ (2.26)

Observemos que, para a utilizaglo pratica desta medida, a expressdo em (2.26) sera escrita
COMmo

~1

-
eﬁ(K):?j—g—{jisz(x)dx} /z{fm;(z(xm}

Silverman(1986) e Wand & Jones(1995) incluem tabelas apresentando a eficiéncia de
diferentes fungbes nucleo. Destas obtém-se como conclusio que dados os valores muito
proximos a um para todas elas, este nfo constitui um fator determinante na escolha da fungio
nicleo a ser utilizada. Por exemplo, a eficiéncia da fungdo nicleo uniforme no intervalo
(~ }/ %) ¢ 0.9295 ¢ a eficiéncia da fungdio nicleo gaussiana € 0.9512. Logo a utilizaglo da

fungfio gaussiana como nicleo esta bem justificada.
2.6 Estimacgao do parametro de alisamento h

Muito ¢ conhecido a cerca da relacio entre a razio de convergéncia de f,, para fe o grau
de dependéncia assintdtica do pardmetro 2 como fungdo do tamanho de amostra #. No entanto,
para # fixo, o estimador f;, ¢ sensivel 4 escolha de /7 e no existe uma metodologia geral para a

determinacdo deste pardmetro.

Estudando esta problemética, vérios pesquisadores referiram-se a escolha pratica de A
Chow et al(1983) observaram que “a relaciio geralmente bem compreendida entre o pardmetro
de alisamento assintotico e a razio de convergéncia do estimador nfo resulta em um guia
pratico para a implementacio do estimador em dados reais”. No mesmo contexto,
Silverman(1978) opinou que “observamos uma consideravel necessidade de métodos objetivos
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de determinacio do parmetro de alisamento apropriado para uma dada amostra”. De forma
mais genérica, Wahba(1981) afirmou: “o maior problema na estimagio de densidades ¢ a
escolha do pardmetro de alisamento, que € parte de todos os estimadores da funcio de
densidade ...

Para exemplificar a situacdo descrita no paragrafo anterior, geramos uma amosira de
tamanho 50 da mistura de densidades gaussianas %N( ~2,025) + %N (32.56).

Utilizaremos o estimador de Rosenblatt-Parzen com nucleo gaussiano, isto €

~ 1
X)=————— Y €
Tol9)= s 2

O valor do parimetro de alisamento / € arbitrartamente escolhido como #=0.2, 0.5 ¢ 1.5
Nos Graficos 2.8, 2.9 e 2.10 a seguir apresentam-se a amostra gerada de tamanho 50, a fungio
de densidade e a forma do estimador para os diferentes valores de /.

0.35 m-; Fatimador
] T 2
o Arstra

G330

025

G20 -

015

010

0eos -

-4.00 -2.33 -0.87 1.00 267 423 8.00

Grifico 2.8 Estimador de Rosenblatt-Parzen, parametro de alisamento #=0.2.
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030

4.25

015
bAIY

0os ' P

080 e e . . ) e
T : =y i 1 ¥ T 7 g

-4.00 ~233 -8.67 1.00 287 4.33 6.00

Grifico 2.9 Estimador de Rosenblatt-Parzen, pardmetro de alisamento /#=0.5.

430

3
RO 5

Fstimodor

0z -

020

e )

Q05

: . s o . Lo . ; e - iy

6.60 “‘3
H

~4.00 ~2.33 087 .00 267 433 S.00

Grifico 2.10 Estimador de Rosenblatt-Parzen, parBmetro de alisamento /#7=1.5.

Observemos nos seguintes graficos o comportamento do vicio e da varidncia para
diferentes valores de 4.
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Comporfamenfo do varidncio




Capitulo I Estimadores de Rosenblati-Parzen e Grenander da funcio de densidade

Pode-se observar que, quando /=1.5 obtém-se 0s menores valores de varifincia, no entanto
o vicio ¢ comprometido, situagdio contraria quando #=0.2. Dai a necessidade de estimar um
valor que pondere estas duas formas de medir o ajuste do estimador de Rosenblatt-Parzen.

Para isto devemos considerar o pardmetro de alisamento como fungio do tamanho de
amostra. Das variadas formas propostas na literatura, provavelmente a de maior versatilidade e
mais amplamente estudada é o método de validagdo cruzada.

2.6.1 Estimacgdo de h via validagdo cruzada

A idéia geral deste procedimento de estimagio € medir, como fun¢iio do pardmetro de
alisamento, a habilidade do estimador para interpretar ou ajustar os dados observados. O
parametro de alisamento A sera escolhido como aquele que maximiza esta medida. A validaggo
cruzada ¢ obtida eliminando-se uma observacio e calculando este estimador na observagio
eliminada.

Denotemos por f',j_i o estimador de Rosenblatt-Parzen calculado depois de eliminar a /-

ésima observagio, isto ¢,

e 1 IK(X“XJ’} 02
n-i(X )= ) — : «
izmlj#h h

Este estimador n3o depende de X, e f,,f_“]( X;) pode ser escolhido como medida apropriada
da contribuigio de X, ac valor de 7 se fffm;_( X;) for grande, entdo pode ser dito que
ﬁf_l( X, ) “antecipa” a observagiio X, e que A ¢ apropriado. Valores pequenos de ‘ﬁ_l( X;)
sugerem que a observaclo X; pode ser esquecida e interpreta-lo como evidéncia de que o valor
de /r é improprio,

Variando 7 ao longo da amostra, obtemos » de tais medidas de ajuste que entdo podem ser
combinadas na expressdo de verossimilhanca

Len)=T1 i), (2.28)
i=1

ou utilizar as f,!_ (X, ) numa expressdo aproximada ao erro quadratico integral (EQJ), dada

por
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BOly = [T (wjde =223 Fla(x, )+ [ 120 (2.29)
—ar i=1 0

o3

Escolhendo };ﬂ como aquele que maximiza (2.28) ou minimiza (2.29), obtemes o estimador
deh .

O primeiro destes procedimentos foi proposto por Habbema ef af(1974) e, separadamente,
por Duin(1976). O segundo procedimento foi sugerido por Rudemo(1982) ¢ Bowman(1984),

2.6.2 Validagao cruzada minimos quadrados

Observamos que, minimizar o erro quadratico integral,
e e £s] o
A P 2. [F2, ¥ s 72
EQly = [(Fate)= £l de= [ £ (ope =2 [ Futx)f (xde+ [ £2(x)ax,
g 3 0 3
¢ equivalente a minimizar
~ ol Mz o N
Ry = [ Flexjde =2 [ Fofxpf (e,

dado que a altima integral em (2.29) ndo depende de A. O principio basico da validagio cruzada
minimos quadrados é construir um estimador de R, e minimiza-lo em relagfio a & para obter o

estimador do par@metro de alisamento. Vejamos como construir f{}, , um estimador de R,.

Definamos
[+.83 1 ¥ )
Ry= [ 73 oope =23 Tha(X,). (2:30)
e fxl
Como

E&Zﬁi—u’z’(} )} =B X 0= | Flarx)f(ojde=E | Fotx) fexjan,
i=1

0 -0
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temos que IR, )= E{K, ), e com isto, provamos gue R, + I Ff 2( x)dx & um estimador
0

ndo tendencioso do erro quadratico médio integral, MEQ!, = E(EQI, ).

Com isto, minimizar R, em relagio a & seria uma boa alternativa na estimacgfo do

parametro de alisamento.

Certos estudos, veja por exemplo Park & Marron(19903, mostram que esta forma de estimar
o parimetro de alisamento pode ndo ser adeguada e apresenta severas dificuldades
computacionais, Wand & Jones(1995) mostram que o ﬁn achado minimizando (2.30) ¢
altamente varidvel. Scott & Terrell{1987) propSem uma versio de validag8o cruzada minimos
quadrados a qual € tendenciosa porém ganha em estabilidade, o 3;,? obtido assim, tem sempre
uma varidncia menor em relagfo ao resultado obtide quando é minirmzado (2.30} diretamente.
QOutras formas de estimacdo de 4 relacionadas com o AQN podem ser achadas em Wand &
Jones{(1995}.

Apesar destas dificuldades, boas propriedades foram provadas para o ;;H. Stone(1984)
provou que, assintoticamente, este estimador € a methor escolha de par@metre de alisamento no
sentido de minimizar o EQJ. Bowman(1984) mostrou, via simulagSes, que f » apresenta

resultados satisfatorios em densidades com caudas compridas. Qutras boas propriedades de f’n
foram provadas em Hall & Marron{1987a, 1987b) e Hall(1982, 1983).

2.6.3 Validacao cruzada pseudo - maxima verossimilhanca

Maximizando a fungdo de verossimithanca £(4) em (2.28), obtemos o estimador de 4 por

validagio cruzada pseudo-maxima verossimilhanga. No obstante, esta maximizacfio pode ser
drasticamente afetada por valores amostrais quando f estd proxima de zero. Exemplos desta
problematica foram analisados em Marron(1985).

Marron{1985) considerou varias formas de solucio desta dificuldade, que é a maior
limitacio deste procedimento, conduzindo ao refinamento que sera adotado como método de
estimagio do parimetro A.

O algoritmo proposto por Marron{ 1985} para a estimagiio de # consiste no seguinte:

1. achar um intervalo fa,&F no qual seja conhecido que £ ¢ limitada e positiva,
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#
L. definir a verossimilhanca estimada f':;g = H f;:q pl( X }}f aif{Xi) gl X;) ,
fe=}

NI assumir A, como aquele que maximiza .

Note que a validacio cruzada ¢ realizada s6 naguelas observagbes que pertencam ao
intervalo fa b/, Pela vantagem computacional que ofercce este método, sera o adotado nas
simulagdes referidas ao estimador de Rosenblatt-Parzen incluidas no Capitulo V.

2.7 Propriedades assintéticas do estimador 7, ,

As propriedades assintoticas do estimador de Rosenblatt-Parzen foram estudadas supondo o
parmetro de alisamento conhecido. Nesta Seclo estudaremos propriedades quando o
pardmetro de alisamento A for estimado por validag8o cruzada, em especial, quando o método
de estimagdo do par@metro / € pseudo - méxima verossimithanga.

Para medir o desempenhe do estimador f,; em relagio a £, no caso do estimador ser

obtido via pseudo - maxima verossimithanga, utilizaremos a seguinte versdo de erro quadratico
meédio, definido como

EQM'(h) :;}Z(.f;_m(xs D= SO 7 FHX N ap (X))
i=l

A justificativa desta proposta de critério de ajuste pode ser vista em Marron{1983). A seguir
incluem-se suposi¢bes e restrigfes para o teorema que demonstra o bom desempenho do

estimador ‘?ﬁ';,ﬁ
Para algum &> 0, definamos as seqiéncias {4, ) ¢ {Mfin} comao sendo

( espago das fungdes de densidade £ € restrito dquelas que sejam limitadas e positivas no
intervalo fa, b/, suporemos que existam constantes M, Af” e ¥, £>0, tais que para todo parx, y
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i LS F(p)< Mix - 37
i, |Kfx)-K(y)|< M|x -y

Suponhamos também que, ou a varigvel aleatoria X tem algum momento, ou a fungiio nacleo
K tem suporte compacto. O seguinte teorema, provado em Marron(19835), € entiio valido.

Teorema 2.4: Dadas as suposigbes anteriores e se {lgﬂ } for uma sequéneia de pontos de

mixamos de

- 2y g Vst (X0} ~p(X, )
L(}’*’):nfmi,h(_x:‘) rasj(Xilg-p(X,)
i=1 :

sujeitos 2 restrigho ki, efh, .k, ], entlio
EQM'(h, }

inf  EQM(h)
helh k|

—» 1 quase certamente.

For mostrado em Marron{1985), via simulagdes que a restrigiio e ,f&ﬁ,}}g / ndo constitui
um problema nas aplicagbes praticas. Além disso, foi mostrado também que se {hk,,,‘ } for uma
seqiiéncia qualquer de pontos de maximos de Lih), entiio 5:,1 —3 {} guase certamente.

Resultados similares ao Teorema 2.4, no caso de estimar / através de minimos quadrados,
foram estabelecidos por Stone(1984), ele utilizou o EQM.

2.8 Estimador de Gre-nandier

Nesta Secfo nos dedicaremos ao estudo de uma outra proposta de estimador da fungfio de
densidade desenvolvido por Grenander(§l981) e conhecido como estimador de Grenander.
Outra referéncia importante ¢ Geman & Hwang(1982). A definicio deste estimador seri
apresentada nesta Se¢do, exemplos na Seco 2.9 e resultados gerais sobre existéncia e
consisténcia serfio estudados na Seciio 2,10

0 método de Grenander, também conhecido como “sieves”, € uma técnica mediante a qual
resultados da estimagdo paramétrica podem ser aplicados a problemas nfio paramétricos. A
idéia ¢ utilizar, por exemplo, o método de maxima verossimithanga na estimagdo de densidade,
s que, como foi dito no Capitulo I, o espaco paramétrico, nesta situacgio, o conjunio de todas
as fungdes de densidades de probabilidade, denominado ®, ¢ muito grande para a existéncia do
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estimador de méxima verossimilhanca, ou seja, ndio existe ge® gue maximize a funcio de
verossimilanca

"
Lyfg)= Hg(Xi)-
i=1

Come o método de maxima verossimilhanca nfo fornece um estimador adequado neste
contexto, foi sugerido por Grenander a maximizagdo da verossimilhan¢a numa seqiiéncia de
subconjuntos do espago paramétrico. Essa seqiiéncia foi chamada de “sieves”, dela se exige
ser ndo decrescente com o tamanho da amostra e que a sua unido seja densa no espago
paramétrico origmal.

Assumamos que (©,d) seja um espago métrico de fungBes de densidade de probabilidade e
gue a fungio de densidade de probabilidade desconhecida seja £, o parimetro a estimar.

Consideramos também como espago amostral o espago de medida (R, B, dx), com dx medida
de Lebesgue e B os borelianos. No espago amostral definido temos a familia de medidas de
probabilidade ou de distribuicdes de probabilidade {Pr:f e}, com a propriedade de serem

identificaveis e absolutamente continuas em relaglo a d, isto €, (dFy / dx J(x)= f{x). Assim,

podemos definir o experimento estatistico como sendo a tripla (X, B, {Pr:fe@l.

Definicdo 2.4: Sejam /5, uma seqiléncia de subconjuntos de @, (X, B,/ Profe®@})o

experimento estatistico e X3, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho » da fungfo de
densidade de probabilidade desconhecida f;,. Diremos que {5,/ constitui uma seqiiéncia

“sieves” se satisfizer que: S © Swi, WiSw dense em ® e que o problema de maximizagio

Fi
S =arg max L, (g) = arg max [erx:).

ges, gesy

tem solugiio para todo m e a1,

O indice m é chamado de parfimetro do “sieves” e deve ter uma relacfo estreita com o
tamanho da amostra.

Desta definicio obtemos uma seqiiéncia de estimadores de Grenander { fm 24> que se deve

provar é consistente em algum sentido, isto ¢, fﬂmm —» fo. em algum sentido, guando
n,m—» o« . Este procedimento de estimaglio foi descrito em Grenander{1981) e ¢ conhecido
como “método de sieves”,
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O desenho a seguir tenta ilustrar o método. Nele, f,, é um elemento de §,, que, quando m
cresce, aproxima fy num certo sentido, que sera esclarecido no Teorema 2.6.

‘",‘ :i;m / f LR - fm

S S————

Temos que encontrar condigdes para que, a medida em que, os estimadores de Grenander
Jmn seaproximem de £, quando # cresce, 0s f, se aproximem do pardmetro fj. Isto so
serd possivel se m =m, e m, — o, quando #n —» «.

Alguns exemplos que ilustrarfio este procedimento sdo apresentados na proxima Segdo e
podem ser encontrados em Grenander(1981). Exemplos tratando de outros problemas de
estimacdo por “sieves” encontram-se em Geman(1982), Nguyen(1982), McKeague(1986),
Karr(1987}, Antoniadis(1988) e Moulin ef al(1992).

2.9 Exemplos de estimadores de Grenander

Histograma

Seja X, ..., X, uma amostra aleatoria da fungfio de densidade desconhecida f;. Definindo
para cada m > 0 os conjuntos
S = {f €@: fconstante nos intervalos [—g—ﬂ}—fg) k= O,il,izs...}, )

e, tazendo m crescer, obtemos que a seqiéncia {5,/ constitui um “sieves”, e o estimador de
Grenander associado para um dado tamanho de amostra 7 e uma dimens@o do “sieves” m &

Fr()= 5?2 1{&_4 )% )l[m £ (<),

! :
zm 21‘?2

9 ’2;’?1

o . . 1
que constitul o histograma com amplitude de intervalo —.
2
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Estimadores de maxima verossimilhancga penalizada

Este método de estimacdio estuda o problema de estimar a fungdo de densidade de
probabilidade desconhecida f no conjunto & que maximize

D log f(X; )+ Ag(f)
i=

onde ¢ € um determinado funcional de penalizagiio. A soluglo do problema descrito € o
estimador de “sieves” obtido definindo-se a seqii€ncia

Sm :{f €®¢(f)f§m}

Um estudo da relacio entre os estimadores de maxima verossimilhanga penalizada e os de
“sieves” acha-se em Gimenez(1993),

Estimador de Séries Ortogonais

A idéia deste método ¢ estimar f estimando os coeficientes da sua expansdo em série de

Fourier. Sejam @) c Hc O, H é um espago de Hilbert separavel. Neste caso
fe@o f=7% 014,
k=0

onde {$1 }r—o, o ©uma base ortonormal de H.

No contexto de estimagldo por “sieves”, definindo a seqiiéncia
— m
Sy =1f €@ f= Z‘gkék >
k=0
obtemos o estimador “sieves” por séries ortogonais.
Q “sieves” de convolugao

Um tipo de “sieves” proposto por Grenander, mas pouco estudado, ¢ conhecido como
“sieves” de convolugdo. Neste caso, para uma dada densidade K, usualmente simétrica em
torno de zero,
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Capitulo I1: Estimadores Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade

S, = {_f c@: f(x)= J'mK (m( X-y ))F( dy ), F fungdo de distribuigio de probabilidade }

Os mr sdo reais ndo-negativos e a fungdo K é chamada de nicleo.

Este “sieves” fornece um estimador que esta estreitamente relacionado com ¢ estimador de
Rosenblatt-Parzen estudado nas Segbes 2.2 a 2.7. Serd visto que, se m—» o quando #—
numa velocidade apropriada, o estimador f,,, sera consistente. Este tipo de “sieves” sera

estudado com detalhes no Capitulo I, enfatizando particularmente o caso onde a funcio
nucleo K € a densidade gaussiana.

2.10 Propriedades assintéticas do estimador de Grenander

O método de “sieves” produz uma grande variedade de estimadores e propriedades de
existéneia e consisténeia podem ser obtidas de maneira unificada.

As referéncias basicas para os proximos resultados sdo Grenander(1981) e Geman &
Hwang(1982). Os conceitos a seguir nos permitiriio apresentar os teoremas de existéncia e
consisténcia dos estimadores de Grenander. Como anteriormente, seja f ¢® o espago das

fungdes de densidade com uma métricad e 5, um “sieves”.
Para f €3, definamos a bola
Bu(f.e)={g Sy d(f.g)<¢}.
Entenderemos por “entropia formal™ a funcdo
H(f.g)=Es(Ing(X))=[Ing(x)f(x)dx,

onde f,ge®.
Associada a H temos a informagiio de Kullback-Leibler definida por H( f.f )~ H{ f.g}.

O conjunto dos estimadores de maxima verossimithanga em §,, dado o tamanho amostral #

& definido como

1
My, = {fm,f? &8m’ fn =arg max ng(X;)}
g8 ;-3

O conjunto de entropia maxima em 5, sera

42



Capitulo II: Estimadores Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcdo de densidade

A}ﬁ - {fm,ﬂ ESm fm,r: =g g:gx H(f(): g)} .

O seguinte teorema trata da existéncia de uma seqiiéncia {m,} para a qual cada um dos

conjuntos M’ é ndio-vazio e qualquer seqiiéncia de estimadores em M & consistente.
il

Teorema 2.5: Suponhamos que uma seqliéneia S, = ® seja escolhida de forma que:
i) Paratodom,toda f €8, etodo >0, afungio

ho(x)=  sp (v
geBy(f.€)

¢ mensuravel em x.

ii) Paratodo m e quase todo x (segundo a medida dx)

£-3{)

paratoda f €8, Isto significa que f{x} é semicontinua superiormente em §,,.

ifi) Paratodometoda f €8,,, existe &> 0 tal que a entropia formal
H( fo.he)=Ey (Inhe(X )= j.lnizg (x ) fof x Jex

& finita.

ivj Os conjuntos S, sio compactos para todo m.

Se

sup A fn, fo)— 0,

. 7]
f e EAm

quando m—> oo, entdo, para todo 1, m o conjunto M,, & ndo vazio, e para toda sequéncia m,

de crescimento suficientemente lento,

_SHp d(fm,n-f()) -0,
.fm,rg eM, ::r



Capitulo IT: Estimadores Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade

quase certamente.

Este teorema da condigles para que uma seqiiéncia “sieves” seja suficientemente regular
para produzir estimadores consistentes, mas ndo diz nada sobre a velocidade com a qual m,

deve tender ao infinito. Neste sentido, uma razdo de convergéncia razoével foi proposta por

T L
Shen & Wing(1994), eles sugerem m,, =O(n “?) sem que, no entanto, seja ofima.

O método de estimagBo nfo tem aplicacdo se nfo pudermos identificar uma seqiiéncia
{m,,} que garanta a consisténcia qualquer que seja o verdadeiro parametro. O teorema

seguinte fornece um meio para caracterizar uma tal seqii€ncia {mﬂ} k
Teorema 2.6: Suponhamos que uma seqiiéncia “sieves’ seja escothida de tal forma que:

i) Paratodos m e n o conjunto M, é ndo-vazio quase certamente.

ii) Se para alguma sequéncia f,, €8,,, H{fy, fm)— H( fy, fo) quando m— o0, entdo
Jm = fo quando m—» .

iii) Existe uma sequéncia f,, €8, tal que H( fy. 1) = H( fo. fo)-
iv) Paracada &> 0 e cadam, seja
Dy ={f €Sy H( fo. /)< H( fo.fm)~ 6},
onde { Jm} €asequéneia definida em 7ii).

iv) Dados os conjuntos (y,---,(} em S, tais que sup g seja mensurdvel para cada £, seja

g0y
sup g( X)l
. - g@()k-
Py = supinf E ¢ | expl t I ="} 1.
"k 20 Jo sup g(X) J
ges,

v) Consideremos a seqiiéneia m, — o e suponhamos que para ¢ > 0 seja possivel encontrar

{)f n .. -,O:R” tais que

!

i

D, < | Jog,
k=1
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Capitulo IT: Estimadores Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade

sup g mensuravel,
ge0."

oo

Do, (P )" <0

n=l

Entdo, sup [, —> fu quase certamente.
Sy €M,

A aplicagio deste teorema ndo ¢ facil. Exemplos de como identificar a seqiiéncia podem ser
achados em Geman & Hwang(1982). A métrica a ser escolhida para o espago (©O,d), e em
termos da qual € expressa a consisténcia dos estimadores, € geralmente sugerida pela condigiio

i),

Estes teoremas sio bastante gerais e de dificil aplicagdo. Assim, um estudo particular para
cada tipo de “sieves” envolvendo formas explicitas para o estimador ¢ desejavel e, em
algumas situagdes, estudos com dados simulados € a Ginica alternativa.
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Capitulo il

O “sieves” de Convolugao

Neste Capitulo, estudaremos especificamente o “sieves” de convolugdo. Em particular, a
obten¢do de uma forma fechada deste especifico estimador de Grenander de duas maneiras
diferentes. As sttuagBes onde a convolugio utitiza como nicleo a densidade gaussiana e a
exponencial dupla servirfio comeo exemplos.

3.1 “Sieves” de Convolugao

Seja X uma varidvel aleatéria absolutamente continua, com fun¢do de densidade £ e

Xy, ..., X, uma amostra aleatdria de X De acordo com o que foi definido no Capitulo 11,
assumiremos o experimento estatistico como sendo a tripla (X, 8,{P,:f @}, onde as

distribuicBes Py sdo absolutamente continuas com densidade /e ) é o conjunto de todas as

fungdes de densidade de probabilidade. Denotaremos o conjunto das fungdes de distribuicio de
probabilidade em K como 3. Definamos a seqiiéncia “sieves” como

S = 4§/ <@ f(x)= [mK(m(x - y))F(dy), F <) 3.1

onde K € uma fungio de densidade de probabilidade ¢ » € um real nfo-negativo, Esta forma de
definir 0s elementos dos conjuntos &, consegue transferir propriedades desejaveis as fungdes f

a partir da fungio nicleo K. Por exemplo, se K for limitada e uniformemente continua, entdo f
tambem ser.

Observamos que os comuntos S, definidos em (3.1) formam uma seqiéncia ndo-
decrescente.

Sejam m<m’ = J g> 0tal que m= e’ , entlo
Jufx) = [ e K(em'(x— y )F(dy) = [mK(m'(x~ y W dy') = fro(x).

obtendo assim §,, ¢ ¥, Este mesmo desenvolvimento serve para provar §,, < S, logo
S W = Simf .

Com relagio & propriedade de S, ser denso em ©, lembremos que a familia de funcgdes
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Capitulo Il O “sieves” de Convolucio

micleo, definida como {mK(mx.): m> ()} , € conhecida como aproximantes da identidade. Veja,

por exemplo, Wheeden & Zygmund(1977), onde é provado que o conjunto

Sy = { [ €8, F é fung 3 de distribuiciy de prob abilidade absolutamente conti nua} .
¢ denso em ©. Dado que S|, © S,,. S, é denso em O,

3.2 Existéncia e consisténcia do estimador “sieves” de
convolugao

Nio encontramos na literatura resultados gue mostrem, de forma geral, a existéncia do
estimador Grenander obtido via “sieves” de convolugio. Geman{1981) prova a existéncia de
estimadores “sieves” de convolugiio restnto a fungfio nicleo gaussiana, Walter & Blum(1984)
no caso de fungdo nicleo ser a exponencial dupla. Os métodos usados por estes autores sdo
distintos.

-

A Proposigio 3.1 a seguir oferece uma demonstragic unificada da existéncia de f

pertencente ao conjunto dos estimadores de Grenander no caso do “sieves” de convolucio S,
dado um tamanho da amostra # e X com uma Yinica moda em zero.

Proposicado 3.1: Suponhamos que a fungio nicleo K satisfaca max, pK(x)= K(0).

Entdo o conjunto

113
M, m{fm,, €Sy, S, =arg max []e(X; )}*

& my o)
& nfo-vazio.
Prova.

Sejam X, ymmin(X, ... X} e X yemax(X,, ... X)) a primeira e a n-ésima estatisticas de
ordem respectivamente. Consideraremos duas situagOes:

i} Suponha X;y) = X/, entfo, todos os elementos da amostra sdo iguais o que implica que o
conjunto M,  scja
2]

n .
M‘:& o {f}”ﬁ ES’”;” ‘f"ﬁrj =g mgx n g(sz))}

E9%my, =1
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Capitulo I O “sieves” de Convolucio

Com isto

M}?;, :{jmn €S, Jm, = ngfggx g"(ij}’

Hig

pela forma das fungdes g de S, e devido a termos fixado o argumento, chegamos que

max g (X ;)= gﬂégg‘x gl Xyl

& ESmﬁ

Este ultimo € equivalente a maximizar g(x), g € S,% , Ou seja
max g(x) = max f my K {my, (x— p N (dy).
xR xeR I
Dado que max K{x)= K{0), pela forma com que a fungiio K foi escolhida, temos
xeR
marx g(c) = [ my Ky (x y )Y (dly) =
xel h
= [ mes my K{my (5~ 9 )Y (dy) =
% yeR
= [ my K(m, (0))F(dy ) = m, K(0),
R

ia que a fungiio integrando ndo depende da varidvel de integraciio e a medida segundo F'é 1.

0 maximo de g ¢ assumido entdo quando y = X,y), ¢ a forma da fungio na qual este

maximo ¢ atingido sera
mRK(mn(x - Xﬂ)))a

constituindo o fnico elemento de M:; , mostrando assim que este comunto é nido-vaziop
"

q‘uandﬂ X(}.} = X(ﬂj .

i) Suponha X/ < X Seja ﬁk C Sy, uma seqiéneia em Sy, tal que
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Capitulo III: O “sieves” de Convolugio

#H £t
lim [{m( X )= sup T]a(X:).
k—-}--aoi::l

¥

By =]
A existéncia desta seqiiéneia € garantida pela definigio de supremo de um conjunto.

Definimos a sequéncia F; como aquela cujos elementos sfio as fungdes de distribuicio de
probabilidade que produzem os #y , isto &,

i, (x) = f e K{my (= ) ().
R
A partir de F, definimos a medida u F, como
Hp (B)=pp (B)se Bo(Xp), Xeyy)
B (Xl = pg (0, Xy )
py (X )= b ([ Xpny o))

para k=1,2, ... . Desta definiglo, temos que

Hp (Xl = Fe(Xy) = Fe(—o) = (X))
s (X () ) = F(190) = Fi( X)) =1 Fy (X))

Logo, da definigdo da medida de Lebesgue-Stieltjes u 7o obtém-se univocamente as ff“k

como sendo fungbes de distribuicio de probabilidade, definidas como

By (y)=0 se y e(~0,X1))
Fo(y)=Fy(y) se y ef Xeyp, Xeny d
Fi(y)=1 e y (X (n)o0).

Seja 31;. fx)= f mﬁﬁ"(mn(x -~ y)ﬁk(dy) ¢, dado que ;‘?M;{: é fingdo de distribuicio de
R
probabilidade, temos que ;;k e Smﬂ Jh=12 .
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Capttulo T O “siever” de Convolucin

JmaKlmy (x = y W tdv) = [m,Klm, (x - y )y () +
R

{~o0.X 1y ]

(oK, (x— y Wi ddy) + [mKlom, (x— y)Fic(dy).

( X1yt ynys [ Xnyitoo)

Observernos que ff}c ¢ a variagdio total’ de . nos intervalos (-0, Xy le Xpppitoe).

Entdo

[y Ky (x~ y Wi (dy) < oKy (x— y )W (),

fmﬂx(mﬁ {x- }”))PA (dy) < j'mnK(m”(x-y))ﬁ;c (dy).

.!ﬁ;"m)rﬁv [X{njﬂmj

Com isto, temog limitada a verossimilhanga na densidade Ay da seguinte forma,
i
[Thecx)< H (X))
i=] =]
¢ também

frm Hhk('){’)* sup Hg(X)

gesm,vg i=1

Temos entfio que {7}, } é uma seqiéncia tight” dado que o suporte destas distribuigdes € o

' Seia @ F ~» R uma fimgdo o aditiva. As medidas @*(ﬁi}:mpgcﬁ o(E) e p (A)=—infrp— q0(E),
ACF sio chamadas de “variagdes inferior e superior de 7. A medida lo(4d=9 1 (4)+ 97 (4) é chamada

de “variacio total de .

:"Umaseqﬁénciadeﬁmr;ﬁcs FZ se div #ight se para cada & > 0, existem o e b reais, ¢ < b, tais que ﬁfk(a)«ge
ffy{: {B)>1-¢ ¥k Pam caracterizar este tipo de seqiiéncias temos que se as {. f-‘“}( 4 sie de suportc compacio

7 k, entfio formam wma seqibacia Hght, veja Billingsley(1979).
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Capiiulo 1 O “sieves” de Convolucio

boreliano [ X1;, Xy / Y & ; que € fechado e limitado, logo compacto. O fato de {fﬁf J ser
tight garante que fimy,_,., Fy, = F,,, onde F,, é fungdo de distribuigio de probabilidade.

Se

Fuolx)= [ o Koy (x ~ y W (),
R

entdo f,€8, € f.(xi= fim B (x J em cada x. Tem-se entdo
) m, Pl k

#
[1/e(Xi)= tim ﬂhk(X)w sup Hg(x,é
i=1 Pi=1 geSy, i=l
Segue que f,, M _logo M7 énfio-vazio. *

Veremos a seguir que a condiglo #i) do Teorema 2.6 € satisfeita. Este resultado foi provado
em Geman{1981) e nos garante as condigtes para a consisténcia destes estimadores.

As condigBes para a consisténcia dos estimadores de Grenander da fungiio de densidade de
probabilidade 7y sdo apresentadas a seguir. Esta é demonstrada de modo geral, isto €, sera
valida qualquer que seja a seqiifncia “sieves” de convolugio 3, escollida.

Proposico 3.2: Seja f, uma fungio de densidade satisfazendo
fw Solx i fo(x jdx <.

Se, para cada », T, é um conjunto de fungbes de densidade f,, tal que

Jolx)
e fﬁfﬁﬁf o0 ["an( 5 .

entio tambem

lim  sup J’tfﬂ(x) folx)ldx =0, 32)

BP0 ely

Note gue assim se obtém a validez da condigfio /) do Teorema 2.6.
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Capitulo 11 O “sieves” de Convolugio

Prova.

Para cada ¢>>1, definamos a varidvel x, sendo x, > 1 etal que
X, —1=cfx, ~1-logx,).
Observemos que
x—-l<efx~1-fogx) (3.3)
paratoda x> x,.

Estudemos a relaciio anterior. Por exemplo, no caso ¢ = 2 temos o seguinte grafico

R J o |
:\ e - iogla))

B } i

45 j

19 1 L
18 - M:
- _,/_. -
Qg e M’--; et e
1.5

1 : I L X ! y
6.00 0.5 187 250 3z “tg 4 5.00

O ponio de intercecio das curvas diferente de x =1, estd ressaltado no grafico. Esse € o
ponto x,. . A partir dele verifica-se a desigualdade (3.3)

Provemos a relagdio em (3.3). Para isto definamos a fungfio f(x)=c¢fx~1~logx}. Com

frix)= c{/‘/;z) -0, V0,

temos assim que a funglo f € convexa, isto significa que o segmento de reta ligando os pontos
{10} e (x,, f(x.)} estd acima do grafico da funglio /. Este segmento pertence & reta x —1.
Com isto temos que a relagfio em {3.3) é satisfeita Vx> x .
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Capitulo H1: O “sieves” de Convoluciio

Dado que x, ¢ a solugio da equaclio x, —1=cfx, ~1-logx, ), temos que

Iim ¥e 1 = lim Loow
cswXy -1 -log(x,} esewl- %ﬂ ’

obtemos que lim V. =1, eentio
c:w}w/é ¢

fim x, =1. (3.4)

[ v el

Além disto, temos que

x-t-logxz0 (3.5)
paratodo x 2 0.

Escolhamos ¢, —» co tal que

H fo(x)
lim ¢, sup | fofx)log=>—Ldx=0.
I A Julx)

lim sup j]fh (x)— folx)dx=2 lim sup j fo(ﬂ[’fﬂﬁg“ 1}‘1’5
FE-30D Sty S P00 Tuel, o> fo ﬁb{x)

= Jalx) - o Su(x)
=2 1 f [ﬂw‘wl)dxﬁz lim { )(«-i’——-——wl)dx
afgof:z% » f”i}:’ f(}i{—’f) f(}( X‘) . n;ﬁ:o f:?g;; _ fn EX f(} * f 0( x}

o Jo e

In

Utilizemos agora o resultado em (3.3). Identifiquemos =2 como sendo o x em (3.3), Ento
0

2 lim sup j Solx ':{’iﬁ"imx)mgz lim(x., -1} (3.6)
B3® et A fg(x) o

Py,
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Capitulo IIT: O “sieves” de Convolugio

Jnlx) _ 1}&
Jofx)

2 0m sup fm(
“§mfc1*f
fﬂ Fon

i In(x) [.fn(x)D
<2 0 . -1-- fog) =2~ | dx
< im wm 1A let el

oy,
Jo

O resultado em (3.4) implica que o limite em {3.6) € zero, e (3.5) nos permite afirmar que

— Iulx) (fn(x)D
{ — 1~ log| =" dx
e e, ;j 1 ot ™ o0

fﬂ Fon

Fulx) [fﬂ(x)}‘\ .
Tim ¢, ~1-log] 281220 Ik
'*iZij;G fi% 'i}f (x)[f(}( x) % f(}(x) J

Dado que as integrais Ii] folx)jdx e ﬁ; Jn(x)dx sfo ambos iguais 2 1, obtemos
fux) (f:-i mD _
fim c, S A~ fogy TR de =
Jim e s L"f o) { ol A hlx)

= Tim ¢, sup j{fn (%)~ fo(x)= folx)lo i*f—‘i’fi}}dx

A A Jo(x)

= lim Cy wp jfﬂ(x)f g{fﬁ{ ﬂaﬁx 0,

i e

implicando no resultado do teorema. ¢

Destas Proposigdes obtemos que o estimador de Grenander com “sieves” de convolugdo da
densidade desconbecida f; existe e & consistente. Estaremos interessados agora na forma deste
estimador. Fstudos neste sentido s6 foram encontrados em Geman(1981}, onde ¢ derivada a
forma do estimador no caso de ser a fungio micleo gaussiana e em Walter & Blum{1984), onde
¢ obtido o estimador quando a fungiio nicleo € exponencial dupla.
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Capitulo 1l O “sieves” de Convolucioe

A seguir estudaremos duas formas de obter /. Na primeira seguimos as idéias expostas em

Geman(1981) para o caso da fungic nicleo gaussiana. Na segunda, utilizaremos o modelo de
dados incomplefos e a caracterizagio do estimador de maxima verossimilhanga da fungio de
distribuicfio dada por Laird{1978). Chegaremos que ¢ estimador f € uma mistura ponderada,

possivelmente finita, da funglio nicleo. Obtemos também que, se a fungio nicleo for gaussiana,
o namero de misturas é finito ¢ esta relacionado com o tamanho da amostra.

A segunda forma de encontrar o estimador de Grenander via convolugBes é mais simples,
provando-se também que o estimador procurado é uma mistura ponderada da fungio nicleo.
Conseguimos garantir gue o numero de misturas ¢ finito, no entanto, quando particularizado a
fungdo nOcleo gaussiana, ndo se consegue relacionar teoricamente o nimere de misturas ao
tamanho da amostra.

3.3 Primeira forma de obter 7 via “sieves” de convolugdo

A demonstragio da Proposigio a seguir foi baseada nas idéias em Geman{1981) no caso da
fungdo X gaussiana.

Proposicio 3.3: Assumamos que a funglio nicleo X seja derivavel e tenha um tnico
méximo em 0. Entdo, se f e M ; , esta serd da forma

. g
f(x)::zpimnﬁr(mn(x“yi})w 3?)
=]
onde ¢ ndio & necessariamente finito.
Prova.

Seja ' uma funcio de distribuicio de probabilidade tal que

Fx)= [mK{ma(x~ y)J(dy), (3.8)
R

com feM”
ﬁﬁn

A idéia da demonstragio ¢ construir uma fungio auxiliar que nos permita wtifizar a condiciio
necessaria de extremo através da derivada de Gateaux e cujo resultado seja equivalente a
maximizar a verossimilhanga restrita a S, .
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Capitulo HL: O “sieves” de Convolucio

A derivada de Gateaux nos oferece uma condi¢io necessaria de extremo (Veja Teorema L1,

~

Apéndice 1). Como assumimos que f EM:; , ou seja, f ¢ uma funglo gue maximiza o
R
funcional

7
Lu(g)=|le(X:), g €Sy .
i=1

femos que

B(fih)=0, VhES, ,
onde 6L( f k) denota o diferencial Gateaux de £. em f com mncremento A,

Dito de outra forma, dado que f anula a derivada de Gateaux do funcional L, por ser o
ponto de maximo, obtemos

L fvan) =0
da a=(

paratodo A eS,, .

Construamos primeiramente a fungio auxiliar. Para s R com F(5)>0,e> 0 ez ek, seja
#;, , uma medida definida como

He (Bi=pplls—es+efn(B-z)}, (3.9)

8,2
onde A ¢ um Borehano de R.

A medida definida em (3.9), corresponde a fungdo de distribuigio G, i5t0 &, O, é uma
funcio real nfo decrescente continua 4 direita. Escrevamo-la em termos da fungio de
distribuico de probabilidade F.

e, (ot )= ppls—estefaf(-ot-z]) = pp(ls—smin{s+eat-z)]),
logo

{}smz{f}:f"(min(s+a,i——z)}m-f?’((swg)”} @ f-z>S5—8
Gz:,s,{)(i) = F{min{s+e,i})~F({s—¢} ) ¢ {858
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Definindo
Foelt)=F(t) = Geepl(t)=F(t)-Fimin{s+ et )j+F((s—¢€) },
temos que F o + G, . € funglo de distribuigdo de probabilidade de uma variavel aleatoria Z.
Pela definigio anterior temos que
Feolt)+Gego(1)= F(t)— F(min{s+e,t))+ F(min{s+ gt ~z)) (3.10)

que é soma e diferenca de fungbes continuas 4 direita, logo ¢ continua a direita.

nimeros reais (#; < ), e sejaz > 0, tal que z < § - 1. Podemos ter as seguintes situagGes:

StESl—z,f~2<stEsly, ) <8+ ESly —z2,I) ~2<§+ESI Ul S§y+g.

Para cada uma das possibilidades expressadas acima, H( ;) < H{ ;). Vejamos isto em cada
uma destas situages:

i stestez

Fimin(s+ gt )} = F(min{s + g4 —z}}
qualquer seja o valor de 1, logo

Hin) = Fiy ) < Fety ) =H( ).
i} h-z <steg£h
Fminfs + gty —z)) = F(ty —z)<F(min(s+ g1y —z)}=Fis+ &)
Fmin(s+ et ) =F(s+&)=F(min(s+ &1, )= F(s+¢&)

H{t)=F(ty)-Fis+e}+F(ty -z},

dado que
Fety—zj<Ffs+¢g)

temos

H{t )< F(1 )< F(ty )= H(ty ).
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Capitulo I O “sieves” de Convolucio

i) H<ste Sz
Fiminds + e,y —z))=F(ty —z)<F(minfs + 6,1y —z}}=F(s+ g}
Fmin(s+ ety )} = F{t )< F{nun(s + 8,1y )} = F(s5+ &)
Hit )= F(ty ~2) < F(1y }= H{ty ).
v ez <stg st
Flmin{s + ety ~z)j=F(ty ~z)sFmin(s+ gy ~z)})=F(ty —z)

Fimin{s + 6,6 ) =F(ty JSF(min{s+ gty )= F(s+¢)},

dado que
Flty )z Fis+e)
temos
Hty )2 Bty —2)2F(ty —z)=H(ty ).
v} ste b

Fiminfs + sty —z})=F(ty —z) S F(min(s+ 8,4y —z))= F(ty ~ 1)
Fmin{s + g,y ) =F{ly JSF(min{s+ g5 )) = F(15 )
H(ty = F(y "‘2’)5}?(1’2 —~z}=H(ly }.

O mesmo argumento serve para mostrar que Hy ty) < H{ 1) é valido nas outras situagdes, ou
seja, a relacio continana vilidasez> 0ez> 6 - 4, sez<lez<f-Housez<lez>f -4,

Construiremos a seguir uma funcio diferenciavel segundo QGateaux e provaremos que
maxinptzar este funcional é equivalente, no limite, & maximizar a verossimilhanga da funcio f .
Para a construgio deste funcional utilizaremos a fungio b, + Gy, .

Definamos

Frsz(c)={mKlom(x =y g, (dy)+ [muKlemn(x— y N, (dy).
e R
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Capitulo 111 O “sieves” de Convolucio

A partir de (3.8), obtemos £ = £, . isto é devido ao fato de F = F,  + G, 4.

Note que
g
77 Zai= 8 Janz (X )zza (311

¢ comncidente com a derivada de Gateaux (veja Apéndice 1) do funcional que define a
verossimithanga 7., isto €, a derivada em (3.11) é coincidente com a derivada do funcional

log I{f)=3 g f(X;).

i=]

Utilizandoe a notagfio da derivada de Gateaux, temos

IO B B
Slog L ) K X; - 7o ‘ X .
og L(f ) 27 &MJ::,, (0 X, ~ yDuc, Wm (3.12)

Da definicBo de derivada € possivel expressar (3.12) em termos de F, mostrando a
coincidéncia com a derivada de Gateaux,

5-; [maK(my( X = y s, ()=
R

j iy K(mn (X—y )),u Gy s iz (dy)- .f ity K(m“ (X- y*})ﬁ Uiz (dy)
iy

= fim &
Az Az

[y (X~ y)F(dy~2-Dz)~  [m Ko, (X ~ y))F(dy ~z)

= fim {5—&5+E} {§—&5+e)}
Az-»0 Az
cim (K X = yVE(dy — 2~ Az)~ K(m, (X ~ y JF(dy - z))
Az-»0 Az
fE-gats)

=lim | mﬂ(K(m’?(X“y*”3+52))“.ﬁ(mﬂfx~y+z)))

“M—-} Az

Ffdy). (3.13)

{
{5—g5+E)}
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Capitulo HI: O “sieves” de Convolucio

Substituindo {(3.13) em (3.12}, obtemos

Z L jﬁiﬂg(mﬂ(‘% “}*’)),IJ(}' (dv) =

£5Z

Six)ez o

b g (K{my(x—y +2+ A2))~K(my(x -y +2)))
g Fex, }A‘g{f(; o gm)“ ) A Fldy) .(3.14)
R k)

Com o objetivo de mudar a ordem das operagdes de integraciio ¢ diferenciagio em (3.14),
vejamos se as condigbes do Teorema da Convergéncia Dominada sio vélidas.

Dado gue

m, K{m, (X ~ y )} <m, K(0)

J' mﬂK(ﬂIﬂ( X “)’))ﬂ(}&m (dy)<m,K(0) .’. MGy (@),

-0 -0ty

por (3.9) temos gue

3]
my g, (dv)<mK(0),
O

fea)
Jaque f#gw (dyj<1.

Q0

Pele Teorema da Convergéncia Dominada, temos

L N
i\ K ( X, -y Npg (), =

oI (X )8z 7 2 -,
o1 T8

=Y e |, K, (X - y e, () (3.15)
,fzafsz')mw‘—’;Z 1 - o
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Capitulo I O “sieves” de Convolucio

A igualdade em (3.15) ¢ valida pois, pela definicio de derivada,

(K, (X — y + 2+ Az))— K{m (X~ y+ z )))‘

: J .
fim :mﬁmK(mﬁ(wa+z))i
Az-30 Az L,:ﬂ oz 20
Utihizando o resultado de (3.14) em (3.15), temos
o1 Jf ) (K{m,?{X ~y+z4Az))~ K{m, (X; ~ p - 2)))
S lim et Fidy) =
i=] f (Xi ) {8 E8+8} Az=0 Az _—
" 1 é oy
v f ;:;;mnﬁ(mn (X~ y+2))F(dy

i=} fOX )fSM:?,é*+€j

=0

Multiplicando e dividindo por gpfs—e&5+¢&}} na expressfio anterior e fazendo & — 0,

segue que
: 1 Hplls—e5+8f) & 1
****** “ gy Ky X — y -+ 2 Y (] P
;if(z‘f)ffi}ﬂ#p{fs 8?+éf)(qwgs+£}§zmm (my, ¢ y+2z)) (yi:o
F(s) ,;?
m, K{m, (X; —~y+z)}l | (3.16)
- 1er)@ o, )gm()

para gualquer ¢ no suporte de I,

Segundo a definigo da fungio 7, o maximo do funcional 7 em Sm, € atingido nos
7 Q.Mg . Pela condiclio necessaria de extremo segundo a derivada de Gateaux (Teorema 1.1,
(i

Apéndice I), temos

- - & K
SlogI{ 1) =83, Jog J(Xi)=—=3 l0g fu,5. (Xz/} =0.
i=1

=)

Entdo

61



Capituio I O “sieves”™ de Convolucio

o 20G) 2,
Eﬁ(xfm,, nKlms (X, —y ”})M 0,
obtendo-se
a1
by 1l Xy — v+ ={, 3.17
25" 3 Kl X; =y ""')’LO S

Definindo ¢ como o nimmere de valores de y que satisfazem (3.17), podemos escrever a
funcdo f' em {3.7) como

n 4
f(x)=2 pim K(m,(x~y; ). ¢

f=1

Desta forma obtemos uma expressio fechada para o estimador de Grenander via
convolugdo. Observemos que em (3.17) podemos ter infinitas solugdes. Sera visto
posteriormente que em casos particulares o nmero g € finito € que estd relacionado com o
tamanho da amostra,

Na proxima Secfio estudaremos outra forma de obter a expressio do estimador f’ .
Consideraremos o modelo de amostragem conhecido come modelo de dados incompletos.,
Trabalhando assim, consegue-se provar que o mimero de misturas na definicio de f ¢ finito,
ou seia, ¢ ¢ finito. No entanto, quando particularizamos a uma determinada fungfio niicleo, ndo
conseguimos relacionar o nimero de misturas com o tamanho da amostra,

3.4 Segunda forma de obter o estimador 7, via “sieves” de
convolucao

Em problemas nos quats € necessaria a estimagio da fungfo de distrtbuicdo de
probabilidade F, um estimador amplamente utilizado ¢ a fungfio de distribuiciio empirica.
Quando assumido o modelo de dados incompletos 580 necessarios estudos especificos para
caracterizar o estimador de maxima verossimilhanca da fungo /. Um estudo neste sentido
acha-se em Laird(1978).

Devido ao fato de o estimador “sieves” de convolugio para a fungo de densidade de
probabilidade, ser definido pela convolugio da fungiio nicleo conhecida X com a fungio de
distribuigio de probabilidade #, mostraremos que, utilizande o estimador de maxima
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Capitulo Il O “sieves” de Convolucio

verossimilhanca # obtido segundo o modelo de dados incompletos, é possivel chegar a forma
do estimador de Grenander da fungdo de densidade de probabilidade.

3.4.1 Caracterizacao do estimador de maxima verossimilhanga # da
funcdo de distribuicao

Existe uma ampla bibliografia sobre o meadelo de dados incompletos, uma das versdes
tendo sido introduzida no trabalho de Robbins{1964).

Seja (X1, 1 4. (X, Y, ) uma amostra aleatoria do vetor de vanéveis aleatorias (X,V),

onde ¥ tem fungio de distbui¢fo /. Assumiremos que o espago amostral de ¥ é um intervalo
I & que esta variavel ¢ nfio observavel. Condicionalmente em Y=y, cada X ¢

independentemente distribuida com fungio de densidade de probabilidade Kyx¥ = yj.

Assumiremos a varidvel X observavel. Em geral, a varidvel X serd absolutamente continua e a
variavel ¥, na maioria das vezes, ¢ do tipo discreta. No entanto, chamaremos aqui de

E4

densidade a funcfio conjunta.

A densidade marginal de cada X sera
J(aF )= Ky jFidy), (3.18)
onde assumimos que a formula da fungio nacleo X conhecida.

Foi visto na Secfo 2.1 que a fungdo de distribuicio empirica }3;, {x) € um bom estimador
de F¢xj, a funcio de distribuigio de probabilidade quando assumido o modelo de dados

completos. A seguir, faremos suposiges ¢ definiremos conceitos que permitirfio caracterizar -
um estimador da funcdo de distribuicdo de probabilidades quando o modelo adotado ¢é o de
dados incompletos.

Podemos observar em (3.18) que a forma de obter a fungdo de densidade marginal de X
guarda relacdo com a definigdo dos elementos dos conjuntos 5, em (3.1), ou seja, é do tipo

dos elementos dos conjuntos que formam a seqiiéncia “sieves” de convolugio.

Nosso objetivo € caracterizar o estimador de maxima verossimithanga F da fungio de
distribuigio de probabilidade /' como auto-consistenie. Desta forma provaremos que £ é uma
funclio escada e, com isto, reduziremos a integral em (3.18} a uma soma ponderada.

Esta caracterizagdo do estimador ¥ sera feita, por simplicidade de notagfio, quando o vetor
(X,Y) for do tipo azbsolutamente continuo. Na situaciio em que a varidvel ¥ € discreta, as

demonstraghes seguein as mesmas idétas.
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Capitulo I O “sieves” de Convolucio

Intreduziremos a seguir conceitos que permitirdo o desenvolvimento das provas do Lema
3.1eosTeoremas3.1e32.

Definamos 3; como o subconjunto das fungdes de distribuigSio de probabilidade ¥ que
geram densidades f estritamente positivas através da convolugio em (3.18), isto é

S ={FeX f(xF)>0},
onde 3 € o conjunto das fungGes de distribuiciio de probabilidade.
Seja
i
I(F)= 3 log f{X;|F),
3

o logaritmo da funglo de verossimilhanca da fungio de densidade condicional de X A
densidade conjunta do vetor (X, V) serd

p(x )\ F) = K(x|y)g(y), (3.19)

onde ¢ é a fungfio de densidade da variavel aleatoria ¥ A densidade condicional de
{¥|.X = x), definida para toda F'e T¢, é

i )= B (320)

com fungdo de distribuigio de probabilidade H(- [x, F).

Definicdo 3.1: Diremos que o estimador # da fungio de distribuigfio de probabilidade #
¢ auto-consistente se satisfaz

o] ’E d . . i
F(y) K;EZH(.}}IX;,,P)-
[zl

Esta forma de definir auto-consisténcia se deve a Turnbull{1974, 1976), que generalizou a
definicio dada em Efron{1967). Um dos atrativos deste conceito € a coincidéncia dos
estimadores de maxima verossimilthanga de /" com os estimadores auto-consistentes.

Suponhamos a funcfio K¢y} limitada, implicando que a f¢{# )} seja também limitada.
Além disto, pela definigiio da densidade condicional de ¥ dado X =x em (3.20), temos a
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Capitulo 1 O “vieves” de Convolucio

equivaléncia

X F)=0 < K(xiyjg(y)=0 VF e35.

Seja F o estimador de maxima verossimilhanca de F segundo o modelo de dados
incompletos, ou seja, # satisfaz

KE)zKF) YFeX.

Consideremos o subconjunto das fungdes de distribuigiio de probabilidade F tais que, se I
for positivo no ponto y, entdo  também o serd, isto €, definamos o subcomunto Jy como

Fy = {}“ e Fry)> Gﬁf{(y)v()}

Definamos a fungdo OfF|F ), paratoda F €3y, como sendo
N §1
QOFF )= fo@gﬁ(% IEJH (A X F ). (3.21)
i=l

Lema 3.1: Paratoda F €3y, OFF1 F)=OrFF).

Prova.
Tomando o logaritmo em (3.20}, obtemos

logh{yix, F )=log K(x|y)g(y) - log f{xF),

para todo F ey e todo y tal que Ayl x,ﬁ‘)::f 0. Pela definigio da fungio de densidade
comjunta p em (3.19) e pela relagio em (3.20), temos

log p(x. 31 ') = log (1 x, F ) + log (x| F).
Entdo, { pode ser escrita em fungdo de X/}, o logaritmo da verossimilhanga, da seguinte

forma

O(FIF) = Z!!{Jgf(X FOH(d) X, f’)+z_{iygh{y X, FIH(dX; F).

Dado que 2 integral {H‘(ify[ X; F)=1,e gue a funglio f{ X;|F} ndo depende da variavet
de integragfio, chegamos a
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Capitulo 11 O “sieves” de Convolugio
o ﬁ ~
O(FE)=I(F )+ ¥ [logh(y X, FJH(dy X, F). (3.22)
i=1

O Lema 1, em Wald(1949), sera de muita utilidade.

Seja X uma varidvel aleatdria com funclo de densidade fg . entdo para qualgquer

&= 8y, temos gue
Elog fgt X ) <klog fg (X).

Observemos que o segundo termo em (3.22) pode ser visto como a esperanga da fungio
log h(-| X; , F ). Utilizando o resultado anterior, temos

Eflog h(¥| X;, F)) < E{log h( Y| X;, )},
e L(F )< L(F ). sendo, portanto, valida a afirmagio no Lema 3.1. ¢

No Tecrema a seguir, provaremos que o estimador /& auto-consistente. Seguiremos as
idéias em Laird(1978).

Teorema 3.1 O estimador # de maxima verossimilhanca de F é auto-consistente.
Prova.

Do Lema 3.1 sabemos que F maximiza a fungio O F] £ ). Pela definicio de p{x, J1F ), a
fungio em (3.21) pode ser escrita como

Q(FIF) =3 [ log K(X;\y () X; F)+ 3 [log g(yJH(dy X, .F ),
i=] i=]

para toda F €3y, O primeiro termo ndo depende de g e o segundo pode ser escrito na forma

i

1 ‘ .
nflog gl y)— 3 H(dy X; . F).
1

=

Utilizando o Lema 1 em Wald(1949), obtemos que O¢F|Fj<Q(F ) para toda /€3,

onde
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s 1.3 N
1"@)*;25(}’1%,1?‘},
ja=]

com igualdade, se e somente se, Fey)= e ¥/}, quase certamente 5. Dado que A e 3,
temos que OF F 7)< Q(}"?J Fj,o gue constitul uma contradi¢io ac Lema 3.1, a menos que
Fry)= F {¥), quase certamente g j.

Vejamos agora que F(y) = F (v} paratodo ye/, ou seja, provemos que
{piFy)=Fiy)}=1.
Pela definigéo,

~ 1 X - R n X,
F(y)=— 2 HONX,. F) zif«‘(y)zw

Z 2O 029

dado que & € 3y, entdio

F(y)=0=>F(y)=0,
e pela expresso anterior temos
Fy)=0=F(yj=0.
Suponhamos agora que, para algum ye/
FTy)m f}e.ﬁ‘(y}>(}‘

Logo, y pertence ao conjunto 1, = {y: K(X;|y)=0parai= 1',,“1;;} e

fﬁﬁ&)me>0.

£

Poderiamos entio construir uma fungiio de distribuigiio F’, satisfazendo F'(y)=0 para
todo y ggzy ¢ F’(’y): ﬁ(y)f”(’iw £} se y &Q},, tendo entdo L(ﬁ’): .{,(53”) —nlog(1—g)

que & maior qgue Lf i3 }, contradizendo a propriedade de maxima verossimilhanca de E +

Desta forma, provamos que
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P I " =
Fy)==3 HOVX, ).

i=1

Este Teorema € a base para caracterizar F' como fungio discreta ¢ com um nimero finito
de pontos de saltos (isto sera visto nos Teoremas 3.2 ¢ 3.3). Os resultados sdo obtidos a partir
de combinagdes das seguintes Condigdes.

Condicdo 3.1: A funciio K(x{y)> 0 é analitica para todo ye/.

Condicdo 3.2 Para algum k=1,2,... a k-ésima derivada com respeito a y deK(x|y) é ndo
negativa ou ndo positiva, ¢ é distinta de zero em algum ponto yeef.

Condicdo 3.3: Existe um intervalo fechado fah/ em 7, tal que para qualquer par de
pontos (v}, ¥ €fab], y'¢fab], satisfaz-se K(x{y)>K(xy').

As Condigdes 3.1 e 3.2 sfo suficientes para provar que K(x|y) € positiva nuim nimero

discreto de pontos em 7 (Teorema 3.2). A Condigdo 3.1 ¢ uma imposi¢io direta sob a
densidade condicional K¢x|y) e a Condigio 3.2 ¢ facil de verificar.

Por exemplo, se X for normal com média y e varidncia £ a Condiglo 3.2 sera valida para

k=2e yp=x-C~ 02 , onde (> O ¢ uma constante real. De fato

2
O m( xm'"}")
Kexly)=e 4o

e a segunda derivada com respeito a y €

& Clx -y )2 C
R 7 s

Temos que provar, por exemplo, que existe um yp para o qual a derivada acima é positiva.

Y
Isto se reduz a encontrar um yo para o qual E@Eg—_ >1,
. ¥
Observemos que, se yg =x— U — 872, temos

(x-(x-C- ") (85)%
, O
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A Condiglio 3.3 é satisfeita sempre que a fungfic K(x|y)} tenha um nimero finito de modas
finitas. Esta condicfo niio constitui uma restrigio relevante.

Os Teoremas a seguir foram demonstrados em Laird(1978) e caracterizario o estimador #

Teorema 3.2: Sob as Condiches 3.1 e 3.2, o estimador 7 tem salto positivo somente em
pontos discretos.

Prova.

Provaremos que o estimador /' ndo se pode incremeniar positivamente de maneira
continua em nenhum intervalo. Pelo Teorema 3.1, expressdo (3.23), temos que /' € auto-

consistente, isto é, satisfaz

~, u K(X;ly)
di(yfn- 3 RN
{ Ef(X;il*)}

para todo yel.

Suponhamos que exista algum intervalo fedfcl tal que dﬁ‘(y) >0 para todo yefcdf.
Entdo a fungéo

K(X;ly)
W= Zf(ﬁ’ F)

teria que ser nula para todo ve fo,df.

Pela Condiglio 3.1 a fungio W¢y) é analitica em fc,d/, podemos entdo desenvolver W'y}
em série de Taylor em torno do ponto g indicado na Condi¢do 3.2, Desta forma teremos uma
série de poténeias de (v~ yy ) identicamente nula, implicando que todos os coeficientes sdo

muilos.

No entanio, dado que 0 < f{.X;|F )< para tedo i, o coeficiente do A-ésimo termo do
desenvolvimento em série de Taylor da funcio W tem que ser positivo ou negativo. Logo, pela
Condicho 3.2, W niio pode ser identicamente zero em [, ¢

E de interesse saber quantos saltos tem a fungdo F. Em geral, mesmo em situagdes
simples, nfo € possivel contar 0 nimero de saltos, mas ¢ possivel estabelecer condigfes para
que esta quantidade seja finita.
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Teorema 3.3: Sob as Condigbes 3.1, 3.2 ¢ 3.3, £ possui um niimero finito de saltos.
Prova.

Observamos primeiramente que os pontos nos quais a funglio & tem incremento positivo
se encontram unicamente no intervalo fabf definido na Condigdoc 3.3, Para ver isto,
observemos também que o estimador / induz um estimador de maxima verossimilhanga f

através da convolugiio em (3.18), isto €, através da transformagio
FOAF )= [ ki y)Fdy),

pela propriedade de invaridncia dos estimadores de maxima verossimilhanga.

Definamos por L o conjunto dos pontos de f nos quais o estimador ¥ incremenia-se
positivamente, isto &, seja

L={yel:F(y*)-Ffy)>0;.

Observemos que L ¢ fa,b]. Para ver isto, suponhamos que ¥’ €1 ¢ externc ao intervalo
o bj. Assim, o estimador 7 nido poderia conservar a propriedade de ser maxime da fungio de
verossimilhanca em refacfo a algum outre estimador que seja positivo no mesmo conjunto L e
que também seja positivo em algum outro ponto z €/, , que nfio pertenca ao intervalo fa b/,
pela Condiglio 33,

Sabemos também pelo Teorema 3.2 que os ¥ €1 sdo pontos isclados, entdo o ndmero

g= min |y —-y",
yytel

¢ estritamente positivo.

Desta forma temos que a quantidade de pontos em I, serd ne maximo

E—a
£

. 4

Dado que o estimador de méxima verossimilhanca £ da fungdo de distribuicie de
probabilidade /' ¢ auto-consistente, ele também serd uma fun¢o de distribuicio de
probabilidade. Como consequéncia dos Teoremas 3.2 e 3.3, este estimador serd caracterizado
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de cada salto.

Desta forma reduzimos a estimagio de / A estimagic dos parmetros de uma mistura de &
fungdes de densidades K. Este problema foi tratado, por exemplo, em Hasselblad(1966, 1969),
Diempster ef al (1977), Peter & Walker{(1978), Redner & Walker(1984), entre outros.

3.4.2 O estimador 7/ supondo o modelo de dados incompletos

Vejamos como ¢ estudo do estimador 77| na Sec¢o anterior, pode ser utilizado para obter a
forma do estimador / da funcio de densidade através de “sieves”™ de convolugio.

Provaremos primeiramente que, segundo o modelo de dados incompleios, o estimador f ¢

obtido sabstituindo-se na convolugio em (3.1) a funglo de distribuicio de probabilidade #
pelo seu estimador de méxirna verossimilhanca F | isto é, obteremos que

Fx) = [mKimx - y)f(dy),

pertence ao conjunto

n o §; . 5 _ B )
Mmﬂ “{fﬂw E*Smﬂ-fm,ﬂ “argg’z% H{:}_g(X?-’)}’

definido em (2.31).

Lema 3.2: Seja f(x)= j.mnK(mn (x - y))F(dv), entio f e M)

Prova.

A prova constitui uma aplicagio direta da propriedade de invaridncia dos estimadores de
méxima verossimilhanga obitda por Zehna(1966).

Sejam FeX o conjunto de todas as fungbes de distribuigiio de probabilidade defintdo em
(3.1), L(F}3—> R a fungio de verossimilhanga ¢ /' €3 o ponto em I tal que
L(F)= L(F)VF €3, isto §, o estimador de maxima verossimilhanca de #"

Definamos a fungio -3 —» A, onde A € o conjunto das fungdes de densidade fda forma

F(x) = {mK(m(x - y JF(dy).
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Capitulo 11 O “sieves” de Convolucio

Definamos também 7 € A como f = u(F), f € Gnico por ser w fungdo. Para cada f A,
definamos 3, = {}f" clrufF)=f } e My = sup L{F), My ¢ uma fungic real chamada
Fel '
x
de funcdio de verossimithanga induzida pela transformagio «.

Desta forma M ;= L(F) e, dado que

My = sup L(F)<sup L{F)=I(F)=M; Vf eA. ¢
Feﬁf Fel

Como for visto, fixando o valor de m,,, os elementos do conjunto | m, Podem ser obtidos

pelo modelo de dados incompletos e a convolugio
FOdF) = [ K(xiy)Fcdy).

O Teorema 3.3 caracteriza o estimador 7 e, o Lema 3.2 nos garante que se utilizamos F
na convolucdo 5 Kix\y}JF(dy), podemos obter de forma alternativa & Proposigio 33 o

estimador f via “sieves” de convolugio, este resultado apresenta-se a seguir.

Proposicac 3.4: Sob as Condicdes 3.1, 3.2 € 3.3 o estimador “sieves” de convolugio
Fx)= [ m, K(m, (x — y))F{dy) seré da forma

E
flx)= Emni%jk’(mﬂ(x%ﬁj)'), (3.24)
j=1
onde £ é finito,
Prova.

Vilidas as Condigdes 3.1, 3.2 € 3.3 dos Teoremas 3.2 € 3.3, podemos escrever F como

F(y)= %ffﬂ{« }r’y},

i,
j=1 i

Desta forma, temos que o estimador de “sfeves” de convolugio sera
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Captulo I O "sieves” de Convolucio

X . 4
ffx)= !mﬂﬁ’(mﬂ(x = }f))}?(f{}’):ﬂfmﬂ}{(mﬂ{x “y))zj%jl{j,j}(yw’

j=1

de onde obtemos

k k
Jx)= 3ty [ Klma 6=y ; (3)dy =3 7 ymyK{my(x =5 ). .
=1 =1
Passaremos agora a estudar dois casos especificos. O primeiro deles € o “sieves” de

convoluglo gaussianc que pode ser obtido a partir dos raciocinios, tanto da Proposicio 3.3
quanto da Proposicdo 3.4. A importincia dele € que, utilizando os procedimentos contidos na
Proposicdo 3.3 prova-se que ¢ ¢ finito, ou seja, neste caso teremos uma soma finita em (3.7) e
obtemos condigdes sob a quantidade de somandos.

Cutro caso particufar é o “sieves” de convolugio por exponencial dupla, que devido 3 ndo-
diferenciabilidade da fungfio nucleo, nfo pode ser estudado pelos raciocinios contidos nas
Proposigdes 3.3 ou 3.4, mas serd provado que o estimador assume uma forma similar aquele
apresentado em (3.24).

3.5 O “sieves” de convolugdo gaussiano

Se na definigio dos subconjuntos gue formam a segiiéncia “sieves”, escolhemos como
funcdo nmicleo a gaussiana, obtemos o chamado “sieves” de convolugio gaussiano, isto €,
diremos que f € um estimador “sieves” de convolugiio gaussiano se

_ ()

Fex)=| %; 2 F(dy).

Foi mostrado que o niimero de somandos g, nesta situagio, ¢ no maximo »n. Este resuitado é
obtido a partir da Proposigio 3.2 ¢ esta baseado nas idéias da Proposigiio 1, pagina A31 em
Geman(1981).

Proposicdo 3.5: Seja f A{;} , com fungdo niicleo gaussiana. Entio f tem a forma

para alguns vi,..., Vo € fh,..., Po satisfazendo p 2 0 V=12, _ ne Z?ﬁlp,f =1. Além disso, se
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Capitulo 1L O “sieves” de Convolucio

Xﬂ){ MA(Vy,..., Yy, €080 Xf1)< min(vL,..., Yol < maxivi,..., Yo/ ‘”’:X(&j.

Prova.

A partir da forma dos estimadores sieves de convolugiio obtida na Proposigio 3.3,
provaremos gue a quantidade de somandos em (3.7) é finita. Para isto, estudaremos a seguir a

fungio

‘ s 1
le?(;}?;mn E";K (m(X; v+ 2’))2:0 ,

obtida em (3.17).
A derivada na expressdo anterior assume a forma

my (e yval?

g . 9 5
E}—;mﬁﬁ(mﬁﬂx «~y+z)}fzm = WX~ y+zje
z=0
Avaliando em z = 0, temos
(=)

P )
a5 iy Koy, (x -y +2)) g = a(x-yje 2

Segue que a expressdo em (3.16) sera

M X-y)?
" (X - y)
Tiy)=% 1l 2l
=2

O conjunto de fungdes
| w s |
F(x)

»

i=1

forma um sistema extendido de Ichebychev, ou Ef-system (veja Apéndice 11). Duas
conseqiéneias disto sdo:
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Capitulo 1il; O “séeves” de Convoluciio

i} Zy={p: 1(y) =0} tem no méximo 2n-1 elementos,
)2y = { yoT(v)=0,9 dy Hy)< 0} tem no maximo # elementos.

Dado que o numero de elementos de Z, define a quantidade de somandos ¢ em (3.7), temos
que estes sdo no maximo 2p-1. Provaremos a seguir que g € no maximo 7, para isto temos que
mostrar

yZ3 C7 P (3.25)

para qualquer s no suporte de £

Como f” € % , pela Proposicio 3.3, podemos escrever
) g
S )= 3 pim, K{my (x5},
i=l

q
onde {51, ... .5} éosuportede F, g < 2m-1, p: > 0,i=12, .. ge > p; =1.
i=]

Fixando I {1,2, ... ,g}, definimos f, para cada >0 como

g+l )
Felx)=7 pm, K{m, (x5 )}+p£§§’1-1{"(mn(st; w£))+fj§—’3wﬁf(mﬂ(x~- sp+e)),

i=6

i#

onde sg =0 € 8,47 = O,

Para provar que f,. €5,,, temos que achar uma funcfio de distribuicio de probabilidade F,
tal que f,.(x)= [ m,K(m, (x— y ), (dy).

Para 1sto definamos,

Ll & N S a

Fely)= k}: _Zﬁj 1}"5}_;,:;’“ (y) '*”LZ{F} “’”““E’ 1].9;4,5‘;%‘:5‘,}(’);)4" }_—Ilpj +“§” lf:‘»}__l,ﬁ’l+é')(y)~
=} f‘:‘] j: j:’:
Ewd
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Capitulo 1L O “sieves” de Convolucio

Observemos que seg-30, f, — fe % & com isto,

%Z log f.(X; ){ <0, (3.26)

£=0

Pensemos aqui que, o estimador f maximiza a fungdo de verossimilhanga em S, , com
il

isto, a segunda derivada tem que ser negativa.

Caleulande a derivada em (3.26),

F
(X;) :??ZZ l()gfb(X)i =
&=i} =0 (3 . 2*})
d %,ef.; (%)
Pela definigdo de £, temos que, a derivada no numerador em (3.27) é dada por
oy _mpfase)? m'_f%__{?ft;fz_ff?f‘_’\]
%gfﬁ(x)n% (x-s5-~¢g)e 2 —{x—-§+gje ’3'* )
Consequentemente
2 Z /é& Fel Xi)
i=1 '5('X ‘) =3
3 X )? R Kmsrest
O [(x; ~smeje 2 (X -sve)e
_7
% ; ol Xi)
£=0

Derivando em {3.27), obtemos
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Canitulo T O “sieves” de Convolucio

. 2
" n ["%‘f&:in))fg(Xi)“(""é:fg(Xf)) |
%‘Ziﬂgfg(«x’i) “—“”'Z 2 5 * ‘
& A e =1 Je(Xe)
&=k}
s 2 _
Dado gue {},gfgfx#mﬂ =0eg
3 _mesyme )t sy
| - g-o)*
Cotex)  PEEmiies - e T (megastote
s
obtemos
, , o TEest
(mex, 5,2 ~1e 2
P if@ B 2 i (mn( i ] )
LS log fo( X)) =pumy o
s i=1 ’ o) HH ”ﬁ{fff"f}z

g
2rie 7
F=1

Segue que a derivada em (3.25) €

(v )
j‘!’.,’}"(y)! _ds Xy * _
&l YT s,

ijmne 2
a

é(mﬁm —s )P 2
A g mEeS
2.pe 7
j=1

Com 1sto
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Capitulp I1L; O “sieves” de Convelucio

{?2 “ v J — . . 2 d ¥
Eg}:ff}gfg{z\f})- =pim;,—T(y) 0.
i=l &= dy | FEEgy

Logo 54-_?’{ y}<G, para qualquer 5 no suporte de . Isto prova que g < H, como
24

conseqiiéncia de 7).

A Gltima afirmagio nesta Proposigiio, refere-se ao suporte do estimador F . Se algum 5 no
suporte de /* ¢ tal que 5 < Xpy;, entdo paratodo i=12,....,n f(X;) ¢ estritamente crescente

em fungfio de s (lembremos que o maximo da fungdo nicleo K € K¢U) ), implicando que

ﬂf_ i.-;. {X;} seja crescente, isto contradiz o fato de j? & ﬂri; . 8e 52 X, obteriamos, de

. s s H - . P .
maneira similar, que Hi_l J{X; ) seria uma funclio decrescente em 5, contradizendo que

fe}lf;%, ]

3.8 O “sieves” de convolugao via exponencial dupla

Este tipo de estimador é tratado em Walter & Blum(1984). Devido & ndo diferenciabilidade
da funcio nicleo, niio é possivel considerar este estimador como caso particular dos propostos
nas secdes anteriores. Seguindo as idéias de Walter & Blum({1984), chegaremos a um
resultado proximo aqueles apresentados nas ProposigSes 3.3 ¢ 3.4,

A importincia do trabalho com esta fungiio ¢ que, a pesar de nido ser diferenciavel, possui
propriedades desejaveis nas fungfes nheleo, como a de ser simétrica e continua. Desta forma
consegue-se ampliar o conjunto das funcdes a serem utilizadas como micleo na convolugdo
com a qual se obtém os elementos dos conjuntos das seqliéncia “sieves ™.

A segiiéneia “sieves”, utilizando a fung8o niicleo exponencial dupla, ¢ da forma,

S = {.f c®:f(x)={ ?e‘mﬂ!X'"~“‘ff‘(@)} ‘ (3.28)

(24

Associado & Sy, temos o conjunto,

#
My, :{f <S5, (x)-arg max []s(%) )}.

R E |

Como sempre, a problematica ¢ identificar a fun¢io de distribuicio /' que gera os
elementos de M,y . Isto € feito na seguinte Proposi¢ao.
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Capitulo HI: O “sieves” de Convolugio

Proposiciao 3.6: Se f ¢ M, . entdo é da forma

Frey="2 Zp, SR

i=l
onde ¢ ndo ¢ necessariamente fintto.

Prova.

Suponhamos 7 uma fungdo continua. Foi provado em Laird(1978) que o estimador de
maxima verossimilhanca € auto-consistente, isto €, satisfaz a relagio
T g“man;“yif(y) .

n TR AL 3.29
ﬂ%!e" ﬂﬂ,wz{f(z)c& J{y) ( )

Notemos que e " satisfaz a equago diferencial

(D? —m? Jenl¥ A ~2m, Lr (x - ). (3.30)

Seja @, &) um intervalo no qual f >0 e, em {(ab), definamos hmn_ (x}= j‘e“’”ffix“ﬂ f {z)dz

A idéia desta demonstragdo € provar que © estimador f nio pode ser continue. Para isto
utilizando a equacgfio diferencial (3.30) chega-se a uma relagfio que contradiz a propriedade de
auto-consisténcia de f .

Da equagdio diferencial em (3.30) temos que
ﬁzeﬂfﬂygix"yi Amgemmﬁgx“yk = mz‘?ﬂll 1{0} (’x_ "“'}’) ‘
Dividindo em ambos os lados da equagdo anterior por hmﬁ fx), temos

Dremalid glemmilxyl o 2myligy(x-y)

P, (%) iy, (%) P, (%)

Avaliando em x = X, somando em / e multiplicando por }/}2 , obtemos

1}”:;)28"“’”&‘9‘?“3" 1 & mpem Xy m 2m L (X - y)
n= hy (X)) nE he (X)) mf hy (X))
Assim,

18 plemd  E e L2 Zmnl{g}(X ~¥)

e i ni [ N e nE e Y e
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Capitulo i O “sieves” de Convolucio

o seja,
1 & plemifot 12 mpe X g 2ma g (X —y)
/] f:xij‘e“mn‘-}f} ”ﬁj‘{z}dz h niﬂlfe"??lﬁ{';f}wyff(zjdz 7 fau | j-é’"-'mﬂi"}i}_yr1?°(z)dz .

Dividindo por 7(y) ambos os lados em (3.30), temos que
1 # e_mnixf"“yi

o E e o

=1.

Derivando duas vezes, ou seja, aplicando o operador D? ¢ utilizando a relacio (3.30),
obtemos

2 12 il H 18 e A 8 g (X - )
Ij'g“mnﬁ 'y!f(z)dz n; 1!g“*”%fw f"{f{z)dz n; lj_g"'mngX W F 2 i

A igualdade anterior somente ¢ verificada quando y= X, i=12,....n. Isto contradiz o fato

=0.

de f >0 no intervalo (a,b), concluindo-se entdo que f € discreta.
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Capitulo IV:

Algoritmo EM. Aplicagdo aos modelos de misturas
finitas de densidades

4.1 Introducéo

O objetivo do algoritmo EM é estimar, por méaxima verossimithanca, os parimetros de uma
fungdo de densidade de probabilidade a/x|8}, 6+ (8, ....8) R’ da qual se tem uma
amosira aleatoria Xy,..., X, . Este algoritmo sera Gtil nas situagdes onde nfio € possivel obter

de maneira explicita a expresséo dos estimadores como soluciio da equago de verossimilhanga.
Por exemplo, Chapman(1956) chegou a este algoritmo tentando estimar os pardmetros da
densidade Gama quando ambos os parmetros sio desconhecidos.

No coniexto da estimacgio de fungBes de densidade, especificamente no caso da estimagiio
via “sieves” de convoluglio, fol visto que o problema da estimagfio nfo parameétrica de fungdes
de densidade se reduz a um problema de estimagfio paramétrica. Nas expressfes (3.7) e (3.24),
no Capitulo 111 se obtém a forma do estimador que corresponde ao “sieves” de convolugio.

Na descrigio do algoniimo utilizaremos a verossimithanga associada a afx/#), esta serd

L@ = [larx;l0). (4.1)

J=I

ou, equivalentemente, o logaritmo da fungdo de verossimilhanga

fogl(6) = Ziﬂga(leé?). (4.2)
F=1

A partir desta funghio, obtém-se a equagio de verossimilhanga

& 28
ggsag L(8)= Eaé»fgga(x j18)=0. 4.3)

Trataremos aqui com fungGes de densidade identificaveis e consideraremos validas as
condiges de regularidade(Cramér, 1946) exigidas da funglio de densidade para se provar a
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Capitulo 1V: Algoritmo EM. Aplicacio aos modelos de mistura finita de densidades

consisténcia dos estimadores de maxima verossimithanga. Sob estas condigdes, temos:

Teorema 4.1: Dadas as condighes de regularidade(Cramér, 1946), temos que se & for o
verdadeiro valor do vetor de parimetros & com probabilidade 1, para # suficientemente
grande, uma Unica solucio 6 da equaciio de verossimilhanca (4.3) maximiza a funcio logl. e
Vg 66 J tem distribuicdo assintoticamente normal com média zero e matriz de covaridncias
sendo a inversa da matriz de informacio de Fisher.

Assumiremos fungdes de densidade nas quais niio é possivel obter uma forma fechada do
estimador & através da equagdo de verossimilhanga. Uma soluciio entdo ¢ utilizar algoritmos
numéricos para solucionar esse problema. Com esse objetive € que estudaremos o algoritmo
EM, o qual permitiré estimar o vetor de parimetros @ = {py..... By, Y1, ¥, 0§ que define a

funcio

Na préxima Seciio exporemos as fundamentagoes tedricas do algoritmo EM. Posteriormente
o ufilizaremos no caso de uma mistura finita de densidades ¢ na Gltima Se¢lo apresentamos
propriedades assintdticas.

4.2 Generalidades

Suponhamos & ¢ R, que temos uma amostra aleatéria Xp,.... X, da varavel X e
denotaremos o espago amosiral por €. Assumamos também que cada X; possa ter side
observada de algum dos m espagos amostrais 24,...,£3,,, que formam uma particio do espago

amostral, isto é
£, L) = DV e U?Z—lﬁs =}

0 vetor de varidvels aleaidrias ¢ X, 7/ é chamado de modelo de dados completos, onde X é

variavel aleatoria real e / ¢ o correspondente vetor aleatério indicador de em qual elemento da
particio (3y,...,(2,, foi observada cada X;. Se (X, M1 ),....(X,.f,) € uma amostra aleatoria
do modelo de dados completos, as X; constituem uma amostra aleatdria da variavel real X ¢
cada Iy = (14 oo d oup ), Onde fpy €01} Vrt e satifaz

Zzl}& =1.
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Capitulo 1V: Algoritmo EM. Aplicacdo aos modelos de mistura finita de densidades

Se no vetor de variévers aleatorias ( X,/ ), { for ndo observivel, nfio podemos identificar de
gual populagio os X; da amostra foram obtidos. Teremos entfio um modele de dados
mcompletos.

Apesar de no vetor {X,1), a variavel I nfo ser continua, chamaremos fungio de densidade a
funclc conjunta a afx,i|#), que constitui a fungio de densidade do modele de dados

completos e assumamos que esta densidade pertence & familia exponencial. Sob estas condigdes
teremos

a(x,i6) = b(x,ijexp(8 t(x,i)’ Ja o), (4.4)
onde a6} € dada por
a)= [ 3 h(xi) exp(@t(x,i)  yx. (4.5)

— ief0,13™

A estatistica #f X,/} é um vetor s-dimensional de estatisticas suficientes do modelo de

dados completos.

Para obter o estimador de @ através da verossimithanga, primeiramente achamos a funcfo de
densidade de probabilidade a{x|@). Para isto,

afx|@)= D a(xif)=
i 0,1 )"

a(fx)

a0) (4.6)

afx10) = —— Y b(xijepOt(x,i)’ )=

a(9), ef0.13™

A densidade condicional de (/| X = x,#) sera

(i, 0) = mﬁfx;[;j} -
B(x, i) exp(@ Hx, 5" )/ a(8)

= . LT _
a(6x)/ a(6) =b(x,)exp(@i(x,i)" )/ afblx}.  (4.7)

Logo, a fungio de demsidade de probabilidade k6|x,6) também pertence 3 familia
exponencial. As fungbes definidas em (4.4), (4.6) ¢ (4.7) nos permitem escrever a fungdo de
log-verossimithanga em (4.2} da seguinie forma,
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Capitulo 1V Algoritmo EM. Aplicacio aos modelos de mistura finita de densidades

logl(6)- }:Eaga(x = %(faga{‘x Al8) - log k(i X _-xj,é?))
j=1 j=1

Fi e
::Z(.ﬂ log a(8)+log b(xj’!}+8t(xj,i,)? log a(@x; )-log b(x;,z’)«t?t(xj,iji}

j=1
"
= Z(wloga(é?) + Iaga(é%x}-)),
j=l
Portanto
F24
logl(6) =-nloga(@+ > loga(®x; ). (4.8)
j=1
Temos entdo que
iiﬁgi{@; = - 12 i!mga(f?)+ > —{?—_iaga{'t?‘)x J=10 (4.9)
e o) S j
Logo

& - 1 & 7

~—F Gj= — } ——I

% oga(t) . jzl P Oga(ﬂx -

Por propriedade da familia exponencial, sabemos que

7 - T

—log a(O) = E(1(X,1)"18), 4.10)
oo

e que
41D

%§f>ga(ax) = Et(x,1)T 1 X =x.6).

Substituindo as expressdes (4.10) e (4.11) em (4.9), temos

~ — # - n
%iﬁgi{ﬁ):~nﬁ-{t(.X,I)?]§)+ SEx; D)X =x;.8).  (412)
j=1
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Capitulo 1V: Algoritmo EM. Aplicacio aocs modelos de mistura finita de densidades

Como conseqiiéneia desta relaglio, temos que a equaclo de log-verossimilbanga (4.9) se
reduz a igualdade entre média das esperangas condicional e ndo condicional da estatistica
suficiente, isto é

E(i(X,1)718) =

S (1, 11X, x.0) @13)
=]

1
o

Sabemos que E{i(x, .[)TIX = x,0) ndo é possivel de ser calculada, porém serd de muita

importincia na definigio do algoritmo. Para escrever de outra maneira a fungio de
verossimithanga, definamos as fungées

NG G) = Elog fix.{|)X=x,8), (4.14)
H(86) = Eflog &(lix, 81| X= x,87, (4.15)
para todo par (£ &).

Baseados nestas fungles escreveremos logl(6), definiremos o algoritmo EM ¢
apresentaremos propriedades importantes.

Da expressdo (4.14) temos
(8 &) = Flog afx ]| @ X=x,0) = E(- log a(@ '+ log b(x]) + Otx, )"\ X-x,6)
= - Jogal(th + Ef log b(x, 1| X=x,8) + OEGx. D' X~ x, 6. (4.16)
Esta funcio definira o algonitmo. A funcio definida em (4.15) podera ser escrita como
H(66°) = Eflog k{l|x, )| X~ x,0) = Et- log afx) + Ing bfx.]) + 04x.1)"| X x, 0}
= - log a(Bx) + Ef log b, )| X~ x,0) + 8 Eft(x. D' X~ x, ). (4.17)

Escrevamos logl(6) como a diferenca entre as fungdes ((818) ¢ H(6E). Observemos
primeiramente que

0, (067 ~ E(log afs, 119X~ x,.8)

= - log af§ + Ef log b, )| X=x,,0) + Obftfe, '\ X~x,.8), (418

e que
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- - log a(@x,) + E( log bfx; .)\X~x,0) + OEx, "\X~x,.6), (4.19)

para -12, .., m Somando em j as diferencas das fungdes O 8] e H(8 &), temos

()00 )-H (86 )= ( -loga(®) ! E(log bfx; .1)\X~x,8) + 6E(t(x; .[)"| X~ x,0) )
=]

J 7=l

n
-Z{ - log a(@x;)+ F( log b(x,.[)|X~ x,.0) + @ E(tte; )" X~ x,,8) ).
§=1
Esta soma pode ser reduzida a

n

>(0,000)-H,;(80'))=) (- loga(8) +loga(8x;)) =-nlog a(@) + } loga(x ;)
J=1 =1 i=1

Em (4 8), esta tltima expressao define o logl.(6), com isto temos entdo que

n

logl(§) = Y (0,(00')- H;(66')). (4.20)
j=1

Vejamos como as fungdes 08 ) e H(B @) servem para obter a relagdo (4.13). Denvando

H(@ @’), temos

%H{ﬂ @)= -% log a8 x) + Efifx I | X~ x , 89,

e, igualando a zero,
Eate )" X=x ,0) = Eftte D)\ X=x ,8).

Pelas propriedades das fungdes de densidade pertencentes & familia exponencial, temos
também que

2

2

loga(@x)=Var(t(x,1)"| X =x,6).

Entdo
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Capitulo 1V: Algonitmo EM, Aplicaciio aos modelos de mistura finita de densidades

. 2 i
ﬁiﬂ(@; 0)=—2 togartx)+-LEtrx, )71 X = x.0)
a0t 20° 2

2 .
= *%ﬁfnga(ﬂx)z ~Var(1(x.0)"| X =x,8)<0.
&

Isto é, o valor maximo de H(8 &) serd atingido, pela identificabilidade da fungio f(x|8),
guando &= @ Neste caso

% 0(06) =- -gg fog af8) + Eftfx "X~ x 07 = 0, (4.21)

implicaré a igualdade (4.13).

Na demonstragiio do Lema 4.1 a seguir, utilizaremos a desigualdade (fe.6./), pagina 58 em
Rao(1973), que afirma: Se }:i a; e Zibj sdo séries convergenies de numeros positivos, lais

que 3 a; <3 b Fntdo

> 4 f(}g—fi <0, #
i 4

Lema 4.1: Seja 6« Rtal que O (86" = O, (016"}, Entiio L{8 = L(8).
Prova. Provemos primeiramente que H, {8 8') < H; (818). As séries

> K(ix;, 00}, D k(ix;,0)

ie0,1Y" Fef0,13™

somam 1, logo cumprem as condi¢hes para que (fe.6. /) seja valida.

Temos entdo que:

H:(6 67 - H (01 ) = Eflog kil|x;, X~ x,,0) - Llog k(T'x;, 0N X~ x;,6)

= > logh(ix; 0)k(iix; 6} - > logkfilx; 6 k(i|x;,0")

et 1y" ief0, 13"
k(ijx;,60
= 2 iogk(_,! jg;ik(i]xj,f?’) <0,
fE{ﬂ,i.}m (’Ig xj » )
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Capitulo IV Algoritmo EM. Aplicacdo aos modelos de mistura finita de densidades

por (#), Rao(1973).
Isto implicara que
H(06) <H; (816,
e pelas condigdes do Lema
Q;(88)=2 0,(819).

Somando para todo j, temos

i Il

Y (000 )-H08)) = 3 (0,006~ H,;(016))
j=1 J=1
=> logl(8} = logl (). +

Definigao 4.1: Algoritmo EM. Suponhamos que §” & R é o atual valor de & depois de 7
ciclos do algoritmo. O proximo ciclo € descrito pelos seguintes dois passos:

passo E. Avaliar 0766")
passe M. Escolher 87 ¢ arg max g Q(667).

Pelo Lema 4.1, no algoritmo definido acima obtém-se uma seqiiéncia 67, ..., 67, 77,
de estimadores do parametro & tal que a seqliéncia {L( g } ¢ ndo decrescente em 7, isto €,
Le" )< 1o g+ para todo r. Devemos mostrar entdo que, se a seqiiéncia {8(" ) }
converge, seu limite € o estimador de maxima verossimilhanga g

Resultados sobre a convergéncia do algoritmo EM foram primeiramente estudados em
Dempster ef al(1977) e, posteriormente, corrigidos por Jeff’ Wu(1983). Quando aplicado ao
caso de misturas de densidades, o algoritmo foi estudado em Peter & Walker(1978a, 1978b) e

Redner & Walker(1984). Como o interesse neste trabalho ¢ a aplicag8o a misturas, os teoremas
relativos a convergéncia serdo considerados so para estes modelos.

4.3 Aplica¢ao aos modelos de mistura finita de densidades

Modelos de misturas finitas de densidades sdo utilizados na andlises de conglomerados,
andlises discriminante etc. e as referéncias basicas sfo Mclachlan & Basford(1988),
Titterington ef a/(1985) ¢ Tapia & Thompson(1990). Baseados nestes trabalhos, realizaremos
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Capitulo 1V: Algoritmo EM. Aplicagio aos modelos de mistura finita de densidades

aqui um estudo destes modelos e do algoritmo EM. Enunciaremos também propriedades
assintdticas deste algoritmo.

Defini¢do 4.2: Modelos de mistura finita de densidades. Serdo chamadas de mistura
finita de densidades as familias de func¢des de densidade da forma

o(x8)=3 BiKi(x14,) x R, (4.22)
i=]

onde cada B; é um nimero real ndo negativo. Estes nimeros sdo chamados de coeficientes de

mistura, tais que Z:?il B; =1, ecada K;(x|¢; ) € uma fun¢io de densidade parametrizada por

¢; € R* . Define-se o parametro & pelo vetor (B1,....8; Bt P/}

O espago paramétrico a ser considerado € entdo o conjunto
i .
o= {@=(ﬂ1,...,ﬂm,;él,...,qﬁm):Zizlﬁf =1e fB;>20, ¢p; eR® parai=1, . m}.

Podemos observar que a forma do estimador de densidades via “sieves” de convolugio,
proposte no Capitulo III, se adequa & definigio acima, ou seja, € um caso particular da
expressdo (4.22) com

ﬁ} :plr":ﬁq :pq:¢1 :(yl’o_)ﬂ“‘vgéc} :'(yg!o',)s
e, se trabathamos com a expressfo (3.24) teriamos
Pr=rp..Br=mp, 1 =(Aym),..¢5 =(d,m).

Em continuagdo trabalharemos com uma amostra aleatoria do modelo de dados incompletos
de densidade «(x/€). O objetivo entfo € obter a fungio O 87 do passo E do algoritmo EM

e achar a expressio resultante do passo M.

Definamos as variaveis aleatorias X =(X;,---,X,,) e o vetor real x={x;,--+,x,) com a
estrutura nos dados definida na Se¢fio 4.2, temos entfo associada a fungio de densidade

a(x;ﬁ)xﬁ_a(leﬁ).

Jj=1

A fungfo de densidade conjunta do vetor (X,]) sera
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Capitulo IV: Algoritmo EM. Aplicagiio aos modelos de mistura finita de densidades

atx.18)= T 1[0 [BaKatxs 0 [ [ Bkt 6| . (423)

j=1

onde cada i, €{0,1} e

> =1
Com as funcdes definidas em (4.22) e (4.23), a densidade condicional k(7ix, @) ¢ dada por
n ool x;,i6
kfilx, 69 mnw_{#
=1 afx;|8')

Substituindo as expressdes da distribui¢io conjunta afx,#0) e da funglio de densidade
af 16}, obtemos que

T1[sikncxji93)]"
kilx, 67 = []1=
h=1

»

alx;16")

dado que
m n

loga(x,i) =3 ¥ iy log{ByKn(x;1$n))

h=1j=1
A fungiio (6 &) é determinada por
m n
0809 =E 3. 3 1y log(BKn (x|6n )| X = 5.6
h=1;=1
m #n

=30 3 log(BuKn (x;18n))E(Ly X = x.0)

h=1j=

m n
32 Zlag(ﬂhKh (x;%-¢h)) k(ilx,6")

h=17=1
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(4.26)

n (rlg rv 1"’
(F+1) By Kp(xley ")
E arg mox log Kifx;
P & ¢heR§I 8 &n(xj\0n) a’(xj|9ff"_))

A=, ... m

» )

Observemos que

By Ky (x;1057 )
a(xj-ié?(”)

¢ a probabilidade a posteriori de que X, seja selecionado do A-ésimo espago amostral €2, , dada
a atual aproximagio &” do vetor 8.

Para o caso onde os pardmetros ¢q,....¢,, estio relacionados, o segundo problema de

maxinizacio seria encontrar

n 2 By K (81 )

1 .
"V earg maxy Y = log Ky (% ji¢s,)- (4.27)
geR  p=ij=1 a(x;[077)
Para obter a equagdo de verossimithanca determinada pelas proporgdes ¢y,...,¢,,, restritas
a serem ndo negativas e somando 1, definamos SV z(ﬁ{rﬂ) - f,;fﬂ) ) o vetor das

proximas estimativas de maxima verossimithanga.

Entio

§B1reBm) =2 P~ 1.

¢ a fungdo das restricdes dos coeficientes de mistura que tém a propriedade de

g(ﬂi”u . Ly ):,—,, 0 cujas derivadas com respeito a cada f3,, existem.

A funciio a maximizar neste caso ¢

log B . (4.28)

log L{By,.... B} = Z 2

n (o] Ky 19)
| alx8")

com a restricdo
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Capitulo 1V Algoritmo EM. Aplicacao aos modelos de mistura finita de densidades

g(ﬁ{’“"“,..., {,;“*U)zo & Z"zlﬁh-;:o. (4.29)
Utilizando Multiplicadores de Lagrange, os estimadores ﬁ{rﬂ) beees ,ﬂfﬂ) sdo obtidos

como a solucdo do sistema de equagdes,

By OBy P T EPm ”

i

Deste sistema, obtemos as seguintes relacdes,

1| ALK (x4 " | B K% )

Z | a6 21 ate 0
—y +A=0,. 7 (iv +A=0 (4.31)
31 "

Temos, portanto, a igualdade

& (A9 & | K194
- a'(xj;g)(r)) = a(xjiﬁ(r-))
ﬁ(}(?"l“l) g+1} »

a qual implicard que

(r+1) z '(?‘)Kl(xji‘fbgr'))
T alx87)

(rig Knm(X; 00 )

ﬂ(?‘”‘“l}zcz m
" j=1 a(leg(r))

onde ' é uma constante de proporcionalidade.

Para determinar esta constante C, utilizaremos a restrigo na fungdo g(fy.....0,/) que
aparece em (4.29), isto €



Capitulo 1V: Algoritmo EM. Aplica¢do aos modelos de mistura finita de densidades

(r) (r)
mn B Ky(xilgy )
N (432)
h=1 j=1 a(xj|6’ )

e, dado que

m By Kn(xidl”’)
i a(de”’)

1,

obtemos que C=1/n.

Com isto, temos que o valor do estimador dos coeficientes de mistura no proximo passo do
algoritmo € dado por

pirv L5 P WKn(x)195”)
oA arxle)

(4.33)

h=1,..m.

seeesy

A teoria desenvolvida até aqui pode ser aplicada quando as densidades componentes da
mistura pertencem a familia exponencial;, esta aplicagdo permitird obter uma expressdo do
estimador do vetor de parametros 6 em fungdo de estatisticas suficientes, que sdo de facil
implementag@o computacional.

As densidades pertencentes a familia exponencial, onde o vetor de parametros & aparece
linearmente no argumento da fungdio exponencial, sio chamadas de densidades com
parametrizagdo natural € o vetor @ é chamado de parametro natural. Em determinadas
condi¢des, estudadas por Barndorff-Nielsen(1978), € permitida uma outra parametrizagio
chamada de parametrizagdo esperada, esta ¢ chamada assim porque as densidades da familia
exponencial sio escritas em termos do parametro esperado

y=EGQI9) = [i(x)f(x6)ds, peR.

Rl’l
Nestas condi¢des,

J0\) = fixIn®) = b(x) exp(v(P)" 1)’ ().

Assumamos que cada f (x|@) tem parametrizagdo esperada da forma
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Capitulo IV: Algoritmo EM. Aplicac8io aos modelos de mistura finita de densidades

FiCelgh) = b () exp(n ()"t (6)) / @i (),
pataday, by, 1, ey apropriados.

Em Peters & Walker(1978a, 1978b) os autores dedicam-se a obter as expressdes que
definem o algoritmo EM no caso em que ¢, , ... , ¢» s80 nfo relacionados e as densidades na
mistura s3o gaussianas de meédias g e varidncias @j . Nesta situagdo, ¢ =(u;, @) € é

mostrado que

l{xj—ﬁg))zl
R IS
i @
Z xi a ir) .2
L W I 1 s 4
=15 3 cp‘f’“}
(r+l) X
k - £r} 2 bl (434)
L)
» 2 #9(3",1’
% :
f= 2
S gl ol L s
| 2 WE’FJ
e
ir) R
2.2 1(xj Hy J ‘[
, (i {‘g”“‘“““??)—"' |
b
(r) 2
n {F)} m—iff]_#imi)
oy Za exp{ 2
I
Pr 7 - (435)
k L(x; - #g 72
X e e
# 2 ,;,(r}
z ’ -
- m al’’ exp —}L{mﬁi{’)zl
=1 ¢
o) J

Estes resultados sfo obtidos maximizando (4.26).

Em geral, se as densidades no modelo de mistura pertencem a familia exponencial e ¢y , ... ,
& $30 ndo relacionados, as expressdes que definem o algoritmo seriam
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Capitulo 1V: Algoritmo EM. Aplicacdo aos modelos de mistura finita de densidades

C fr(xi1077 )
) 9(‘1‘",)
— J(x;| S ) ' (4.36)
ak’fk(x!|¢k' )

2

= frx1e)

S 5 )=

fr+l j=}
gV =

Este resultado foi provado em Redner & Walker(1984).

Para conhecer a forma particular do algoritmo EM no caso em que ¢y , ..., ¢, estio
relacionados, consideremos a funcfio a maximizar em (4.27) como a parametrizagdo natural.
Especificamente, seja ¢ = (4, @) Derivaremos com respeito a cada ¢, igualaremos a soma a
zero e restituiremos a parametrizaglio esperada. Primeiramente, obtemos a expressdo de

1)
ﬂif% )

Definindo

ol (x84 ) @37
fex;167) i

he ()=

temos que o segundo termo em (4.24) pode ser escrito como sendo

" )
>N log flx o, (x )=

k=1 j=1

mon i m

= 3. > {log bux;)+ mityte o) - log ap(w ) (x;) =3 M),
k:lj:l k=1
Entio
A i i ¥ o
D)= A sls(x,0)———log ayfpg)hl(x;)=0,
Hs k=1 j=1 Ot
=], ..,
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Resolvendo esta equagiio, temos

S(ﬁs)}h.s{r)(xj)~

n _ n 'ﬁ
Sagx S (x ) = Z{ -
j=1 j=t Vs

Restituindo agora a parametrizaciio esperada,

0’" —
log agf pg ) =Efts (X)) |t )=
Cltg

e, de (4.34), obtemos

n " x o™ t(f))
Z?s(xj)hs(xj) Zfs(xj)g‘g( A (r‘j
(r+1) _ j=1 o j=1 g(xjfﬁ ’) (4.38)
" Ll ) |
Z/’iq(xj) Z A (; o

rel)

Para obter a expressio de ¢/, escreveremos o segundo termo de (4.24) da seguinte forma

("))

m (r)
Agk(xj[¢ sk

log gi(x;¢,u3’)
;;ZE g(x)|6")

n R

S {log b+ pnte; 1 )~ tog a(o ) x ;)= i)

f=1j=1

———zap) Zz{fk(xj ) )~ og ak(@)}h‘“ (x;)=0.
k=1j=1 24

Obtém-se entdo que

mon
ZZ?k(xj w7 e )= ZZ{ﬁ/og ak(qo)}ki x;). (4.39)
k=1;=1 P it
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Rescrevendo, temos que
& .
——log ar (@) =k(t(X) @) =¢.
G
De {4.39), obtemos

-5 (r) \pfr)
Z:Ztk(xj auk )hg( (x
(r+l) _ k=1j=1

4

> S H ey

k=1j=1

Desta expressio, temos

(r)
Zztk(x ’ﬂ ( .g(?‘))
o7+l o K2 . (4.40)

mon gk(xﬂw(”,;tk )

22

o= glx1007)

No caso em que a mistura € de densidades normais, identificando @ = &, temos

1 10x; =i’ )P
e X e e
N2 2 7]

(r})= (4.41)

Jilxio, py

Podemos parametriza-la em fungdo de # (X, ,Lig)): (x; - ﬂ{;f} )7 como

(r)
e(xj, py
ﬁ("?;?g’ﬂk))“ L exp MEM

e, dado que
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izf (xj|§0(r),ﬂk )

1ot =1
f=] j=1 f(x j| J
a expressiio (4.40) sera
2
R
| mon r) 2 Q}(r)
oY = _,; Z Z ( e {4.42)
dap expy e
t=1 @
Parametrizando (4.38) em funclo de # (x;) = x;, temos
1m0
., oty ol
Z ¥y ,
s ol e _lﬁff_i{fz}
= r
(r+l) 2 ("
Hy = s . (4.43)
expl LI e )
; o
b2
om0l e a(xmu” )
= p
2 gt?( )

Os coeficientes de mistura em cada passo do algoritmo foram definidos em (4.25) e neste
caso assumirdo a forma

(r) 2
(r) (X —ay)"
af’ exp 5

. (4.44)
1(x; - ﬂ,"")z}

As expressoes (4.42), (4.43) e (4.44) definem o algoritmo EM para o caso particular em que
as densidades consideradas sfo normais.
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Observemos que, definindo

expr —
B (x)= ,
i (x_j lugr))z
- ¢: O
podemos escrever {4.42) como
m n
Pl == LSS W - P (4.45)
k=1j=1

e, (4.35) como sendo

I
S (x0x; -l )
oy = L2 . (4.46)

noo
>Hx;)
=1

Entdo, de (4.46),

i
f’"*”}:h"”w I HETEIE S

Jj=l
Somando em £ e dividindo por », temos
__ZZ (""?"Uh(f’)(xj) Zzh(”)(x )(x (i‘) (4.47)
k 1=l k 17=1
O segundo termo em (4.47) é exatamente t}?(r *U dado em (4.45); logo ¢tV & uma

transformagdo linear das ¢ ™Y k=12, .
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Utilizando as provas da consisténcia da seqiiéncia { wi”“ }. que estudaremos na secdo a

seguir, e resultados da invaridncia dos estimadores de maxima verossimilhanga em Zehna(1966)
obteremos uma prova de que a seqiiéncia definida em (4.45) converge ao estimador de maxima

WG g 3
verossimilhanga de o~ . isto é, dado que

fr+1}

- i m -

a segiiéncia em (4.45) sera consistente para o’
4.4 Propriedades Assintéticas

Estudaremos agora propriedades do algoritmo EM, particularmente no caso de mistura
finita de densidades. No trabalho de Peters & Walker(1978b) estuda-se este algoritmo no caso
de misturas de densidades normais ndo relacionadas e, em Redner & Walker(1984), generaliza-
se quando a mistura é de densidades ndo relacionadas pertencentes a familia exponencial.
Outros exemplos do uso deste algoritmo podem ser achados em Tanner(1991) e Titterington ef
al(1981).

O teorema a seguir mostra que, se a sequéncia {#" },.q; -, . gerada pelo algoritmo EM
convergir, o limite serd o valor ¢ que maximiza a fungdo de verossimilhanga. ou seja, o
estimador de maxima verossimilhanca.

Lembremos que o espago paramétrico €
O = {S‘:(ﬁi,...,ﬁm@l,.‘.,gﬁmj:z:ilﬁ!- =lefl; 20,¢; eR® parai = ],....m}_

Teorema 4.2: Suponha que para algum 6" € @, {” },_,; ;.. seja a seqiéncia em @
gerada pelo algoritmo EM, isto €

" e arg max o0 O(68" ), (4.48)
r=1.2, ... onde O(@ @) é a fungdo determinada no passo E do algoritmo EM.

Entdo a fungdo de log-verossimilhanga /ogl. cresce monotonamente em (67} 0in para o
limite " (possivelmente infinito). Ademais, denotando o conjunto de pontos limites da
seqiiéncia {#"”},.01 2, em @ por L' temos

i) Selogl é continua em @ e L 20, entdo I" é finito e L{é} =L"véel"
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if) Se ((86) e HI@ H') sio continuas em & e &, entdo é earg max 5, 06 ) para cada
6el’

ifi} Se Of8 &) e H{H ) sdo continuas em & e & e derivaveis, entio logl é derivavel em d e
a equagio de verossimithanga € satisfeita por &, ou seja, %5, L) =20

Prova.

A monotonicidade da fungio Jogl foi estabelecida no Lema 4.1, logo L tem limite L
possivelmente infinito.

i) Dado que o conjunto L' ¢ fechado, entdo pelo fato de a fungiio /ogl ser mondtona e
continua, temos que L é finito ¢ 1(6) = L" para algum & eL.”.

i) Suponhamos e que possamos achar um fcl’efck para os quais (J(6 ) ) >0 ) | g ).
Pelo Lema 1, temos que
logL(6) > logL(6 ) =L .
Tomando o limite Jim 8(") = 6§ obtemos L(8”) > 1" logo L" > L", o que constitui uma
contradi¢io. Isto mostr:;je o ponto & €@ que faz
0(66)>0(616 ),
nfo pode existir,
iii} Foi provado no ifem 4.2 Generalidades, para explicar o algoritmo. *

Como o algoritmo s6 nos garante que a fun¢do Jogl cresce monotonamente em {&”7 }
vejamos agora como as condigdes sob as quais se obteve esta seqiiéncia nos leva a garantir a
convergéneia em probabilidade. Este resultado € apresentade no Teorema 4.3 a seguir e, o
Teorema 4.1 garante que o ponto de convergéncia serd o estimador de maxima
verossimilhanga. A idéia do Teorema 4.3 € mostrar que a fungio definida nas iteragdes (4.25) e
(4.36) € contracta (veja Apéndice TIT).

Seja G: @ — @, onde D é o espago paramétrico, a fungo definida pelas expressdes (4.25)
e (4.36), 1st0 €,
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1 1 ﬁ}Kl(x;|¢1.)
a{xﬁ@)

i 7=1

L BmK }n(xji¢ﬁz

')

G8)=G(By,..Bm Pl b ) = _z; E:()x @) o )
; 72 i(i v (%11
2;1( ;) j,w /Z oy
J
n m(x iém m{/x B )
E}Im (x ) _______________ / """" & “(:;,'_|é} .....

Podemos entdo escrever a seqiéneia {#”},-0, 2, da seguinte forma
&7, 4'=Gd"), 67=GE")=GG(6%), @7=68%)=GGGE%), ... .

Observemos que a sequéncia {#"” },-4, . .. gerada por sucessivas aplicagdes da fungiio G,
quando os pardmetros ¢, ..., ¢, s80 ndo relacionados, convergira ao ponto fixo € (veja
Apéndice I11), se a fungdio G, com a qual é obtido ¢ ™V a partir de #”, for contracta.

Teorema 4.3: Para #”<®, seja {0 },-0, 2. .. a seqiéneia em D gerada pelo algoritmo
EM, isto €, a seqiiéncia em @ gerada pelas iteragdes definidas em (4.25) e (4.36). Entdo com
probabilidade 1, qualquer que seja # suficientemente grande, a Unica solugfio consistente

fortemente 6 = (,fi Lreeres /3’ m,él,...,&m) da equagiio de verossimilhanga

Slog1(8) _ $2uiy08T(%i10)
o0 50

esta bem definida e a seqiiéncia {§7},-0, 2, .. converge linearmente a &, qualquer que seja &7
suficientemente perto de £, isto ¢, existe uma constante A, 0 <A < 1, para a qual

T i <A | g - "1 i r0, 1,2, .. (4.49)
Prova.

Em Peters & Walker(1978b) prova-se este teorema para 0 ¢aso em que as nusturas sdo de
densidades gaussianas e, em Redner & Walker(1984) prova-se para o caso geral em que estas
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pertencam a familia exponencial.

Aqui explicaremos os passos desta demonstracdo € nos referiremos 4 prova em Redner &
Walker(1984).

Se &* for o verdadeiro valor do pardmetro, temos, pelo Teorema 4.1, que & estd bem
definido e converge com probabilidade 1 a #* quando » ¢ suficientemente grande. E de
observar que se a condicdo (4.49) se cumprir, entdo a seqiéncia {#”},-01 2, . converge a &
pelo Teorema do Ponte Fixo, veja Anexo I O funcional G, definido anteriormente, como
sendo aquele que G(@”) = ¢V tema § como ponto fixo, ou seja, 8 que satisfaz G(6 )=6 .

Desta forma, pode-se escrever (4.49) como
|G -G8) <11 67-8), ro1L2 ... (4.50)

ou seja, o funcional (G cumpriria com a definigdo de funcional contracto se existir A, 0<A<i,
satisfazendo (4.50). Por conseqgiiéncia, o funcional G terd um unico ponfo fixo e ja temos
observado que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo EM pode ser obtida por aplicagdes
consecutivas do funcional G.

Dado que (& € derivavel, podemos escrever
G(87) - G(6) = G(d") 18" - 6]+ 016"-6 ). (4.51)
Devido a 08" -8 *) ser estritamente positivo, de (4.51) temos que
G(d”) - G()] < |G (67)] 167 -6|. (4.52)

Bastarja provar que |G’ (67)< 1, com isto teriamos provado que o funcional G é contracto
e, dado que estamos suficientemente perto de #, este seria o ponfo fixo. Os detalhes da
demonstracio de que |G (#7)l< 1 assintoticamente acham-se em Redner & Walker(1984),

4.5 Problemas computacionais do “sieves” de
convolugao gaussiano

A utiliza¢fo prética dos estimadores de Grenander de convolug8o ¢ dificil devido ao fato de
terem 2n+1 par@metros a estimar. Uma sugestdo ¢ trabalhar com um “sieves” reduzido nos
pesos py,..., Py, considerando-os como iguais a }{z .

Desta forma, os estimadores
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N o . _fﬁgﬁ—,&ffﬁ
flx)=%5 e 2 (4.53)
i=1 V27
se reduzem a
. nam J"&%ﬁ’fjﬁﬁi
fix)= Z Py 2 (4.54)

E importante notar que o estimador de Rosenblatt-Parzen com nucleo gaussiano, isto é, o
estimador

é da forma (4.53). No entanto, as afirmagdes no final da Proposi¢io 3.5 indicam que f néo

pertence ao conjunto M;
H

Geman & Hwang(1982) trabalharam com os estimadores da forma (4.53), observando que o
mimero de y;’s distintos € consideravelmente menor de que ». Dados esses resultados, estes
autores sugerem definir o parametro do “sieves” m, como o nGmero de fun¢Ses nicleos a

serem somadas em (4.54) e, os pesos p, iguais a %n . Com isto, teremos definida a seqiiéncia
n

“sieves”
iy, (_’*_“:"Eﬁ_;_
=4f e f(x)=— Z = 0 L (4.55)
”z =]

Geman & Hwang(1982) observaram que o estimador de méxima verossimilhanga associado

¥ * o~ I L_._.{.: f
a 31;4 teve uma boa performance em simulagOes. Eles também provam que m, =0Ofn’> ")

¥
serve como razfio de convergéncia.
Esta ¢ a idéia do método de estimagio dos parametros de elementos de seqiiéncias “sieves”,
proposto neste Capitulo, este algoritmo ¢ mais geral que aquele que sena considerado em
(4.55).

A diferenca € nos pesos, estes serdo considerados diferentes, restritos a serem nfo negativos
e somarem 1. Dadas as boas possibilidades do método de estimagio proposto, observou-se que
ndo se precisava afastar-se tanto da forma original do “sieves” de convolug@io gaussiano,
definido na Proposigao 3.5 como
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2 _malsn )

e P Ty
fro=3 e

Definimos a seguir o conjunto 5, . Neste conjunto sera obtido o estimador alvo de

stmulagdes no Capitulo V,

(x-y; )2

"y
St o= fe®: f(x)=S-F e 27 | (3.34)
s gma

Observemos que os f €8y t8m 2m, +1 pardmetros a estimar, isto ¢, a quantidade de

par@metros a estimar depende do nimero m,, de fungdes nucleo.

Uma idéia para utilizar o valor de m,, € usar diretamente a relagdo m, =O(n s ). Daqui
obtemos que se n=25m, <2, se n=50,m, <2 ese n=100,m, <3.

Uma forma entdo de escolher qual o valor de m,,, ¢ avaliar a fun¢do de verosstmithanga

Lim, )= 1/(X:),

i=1
para os diferentes valores de m,, e aquele no qual a fungfo L atinja o maximo sera assumido
como o nimero de fungdes nucleo no estimador f . Passando posteriormente a estimar o0s

pardmetros py,.... Py V1. ¥, 0 - Estes pardmetros serdo estimados utilizando o algoritmo

EM ja descrito.



Capitulo V:

Comparagoes

5.1 Introducgdo

Para ter idéia do ajuste obtido com cada proposta de estimador da fungfio de densidade,
estudados nos Capitulos 11 e I, escolhemos diferentes fungdes de densidade e geramos
amostras aleatOrias destas distribuigbes. Os estimadores foram comparados de acordo com o
Erro Quadratico Médio Integral{ EQMD.

Dados foram simulados para 10 diferentes fungbes de densidade. Duas destas possuem
geradores de varidveis aleatorias no SAS 6.08, nos outros casos teve-se que achar a amostra
necessaria utilizando a Transformada Integral, o Método de Composiciio ou o Método de
Rejeicio.

Os resultados destas comparagBes serfio apresentados em tabelas contendo informagdes
sobre os estimadores ¢ os valores do FOMI obtidos quando é wtilizado o estimador de
Rosenblait-Parzen e o de Grenander. Graficos incluidos apresentam a amostra obtida, ¢ a forma
da densidade em estudo e a dos estimadores.

Para a realizaco deste estudo de comparago foram construldos dois tipos de programas, o
primeiro tipo de programa fol necessario para gerar as amostras {Apéndice IV), ¢ outro tipo de
programa dedica-se 4 construgio dos estimadores. No Apéndice V se mostra o programa para
a construgiio dos estimadores de Rosenblatt-Parzen e Grenander quando a densidade a estimar
¢ normal padrio, este programa faz os calculos baseado nas expressdes (4.42), {(4.43) ¢ (4.44).

5.2 Densidades e conceitos gerais

No artigo de Bowman(1985), ele estudou o ajuste aos dados obtido por diferentes fungses
nicleo no estimador Rosenblatt-Parzen para 6 diferentes funges de densidade. Estas foram
incluidas em nossas andlises assim como também as densidades propostas por Crain{1974) no
seu estudo da estimacio de densidades usando expansdes ortogonais.

Na tabela a seguir apresentamos as definigBes das densidades escothidas para o estudo.
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Nome _ Definicio
1 }
Normal Padrio Ji{x)= fﬁ@vexp(w%xz), xR
k4
1 12 / 2
PMistura de N . R /ég’xﬂﬁj L atx-1s) _
istura de Normans | £2(x) 2{2%8 +2me L eR
t-Student, 5 gl [ e — ( ] j{i ]mg reR
sar (25}L 517
1
Cauchy Padrao 4 {x = x e R
y .f{)ﬂﬂﬂz}}

; i ‘
Qui-Quadrado, 6 gl | fs(x )rigxg exp{w —3 xe |0, w}

Beta, a=2, f=2 - fo(x)=6x{lx) ,x € [0, 1]
3

Trnangular F1 (x)m -~ {x{ x e [-1, 1]

Trimodal fs{x}«t(wv{’fﬂxﬁ 2}, xef-1,1] onde (' = Eﬁﬁgﬂﬁi
2 s 1,0

| Uniforme Escada fo(x)= /é sex el-1.0]
1 sex e(0,1]

. . . /(x:!:?s) l/ xw‘
2*Mistura de No S
“ mas L So(x)= :z«fa 05 RE¥ e
Tabela 5.1
Seja

Jf(x) \E;ngj _ P exp [ (X - ))
For= o e el Ly v 3.7

Ol

fix)=

desta forma temos que Fx) pode denotar ¢ estimador Grenander f {x} ou o estimador de
Rosenblatt-Parzen f( X).

O EOMI ¢é dado por
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o

2] a0 o
. Y . .
EQMI= [{f(x)= (o)) de = §f2 (e ~2 { feoifoxide [F2(x)de. (51)
) ) e X3
Em alguns casos utilizaremos métodos numéricos de integragfio ja incorporados ne pacote
computacional, nas outras situagdes existem expressies para as integrais,

Inclua-se também um outro estudo comparativo, este baseia-se na expressio
-, 2
{(feo-rex)y . (5.2)

Apresentam-se, nas diferentes situagSes, graficos que mostram o comportamento desta
diferenga pontualmentse,

5.3 Resultados das comparacdes

Os grificos das diferentes fungdes de densidade, assim como do estimador de Rosenblatt-
Parzen e de Grenander, apresentam-se a seguir. Inclua-se também a amostra gerada e tabelas
com os valores dos estimadores dos pardmetros que definem cada método.

Ainda apresentam-se graficos do comportamento da diferenca em (5.2} para cada tamanho
de amostra em cada uma das diferentes fungdes de densidade relacionadas na Tabela 5.1
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5.3.1 Resultado das comparagdes na densidade Normal Padrao

As amostras para esta fungiio de densidade de probabilidade foram geradas diretamente

pela fungfio SAS, NORMAL ou RANNOR.

Rosenblati-Parzen

Grenander

EQMI =0.5600876
h=0.43072

pr=l

EQMI =0.046867

5% =0.61228
Qi1 =0.41471

Tabela 5.2: valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de

amostra =25,

Geq

0.45

] £
:
,
.
,
;
.
015 /
;
ﬁ
.
;
:

H.00 I e e e e en

Grenander
~ Rosenblatt—Parzen
- densidade
- gmostra

Grifico 5.1 Fungiio de densidade Normal Padriio e os estimadores Grenander e Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos parimetros apresentadas na Tabela 5.2, tamanho de

amosira #=25.
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003
) Grenander
=== Rogssnblatt—Parzen
002 g
oo - ; : : R ST
v, - “‘n,“ . ;x Kz
;f‘ T x: . ;;" k"\.‘
«;‘ ‘“\«‘ nf \‘
* - ‘“.\f; r; h k’»\
000 o T : e — B
e B e . T FR
-3 -2 -1 8 1 2 3

Grafico 5.2 Comportamento pontual da diferenca ( F(x) - f(x))2 para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcdo de densidade Normal Padrio, #=25.
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Densidade Normal Padrio, tamanho de amostra n=50.

Rosenblatt-Parzen

Grenander

EQMI =0.5329381
h=0.45936

EOMI =0.0051933

62 =0.63546
71=013767 it = 041471
pa=0.77695 f13=-0.13329
p3=008339 fi3=2.06172

Tabela 5.3: Valores obtidos do EQM/ e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de

amostra #=50.
0.60 -
Grenander
Rasenblatt—FParzer
- densidode
Coe o amasiro
045
‘ B
036 —
] ¥"\‘
015
“'/.
000 s . . B 4 R N T G pbEd 4 4 i ;
ot 1T I ' L T N R ]
3 -2 -« 0 1 2 3

Grafico 5.3 Funcio de densidade Normal Padrdo e os estimadores Grenander ¢ Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.3, tamanho de

amostra 7=50.
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.
i
S
«
B
Fo
I ‘r
i i
] -
Gooe .
4 A
; l;
K b
% -
. - o
v . Bilars
s v * v \_
3 . % n %
H Y i -
4 ; : 5
i i H H ; *
{ % ' L *
: 4 ! d 4
- . # ¥
H . ! !
H : i )
>
£ i b +
- 3 il 1] i *
N N 4 + v 3
o001 — ; i \ ! E
. H ke Y ¢ ®
§ s T N .
. ; i - ¢
¥ 5 v ’ : ¢ .
4’2 i £ ¢ A >
[ B N v :
K % i & ¢
K <4 N v :
+ 3 b . B T i
H t Y : E i
B B L H
P ] SN 5 i H ¢
H ok Y ; 5 f
J N + J 5 ] & H
H [ [ H a s i 4
JEA ! . . . H y i ¥ K -
« B B % K s X
% e AN b 3 N T i p f
# b é il r i .
£ 5, 7 v ot
- s B P Y of o7 -
s § - 1 % & LS - -
0000  ~fr==Teo o . - S P
L B T T T T

:::::::

Grafico 5.4 Comportamento pontual da diferenca ( Fxy~ f(x))g para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fun¢io de densidade Normal Padrio, #=50.
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Densidade Normal Padrio, tamanho de amostra #=100.

Rosenblatt-Parzen Grenander
FEOMI =0.5327152 FEQOMI =0.0004399
h=10.45936 &%= 098041
pr=1 1 =-0.054116

Tabela 5.4: valores obtidos do EQM/ e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de

amosira =100,

o680 - o .
Grenander
- Rosenblgti—Farzen
densidade
oamostrn
45 -
030 -
015 -
000 e [ G AR wRbi SERHGL USRS SHESER BL B b 0 g 3 st Al

Grifico 5.5 Funcdo de densidade Normal Padriio e os estimadores Grenander e Rosenblatt-
Parzen segunde as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.4, tamanho de
amostra #=100.
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G005
- - Grenander
-~ Rosenblgtt—Parzen
0004 -
r \1‘
; f
: ;
0.003 :
;
;
0.002 : ;
o001 — P ;
3 “ 1
i "\ / ;
. : ; i .
o - - 3 J‘E..( 1" X’ ‘ ’\“ "
0.000 —i”:i“", S e — e S— —
[ . v i + i T } ] i
- -2 -1 o E

Grifico 5.6 Comportamento pontual da diferenga (}”(x)—— f/ (x))2 para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade Normal Padriio, n=100
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5.3.2 Resultado das compara¢des na densidade 12 Mistura de

Normais

Nesta situagfo utilizou-se o chamado Método de Composi¢io que consiste em escolher
com uma determinada probabilidade uma das densidades na mistura e logo simular um valor
da variavel correspondente.

Rosenblati-Parzen Grenander
EQMI =0.0378903 EOMI =0.0147441
h=0.66029 &%= 0.28849
P 1=0.44518 Ly =-138112
£2=0.25629 2= 108807
P +=0.29853 13 = 2.71556

Tabela 5.5: Valores obtidos do FOMI e dos estimadores dos pardmetros, tamanho de
amostra #=235.

64 — - = Grengnder
~ Densidade
- Amostra

03 -

62 -

01 -

o ——

e e -
I P IREEE . : e : T o S
0.0 LI LN S B e 2t s s S e ! L3N B S B et { T T T ‘ T T Y rTT

-G -4 -2 G 2 4 &

Grafice 5.7 Funcio de densidade 1* Mistura de Normais e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos parametros apresentadas na Tabela 5.5,
tamanho de amostra #=25.
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= = Grenghder
Rosenblatt—Farzen

0020 A
0015 -
0010 -]
0005 S I
- el Ve e L
. '-r-rd.,!.:.;rl‘ T 3 T T —rT N I T =ﬁ—r1
& -4 2 0 2 4 6
. . z 2 .
Grafico 5.8 Comportamento pontual da diferenca ( fxy-1 (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungfo de densidade 1* Mistura de Normais, #=25.
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Densidade 1*Mistura de Normais, n=50

Rosenblatt-Parzen Grenander
EQOMI =0.0072809 EQOMI =0.0076781
h=10.85225 &2=1.03704
P 1=0.58807 it =-1.34751
p2=0.41193 It2 = 1.99273

Tabela 5.6: Valores obtidos do EQM/ e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de

amostra #=50.

4 -

Grenander
=== Rogenblott—Farzen
em e DE n s ;d{] de
© T Amostro
03 —
0.7 —‘ ’».f""'”*

:
;
.
] ,
0.1 ; \,\
.
)
] ;
.
] .
.
.
;

00 oo o e v v s s S
-5 -4 2 0 2 4 &

Grifico 8.9 Fungdo de densidade 1° Mistura de Normais e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.6,
tamanho de amostra #=5(0.

118




Capitulo V: Comparaces
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Grifico 5.10 Comportamento pontual da diferenca ( f{xy~f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funco de densidade 1° Mistura de Normais, #=50.
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Densidade 1"Mistura de Normais, n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
FEOMI =0.0041481 EQMI =0.0095824
h=0.42032 67 =0.49203
P1=0.49557 iy =-1.6337
F£2=0.31346 2= 0.82632
$+=0.19097 i3 =2.47937

Tabela 5.7: Valores obtidos do EOMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de

amostra #=100,

04
Grenander
- Rogenblatt—Parzen
— Dansidade
T Amaostra
03 -]
g2 - _

M

-6

Grifico 5.11 Fungio de densidade 1* Mistura de Normais e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos parAmetros apresentadas na Tabela 5.7,
tamanho de amostra #=100.
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ﬂsx
Egl
4o
e
s “ - I3
' & H
: . HE
. i
;
:
0.004 H
’
¥ N
: 3
{ !
:
i
wy & :
SN
.
0002 - - ;| ; :
; ! : :
f et H
; v |
h i |
: o L a
. PN -, H Yo s
P R S e J i o b
=T R B W 5w o -
Q.000 A S s o IO -
. J""\".}“.I...“:. [
-8 -4

8
. 2
Grifice 5.12 Comportamento pontual da diferenca ( fx)—-f (x.)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcfio de densidade 1° Mistura de Normais, #=100.
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5.3.3 Resultado das comparacoes na densidade t-Student com 5 g.l.

A variavel aleatoria da densidade t-Student obteve-se dividindo uma variavel com densidade
normal padrio pela raiz quadrada de outra variavel aleatoria com densidade qui-quadrado com

5 graus de hberdade dividida por seus graus de hberdade, ou seja, se Z ~ N(0l) e X ~ gz (5),
entdo
VA

X7
75

T=—tmnts.

Para gerar valores da variavel com densidade ;(2 (5), utlizou-se o fato de se
Y~Exponencial(*s), entdo

m
r=%Y ~x%2m)
i=1

e
2
X=S¥+2%~ 5.
i=}
Rosenblatt-Parzen Grenander
EQMI =1.7279656 FOMI =2.035743
h=053735 5%=0.10186
P =0.11967 1= -1.37079
$2=0.29307 2= 108747
P =0.58726 fi3=0.01526
Tabela 5.8: valores obtidos do FQMI e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amostra #=25.
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a8 - "
‘ Crenonder
ixlott—FParzen
Sfalstals
Armicstra
028
c4
02
00 - T _ . - . R
o i T ; T ¥ L | =T T T f T T 1 ¥ T T ‘ T e i
-3 -2 -1 8] 1 2 3

Grifice 5.13 Funcdo de densidade t-Student com 5 gl e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos parametros apresentadas na Tabela 5.8, tamanho

de amostra #=25.
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114
Grenander

Rosenblatt—-Farzen

012

010

coe

006

004

0.0z

Q.00

- 2 ]
Grifico 5.14 Comportamento pontual da diferenga ( )~ f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungdo de densidade t-Student com 5 g1, #=25.

124



Capitulo V: ComparacQes

Densidade t-Student com 5 g.l., =50

Rosenblatt-Parzen Grenander
FOMI =1.7279656 EQMI =1 978845
h=10.53735 &%= 0.64671
P1=0,93474 ,21 1 = 037182
£2=0.06526 fiy=-1.76381

Tabela 5.9: Vvalores obtidos do EOMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=50.

og -

Grenander
rosenbloit—Parzen
- Densidade
Amostra
04 -
a2 -
00 I
I T T i i 1
-3 -2 -1 Q 1 4 3

Grifico 5.15 Fungio de densidade t-Student com 5 gl e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos parametros apresentadas na Tabela 5.9, tamanho
de amostra =50,
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0.020 .
L rEngnGer
Rozenbfatt—Farzen

0.015

001G

0.005 )

i - .
Qoo i |'

-3 w2 -4 0 1 2 3

2
Grifico 5.16 Comportamento pontual da diferenca ( fxy-f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungfio de densidade t-Student com 5 g 1., #=50.
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Densidade t-Student com 5 g.l., n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
FEQOMI =1.7278669 EQOMI =19559146
h=0.52771 &2 =1.0646
pr=l 11 =10.14651

Tabela 5.10: valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=100.

08 — -
Grenander
Hozenbiott—=arzen
- [ensidade
Amostra
04
02 -
30 i .z e alimononn Giniiinod o cn et
i ' I o R T \ o i -
-3 -2 -3 o 1 2 3

Grifico 5.17 Fungiio de densidade t-Student com 5 gl e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos par@metros apresentadas na Tabela 5.10,
tamanho de amostra #=100.
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0004 )
' Grenonder
Rosenbiott—Parzen
o003
0.002
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- 2 .
Grifico 5.18 Comportamento pontual da diferenca ( fixy—f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungdo de densidade t-Student com 5 g1, n=100.
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5.3.4 Resultado das comparacdes na densidade Cauchy Padrao

As amostras para esta fungiio de densidade de probabilidade foram geradas diretamente pela

fun¢do SAS, RANCAU.
Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.0235206 FEOMI =0.0343188
h=149338 &%=2.97013
P1=0.91599 = -0.84008
P 2=0.08421 1y = 49157

Tabela 5.11: valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra =25,

0% -

Grengndar
Fe bt - Porren
e Dengidods
030 - C o Armostro
0.25 a
o
0.20 '
015 — E’a
040 - \
{ :
008 -
0.00 "-g et T : . S S . '_“N“ - r” : ‘,,.-._-[:' i
I ' T T TE ' f T i
-10.00 -8.87 333 000 333 6.67 10.00

Grifice 5.19 Fun¢do de densidade Cauchy Padriio e os estimadores Grenander ¢ Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos parimetros apresentadas na Tabela 511, tamanho de
amostra p=25.
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Q020 i
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. Rosenblott—Farzen
0ots - b
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0.005
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Grafico 5.20 Comportamento pontual da diferenga ( foo-f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungio de densidade Cauchy Padrdo, n=25.
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Densidade Cauchy Padrio, n=50

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.0199558 FOMT =0.023294
h=1.06768 &5%=13.9761
P 1=0.96735 Ity = -0.29686
P =0.03265 H2= 499337

Tabela 5.12: Valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amostra #=50.

035 ~
Grenonder
- Rosenbioti—Porzen
e Densidade
030 - i c o Amostra
025
0.20
015 * i
0.10 V
i
0os
QOO oo 2o et e e
T b ) T T [ { ! ] !
-13.00 -B6.87 -3.33 .00 3.33 6.67 10.00

Grifico 5.21 Fungio de densidade Cauchy Padrfio e os estimadores Grenander ¢ Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.12, tamanho de

amostra #=50,
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e arger
Fosernbiott—-FParzen
Qo015
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- ' I [ T T ' i
-10.00 -5.87 w3.33 Q00 333 8687 10.00

o 2
Grafico 5.22 Comportamento pontual da diferenga ( flo-F (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungio de densidade Cauchy Padrio, #=50.
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Densidade Cauchy Padrio, n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.0067652 EOMI =0.0247666
h= 063053 51=432318
P 1=0.9695 ,E: 1= 02673
ﬁme.OSOG ‘&2 =§.82244
Tabela 5.13: Valores obtidos do EOMI e dos estimadores dos parmetros. Tamanho de
amostra =100,
0B - .
Grenander
Fosenbloti—Forren
Densidade
0.30 K C Aot
025
020 %
0.15
010 - \;
‘.,}\)
o5 -
1

.00 MM. L . : _.,[.. i ! o “TM R .1, . T " I"""" o e .

40,00 867 33 0.00 333 6.67 1000

Grafico 5.23 Funcio de densidade Cauchy Padrioe os estimadores Grenander e Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos par@metros apresentadas na Tabela 5.13, tamanho de

amostra =100,
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oTo7.s I
- enander
Rosenbicti~FPorren
0.015
0.010
0005
A T R i e T
-10.00 -8.67 -233 0.00 333 6.67 1000

- 2
Griafico 5.24 Comportamento pontual da diferenca ( flo-71 (x)) para o$ estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungio de densidade Cauchy Padrédo, n=100,
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5.3.5 Resultado das compara¢des na densidade Qui-Quadrado com
6 g.l.

O pacote computacional utilizado nas comparagdes ndo tém uma funclo de geragdo de
amostras para o caso da densidade de probabilidade 12 , & 0 gerador de variaveis aleatorias
Gama 80 permite um pardmetro nesta densidade. Por essa razdio € que se procuraram

procedimentos alternativos.

Lembremos que, se }; ~ Exponencial(>s) entdo

m
Y=3%~z"(2m).
i=1
Utilizando este resultado, geramos m=3 variaveis com densidade Exponencial(3s), obtendo-

se a amostra da densidade ,gz (6). Devido & que a fungio disponivel no pacote computacional,

RANEXP s6 gera amostras da densidade Exponencial(1), multiplicamos por 2 o valor obtido
da fungiio RANEXP, deste modo se obtém um valor da densidade Exponencial (>2).

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.0033452 EOMI =0.0142278
h=1.67994 &2=228112
P1=0.73547 [y =4.6614
P2=0.06456 il =9.0231
p3=0.19997 f3=11.4279

Tabela 5.14: valores obtidos do EQM/ e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amosira n=25.
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0.20 - .
(:JF'GEF'?UH{J(?{‘
- Rosenblali—Farzen
- Pensidade
Arrioatra
0.15
.10
Q05 -
000 , o
] ’ T ; i i E ’ S
.00 217 433 6.50 8.67 10.83 13.00

Grafico 5.25 Fungiio de densidade Qui-Quadrado com 6 gl e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 514,

tamanho de amostra n=25.
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0.004 .
e Grenander
: -~ - Rosenblett—Farzen
o003
0002
0001
0000 - ¢ v e e s
e e e s e e
0.00 217 433 8.50 8867 10.83 13.00

—~ 3 .
Grafico 5.26 Comportamento pontual da diferenca ( fx)-f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungio de densidade Qui-Quadrado com 6 g1, #=25.
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Densidade Qui-Quadrado com 6 g.l., =50

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI=0.0025289 EOMI =0.003852
h=1.77209 &52=438177
p1=10.86757 iy = 4.9679
$2=0.13243 12 =11.5583

Tabela 5.15: Valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=>50.

0.20 o
f;:r‘emdmder
- Rosenblott—FParzen
- Densidade
- Amostro
015 -
0.0 —
/f,v
oo -
e s e
.00 217 433 850 8.67 1083 13.00

Gréfico 5.27 Funcio de densidade Qui-Quadrado com 6 gl e os estimadores Grenander ¢
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.15,
tamanho de amostra #=50.
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20015

Grenander
- Rosenblatt—Farzen
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0.0005
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Grifico 5.28 Comportamento pontual da diferenca (f (x)— f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fun¢iio de densidade Qui-Quadrado com 6 g1, #=50.
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Densidade Qui-Quadrado com 6 g1, n=100

Rosenblatt-Parzen A Grenander
EOMI =0.0003974 EQMI =0.005346
h=116574 62=3.2389
p1=1080871 = 4.40252
p2=019129 I2=991097

Tabela 5.16: Valores obtidos do ZOMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=100,

020 - - o
remanaear
- Rosenblatt—Farzen
- Densidade
- Armosteg
015
010 -~
005
0.00 TR TR o I
, I ] ! T ‘ !
G.00 247 433 850 B.67 _ 1083 13.00

Grafico 5.29 Fungdo de densidade Qui-Quadrado com 6 gl e os estimadores Grenander ¢
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.16,
tamanho de amostra #=100.
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00025 —
Grenander
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Grafico 5.30 Comportamento pontual da diferenca ( fx)-f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade Qui-Quadrado com 6 g.l., n=100.
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5.3.6 Resultado das comparacgoes na densidade Beta ¢=2, =2

Nesta situacio, para cada valor a ser gerado com fun¢io de densidade Beta(2,2), geraram-se
duas varidveis X; e X,com densidade Gama(2,1), obtidas pela fungio RANGAM, e

. - X
posteriormente se utilizou a relagio L ~Beta(2,2).

X -+ Xq
Rosenblatt-Parzren Grenander
EQOMI =0.0118454 FEOMI =0.0674146
h=0.18068 &2 =0.042137
15121 ;11:048669

Tabela 5.17: valores obtidos do QM e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amostra p=25,

20 -
] e Grenander
: _ ---- Rosenbiott—Parzen
18 E " - Densidade
- © Amostra
18 -
14 ) A ’M:,,:; R L \w::

\\m
N
\‘mﬁ \\\
Y
K
w“ B e
N,
,].t"‘C“’‘,l,,:‘,H'I,,r,r;“,,,;{.‘)!‘'lvkl.[“(,'.llli }
033 .50 0.67 0.83 1.00

Grifico 5.31 Funcio de densidade Beta =2 =2 e os estimadores Grenander ¢ Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 517, tamanho de

amostra =25
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Grenander
Rosenblatt—Parzen

025
a2 -
015 =
010 - . ,
1.00

0.83

ssssss

087

0.00 *ji.;' -
0.00 017

. = 2 .

Grifico 5.32 Comportamento pontual da diferenca ( fo-f (x)) para os estimadores de

Rosenbaltt-Parzen e Grenander da funcio de densidade Beta =2 =2, n=25.
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Densidade Beta com o=2 =2, n=50

Rosenblat{-Parzen Grenander
FEOMI =0.0140144 EOMI =0.075389
h=0.13755 &% = 0.040668
231:1 ££1:O49152

Tabela 5.18: valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amosira n=50.
20~ Grengnder

: -~ Rosenblatt—Parzen
1.8 — - Dengidade

~ e Amostra
16 P -
14 - P R
12 ; f;f‘:tff"“ \‘-‘\ ) .
AR . .
o N

10 S N

] /{‘F ., \x
08 S " K\\‘
06 // B \x\
0.4 w / \\
0z 3/ - . \\

T e MRS B i i I

0.00 017 0.33 050 0.67 083 1.00

Grafico 5.33 Funciio de densidade Beta =2 =2 e os estimadores Grenander ¢ Rosenblatt-
Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.18, tamanho de

amostra =30,
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025
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020 -
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R S e e e e
0.00 017 033 0.50 0.67 0.83 1.00
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Grafice 5.34 Comportamento pontual da diferenca (f (xy-f (x)) para os estimadores de
Rosenbaltt-Parzen e Grenander da funcio de densidade Beta =2 =2, n=50.
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Densidade Beta com o=2 =2, n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.0048005 EQOMI =0.0347462
h=0.11959 62=0.023314
p1=036214 1 = 0.29864
p2=0.63786 11, = 0.60803

Tabela 5.19: Valores obtidos do EQM/ ¢ dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amostra =100,
20 Grenander

] . - -~ Rosenblatt—Parzen
1.8 - . - Densidade

] © 0 Amostra
1.6 -]
1.4 - . m,gg:”f*'dm - '”:1 """"" «M:\

S e TN,
A NN
1.2 — A RN
o T,

= S wON
1.0 = S N

] S AN
08 f’f . "“.\\
06 - . \
0‘4 ,..:. . s ) e - ) \\

0.00 017 0.33 0.50 067 0.83 1.00

Grafico 5.35 Fungéio de densidade Beta «=2 =2 e os estimadores Grenander e Rosenblati-
Parzen segundo as estimativas dos parimetros apresentadas na Tabela 5.19, tamanho de
amostra #=100,
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Grenander
- Rosenblatt—Parzen
012 —
0o -
008 —
008 ~ %
OGO . e - - e ~ = - ':_‘-_.‘f'

0.0C 017 0.33 050 087 0.83 1.00

- 2
Grifico 5.36 Comportamento pontual da diferenga ( flxy~f (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen ¢ Grenander da fungdo de densidade Beta o=2 =2, »=100.
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5.3.7 Resultado das comparagdes na densidade Triangular

A chamada Transformacgfio Integral ou Método de Inversdo foi o utilizado para gerar as
diferentes amostras. Consiste no seguinte, primeiramente geramos a mostra U/y,..., U/ ,~U(0,1)

atraves da funcdo RANUNI ou UNIFORM, e posteriormente calculamos

iU + Y, selUis _
X = ] =1...,n.
i {%M rﬂ*ﬁ}%*‘llﬂ- SeUi>}é para i n

Rosenblatt-Parzen Grenander
FEOMI =0.379473 EOMI =0.5053747
h=0.51194 62=0.089592
D 1= 04407 11 =-0.36495
P2=10.5593 iy =0.42002

Tabela 5.20: Valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=125.

o ~ = Sleves
: Karnel
t ~== Densidade
G.ﬁ‘j it Amostra
.
(.
G, M
s o e e e B SR
-1.,00 ~0,67 -0, 33 4.00 0.33 0.67 1,00

Griafico 5.37 Fungfio de densidade Triangular e os estimadores Grenander e Rosenblatt-Parzen
segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 520, tamanho de amostra
n=25.
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Grafico 5.38 Comportamento pontual da diferenca ( fxy—f (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da func¢fo de densidade Triangular, #=25.
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Densidade Triangular, #=50

Rosenblatt-Parzen Grenander
EQOMI =04257732 EQMI =0.6227975
h=0.42561 &2=10.22786
pri=1 ity =-0.02624

Tabela 5.21: Valores obtidos do £QMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=50.
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| Kearnel
= Dangidade
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i
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N X S I
-1.00 -0.87 -0 0,00 G,33 6.6/ 1,00

Grafico 5.39 Fungio de densidade Triangular e os estimadores Grenander e Rosenblatt-Parzen
segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.21, tamanho de amostra
=50,
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Grifico 5.40 Comportamento pontual da diferenca ( f{ - f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcdo de densidade Triangular, #=50.
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Densidade Triangular, n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.4110624 EQMI =0.0.5040943
h=039587 &4 =0.077795
p1=051128 i1 =-0.33869
p2=0.11805 L2=007962
P13 =037067 f13=0.55779

Tabela 5.22: Valores obtidos do EQM/ e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=100.

1 ik - Slaves

1 — Kerne|

T e - Densidads
0.8 . T Amosirg
0.
0.
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0 D*‘“{ 0 W SR O o O 4145 SO O 3 il . S5 4 A ~;~~sf;~l~ée\- ol e e e e s 4 A e el ‘!’-“,"%V;*T'E

i
-1, G0 ~g.67 -0, 33 0.00 0,353 0.6/ 1,00

Grifico 5.41 Fun¢io de densidade Triangular e os estimadores Grenander e Rosenblatt-Parzen
segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.22, tamanho de amostra
#=100.
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Grifico 5.42 Comportamento pontual da diferenga ( JFx-f (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da fun¢io de densidade Triangular, 7=100.
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5.3.8 Resultado das comparagées da densidade Trimodal

Aqut foi utilizado o Método da Rejeigdo, este algoritmo consiste no seguinte; para obter
uma amostra da varidvel aleatoria X com fungdo de densidade de probabilidade £, dispondo de
um gerador da variavel ¥ com fungdo de densidade de probabilidade ¢ e de um gerador da
variavel U/ ~ U(0,1), procedemos como a seguir.

Quando 10y) <M paratodoyemR,

g(y)
1. Gerar um valor y de U{-1,1),

2. Gerar um valor u de {/,

3. Se 3u<cos{10y)+2, definir x =y, caso contrario voltar 4 1.

Este algoritmo € estudado com maiores detalhes em Bustos & Frery(1992)

Rosenblatt-Parzen

Grenander

EOMI =0.1040595

EOMI =0.2574167

h=0.08152 &2 = 0.0006161
p1=044 11 = -0.68086
Pa2=028 2= -0.03993
P3=028 23=0.61846

Tabela 5.23: Valores obtidos do EQM/ e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra n=25.
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Grafico 5.43 Fungio de densidade Trimodal e os estimadores Grenander e Rosenblatt-Parzen

segundo as estimafivas dos par@metros apresentadas na Tabela 5.23, tamanho de amostra

=25
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-~ - Grenander
-~~~ Rogsenblott—Parzen

1.2 -
&
5‘!
J
# b
T
i
08 ro
o
: :
j :
i |
08 - H
i
i ;
: i
.‘ +
I P
< L
; b
;
t
03 — N
I K .
¥ kS
i % 1
i 3
iy 4
; %
d‘ ‘\ i ra
B - H i3 Ll .
¢ LY - i - AN
& % 3 I ., LAY T .
Sl A ot e F7ERN F e . / \%\ Rt
S RSP b S~ oA e s S
30 T Ay g e el - A o Nl e e T S
0 T T T T L I L J T T T i J T T T ]
000 033 0.67 1.00

-1.00 067
- 2
Grafico 5.44 Comportamento pontual da diferenca ( Fx) - f (x)) para os esttmadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fun¢io de densidade Trimodal, #=25.
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Densidade Trimodal, n=50

Rosenblatt-Parzen Grenander
EQOMI =0.0609583 EOMI =0.1243947
h=0.072791 | &2 =0.013349
£ 1= 0.40003 1ty = -0.65995
p2=10.26009 f2=-0.02967
p3=1033988 ft3=0.62225

Tabela 5.24: Valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra p=50.
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Grifico 5.45 Fungdo de densidade Trimodal e os estimadores Grenander e Rosenblatt-Parzen
segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.24, tamanho de amostra
=50,
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Grafico 5.46 Comportamento pontual da diferenca ( fx)y-f (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungiio de densidade Trimodal, #=50.
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Capitulo V. Comparacdes

Densidade Trimodal, n=100

Rosenblati-Parzen Grenander
EQMI =0.0333733 EOMI =0.042146
7r=0.095189 &72=0.021208
p1=040162 i1 =-0.63465
Pa=029250 17 =0.05667
3 =030588 i =0.63482

Tabela 5.25: Vvalores obtidos do FOMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra #=100.
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Grifico 5.47 Fungido de densidade Trimodal e os estimadores Grenander e Rosenblatt-Parzen
segundo as estimativas dos parAmetros apresentadas na Tabela 5.25, tamanho de amostra
#=100.
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Grifico 5.48 Comportamento pontual da diferenca ( f - f (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcfio de densidade Trimodal, #=100.

160



Capitulo V: Comparagdes

5.3.9 Resultado das comparac¢des na densidade Uniforme Escada

A chamada Transformagdo Integral ou Método de Inversdo foi o utilizado para gerar as
diferentes amostras. Consiste no seguinte, primeiramente geramos a mostra Uy,...,U,~U(0,1)

através da fungdo RANUNI ou UNIFORM, e posteriormente calculamos

Xi:{%l]i_l SeU,-S%

S,parai=1,...,n.
;-2 selU; >%F

Rosenblatt-Parzen Grenander
EOMI =0.0995918 EQOMI =0.1596896
h=023714 62=0.039744
p1=0.42332 ft1=-0.60019
p2=0.13683 112 =-0.06342
p3=0.43986 113 =0.57881

Tabela 5.26: valores obtidos do EQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra n=25.
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Grifico 5.49 Fungio de densidade Uniforme Escada e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 526,
tamanho de amostra #=25,
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Grifico 5,50 Comportamente pontual da diferenga ( f)~f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fungio de densidade Uniform Escada, n=25.
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Densidade Uniforme Escada, n=50

Rosenblatt-Parzen Grenandeyr
FOMT =0.0633534 EQMI =0.1267242
h=0.079622

52=0.042763
p1=0.13206 jry=-0.95318

p2=10.58937 fi2=-038917
p3=027858 fi3=0.60424

Tabela 5.27: Valores
amostra n=50,

obtidos do £EOMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
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Grafice 5.51 Fungio de densidade Uniforme Escada e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos parimetros apresentadas na Tabela 5.27,

tamanho de amostra »=50,
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Grifico 5.52 Comportamento pontual da diferenca ( fxy—f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen ¢ Grenander da funco de densidade Uniform Escada, #=50.
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Densidade Uniforme Escada, n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
EQOMI =0.0270741 EQMI =0.072475
h=0.1546 &2=0.05251
71=0.17868 1=-0.8919
Pa=0.57474 [ =0.33935
p3=1024658 i3 = 0.64445
Tabela 5.28: Valores obtidos do ZQMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de
amostra =100,
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Grafico 5.53 Funcdo de densidade Uniforme Escada e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos par@metros apresentadas na Tabela 5.28,

tamanho de amostra »=100.
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Grafico 5.54 Comportamento pontual da diferenga ( f(xy—-f (x)) para os estimadores de
Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade Uniform Escada, #=100.
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5.3.10 Resultado das comparagdes na densidade 2° Mistura de

Normais

Para esta situacdo utihzou-se o chamado Método de Composi¢io que consiste em escolher
com uma determinada probabilidade uma das densidades na mistura e logo simular um valor

da variavel correspondente.

Rosenblatt-Parzen Grenander

EQM =0.0671955

EOMI =0.0999838

h=0.84009 520 84484
P1=05193 ft1=-1.87862
P 1= 04807 i3 =13.35092

Tabela 5.29: valores obtidos do EOMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de

amostra p=25.
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Grifico 5.55 Fungio de densidade 2* Mistura de Normais e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as -estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 5.29,

tamanho de amostra n=235.
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Grafico 5.56 Comportamento pontual da diferenga ( fo-f .(x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcdo de densidade 2* Mistura de Normais, #=25.
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Densidade 2?* Mistura de Normais, n=50

Rosenblatt-Parzen Grenander
EQOM =0.0527703 FEOMT =0.0623478
h=0.68942 5% =1.22817
p1=0.51906 2 =-1.92031
Ha2=0.48094 fi2=3.00721
Tabela 5.30: valores obtidos do EQM! e dos estimadores dos parimetros. Tamanho de
amostra 7=50.
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Grafice 5.57 Fungio de densidade 22 Mistura de Normais ¢ os esttmadores Grenander ¢
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos parfmetros apresentadas na Tabela 5.30,
tamanho de amostra n=50.
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Grifico 5.58 Comportamento pontual da diferenca ( fo-f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da fung@o de densidade 2* Mistura de Nortais, #=50.
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Densidade 2° Mistura de Normais, n=100

Rosenblatt-Parzen Grenander
EQM =0.0644018 EQMI =0.0620704
h=0.41435 &% =0.84483
p1=052266 iy =-1.98233
p.=045116 It2=2.69494
P3=0.03619 3= 575035

Tabela 5.31: Valores obtidos do £QMI e dos estimadores dos pardmetros. Tamanho de

amostra #=100.
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Grifico 5.59 Funciio de densidade 2* Mistura de Normais e os estimadores Grenander e
Rosenblatt-Parzen segundo as estimativas dos pardmetros apresentadas na Tabela 531,

tamanho de amostra #=100.
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Grifico 5.60 Comportamento pontual da diferenga ( Jfxy—f (x)) para os estimadores de

Rosenblatt-Parzen e Grenander da funcio de densidade 2* Mistura de Normais, #=100.
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5.4 Conclusodes

Estudando o estimador de Grenander de convolugio, encontramos que Walter &
Blum{1984) observaram que o problema de maximizagio nesta situagiio € similar & achar os
estimadores num determinado modelo de mistura finita de densidades, para o qual utiliza-se o
algoritmo EM. Devido a ndo termos achado trabalhos justificando esta afirmagdo, decidimos
realizar este estudo.

No Capitulo IlI, mostramos que o estimador de Grenander de convolugdo pode ser visto
como um modelo de mistura finita de densidades em situagdes mais gerais a aquela provada por
Geman & Hwang(1982).

Naturalmente surge depois o problema de estimar os pardmetros destes modelos quando ¢
reduzido o estimador de Grenander de convolugiio a uma mistura finita de densidades
especifica. No Capitulo IV, provamos que o algoritmo EM pode ser utilizado com este
objetivo.

Para termos idéia do comportamento pratico desta forma de obter o estimador de Grenander
de convolugio, realizamos comparagdes baseados em dados simulados. Nesta simulagdes
chegamos a conclusio que o comportamento obtido pelo estimador de Grenander de
convolugdo é similar ao apresentado pelo estimador de Rosenblatt-Parzen.
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Derivada de Gateaux

No Capitulo IMl, na demonstraciio da Proposi¢do 3.2, utiliza-se a derivada de Gateaux, a
seguir inclua-se um resumo deste conceito tendo como referéncia Luenberger(1969).

Assumamos que A € um espaco vetorial, B um espago normado e 7 uma transformagio
definida no dominio D < A e tendo valores em R < B,

Defini¢ao L.1: Sejaxe D < 4 e seja # um elemento arbitrario de 4. Se o limite
ST(x:h)= lim [ T(x +ah)- T(x)] (@)
a0

existe, € chamado de diferencial Gateanx de T em x com incremento h. Se o limite (1.1) existir
para cada ke A, a transformacdo 7 se diz que é diferencidvel Gateaux em x.

O himite em (1.1) s0 tera sentido considerando x+ oheD para « suficientemente pequena. A
aplicaciio no Capitulo III deste conceito é no caso onde B € a reta real, tendo que a
transformacio 7' se reduz a um funcional real em 4. Se L for um funcional real em 4, o
diferencial de Gateaux de L., se existir, ¢

d Lix +ah) : (L2)
da

=6

SL(x;h) =

Exemplo 1.1: Seja 4 = C[0,1], ou seja, o conjunto das fung@es continuas no intervalo [0,1] e

seia Lix) = x(t),f)dt | assumiremos que a derivada de g existe e € continua com respeito a
3] 08’ q & P

x e t. Temos entdo

i
SLix;h)= ggjg(x(z )+ k()1 )dt
0

a =0

IntercAmbiando as operagdes de diferenciaciio e integraciio, que ¢ permitido dadas as
condig@es da fungdo g, temos
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Anexo I Derivada de Gateaux

i
SLex b **TJ“;; el )h(t)dt (L3)
0

O diferencial de Gateaux generaliza o conceito de derivada direcional e sua existéncia € uma
exigéneia débil, dado que a definigio ndo exige ter definida norma em 4. E relativamente
simples aplicar 4 derivada de Gateaux nos problemas de otimizag¢@o de funcionais em espagos
lineares.

Definicdo 1.2: Seja 2 um funcional real definido no subconjunto € do espago normado 4.
O ponto x, se diz ser mdximo relativo de L em Q se existir um aberto ¥ contendo x, tal que
Lxg} 2 L(x) paratodo x eQQmN.

Sera usado o termo extremo referido ao maximo ou minimo sobre qualquer conjunto. O
Teorema a seguir obtém a condigfio necessaria de extremo. A pesar da simplicidade deste
resultado € de grande utilidade, a demonstragiio acha-se em Luenberger(1969) assim como
algumas generalizacdes e variados exemplos.

Teorema 1.1: Seja L um funcional real diferencidvel Gateaux no espago vetorial 4. A
condigdo necessaria para L ter extremo no ponto xqed € que a derivada de Gateaux do
funcional L. se anula-em xy, isto é dl.{xo,A) = 0 para todo heA4.
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Apéndice li:
Sistema de Tchebycheff (T-system)

Os sistemas de Tchebycheff (abreviadamente T-system) consistem em conjuntos de fungdes
continuas {u(1)}.-,..., definidas em intervalos reais /@, b/ e caracterizadas pela propriedade de

L Y n . L -
gue toda combinagio linear real ndo trivial Z L il {t) possui no maximo # zeros distintos
7=
em fa.b/, a combinago linear anterior se diz real ndo trivial se os ¢, sdo nimeros reais com a

propriedade meia? >0.

Estes sistemas sfio utilizados (as vezes indiretamente) na teoria de aproximagdes, onde as
aplicagdes sdo os métodos de interpolacgfio, as formulas de quadratura e outros.

O exemplo classico destes sistemas é o T-system {1,¢, 2.7 }, as propriedades deste

sistema e suas ramificagdes se podem estender ao caso mais geral dos 7-system. Por exemplo,
resultados na teoria de aproximacOes, desigualdades e propriedades de oscilagdo dos
polindmios ordinarios podem-se estender aos polinomios generalizados formados por 7-
system. Os polinGmios generalizados sfio entendidos como expressdes da forma

n . . Np
u(t)= ZI,: (it (%), onde 0s a; sdo constantes reais e fu(t)} o, » € um T-systemn, Muitas das

propriedades dos sistemas de Tchebycheff constituem generalizacBes das propriedades de
oscilagio e aproximacio dos polindmios reais.

Um estudo amplo destes sistemas pode ser encontrado em Karlin & Studden(1966), também
estuda-se em Lorentz(1966); aplicagdes em diferentes areas acha-se em Anderson ef ali(1989)
e aplicacio especifica em probabilidade em Johnson ef afi(1993). A seguir apresentamos
definigbes e resultados importantes que nos ajudario a compreender estes sistemas de fungdes

e que serdo de grande utilidade.

Definicdo I1.1: Sejam u,(7),...,u,, (t) fungdes reais continuas definidas no intervalo fa,b/].
Diz se que estas funcdes formam um sistema de Tchebycheff, abreviadamente T-system se o
determinante de ordem n+1

0.1,..n _ |
U(losflu--,lnj " det“ui (Ij)“i,jm{),...,r; (1.1)
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Apéndice II: Sistema de Tchebycheff

for estritamente positivo qualquer sejam a <ty <t <---<f, £b, onde

ugltp) uofty) - up(ty)

det zﬂif_fo) ul(:tl) lfz‘(:fn)‘ 11.2)

i (t))

i,j=0,..n

urz(t()) yn(tl) un(‘ﬂ

A partir desta definicio prova-se o Teorema 11.1, que sera apresentado posteriormente, nele
se justifica que todo polindmio generalizado possui no maximo » zeros.

Definicao 11.2: As fungdes u,(1),...,u, (1) formam um sistema estendido de Tchebycheff
ou CT-system se {ua (t),... . u.(t )} for um 7-system para cada r =0,1, ... 5.

O exemplo classico de C7-system € o sistema de fungbes ja referido u;(1) = /i =0,1, ... ,n,
definido em qualquer intervalo fa, b/ Neste casso o determinante (I.1) se reduz ao
determinante de Vandermonde com valor H 0si<j<n (t; ~1 ).

E importante apreciar que os T-sysfem sdo casos especiais de fungdes niicleo K(s,4) de duas
variaveis possuindo certas propriedades de regularidade de sinal. Consideremos a fungéio real
K(s,¢} definida em (5,4/€5x7, onde § e T sdo subconjuntos ordenados da reta real. No casso
quando § é o conjunto finito descrito como {0,1, ... #}, o nGcleo K/5,7) se reduz a seqiiéncia de
fungdes K(i,8) = uy1), i =0,1, ... ..

Para uma funcdo nucleo geral o determinante correspondente a (I1.1) sera definido como

-K[SO’SI)MSﬁj = der”K(Sf’zf)”i =0, . n (13

o, 0.1,
onde Sy < 8] <. <8, fg <l <<t e(s,b) eSxT

Definigao I1.3: O niicleo K(5,7) é chamado fotalmente positivo de ordem k ou TP; se para

cada r=1,... ktemos
K[ ! ”') >0 (11.4)
[P

qualquer sejam §; <8y <+ <S,, Ij <Iy <—-<f, e {5} €5x7. Se o determinante (I1.4) é
estritamente positivo entdo K(s,7) é chamado de estritamente totalmente positivo de ordem k ou
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STP, .

Se a funcio K754} é suficientemente diferenciavel em ¢ para s€S§, e existir valores de ¢
iguais, se substituirfio as colunas sucessivas, correspondentes aos / iguais, pelas suas sucessivas

derivadas, 110 €, se $g <5y <. <8 , as<fgSH S-S <h e [y <t =l ==y,

*081,...,8 .
onde 0< g < p—1, temos que o determinante K [: zkj serd definido como
b I
Kispti) - K(spti) SK(st) - g’f;x(sl,w K(s1tiegs1) - K(sp.t3)
K(sy,t1) - K($.4;) E%K(szi) "f%K(Sz,fi) K(sy,ting1) - K(sp.ty)
Kisg.ty) - K(sp.1;) ;%K(Sk,fi) %K(Skafi) K(Spotisge1) - K(sp.1p)

Por exemplo, s=5) =8y =--=5;, e {=1ly=1; =--={;, K57 sendo suficientemente

diferenciavel, temos que

% ) S "+j
K [Sl’ bk]zdet (?l - K('s,t)
oo B Py

Li=0, .k

seria 0 Wronskiano da funcio Kfs,¢).

Definigdo 1.4: Se a fungfio K(5#) ¢ suficientemente diferenciavel com relagiio a ¢, se diz
que a funglo K(s5,t) € estendida totalmente positiva de ordem k com relagdo a t ou ETPy1), se
qualquer seja r =1,... ,k temos

*(5,...,8 .
K [ ! ”J >0 (IL5)
qualquer sejam sy <8y <---<S$,, }<fy S5, e (5 ,1) €8x Definicio andloga pode-se

aplicar para LTPs).

No casso quando S é finito, escrevendo u,7) = K(i,1), a definigio 11.4 aplicada ao sistema
assim obtido sera;

Definicao I1.5: As fungdes u,(7),...,u,(1) se diz formam um sistema estendido de
Tchebycheff de ordem p ou ET-system de ordem p, se u; Ccrt [fabli=0l..ne
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U.*[O,l,...,n) 0 (11.6)

fo.11,--. 1,

para qualquer seja a escolhade 1y <11 <---<t,,4; €fa,b].

Karlin & Studden{1966) provaram que se o sistema de fungdes {ug- ft )}{.20 , € T-system ¢

as u,(t),...,u,(t) sio suficientemente diferenciaveis o determinante (I1.6) satisfaz também a

¥ 0,1,..,n
U [ Jze
Iyt 1,
para fy <f;<---<1,,1; €fa,b] Este resultado ¢ uma generalizacio do fato de que se a

funciio u(t) € ndo-decrescente e diferenciavel, entdo a derivada #'(®) = 0. O exemplo classico
u,(t)=1",i=0,1, .. ,néumET-systemn.

desigualdade

Exemplo I1.1: Fungdes Poténcia

Seja «y, @y, ..., o, uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros reais, entdo o sistema

e

{71 }o,..n & T-system em qualquer subintervalo fechado de (0,a). O sistema {77} , ¢ T-

sejam —o0 <X <... <X, <0 € —0 < Yy <...<¥, <w. O fato de o determinante anterior ser

positivo pode ser provado observando que as fungdes da forma
# 1
W V)= Zaiexfy , sendoosa;reais /=0, .. ne Zaf,-l >0
i=0) j=()

admitem no maximo # zeros reais distintos. Ver detalhes da prova em Karlin & Studden(1966),
este 7-system também ¢ estudado em Rice(1964). Constitui um caso especial do seguinte
resultado provado em Pélva & Szeg(1925).;

Proposi¢ao 1l.1: Os polinémios exponenciais Z:l iy Je5Y | onde g,fy) sdo polindmios

de grau k;, admitem no maximo n (k; +1){—1 zeros contando as multiplicidades.
gr o l I
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Exempio Il.2: Operagdes elementares que preservam T-system

fungdes vift) =r(thut), i =0,...,n constituem um 7-system pois
: 01,....n i A 0l,...,#
Heoi ) “UBrs)U )
I, ty,.... 1y i=0 to. ty,.... 1,
(b) se r(t) é estritamente crescente e continua definida em [c,d/ com valores em [a,b/,

entdo o sistema de fungdes vyt =uqr(t)), i =0,...n € um I-system no intervalo fc,d], se
{1} =0...» for um T-system em fa,b].

Exemplo IL.3: T-system gerados por TP nicleos

Sp <8y <+ <8, e K(s,1) é uma funcfo continua em ¢ para cada s;, 1 =0,....n.
(b) se K(s,t) é um nacleo £7P,.1(t) o sistema {K(5,8)} =, € um E7T-system.

Os exemplos IL2 e 11.3 fornecem uma grande variedade de 7-system a partir de sistemas
classicos, como é o mencionado no exemplo 111 e aquele mencionado no exemplo a seguir.

Exemplo 11.4: O nicleo Cauchy

; _ I _
O nucleo Kﬂs*,l)xmw; & STP de todas as ordens para >0, £0, neste caso temos que
S+1

n
[1es; -5 -4
S6s -- 19 i
K[IO,...,I,,, - "
[Tes+)

i,j=0

O sistema u,; ()= para i=0,...n onde s5 <5y <+--<5, ¢ Cl-system em qualquer

!
subintervalo de (0,a ).
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Exemplo IL.5: O nacleo gaussiano

O nicleo K(s,1)=exp/-(s-t)°] é STP(1) de todas as ordens em §=7=(0,a); ou seja, é ETP
nicleo em ambas as variaveis. Para provar esto 4 que observar que €” ¢ STP em (-0,%0) pelo

exemplo I1.1, escrevendo K(s,t)=exp(-s"exp(2stiexp(-f"), utilizando o exemplo 11.2(a) vemos
que K(sz ¢ STP. Serda de interesse provar que as fungdes da forma

I . .. . g
V(1) = Zizla.,- expf—(s; ¢ )2 /., tém no maximo » zeros reais contando as multiplicidades se

n . .
Sg <8y <SS, € Z;; Oa,-z > 0. Para provar isto vejJamos que

n 3
Vo(t) = Zaf expf—(s—1)* ] = et Zafe”“‘zezsft - Zb et
i=1 i=l i

e pela Proposigio 111, no exemplo 11.1 obtemos que v,(¥) t€m no maximo » zeros.

Denotemos como Z(f) o nimero de zeros distintos no intervalo fa,b/ da fungio continua £ Se f
for um polindémic real, temos o seguinte Teorema sobre o valor assumido por Z{f}, veja
Kochendorffer{1972).

Teorema 1L.1: Qualquer polindmio real de grau m tém no méaximo m zeros. Cada zero é
contado de acordo & multiplicidade.

Utilizaremos a continuagio os T-system para obter uma generalizacdo do Teorema acima.

Definicdo 11.6: Scja o sistema {#,}-;_, definido em algum intervalo fa,b/. A fungio

# nu . . ’ . oA » . A a . i~
U= Zi_laiui onde o0s ¢, s80 nmumeros reais ¢ chamado #-polindmio. O polindmio se diz n3o

trivial se Z ~ 1‘5’: > 0.

Teorema IL.2; Se {u} .o, é um Tisystem entdo Z{u)<n para qualquer u-polindmio nio
trivial. E se o sistema de fung:(”}es continuas {#;}-q. . em [fa.b] satisfaz Z(wj<n qualquer seja

.....

ﬁmgoes.

E de observar que o Teorema I1.2 assume que as fungbes #,(t),... .1, (1) sejam continuas e
nio necessariamente diferenciaveis, a demonstragdo pode ser vista em Karlin & Studden(1966).

182



Apéndice Iil:

Aproximagdes sucessivas

O método de aproximagdes sucessivas € uma das variadas formas para resolver equagdes
via métodos iterativos de optimizagdo, ¢ aplicado a equagbes da forma G(xJ=x. A solugio
desta equacgiio € chamada de ponto fixo da funglo (& desde que G seja invariante em x. Para
achar o ponto fixo por aproximacSes sucessivas, se comega por um valor inicial x; e se calcula
=Gixy. Continuando desta maneira iterativamente, se achardo sucessivos valores x,:1=G(x,).
Em determinadas condiges a sequéncia {x,} converge a solugio da equagio original.

A Figura a seguir representa o processo de solugio da equacio x=f{x), no diagrama esto ¢
equivalente & achar o ponto de intersecdo de f com a reta f{x}=x que pasa pelo origem. Se
comega pelo ponto xy, se obtem x,=f{x;) moviéndo-se ao longo da curva. Na figura, a fungio f
tém intersecto menor que a unidade, isto ¢ o conceito de contracta.

e

X X X X

Definicao lll.1: Fungio contracta

Se dira que a fungdo real G é contracta se existir uma constante A eR, 0 <A <1, que
verifique IGfx) -G} s A x-y|.
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Definicdo HL2: Seja G uma fungiio real, o ponto x se chamara ponto fixo de G(x) se
Gix)=x.

A continuagdo incliem-se o teorema do ponto fixo e sua demonstracio pela importancia que
eles tém para provar a convergéncia da seqiiéncia gerada pelo algoritmo EM, este resultado
aparece assim em Luenberger(1969).

Teorema ll1.1: Ponto Fixo

Seja G uma fungiio real contracta, entio existe um Gnico vetor ¥R satisfazendo G(X) = £.
O ponto fixo ¥ pode ser obtido pelo método de aproximacdes sucessivas a partir de um vetor
inigial arbitrario em R,

Prova. Selecionem-mos um vetor arbitrario x;€R. Definam-mos a sequéncia {x, } pela
formula Gx, ) = X, .1 . Entlo | %41 - %, | =G, ) - GlXe1 ) | S A | x, - x,.1 | Entlo, aplicando
# - 1 vezes a relacdo anterior se obtém que | X1 X, | A" X2~ 3y |.

Este resultado nos permitira provar que a seqiiéncia {x, } € de Cauchy;
[xwp-x,,i:é[xﬁp«xﬂp,l|+ix,,+p_1—xﬂ+p.2|+...+[xm.1 -X},E
S(lﬂ'!fp‘z_*_lﬁz%p "3‘1“.,. +}Lﬂ —1);x2 -x E

-1

-4

s Y Ay m x| =
k=1

[x2-21 .

O que prova, que a seqiiéncia {x,} ¢ de Cauchy, logo existira ¥eR tal que x, — £.
Mostremos agora que G(x) = ¥, Temos que

[ - G(X) | =| %= % + X0 - GEENS| £- x| H 20 - GIEL,
pela desigualdade triangular, e
S| &2 |+ % - GE) | = -3 |+ G 1) - GX) |,
e pela definicdo de fungdo contracta temos que JA<[0,1) tal que
1G¥a-1) - GEN S A xa.1 - 2],
logo
FX-G(x) | <] -2, |+ Al x, 1 - %,
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dado a convergéncia da seqiiéncia {x, } a ¥ a direita da desigualdade anterior € t30 pequena
quanto se queser, e entiio

| - G(X)| =0 = G(X) = X.
Provemos a unicidade, assumamos que X e ¥ sdo pontos fixes, entdo

[£- 91=IG(%) -GN A £ - ), logo £ = ¢
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Programa SA4S utilizado para a geragio das amostras de todas as densidades. Incluam-se s6
aquelas programagdes desenvolvidas para gerar 25 dados.

/* 1- Normal Padrdo: N{O0,1) */
data datos.n2by
do i=1 to 25;
x=normal {10000},
cutput datos.nz2b;
and;
keep H;
/* 2- Mistura de Nermais: 0.5N{-1.5,1)4+0.5N{1.5,1) */
data datos.m25;
do i=1 to 12
¥=normal (10000)~1.5;
output datos.mZ5;
g=normal (2500} +1.5;
output dates.m25;
end;
y=uniform({800};
if y<0.5 then x=normal (20000)-1.5;
else x=normal (40000)+1.5;
cutput datos.mZb;
keep x;:
/* 3- t-student, com 5 graus de liberdade */
data dates.t25;
do i=1 to 25;
®l=2*ranexp {2000} ;
x2=2*ranexp {4000} ;
y=xl+x2+normal (9000) *+2;
w=normal {10000) /sqrtiy/5);
output dates.tZbh;
end;
keep 2
/* 4— Cauchy Padrdo C(0,1) */
data datos.c2b;
do i=1 to 25;
x=rancau {40000}
output datos.c2b;
and;
keep =;
/* 5=~ Chi-guadrada, com 6 graus de liberdade *7
data datos.chZb;
do i=1 to 25;
xl=2%*ranexp (2000} ;
x2=2*ranexp (4000} ;
®3=2*ranexp {7000} ;
HERI+ARZ24+x3;
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output datos.ch25;
end;
keep x;
/* 6—- Betal2,2)
data datos.b25;
do i=1 to 25;
®l=rangam(10000,2);
®2=rangam{30000,2);
=21/ (x1+x2};
output datos.b2b;
aend;
keep x;
/* 7- Densidade 7
data datos.d725;
do i=1 to 25;
y=uniform{1000) ;

Apéndice 1V

*/

*/

if y<=0.5 then x=sgrt{4*y+0.25)~1.5; else x=1.5-sqrt{17/4-4*y);

output dates.d725;
end;
keep x=;
/* 8~ Densidade B
data datos.dB825;
total=0;
do while{total<25};
signe=uniform(8C0;};
y=uniform {10000}
if signo<0.5% then y=-y;
u=uniform{30500};
if F*u<=cos {10*y)+2 then do;
K=Y ;
ocutput datos.dB8zb;
total=total+l;
and;
end;
keep 2
/* 8- Densidade 2
data datos.d925;
do i=1 to 25;
yeuniform {2900} ;
if y<=2/3 then x=1.5%y-1; else x=3*y-2;
cutput datos.d8z2b;
and;
keep x:

*/

*/
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Programa SAS para a estimagio da fungdo de densidade Normal(0,1) pelos métodos
Grenander de convolugio e Rosenblatt-Parzen. Com este programa se obtém os estimadores
dos pardmetros nos métodos de estimagdo referidos assim como o Grafico 5.1.

Flet min=—3;
let max=3;
Blet c=sqrt{2);
#let pi=sgrt(3.14159265359);
Hlet sv=3; /* Namero de parfmetros a estimas no sieves */
data dados;
set datos.nis;
if gmin<d=gp<=gmax then output;
data null ;
set dados end=ecf;
call symput('x‘[1left(~nw),x);
if eocf then call symput{'n', n ),
/* ESTIMACAO SIEVES pelo ALGORITMO EM */
proc iml symsize=640;
p=1{&sv, &sv+l,1};
m=7 {&5v, &sv+Ll,0);
a=j{&sv, &ésv+l, 1) ;
var=j{(&sv,1,0};
somas=3 (&sv,1,-10000});
error=7{&sv,3,0);
start funi{x,m,s};
ffe=exp (- (¥x-m)**2/{2%=)) /sqrtis);
return{ff);
finish:
do nn=1 to &s8vi:
total=nn*{nn+l)/2;
do i=l to nn:
mli, nn]=&minti* {&max-&min) /nn:
pli,nn]l=i/total;
end;
FMacroe parm;
erro=1;
do while{ erro>0.00001 );
do k=1 to nn;
suml=0; sumZ=0;
gdo J=1 %to &n;
sum=0;
do t=1 Lo nn;
sum=gumtp [t,an] *fun{&&x&], m(t,nnl,s{t,nn] )} ;
end;
suml=suml+&ex&i*fun (&&x&3,mik, nnl, sk, nnl) /sum;
sumZ=gumZ+fun (§&x&j, mlk,nnl, sk, nnl} ) /sum;
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Hend;
plk,&sv+li=plk,nn}*sum?/&n;
mlik, &sv+l]=suml/sum?;
sumd=0;
Bdo j=1 %to &n;
sum=0;
do t=1 to nn;
sum=sumtp (b, nnl *fun{&exsj, mit, nnl, st nul};
end;
sum3=sum3+fun {§&x&d , mlik, nnl,slk,nnl ) *{&&x&i-mik,nnl ) **2/sum;
%end;
slk, &sv+ll=sum3/sum?;
end;
do i=1 to nn;
error{y, ll=abs{p{j,nnl-pli,&sv+l]]);
error{i,2]l=abs{m[ij,nnl-mlj, &sv+l]):
error|{j,3]=ebs(s{j,nnl~s[j, &sv+ll};
end;
erro=max (error);
do j=1 to nn;
pli,onl=pli, &sv+1l];
mli,nn]l=m{j, &av+l];
s{3,nnl=sli,&svt+l];
end;
end;
sumzZ=0;
do k=1 to nn:
suml=0;
fdo =1 %to &n;
sum=0;
do t=1 to nn;
sum=sumtp [t, nnl *fun {g&x&y, mlt, nnl,s{t,nnl):
end;
suml=suml+p[k,nn] *fun (&&x&j, mlk,nnl, sk, nnl ) /sum;
Fancd;
sumZ=sumz+suml*s{k, nnj ;
end;
var[nn]=sum2/&n;
somas nn]=0;
gdo i=1 %to &n;
suml=0;
do J=1 to nnj;
suml=suml+pi,pnl*fun{&&x&i, mij, nnl,varinonl);
end;
gomas [nnl=somas[nnl+log{suml);
fend;
somas nn]=somasinnl=log{&c*&pi);
$Mend;
Bparm;
end;
NN=mMAR { BOmMAS ) ;
do i=1 to &svy
if somasi{il=nn then nn=i;
end;
pl=j{nn,1,0):
ml=3(nn,1,0);
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do k=1 to nn;
pilkl=plk,nn];
mlikli=mlik,nnli;
end;
sl=var{nnl;
create parml from pll colname={ p }I]:
append from pl;
create parm? from ml[ colname={ m }};
append from ml;:

create parm3 from sl colname={ s }};
append from si:
gquit;
/* ESTIMACAO KERNEL por Maxima Verossimilhaca Validacl3o Cruzada */

proc iml synsize=640;
$Macro somal3;
start logver{hj;
sum=0;
#do j=1 %to é&n;
suml=0;
do i=1 %to &31-1;
guml=suml+exp (~{ {gaxsi-aaexsi) / h)**2/2);
send;
Zdo i=&i+1l %to &n;
suml=suml+exp (= ({Eax&)-&&x&1} /h)**2/2);
send;
sum=sumtlog (suml/ { (&n—-1) *h*&c*epi) )+
probnorm{ {&min-&&x&y) /h) ~probnorm{ {(Smax-&&x&]) /bl
gend;
return (sum) ;
finish;
h=1;
opt={1};
call nipdgnirc,hres,"logver”,h,opt);
¥Mend;
Fsomal;
craeate regult from hres;
append from hres;
quit;
data null;
set result;
call symput{‘h',COLl};
date _null ;
set parml end=eacf;
call symput('p'|lleft({ n ),pJ;
if eof then call symput{'total’, n ),
data null_;
set parmz;
call symput('m'lileft( n },m);
data null ;
set parm3:
call symput{'s',s);
/* Graficoe das funcgdes de densidade estimadas e a tedrica */
proc iml symsize=60;
f=3{51+&n,5,0);
cont=0;
do y=&min to &max by (&max-&min)/50;
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cont=cont+l;
sum=0; suml=0;
FMacro somas;
%do j=1 %to &total;
SUM=sSUm+&Ep& I *exp (- (yv—&&m&y ) **2/ {2*%&s) ) 7
Send;
%do 3=1 %teo &n;
suml=suml+exp (~-0.5% { {(y-&&x&j}/&h)**2);
Fend;
floont, Ll=sum/ {sc*epi*sqrt(&s));
floont,2]={1/{ac*epi)) *exp (~0. 5+y*+*2) ;
ficont,3l=suml/ (&c*&pi*&h*&n) ;
flcont,4l=y;
flcent,2l=.;
FMend;
Ezomas;
end;
FMacro somasl:;
Fdo i=1 %Lo &n;
cont=cont+1;
sum=0; suml=0;
EMacro somasZ;
3do j=1 %tc &total;
sum=sum+sepeirexp (~(sexéi—gamad) **2/ (2*gs) ) ;
Fend;
tdo 3=1 %to &n;
suml=suml+texp (=0.5% { {(&&x&i-&&x&S) /&h)**2);
%end;
FMend;
fzomasa ?
floont, Ll=sum/ {gc*api*aqrt(&s));
flcont,21={1/(&c*&pi) ) *exp{-0.5* (&&x&1) **2};
flecont, 3] =suml/ (&c*&pi*gh*En);
ficont,4]=8&x&1;
flcont, 5]=0;
Fend;
¥Mend;
¥somasl;
create resultl from f{ colname={ festl fteo festZ x pontos }];
append from £;
quit;
proc sort data=resultl;
by x;
/* Erro quadrdtico Médio para a estimacdc Sieves */
proc iml symsize=640;
suml=0;
sMacro somal;
%do i=1 %Zto &total;
suml=suml+ (&épai) *exp (— (S&m&l) **2/ (2% (gs+1) 1)) ¢
%end;
FMend;
sum2=0; sum3=0;
3Macre somaZ;
$do i=1 %to &total;
sume=sumd + (&&p&i) **Z;
%end;
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tdo J=1 %to &total:
%do =1 %to &j-1;
sum3=sum3+ {&£&p&j ) * {&&p&l) *exp (- (L&m&i~&&msl} **2/ (4*&s) ) ;
Send;

Fzomal;
%somal;
equ= {0, 5/&pill * {1-4*suml/ {ac*aqri(gs+l) )+ {sum2+2*sum3) /sqri (&s});
print "Erro Quadratico Medio Sieves =" eqm;
gquit;
/* Erro quadrdtico Médic para a estimacio Kernel */
proc iml symsize=640;
suml=0;
YMacro somad;
2do i=1 %to &n:
suml=gsuml+exp (- (§&X&L) **2/{2% ({&h}**2+1)1});
Bend;
¥Mend;
sum2=0;
*Macro somal;
#do =1 %te &an;
$de 1=1 %to &j-1;
sum2=sum2+exp (- (£6X& ]~ &&x&L} **2/ (4% {§h)**2) ) ;
Fend;
%end:
SMend;
tmomal;
Ysomal;
eqm={0.5/&pi) ¥ {1-4*suml/ (scrsqrt {{&h) **2+1) *gn) +{1+2%sumZ/&n) / (&n*&h) ) ;
print "Erro Quadratico Medio Kernel =" egm;
gquit;
symboll c=red i=join v=point 1=25;
symbolZ c=black i=jein vspoint l=2;
symboll c=green i=joln v=point 1=1;
symbold c=red i=none v=plus;
axisl order={0 te 0.6 by 0.15}) value=({height=1.5)
major={haight=1.5} label=nones;
axisZ value=(height=1.5) major=(number=7 height=1} label=none;
legendl label=none down=4 position={top right inside) mode=protect
value=(height=1.5 font=simplex "Sieves" "Kernel”
"Densidade™ "Amostra®}:;
proc gplot datasresultl;
plot festl*x=]l festZ*x=2 fteo*x=3 pontos*z=4 /
overlay legend=legendl haxis=axis2 vaxis=axisl;
run;
guit;
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