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Introducao

Os principais objetos de nossos estudes neste trabalho sao as Algebras
Simétricas e de Rees de certos ideals monomiais de um anel de polindmios
a n variaveis sobre um corpo. Mais precisamente, estaremos principalmente
interessados em determinar quando tais algebras de wm ideal sio isomorfas,
isto €, guando tal ideal é de tipo linear.

A deferminagao de classes de ideals gue sejam de tipo linear tem sido
umn problema constantemente abordado em Algebra Comutativa, desde o
trabalho de Micali {8], onde encontramos o primeiro exemplo de tais ideais:
os gerados por segiiéncias reguiares.

Através do uso de bases de Grébuer, muitas questdes sohre ideais em
anéis de polindémios podem ser reduzidas a questoes a repeito de ideais mono-
mials que, 2 principio, sho mais facels de se trabalhar. Em particular, quanto
& guestio de ser de iipo linear, podemos citar que, em {3, Conca, Herzog e
Valla demonstraram gue para um ideal equibomogéneo (isto é, gerado por
polindmios homogéneos de mesmo gran) nuin anel de polindmios ser de tipo
linear basta que seu ideal inicial o seja. Assim nos parece claro que tal resul-
tado evidencia uma motivagao para a procura de classes de ideais monomials
que sejam, ou nao, de tipo linear.

Uma oufra evidéncia de motivagioc para o estudo do problema de um
ideal monomial ser de tipo linear ou ndo, est& no fato que o ideal de definicao
da Algebra simétrica associada a ele ser binomial . E o estudo dos ideais
binomiais tem aparecido com freqliéncia na literatura, ja que eles aparecem
de maneira natural no estudo das variedades téricas (variedades definidas
por ideais binomiais primos).

Em trabalhos recentes de Conca, De Negri, Villarreal ¢ outros, tem-
se estudado ideais monomials associados a grafos. Por exemplo, em {14],
Villarreal da uma férmula para a dimensao da algebra simétrica do ideal
monomial gerado por caminhos de comprimento deis em wn grafo conexo.
Lembramos que a dimensao de tal algebra pode, entre outras coisas, de-
cidir se tal ideal néo é de tipo linear. O principal resultade apresentado no
capitulo 2 deste trabalho é uma generalizagho deste resuliado.

Um outre resultade nesta direcao foi apresentado por Conca e De Negri
em (2], onde provam que dado um grafo que é uma érvore, o ideal mono-



mial gerado pelos caminhos de comprimento & é de tipo linear, No capfiuio
3 tomamos umn grafo gue ¢ um ciclo de comprimento n epara 1 <k < n
consideramos o ideal monomial gerado pelos caminhos de comprimento %
{ o gual chamamos de ideal (n, k) ~ elclico ) e, na Gitima parie, carac-
terizamos de uma maneira quase completa os pares {n, k) tais que o ideal
(n, k) — ciclico & de tipo linear.

Um resumo do contetide deste trabalho é :

No vapitule 1 apresentamos fatos gerais da teoria utilizados nos demais
capitulos, bem como fixamos a notacao.

No segundo capitulo temos um adequacio da teoria geral de grafos para
o caso que estudamos, demonstramos uma generalizagao do resultado co-
nhecido de Villarreal [14] sobre a dimenséio de Krull da Algebra Simétrica
de ideals associados a grafos, em termos do nimero de vértices, arestas
e componentes conexas do mestmo ¢, também, apresentamos umsa demons
iragho gue osbilvemos para a dimensio de 5 {J) guando I € o ideal gerado
por todos os k-produtos.

Compdem o terceire capitulo, os resultados que obtivemos para ideais
ciclicos. Inicialmente, usando a formula da dimensio de Simis ¢ Vasconcelos
mostramos que dim S{(I) = n + 1 = dim R (I}. A partir dai apresentamos
o resultade da investigagdo que fizemos sobre para que pares {n, k} o ideal
ciclico & de tipo linear. '



Capitulo 1

Generalidades

Neste capitulo apresentaremos as definicdes e alguns resultados gerais
da teoris que utilizaremos no desenvolvimento do irabalho.

No que segue, a menos de mengao explicits em contrrio, B denotara
anel comutativo com identidade e dimA a dimensdo de Krull de 4.

1.1 Definigoes e Resultados Preliminares

Definicao 1.1 Dades K e F um R-mddulo, a dlgebra simétrica de E, que
denataremos por Sp{E)} { ou simplesmente S(E)) € o gquociente da dlgebre
tensorial Tr(E) pelo ideal (2 @y~ v@z, 2,y € E), isto é,

_ Tr(E)
<$®yuy®xr T,y € E>'

Tal algebra pode, ainda, ser vista como nma R-dlgebra Sp{E} junta-
mente com um homomorfismo de R-médulos « 1 E — Sp{E) satisfazendo
a seguinte propriedade vniversal: dados uma R-4lgebra comutativa B e um

Sr{E) :

homoemorfisme de R-mddulos ¢ © F ~+ B, existe wm fnico bomomorfismo
de R-dlgebras ¢ : Sp(E) — B tal que ¢ox = , ou seja, tal que o diagrama
& seguir sejs commiative

E % B
wi 97
SplE)

Por exemplo, se £ é um R-mddulo livre de posto n, Sgp(F) ¢ o anel de
polinémios RI[T1, ..., Tnl.

=1



Mais geralmente, quando E é dado por uma apresentagéo
| €
R™ 2, R — E - O & = {&ij)fa.x?r;e

sua algebra simétrica & o quocienie do anel de polindmios R [Ty,..., Ty pelo

ideal @ gerado pelas I-formas fy = aT1+ ...+ angTn, j = 1,...,m. Neste

caso dizemos que @ ¢ o ideal de definicho da algebra simétrica de E,
Também, dado J, idealde R|TY,....Tn] gerado por I-formas, EE—ETE?—]

¢ a algebra simétrica de algum R-médulo.

Definicao 1.2 Dados B ¢ J C R um ideal. chama-se dlgebra de Rees de I

o R-dlgebra graduads R(T):= RUT| = R&I1To *P e . ..

Existe um R-homomorfisme natural ¢ : f — R{7), dado por ¢ (x) =
zT, e, portanto, nm homomorfismo de R-algebras ¢ : Sp{I) — R{I}, que
&, obvinmente, sobrejetor. Se I == {(z1,...,zx} © homomorfismo ¢ pode ser
descrito concretamente da seguinte forma:

Seja O~ Z) — BT A, J = O, com B{e;) = z;. Entio § induz
uma sobrejecio de BT = RITy, ..., Tn) sobre S(I), cujo nhcleo é o ideal

ki)
@ determinado par Z;, isto é, Q é gerado pelas formas lineares 3 »T; tais
n g ]
que ¥ om0

f=1 :

Também, a dlgebra de Rees de 7 € a imagemn homomdrfica de B {T] dada
por 73 — ;7. O nicles deste homomorfismo € o ideal Qo gerade por
todas as formas f (T, ..., Ty} tals gue flzy, ..., 2q) = 0

Temos, obviamente, @ C Q. € mais, o niicleo do homomorfismo de
R—algebras ¢ : Sg{I} — RA{I} éoideal A= %’D

Definicdo 1.8 Com as noterdes adotades anteriermente, um ideal I de R
¢ dito de ipo Hinear se A = 0, ou sejo, se ¢ for injetora.

Observag@o 1.4 Em [B], Micali mostrou gue %% é o submddulo de torsde
de Sp(l). Assim, no caso em gue R € uwm dominio, dizer gque o ideal J ¢
de tipo linear € ¢ mesmeo gue afirmar gue o ideal de definicde do dlgebra
simétrice de I € primo, jd que, neste caso, o digebro de Hees é wm deminio.

Os exernplos mals simples de ideals de tipo linear s&o os gerados por
R-seqiiéncias regulares e podem ser encontrados neo trabalho de Mieali [ 8]
Theoréme 1, chap 1]

Ouiro exemplo ¢ dado pelos ideais gerados por d-seqii®ncias. As d-
segitéricias, introduzidas por C. Huneke em 1980, sho uma generalizagao
natural do coneeito de R-sequéncia no sentido do Teorema 1.6 a seguir,



Definigaao 1.5 Seja x = {xy,...,xn} ums segiéncin de elementos de R
gerando o ideal I. Enlto x € chamada uma d-seqiéncia se:

{ij x € wm sistema minimel de geradores de I,

fii) {zy,--. . i) (i -3k} = (1. my) txp parai=0,...,n—1 ¢
E>i+ 1.

Teorema 1.6 [[13], Theorem 2.3.2 " Todo ideal gerado por uma d-seqiiéncia
€ de tipo hnear™.

1.2 A dimensio de Krull da Algebra Simétrica
de um R-médulo.

A dimensao de Krull da 4lgebra simétrica S{E) do R-mddulo F estd
conectada com o invariante b{£) de um médulo F introduzido por FPorster
nos anos 60. Este invariante Imita 0 nmimero de geradores de R -mddulos
finitamente gerados ¢uando R é noetheriano com dimensao de Krull finita:

BE) = sup {dim§ +up(E}, P& Spec R} ,

onde up(E} denota o nimero minimo de geradores do Rp-modulo Ep.

S 1986, Huneke e Rossi obtiveram que a dimensao da algebra simétrica
de um B-médule € a sua cola de Forster, no caso em que R = %, onde A é
um anel noetheriano universalmente catendrio com dimensao de Krull finita,
mais precisamente:

Teorema 1.7 | [7]. Theorem 2.6 | Sejam E um R-mdédulo finttamente ge-
rade ¢ R um dominio noetherione universelmnenie catendrio, com dimensde
de Krall finita. Entéo, dim S (E) ¢ sun colo de Forster:

] R e
dimpra S(E£) = sup{dim 7 pplE), P € Spec R}.

Ainda em [7], pag. 201, hd uma ressalva des autores em que citam que
W, Vasconcelos ¢ M. Killh mostraram a eles como remover a hipdtese de R
ser o quociente de um dominio noetheriano universalmente catenario com
dimenséo de Krull finita. Em {10, Theorem 1.1.1, temos uma demonstragao
do teorema anierior para o caso de K ser um dominio noetheriano, portanto,
sob hipéteses menos restritivas.

Em [13] temos a dimensao de Krull da dlgebra de Rees de um ideal 7.
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Teorema 1.8 {{13], Theorem 1.2.4] Sejam B anel noetheriane e I um ideal
de R. Para cade ideal prime P de R seja o(P) = | se I ndo estd contido
em P e e{P) =0, caso conirdrio. Entdo dimR|li] = sup {dim% + c('P)}.
Em particuler, dimR{It] < dimR + 1, ¢ a igualdade vele quondo I contém
elementos regulares.

Uma aplicagio do Teorema 1.7 foi dada por R. Villarreal em [14], con-
forme pode ser visto a segnir:

Definigao 1.9 Dado um grafo G com conjunto de vértices V = {v1, ..., v}
¢ conjunie de arestos A{G), definimos o ideal associade ¢ & vome sendo o
tdeal 1 = F{G} de F|X;,..., Xy] (F corpo e uma varidvel para cada vértice)
gerado pelos mondémios X;X; tais que {vi,v;} € A(G).

Teorema 1.10 {[14], Theorem 3.6 | Sejom G um grafo com n vértices e g
arestas e § = 1{G). Se G é coneze, entdo o dimensdo de Krull de S(I} é o
sup{n + 1,¢}.

Conforme pode ser visto em {13}, por exemplo, no caso de um R—mdédule
£ finitamente apresentade por a : K — R"™, onde R € dominio noetheri-
ano, podemos expressar a dimensao de Krull de ${E) em termos das aliuras

dos ideais determinantais da matriz de o.

Definiggo 1.11 Sejo o o malriz com entradas em B cujos colunas definem
um R-mddule E. Para cade inteiro k, dizemos que o { ou E) safisfaz
condicda Fp se:

hi{lla)) 2 ranka —t+ 1+ k, 1<t <ranka,

onde Ii{o} denota o ideal gerado pelos t x t—menores de o,
Se o ¢ wma motriz mxn de rank mo, usende ¢ condicdo Fy de @, definimos
2 funcio

d:{{I,mp] N2} — Z

da seguinte forma:

d(t) = my— 1§+ 1— ki {{e)), se Fp ndo vale em 1
Y10 cose contririo ’

A pariir da funcao 4 podemos definir para um R-médulo £ finitamente
apresentado por a: ™ — R™, d{E) = sup,{d{i}}, e entdo obler a seguinte
foromla para a dimenséo de S{E);

14



Teorema 1,12 [[10], Theorem 1.1.3} Com a notagio dos pardgrafos an-
teriores, seje R um deminio catendrio equidimensional ¢ E wm H-mddule
fiitamente gerado. Entdo

b(E} = bo(E) + d(E)
onde bp{E} = dim R + rank E.

1.3 Mobdulos com apresentagao linear.

As adlgebras simétricas de médulos definidos sobre um anel de polindmios
por mairizes com entradas lineares tém propriedades anicas. Alguns dos
ideals gue estudamos no terceiro capitulo pertencem a esia classe. Assim
vejamos algumas destas propriedades.

Conforme ja vimos, se F é um R-médulo com uma apresentagio

R™ % R® i Bt O,

as equacoes de sua dlgebra simétrica S{E) sto L= [f1 ... fm] = [T1.. . Tl

No caso em que R = F[X1,...,Xn], a pode ser vista como a matriz
jacobiana de [ = [f1,..., f] com relagio &s varidveis T’s. Se, ainda, as
entradas da matriz o sdo lineares, podemos escrever f = X - B{a) onde
B{a)} é a matriz jacobiana de f com relagao a X.

Por abuso de linguagem diremos que B{o) define o dual jacobiano de £,
mesmo oS Casos em que as entradas de o ndo s&o formas lineares.

Sob certas circunstincias € possivel dizermos malis a respeito da matriz B,

Proposicao 1.13 | [13], Proposition 1.5.3 | Seja E um modulo sobre R =
= FlXy,...,Xg| com apresentagdo linesr a = {4)nxa cwjos linkas sdo
sizigias das veridveis Xq1,..., Xy FEntde B € uma mefriz anti-simétrica.

Mais sinda,

Proposigdc 1.14 {{13], Proposition 1.5.5 | Sejem R anel local noetheriano,
X = {x1,...,%n} ume H— segiéncia regulor e £ wm R-mddulo com uma
apresentaddo
JA I - L BN
tal que o X' == 0. Se escrevemos § = R T = R[TY, ..., T3], entdo existe umea
matriz anti-siméirica Bg.q, sobre § com entradaos Hneares nas varidveis em
T fal que
T a=2x-B.
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Como, também, os ideais que estudamos no capitulo trés tem dimensio
projetive dois, vejamos alguns resulfados nesta direcho.

E relativamente facil caracterizar quando as algebras simétricas sho
"almost complete intersection”:

Proposigao 1,15 {{13], Proposition 3.4.1 ] Seju R um anel noetheriano lo-
cal ¢ E wm RE-médulo finitamente gerado. Suponhe gue E tem dimenséo
projetive finita ou R € wm anel dominio fatoriel. Entio S{E)} € "abmost
complete inlersection” se e somente se E tem wma resolugdo projetiva do
tipo!

OB R R 0 (%),

Se, para a resolugio {*} considerarmos o ideal I1{¥)}, temos relacdes
entre ele e o ideal @ de defini¢io de S(E), conforme {13]:

Proposigao 1.16 [[13], Proposition 3.4.2 | Seja B wm mddule com wmae
resolugdo como (¥} e satisfazendo Fy . Fntdo (v} também satisfaz F1.

Proposigao 1.1Y Nuos condigdes das preposicées 1,15 e 1.16, se Q, o ideal
de definigdo da digebra simélrice de E, € "almost complete intersection” e
um ideal primo entio o alture de Ii{) € impar.

Para os médulos com segnndo mimero de Betti ignal a um, hé que se
destacar mais dois resultados, .

Com as mesmas notacdes anteriores, seja g= {g3,..., g4} o ideal gerado
pelos (d — 1}—Pfaffiancs de B.

Teorema 1.18 [|13] Theorem 7.5.1] Seja E um mddulo definido sobre wm
anel local regulur (R, m) de dimensdo impur, com dim proj Er < 1 paro
todo P G m, Bo{E) =1 ep(E}=dimR +rank E — 1.

(o) Se E satisfaz Fy, entio S{E} € Cohen-Macaulay de tipo 2,

(b} Se E satisfaz 7y, entio E € de tipe linear. Mais ainde, {x1,9:1)5(E) €
o médule candnico de S(E).

Teorema 1.19 [[13] Theorem 7.5.4 | Sejam Q = R[T] = R[TY,..., Tyl
Q= E;}%;J—j, -—E’@QQ e D= Sp(E) @QQM WB%W Seje (R, m)
um anel regulor local de dimensdo par ¢ E um R—méddulo tal que 8(E) =
1, dim proj Ep <1 paretode PGm e p(E)=dim R +rank E — L.
{u) Se E satisfozFp, entdo D € Govenstein.

(b} Se E satisfaz 7y, entao ID ¢ a dlgebra de Rees de F.
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Capitulo 2

Sobre a Dimensao de Krull
de 5(I) para alguns ideais
monomiais

Neste capitulo apresentaremos uma generalizacgo do resnltado de R.
Villarreal |14] para a dimensao de Krull da &lgebra simétrica do ideal de um
grafo conexo, ¢, também, usando a mesma técnica, wma demonsiracio da
dimensao de Krull da algebra simétrica do ideal de F[X,,..., Xn], gerado
por todos os mondmios de grau &, livres de guadrados.

Na primeira parte fixaremos a notagao e apresentaremos algumas adapta-
goes de resultados gerais da teoria de grafos para o caso em que estamos tra-
balhando. Também, apresentaremos ¢ resultado que nos déa a dimensao de
Krull da algebra simétrica do ideal de um grafo G em fungae do nimero de
vértices, arestas e componentes conexas que s&0 arvares, mais precisamente:
Se G & um {n,g,mj-grafo, onde n ¢ ¢ nimerc de vértices, ¢ 0 nimero de
arestas e m o ndmero de componentes conexas de &, com v das m compo-
nentes coneras sendo drvores, entde

dim S{I} = max {n+ l,g+ v}

Finalizaremos o capitulo, apresentando a demonstracio gue obtivemos
para a dimenséo de Krull da algebra simétrica do ideal gerado por todos os
mondmios de gran k, Hvres de quadrados em F{X,..., X,|.

Comecemos fixando a notagho e apresentando as adaptagdes dos resul-
tados gerais da teoria de grafos:
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Dado um grafo G, V{G) e A(G) denotarao, respectivamente, o conjunto
de vértices e arestas de G.
Neste trabalho, grafo denotardo sempre grafos simples e sem Jagos.

Definicao 2.1 Pado um grafo G. dizemos gue o grafo H é uwm subgrafo de
Gse VIH) CV(G) e A(H) C A(G). Além disso, diremos que o subgrafo H
¢ obtido de G pela retirade de algum vértice v; se V{H) C V(G) — {v;} ¢ as
arestas de H sdo as eresias de G que néo contem {uv;}.

Com esta definigéo, se & € o grafo definido sobre {u), us, ua, ua} tal gue
AG) = {{ur, wo}, {us, val, {ug, us}, {us, ua}}. Se H & o subgrafo de G ob-
tido pela retivada de us, A{H) = {{u1,uz}}. Se, ainda, Hy é o subgrafo
obtido pela retirada de uy, A(H1} = {{un, ua}, {us, wa}}.

Diremos que ¢ € V() € um caminho ligando dois vértices u e v de G se

m {u Uy et = 20 fug i} € A(G) Vi= 1, k- 1

Um grafo G sera dito ser conexo se guaisquer dois de seus vértices sho
ligados por algum caminho.

A distancia entre dois vértices que estao ligados por algum caminho é
o minimo dos comprimentos dos caminhos que os une. Observamos que o
comprimento de um caminbo ¢ é |of — 1.

Diremes que um vértice v tem grau de incidéncia d se a cardinalidade do
conjunto  {{v,z}:{v,x} € A(G}} for d.

Um vértice v serd chamado ponto de separagio de G se o némere de
componentes conexas do subgrafo de G, obtido pela retirada do vértice v
for malor gque o nimeroc de componenies conexas de &

Exemplo 2.2 Considerando G cuja representacdo geométrica €

temos gue vy € o sen fnico ponto de separacho.

Proposicao 2.8 Sendo G grafo conexo e v € V{G} sée equivalentes:

{1 ) Existern w e w em V{(G)\{v} tais que v pertence ¢ tode caminho hgando
U € .

{ # ) Eziste uma particio {U, W} de V{G}\ {v} tal gue, seu g U, weW
e ¢ & um caminhe Hgande v e w enldo v € ¢,

Além disse, se v € um ponioc de separacdo de G valem (7 ) e { 4 ).
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Demonstracao: (i} =={i} é obvia

{1} =={ii} Sejam u ¢ w € V{G}\ {v} tals gue v pertence a todo caminho
ligando u e w. Nesta situagao poderm ocorrer:

{ a } ao retirarmos o vértice v de G nao definimos um subgrafo { no sentido
que fixamos) on seja, v € {zx,y}, V {z,¥} € A{G}). Neste caso, tomando
U={u}eW = V(G)\ {u,v} seguese o resultado.

{ b} ao retirarmos ¢ vértice v de G obtemos um subgrafo ndo conexo H.
Tomando U como sendo ¢ conjunto de vértices de uma componente conexa
de H e W = V{G}\ (VU {v}) segue-se o resnitado.

A dltima implicagBo segue-se do fato gue se v é um ponio de separagio de GG,
o niimero de componentes conexas do subgrafo H de ¢, obtide pela retirada
do vértice v, é maior que o niimero de componentes conexas de 7 e também,
neste caso, tomando U7 o conjunto de vértices de uma componente conexa
do subgrafo e W = V{&} \ (U U {v}} segue-se o resuliado. [ ]

Proposicdo 2.4 Todo grafo G, {n,g}-conezo (n > 3} tem pelo menos um
vériice tal gue o subgrafo H de G, oblido com & sue remecdo ainde € conezo
eV H=V{@)-1=n-1.

Demonstragao: Sejam u e v dois vértices a uma distdneia méxima em &,
Se v fosse um ponteo de separagiio de G, pela proposicho anterior, existiria
uma particado  {U, W} de V(G) tal que u € U e para w € W, v pertence a
tode caminbo ligando u e w. Mas, entho, d{u, w) > d{v,u} (contradigao!!).
Portanto, » ndo & um ponto de separagio de (7. Mais, se existisse ¢ € V(@)
tal que {¢, v} fosse o dnico elemento de A(G) cem t pertencente a ele,
terfamos  d{t,u} > d{v,u} {contradi¢hol!).

Logo, retirando v o subgrafo obtido ainda é conexo e {W{H}| = [V{(C}|~1. B

Proposigao 2.5 Se & ¢ um (n, ¢} -grafo conero, enlde g>n — 1.

Demonstragao: { por inducio sobre n }.

O resnltado € evidente para n = 2,

Supondo gue o mesmo seja valido para todo {n1, g1}~ grafo conexo com
ny < n, consideremos G um {n,q)— grafo conexc com v o vértice de &
como na proposicao anterior, isto &, tal que o subgrafo ¥ de &, obtido com
a remogao de v é conexo e | V(H) |=| V(G) | -1

Sendo [V{H)| = ny = n —1e A{H) = ¢, H é um {n;,q;})—grafo conexo.
Por hipdtese de indugio temos ¢; > ny~1, assim, g > qpu+12n)=n—-1 8



Proposigao 2.8 Seje G um (n,g)—grafo conere com g = n — 1. Entdo,
existe vértice em V{G} ecom grau de incidéncia exatamente 1.

Demonstragio: { por indugio sobre n )

Sen=2 oresultado € ébvio.

Seja & um (n,n — lj—grafo conexo com n > 3.

Se nenhum dos vértices de ¢ tem grau de incidéncia igual a 1, considere
v € V(@) tal que o subgrafo H de & obtido pela sua remogdo ainda seja
conexo e ny = [V{H }| — 1 { existe por 2.4 }. Portanio, temos ny = n — 1.
Seja d o grau de incidéncia de v { no grafo G }. Se g1 = [A(H}]| temos
g1 = g — d. Agora, pela proposicio anterior, g1 > ny — 1. Mas, entdo,

g = qg+dzm-lj+dz2{n-1}-1+d=
" (n“].)—i-(dmi}?_nml_mq_

Portanto, d — 1 = 8 ou seja d = 1. Assim, @ possui um vértice cujo grau de
incidéncia é exatamente 1. |

2.1 Dimensdo de Krull de S(7) onde I é o ideal
das arestas de um grafo G.

No gue segue usaremos a seguinte notagho: se G & um grafo, I = J{G)
denotard o ideal das arestas de &, mais explicitamente, se {V{G}l=ne R =
FlX1,...,Xn] . onde F' é um corpo entdo I = (X3X;: {v;, v5} € A(G)) C R.

Ao final desta secglo apresentaremos uma generalizagho do resultado de
R. Villarreal [14] para a dimensao de Krull da algebra simétrica de J.

Como ¢ conhecido { Huneke-Rossi [7] e Simis-Vasconcelos [10] }, sendo
E um R-module, onde R é um anel noetheriano,

dim Sg{F} = sup {chm — 4 p:p(E}}
P Spech P

up{E} denota o niimero minimo de geradores de Ep como Rp—mdbdulo.
Se P& SpecRétalque PE V{J), entao pp{ ] }=1 e como dim% <
< dim A, segue-se gue

. R :
dim B + pp{l) <n+ L
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Como F[Xy,...,Ap] é um dominie, se P = (0}, dim %—i— upl{l) = n+1l.
Assim, para I ideal de um grafo G,

dim §{7} = Snp{dim}; +pp{l}:P=0 ouP DI, P& Spech}.
Para chegarmos & dimensao de Krull de §{ I }, resta-nos analisar o que

ocorre com os primos gue contém I,
Observamos que para @, P € Spec R com @ D P D 1, definindo

Bp = {X;:X;¢ P},
Cp = {X;:3X,€Bp | X:X;€l}e
Yp = {A}X}; el {Xg, Xk} NCp = @}

Se Bp=Bg {1) temse
o e ®
Co = {X;:3X,€Bg | XiX;€1}=
= {X;:3X:€ Bp|XiX;€I}=Cp (2)

Também, Yo = [XXp€l:{X1,Xp}iNnCgo= 0}
= (X Xpel {X;, Xe}NCp=V} = Yp
Assim, para @ D P DT com Bp = By, temos,

1

Cp=Cqg e Yp=Yp  (3)

Lema 2.7 Sejam G wm (n,q)-grafo ¢ I=1{G}. Se P € um ideal prime de K =
= FlX1,...,Xy] contends I, tem-se pp{l} = |Cp| + |Yp|, onde Cp ¢ ¥p
séo os definidos anteriormente,

Demonstragdo: Antes da demonstragho propriamente dita, observemos
que ppl 1 } < 1Cp| + [¥pl, onde Cp, Yp sbo os definidos anteriormente.
Alids, basta demonstrarmeos a igualdade para o caso em gue P é gerado por
varidveis, uma vez que se D F e Bp= Bg entac g = Cp e Yo = Yp.
Agora, sabe-se que I © {Cp, Yo)Rg portanto, se a igualdade vale para P
gerado por varidvels, temos:

9]
[Cp|+ Yl = pup(l} < poll) < |Col + Yol =

Cpl+ [¥p]
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De onde segue-se que uol I ) = [Cal + Yol = [Cp| + [Vp| = upll).
Vejamos, entao, que a igualdade vale para F gerado por variaveis,
Obviamente, Ip = {Cp, Yp}Rp, restando-nos mostrar que Cp U Yp é um
sistema minimal de geradores de Ip.

Para tanto consideremos Cp = {X1,..., X,}. (a menos de reordenagao dos
indices) e Dp = {Xp € P: XX, € Yppara algum X}

Observamos que se XpX; € Yp entdo { Xy, X;} NCp = ¢, ou seja, X,
X; ¢ Cp e portanto A, X} € Bp, ou ainda, X, X; € P.

Como Cp M Dp = ¢, podemos considerar Dp = {X,;;, X} para algum
i< n.

Temos entdo, P = {Cp, Dp} jd que

{(i)CpuDpCPe

(i) {X}\|[CpU Dp]= Bp.

Assim, podemos considerar P = (X1, X¢).

Para mostrarmos que CpUY¥p éconjunto minimo de geradores de Ip bas-
ta termos

™
Za-f-_X/;_ + Z b XX =y € PIp com ags e b’;ds em Rp,
f==} ArXigYp

se, e somente se ajs e bys € PRp. Tal fato obviamente ocorre uma ve
que {X1,..., X} & seqliéncia regular e gera PRp
Com isso, demonstramos que €p U Yp & um sistema minimal de geradores
de fp. Assim,

wpl(1) = [Cp| + Y],

uma vezr gque a uniao € disjunia. |
Como consequéncia imediata deste lema temos:
Lema 2.8 Sejo G uwm (n,q)-grafo com m componentes conexas Gy, ..., Gn

vértices da j—ésima componente coneza (5, j = 1,..., m, denotaremos

R; = F|V5]. Sejam P € SpecR, R = F|X;_ Xnl, P DI e Ij=INRy,
P;=PnNR;.i=1,....m, entio

wp(I) =) up, ;).
=1
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=3
Demonstragao: Obviamente, Bp =U By, com B; = BpnV;, 7= 1,...,m,
ou sejn, B; = {X, ¢ Vi @ Xk ¢ P_,_;}, j = 1,...,m. Assim,
[«]
Cp = U C; oude G = CpNV; 7 = 1,...,m, ou ainds
Cy={Xy € V;:3X; € By com X; Xy € I;}.

Logo,  |Cpl= > |Cjl (1)
g=1

Ainda, se Y; = Yp O Ry, temos Y; NY; = ¢, parai # j, e

bif

Yp= {XiXe €1 { X, X} NCOp = ¢} = U ¥

j:.:'l
Conforme vimeos anleriormente,
pplly = |Cp|+ Yol €
pr{ly) = |0yl + [vil i=1...,m

Entéo,
m Ly kE13 T
up(D) = 1Cpl +1¥p| = 3104+ Y IVsl = Y (G + Y31y = Y up, ()
J=1 ge=1 =1 =1

Proposicao 2.9 Sejam & um (n, q)—grafo conere com g=n —1 {n > 2},
R = FIX] = F[Xy,...,Xy] eI = 1{G). Entio existe P € Spec B com

B
d. _ - AL Er I = 7t
m -4 wr {1}

Demonstragao: { por indugao sobre n.}

Sen =2 I={(X,Xg}) Tomando P = {X;} teremos o resultado,

Seja n > 3. Come estamos considerando ¢ = n — 1 € G conexo, existe um
vértice de G com grau de incidéncia exatamente um, tal que o subgrafo de
G obtido pela sua remocao ainda é conexo. Podemos supor que este vértice
seja 0 associado & varidvel X, e mails, que o Gnico gerador de J para o qual
Xy consiribni seja X, 1 X,

Nestas condigdes, consklerando R = F[Xl, . e I' = Iﬂ.f{’, teremos:

1%




F= {1, Xn1Xa)R €, 1 = HG'), onde & é 0 subgrafo (n—1,n—2)—conexo,
obtido de G pela remogao do vértice correspondente a *:rariévei Xn.

Por hipétesede inducio, existe P € Spec R com dim %7 +pp{d}=n—1
Agora, podemos ter:

(i} Xno1 € P e neste caso, tomando P = (P, X,,) teremeos pp{l} =
= ppr{I') + 1 e entho

!

fid R p _
dim B + pp{l} = dim s +ppI)+i={(n—1}+1=mn

( ii ) ng\.._]_ & .Pr Q.Xﬂ..,,]_ ¢ C:"Dr = {X‘} . SXJ;:’E {_XT.]}“‘}XT;__}}\[“ . XgX_n} < .)}—f}.
Também neste caso, considerando P = (P, X,,) teremos,

. R ) ,
dim e dim e H (T} = pp(l }+ 1,

Logo, dim ;—}f + gep{l) = dim % + pp UY41=n—-1+4+1=n.
{ill } Xp1 EP NCp.
Tomande P = P R, teremos:
: R R

ipt (F )= pp{l} e dim— =dim— + i,

pp ) = (1) e dim 2 = dim
de onde segue-se,

. R _
dim 5 +pp(l) = n.

Em gualquer caso, existe P € Spec K com dim % 4+ pp{l) = n |

A seguir apresentaremos um lema cuja demonstiracho aparece em R.
Villareal [14] e que utilizaremos no que segue:

Lema 2.10 Seju G um {n, g)—grafo conezo. Com as mesmas notagdes ado-
tadas anteriormente temos:

¢ }se gz n, dim Bﬁ +pp{l} < g, VP € Spec R, P D I.

b} seq=mn-—1 entio dim % +up(f)<g+1.

Teorema 2.11 Sejam G wm {(n,q,m)-grafo, I=I{G) C B=F[X1,..., X,
supondo gue r das m componentes coneras 3do drvores, tem-se

dim&{1} = mar{n + 1, p(I} 4+ r}
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Demonstragao: Como antes, consideremos V; conjunto das varidveis asso-
ciadas aos vértices que pertencem A j-éﬁsima componente conexa de &, R; =
= FiV, } = INR; Py=PNR;, j=1,...,monde P 31, P € SpecH. Se

g; = p{I;) e ny;=1{V;], entdo
i

qu e R*an

Se denotarmos dim % + pp{I} por bp, sabemos que
dinm S(I') = max {n + 1,sup {bp, P € SpecR, P O I, gerado por varibveis}}.
Assim, para obtermos o resultado, basta mostrar que

sup {bp : P € Spec R, P D I, gerado por varidveis} = p{J} + .

Como R = F{Xy1,..., X e P é gerado por variaveis temos que, se ki P = s,
entdo d?fm.% = n — &, e também,

¥

dzm*— Zn] ZSJ’ onde s; = hiPy,

R ™ ™
a‘fzm-}; = Z(nj o sj) = Z{dsz‘? . M‘PJ) =
3=1 d=1
1L
= Zdém%i (1}
=1 7

Ainda, admitindo-se que as {,omponente;q conexas (ue $ao arvores s&o as I-
primeiras, tem-se cfzmﬁ-*— +up(I;) €q5 paratodoj i€ {r+1,..., mi}.
Pela proposicio 2.9, para eada 7 = 1,...r, existe P; € Spec By tal que
LCPe

. Ry . .
drm}%— +pp{ds) =g, V= 1,0y

Considerando @ = (P1,. .., Pr,Vpi1,..., V) temos:
Reny ] (obviamente}, e

H . i R,‘ ™ E413

F=1 J Fe=1 =1
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P

Z (dim% + 1, (1_;;)) - Z (d?mg—; g, {1y )

il

J=1 e E
ks k£rs
=y mi+ Z g5 M-Z(% +1+ D g
=1 d=rebl F=r+1
m.

= qu + = ‘up{f} -+
F=l

Portanto, dim §(J} 2 mez{n+ L, u(I}+ 7} (¥}
Mas, para tedo P gerado por variaveis,

dimg—}— up(l) = Z:(dzntg—+y;s {f;) )+ E (dim%w%y.pj{]j}) <

J=1 Fer41

Z(wz F Y g arr= a4 (%)

Fa=r+l

De (*} e {**) segue-se: dimS{I} = maz{n+ 1, p{J) + r} n

2.2 A dimensao de Krull de S(I) para I o ideal
gerado por todos os k-produtos.

Ne gue segue, apresentaremos uma demonsiracio de que a dimensio de
Krull da algebra simétrice de ideals gerados por todos os %k produtos, isto
é, todos os mendmios de grau &, livres de guadrados, a n varidveis é n + 1,
baseada na mesma idéla da demonstragao de Villarreal, para ideais de grafos
COnEXos.

Proposicio 2.12 Sejn J C F{X4,.. s Xnl ideal gerado por todos 0s mond-
mics de gray Kk, 1 £ k¥ < n, Uwes de guoedredos. Enido,

dim S} = max{n+1,u(7}}.

Demonstragao: Observamos, inicialmente, gue p{J} = {(}}). Sendo
B = FlX1,...,Xn] e sabendo gque

B
dim Sp{l} = sup {dim = 4 pupll), P € Spef:R} )

2



temos, em P = {0},
R .
dim B +up{l)=n+1
e, em P = (X},

dim -f;’+ up(l) = p(1) = (:‘)

Assim, claramenie,

dim Sg{l) > maz {n-+ 1, (;f) } {1}

Para obtermos a desiguaidade contréaria, observamos inicialmente que basta
considerarmos P & Spec R tal gque P D I, caso contrario

d'émi;; +up(l} <n+1.

Se tomarmos P &€ SpecE gerade por varidvels e fal gue P O T
se Bp={X;:X;¢ P}, temse |Bp|=r < k pois, se r 2 k, ppll) =1,
uma vez que teremos m € I com suppm = {X,;: X; dividem} C Bp e,
assim, dim % +ppli}<n+ 1. _

Yes = k—reCp == {Xh e Koyt Koy # Xy Xy & Bp, Gy k1= 1, 9}
temos Ip = {(CpiRp. '

De fato, supondo Bp = {X.’n,Xﬂ,_l, e ,Xn___(,,ml}} e m um k-prodato,
livre de quadrados, a n varidveis, m = Xy, - ... - Xy, , entao,

{(suppm O Bp) U(supp m NP == k.

Agora, se [supp m N P| = 1, digamos, supp m NP = {X;,...., X4}, clara
mente, s < t, e assim,

{Xﬁ_l} .- -—X%'.g} < {Xﬁl, ce .th_},

Considerando M = Xy -...- X4, - Xn oo o Xpfpey), temos que M € um
k-produto livre de quadrados a n varidveis e, portanto, um gerador de 7.
Se gp 1 R — Rp é a inclusBo candnica, ¢p(M)} € Cp, e mals ¢p{M)
divide @p{m}, de onde podemos conchiir gue wpl(m) € {Cp).
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Cg = {X,‘, o Xigt Xy # Xip Xig € Bou Jukii=1,...,5} = Cp e, con-
sequentemente, uo(l) € {Cgl = |Cpl.

Assim, basta demonstrar que |Bp| + {Cp| < (}), onde P DI ¢é gerado
por varidveis e |Bp| = 7 < k. No entanto, nestas condigbes | Cp = ({77).
Tambem,

ny fn-—1 n-—2 . n—r n -7
Bl k + -1 k—(r—1} E—r}
de onde segue-se que
n-ry n—1 71— 2 m—r fr=rY _fn
e E—v}] ™ k + k—1 Tt k—{n—r) t k-r) k&

ou sejs , [Bpl4 |Cp| £ (Z)
Portanto,

-

R _
dim — + el < p{l).

Assim, dim S{I) < sup{n + 1, u{l)} (10).
De (1) e (I} temos , entdio, que dim S{7) = sup {n + 1, u{f}}. ]
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Capitulo 3

A Algebra Simétrica de um
Ideal (n,k)-Ciclico

Conlorme vimos no capitule 1, Teorema 1.12., Simis e Vasconcelos de-
monstraram gue a dimenséo de Krull de nm R-mddule F, finitamente apre-
sentado, pode ser obtida em termos das alturas dos ideais determinantais
da matriz de uma apresentacao de E, quando R é um dominio noetheriano,
Usando este resultado, demonstraremos, na primeira parte deste capitulo,
que dim §{J} = n+1, para o caso emgue I C F{X1,..., X, { F corpo) é um
ideal (n, k)—ciclico. Para tanto, inicialmente, obteremos uma apresentacéo
do ideal (n, k)-ciclico, para k > [}] e, também, concluiremos como deve ser
a parte linear da matriz de uma apresentagio do mesma para k < [].

A seguir, demonsitaremos gue todo ideal (n, k)—ciclico de F{Xy,..., X,}
satisfaz a condigio 7y, e mals, para k > [1%] , satifaz, também, 7,

Usando estes fatos € o Teorema 1.1.3 de {10], chegaremos ao principal
resultado da seccdo que nos dé a dimensio da Algebra Simétrica de ideais
{n. k}-ciclicos,

Como esta dimensio coincide com a dimensao da Algebra de Rees de I
e existe epimorfismo candnico ¢ @ S{f} — R(]), pergunta-se para que pares
{n. k) temos que o ideal {n, k)—ciclico I em F|X3,..., Xy} & de tipo linear.

Em [14], Teorema 3.4. R. Villarreal caracterizou, compleiamente, os
grafos cwjos ideals associados sio de tipo linear. Como para k& = 2 o ideal
{n, k)—ciclico € o ideal associade a um grafo que é um ciclo, usando o resul-
tado cilad o anteriormente, conclnimos gue I serd de tipo linear se, e somente
se, o comprimentio do ciclo for impar.

Também, usando 7.5.1 e 7.5.4 de {13], teremos que se k = n — 2, 7 serd



de tipo linear se, e somente se, k for impar.

Na segunda parte do capitulo, apresentamos um estudo de mai% alguns
casos, a saher: se mde(n, &) = 7 # 1, [”—%—1] <k<n—1lek="5% Em tais
casos, concluiremos que f € de tipo linear somenie quancio E=n—1 ou,
com n impar, k= n — 2 ou k = 25, Em todos os demais casos citados os
ideals {n, k}—ciclicos nao sio de tipo linear.

No gue segue B = FlX;,...,X,] denotari o anel de polindmics nas
varidvels Xy,..., X, definido sobre o corps F; I o ideal {n, k)~ciclico em
R; [n] parte inteira de n ; =, congruéncia médulo n e os indices das varidveis
serdo sempre considerados médulo n.

Definigdo 3.1 Ihremos gue o ddeal] C R = F{Xi,..., Xyn] é{n, k)—ciclico,
1 €k £ n, se ] for gerado pelos mondmios Mls, onde i = 1,...,n, ¢
i
[ rl X i+
L=

Observagdo 3.2 Se, ne definigio anterior, k # rn entdo u(I) = n.

Observagao 3.3 O ideal (n, k)—cickco definido em 3.1. € o ideal de cami-
nhos de comprimento &k num grofo G gue € uwm ciclo com n vértices, segundo
@ definicéo de Conea ¢ De Negri em [2].

Conforme é conbecido na literatura, vide [4], por exemplo, se I ¢ R é
um ideal {n,k}—ciclico ¢ 8 : B® — I & tal que Ble;) = M, temos que
ker 3 é gerado pelos ay;, onde oy = % - g~ % cespara l<i<i<ne
di; = mde{ My, Mj).

Seja N o submddule de R™ gerado por {021y, 1 <4< n}

Lema 3.4 Com as nefagdes dos pardgrafos enteriores, ltemos oy € N,
‘sei e j sdo tais gue supp(M;) O supp(M;) # B

Demonstragaoc: Qbservamos, inicialmente, que dade um inteiro e, 1 < a &
n e definindo-se o F-homorfismo ¢, + B — R por wel(X;) = Xisq teremos que

we ¢ um antomorfismo. Usando w, tambéin para denotar o F-isomorfismo
de R™ definido por

a (th ’ f’i) == Z‘ﬁa(fi) CEitg,
f=1 =1
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claramente teremos wa(0ij) = O(ira)jra) & POTIADIO, @a{N} = N.
Assim, para que tenhamos o4 € N basta mostrarmos que F1j-is1) € N,
ou seja, que oy € N se supp{ M) N osupp{ M) # 6.
Os resultados possivels para supp(M1) O supp(d;) # @ sho:
1) supp(My) Nsupp(M;) = {Xj41, .- Xpqk}
2)  supp{My) Nsupp(M;) = {Xo..... X}
3) swpp{Mq) Nsupp(M;) = { X0 ..., Xjprs Xy . -, X1ak)-
Como supp{M1) N supp{M;) nos dé o supp(dis}, os dy; correspondentes
a estes resultados sao:
1} diy= Xygr oo X
2) dy = Xgooo Xpuk
3) dljﬂ”—' X‘Z‘-..'){j“)ﬁk‘x‘j,{_l'...'X]_.}.k‘
Facilmente se demonstra (por indugao sobre j-r, se 1 <r € 5) que

X Xje52 X oo Xk - ey mod{N).(x)
Assim, se valer (1),
- . . . {x ,
P15 = AQ-.‘,-Aj‘ej-—ﬁk+2‘...'.7i.j+k‘&1 = Omod(h).

Também, para di; = Xg-... X 1z sendo u e ¢ os inteiros tais que
1<ut<k jt+b=,14+uejtitz=,2

015 = X(ey+1 - Xkt €5 — Xjad -0 - Xjatet - €ne

)

*
Agora, Xjiy o - Xjr—1enp = Xjpg oo Xpsl - Epey =

(=] . .

E Xjrr - Kpingl €5 F Koy oo Xy o g5

o

Se ocorrer (3}, também aqui existem u e i, inteiros, 1 < u,t < k, com
itkhk=,i4u, lthk=ni+teldu<i+t] eentao,

015 = Xus2 oo Xy -ty = Xjuae1 ... - An- Xy req.
Também por indugho sobre r, facilmente se demonsira que
Xest oo Xrgnek  Cran—k = X1 ... Xp b €pop mod{(N). (ﬁf*)

Sendo j4-k =5 1-+u, Xpen-.. e Xgres = Xeayro oo Kpapak fronak m()d(N'),
tomanda 7 =n + 1. Também, se 1 + k =5 7 + 1,

Xjsgrl o Xp-Xrey B Xrorn g pnektrin—k med{N}), onde r = &k + 1.
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Assim, nsande (**), temos:

. PN, X:_g i X‘j,uq.l R (R SR A 0 mod(N).

Portanto, se supp{ M) N supp(M;) 5 @ temos o; € N, como gueriamos
demonstrar. |

Demonstragio: Observe gue, neste caso, tomando i = 1 teremos
fn=2kej=Fk+1) on [a=2k+1 e(f=k+louj=Fk+2)].

Como X, - ...  X; & = Xpppr - oo - Xjpk - epy mod{N},
se 7= k4 1, temos
Olaak) = X2 Xpr o€y~ Xpay oo Xoppp o1 =
B X2 et Xokat 02%a1 — Xk v e A2kl €1 =
= 0 mod(N)

definido na demonsiracko de 3.4. paraa = k-+ 1.

Portanto, se n= 2k + 1 e j =k + 2, ainda assim teremos o5 EN. W

Proposicao 3.6 Sgjam [ C R = F[Xy,...,Xn] 0 ideal {n, k)—ciclico e
B > [% . Entdo a matriz do apresentegde de [ induzida por 3,
B {BY — I :8(e;} == M; € a seguinie

o 0 mee ¢ X3
Xoe  ~Xpez 0O o 0
: - ~Xpm D

0 e 0 Xn Xkl

KT

Demonstragio: Se k > [}] estamos nas condigbes dos lemas anteriores
e portanto oy € N, para fode 1 €4 < n. Logo {W(H-I) 11 €4 < n}
gera ker A, on seja ker 8= N. |
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Observagao 3.7 Sek < [ } einda assim 0s sigizios ;) gerario ume
parte dos sizigics de 1, Neste caso, no entanto, haverdo, lambém, sizigias
que ndo peviencam go ideal gerado por aquelns ou seja, podemos ter entradas
née lineares na matriz de apresentagdo de J. Se, @ = {0 )}nxm denola o ma-
iriz do apreseniocdo de [ induzide por B, entdo & terd wma submatriz com
entradas lineares que pode ser tomade como a matriz dada emn {»x}. Neste

raso, representaremos & = (G4 Juxm POTE = {a :'y] com & = {@ij)nxn 0 M-

triz com entradas lineares (**}) e v a matriz {by)nx(m-n) cujes entredas nio
séo hineares. Observe que se supp(M; )N supp(M;) = B ¢ 045 ndo pertence ao
submddulo de R™ gerado pelas sizigios 0.1y entdo o grau des mondmios
envolvidos serd k.

3.1 A Dimensac de Krull da Algebra Simétrica
do Ideal Ciclico de Grau k em F{X,...,X,].

Nesta parte manteremos a notagdo fixada anteriormente, a menos de
mencho explicita em contréario, isto é, R = F{X1,...,X,] denoiara o anel
dos polinéiios nas vertavels X+,..., Xn deﬁmdo mbre o corpo FICR=

FlXi,...,Xp) oideal {n, k)—ciclico, k,1 <k < n, M;= ﬁ Xy, o8 mdices

das variaveis serdo considerados médulo n, Li{a) denotarla\ o ideal gerado
pelos  txi—menores da matriz ¢ ¢ Iy o idesl contidoem R = F[X1,..., X,]
gerado por todos os mondmios de grau {, livres de guadrados.

Conforme 1.1.3. de [10], a dimensdo da Algebra siméirica de um RB-
modulo finitamente gerado E, quando R € um dominic catenario equidimen-
sional € dada per

dim S{E} = bp({E} + d{F)
onde by = dim R + 1, d{E) = sup{d{t)} e d : {[L,rankalNZ} — Z é

rank o — b+ 1 — ht{I{a)), se nado vale Fy

 definida pord(t) = g ¢aso contrario

Como R = F[X1,...,X,] é um dominio catendrio equidimensional e
sabemos, pela observagao 3.7, que a matriz de uma apresentagho de 1 é
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& = (@ijlnxm onde & = [{x :fy] com + parte com entradas nao lineares ¢

Xz 0 @ X3
Xo  =Xpa 0 o 0
o = {8 nxen = it X3 : )
: ’ . """):k"i'ﬂ 0
{ v i Xn —Xkt1

T KT

temos condicoes de determinar a dimensao de Krull da Aige'bra Sinétrica
de I, para I C R ideal {n, k}—ciclico, usando 1.1.3 de [10].
Verifiquemos que 1 satisfaz a condigéo Fp.

Lema 3.8 Seja I C F[X1,..,Xn] o idesl {n,k)—ciclico. Se @ € o mun
triz do apresentacdo de J induzida por 8 : R™ — I, 8({e;} = M; enido,

- 1<rank & <n.

Demonstracao: Observe, inicialmente, que renk & < min{m,n} = n{x).

“Xpe 0 0 X,
KXo =Xy 0 o 0
Agora, se o = 4] - Xa : {emos,
. . ”Xk.+.n 0
0 8 Xy =X

. nXMN
obviamente, que det o = Q.

Considerando o a submatriz de & obtida pels eliminacio das 1° linha
e 1° coluna, entdo det oy # 0. Como ay € uma submatriz {n — 1) x {n ~ 1)
de @, com determinanie ndo nulo, rank™® > n — 1{*%).

De (*} e (**) segue que n — 1 < rank & < n. m

Observagio 3.9 Com as notapdes adoiadas no lema [3.8] se temos, ainda,
que k 2 %] entdo rank @ = n — 1.

Para mostrarmos gue o ideal (n, k}—ciclico satisfaz Fq, consideremos o
seguinte:

Lema 3.10 Sejam I C R = F|X3,..., Xp] 0 ideal (n, k}—ciclico ¢ & a apre-

sentagGo de I induzida por B : R" ~— I, Bles) = M; Enido
RA(L{E)) 2 n—t+1, poraiedet, 1 <1 < rank &.
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Demonstracao: Seja ¢ a submatriz de & cujas entradas sho lineares:

*—X;H.Q 0 v & A
X2 —Xgz 0 e 0
a = ¢ Xa
- _Xk—|—?; 0
0 T 0 Xn =Xkl

TExT

Podemos supor, £ < n — 1, pois se § = rank & = n a afirmacao é dhvia.
Também, podemos nos restringir & matriz o. Observeguesea € {1,...,n},
tomande o R-ilsomorfismo ¢,, definido na prova do lema 3.4., temos que

©_p = @a e, 50 0 = oo, entio,

~Nrgi2 0 T 0 KXita
KXoy ~Xpgrars 0 b 0
ol == 0 Xata
: e —Xktatn 0
0 te it X - —-X b+ -~
Assim, por resultado conhecido de Algebra Linear, Lifa) = IL(a'),
1<t<n—1.
f.ogo, para todo &, Xgi32-...- Xain pertence a Inij{a} e, também,
gqualguer t-subproduto de Xgi2- ... Xgun estaem N{a), 1 <i<n— 1.

Seja J; o ideal de B = F[Xy,....Xn] gerado por todos os mondmios de
gran # que sho livres de quadrados. I pode ser visto como o ideal das nao
faces do complexo simplicial A cujas facetas sho os suportes dos mondmios
de prau t ~ 1, livres de quadrados em R = F[X1,.... Xu]. E fato conhecido
na literaturs (vide {1}, por exemplo) que os primos minimais de J; s&o dados
por X \ F onde F denota uma faceta de A.

Assim, para gualquer P ideal primo minimal de I, tem-se

hi(Py=n—(t~1}=n—1+1  ousea

ht(Ii}=n-—(t—-1) {J}
Agora, I{a) D Iy, logo, ki(Li{a)} » ht{l) =n — (L — 1} n

Usando estes dltimos lemas podemos concluir gue:
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Proposigao 3.11 Seja I C R = F[Xy,..., Xy] ideal {n, k}—ciclico. Entic
I satisfoz o condigge Fy. Mais, se k > {%] entao I satisfoz, também, Fi.

Demonstragao: Sabemos que a condicdo Fy vale se, considerando & a
matriz de uma apresentacéo de I, hi{I(q) > rank (&) ~ 1 + 1, para todo t,
1 €4 <rank &

Se & é a matriz da apresentagio induzida por B: B" — I, B{es) = My,
pelo lema 3.8, n — 1 < rank & < n e entdo,

n—t<rankd — i+ 1 <n—t4 Li{x)

Agora, wsando (*) e 3.10, temos que hi{f; (&} 2 n — {t — 1) = rank G~
—f{ 41, on seja, I satisfay Fo.
Se k> |B]. vale a igualdade runk & = n — 1 e, entdo,

rank& —t4+2 < {n—~ 1) —t+2=n—t+ 1 £ ht{L{&E)).
Porianto, vale, também, Fy. |

Com esta proposi¢ao e 1.1.3 de {10] podemos concluir o segninte:

Teorema 3.12 Seja I C R = F{X1, ..., Xn| um ideal (n, k}—ciclico. Entéo,
o dimensdo de Krull do Algebra Simédirica de I én+ 1.

Demonstragio: Sendo R = F{Xi,.., X, um dominio catenério equidi-
mensional e 7, R—mddulo finitamente gerado, estamos nas hipoteses de 1.1.3
em |10]. Entbo, dim S{I} = bg{I) + d(I}.

Conforme vimos na altima proposicéo, I satisfaz Fg, de onde segue-se
que d{I} == 0. Logo, dim S(I} = &I} = n+ 1. |

3.2 Para que pares (n,k) tem-se R(I)=5(I)7

Conforme é conhecido na literatura a dimenséo da Algehra de Rees de
um ideal em F{X71, ..., Xp} € n+ 1. Sabemos, também, que existe epimorfismo
candnico ¢ da algebra simétrica sobre a Algebra de Rees.

Considerando o dltimo teorema € natural perguntarmos se ¢ é um iso-
motrfisme, ou melhor, para gue pares (n, k), ¢ € um isomorfismo.

Observamos gue, conforme vimos no eapitulo 1, isto equivale a decidir se
o ideal de definicho da Algebra Simétrica é primo. Mais precisamente, nos
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casos em que k 2 |2] equivale a decidir se os ideais gerados pelos bindmios
Xi-Ti— Xk -Tipeomi=1...,nem R = F[Xq.., Xn sho primos. De
imediato podemos dizer que se k = n — 1 entdo I € de tipo linear uma vez
que o ideal de definicio da algebra simétrica neste caso é o mesmo gue o de
(X1,...,Xn}e(X1,..., X} é uma R-sequéncia.
No gue segue, apresentamos resposta a esta pergunta, em mais alguns
CHROE]
Q= {X; T — Xiwg - Tier,7= 1, m) € R{T), R = F|X] é primo se:
1} =2 e n éimpar
2} k=n—-2 ¢ n éimpar

4) k=121 com n fmpar
Agora, se [,,2_] <k <n—~3oumdeln k)= r# 1, entho § néo & um
ideal primo.

Antes de passarmos & discussio de cada um destes casos vejamos um
pouco mals a respeito da apresentagao dos ideals {n, k}—ciclicos.
Conforme Ja vimos, dado um E—mddule E com uma apresentagio

R™ 24 R" e E — O,

o ideal de definicho de sua algebra simétrica é dado por Q = {f1,.... fm) =
T o onde T= ... Tyl

Como, no caso, R & o anel de polindmios F{X] = F{Xi,.... X, e as
entradas de o sao 1-formas lineares nas varidveis X/s, podemos escrever,
também, @ = X - B onde B = (by)nxm € & matriz jacebiana dual de a.

Observamos que, neste caso, as entradas de B sho 1-formas lineares nas
varidveis Ts.

Pela proposicas 1.5.3, de [13], se um B—méddulo, R = F{X1,..., Xal tem
apresentagao linear o, de ovdem n % n cujas Hinhas sao sizigias de X1, ..., X,
entae B é uma matriz anti-siméirica, o que ocorre nas condigdes que estamos
trabathando. )

Quande (R, m) é anel regular local com dimensao d 2 3, um caso é
particularmente inleressante: se tivermos uma resolug¢go minimal de E da
forma

0O —R-L R s B s E a0 (1)

onde as eniradas de i formam urma R-seqiiéncia,
Veremos, no que segue, gue este € o caso do ideal (n, k}—cichico, se &k =
n—2
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Teorema 3.13 Seja I C R = F[X1,..., X5 ideal {n, k)—eiclico

n—12>2%k> [%] n > 4. Entao, 0 ~— R 2, BWSo B s | s O & uma
resoluggo livre de I, onde us entrades de v geram o ideal {n,n—k—1)— cielico
e ¢ ¢ doda pela matriz

= Xpi2 b S 0 A1
Xq — Xt O e 0
(*) Q X3
; ’ —Xkan a8
] o 0 Xn — X3

TEXT

Demonstracgao:

Observamos, inicialmente, que ¢ualguer ideal primo contendo o ideal
(n, k}—ciclico tem altura maior ou igual a dois, j4 que cada variavel divide
exatamente k geradores e, sendo k < n — 1, todo ideal primo contendo I
deverd ter pelo menos duas verifveis distintas. Mais, se & > [3] entho
2(n—k - 1) < n. Logo tode primo contendo o ideal I (n,n — k — 1) —ciclico
tem pelo menos trés varidveis distintas. Segue-se da que, nas hipdieses
consideradas, o ideal (n, n — k — 1) —ciclico tem aliura maior ou ignal a trés.

Agora, conforme j4 vimos, foa = Q. '

Também, facilmente se verifica que a0 = 0, e § é obviamente sobreje-
tora.

Agsim, 0 — R 2, R*Z R* — ] s 0 é um complexo de
R-—mbdulos livres, satisfazendo ainda:

a} rank{R™) = ranky + ranka = n;
bipref Ii{w) 22, prof I{a) > 1eprof [{8) > 1.
Agora, usando o critério de aciclicidade dado em [4], Theorem 20.9.

b o , .y
segue-se que § ——r B ~— R%—— R"™ o J —s (0 & uma resolucho livre de
i n

Proposi¢io 3.14 Sendo I o ideal (n, k)—eiclico em R = FlX,.... X,
com [%] Lk < n—2, o resolugdo livee obtida no teorema anterior € minirmal.
Demonstracio: Sem perda da generalidade, jaque J € (X5,..., X,,) pode

mos considerar B = FlX1,..., Xpl (X1, X,) € 2ssim estaremos no caso de
anel noetheriano local
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Obviamente? o (R'ﬁ) g {‘Xlt st Xﬂ} Rn. € ‘,'.'j"! (Hﬂ) g (X].‘J il ~Xv‘l"t,} Rn: de
onde segue-se que (xx} & uma resolucdo minimal de J Rp,- n

Conseqliencia imediata desta proposicdo € que, quando k = n — 2, a
resolucho minimal de J é da forma O — R —— B® -2 ™ —» ] — 0, onde
as eniradas de ¢ formam uma R-seqiléncia.

Agora, tais hipdteses sao equivalentes a dizer que o 2° niimero de Betti,
B2(I), & um e gue dim proj I'p < 1 para todo P & m. Também, j4 vimos
que o ideal ciclico de gran & > [%] satisfaz Fj.

Loge, se n for impar e & = n — 2 estamos nas hipdteses de 7.5.1 de {13].
Assim, podemos concluir gue, neste caso, I é de tipo linear. Mais ainds,
87} & Cohen-Macaulay.

Ja, se n for par, tomando B a dnal jacobiana de o conforme explic-

itada no capitulo 1 e, se de acordo com [13] definimos Q = 5 7B ©

D=SrN®Q = ﬁm, entdo pelo Teorema 7.5.4, também de [13],

segue-se gque P € a Algebra de Rees de I. Assim, se &£ = n — 2 com n par, [
nace ¢ de tipo linear.

Com o exposto, acabamos de demonstrar o seguinte resultado.

Proposicao 3.15 Seja I € R = F|Xy,.., Xy} tdeal (n, k)—ciclico, com
k=mn -2 I serd de tipo linear se, e somente se, n for impar. Muis ainde,
caso n seje fmpar, S{I} Cohen-Macaulay € se n for par a dlgebre de Rees

de 1é D= Sp)@Q = zm?ﬂs—;) ’

Um caso que pode ser naturaimente derivade a partir desta proposicao
yi-1

é o caso k = “5= com n impar. Para tanto, consideremos o segninte;

Lema 3.16 Considere k, 1 <k <n, commde(k,n)=1esenl{l <1< n)
tal que Ik =, 1. Denotande n — [ por I' ¢ F{X,T] por R, lemos que ¢
R—qutomorfisme § : R — R, definido por §{X;} = Ty e 8(¥y) = Xw
satisfor: 6 (Qg) = @, onde Q = {(X; - Ty~ X - Tim1, i = L...,n}H e
Qr=(X;-Tj— Xju- T, j=L..,n)R

Demonstragao: Obviamente § ¢ wm Isomorfismo de anéis e mais,
6 (X -Ti— Xizk-Timy) = Ty Xgo ~Trppr - X
= Xitnety - Tignat) = X-n-1) - Tiskiy(n—1y
= Xpeil " Tnett ~ Xn—strt - Tnegtep
Xnwil * Tnmit — X (n—iy—(n—ty - Trn—it—1
----- Xpwil * Toeit = Xnitysd - Tinwiy—3
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gue € um elemento de @ =

Observagio 3.17 Quande k > (3], lemos que Qi € o ideal de definicio
de Algebra Simétrica do ideal (n, k)—ciclico. Se, também, 1 > [5], teremos
gue Q1 ¢ o ideal de definicio da Algebra Simélrica do ideal {n, [}~ ciclico.

Neste case § induz um isomorfisme enive as Algebras Siméiricas.

Corolédrio 3.18 Sek = 231 com n dmpar, entdo o ideal (n, k}—ciclico é de
tipe tinear. Além dissoe, sue digebra siméirica ¢ Uohen-Macaulay.

Demonstragao: Se k = ’*;f com n impar, entédo ! = n — 2. Dai, como em
ambos o5 casos {rfi(,;_%_l}, i= 1,...,n} & um conjunto de geradores do ideal
de defini¢ao da algebra simétrica, segue-se que o ideal {n, k}~—ciclico, onde

k= 2=l & 5 {mpar serd de tipo linear. |
5 P P

0 lema 3.16 nos permite, ainda, decidir mals alguns casos, onde Ik =, 1
el k> [%] ., conthecendo-se o resuliade para k ou para L

No gue segne consideraremos a ordem monomial lexicografica reversa
definida & partir da ordem X, > ... » X3 > T > ... > T} sobre as
varidveis. Desta forma, o termo lider de g; = Xip1 - Tivr — Xpgpgar - T3 £
Xipi-Tipreode gy = Xps1 - Tu— Xy - Ty € Xpy - T

Proposicio 3.19 Seje I C F[Xi,..., Xy ideal (n, k)—ciclico com
mde{n, k) = v # 1. Entdo I ndo € de tipo linear.

Demonstracio: Seja X = X - ... Xpu Assim,

Xr= (X X)) Xpsrr oo Ko} oen ()i(g_z)k«u : ---‘ﬁ(gyk) ;
& . . . " . . -
Xr=(Xoo oo X1} (Xpsge o o :’iafc+-1)'~-"(—"(§_1jk+2 e X 21)

Entao,
Aw Ty T oo Tz =T - Thpr - Tizogypsr - Tk

é uma relagiko da algebra de Rees. _

Observe queth = sk+ leom 0 <t < (B~ 11 el <5 < (E— 1}, se, e
somente se, {t — stk = 1 {mod n). Mas, isso equivale a k ser invertivel em
Z, 0 gue néo ocorre.

Obviamente, sende 4 um polindmic sem variaveis Xy, nac pertence ao
ideal de definicho da algebra simétrica de 1. |
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Proposi¢ao 0.1 Sejam g, = Xipr - Tig1 = Xjwrqx - i = 1,0 — 1
€ gn = Xgp1 T — Xy T o5 geradores de @ C F{Xy, ... . X, T, ... Tl
ideal de definicdo da dlyebro samemm do ideal I, {n, k)—cielico onde k >
[3]. Sejam, também, R = F{Xy,... X3, Ty, ... Tpr],

Q' =g ... ) R +{X1 TR + {Xp - Th_1)} R,

G = {gh 1 Bn—2. XITE} e N = {N € (9: ---- 1 9n— 2) + (Xk Tn—I(R N ¢
mondmio e :_:} 7253 <ncom Xy - Tj-1|N}. Entdo G UN, contém uma
base de Grébner de

Demonstragio: Seja B = G U {X - Th_1}, um conjunto de geradores de
(. Observamos que, se [ = g;. h=g; ouse f,h € A entdo 8(f.g) € (N).
Agora, se f € Neh =g; temosin{f) = [ einth) = X531~ TH-I Assim,
podem ocorrer mde(in(f}. (k) =1, Xip1, Tiv1, ou Xjpr - Tigr
Se mde(f.in(h)} = 1, ndo hi o gue fazer,

Se mde{f,in{h)) = X;41 entdo

Sk =5(1.9) = Tinf— vk Xirr T = Xjprgr - Ty) =
= Xipee1- TY{:EN

Analogamente, se mde{f. in{h}} = Tj41, 5(/.h) = Xjsp41 - T ﬁi—- EN.
Também, se mde(f,in{h)) = X1 - Tig1,

/
5 hYy = = T € A
(/. h} S(1.94) Xigoktt ?XJ"Fl T

No que segue consideraremos a base de Grébner B contida em GUN.

Feorema 0.2 Sejam I C R = F[X,...., X)) ideal (n, k)—cickico, comn mde(n, k) =

1e [’Q‘J < k <n-3. Entdo Q, ¢ ideasl de definigio da délgebra simétrica de
I, nao € primo.

Demonstragho: Consideremos

g = X T =X T i=1...n~1c¢
gn = Xpp1 - Th— X1y os geradores de Q.
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Definindo h; por b1 = 3{gngn-1), € parai > 1, & = S{hi_1, gn_i)
femos by = X - Xpay] Tl — X1 - Ap-Th @

k4] n
ri={ Il Xe]Tw-i=xi-| ] Xe] T
wef—{i—1) vt —i+1

Se t{n — k) > k + 1, onde ¢ ¢ o quociente da divisao eucliana de n por
(n—k),ist0é, n= t{n-kl+toncoml<e<n~k temos n—a=t{n—-kje
k—a={{—1){n—k} Assim,

kel n—ifn—k}
hg = H KXo -ﬂ'}(ﬂ“k_j ~ X1 H *Xt(??.—k}v't"r; -
i

‘—n'(f“l}(n*—k}—f'l =1

Agora, se m) = S{hg, ga_1)n—k)), temos

k-3

my = X 0 n—kj1 - ( H Xw) Ten-—k) - Tit~1)n—iy—
(

s (1 1 k)42

nemt{n—k}
~X1( H Xt(ﬂ,,k){.v) - Tty (n—kyel

a=1

Enquanto s <1 — 1, definimos, my = §{ms—1, grt—st1)(n—k) ). Assim,

k,,_{ i
M = X(g)n—k)+1’ H X} - H Lotn—ry | =
..... e (E—1}{n— )2 {8 —1}

LR AR t—1
H Xiptm—ieyiw | -1 H Tretn—tys+1 | -
=] wef—{ g1}

Como {t—s}{n—k}+1 =, t{n—k)+sk-+ 1, tomando s = ¢ — 1, temos,

k41
1) = Kn—k+1 - H I] gln—k)
Q{J.x{.".‘-—'l){_?'f.wk}—r.. =2

feem b1k}
“'X-l‘( I X-ne ) (H? (ki )
prem ] FIEESSH
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Agors, se § = S {gyp, me—1), temos que § = X1 - U, onde

k-+1 L3
i o H Xw) : (H Tq{n.—k)) -
we{t—1n—k)- 2 g=2

n-t(n-kj -1
| I Xiewso |- {1 Tty |- T
=1 q::'.l

Como 2 < (i~ l(n—k)+2<k+1 <nelgqg <t <n, temos
n—k}<g{n~k)<it{n—k}<n

Logo, 7, nao divide nenhum dos termos de U .

Assim, se U pertencesse a @ deveria pertencer aQ)’ e, portanto, existiria
h€GUN com in{h)|in{U}.

Mas, X;T5 | in{l7} se,esdse, (t—1{n~k}+2<q(n—k) <k+1 para
algum g, 2 < g < i

No entanio, se £ + 1 = {t — I{n — &} + w temos

w Eq (-~ 1Mn-k)z=p~{n—-k}+1-{—1}n-—k)=,
Zn n-tln—k)+1=pn—th—-k)+1zZpat+1

onde ¢ € 0 resto da divisdo euclidiana de n por n — k.

Assim, k+ 1= (t—1}{n~k)+o+1, I1<a<n—~k

Logo, X;T; | inH se, e somenteseexiste g, 2 < g <tcom #—1){n—k) «
<{t—1Mn—-E}+2<qgn—k}<{t—1{n—k}+a+1l<tln—~k) odque
de fato, nao ocorre.

Veiamos, agora, como proceder se #{n — k} = k4 1.

Como antes, tomamos %y = S{gn, gn-1) © parai : 1 < ¢ < b, com
b=pn—tn -k}~ 1edefinimos hy= S{hi-i, gn—s}. Nestas condicdes,

E—b4l=gt~1n—k)+2 ¢ n—b+lz=ptn—%k)+4+2

Asgsim,

pas "
= 11 Xw) Teea = X1 | ] X»u) Y.
w=(t—1){n—k}+2 ol

Tomando Hy = S(hy, gr1ym—ty+1) © Hj = S(Hj_1, 01~ jyn—iya1) PaTR
jtalgue j +1 < ¢,
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k41
Hyy=Xo- ( H ){w) : Tt{n*k)—{—-l BRI T('ra———k) =17
ut

o (t=1)(n—k) 43

T
=X 0 JT X | T Tremnyporyea - Tinotyoe
FIEy ()
Lerbrando que gyop = Xy i1 Trnopir — Xy Tk, t 2 2 e considerando
A= S(Hi 1, n-k}, teremos,

kil
A= Xy Xo ( H Ko | - Fepnryr1 - Tom—kysr - Tnek—
(i1} (k)3

T
~X31 - Xn k1~ ( H X«;) T Thetytn-ky+2 - Tn—k)22-
wehd ’

Agora, se D = :{??, D obviamente ¢ um elemento de J,,. Como 73,
nao divide nenhum dos termos de D, se D pertencesse a @, D pertenceria a
Q. Porém, considerando a base de Grobner de Q' que pode ser obtida pela
proposicho 3.20 temos que D pertence a €' se, e 56 se, existei = 1,...,n~1
tal que X; - Ty | in{D} ou Xjpp - Ty | in{D) para algum j = 2,... . n.

Mas, X [in{D)se,esdse,i=20ui=(—1jn—k}+weom3 <w <
<nu—k.

Portanto, {t - I}{{n —~ k) + 3 <R~ 1} n—k)+w < t{n~ k).

Também, T; | in{D}) se, es6se, i =n—koui= gln—k)+1com
g=2,...,0.—1,

Jaquet 2 2en—~k < {-1)n—-k}+1 < {=1){n=-k)+3 <
< {t=-Un~kY+w < tn-k) < tn—-k) 4+ 1, glan—~k) + 1 #
#{t— 1 n—k)+w paratodo w,3<w<n~-ketodog=2,... %

Segue-se, dal, gue X;7; nao divide in{D).

Mais, Xjop-Tja {in(D) se, e sb6 se, j — 1= g{n — k} -+ 1 para algum ¢,
2<g<t,on j-1=pn—h Mas,dal, j+h={g—1H{n—k}+2<n

Assim, 2 < (n —k}4+2 < {g-1n -k +2 < G- 1}{n—-k)+2 <
< {t— 1}{m— k) +3.

Logo, néo ocorre X T | in(D) paraj=gn—k}+1eom2 < g <1
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Resta-nos analisar se j — 1 =, n — k. Mas, entéa, 7 + &k =, 1. Portanto,
também neste caso nho temos Xjzop - Tyep [in{D).
Pelo exposto, temos gue D ¢ Q' e, entéo, D ¢ Q. [

Resuminde os resultados anteriores, se I € R = F|X1 ..., X,] ¢ o ideal
ciclico de grau %, temos:

{1} se k=1n— 1, I éde tipo linear

2} se néimparek =mn—2on k= -1 entio 7 é de tipo linear

P 2

{3} semdc{k,n}=r# 1 entdo J nho é de tipo linear

4} se mndelk,n) = le [B] « k¥ <n — 3 entdo J ndo é de tipo linear.

( ) < i

Conforme observamos anteriormente, se J é o ideal ciclico de gran &, com
k < %, ainda assim oyg4.q) gerardo parte das sizigias de 7 { aquelas para as
quais supp{M;i) 0 supp(M;)  B). Se & é a matriz da apresentagéo de I,

= rx:'}'} onde o é a submatriz com entradas lineares ¢ v é uma submatriz

cujas entradas séo os M/s.

Assim, se @ & o ideal de definicho da algebra simétrica do ideal ciclico
de grau k, Q = {4, Q). onde @1 denota os geradores correspondente a o
e Q. 03 geradores correspondentes a v. Portanto, todo elemento de @ que
tenha grau wm pas varidvels X }3 deve pertencer a Q3 K.

Com estas observagdes estamos aptos a analisar o que ocorrese k < [§],
mde(n, k) =1, elétal que lk =p 1, [§] <1< n.

Proposigao 3.22 Sejo I C B = FX1,...,X,] ideal ciclice de grau k, com
mde{n, k) =1 ek < 3. Sel étal quelk =51 ¢ L <1< %, entdo F ndo ¢ de
tipo Hnear,

Para demonstra-la, utilizaremos o lema a seguir cuja demonstiragao é
andloga a da proposicac 3.20.

Lema 3.23 Sejom g = Xy Tiol — Xpwgwre - Ti, 2= 1Lo.0,n =~ 1,
gn = Xpoy- Ty — Xy - T, R= R{Tn, o, Tol e @7 = {g2....,gn1)R' +
(Xpar - Too Xo < TR, Sejam, fambém, G = {go,....gn_y, XoTo} ¢
N o= (N € {go,. .. gn1) + Xpr Tu) R I N mondmio e 35,2 < j S n

com Xgojoy - Ty | N}, Eutdo, S{f, h) € G UN, paro todo par {f, h} de
GUN.

Vejamos, entao, a demonstracko da proposigao 3.22:
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Demonstragdo: Sejam, como antes, g5 = Xiz1 - Tee1 — Xewrwk - T,
i=4...,n =1 gp = Xpoy- Ty — X171 e definamos k; recursivamente
por: by = S{gn.gx)s ko= Shy.gog)s-- - hs = S{heo1, gor)-

Como Ik =, | segue-se

Entéo, ${k_1,91) = T1A, onde A & dado por
Am=Xowp T - T oo Toone — X Ther oo Ty - T2,

Como A & linear nas varidveis X ;‘e iemos que se A periencesse a { enliao
B ¢ QR . Também, Ty ndo divide os termos de A, entdo, se A € (W R,
A e @". Mas, dai,
Q4 k= bk com 1<B<(I~1), ou
(14+1=,2 ou j=,mk+1) com 1<m<I-1
Vejamos: se 2=, (b~ 1theom 0 <b—- 151 -2 b~ 1=2L
Ja que 1 < ¥ nos da 21 < n teremos b= 2 -+ 1 { absurdol).
Também de 7+ 1 =, 2 segue-se 7 = 1 e 71 nao divide in{ 4).
Se i 1, comol <m < I~ 1, segue-se 1 <mk < (1~ 1}k <n
Dai, j = mk+1 > 2, donde pedemos conchuir que Xy 01 Ty ndo divide
in{A4} em qgualguer caso.
Logo, se I é {n, k)—ciclico, mde{n, k) = lelk = 1com &k < Zel < §,
I nao é de tipe linear. ]

Para completar o estudo dos ideals ciclicos falta analisar um dnico caso,
a saber, mde(n by =1, k=, lek<feomi<li<n

Nestes casos ha fortes indicios de que os ideais ciclicos sejam de tipo
linear. Testes realizados usando o Software Macanlay apontam para isso.
resultado & conhecido em [14]. Além disso, se k = 251 o corolario 3.18 nos
dé que o ideal ciclico também ¢ de tipo linear, neste caso.

Com éstes resultados, usando ainda o corolério 1.4.2 de {13, temos que,
nes casos estudados, a algebra simétrica do ideal (n, &)—ciclico s6 é Cohen-
Macaulay patak = n— 1 ouse n for impare (k = n—2, ou k= %t ou k =

2.
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Apéndice

Anéis de Cohen-Macaulay

Seja M um R-module. Dizemos gue x € B um elemento M-regular se
xzz = 0 nos da z = 0 para tode 2 € M, ou seja, se x nao for um divisor de
zero sobre M.

Definicio A.1. Umo sequéneia ¥== x1,...,%y de elementos de R € cha-
medn de sequéncia M-regular, ou simplesmente M-sequéncia sze x; for wm

; M . - M.
elernento W—ﬂegﬁlar parai=1,....n e ;55 # 0.

Sejam, agora, £ um anel noetherianc, M wm A-médulo finitamente ge-
radoe ] umidealde Rcom IM +# M. Sex = x1,...,%T, ¢ uma M-sequéncia
com x; € 7, entho a sequéncia (z1) C (#1,29) C ... C {z1,..., 25} € estrita-
mente crescente. Sendo A noetheriano, esta sequéncia pode ser esiendida a
uma M -sequeéncia maximal em 1. Mas temos o seguinte resultado a respeito
de sequéncias maximals:

Teorema A.2. Sejom R anel noetheriano, M R-mdédulo finitamenite
geredo e T um ideal de B com IM # M. Entdo, todes as M-sequéncios
mazimais em | possuem o mesme comprimento n dado por

R
n = min{i: E:r:ff"‘R(}wf M)+ 8}

Com este resultado faz sentido a seguinte definicdo:

Diefinicao A.3. Segjarm R anel noetherione, M um R-midule finitomente
gerado e T um ideal de R tal gue IM £ M. entéo o comprimento comum de
lodas ns M-sequénrias mazivnais e I € chamado de Lprofundidade ¢ denotado
por prof [{M}. Case IM=M dizemos gue prof; (M) ¢ infinita.
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Uma situagdo especial que ocorre com frequéncia € a seguinte:

Definigdo A.4. Sejam (R, m) vm anel locel e noetheriano e M # 0 um
E-mddule finitamente gevado, Eniio prof (M) € chamado simplesmenie
de profundidade de M ¢ € denotado por prof (M).

As M -sequéncias e profundidade sio objetos algébricos imporiantes.
Tima propriedade interessante pode ser vista em (1], 1.2.12:

Proposigao A.5. Sejam (R,m) um aenel local noetheriano ¢ M 4 0
um R-mddulo fimitemente gerado. Entdo lode M-seguéncie foz parte de um
sistemna de parémetros de M. Em particular,

prof (M} < dim M

Recordamos que uma sequéneia xy,. .., rs de elementos de £ é um sis-
tema de parametros de M se & é o menor inteiro tal gune sup (@%) =

= {m} e dim M = dim ((ﬁﬂz{—ﬂ)’ oude sup N = {P € Spec R|Np # 0},
para wn R-médelo N qualquer.

Defini¢de A.6. Seju (R,m} em anel noetherianc local. Um R-mddulo
Jinitamente gerado M de Cohen-Macaulay se prof (M) =dim M. Se R for
um Médule de Cohen-Muacanlay sobre si mesmo, dizemos gue € um enel de
Cohen-Mocaulay, Mais geralmenie, se R for um anel noetheriane entdo um
R-omédule M ¢ de Cohen-Macauloy se My for Cohen-Macaulay pare todo
ideal mazimal m de R em sup M. Como no caso local, R € um anel de
Oohen-Maocouloy se o for como R-mdédulo.

Anel de Stanley-Reisner

Definicdo A.7. Sejo V um conjunto fintto. Um compleze simplicial A
sobre ¥V € wma fomilie de subconjunios de V' tal gue:
fa) {v} € A para todo v €V,
(b} se Heh e GCH, entio G €A

(s elementos de V' sao chamados vértices de &, Os elementos de A
siao chamados faces e as faces que sio maximals em relagdo & inclusao sao
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chamadas facetas. Observe gue ¢ € uma face de qualquer complexo simplicial
e um complexo simplicial ¢ determinado por suas facetas.

Definicio A.8. A4 dimensdo de uma face H de um compleze simpli-
cial &s €
dim H = [H|—1.
A dimensdo de & 6 dim A = mazx {dim H: H € A}. A dimenséo da face
¢ ¢ definida eomo sendo -71.

Definigho A.8. Seja F um anel e 5 um complexo simplicial sobre V =
= {uy,...,un}. @ anel de Stanley-Reisner associado a /s com relagio a F £
. . H ' r g . N -
a Fodlgebra F[O] o= M, onde 14 € v ideal gerado pelos mondmios
In Fa P
Xay oo Xg, tais que {4y, ..., 00} € A

Apesar da definicBo de anel de Stanley-Reisner ser feita sobre um anel
gualguer, os casos mais importantes ocorrem guando F & um corpo.

Ohservamos que fa é gerado por monémios livres de guadrados. Tane

}F'{‘X‘I !"'PX!!‘E
i

guadrados, entao = F{A] para algum complexo simplicial A

A dimensfo de um complexo simplicial pode ser facilmente determinada
a partir de suas facetas:

a intersecgho é tomada sobre todas as facetas H de A e Py denota o ideal
(primo} gerado por todos os X tais que vy € H. BEm particular,

Proposicao A.10. [[1], Corolarie 3.6.6] Se A € um complexo simpli-
cial vele dim F{A] = dim H + 1.

Bases de Grobner

No que segue K denctard o anel de polindmios F[X;, ..., X, onde F é
um corpo. Além disse, a menos de mengio explicita em contrério L denotard
um médulo livre finitamente gerado com base {e;}.

Definicio A.11. Dedoa= {a)1,...,an) € N", wm mondmic de R € um
elemento da forma X2 = X{" - ... X », e um lermo de R € um ménomio



mgltipticado por um escaler. Um ideal gerado por mondmios serd chamade
um ideal monomial,

Definigao A.12. Um mondnioc em L é um elemento da forma m =
X2, ¢; para algum ¢, Neste caso diremos que m envolve o elemento bisico

ey,

Definigao A.13. Um submddule monomial de L é um submddulo gerado
por mondmios de L.

Observagio A.14, Todo submddulo monomial M de L pode ser eserito
da seguinte forma

comly ideal gerado pelos mondmios m teis gue m-e; € M.

Definicho AL15. Um termo em L ¢ wm mondmio multiplicado por um
escalar.

Observacao A.16. Como os monomios formam uwma bose pure o espago
vetorigl L, todo elemento f de L pode ser expresse de maneiro tnice como
ume soma finita de termos envolvendo mondémies disiinios, gque sdo chama-
dos 08 mondémios de f.

Observagao A.17. Todes as definicdes anteriores dependem de ume
buse escolhide {e;} para L. Sempre gque possivel, suprimiremos g base {e;}
de nosso notagdo e faloremos de L cowmo um mddule Lvre com base.

Definigao A.18. Seja L um R-mddulo livre com base. Uwma ordem
monemiel sobre L € uma ordem total > sobre 0s mondmios de L lais que
se my e mg $Go mondwmics de L e n # 1 € wm menémic em R enido
1y > ey amplica em nmy > nma.

l.embrando que estamos supondo L finitamente gerado, a segunda das
desigualdades acima tem uma conseqiiéncia extremamente Gtil:

Lema A.19. [ Lemms 152 Seja L um R-médule com base. Toda
ordem monowntiel sebre L ¢ Artiniana, isto 8, todo subconjunio nédo vazio
possus wm menor elemento,

Podemos estender a nogao de ordem monomial aos termos da seguinte
forma:
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Definicao A.20. Se um ¢ vn  sdo termosde R comu,v € F\{0} ¢
m,n monémios com m > n { respechivemnente m > n), diremos que wm >
un { respectivamenie um 2> vn). Note gque nio temos wma ordern parciel
sobre o& termos jd gque pove tode uw v lemos win 2 vm ¢ vm 2 um.

Definigao A.21. Se> € uma ordem monomial definida sobre L, entdo
para tode f € L definimos o termo tnicial de f, denotado porin=.{f}, como
sendo ¢ mator fermo de [ com relacdo 4 ordem > e, se M C L ¢ um
submddule, defintmos ino (M) como sendo o submddulo monomiel gerado
pelos elementos in-{f) pare todo f € M.

Observaggo A.22. Quando ndo houver perige de confusdo escrevere-
mos

simplesmente in no lugar de ins.

Observagao A.23. Observe que se p € R, f € L e denolamos por n
o (dnico) termo de p tal que n in(f) é o maior, entdo in{pf) = n in{f).

Teorema A.24. | [4]. Theorem 15.3 - Macaulay] Sejam L um R-
médulo Wore com base, e M um submdduly de L. Pars toda ordem mono-
migl > sobre L, o conjunio B de lodos oz mondmios gue ndoe perlencem a
in{M) forma uma base para F/M.

Defini¢iio A.25. Sejam I wm R-—mdédulo livre com base € ardem mono-
mial > . Sejo M wum submddulo de L. Um subconjunto finito H de L €
chamado wme base de Grobner para M, com relagdo & ordem >, se H gern
M e inuM € gerado por {in{f): F e H}.

Observamos que, em geral, um conjunio de geradores nao é uma base de
Grobuer,

Exemplo A28, Considere I o ideal gerado pelos mondmics f; =
XiXn+ XoXy e fo= XiXs+ XoXy em F[Xy, Xo, X3, X4}, Com relagdo
& ordem lexicogrifice, definide o partir do seguinie ordem sobre as varidveis
X1 < Xo € Xy € Xy, tem-se in{f1) = X1Xz ein{fz} = X1X4. O polinémio
g= X4 - F1— Xa-fo €l e seulerma Hder € Xo- Xé"- No enlonie X:gX;gq &
(X1 X4, X1 - X3) e, portanio, {f1, fu} nio € uma base de Gribner com
relogdo & ordem lericogrifica.

Proposicao A.27. Sejom R = F{X,,...,Xn] ¢ L um R-médulo lvre
com base e erdem monomial > . 8e f.og1,.... 0 € L entde emstem fr,..., fr
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em f iats gue

com ' € L, nenhum dos monémios de ' pertence a (in{g1),...,in{g:)) e
in{f) 2 in{f;-g) paratodoi=1,... ¢

Ohservagao A.28. Por conveniéncia, nes condigdes da proposicéo an-
LeTeor,

t
I == Zfi‘gi + f
i=1
sntisfozendo as condigdes du proposigio é chamade ezpressio padrao para f

13 —
em termos dos gis e f ¢ chamado reste de f com relagdo a g1,..., 4. Pore
obté-lo temos o seguinde versdo algoriimice da dltima propogicdo:

Teorema A.28. { Algoritmo da divisho } Sejo L wm H-mddulo livre
com bose e ume ordem monomial fixe. Se fg1,...,9t € L entdo podemos
produzir a expressio pedrio para § com relagéo cos gis

f=3 ma gs.+ [

definindo os tndices s, £ 08 termos my, indutivamente da seguinie forme:
tendo escolhido s1,...,8, € mi,...,mp, S€

P
F_ E :
f_p-"’“’f"' mu’gsu?éﬁ
=1
e m € g maier termo de f;) que € divisivel por elgum in{g:}, escolhemuos

Esse provesso lerming guande f; = ( ou nenhum in{g;) divide um fermo de
f;,; o resta [’ €, enldo, o dltimo f;} produzide.

Observacho A.29, Observe que ndo lemops , necessariaments wmao
tinice expressdo padrie pera wma deda f em termes dos gis. Algurnas vezes,
entrefante, ¢ dtil termos wm algoritmoe do divisie deferminado € podemos
fozé-lo especificando (por exemplo) gue o cade passo tomaemos mi o maior
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I T . PR T
termo de [, gue € divisivel por algum in(gi} € spy1 o menor indice pare o
guel tel divisdoe € pogsivel. Desta forma o algoritmoe de divisdo nos dd um
expressio padrdo Unica.

O algoritmo da divisko nos dd uma forma de obter bases de Grdbner ¢
Sizigias, cOmo Veremos a seguir;

Sejam R = F|X;,..., Xy, L um H-médulo livre com base {&;} e ordem
monomial >, M o A— submédulo de L gerado pelos elementos g1,..., 4
de L e

@ @h’ -y — M, wlei) = gi-

Para cada par de indices 4, 7 tal que in{g;) e in{g;) envolvem o mesmo ele-
miento basico de L, definimos
il g;
mij = : (92) : € R
mde (in{gs), in{gs))

e seia
0'4'}' e mﬁ s Eg ’J%gj - Etj‘

Lema A.30. { das siziglas } Com as notagdes do pardgrafo anterior,
kery € gerado pelos oy;.

Agors, para cada par i, escolhemos a expressio padrao

${95.97) = My gi— mgi- gy = 950 gut by

Para mg; - g — My gy com relagdo a gy,..., g Biy assim obtido é chamado
o resto de my - g7 — my; g5 com relaggo a g1,..., g Para inlg;} ein{y;)
envolvendo elementos basicos distintes de L, indicaremos hy; = 0.

Com esta notagko temos:

Teorema A.31. (Critério de Buchberger) Os elementos gy, ..., g for-

Deste teorema temos um método efetive para obter bases de Grébner e
sizigiag, ¢ chamado

Algoritmo de Buchberger

Com a mesma notagho anterior, suponha que M & com sub-médule de
L, esejam g1,...,0; € M um conjunto de geradores de M. Obtenha os
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restos A5 Se todo Ay == 0 entdo gy, ..., g¢ forma uma base de Grébner para
M. Se algum hy; # 0, entdo troque g1,....9¢ Por g1,---, 9 by € repita o
processo. Clomo o submédulo gerade por in{g1),. .., n{g:), in(ky;) contém,
estritamente, o submoédulo gerade por in{g1),...,in{g) este processo deve
terminar apés um ndmero finito de passos.
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