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Capitulo 1

Introducao

A atilizagdo de imagens digitals em quase todas as aplicacgdes computacionais nos
trouxe novos desafios. QQuem nunca teve a experiéncia de tentar armagenar em disco uma
imagem ne formato BMP ou GIF e ficon assustado com o tamanho em Kb do arquive?
Quem ao “navegar” pela Internet nio perceben o quanto é lenta a transmisséo de arquivos
graficos? As vezes, o computador carece de memdria, e o usudrio de paciéncia...

Nao ¢ mais possivel prescindir das imagens digitais. Elas sdo um meio eficaz e mais
simples de transmitir informagtes . Citando o senso comum: “uma imagem fala mais que
mil palavras.” Sem o auxilio das imagens digitais da Tomografia Computadorizada seria
diffcil um médico dar um diagnéstico confidvel sobre determinadas doengas; sem as ima-
gens tridimensionais do Mathematica, muitos estudantes e até pesquisadores matematicos
experientes ficariam embaragados ao tentar visualizar a fungdo f(z,y) = sen{z?+y°) (veja
figura a seguir); sem as interfaces “amigdveis”, baseadas em computacdo grafica, muifos
usuarios precisariam ler manuals biblicos para manipular determinados programas; enfim,
as imagens digitais vieram para ficar.

Vieram, masg ndo sozinhas. Elas trouxeram muitos problemas consigo. Um dos prin-
cipais € a questdo do armazenamento e transmissdo das mesmas. Surge do esforgo de
contornar tais dificuldades a idéia de comprimi-las. Este sendo um tdpico importante do
processamento digital de sinais, chamado compressio de imagens. Usando um codificador,
comprimern-se as imagens para eventual armazenamento ou transmissio; depols, quando
forem necessarias, basta um decodificador para recupera-las.

Se voré ja tentou viajar e levar todas as suas roupas numa unica maleta sem a ajuda
da mae, percebeu que ao invés de levar oito calgas Jeans € melhor levar apenas duas;
ao invés de dez camisas, apenas 3, ¢ assim por diante. E preciso reduzir a redundincia
de roupas. O prego é que, na festa de aniversario de um amigo, vocé nédo podera usar
aguela calga jeans desbotada, pols teve que deixa-la; e nem poderd ir com aquele sapato



Figura 1.1: Gréfico da fungio f{z,y) = sen{a® + %)

z, porque 56 trouxe aquele que estava em seu pé. 56 alguém muito observador notard
que vocd estd com a mesma roupa do jantar anterior. E claro que vocé possui roupas
suficientes, mas ndo todas as suas roupas. Em compressao de imagens algo semelhante
acorre. Descartamos informagdes redundantes sem afetar a qualidade visual da imagem,
porém ela pode néo ser recuperada totalmente depois de comprimida, pois alguns dados
foram jogados fora.

A perda de dados pode ndo afetar a gualidade da imagem; contudo, nos casos de alta
taxa de compressio, a imagem comega a apresentar ruidos indesejados. Quando o método
de compressio é o JPEG (veja [7] ¢ [8]), o artefato mais comum é a descontinuidade entre
blocos adjacentes. Surge a necessidade de métodos de recuperagio de imagens “muito”
comprimidas. E nesta categoria que se insere a técnica discutida nesta dissertagao . Trata-
se de um algoritmo iterativo de projegdes ortogonals sobre conjuntos convexos fechados
para recuperar imagens comprimidas com altas taxas de compressio pelo JPEG.

Nosso trabalho consistin em primeiramente estudar os formatos em que as imagens
sa0 armazenadas e processadas pelos computadores (imagens digitais), compreender o
método de compressdo proposto pelo JPEG e realizar varios experimentos utilizando um
pacote compativel com o JPEG. Em seguida, implementamos dois algoritmos propostos
nos artigos [1] e [2]. Pesquisamos o ferramental matemético que garantia convergéncia
dos mesmos e efetuamos testes com imagens padrdes, comparando os resultados obtidos.
Neste estdgio do trabalho, varias idéias foram surgindo e fizemos algumas modificagoes



nos algoritmos para melhor compreendé-los e perceber a necessidade ou ndo de algumas
convenqoes e hipdteses, Finalmente, compilamos os resultados nestas paginas.

Tentamos dividir os capitulos com a finalidade de introduzir os pré-requisitos funda-
mentals para compreensido dos métodos. Assim, definimos imagem digital e sua repre-
sentacfo matricial; as fransformadas de imagens tém um capitulo especial culminando
com a fransformadae cosseno e suas propriedades; a quantiza¢do e o padrio internacional
de compressic JPEG cada um possul um capitulo, entretanto sio tratados do ponto de
vista da aplicacdo , pols, sdo assunfos muito extensos e, no contexto desta dissertagio , nao
precisaram ser aprofundados; jd a teoria de projecdes sobre conjuntos conwvezos foi tratada
com mais detalhes, enunclamos os principais teoremas e suas respectivas demonstragoes
com o intuito de mostrar a ferramenta matematica que estd por detrds do algoritmo; o
algoritmo € apresentado em duas versdes, pols a primeira é mais intuitiva e certamente
ajuda na compreensio da segunda que por sua vez é mais delicada matermaticamente
falando; finalmente os experimentos e conclusdes.

Nao € facil a tarefa de sistematizar e resumir um tema tdo vasto e rico. Corre-se
o risco de ser superficial demals em alguns aspectos e detalhista de mais em outros,
prejudicando o conjunto do trabalho. Tentamos sublinhar a matematica do algoritmo,
deixando em segundo plano os detalhes computacionais do trabalho — que, na verdade,
580 bemn desafiadores e exigiram muitas horas de trabalho-a maior parte delas. Fol uma
escolha pessoal, baseada na nossa formacio .

As partes do texto menos elaboradas frazem referéncias bibliograficas para um even-
tual aprofundamento. Para aqueles que desejarem uma versao do JPEG mals recente,
deixamos no Capitulo 8 o endereco na internet para obté-lo via fip. Na bibliografia hi
material suficiente para a compreensio do tdpico agul tratado.



Capitulo 2

Imagem Digital

A imagem digital esta presente na grande parte dos procedimentos computacionais,
seja como resultado visual de um determinado problema ou seja como dado a ser pro-
cessado. Cada vez mals as imagens digitais sao utilizadas como interface entre usuario
¢ computader, proporcionando o chamado relacionamento “amigdvel” homem-maquina.
Por isso, é fundamental compreendermos o conceito de imagerm digital e a forma como
esta é representada em nossos modelos matematicos e no computador. Uma excelente
referéncia sobre o tema ¢ o livro Computacio Grdfica: Imagem,[12].

2.1 Modelo de Imagem

Ha na literatura varios modelos matematicos para descrever uma imagem, sendo entre
eles 0 modelo espacial ¢ mais intuitivo e o mais utilizado, por isso nos fixaremos nele.
Porém, ndo podemos deixar de mencionar o modelo do espaco de frequéncial, utilizado
mals a frente neste trabalho,

2.1.1 Imagem Continua

Ao abrirmos nossos olhos, recebemos de cada ponto do espago um impulso luminoso
que associa informagdo de cor a cada pouto. Portanto, um modelo matematico natural
para descrever uma imagem é o de uma fungao definida em uma superficie bidimensional

e tomando valores em um espago de cor®.

YEste é associado ao modelo espacial através de uma transformagio matematica.
*Veja. os capitulos 3 e 4 do livro [12] na bibliografia para malores detalhes sobre fundamentos de cor.



Definigio 1 Uma imagem continua € uma aplicagdo 1 : U — O, onde U C K° € uma
superficie e C € um espuco vetorial.

Geralmente, U & subconjunto do plano, e ' € um espaco de cor. A fungéo 1 € chamada
de fungdo imagem, o conjunto {7 é chamado de suporte da 1magem e o conjunto imagem
{subconjunto de ') € conhecido come valores da imagem ow gamute de cores da imagem.

Se € é um espaco de dimensdo 1, dizemos que a imagem & monocromatica. Nesse
caso particular, a imagem pode ser vista geometricamente como o grafico (7{7) da funcio
unagen 2,

G3) = {(2,5,); (.y) € U e 2 = i{z,9)]}, (2.1)
considerando os valores de intensidade como a altura » = i{z,y) em cada ponto (2,y) do

dominio.

2.1.2 Representagao de wma imagem

Primeiramente, tomamos um subconjunto discreto U/Y C U do dominio da imagem,
depois um espago de cor e finalmente a imagem é representada pela amostragem da fungio
imagem ¢ no conjunto IJ'. Essa é a representacdo mais utilizada em computagado gréifica.

A imagem i{x,y) seréd espacialmente continua ou discreta se as coordenadas {(z,y)
variarem no conjunto U/ ou U7, respectivamente. E no caso discreto, cada ponto (x;, /)
do subconjunte IV’ é denominade de pizel*.

Uma vez discretizado o dominio da imagem, resta-nos, para podermos codificar a
imagem no computador, trabathar com ura subconjunto discreto do espago de cor €7, Tal
discretizacio é chamada de quantizagdo .

Bepresentagao Matricial

Uma maneira muito usual de discretizar o dominio da imagem € tomar o conjunto I/
como sendo o reténgulo

U=lablxled={zy)eR a<e<bec<y <d}, (2.2}

e discretizar esse retangitlo usando os pontos de um retdngulo bidimensional A = (A, A},

A= {{r;,u) €Uy z; = 1. A;, e = kA, 5,k inteiros, A, A, € R} (2.3)

conforme a figura abaixo:

30 adjetivo “continuo” nesta definicio é utilizado com o sentido de nio-discreto; & nio com o sen
significado usual emn topologia de que a aplicacdo i é continua.
*Do inglés Picture Element,

10
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Figura 2.1: Diseretizagdo do dominio

Assim, cada pixel {z;, 4} da imagem pode portanto ser representado por coordenadas
inteiras {j,£). Logo, a imagem pode ser modelada de forma conveniente no formato
matricial. A imagem dessa forma € associada a uma matriz A de ordem m x n, A =
{a;1) = (1{wj,yp)). Cada elemento a;; da matriz A representa o valor da funcao imagerm
i no ponto de coordenadas (&;,yx) do reticulado, sendo pois um vetor do espago de cor,
representando a cor do pixel de coordenadas (j,k). Se a imagem for monocromatica,
entdo cada elemento aj; da matriz A € um ndmero real que representa a lumindncia do
pixel.

Chamamos de resolugio vertical da imagem ao nimero de linhas m da matriz A e
de resolucdo horizontal da imagem ao nimero de colupas n da matriz A. Ao produto
m x n damos o nome de resolucio espacial ou resolucio geométrica. Fsta esta relacionada
com a frequéncia de amostragem final da imagem: quanto maior a frequéncia tanto maior
sera a quantidade de detalhes da imagem, isto é, apresentara elementos de alta frequéncia
no espago de frequéncias. Entretanto, a resolucdo da imagem dada em termos absolutos
ndo fornece muita informacio sobre a resolugdo real da imagem quando realizada em
um dispositivo fisico. Porque ficamos na dependéncia do tamanho fisico do pixel do
dispositivo®. Uma medida mais confidve! da resolucdo espacial é a chamada densidade
de resolugdo que fornece o mimero de pixels por unidade linear de medida. Geralmente,
utilizamos o niimero de pizels por polegada, pp®, também conhecido como dpi’.

2.1.3 Imagem Digital

Pelo que foi exposto acima, podemos pensar nos seguintes modelos de imagem:continuo-
continuo,continuo—quantizada, discreta-continuo e discreta—guantizada. O primeiro mod-

3P exemplo, o monitor ¢ um dispositive fisico.
8Pixels Per Inch,
"Dots Per Inch,

11



elo sendo muito utilizado no desenvolvimento dos métodos matemdaticos para o processa-
mento de imagens. Em contra partida, o dltimo modelo é o mais utilizado nos dispositivos
graficos e por isso, do ponto de vista pritico, é o mais importante. E uma imagem repre-
sentada por esse modelo é chamada de imagem digitel

Uma imagem digital possui basicamente duas componentes: as coordenadas do pixel
e a informacio de cor de cada pixel. Estes dois elementos estdo diretamente relacionados
com a resolucdo espacial e resolucdo de cor da imagem, O mimero de componentes do
pixel é a dimensdo do espago de cor utilizado. Por exemplo, cada pixel de uma imagem
monocromatica tem uma Nnica compoenente.

Em outras palavras, uma imagem digital monocromatica pode ser representada por
uma matriz real, possibilitando um processamento computacional e numérico mais familiar
para a maioria dos programadores de computadores e matematicos.

Entendido o conceito de imagem digital, podemos partir diretamente para as mais
diversas aplicacdes em processamento digital de imagens, Em particular, o aprimoramento
da qualidade de uma imagem com artefatos entre blocos devido a uma alta taxa de
compressio, que € o tema desta dissertacio .

12



Capitulo 3

Transformadas de Imagens

Hi problemas matematicos dificeis de serem tratados tal como s&o propostos. Um
método muito utilizado para soluciond-los € a Transformacdo Matemdtice. Ou sela,
transforma-se um problema dificil em outro de mais facil abordagem. Uma vez resolvido
este, efetua-se a transformacio inversa para obter-se a solugdo do problema original.

Em processamento digital de imagens, as transformadas tém um papel fundarnental,
em particular, quando se trata de compressdo de imagens, pois € a primeira medida a ser
tomada. Nos paragrafos seguintes, apresentaremos a defini¢do geral de transformadas de
imagens e as principais propriedades que as tornam tdc importantes do ponto de vista da
compressio. Nosso abjetivo é caminhar em diregdo a transformada cosseno para justificar
o fato dela ser, atualmente, a preferida em compressao de imagens.

3.1 Definicoes e Propriedades

Utilizando a representacdo matricial de uma imagem, esta pode ser vista como um
elemento do espago vetorial das matrizes na base candnica’. Apds a transformacéo ,
a imagem pode ser entendida como escrita em outra base ortonormal conveniente. A
conveniéncia da transformacéo serd precisada posteriormente, quando tratarmos das pro-
priedades. Vamos a definicac .

Consideremos uma imagem u{z,y) € RV*N2 Definiremos o par de transformadas:

ANy N1

vk, ) e 375 ulm, n)ag(m,n) (3.1}

mua) il

' As defini¢des e propriedades das matrizes aqui tratadas podem ser encontradas em [21].
A imagem pode ser retdngular, ou seja, u(z, y) € RV*M | A generalizacio é imediata,

13



;\, 1N-1

(m,n} Z > ok, Dag (m,n), (3.2

k= =0

onde {ay;}, chamada de Transformada de Imagens, 4 um conjunto ortogonal completo,
oi seja, a nova base; af,; denota o conjugado de apy, e em geral a5 € €.

Os elementos v(k,]) sdo os coeficientes transformados, e V = {v(k,0}} é a imagem
transformada. A propriedade de ortonormalidade assepura que qualquer soma truncada
da forma

upg{m,n) 2 > vk, Dagmn) , PN, Q<N (3.3)

22 by [u{m, n) — upg(m,n)]* (3.4)

Além disso, a propriedade de completude assegura que o erro é zero quando P = () =
N,

3.2 Transformacgoes Unitarias Separaveis

O mimero de multiplicagdes & adicoes para obter-se v(k,[), usando a férmula (3.1)
& O(N*) que ¢ proibitivo para imagens de utilizages priticas®. Podemos reduzir para
O{N?) opera¢des se exigirmos que a transformada seja separdvel, isto é,

ar{m,n) = ap(mib(n} = alk,m)b{l, n), (3.5)

onde {ax(m), % = 0,. N —~1}, {b{n), | = 0..N — 1} sio coujuntos de vetores
completos ¢ ortonormais em RY. Assim, A = {alk,m)} e B = {b(I,n)} sdo matrizes
unitirias, e portanto,

AAY = A'A" =1, BB = BB =1, (3.6

Por razdes praticas, escothemos B = 4. Com tal escolha, podemos reescrever as
férmulas (3.1) e {3.2) da seguinte maneira:
N1 81

ok, ) =3 5 af u{m,n)a(l,n) « V = AUA’, (3.7)

=0 n=l

*Para uma imagem 512 x 512, terfarnos a ordem de 6.87 x 101 operagdes .

14



N1 N-1
ulm,n) =Y Y a'(kmvlk a'(ln) « U= ATV A" {3.8)

mz=0 =l

Para imagens retangulares pertencentes a £V teremos:

V = Ayl AL, (3.9)

Is *t * "
U= A, VA, (3.10)
onde Ay e Ax sdo matrizes unitarias de M x M e de N x N*, respectivamente. Essas
séo as chamadas Transformacdes bidimensionais separaveis. Notemos que (3.7) pode ser
escrita como:
i .
V' = A[AUY, {3.11)

isto €, {3.7) € obtida primeiramente transformando cada coluna de I/ e em seguida trans-
formando as linhas da primeira operacdo para obter-se as linhas de V.

3.3 Base de Imagens

Vamos explicitar a base de imagens. Cada transformagao terd a sua propria base com
as respectivas caracieristicas. Os elementos da base podem ser assimn obtidos.
s - 3 . N
Denotaremos por ¢} a k-ésima colupa de A*. Vamos definir as matrizes

A3, = ajaj’ (3.12)

e 0 produto interno das matrizes F e G, ambas de N x N, como

N1 N-1
< F,G>= %3 f(m,n)g"(m,n) (3.13)
m= n=0
Com as defini¢des acima, é possivel escrever {3.10) como
N-1N-1
U= 5" 3wk DA, (3.14)
m=0 nz=(

onde v(k, 1) =< U, A}; >.

A férmula (3.14) expressa qualquer imagem U como combinagdo linear de N? matrizes
Ap, kI=10,..,N =1 que sdo os elementos da base de imagens. Em outras palavras, U/
é a projecao ortogonal de V sobre o espago gerado pela base de imagens.

4A partir deste momento utilizaremos a expressdio A de M x N para dizer que 4 € RM >N,
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Se I/ e V sdo escritos como vetores (ordenados por linhas ou colunas) « e v, respecti-
vamente, entdo as eguacdes (3.9) e (3,10} podem ser expressas como:

p={A8 Au = Au {3.13)

4

u={A® /—’1)*$v = 4" v, (3.16)

onde A = A® A é o produte de Kronecker °.
3.4 Propriedades das Transformadas Unitarias

Como vimos até agora, exigimos que as transformagdes fossem unitarias. Nao sem mo-
tivo, pois tais transformacbes tém propriedades muito importantes para a manipulacio
de imagens. Algumas propriedades sao comuns a todas as transformages unitdrias; ou-
tras, apenas a um mimero restrito de transformacdes unitérias. S&o essas diferencgas que
tornam umas mais indicadas que outras para determinados problemas. Vejamos primeiro
as propriedades comuns s todas; € quando formos falar da transformada cosseno indicare-
mos a8 caracteristicas que a distinguem das demais e tornam-na melhor na compressio
de imagens.

3.4.1 Conservacao de Energia

Sempre que utilizarmos a norma || - || estaremos nos referindo & norma euclidiana, ou

seja, [ v = (205" | w(k) )2
Nas transformacoes unitirias

v o= Au, {3.18)
temos que
Fol* =« " (3.19)

Assim, utilizando a definicdo de norma,

F’Deﬁnigé,o : Se A e B sic matrizes de M x My e Ny % Na, respectivamente, entdo o produto de
Kronecker de 4 e B é definido como:

QMB alMg.B
A@B= : : : {(3.17)
gyl .. apmoanB

onde ay ¢ o clemento da matriz 4 na i-ésima linha e j-ésima coluna.

16



Na-1 f’q‘-*i
lolP =3 vk P=vvmw' At du=wu= 3 Jul) P = ulf, (320

k=) el

obtemos que as transformacdes unitarias preservamn energia ou, equivalenteniente, o md-
dulo do vetor u no espago N-dimensional. Analogamente, para transformacdes unitarias
bidimensionais como em {3.1) ¢ (3.2), podemos provar que

Nl N1 N Nl )
S S ulmn) P =30 S folk, D) 1P {3.21)
=} = k=0 =0

3.4.2 Compactacan de Energia e Varidncia dos Coeficientes
Transformados

Compactagho de energia é uma das principais propriedades para a aplicacao que fare-
mos das transformadas de imagens.

Tal caracteristica consiste em que algumas das transformagdes unitdrias tendem a
concentrar grande parte da energia de uma imagem em relativamente poucos coeficientes
transformados. Como a energia total € conservada, isto implica que muitos coeficientes
transformados possuirdo pouca energia ( proximo a zero).

Se u, e R, denctarem a média e a covariancia de um vetor u, entdo teremos que

po = E[v] = E[Au] = AE[u] = Ap, (3.2

Ry = El(v — p)(v — 1) ] = A(E[(t — pu)(t = )" DA™ = AR,A™ (3.23)

As varidncias dos coeficientes transformados serio dadas pelos elementos da diagonal
de R, isto é,

ay(k) = [Rulis = [AREA*&]&,}: (3.24)
Comeo A é uma malriz unitéria, segue-se que
N1 ) . s c N-1 7 )
2o (R = e =y AT Ay = 3 | ) | (3.25)
=} sl

0 que implica em

N1 N1
; Ef| v(k)) '] = > Bl ul) & (3.26)
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A energia média Ef] v(k) |"] dos coeficientes transformados v(£) tende a ser distribuida
de forma ndo uniforme, embora possa ser uniformemente distribuida para u{n)®.

3.4.3 Descorrelagao

Onando os elementos do vetor u sao altamente correlacionados, os elementos do vetor
transformado tendem a ser descorrelacionados. Isto imnplica que os elementos fora da di-
agonal principal da matriz de covariincia K, sao proporcionalmente pequenocs em relagao
aos elementos da diagonal. Em linguagem matematica, as transformagdes realmente in-
teressantes sdo aquelas que “ diagonalizam 7 a matriz de covaridncia.

3.5 Transformada de Karhunen-Loeve e a Transfor-
mada Cosseno

E muito dificil justificar a importancia da Transformada Cosseno no contexto de
compressio de imagens semn antes discutir a Transformada de Karhunen-Loeve (TKL).
A Transformada Cosseno aproxima esta 1ltima num sentido que deixaremos claro nos
proximos pardgrafos.

Com o intuito de thustrar a finalidade da Transformada de Karhunen-Loeve, considere-
mos o problema de transmitir via Internet um sinal senoidal. Este poderia ser discretizado
e em seguida transmitido. Intuitivamente, quanto mais fina for a discretizacso tanto mel-
hor serd a qualidade do sinal reconstruido. Entretanto, uma forma mais eficiente de
transmiti-lo é fornecer a amplitude, a fase, a frequéncia, o tempo inicial e a informagio
que © sinal é uma sencide.Qu seja, apenas 5 (cinco !} informagdes sfo suficientes para
reconstruir o sinal perfeitamente ! Note a compressao presente nesse exemplo.

Do ponto de vista da Teoria de Informagdo , os valores discretizados do sinal sdo
altamente correlacionados e pouca informacdo € transmitida por cada valor discretizado;
por outro lade, a amplitude, a fase, a frequéncia, o tempo inicial e a informacgio da forma
do stnal sdo totalmente descorrelacionados e possuem a mesma quantidade de informacgio
dos valores discretizados.

Vamos definir a TKL (veja [6]). Para am vetor aleatério u € R, a base da TKL é
dada pelos autovetores ortonormalizados da matriz de autocorrelacic R7 do vetor u, isto
é,

Rép = Mgy 0S kSN ~1 (3.27)

“Veja (6.
"R = Eluut).
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A TKL de % é defimida como

3 .
v= 9% u, (3.28)
R i . . »
onde §* = O . A transformada inversa é

N—1

oy = By == Z 'U(k)(_ék} (329)

kG

onde ¢ € a k-ésima coluna de .
Pela propria definicdo , obtemos que a TKIL diagenaliza a matriz de autocorrelagio
do vetor aleatorio u, isto é,

'R = A = Diag{\}. (3.30)
B usual trabalhar com a matriz de covaridncia ao invés da matriz de autocorelacio .
Se u = Flul, entio

Ry = covfu] = Ef(u~ p){u — p)'] = Elu'] — we’ = B — it (3.31)

Assim, se g4 € conhecida, entao a matriz com os autovetores normalizados de Hy determina
a TKL do vetor aleatério de média zero w — u. Em geral, a TKL de u e u — g ndo
necessariamente sdo 1dénticas.

3.5.1 A TKL de uma Imagem

Se urna imagem u{m, n}, de ¥ x N, é representada por um campo aleatério cuja funcio
de autocorrelagao é dada por

Elu{m,n)u(m/ n)] = r(m,n;m’ 0}, 0 <m,m,n,n' <N -1 (3.32)

entdc a base da TKIL ¢ formada pelas autofungGes ortonormalizadas 15 {m, n}, obtidas
resolvendo-se

N-1 N~

3 Z {m,nym’ 0" Yy (! 7y = A e a{m, n), (3.33)

m =0 nt=g
onde 0 < k,lmn< N -1,
Em notagdo matricial podemos reescrever (3.33)

Raby = Mth;, ¢=0,., N2 —1 (3.34)

, A2, . ~ ; . 2 - Lo
onde #; € RV é a representacdo vetorial de ¥y, e R € RV *N° & a matriz de autocor
o N N 2 y -
relagio da imagem em sua forma vetorial u € Y . Entdo

19



R = Eluu?]. (3.35)

Se R € separavel, entdo a matriz ¥ € ?Rﬁz"'m, cujas colunas sido os {i;}, torna-se
separavel, Por exemplo, seja

r{m,n;m’, 0’y = rilm, mre(n, n'). (3.38)

Em potagio matricial, isto significa que

K = .Rl ) Rg? U= @1 & ‘I’g: (537)
onde
O, R0 = Ay, j=1,2 (3.38)
ea TKLdewué t ¢
vo= Uy = 08 B 0% (3.39)
Ou seja, a TKL €
V=07 Ud;, (3.40)
£ 3 Inversa, '
U=& V.. (3.41)

Exemplo

Consideremos a funcgio de covariancia separavel de uma campo aleatério de média zero
modelado por um processo de Marko de primeira ordem estacionéario

rim,pim/ ) = ‘plm—m’]pin—m’l1 (3.42)
isto fornece R = R @ R, onde K é a matriz abaixo
! g pr . pt ]

? - :
A 2 .
R = ‘ S . (3.43)

: : " . * . " + p

pN—l p 1




A = (1-p*)

T 1 — 2pC0s{w)p? (3.44)

2 05 antovetores

_ o : L/2 N+ :
ff)k(m.)z@(m,k)m( 2 ) Sen(wk(m~|—1-' “)ﬂ“i)"*)j 0< m k< N

N+ X 2 2
(3.45)
onde 03 wy 380 as raizes positivas da equagdo
’ , 1 N Sen(w
Tan{ Nw) = U= p)Sen(w) (3.46)

 Cos{w) — 20 + p*Cos(w)’

para N par. Tem-se um resultado semelhante no caso em que N é impar.
Portanto, podemos obter a matriz ® formada pelos autovetores de B. Logo, ¥ = 659

e a TKL sera & @ &°,

3.5.2 Propriedades da TKL

A TKL possui muitas propriedades importantes para o processamento de sinais. Destacare-
mos algumas mais importantes para a compresséo de imagens. Por simplicidade, u serd
um vetor aleatdrio de média zero e sua matriz de covaridnceia H serd definida positiva.

Descorrelagao

(s coeficientes transformados pela TKL {v{k), & = 0,..., N—1} sdo descorrelacionados
e tém média zero, ou seja,

ER(k)] = 0, (3.47)

wt - * 1 "
Elo] = & BEluu’]® = & R® = A = diagonal. (3.48)
Vale resaltar que a matriz da TKL ¢ ndo é a dnica matriz com essa propriedade. Na re-
alidade, ha muitas outras matrizes {unitdrias ou ndo) que descorrelacionam os coeficientes
transformados v{k). Veja a seguinte matriz

10 0
~p
L= 0 T Tt (3.49)
N . '.' ‘. G
0 0 —p 1
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Fazendo o produto L'RL temos a matriz diagonal abaixo

1t 0 - D
0 1-p? :
D= (3.50)
: s 1=t 0
0 e 0 0 1
L o
Portanto, a transformagio v = L'y, resultard em uma sequéncia v{k) descorrela-

conada. Observe que L # &. Surge a seguinte pergunta: nio seria melhor utilizar a
matriz traingular inferior L ao Invés da matriz ®, uma vez, que esta 1iltima é de dificil
obtengao 7

Para responder esta pergunta, vamos a proxima propriedade da TKL.

Minimizagao do Erro Médio Quadratico

Primeiramente, transformemos o vetor u no vetor v pela operagio v = Au {veja
grafico a seguir). Em seguida, formemos o vetor w tomando-se apenas os m primeiros
elementos do vetor v, ou seja, w = [, », onde [, é um operador que preserva 08 m
primeiros elementos de v e transforma os demais elementos em zeros. Finalmente, w é
transformado em z, isto é, z = Bw. As matrizes A e B pertencem a RV*Y e a matriz 1,
& diagonal com 1 nos m primeiros elementos e zero nos demais. Consequentemente,

. Joutk), 0k m~1 -
wi{k}) = { 0, k> m . {3.51)
u v - *
v = AU W= lmv » Zz=Bw "

Figura 3.1: Transformagbes do vetor u até o vetor z



O erro médio quadritico entre as sequéncias u{n} e z(n) é definida como
RN R e . 1., ‘. .
o, §E (Z | u{n) — z{n) [2) = Tg‘_lﬂ'rilﬂ{(u — g){u -~ 2)7 }], (3.52)
= =

onde Tr{A) é o trago® da matriz A. Desejamos encontrar matrizes A e B tal que J,, seja
minimizado para cada escolha de m € [1,N]. Este minimo é atingido pela TKL de w.
Veia o teorema abaixo.

Teorema 1 O erro J,, definido em (3.52) é minimo quando
A=®", B=®, AB=], (3.53)

onde as colunas de ® sdo dispostas de acordo com a ordem decrescente dos autovalores de

£

Demonstracdo : Apesar de longa, a prova do teorema é bastante simples. Vamos
fixar a notacao .
ve= Au, w=Iyv, ez = Bw. {3.54)

Podemos portanto, escrever J,, da seguinte forma
S, = —J’%;T'r {(Z ~ Bl AYR(I — B_[,,LA)*!] . (3.53)

Para minimizar J;,,, vamos, primeiramente, deriva-lo em relagio aos elementos da
matriz A, e igualar o resultado & zero. Isto fornece

L. B — BIL,AYR =0, (3.56)
que por sua vez, simplifica J,
1 . .
T = = Tri({ — Bl A)R], {3.57)
e fornece a igualdade
I.B" = I,B" Bl A (3.58)

Quando m = N, o valor minimo de J,, deve ser zero o que exige
I—-BA=0ouB=A"% {3.59}
Usando (3.59) em (3.58) e rearranjando os fermos,

I.B"B=1,B"Bl,. 1<m<N (3.60)

STr(4) = Tl aa
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Para que a equagio acima seja verdadeira para todo m, é necessério que B* B seja
nma matriz diagonal. Como B = A™Y, é facil ver que {3.58) permanece inauterada se a
matriz B é substituida por DB ou B}, onde DD é uma matriy diagonal. Portanto, sem
perda de generalidade, podemos normalizar B de tal forma que B*' B = I isto é, B é
uma matriz unitaria. Consequentemente, A também é uma matriz unitdria e B = A*
Isto fornece

R 1 . ot
T = %’T?‘((I — A" L, ANR) = R?TT('R — I ARA™ ). {3.61)
i i
Como A ¢é fixa, J,, & minimizado se
m—1
Jo = Tr(InARA™Y = ¥ alRaj (3.62)
ke=f}

é maximizado, onde g}, € a k-ésima linha de 4. Como A4 ¢é unitiria,
atay = 1. (3.63)

Para maximizar J,, sujeito as restricdes 3.63), tomamos a fun¢io Lagrangeana
m—1 m—1
; TR ¢ % 2@
Jm = akﬁak - Z )\k(}. - Eikak), (3.64)
k=0

b=z}

e derivarmnos em relagdo a ;. O resultado sera a condigio necessiria de primeira ordem

Ra* = Aa7 (3.65)

F i7

onde af a0 o8 autovalores ortonormalizados de K.

Assim,
N -1

Jo= 3 A, (3.66)
k=0

que é maximizado se {a}, 0 < j < m — 1} corresponder aos m maiores autovalores de
E. Como J,, deve ser minimizado para todo m, € necessario que Xp > Ay 2 <+ 2> An_y.

Entio, a}, as linhas de A, sdo os autovetores conjugados transpostos da matriz R, isto é,
AeaTKLdeu 0O

Concentragio de Energia

- e s . el s .
Dentre todas as transformacdes unitarias v = Au, a TKL $* € que concentra a malor
energia média em m < N coeficientes transformados de v, Definameos

or=Ellv(k) |}, so2o 2 Zony (3.67)
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m—1

Sp(A)= Y of (3.68)
fa=0

Com tais defini¢cdes , podemos provar ¢ teorema a seguir.

Teorema 2 Para qualquer m € [1, N] fizo, temos
Su(®) 2 Sn(4), (3.69)
onde A € qualquer oulra transformagdo unitdria.

Demonstracio : Notemos gue
=1
Sm(A) = 3 (ARA Yy = Tr(In A" RA) = J,,, (3.70)

fe=(}

que pelo Teorema 1 @ maximizado quando A éa TKL. O

Feita esta pequena introducdo da TKL, podemos definir a matriz da Transformada
Cosseno, apresentar suas principais propriedades e relacionéd-la com a TKL.

A matriz de N x N da transformada cosseno ' = {c{k,n)} é definida como:

_}_“_: gekmoaﬂgnsz\frul

(k.n) = VN .
c(n) {\/%COS[AFZE;I}}%] se l1<E<N—-1,0<n<N~-1

3.5.3 Propriedades da Transformada Cosseno

1. A transformada cosseno é real e ortogonal

C=(C"=C =Y

2. a transformada cosseno ndo é a parte real da Transformada de Fourier Discreta;

3. a transformada cosseno ¢ uma Transformada Ripida. Ou seja, a transformada
cosseno de um vetor de N elementos pode ser calculada em O(N log, N') operac¢des

4. a transformada cosseno possui uma excelente taxa de compactacio para dados al-
tamente correlacionados,

5. as linhas da matriz da transformada cosseno, (', sdo 0s autovetores da matriz tridi-
agonal simétrica (), abaixo:



1l - O 0
- 1 —n
Q=] 0 0 (3.71)
: —-¢ 1 -
0 0 —a l—a]

As wltimas duas propriedades sao fundamentais para a utilizagdo da transformada
cosseno na compressao de imagens.

J& mencionamos as principais propriedades da TKL que a tornam tecricamente otima,
para compressao de imagens. Entretanto, do ponto de vista computacional, a TKL nao
é recomendada, pois depende dos dados, isto €, para cada imagem terfamos que com-
pubar wma nova matriz para a TRL. E isso é muito care computacionalmente falando,
Portanto, a transformada que seja proxima da TKL no sentide de descorrelacionar os co-
eficientes transformados, minimizar ¢ erro médio quadrético para coeficientes truncados
e seja computacionalmente mais barata serd a indicada para utilizacdo em compresséo.
Fssa transformada € a transformada cosseno quando se trata de dados que podem ser
modelados por um processo de Markov de primeira ordem estacionario®. Lembremos que
para um processo de Markov u{n) de primeira ordem estaciondrio a fungdo de covaridncia
é, para algum pyr(n) = o™, | pl< 1, Vnto

Para um vetor v = {u{n), n = 1, ..., N} sua matriz de covariancia sera:

! ppt . PN
pooe e e
: . 2 .
R = p (3.72)
; P
prt . op 1

A relacéo de proximidade entre a transformada cosseno e a TKL se torna clara guando
verificamos que B~! é uma matriz simétrica e tridiagonal™ e que quando tomamos os

,_ (1—74°
escalares 37 = £—--—£—-)— € o= —-—~£—T~ teremos:
(1424 (1+p%

¥m vetor aleatdrio u({n) é modelado por um processo de Markov de ordem p se Problu{n)\u{n —
D,aln— 23, ..] = Problu{ni\u(n — 1}, ..., u(n — pj], ¥n. Isto é, a probabliidade condicional de u{n) dado
todo o passado, 86 depende da probabilidade condicional dados somente u{n — 1}, ..., e(n —p).

O¢onfira em [8],

Yyeja [6] e {13]
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— g I —a - .
ARl = 0 0 {3.73)
: ! (Y
0 e 0 —a 1 por ]

Oun seja, #°B~Y 2 (. quando p = 1. Isto implica que os autovetores de R e os
autovetores de ). estardo muito proximos, isto &, (' aproxima a TKL.

Talvez o seguinte comentdrio seja oportuno. O fato de modelar nossas imagens por
processos de Markov de primeira ordem estaciondrio justifica-se, pois se tomarmos um
pixel qualquer da imagem, provavelmente, ele pertencerd a uma mesma regifo, por exern-
plo o cabelo da Lena, dos pixels imediatamente vizinhos, e portanto fera mais ou menos
o mesmo tom de cinza. Qu seja, pixels vizinhos estdo altamente correlacionados (p = 1),



Capitulo 4

Quantizacao

£ através da quantizagio que descartamos os dados redundantes ou pouco significa-
tivos da imagem e assim obtemos a compresséo propriamente dita.

Resta-nos fazer uma pequena consideragao sobre a distingdo entre dados e informagdo
. Utilizaremos para. alcangar egsa finalidade uma pequena analogia.

{Juando contamos uma histdria a alguém, utilizamos palavras para transmiti-la. De-
pendendo do grau de detalhes que utilizarmos mais palavras necessitaremos para contar
o mesmo fato. Por exemplo, suponhamos que o José queira dizer para o Jodo o resultado
do jogo de basquete feminino da selecao brasileira contra a selegdo norte-americana nas
olimpiadas de Atlanta (87 x111). Uma maneira de contar seria:* os Estades Unidos vence-
ram o jogo por 111 a 87 7. Ou alternativarmente: © no primeire tempo o placar foi 57 a 46
para os Estados Unidos. No segundo tempo, os Estados Unidos fizeram mais 54 pontos
enquanto o Brasil apenas 41 7. Naturalmente, as duas formas indicam o placar do jogo,
porem a iltima forma € mais longa,isto é, utiliza wm maior ndmero de palavras. Portanto,
a primeira forma é preferivel do ponto de vista da economia de palavras, Nesse exemplo,
o placar do jogo € a informacio e as palavras sao os dados utilizados para transmiti-la.

A seguir, faremos o paralelo com a compressao de imagens. Onde a informacio € a im-
agern em si; enquanto os dados sdo as cores utilizadas para formar a imagem. Mostraremos
em que sentido hd redundéncia de cores {ou detalhes) em uma imagem e como eliminar
essa redundancia a fim de reduzir a quantidade de dados.

4.1 Redundancia Psico-visual em Imagens

A existéncia da redundéncia psico-visual se deve ao fato que a percep¢iio humana de
informagdo numa imagem ndo envolve uma analise quantitafive em cada pizel ou o valor
da luminancia da imagem. Geralmente, um observador procura distinguir caracteristicas
tais como fronteiras, ou regides de texturas diferentes, ou seja, contrastes na imagem,
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e mentalmente tenia agrupd-las em partes reconheciveis. Depois, o cerdbro relaciona
£588e8 grupos com o seu proprio conhecimento a priori para assim completar o processo de
reconhecimento da imagem.

De fato, se tomarmos um pixel de uma imagem na sus forma matricial, provavelmente
a sua cot sera parecida com a dos pixels vizinhos, porgue ha uma grande chance de eles
pertencerern a um mesmo objeto. Caso isso ndo ocorra, este pixel pode estar na fronteira
de vdrios objetos na imagem, ou talvez ele seja parte do padrio de cor de uma textura.
Em qualquer caso, a estrutura da informagio implica sempre em alguma redundéncia dos
dados. E é essa redundancia que procuramos eliminar.

A eliminacéo da informacio redundante s6 ¢ possivel porque a sua contribuigdo néo ¢
relevante para o processo de visdo normal. Isto €, ha uma perda de dados; entretanto, aos
othos comuns, é impossivel perceber gualquer diferenca na imagem. Ou seja, a perda é
quantitativa e ndo gualitativa.’ Tal corte na redundincia psico-visual é chamado de guan-
tizacdo . Esta denominacio é consistente com a utilizacido corriqueira da palavra, pois, na
pratica, consiste em uma fungdo de um dominio continuo em um contra-dominio com um
ndmero finito de valores {discreto). Portanto, o processo de quantizagio é irreversivel®, e
a compressao é dita lossy.

4.2 Quantizacao de uma Imagem

Matematicamente, um quantizador é definido através de uma funcgio que leva uma
variavel continua uw em uina variavel discreta u', que possui wm nimero finito de valores
fri,....rr}. Esta fungdo € geralmente uma funcdo escada, sendo a regra de quantizagio
a seguinte: defina {fx, ¥ = 1,..., [+ 1} como o conjunto de nivel crescente de transicio
com #y e fp.y como valores minimo e maximo de u, respectivamente. Se u pertence ao
intervalo £z, %441 ), entéo u é levado em rg, o k-ésimo nivel de reconstrugio . Veja figura
abaixo. E afim de ilustrar o que foi dito, passaremos a descrever um quantizador, que
embora muito simples, é bastante utilizado no pratrica.

Quantizador de Lioyd-Max

Fste quantizador minimiza o erro médio quadritico para um determinado niunero de
niveis de quantizacio . Seja u uma variavel aleatdria real com fun¢do de densidade de
probabilidade continua p,{u). Desejamos encontrar os nivels de transi¢ao ix e os niveis
de reconstrucdo r; para uma quantizacio de L piveis de tal maneira que o erro médio
guadratico

1Veremos que se a quantizacio for muito exigente, a qualidade da imagem estara comprometida.
*Veremnos, mais tarde, que esta & a ragdo pela qual surgem os ruidos na imagem comprimida
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Figura 4.1: Exemplo de Quantizador

g = Ef(u—u')?] = /tml(u — u'Yp, (u)du (4.1)

Vi
seja minimo.
Reescrevendo-se,

L i1
Z f (u — v pu(u)du, (4.2)

e para obter as condicBes necessarias de minimizacio de ¢ basta derivar com respeito a #;,
e a rj e igualar a zern, Ou seja,

oz

Bt. (te = re—1) pulte) = (b — 7 )pu(ti) = 0 (4.3)
de et .

Yy - = < k< L. 4,4
- z/;k (4~ ri)pu(u)du =0, 1< k<L (4.4)

Usando o fato que .y < #;, podemos simplificar as equagoes acima, resultando em

= (7 7o) +(Tkw1) (4.5)
/-); #
4 up ()
Ty = ¢k+1 pu U)d’u = E[?i\‘u 6 2-““‘}7 (4'6)
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onde, T é o k-ésimo intervalo {tg, trp )

As equagdes para g € rj (4.5) sdo ndo-lineares e devem ser resolvidas simultaneamente
tendo como dados #; e #5. Para equaciona-las, utilizamos métodos numéricos como, por
exemplo, o método de Newton.

Quantizacas Uniforme

Este ¢ um dos quantizaderes mais simples. Discutiremo-no afim de exemplicar os
procedimentos gerais da quantizagio .

Se tomarmos uma distrihuicao uniforme, as equagoes do quantizador de Lloyd-Max se
tornam lineares, e resultam ermn iniervalos iguais entre os niveis de transigdo e os niveis de

reconstrucao .
Seja
1
ey S u Sty
p{u) = ¢ i’ - 4.7
Pu{u) 0, caso contrario (+.7)
Das eguagdes {4.3}, obtemos
$2., — 11 ¢ 1 e
Y= (tis — tF) _ ;;+1‘+ k (4.8)
20tpyr — fr) 2
bpg1 e )
t = kgl ! kol (4.9)
Assim, 3 — fgoy = tppy — I = constante = g. Finalmente, obtemos
tre — 4 .
g =" (4.10)
ty = {p1 + g, {(4.11)

Paortanto, tapto os niveis de transicao como os de reconstrucio sdo igualmente espagados.

Quantizacdo dos Coeficientes Transformados

Na aplicacao que faremos, a quantizagio sera efetuada nos coeficientes transformados,
o1 seja, no espaco das frequéncias. Primeiramente, aplicamos a transformada cosseno
na imagem, afim de descorrelacionar os dados e concentrar a energia da imagem nos
coeficientes de baixa frequéncia.
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Matematicamente, isto € equivalente a expandir a imagem em termos de uma base
ortonormal. Se a imagem é quadrada, N x N e A é a sua representagho matricial, entio

M=l N1
A= 35 3ok DO, (4.13)
k=0 =0
onde L'y, k{=0,..,N—1¢a base de imagens da transformada cosseno e v(k, !} sio
os coeficientes transformados.
Chamermnos de V' a matriz formada pelos coeficientes transformadoes. A quantizagio
& efetuada sobre os coeficientes de V. A vantagem desse procedimento é que geralmente
os coeficientes de alta frequéncia tém modulo muito inferior aos coeficientes de baixa
frequéncia. B aqueles estio relacionados a detalhes da imagem, podendo ser descartados
na quantizacdo sem afetar a qualidade da imagem. Mostraremos como esse processo € re-
alizado no capitulo sehre o método Jpeg de compressio. Por enquanto, é importante notar
que conceitualmente a quantizacdo é como acima definida, entretanto a interpretacio €
ligeirarnente diferente, pois a quantizacao espacial esta relacionada com o espago de cores e
o corte na redundancia da mesmas; enquanto a quantizagio dos coeficientes transformados
estd relacionada ao espago das frequéncias e o corte de detalhes na imagem.
Para melhor compreensio, veja a seguinte imagem transformada

[ —415 -2 -62 25 55 20 -1 3

7 =21 -62 9§ It ~7T -6 6
—46 8 7T0-25 =30 10 7 b
-5¢ 13 35 -1 -8 6 g0 3

i1 -8 -13 -2 -1 I -4 1
-10 1 3 -3 -1 0 2 -1
-4 -1 2 -1 2 =3 1 =2
\ - -1 -1 -2 -1 -1 0 -1/
Notamos que os coeficientes de alta frequéncia tém valor em mddulo menor que os de

baixa {requéncia. Ou seja, tais elementos contribuem muito pouco para a formacio da
imagem, podendo ser desprezados { lembremos da representacio em bases ortogonais).

(4.14)




Capitulo 5

Jpeg - Método Padrao de
Compressao de Imagens

Dentro do espirito desta dissertacdo , este capitulo pretende ser um roteiro dos pas-
sos envolvidos no Jpeg sem aprofundd-los. Caso haja interesse numa discussdo mais
detalhada, recomendamos o paper de Gregory K. Wallace {veja {7]). H4&, na Internet,
implementacdes disponiveis do Jpeg, indicaremos um endereco no capitulo sobre os ex-
perimentos.

O JIpeg € o padrio internacional de compressio de imagens. Fol desenvolvido em
conjunto pela [SO! e pelo CCITT? com a finalidade de facilitar a troca de imagens com-
primidas entre o malor nimero de aplicatives. Pois, sem um padrio de compressao,
havia um problema sério de compatibilidade entre os diversos pacotes de compressdo no
mercado. Cada aplicativo possuia sua propria rotina de compressio, e era praticamente
impossivel ¢ intercambio de imagens entre softwares de fabricantes diferentes.

As duas segbes anteriores, na verdade, eram pré-requisitos para compreender os dois
principais procedimentos do Jpeg® que agora iremos apresentar. O Jpeg possui irés sis-
temas diferentes de codificagéo :

1. um Sistema Basico de Codificacido que permite perda de dados e é baseado na
Transformada Cosseno Discreta (TCD), a qual é a mais indicado para a maioria das
aplicagdes que envolvem compressio;

2. um Sistema de Codificacdo Extendido para alta taxa de compressio, alta pre-
cisao ou para aplicacbes que necessitam de reconstrugao progressiva;

3. um Sistema Independente de Codificagao que ndo permite perda de dados,
possibilitando desta forma a recuperagao exata da imagem.

‘International Standardization Qrganization.
tConsultative Committee of International Telephone and Telegraph.
#Joint Photographics Experts Group.
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Nenhurm formato de arquivo € especificado, tampouco resolicdo espacial ou modelo
de espaco de cor. Para um produto ser compativel com o padrio Jpeg deve possuir pelo
menos o sistema basico de codificagao .

No sistema basico, também conhecido como sisterma sequéncial basico, os dados de
entrada € salda sdo restringidos a uma precisdo de 8 bits, enguanto os coeficientes trans-
formados pela TCD sio restringidos a 11 bits. A compressio é efetuada em trés passos
sequénciais:

e calculo da Transformada Cosseno Discreta;
e quantizagao ;
» codificagdo stmbdlica.

Sem perda de generalidade, vamos supor que a imagem a ser comprimida seja monocro-
matica. Pois, no caso policromdtice, podemos imaginar cada componente de cor sendo
processada separadamente, recaindo num processo analego ac monocromatico para cada,
componente de cor.

No codificador, primeiramente, a imagem ¢ dividida em blocos de dimensao 8 x 8 que
sao processados da esquerda para a direita, de cima para baixo. Cada bloco possui 84
elementos { elementos da matriz 8 x 8 ). Subtraimos de vada elemento o valor 2*™', onde
2" é o nimero maximo de nivels de cinza da imagemn. Apds essa operagdo , realizamos a
TDC do bloco seguida da quantizacdo e finalmente os dados sdo reordenados em zig-zag
como na figura a seguir

011 516 |14115 27|28
204 77 1131612612942
318 |12 117125 |30 41143
9 111 [ 18124 |31 {40 | 44 | 53
16 119123132139 145132 | 54
20 122 1333846 31 {3560
20 134137 147 |50 156159 |61
35136 1487149 57 |58 6263

Essa forma de armagzenar os dados € conveniente porque o vetor unidimensional assim
obtido contém os coeficientes em ordem crescente de frequéncia. E o Jpeg aproveita o
fate que os coeficientes de alta frequéncia, depois de quantizados, s&do na maloria nulos
para depois, os chamados coeficientes ACH, serem codificados eficientemente utilizando a
variable-length code’ que define o valor do coeficiente e o ndmero de zeros que o precedem.

4830 todos os coeficientes, exceto o primeiro gue é conhecido tomo coeficiente DC,
$Maiores detalhes veja o Apendice A, os liveos [9], [16] on o artigo [7).

34



Somente o primetro coeficiente, isto é o coeliciente DC, é codificado diferentemente. Ele
é codificado subtraindo-se dele o coeficiente DC do bloco anterior.

No decodificador, realizamos as operag¢des em ordem reversa, tendo que fazer uma
aproximagao bruta para a “quantizacdo inversa”, pois esta € irreversivel. Veja no grafico
abaixo os esquemas do codificador e do descodificador.

BLOCO 8xB

Codificador bageado na TDC

- i iagem
IDC | e Quantizacao },‘Cod. Simb. Lt comprimida

) g

g

&mmmmmmgﬂmm i SEE A R e SRR S ST T St

I Tabela Tabela

Figura 3.1: Codificador JPEG

WG DM oc0dd WL MGG MDD ToRond MMORE JOGGST qoosr MDO! Wobh Vel 00nt podde WS HNOG Jocear obide DAON S0l MNY

g Descodificador baseado na TDC §
: i
T ™ oot [P0
gmm;g%mmm%m I .
Tabela Tebola Bloco 8x8
Reconstruldo

Figura 5.2: Descodificador JPEG

Para melhor compreensio, vamos dar um exemplo. Considere o seguinte bloco 8 x 8
como sendo parte de uma imagem com 256, isto é, 2* niveis de cinza.



Devernos subirair

Fazendo-se a iransformada cosseno,

triz abaixo.

{52 55 61 66 T0 61 64 73\
63 54 66 90 109 83 69 72
62 B30 68 113 144 104 66 73
63 58 71 122 154 1086 70 69 .
67 61 68 104 126 88 68 70 1)
79 65 60 TO TY 68 58 75
85 71 64 59 B3 61 65 83
\ 87T 79 69 68 63 76 T8 94
27 de cada elemento da mairiz, ou seja
—76 T3 —67 —62 —-58 67 —64 —55\
—-65 —69 62 —38 19 —43 59 -56
~66 -6 —60 —15 16 24 —§2 55
—65 -%0 —-57 ~6 26 22 —58 5 5 9
—61 —67 —H0 —24 —2 —40 —60 —58 (5:2)
—43 -63 —68 -38 —51 -85 —T0 53
-43 —57 -84 —69 73 —67 —63 —45
—41 —49 -39 —60 —-63 —-52 50 -34 )
obtemos os coeficientes transformados. Veja ma-
{ —415 29 —-62 25 5% ~20 ~1 3
[ 7 —921 —62 9 11 -7 -6 6
46 8 77T 25 30 10 7 -5
-5 13 35 15 -9 6 G 3 o
1 -8 -13 -2 -1 1 -4 1 (5-3)
—1{ i 3 -3 -1 {0 2 -1
-4 -1 2 -1 2 -3 1 -2
L -1 -1 -1 =2 —1 -1 ¢ -1

Algumas chservacbes podem ser feitas neste ponto. Primeiro, os coeficientes de baixa
frequéncia sio em mddulo maiores que os de alta frequéncia; segundo, o primeiro coe-
ficiente ¢ uma “média”, a menos de uma constante multiplicativa, dos coeficientes do

bloco.

Depois, fazemos a quantizagdo dos coeficientes transformados. Para isso, utilizamos
uma tabela de quantizacio que deve ser fornecida pelo o usudrio. Por exemplo, a tabela
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16 11 10 16 24 403 51 61
12 12 14 19 26 58 60 55
14 13 16 24 40 57T 6% 56
4 17 22 29 31 87 B0 62

— o 3
Q=118 22 37 5 63 109 103 77 (5.4)

24 35 55 64 81 104 113 82

49 64 78 87 103 121 120 11

\ 72 92 95 98 112 186 103 499
A guantizagio € obtida realizando a operacao

. . . T(é,j)}
T'(1,7) = Inteiro mais proximo | =1 , 5.5
(¢,7) p {Q(H) (5.5)

onde 7(%, 7} é o coeficiente transformado e quantizado da i-ésima linha e j-ésima coluna,7'(4, j)
e (}1,7) sdo os coeficientes transformados e coeficientes da tabela de quantizagdo , re-
spectivamente. Efetuando-se a quantizagdo , obtemos

[-2%6 —3 -6 2 2 0 0 0\

1 -2 —4 0 0 000

-3 1 5 -1 -1 00 0
. -4 1 2 =1 0 00 0
=11y 49 0o 0 0 000 (5.6)

6 0 0 0 0 00 0

6 0 0 0 0 00 0

\ 6 0 0 0 0 00 0)

Notamos que apenas 17 elementos sdo diferentes de zero. Agora, ordenando-se os
elementos em zig-zag, obtemos o seguinte vetor

-2 -3 1 -3 -2 -6 2 -4 1 -4 11502090~120600040 -1 -1
onde [1 indica que é fim do bloco.
Segue-se a codificagde simbdlica Huffman coding® ou arithmetic coding.

No decodificador, apds recriarmos a matriz T, fazemos uma aproximagio para a “quan-
tizacao inversa” da seguinte forma:

T(,5) = T, 5)Q0, 5). (5.7)

Resultando em

*Veja Apéndice A.
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/[ —-416 -33 —60 32 48 0 0 0\
12 -24 =58 ¢ 0 0009
-42 13 80 ~24 —40 0 0 0O
e =56 17T 44 =29 0 0 0 9 -
T'=1 1 o o o o0 000 (5.8)
0 0 { 0 g 0 0690
0 f) { 0 0 000
\ 0 o 0 0 0 00 0}
Realizando-se a transformada cosseno inversa,
(~TO ~64 —~61 —64 —63 —66 -—58 50\
—72 -73 —-$1 -39 30 —40 54 59
—68 —78 38 -9 13} 12 —48 -84
-39 =77 —57 0 22 —13 51 -6 .
(5.9)

~54 -75 —64 23 ~13 44 -63 -56
-52 -71 -72 -3 54 -T1 -7l 54
~45 ~5 70 68 —67 -7 61 30
\ —35 —47 -6l —-66 60 —48 —44 44 )

E notamos que hd diferencas entre os elementos da matriz reconstruida {5.9) e os
elementos da matriz original (5.2). Entretanto, geralmente, isso é imperceptivel na im-
agem. E esse é o caso Stimo, pols apenas as redundancias foram descartadas. Contudo,
s a quantizagdo dos elementos de baixa frequéncia for alta, aparecerdo na imagem os
artefatos entre blocos’.

“eja capitulo 7,
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Capitulo 6

Projecoes sobre Conjuntos
Convexos para Recuperacao de
Imagens

Em 1978, Dante C. Youla (veja [3]) foi um dos primeiros a perceber que muitos prob-
lemas de recuperagdo de imagens eram essencialmente de natureza geométrica, e sugeriu
a seguinte formulagdo matemdtica: a imagem original f € wm vetor que, a priori, sabe-
mos pertencer a um subespaco linear Py contido em wm espago de Hilbert,H; entretanto
tudo que temos € a sua imagem P, f que ¢ a projegio de f sobre um subespaco linear P,
também contido em H.

1. Encontre condicoes necessdrias e suficientes para que [ seja unicamente determinada
a partir de P, f;

2. encentre condigdes necessdrias e suficientes para que a reconstrugao linear de f a
partir de P, f seja estavel na presenga de ruidos.

As respostas sdo as seguintes:
o [ é unicamente determinada a partir de F,f se, e somente se, P} ¢ 0o complemento
ortogonal de P, s6 tiverem o vetor zero em comum;

s o problema de reconstrugio é bem posto se, e somente se, o dngulo entre Pj e o
complemento ertogonal de P, € maior que zero. { Todos os angulos estdo no intervalo

[0,%/2] );

» sern ruido, existe nos casos acima um algoritmo recursivo (veja grafico) para a
recuperacao de [ utilizando-se somente operagdes de projecoes sobre Py e sobre o
complemento ortogonal de P,
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GRl=ff

OA=1

Figura 6.1: Algoritmo Iterativo: fooy = P f + PP fi.

Com o objetivo de apresentar os principais resultados da teoria matemdtica envolvida,
seguiremos a sequéncia do livro editado por Stark (veja [5]). Antes porém, devemos definir
dois tipos de convergéncia: a convergéncia fraca e a convergencia forte.

Definigao 2 Convergéneie Fraca. Uma sequéncia {z,} em um espaco normade X con-
verge fracamente se existir umn elemento x € X tal que para todo elemento f ¢ X',

lim f(x.) = f(z).

A—r0

Denotamos a convergéncia fraca por

Iy — Z.

O elemento ¢ € chamado de limite fraco de {z,}.

Definigao 3 Convergéncia Forte. Uma sequéncia {z,} em um espago normado X con-
verge fortemente se existir um elemento x € X fol que

lim |2, — 2 ||=0.

LX' & o espaco dual de X, isto &, o espago formado por todos os funcionais lineares limitados definidos
sobre X
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6.1 Conjuntos Convexos em Espacos de Hilbert

{)s conjuntos convexos em espagos de Hilbert, por possuirem propriedades importantes,
desempenham um papel relevante nos algoritmos para recuperacao de Imagens propostos
nos artigos [1] e [2]. Apresentaremos a definigao de conjuntos convexos, e demonstraremos
as propriedades em espacos de Hilbert (veja [3]) que faremos uso no decorrer deste capitulo.
Definicdo 4 Um subconjunto C de um espaco de Hilbert * H € dito convezo se dados 2,
e zy elemenios contidos em C para todo A, 0 < A < 1, o elemento Axy + {1 — A)xy também
estit contido em C.

{} teorema a seguir é importante porque {1) sugere a defini¢do de Operador de Projegio
, bu seja, para qualquer x € H a projeco Fyz de @ e C € 0 elemento de  rnais proximo
de z; (ii) garante que se C é convexo e fechado, entio Frx existe e € vinico e satisfaz ao
critério de minimizagdo :
fe—-Ferfl=minliz—yll. (6.1)
yeC

Teorema 3 Seja O wm subconjunto convezo fechado de um espage de Hilbert H. Seja f
um elemento qualquer de H. Enitdo existe um wnico elemento xy € C ial que:

nf |~ li=l F =z . (62
Isto é 2o € o elemento em C mais provimo de | no sentido da norma.
Demonstracfo : Para demonstrar a unicidade, suponhamos que
inf || £~ ll= 5=} f ~ @0 fl=I £ ~ 3o I

onde 29 € C e yy € C. Substituindo-se = ¢ y na identidade

sty 2 z—y b e P+ly
- I — - 63
ey ey : (639
por f — g e f ~ y, respectivamente, obtemos
€o+ yo ; To~ Yo ° y
||f"”“"":5—*|] =8 | = | <64
Mas, como C ¢ convexo, 2% € C, portanto
Fa + 1 2 y
| F-22R) 28 (6.4)

5 z

2PDaqui em diante utilizaremos a letra H para denotar um espago de Hilbert.
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assim, | ©o — Yo J|= 0 € zo = yo.
Utilizando-se a defini¢io de {nfimo, existe uma sequéncia {r,} de elementos contidos
em C tal que
tim | = za ||= & (6.5)

Substituindo-se ¢ e y na equacdo (6.3) por f—z, e f — zn,, respectivamente, obtemos:

v . . Zy + T . .
n =z P =2 fmwa P 1S =2 [ =) f = 2222 (6
: Tn + T ~ L
Logo, como ~——— & C para n,m = 1 — cc. As equagdes (6.4) ¢ {6.6) implicamn em
0< lim || 2 — 2m [|"< 487 — 46" =0, (6.7)
conclut-se que
L | zn - 2w = 0. (6.8)

A sequéncia {z,} é de Cauchy e converge para 25 € C, pois C € fechado. Segue o
resultado desejado pela equacdo {6.5):

[ f—2ofl=4 O (6.9)

Um subespago vetorial fechado é antomaticamente® convexo e fechado. FEssa ob-
servagao serd bastanie Gtil nos colorarios a seguir.

Corolaric 1 Seja G um subespago vetorial fechado contido em H. Entdo cada © & H
possul wma inica decompeosi¢do na formae z = 1+ a3, onde xy = Foz € § e 12 € LG,
que € o complemento ortogonal de G.

Demonstragao : Vamos demonstrar, primeiramente, a unicidade da decomposicéo .
Para isso, suponhamos por contradi¢io que z = 2y +z3 = 23+ 24, onde z; e 3 pertencem
all, e xs e xq pertencern & LG, Assim, 2y — 23 = x4 — 23 € um elemento da intersegdo
de § e LG. Mas, pela propria defini¢do de complemento ortogonal, temos que 3 = 23 ¢
T2 = z4. Agora, para provar a existéncia da decomposicdo , faremos a seguinte escolha:
Ty = Pgx e 29 = x — Fgr. E imadiato que ¢ = z, + z3. Falta apenas verificar que
e € LG. Isto &, < 20,y >= 0V y &€ §. Pela definicio de Fy e utilizando a convexidade
de §, para qualquer A, 0 < XA <1, Ay + (1 — M) Pz € G, para todo y € G tal que

|~ Pz |[P<f o — Ay — (1 = N Fpz |° . (6.10)

Expandindo-se o lado direito da equagdo ,

Veja definicdo de Conjuntos Convexos.
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Nz~ Pez P<|lz— Fox ||P+3% |y — Poz ||” —2ARe < 2 — Fga,y ~ Fge > . (611
Logo,

2Re < & — Pgz,y — Poa >< A ||y — Poz |I%, {6.12)

tomando-se 0 limite A — 0, encontramos a seguinte desigualdade

Re < 2 — Pgz,y — Foz »>< 1, (6.13)
para todo y € G.
Como G € um subespaco vetorial, py € § para todo y € R e a equagaoe (6.13), para u
real,
ule <z~ Pgr,y >< Re < 2~ Pgz, Pgu > . {6.14)

Essa equacio 86 € verdadeira somente se

Re <z — FPgr,y >=10 (6.15)
para todo y € G. Se, agora, substituirmos y em (6.13) por iy, obtemos
Im<z— Fge,y>=0 {6.16)
de tal maneira que
<z — Pgr,y>=0, Yy g. O {(6.17)

Coroldrio 2 Seja G um conjunio convero fechado. Entdo, para qualquer x € H,
Re < 2 — Pgz,y— Fgz ><A, (6.18)
para todo y € G. No sentido conirdrio, se algum z € G tem u propriedude
Re<z—2,y—2><0 (6.19)
para todo y € 3, entfio z = Fgx.

Demonstragio : A equacio (6.13) é vilida para qualquer conjunto convexo fechado
G. Portanto a primeira parte da demonstragido € imediata. Quanto a outra parte, a
equacao (6.18) implica que

lo—ylP=llz—zt+z—yP=fz-z | 2Re<a—zy—2>+ |2~y {2z 2|
(6.20)
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para todo ¥ € . Assim,
lz—y "2~
para tode y € G. Logo, 2 = Fyz por definicdo. O

Teorema 4 Seje G wm conjunto convero qualguer. Entdo para todo per de elementos x
ey em M,

| Pow ~ Poy lI*< Re < & —y, gz — Pgy > . (6.21)

Conjunto

Convexo
Fachado
” T Tre /
21T '
P X ‘f"
L+ Eyan et "l
...“"-“n"

Plana Tangente

14
L
s
o’
! )
=g K‘

Figura 6.2: € 2 um conjunto convexo e fechado
Demonstracio : Como Pz e Py pertencem a G, segue-se da equagio (6.18) que

Re <z — Pyz, Poy — Pgz >< 0 (6.22)

bo )

Re <y — Fgy, Pgx — Pgy >< . (6.23)

O resultado é obtido somando-se as equacbes acima. O
() préximo corolario sera fundamental, pois possibilitaré a utilizagio da teoria do ponto
fixo para provar a convergéncia do algoritmo proposto. E introduzida também a nogéo
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de operador nac-expansivo que € um caso particular dos operadores de Lipschitiz®com
constante de Lipschitiz igual a 1. Mais tarde, necessitaremos do conceito de operadores
de contragdo ”, isto é, operadores de Lipschitiz com constante menor que 1.

Coroléario 3 Operadores de projecio sobre conjuntos convezos fechados G sdo niv-expan-
siveis e, portanto, continyos.

Demonstragao : A desigualdade de Schwartz aplicada a equagdo (6.21) fornece,
para todo z e y em H,
| Pox — Py ll<fl 2 —y || (6.24)

Portanto, sob o operador Fy a distancia entre duas imagens nunca excede a distancia
entre 05 pontos originais. Que € precisamente a definicdo de operador nao-expansivo.
Além disso, | # — y || “pequenc” implica em || Foz — Fgy | “pequeno”, logo £y é
continuo, O

6.2 Operadores de Contracao e Teorema do Ponto
Fixo

Nesta secio , abordaremos os principais resultados sobre operadores de contracio
{defini¢do logo em seguida) e provaremos o teorema do ponto fixo correspondente. A
relevincia deste teoreina reside no fato de assegurarmos a convergéncia de muitos algo-
ritmos iterativos que utilizam operadores de contragio .

Definicdo 5 Um operador T : G — H € um operador de contragdo se existe uma con-
stante positiva 8,0 < 8 < 1, tal que

| Tz—Ty <o~y (6.25)
para tode z,y € G.

Definigcdo 8 Um ponto fizo de um operador T © G — G € um ponio x € G lal que
Ta=z.

*Um operador P € chamado Lipschitiziano se dado £2: M — IV, exista uma constante ¢ > {, chamada
constante de Lipschitiz, tal que
|Pa—pPyli<cliz—y]
gualsquer que sejam 2,57 € M.
*Daremos a definicdo rigorosa na proxima seqio .



Qualguer operador de contracdo tem no maximo um ponto fixo, Poisse Ty = 71 @
Txy = 34, entao

f oy —aa = Toy — T <8 |2y — 2y | (6.26)

o que implica || z; — 3 {= 0 e portanto zy = 23.
0 teorema seguinte € o mais conhecido na literatura. Ele nos fornece condicdes para
gue uma contracao possua um ponto fixo e uma maneira iterativa de obté-lo.

Teorema 5 Se § € um subconjunto ndo vazio e fechado de H, entdo qualquer operador
de contragdo T : G — G possui wm tinice ponte fizo 2, € G. Além disse, partindo-se de
qualquer ponio xq € G, temos T2y — 14 quando n - co.

Demonstragdo : A unicidade ji foi discutida. Resta-nos provar a existéncia e como
obte-lo através de iteragGes . Seja g qualquer elemento de § e faca

Tp=Tzyy, m=1c0. (6.27)
Entao,
U ngs = 20 | O] 2o~ 2oy < <0 [ 25— 2o ] . (6.28)
Assim, para qualquer m > n,
| @ =25 [|<l 2n = 2mer [+ 2y — Bz |+ F | Zper — 2 ] (6.29)
SO +8+ -+ Ty — a2 | (6.30)
#n .

Como 0 < # < 1, segue-se que {z,} é uma sequéncia de Cauchy. Assim, como G é
fechado, converge para um elemento z,, € §. Além disso,

| Taso —@ao (L] Too = Zasa [| + 1| Tugt — Foo [|S 0 || £oo =2 | 4 || Zoo —2nsa || (6.32)

o lado direito da equagdo acima tende a zero quande n — c0. Logo, || Tt — 24 ||= 0,
i5t0 @, Tioe = 2.
Devemos enfatizar ainda gue a equagso (6.28) nos fornece uma estimativa para o erro
na n-ésima iteragao , isto &,
¥i1
1—4

onde percebemos que quanto menor for § mais répida serd a convergéncia. O

| @ — 2o |- (6.33)

| oo ~ Tn “§
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Coroléario 4 Seja 7, | um inteiro > 1, um operador de contragie de um conjunto fechado
G em st mesmo. Entdo T possw um unico ponto firo 1., que é obtido como o Limite de
qualquer sequéncia {T"zg}, 20 € G.

Demonstragao : De acordo com o teorema 5, existe um dnico z., € G de tal
maneira que Tlr = 2. Portanto,

Tae = T{T 200} = THT 200 (6.34)

e Tz, € G é também um ponto fixe de 7Y, Porém, pela unicidade, Tr., = T e, portanio
Zo & ponto fixo de T. Consideremos, agora, a sequéncia {7720} quando n — oo, e
escrevamos n = gl + r onde g é um inteiro e § < r < {. Logo, quando n — oo, ¢ — oc ¢

| Tzg — oo = 77T 20 ~ T 2eo || <|| T%20 — 20 ||— 6. (6.35)

Consequentemente, 7@y — 2., quando n — oo, O

A partir desse momento vamos tentar enfraquecer nossas hipdteses e tentar estender
os resultados dos teoremas anteriores para €sses N0Vos casos.

Necessitamos de uma hipdtese mais fraca. O conceito de operador ndo-expansivo é
mais razoavel do ponto de vista pratico. Veja a definiclo abaixo.

Definicdo 7 Um operador T : G — H € chamado ndo-expansivo se

| Te— Ty <] 2 —y | (6.36)

para todos 2,y € G.

O prodximo teorema foi proposte por Browder (veja [10]) mas a demonstracio que
apresentaremos é devida a Halpern (veja [11}).

Teorema 8 Seja T : § — G wm operador ndv-expansive cuje dominio G € um conjunto
timitado, convezo, fechado e ndo vazio. Enide T iem pelo menos um ponto fizo.

Pelo enunciado do Teorema 6, ja percebemos o prego de substituir o operador de
contraciao por operador nic-expansivo: perdemos a unicidade do ponte fixo. Vamos a
demonstracio .

Demonstracio +  Seja yy um elemento de § pré-selecionado, ¢ seja Gy = {z 1 2 =
¥ -y, ¥ € G O conjunio Gy € limitado, fechado e convexo, além disso, contém o vetor
zero ¢%. Todo poante z € Gy possui uma decomposicio Gnica & =y — ¥, ¥ € Go. Seja
F : Gy — Gg definida como

Fr=Ty—yo. (6.37}

%Vamos denotar o vetor zero por 4.
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Esse operador £ & ndo-expansivo porgue &1 = ¥f1 — ¥o € Ty = ¥z — Yo implicam em

| Fay — =Ty 1<l — g2 |l (6.38)
=| {ys —yo) — (y2 —wo) [|=] 22 — 22 || - (6.39)

Para qualquer % fixo, 0 < &£ < I, o operador ¢ = kF é umna contracio de Gy em si
mesmo. Na verdade, para qualquer x € o, 4Fz = k(Fz}+ (1 — k)¢ € Gp e para todos
Ly, E3 & QD;

| Gzy — Gay ||=k || Fay— Fea |< b oy — 220 |} (6.40)

Assim, utilizando-se ¢ teorema 6 , existe para toda constante, &k, 0 < & < 1, um dnico
zp € o tal que

2p = b (6.41)

Agora, se pudermos mostrar que zrp — ¢ quando £ -+ | por baixo, entio pela
continuidade de # , g € Gy e pela equagdo (6.41) teremos que ¢ = Fyg. Ou, como
g = f~uyo, f€G,obtemos que f =T f, assim f & ponto fixo de 7.

Portanto, devemos provar que

swllglazgka T=3g (6'4@
onde g € o {inico) ponto fixo de F em Gp de norma minima.

Suponhamos que 0 < & <[ < 1, oy = kFry, 2y = [Fa; e seja b = 21 — z4. Portanto,
como || Fap— Fzy [|<{l 2; — @ ||, chegamos a

SR RS 2 3’
o | 1 1
(3= D P+ = 1) | b IPS 2~ D)Re <z > (6.44)
Entao,
Re < zp R >> 0 (6.45)

que jumtamente com a identidade

oy 1=l ze 4+ 2 =] ae P+ | R P +2Re < 2y, R >, (6.46)

resulta na desigualdade abaixo

a2 e P+ e — e P (6.47)
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Para gualquer escolha da sequéncia 0 < &y < kp < -+« tal que & — 1, a sequéndia
{il zx ||} ¢ monodtona nac-decrescente e limitada ( porque Gy ¢ limitado). Logo, converge
e , em particular, da equacio (6.47),

For—we P o — Han P~ 0 (6.48)

quando k, ! — oo, Pela completude de H, 24 — ¢ € Gp porque Gy é fechado. {claro que o
limite g é independente da escolha particular da sequéncia &; — 1.}

Finalmente, seja ¢ um ponto fixo qualquer de F em Gy, Entdo, € = 1. Fe e podemos
aplicar a equagdo (6.47) com o = ¢, [ = 1, x4 = 23, ¢ k = k; para qualquer § = 1 — cc.
Como i — oc, 2x — ¢, entio

FellPzllg I* +le—g "2l g " (6.49)

Qu seja, || ¢ l=inf || ¢ ||, onde e estd sendo tomado entre os pontos fixos de Fem Gy U
Vamos provar alguns lemas que serdo utilizados na demonstragio do proximo teorema.

Lema 1 O conjunto dos pontos fizos T de um operador ndo-czpansive T com dominio
convezo fechado G € tmagem H € um eonjunto convezo fechado.

Demonstragdo : Sejaz; = Ty, ¢ = 1,2, ..., e suponha que z; — z. Como {z;} TG,
que é, por sua vez, fechado, entdo ¢ € G, e Tx estd bem definido. Assim, utilizando o
fato que T' ¢ um operador nac-expansivo,

Wl ~z||=lTe-To;+oi—2 <22 ~2;||—0, {6.50)

loge Te = x e T é fechado. Falta provar a convexidade.
Para quaisquer z,¥ € ¢, temos a seguinde igualdade

lo—yll*~|| Tz~ Ty |?=4Re < Pz — Py,(I — Pz — (I - P)y >, (6.51)

onde I é o operador identidade e

I+7T .
p=t ) (6.52)
Porém, T & ndo-expansivo, portanto
Re < Pz — Py,{I — Pz — (I — Py »>10 {6.53)

para todos z,y € ¢. Como P e T tém precisamente os mesmos pontos fixos, é suficiente
mostrar que o conjunto dos pontos fixos de P & convexo.
Seja y qualquer ponto fixo de P. Entdo, a equagdo (6.53) reduz-se a

Re< Pr—y,o—~Pr>2> 0 {6.54)
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para todo x £ §. Reciprocamente, se algum y € satisfaz a equagio (6.54) para todo
r € G, em particular é satisfeita para z = y, que implicaem | y — Py ||< 0 ou y = Py.
Resuminde, o conjunto dos pontos fixos de T é o conjunto de todos 0s y € § que satisfazem
a equagao (6.54) para todo z € §. Entretanto, esse conjunio é convexo. 0

Coroléario 5 Um operador T com dominio convexo fechado G € ndo-expansive se, ¢ so-
I4+7T . .
mente se, P = ‘(-—-;jw—) satisfaz o equacdo (6.53) para todos z,y € G.

Defini¢do 8 Um operador T : G — H € chamado de demi-fechado” se

{2, C G, 2n—20, €G, To, -y (6.55)
implicar em Txo = yo.
Definigio 8 Um operador T : G —+ G € dito assinteticamente reqular se pare todo x € G,

Tz - T g s @,

Lema 2 Em um espace de Hilbert H seja {z.} uma sequéncia que converge fracamente
a xo. Entdo, para qualquer  # 2o,

it inf || @ — o > lim iaf | 2, — o || (6.56)

Demonstracio : Como uma sequéncia fracamente convergente é limitada, ambos
os limites sdo finitos. Entdo, para provar a designaldade basta utilizar a ignaldade abaixo

Han— 2 [|2=| @0 — 20 + 25— 2 ||*=| 2 — %0 B2+ | w0~z || +2Re <z, — zp, 20 — 2 >
{6.57)
e notar que o dltimo termo tende a zere quando n — oo, [

Lema 3 Seja T qualquer operador ndo-expansivo com dominio convero fechado G C H.
Entdo, I — T € demi-fechado.

Demonstragio : Seja {,} C ¢ uma sequéncia que converge fracamente a g, € s¢ja
{2, —Tz,} umna sequéncia que convirja fortemente a yo. Entdo, como T é nio-expansivo,

Jim int o~ 2o [|2 Hm inf || Tz, — T = Jim inf | Tzn — 20 + @, — Txp || (6.58)

= lim inf f2n —yo— Tzo || Lim inf T, — 2o ||(6.59)
pelo lema 2. Ainda pelo mesmo lema, ¢q = yo+ Tap ou (I — T)ag = yg assim [ — T €
demi-fechado, O

"Em inglés demiclosed. Outra tradugdo semi-fechado.

87 & demi-fechado se para qualquer sequéncia {on} C ¢ que convergir fracamente para 2y € G, a
convergéncia forte da sequéncia {Tz,} a yu implicar em Tzg = yo.
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Teorema 7 Seja T : G — G wm operador assintoticamente regular e ndo-ezpansive com
dominio convezo fechado G C H cujo conjunio de pontos fizos T C G € ndo-vazio. Entdo,
para cade © € G, a sequéncia {T™z} € fracamente convergente para wm elemento de T .

Demonstracdo : Paratodoy € 7, asequéncia {d,} = {|l T"z—y ||} é ndo-crescente
porgie
duss =) T — y | =) T(T"2) = Ty || T ~ y |i= d,. (6.60)

Portanto, o hinite nao-negativo

dly) = lim || T"¢ —y | (6.61)

existe e é wm nidmero finito para tedo y € 7.
De acordo com o lema 1, 7 é um subconjunto convexo fechado de G e segue-se que
para qualguer & > 0 fixo, o conjunto

T ={yeT:dy) < 6) (6.62)

& um subconjunto convexo fechado e limitado de 7 que € ndo-vazio para & suficiente-
mente grande. O conjunto 7; é fechado convexo e limitado como pode ser visto pelas
desigualdades

fyl=ly—Tre+T e < T =y |+ 1 T2 ] (6.63)

[ Tz = Tz ~vo+ o ISl Tz —go ll + fwo |, (6.64)

onde yo € T é um elemento pré-selecionado. Para qualquer y € 7y

Hy <8+ dlye)+ llwoll- (6.65)

A intersecgiio de todos os Ty é um conjunto convexo fechado e limitado 75,. Onde &g
£ o menor valor de § para ¢ qual 75 € ndo-vazio, O conjunte 75, s6 pode conter um unico
elemento, digamos 5, pois suponhamos por contradigdo gue haja também um elemento
Y1 F yo assim a identidade

Yo+ i Lo 2 . Yo — ¥i
77 = B e L T o | T [ B (6)
resulta em di{ #34] < &, 0 que contradiz a definicio de bo.
A sequéncia {T™z} converge fracamente a yo. De fato, como a sequéncia ¢ limitada,
é suficiente provar que todos os possiveis limites fracos de todas as suas subsequéncias €
ignal a ye. Seja Tz — y1 # o Entdo, pela regularidade assintética de T,
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I

TV — 1" %y w ([~ TV 2 — 4, (6.67)

e relembrando que [ — T & demi-fechado, (I — Ty = giisto €, y1 € um ponto fixo de 7.
Pelo lema 2,

Tz -y ||= (), (6.68)

§o = lim || 7%z — 4 > lim

que ¢ uma contradigdo , pols val contra a definicio de &y, Assim, para todo z € ¢, a
sequéncia {7z} é fracamente convergente a um ponto fixo de 7. O

Corolario 8 4 sequéncia {T"z} converge fortemente o yo se, e somente se, pelo menos
urna de suas subsequéncias convergir fortemente.

Demonstracao : Sabemos que 7™z — yo, um ponto fixe de T, para toda escolha
de # € . Como os limites fraco ¢ forte de uma sequéncia devern coincidir, © nico limite
forte possivel da sequéncia {12} ¢ justamente yo. Mas pela igualdade

I T2 — yo [fP=}| T"z || —2Re < T"z.50 > + || o %, {6.69)
obtemos que
im | T = d*(yo)+ |} 3o |I* (6.70)
quando n —+ oo, Em particular, para qualquer subsequéncia {T% 2z} de {T"z},

lim || 7% %= d*(yo)+ | %o I - (6.71)

Mas como ja observamos, se qualquer subsequéncia {T”’;r} convergir fortemente, entao
converge a yg e portanto Hm [| 7% *={ o ||* 0 que exige que d*(ys) =0 ¢

Tz~ o O (6.72)

Definigdo 10 Um operador T': G — G € chamado reasonable wanderer ¥ s¢ para todo

rEG g
ST~ T2 < oo, (6.73)
= (3

é importante notar que reasonable wanderer implica em assintoticamente regular ( veja
definigdo § ).

Talvez seja ilustrativo dar um exemplo de operador naoc-expansivo, mas nao assintot-
icamente regular. Consideremos o conjunto § = [—1, 1] contido na reta real, e definamos
o operador 1" como Tz = —z. Tal operador é sem dilvidas nio-expansivo, leva § em G e
seu tinico ponto fixo é z = 0. Entretanto, Tz — 7" tr = 2{—1)"z que evidentemente nao

*Optamoes por nac tradugir esie termo, e escrevé- Jo em itdhco.
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converge a zero guando n — oo, exceto se z = 0. Porém, Browder e Petryshyn mostraram
que a combinacio convexa linear

T,=al + (1 —a)T (6.74)

de T e o operador identidade I é um operador reasonable wanderer para todo a no
intervalo 0 < @ < 1 e gualquer operador ndo-expansivo 1.

Teorema 8 Seja T 1 G — G wm operador ndo-expansive com dominio convero fechado
G e cujo congunto de pentos fizes € ndo-vazio. Entdo pare gualguer o, 0 < a0 < 1 fize,
T, : G — G € um operador reasonable wanderer, € a sequéncia {T7z} converge fracamente
para wn ponto five de T para todo x € G.

Demonstracao : 7T, leva § em G, desse modo a iteracdo 2, = Tz estd bem definida
para todo € G. Além disso, para o ¥ 1 os pontos fixos de T' e T, coincidem e resta-nos
provar que 7, € um operador reasonable wanderer; uma vez que é imediato o fato de ser
ndc-expansivo. Seja ¥ € G um ponto fixo de 7. Entdo, y =Ty=T,y e

| #a41 — ¥ =) @z + (1 — a)Tzy — y [} (6.75)
=l o(zs —y) + (1 —a)(Tzn =y} || (6.76)
= ||y =y | 2l —a)Be <zp—y, Ton—y >+l - | T, —y ||*. (8.77)

Analogamente,

T Pl -y — (Taa ) P (6.75)
_:“H Ln =Y Hg —2Re < xgp ngn —y >+ || -T-'I:n - ¥ H?': (f)?g)
que apds multiplicar-se por {1 — a} e somar-se com a equagio (6.78), resulta em
| Zrs =y I +o(l = ) | 2 = T, | (6.80)
=allz, -y P +1—a) [ Tza—y [P —y | (6.81)
Logo.
ol ~a) || 2o~ Ton [P<ll @ =y I = || 2apr — 3 | (6.82)
de ial forma que
N a N 1
— — 2. Oy LT N 3
ol =) 3 | 2o =T P £ 2| T = T2 | (6.5
lz—y* =l oy ~y Pz —y . (6.84)
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Consequenternente, como o # 0,

ST - T e P< oo, O {6.85)

?’g,ﬂﬂ

6.3 Projegoes sobre Conjuntos Convexos para Re-
construgao de Imagens Comprimidas

A técnica de projegdes sohre conjuntos convexos no contexto de processamento de
imagens fol introduzido, como j3 mencionamos, por Youla, confira na bibliografia o paper
i3]. Descreveremos a seguir os passos gerais para solucionar um problema de reconstrugao
de imagens comprimidas, utilizando algoritmos iterativos.

Quando comprimimos uma irnagem, ha perda de dados na fase de quantizacio . E néo
hd como recuperar flelmente os dados perdidos, pois lembremos que a quantizagio € uma
funcio que leva muitos valores em wm sd. Quando exigimos uma alta taxa de compresséo,
mais dados sao descartados, e ern contrapartida a qualidade da imagem val piorando cada
vez mais. Surgem ruidos na imagem, os chamados artefatos. Assim temos uma relacio
de propor¢do inversa entre compressao versus qualidade da imagem.

Nos métodos de compressao baseados na transformada cosseno por bloco, quando
a taxa de compressao € alta, o principal artefato € sem chivida a descontinnidade entre
blocos adjacentes. Visualmente, temos a sensacdo de ver uma imagem quadriculada. Este
artefato é devido ao processamento separado de cada bloco da imagem, nao levando-se
em conta a relagdo entre os blocos entre si.

Para aplicar a técnica de projegdes sobre conjuntos convexos, o primeiro passo € identi-
ficar todas as caracteristicas disponiveis da imagem, tanto aquelas mals imediatas, isto é,
as obtidas diretamente dos dados, quanto aquelas que conhecemos a priori {por exemplo,
sabemos que a imagem original ndo apresentava os artefatos entre os blocos adjacentes).

Depois de coletadas as informacOes sobre a iImagem, € necessario modela-las em termos
de conjuntos convexos fechados. Essa é talvez a parte mais trabalhosa da técnica, pois,
em seguida, é preciso derivar os respectivos operadores de projegéo .

Apds todos esses preparativos, finalmente, podemos aplicar o algoritmo iterativo que
consiste em efetuar, alternadamente, sucessivas projecdes sobre os conjuntos convexos
fechados previamente definidos (veja grafico abaixo)., A convergéncia € assegurada pelo
teorema que vamos demonstrar a seguir.

Antes porém, vamos fixar a notagio . Suponhamos que a imagem original f esteja na
intersecqio

Co={C (6.86)

i=1



Figura 6.3; Projeces alternadas sobre conjuntos convexos

de m conjuntos convexos fechados C;, i = 1,..,m. Evidentemente, Cy é um conjunto
nao-vazio, convexo € fechado. Denotaremos os projetores sobre Cg e C; por Fy e P,
respectivamente. f é um ponto fixe de Py e de fodos o8 F;, i = 1,...,m. Isto &, f é ponto
fixo de P; e de todos

Ty= T+ MNP~ 1) (6.87)

para qualquer escolha das constantes de relaxagdo Ay, Aq, ..., A, Entdo sobre as mesmas
condigbes , f é um ponto fixo de Py e da composicao de operadores

T =TTy Th. (6.88)

Alternativamente, podemos dizer que qualguer ponto fixo f de T pertence a O 7 A
sequeéncia {7z} converge (fracamente ou fortemente) a um ponto de £y quando n — oo
independentemente da escolha de 2 € H 7 As respostas esto em parte contidas no
teorema abaixo.

Teorema 9 Seja Co um conjunio ndo-vazie. Entdo, para tedo x € H e gualquer es-
cotha das constantes Ay, Ag, ..., Am no intervalo 0 < A < 2, a sequéncia {T"z} converge
Jracamente a um ponte de Cp.

Demonstragdo : Para A > 0, todo operador

Tiowm [ 4 }Ag(Pg — f) = {1 — z\g)f + AP (689)
é nio-expansivo, A afirmagdo é verdadeira se 0 < A; < 1, mas se 1 < A, temos que
1 A; < {J, por isso precisaremos ter um pouco mais de cuidado. Com a ajuda da equagio
{6.22) provamos que o operador € ndo-expansivo, ou seja,
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| Tix —~ Ty [P=|] (1 = M)z = y) + AM(Biz — Py) ||* (6.90)

={1-AYlz—y P42 - X)Be <z ~y, Pz — Py > +X | Pz — Py |* (6.91)
S =X e —y [P A +2M (0 = A | Pe — Py |* (6.92)

== AP o=y P +AE2 - 2) [ Pe — Py |* (6.93)

)

Vamaos demonstrar que T' é um operador reasoneble wanderer.
Param=1,temos T =T,0 =01 , e

=T ||*= A fz- Pz . {6.95)
Além disso, para qualguer y € Co, Ty = Py =y ¢

I Ta—yP=lo -yt MiPa—a) P

=l —y|P+20Re <z -y, Px~2>+A [z~ P | (
=fo—-y|?-M{2=X)|z—Pz|®+2MRe <z — Piz,y— Py > {6.98)
SERST VRPN EERSEY {

Assim, combinando a equacdo (6.93) e ultima equagao chegamos ao seguinte resultado

|z~ Tz |< 5 f)\l(n gy lP— | Te—y "), (6.100)

para 0 < Ay < 4 “
Para m > 1, provamos por indu¢do em rn, resultando na designaldade

|2 =Tz P < bn2™ (e -y P+ | Te -y "), (6.101)
onde
A
b = sup {—c} {6.102)
igmem - Ai

De fato, seja T = 17, K, onde

K=TniTmo T, (6.103)

£ observemos que para m > 2,

e =Tz l’=llz - Kz + Kz —Tz|?
<(lz-Kalf+ || Ke =Tz |y’

<2 z—Ke |2+ || Ko — Tz PP
<A|le— Ka P +2m 2 | Kz — T, Kz |P).

6.104)
6.105)
6.106)
6.107)
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Entao pela hipdtese de inducao ,

2= T2 |P< bu2(2" 2 =y | 2772 || Ko -y | (6.108)
+27 | Ko~y [ 2772 | Tz —y ) (6.109)
= b 2" W~y P = Tz —y %), (6.110)

que € a desigualdade desejada.
Logo,

STz — T P 5,27 o — y |1P< 00 (6.111)
z={}

e T portanto é um operador reasonable wanderer e, consequentemente, assintoticamente
regular. Pelo teorema T, a sequéncia {77z} converge fracamente para um ponio fixo de
T.

Porém, os pontos fixes de T coincidem com os pontos fixos de (y, isto €, a intersecgio
dos conjuntos C;, ¢ = 1,...,m., Assim,se v € (g implicaz =Tz, poisz €, i =1,...,m.
Ou alternativamente, se ¢ = Tz e y € Cy,

| &=y =il To ~ Ty <l Tie - Ty 1= T —y ISl 2 =y |l (6.112)

logo, I} z —y [|=l| Thz — y ||. Mas uvtilizando-se a inequagio { 6.100 ), isso sé é possivel
se ¢ = Tix de tal forma que z = T, T,y - - T3z, e repetindo-se o mesmo argumento
provamos que z € {4, 7 = 1,..,m, isto é, & € (y e desta forma a demonstracio ests
completa. O

Falta-nos ainda discutir 2 questdo da convergéncia forte. Relembremos alguns resul-
tados importantes. Seja 7' : C — C um operador ndo-expansivo, assintoticamente regular
com dominio C C H convexo fechado e cujo conjunto de pontos fixos 7 seja nio-vazio.
Ento pelo corolirio do Teorema 7, a sequéncia {77z} converge fortemente para um ele-
mento de 7 se, e somente se, pelo menos uma de suas subsequéncias convergir fortemenie,
Obviamente, isto pode ser assegurado se todas as iteracbes Tz estiverem contidas em
urm compacto ou um subconjunto de dimensio finita de M.



Capitulo 7

Algoritmos de Recuperacgao de
Imagens

0Os métodos baseados na transformadas cosseno por bloco sdo os mals utilizados para,
compressio de imagens. Prova disso € que o padrdo internacional de compressdo de im-
agens utiliza essa téenica. Enfretanto, se muitas informagtes sao descartadas durante a
quantizagdo para se obter altas taxas de compressio, entdo surgem na imagem ruidos,
sendo os mals frequentes os artefatos entre blocos adjacentes. Ou seja, aparecem “descon-
tinuidades” entre o3 blocos vizinhos, causando a sensagdo visnal de se ver uma imagem
toda quadriculada.

Utilizaremos ¢ método de projegdes ortogonais sobre conjuntos convexos, apresentado
no Capitulo 8, para aprimorar a qualidade de imagens que apresentem artefatos entre
blocos adjacentes devido & alta taxa de compressio.

A partir de propriedades que desejarfamos que a imagem tivesse (informacéo a priori},
definirermnos conjuntos convexos fechados e derivaremos os seus respectivos operadores de
projecio . Aplicando em seguida o algoritmo iterativo de projegdes sucessivas para obter
um elemento da intersecio dos conjuntos previamente estabelecidos. A convergéncia do
méetodo é justificada pelo Teorema 7 demonstrado no capitulo precedente.

Toda imagem 4, de N x N, dada em sua forma matricial serd vista como um vetor
real f € RV**1, obtido ordenando-se as colunas {ou linhas) da matriz A em um vetor. A
transformada cosseno por blocos serd vista como uma transformacio linear B : RV —
RV, Portanto, para uma imagem qualquer f, sua transformada cosseno por blocos serd

denotada por

F = Bj, (7.1)

e & transformada inversa, como B é real e unitéria, serd

f=BF. (7.2)
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A matriz B, para uma imagem de N x N que é dividida em blocos de M x M, é uma
matriz de N% x N? bloco-diagonal com (-}:“—f)z matrizes de dimensio M* x M? ao longo
da diagonal. Estas matrizes sio identicas e sua expressao é bem conheada (veja {13]).

Qs elementos de ¥, em (7.1}, sdo chamados de coeficientes transformados ou coefi-
cientes do espago de frequéncia. E podem ser vistos como as coordenadas de [ na nova
hase formada pelas colunas de B. Apos obtidos, os coeficientes transformados sdo quan-
tizados alim de eliminar-se as informacdes redundantes e conseguir-se compressac, A
quantizacac pode ser vista como um operador Q : RV ®Y*. Entdo, podemos escrever

F'=QF, (7.3)
onde ' denota os coeficientes transformados e quantizados.
O operador de guantizagio € ndo-linear e possui a seguinte propriedade
Q*=Q, (7.4)

Todo o processo de codificagio [decodificagdo pode ser modelado da seguinte forma.
No codificador obteremos F' como segue

F' = QBY. (7.5)

£ no decodificador a imagem € recuperada parcialmente, pois a operacdo de quan-
tizacdo é essencialmente irreversivel, Isto quer dizer que no decodificador nio recuper-
amos a imagemn original f, mas uma “aproximatgao ” f’ dada pela transformada inversa
de £7, ou seja,

f=BF. (7.6)

7.1 Propriedades da Imagem em Termos de Con-
juntos Convexos Fechados

Como o nosso objetivo é encontrar nma melhor aproximacgao para f, utilizando a
técnica discutida no Capitulo 3, precisamos escother algumas caracteristicas importantes
da imagem f e modeld-las em termos de conjuntos convexos fechados.

Uma primeira propriedade é que a imagem que procuramos depois de transformada e
quantizada seja compativel com os dados que possuimos, isto €,

Cp={f: QBf = F'}. (7.7)



0 conjunto acima é ndo-vazio, pois a imagem original f € C%. A imagem f' também
pertence a €' devido a propriedade da equagho (7.4} do operador &. Entretanto, o con-
junto C% nio € fechado, porque geralmente os intervalos de quantizagio nio sdo fechados,
Por isso, utilizamos o conjunto (7, seu fecho.

Cp={f: FJ"" < (Bf). < F*°}, (7.8)

onde o subindice n indica a n-ésima coruponente do vetor e F™ ¢ F/"** 530 determinados
pelo quantizador utilizado. E fécil provar que Uy € convexo e fechado. O seu operador
de projecio Pr é dado por:

Prf= BtFa (?9)
onde o vetor F' e determinado por

Emin we (Bf), < Fmom
F,={ Fm* ge (Bf), > F™® 1<n<N? {7.10}
(Bf)n se F7™ < (Bf), < Fyee

Uma segunda caracterfstica importante € baseada numa informagao que conhecemos
a prioti: a imagem original, em principlo, ndo apresenta descontinuidades entre os blocos,
Devemos, portanto, exigir uma certa suavidade enfre os blocos adjacentes. Para isso,
precisaremos definir mais dois conjuntos €, e C, o primeiro para for¢ar suavidade entre
colunas de blocos adjacentes, e o iiltimo conjunto para forcar suavidade entre as linhas
de blocos vizinhos.

Para definirmos o conjunto (., a imagem f, N x N sera representada como segue

F=Aft. [ fas s S} 7.11)

onde f; denota a i-ésima coluna da imagem. Seja D um operador linear tal que Df
represente a diferenca entre colunas de blocos adjacentes da imagem f. Por exemplo,
para o caso em que N = 512 e para blocos de 8 x 8,

fs— 1
Df = e m o (7.12)
fr0s — foos
A norma de Df
63 1/2
W Df II= ; W fai— fais | (7.13)

Wisaremos muitas vezes N = 512 para ilustrar nossos exemplos,
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déd uma idéla da variacio total enire as colunas de blocos adjacentes?®.
Podemos, portanto, definir £ como

C. = {f ) Df i< B}, (7.14)

onde £, é umn limitante superior para o didmetro do conjunto. A escolha de FE. serd
discutida mais a frente.
0 conjunto C. € na verdade um elipsdide e, consequentemente, fechado e convexo.
Resta-nos derivar o operador de projecdo sobre {.. Para isso, consideremos nm vetor
no espago R x K™ como uma dupla de vetores em R", isto é, (z,y), onde 2,y € ™
Assim, se (z,y), (v,v}) € R® x R", entdo podemos definir o prodnto interno entre eles
COMO

<A{zyy) (W) > =<zu>+ <y,v>, (7.15)

onde < - - > denocta o produto interno usual em R®. O produto interno (7.15) induz a
seguinte norma

1/2 .
e l= = P+ 1y 177, (7.16)
onde || - || é a norma euclidiana em R”.
Seja
C={{zy)fle—yl|[<E, zyeR"} (7.17)

um subconjunto fechado e convexo de B™ x R™.

Teorema 10 Para um velor arbitrdrio (z,y) € R x R*, g projecdo , Plz,y), sobre o
conjunto U € dada por

e 4 (35Y) se fo—yll<E, ..
Play) = { {az + (1 —aly, (1 — @)z + ay) caso contrdrio (7.18)

onde o = h-;éﬂ ¥ 1} .

Demeonstracio : Por definicao , P{z,y) é o vetor em (' que satisfaz

| @)= Py = min 1l () = (w,9) (7.19)

onde (z,y) — (u,v) = (z 1,y — v), e (4,2) € C.
Se{x,y) € C,isto é, || z —y |< E,, entdo, é trivial, P{x,y) = {z,y). No caso em que
(z,y) & C, precisaremos resolver o seguinte problema de otimizacao :

*A porma interna na equagdo {7.11) € a norma euclidiana,
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min Wz, y) — {u,v) & (7.20)

s flr-ylP<EE
{QJue é equivalente a minimizar a fungio de Lagrange:
Bl () = () [P 4w = I 52 (7.21)

onde A é o multiplicador correspondente {veja [22]). A condigao de primeira ordem diz
que o gradiente da fungdo J, com respeito a v e v deve ser zero, isto é,

2+ Al —v) =0 (7.22)
e
v—y+ My —u) =10, (7.23)
portanto
uw=cazr+{1—oy (7.24)
e
v= {1 - o)z + ay, {7.25)
144 . . .
onde o = Tron Além disso, se substituirmos em || u — v [|= E. o valor de u da
equagdo (7.24) e o valor de v da equagdo (7.23), obtemos, resolvendo em A, que A =
fgh-1] 2 o

Aproveitando-se o teorema acima, podemos derivar o projetor sobre {, escrevendo a
imagem f, ¥ x N, na sua forma vetorial dada em (7.11), e supondo que f seja a projecao
de f sobre C., termos que f minimiza a fungio distincia

L= FE= 0 - A1 (7.26)

=1
onde f = {fi,..., fx} € C.. No caso N = 512 e blocos 8 x 8, || Df ||< E, 56 contém as
cohinas de blocos vizinhos.
Definimos

fs

= ffe (1.27)
Foo
s

y=| (729

f505
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Logo, Df = x — y. Segue-se do teorema acima que a funcdo distincia definida em
{7.26) é minimizada quando

fg = O‘ff'j + {1 - Ct‘_)ﬁf+1 (7_29)

for = (1= a)fi + afise, (7.30)

1 Ec T
parai =8k e k=1,2,....63, onde o = — 1:% + 1} e f; = fi caso contrario.
2 Df

Os resultados acima podem ser generalizados para qualquer imagem e para qualquer
dimensao dos bloeos. O conjunto Cy e o seu projetor P sao obtidos de forma andloga.
Além disso, podemos definir conjuntos semelhantes para colunas {ou linhas } no interior
de cada bloco.

7.2 Algoritmo 1

Utilizando-se os conjuntos Cy, (', e € e seus respectivos projetores Pr, P, ¢ P podemos
sugerir o seguinte algoritmo para recuperar a imagem

L faga fo = f;

2. para £ = 1,2, ... calcule iferativamente f; da seguinte maneira

Jo = BFP,Prfy

3. continue até que || fr— fiy [ TOL, onde TOL é uma toleréncia pré-estabelecida.

A convergéncia do algoritmo é assegurada pelo Teorema 9 do capitulo 6, lembrando
que temos convergéncia forte por trabalharmos em espago de dimensao finita®.

Na definicao do conjunto (', ha uma indeterminacao a ser discutida: a escolha de E_,
que € um limitante para a largura do conjunto. Faz algum sentido escolher F, da ordem
de 16~ ? Oun quem sabe da ordem de 10° 7 H& alguma estimativa para E, 7

Para imagens em geral, E, da ordem de 107! nao faz sentido, pois estarfamos exigindo
que || Df < 107! o que é bem pouco provdvel de acontecer. A nio ser que estivessermos
trabalhando com uma imagem que tivesse a caracteristica de possuir colunas de blocos ad-
jacentes muito — extremamente — parecidas, quase idénticas, Isso é muito raro (rarissimo)
de acontecer. Por outro lado, uma estimativa da ordem de 107 é mais plausivel; entretanto
depende de fatores como dimensio da imagem, riqueza de detalhes, etc. Enfim, depende
da imagem. Portanto, a saida é procurar uma estimativa que esteja relacionada com a

*Lembremos que convergéncia fraca implica convergéncia forte em espagos de dimensio finita. Veja
teorema 4.8-4 do livro do Kreyszig [14],
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imagem em questdo. Um ponto importante é perceber que ndo podemos exigir muita
suavidade entre as colunas de blocos adjacentes, porque a imagem original pode nao pos-
suir tal propriedade. Alids, podemos afirmar que a maioria das imagens ndo a possuem,
Pois, pode acontecer que entre dois blocos vizinhos haja uma regido de fronteira entre
dots objetos na imagem gue em termos visuais se traduz em descontinuidade de cores {um
pode ser preto e outro branco}. Portanto, o ideal é propor uma estimativa nio muito
exigente no sentido exposto.

Em [1], E, é estimado da seguinte forma. Seja f' a imagem com os artefatos entre
blocos. Reordenamos f' na sua forma vetorial por colunas

fJ - {f{r“vf;]z}: (731)
onde f! denota a i-ésimna coluna da imagem f'. F, € estimado a partir de f’ como segue

1/2

63
FAN ] -
Sk = Z | fé-fsiq-k - f§-£+fc+1 %IZ ; (7.32}
1=l
e ~
| .
E=iYs, (7.53
k=1

onde b = 1,..., T,
7.3 Algoritmo Espago-Adaptativo

Em 1995, foi publicado um outro artigo pelos mesmos autores de [1] (veja [2]) onde
fazia-se uma alteracéo na definicao dos conjuntos C, e C;. A motivagio para essa mudanca
estd baseada no fato que, anteriormente, ndo se respeitavam as caracteristicas espaciais
da imagem, tratando as colunas {ou linhas) entre blocos de forma uniforme.

Olhando-se, por exemplo, a imagem da Lend®, notamos que os artefatos s&o mais
visiveis no rosto e “regides suaves”, isto é, regides que néo sejam chelas de bordas ou de
texturas diferentes. J3 no cabelo e enfeites do chapéu os artefatos s&o menos significativos.

Essa observagio nos sugere um tratamento diferenciado para regides suaves e regides
cheia de fronteiras. No primeiro caso, podemos exigir malor suavidade; no segundo,
podemos ser menos exigentes, Assim, nosso modelo dos conjuntos €. e () deve conter,
de alguma forma, pesos de suavizagdo para regides determinadas, resultando-se em um
algoritmo espago-adaptativo.

Df definido em (7.12} para nma imagem de 512 x 512 e blocos de 8 x 8 é um vetor
de {512 x 63) componentes. Seja

*fsta imagermn ¢ largamente utilizada em Processamento Digital de Sinais. K4 varias imagens “Leng”
no Capitulo 8 dessa dissertacio .
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[y OO - 0
G wy, 0O :
W=1¢ 0o - 0 i | (7.34)
T B G
[ 0 o o 0 wsrones

onde os w;, ¢ = 1,2,..,{512 x 63} sdo os pesos de suavizago que dependem de carac-
teristica da imagem.

Portanto, o vetor WD é uma versdo ponderada da diferenca de colunas de blocos
adjacentes. E podemos definir o conjunto

C, & {f:| WDf < E}. (7.35)

O conjunto £, € convexo e fechado. Vamos supor que conhecemos 0s w;, e derivemos
o operador de projecdo sobre (). Para isso, precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 11 Sejam o, Yo, u € v veltores em R™ com a norma Fuclidiana || . ||. Sejo W
uma matriz n x n arbilrdria. Entdo, sujeito a restricdo | Wiu —v) ||= E, o funcional
plu,v) =l u—zo [P+ | v — g0 |I? (7.36)

£ minimizado quando

u = 3; (4 (1 4+ 20W W) g + [T~ (1 + 220 W)™ o (7.37)
’ |

v g = (T2 W) o [T+ (1 4+ W) o, (7.38)
onde A € a dnica raiz positiva encontrada resolvendo-se a equacdo | W{u — v} lj= E.

Demonstracéo : Tomemos ¢ Lagrangeano

Jy(u, ) = Plu,v) + M| Win — ) | —E?, {7.39)

caleulando-lhe o gradiente com respeito a u e v, € ignalando-o a zevo, obtemos
(u = z6) + \WW'W(u—v)=10 {7.40)

(v ~yo} + AW'W(v—u) = 0. (7.41)

Portanto, u + v = 2o + yo € (I + 2AW'Wi{u — v) = 2o — yo. O resuliado segue-se
inediatamente. 0O



Escrevendo-se a imagem f na sua forma vetorial ordenada por colunas , chamando-se
a projecdo de f sobre (Y, de [ e sabendo-se que f minimiza a distancia

e N " .
1= FIP= 30 f= (7.42)

onde [ = {fi,.... fv} € C,, entdo podemos obter o operador de projecio utilizando o
Teorema 11, isto €, para uma imagem [ & (', sendo P, o operador de projegio sobre
(s, podemos escrever

f=Puf={fi,. sl (7.43)
Definimos
s
o= 1 ; (7.44)
f504
fo
o= (745
Fron
e
R
= f unp (7.46)
f504 1
[ fo ]
v = f M (7.47)
L Fsos A
Com essa notacdo , utilizando-se o Teorema 11,
—15 [T+ (1 + 20W W) 2o+ % T = (1 +2AW W)™ o (7.48)
e
o= % = (I + 20 W) 2o + % I+ (T + 220 W)™ o, (7.49)
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fi = f: para i #8kout #8k+1, k=1,2,..,63 onde o escalar A é a raiz positiva da
equagio ndo-linear

| WQFll=E. (7.30)

A matriz W é diagonal o que simplifica bastante as contas. Por exemnplo, a matriz
W & diagonal e positiva definida. Isto é importante porque nos garante que a matriz
{4+ 2AW WYL existe, pois A > 0%, e é facilmente obtida. Assim o operador P, estd bem
definido.

Para compreender melhor o operador F,,, vamos reescrever a matriz W como segue

*Wl 0 g .- G ]
9 wo 0
W=190 0 "~ 0 i |, (7.51)
10 .90
0 - - D wea |

onde wy € uma matriz 512 x 512 diagonal correspondente a k-€sima fronteira entre blocos
adjacentes. Para k = 1,2,...,83, wy é escrita da seguinte forma

fwf 00 . 0]
0 wr 0 :
wk=10 0 . 0 I | (7.52)
: S0 0D
0 - e D wfgmk

onde a relagdo dos elementos de wy e da matriz W é
'EL‘? = W512.k-145, Pala _]' - 1} 2, vies 512, (?53)

Usando a notagho introduzida em (7.51) e (7.52) podemos rescrever (7.47) e (7.49)
COMO segue

P 15, : _
=g [T+ U+ 2wmdwd ™ for 5 I - T+ 2widwi) ™ frn, (154

b | e

.1 | 1, ; _—
fos = 3 [T (1 + 2wnctwi) ] fi+ 5 [+ (1 + 22wictwi) ™Y fis, (7.55)

para i = 8.k ek =1,2,...,63; caso contrrio f; = fi.

31sso sera demonstrado no teorema 12,



Podemos reescrever as aquages acima de forma a ficar explicita a natureza espaco-
adaptativa do projetor P,

j=dittn f}f‘“ 4 Dt T ";f‘“, (7.56)
2 + . afi— £ B
Figy = f”—"————zf‘i“}‘“ — (I -+ EAWkth) 1"{""7&:‘1‘* {(71.57}
A matriz (I + 2 wy'wy )™ pode ser assim escrita
- .
Ee
1
0 vmapy ¢
0 0 0 ; : (7.38)
: : 0 . {}
1

De (7.57) e (7.58), concluimos que nas regides onde os pesos uy, isto é w¥, sio maiores, a

diferenca entre os pirels vizinhos da imagem projetada é reduzida mais que em dreas onde
08 wy $80 menores. No caso extremo em que w; = o, os pizels vizinhos prejetados sdo na
verdade médias dos pizels vizinhos originais. Por outro lado, se w; = 0 os pizels vizinhos
permanecem inalterados. Portanto, sem dividas esse projetor € espago-adaptaiivo.

Analogamente, é possivel definir um conjunto €, para as linhas de blocos adjacentes
e seu respectivo operador de projecio P

Porém, qual é o prece a ser pago por utilizar-se esses conjuntos e seus respectivos pro-
jetores ao invés dos conjuntos e projetores do Algoritmo 17 Resposta: em cada projegao &
preciso caleular numericamente o pardmetro A, resolvendo uma equagdo nao-linear semel-
hante & equacdo {7.50).

7.3.1 O Parametro A

Vamos examinar melhor a equagiio (7.50} e as suas eventuais raizes. Utilizando a
notacao ja introduzida, temos

Df=20—yo; € Df=wu—u. (7.59)
Das equacBes {7.47) e (7.49),

u—uv={I+22WW) Yz — yo)s (7.60)

on ainda,
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Df = (I+2W'W) ' Df. (7.61)

A eguagdo {7.50) pode portanto ser escrita como

W+ 2W'WY ' Df [l= E. (7.62)
Assim, definindo-se
d
dy
i=| 7 |=pr. (7.63)
dsi2x6a

A equagdo (7.62) pode ser escrita comao

| W(I +2AW'W)™d ||= E, (7.64)

ou equivalentemente,

51263 2 72

wid;

M — E2 ("f 65

e TRl VR 85

2 Trny )

Ja mencionamos anteriormente que a raiz da equagao aciing correspondente ao oper-
ador de projecdo P, é positiva. Entretanto, é preciso perguntar primeiro se a equacao
{7.653) possui solugdo real positiva e além disso se é iinica e como obté-la. O teorema

abaixo responde as duas primeiras perguntas.

Teorema 12 Para qualquer conjunto de w;, ¢ =1,...,812 x 63, reais, em (7.65), valern
as sequintes afirmacées :

P,

a equagdo (7.65) possui uma dnica raiz positive A;
2. u equagdo {7.65) possui pelo menos uma raiz negative;
3. as raizes negativas de (7.65) sdo todas maiores que a positive em modulo;

{. a raiz positiva € a que corresponde ae operador P,

.

Demonstragio : Precisaremos do seguinte resuitado: para quaisquer niimeros reais
<0 y>0,e]|z|>y, temos que

U :
> . 7.66
T+y (7.96)

| T
i+ 2

Consideremos dois casos:
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¢ ¢ < —1. Temos que

T [ 1 1 Y . ,
I =1 > 1> e, 7.
i1~i~:r, b 14z +i1~i—:r >1+y (7.67)
» v > —1. Entdo, 0 <2+ 1 < 1. Logo,
s | =] Y _—
‘1~%~3: “1+$>[$I>y>i+y. {7.68)
O que prova a desigualdade (7.66).
Seja.
- ?ﬁ;‘?d? 2 ‘
Fntao,
g(0) =| WDf [} —E >0, (7.70)
pois f & O,
Além disso,
\Iim g\ =—FE <Q. (1.7}

Coro a funcio g(A} é continua para todo A 2 0, deve existir um Ay € (0,00) tal
que g{A;) = 0. Notemos também que g(A) é estritamente decrescente para todo A = 0.
Agsim, segue-se a unicidade da raiz positiva.

Seja
w2 = min{w?, 1 =1,2,..,n} (7.72)
e seja
1 e
Amaa: = *wanm (?{‘5)

Entdo, g{A) é continua para todo A € {—00, Apay). Observemos que

lim g{A)=—F <0e lm g{A)=+ca. (7.74)

A——oo Ao Az '

Assim concluimos que deve existir um A~ € {—00, Ayqr) de tal maneira que g{A-} = 0.
Além disso, ¢{A} pode ter outras raizes pegativas.

Para A > 0, temos
(1 — 2 wi)? < (1 + 22w?)?, (7.75)
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para cada ;. Logo, para A > 0, g{—X) > g{A}). Seja A a raiz positiva de {7.65). Como
g(A} > 0 para todo A € (0, Ay}, ndo existe nenhuma raiz para g{A) no intervalo [— A, 0).
Portanto, todas as raizes negativas tém valor absoluto maior que a raiz positiva.

Das equagoes (7,47} e (7.49), vemnos que a projegéo f de f em C, é uma funcio de A.
weja

Doy =) f=FI- (7.76)
Ou ainda,
Doy =lfu—zo P+ v -wll. (7.77)
Sabemos que
utv=xo+ye € u-—v={I+22W W) rq— 1), {7.78)
logo
U — Ty = Yo~ 0. (7.79)

Assim a equacdo {7.77) pode ser escrita como

Doy =2 u—ao |P (7.80)
= 2] 5l(u = 20) + (u— 20)] (781)
=Sl a4 o) 7 (1.82)
=5 (o= )+ (20— 30) I (7.83)
= 5 T+ 20W W) = T(ao ~ yo) | (784
= 5 [T+ 2w W) —IDf | (7.85)
Temos, portanto, que
Dpy = S I [+ W W) ~ 1)d = ; (T%)z 2. (7.36)

Denotemos por A_ uma raiz negativa e A, a raiz positiva. Entéo, sabemos que | A [>
Ay. Logo, utilizando a desigualdade (7.66), obtemos

22w} : 2 w? : _
(H%—w?) >(1+‘2A+w§ : (7.87)
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para cada t. Concluimos que

D{,\_.} p _D{A_‘_}. (?88}

Como A.. fol escolhido de forma arbitrdria, estd demonstrado o teorema. O
Para responder como obter a raiz positiva da equagio (7.65), precisaremos do teorema
& Seguir.

Teorema 13 Seja

= wid: ,
A B e 7.89
9 = L Tl (7:89)
Fntdo as iteragdes do método de Newton
O 0.0
A1 = A FTEWE k=10,1,2,.. (7.90)

com Ay = 0 convergem sempre para 4 raiz pesitiva de (7.65). Aldm disso, Ay > Ax e
P Aper — A% <] A — A% |, onde A* € a solucdo exvata.
Demonstracio : Derivando a equacéo (7.89), obtemos

7 4d? .
=L T D (T-o1)

g'(A) é uma fungdo continua para A > 0, crescente e ¢'{A) < 0 para todo A > 0. Be
Ap >0 ¢ tal que g{Az) > 0, entdo pela iteragio de Newton

g{Ae) .
;‘ 1 == - N .92
ka1 = Ag PTEWE (7.92)

conicluimos gue Aryr > Ax. Por outro lado,

Mers .
g( A1) = f g’ (\)dA + a( M) (7.93)
Ag
Para A € (Mg, Aria), g(A) > ¢'(As), e dad,
f\k+1 ; e
glAes1) > [{ g e)dd + (A} = g'(Ae e — A} + glhe) = 0. (7.94)
Hiny
Logo, g{Axs1) > 0 também, e portanto, para Ag = 0, a iteracdo de Newton
g{ ) . | :
Apy = Ap = k=012, .. 7.95
k41 K gi{Ak)) H (. )

gerard a sequéncia
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0=do <h <hg oo (7.96)

que converge para a raiz positiva Ay, pois g{Ay) = 0 < g{Ar) garante que Ay < Ay para
k=0,1,2,.. O

Assim, para se obter a raiz positiva, basta usar 0 método de Newton com ponto inicial
Ag = 0. O teorema acima garante a convergéncia.

Talvez uma forma mats elegante de obter os principais resultados dos teoremas acima
fosse a seguinte: a unicidade e existéneia da raiz positiva da equacao {7.63) é uma con-
seguéncia da existéncia da projegdo sobre conjunto convexo fechado; a convergécia do
método de Newton com ponto inicial x4 = 0 pode ser obtida utilizando a continuidade e
a convexidade da funcio g{A) para valores positivos de A . Observe que g{0) > 0 ¢ que
g'(A) < 0 para valores positivos de A, ou seja, g{)A) é decrescente para A > 0. Além disso,
pelo teste da derivada segunda, g(A) tem concavidade para cima, ou seja, € convexa para
A > (. Essas informagoes sio suficientes para demonstrar os resultados.

7.3.2 Os elementos da Matriz W

A escolha dos pesos w; da matriz W deve ser baseada em caracteriticas estatisticas
locais da imagem e nas propriedades da percepgdo visual humana. Esta é uma tarefa
delicada, e, geralmente, é realizada com ajuda de modelos que tentem melhor satisfazer
as condigbes acima citadas.

Assim, o brilho (nivel de cinza} de um pixel na posicdo {1, 7) pode ser epcarada como
uma variavel aleatoria com média p;; e varidncia 07 ;. Localmente falando, a média pode
servir como uma medida do brilhe e a varidincia como uma estimativa para o grau de
detalhes em volta do pixel na posigdo (¢,7). Como ji mencionamos que em regides com
muitos detalhes os artefatos entre os blocos sfo menos visivels, entdo os pesos w; tém que
ser funcoes decrescentes de oy ;. Por exemplo,

i
g o= 14 O}',j}
onde o niimero 1 no denominador foi acrescentado para eliminar problemas nos casos em
que oi; = 0. B claro que hd um alto grau de liberdade na escolha da funcio wi;. A
funcdo em questio ndo pode crescer muito rapido por questdes computacionais, portanto
uma forma mals conveniente seria

(7.97)

Wy

\ 1 "y
Wi = in (i + m . (i98)

Uima outra observagio importante € que os artefatos entre os blocos sdo mais visivels
em tegides claras que em regides escuras. A funcdo sugerida como um modelo adequado
para estas observa¢des no paper [2] é
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wy,; = In (1 + w,#u) . (7.99)

L4 oy

E esta serd a funcdo que utilizaremos em nossos experimentos. H& muitas outras
fungdes como esta na literatura. Elas sdo chamadas de VFBA, ou seja, Visibility Functions
af the Blocking Artifact.

7.3.3 Algoritmo 2

Além dos conjuntos €, !, C'r e seus respectivos operadores de projecao , ainda
podernos definir o conjuntoe abaixo

C,2{f:0<fi; <25, 1<ij<N} (7.100)

cujo operador de projecio é semethante ao operador Pr.
De posse desses conjuntos, o algorifmo 2 fem a seguinte estrufura basica:

1. faga fo= '
2. para k = 1,2, ... calcule iterativamente f; da seguinte forma

fk - PwP;u-PTprkwl
3. continue até que || fi — fi-1 §< TOL, onde TQOL ¢ um limitante pré-estabelecido,
Observemos que para fazer as projegdes sobre C, e (! precisamos resolver uma
equagio nao linear para obter o parametro A,

Coroparando-se com o Algoritmo 1, a diferenca fundamental estd nos operadores P,
e P!. Veremos nos experimentos que esse tltimo algoritmo é superior ao primeiro.
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Capitulo 8

Experimentos

() objetivo deste capitulo é descrever os experimentos realizados com os dois algoritmos
descritos anteriormente. [Discutiremnos aspectos relacionados a implementagio computa-
cional e,na medida do possivel, deixaremos indicado material bibliografico para eventual
consulta assim como enderegos na Internet para obtencido de softwares utilizados.

8.1 O Pacote Jpeg e o Viewer

Para comprimir as imagens empregando varias tabelas de quantizacdo , utilizamos
um pacote disponivel no seguinte endereco: fip://ftp.uu.net no diretério graphics/jpeg.
Esta versdo do Jpeg estd bem documentada, isto é, traz documentos explicando as es-
truturas de dados utilizadas, as convengdes de programacgdo e um pequeno manual para
a instalacio e utilizagdo do software. O codigo fonfe estd escrito em linguagem Ce é
portatil, ou seja, mudando-se apenas o Mukefile € possivel rodar o programa tanto na
SUN como num IBM-PC. Vale mencionar que neste endereco sempre encontramos uma
versao atualizada periodicamente.

Para visualizacio e impressio das imagens na estacdo de trabalho SUN, usamos o xv;
ja no IBM-PC Pentium rodando sob o Windows 95, o melbor viewer é o LView Pro que
pode ser obtido nos seguintes endere¢os:

» ftp://ftp.lsi.usp.br/pub/www/
» ftp://oak.oakland.edu/SimTel/Wind/graphics/
o ftp://ftp ncsa.niuc.edu/Mosaic/Windows /Viewers/



8.2 Formato das Imagens

Tanto o xv quanto o LView Pro sio compativeis com o formato Jpeg. Entretanto,
o formato Jpeg nio € o mais adequado para a manipulagio computacional das imagens.
Poig, para efeiuarmos, por exemplo, a transformada cosseno precisamos da imagem em
sua forrna matricial. Por isso, preferimos converter as imagens para os {ormatos PNM ou
PUM. Estes sBo os mais simples de todos porque apenas armnazenam a imagem justamente
em sua forma matricial. Para uma descrigdo detalhada desses formatos, veja o livro [20].

8.3 Implementacgao do Algoritmo I

No primeiro algoritmo, foi necessirio apenas definir uma estimativa para a largura do
conjunto (., veja equagio {7.14), ou seja, o nimero E.. Relembrando a defini¢do (7.33),

consideremos a imagem com os artefatos entre os blocos f' = {f{, f}...., f5;,}. definamos
S como
Al8 1/2
o 7 - p:
Sk - Z ” f8:'+k - f3£+k+1 ” 1 [8'1)
5=1
e, por fim, tomeros £, como uma média dos Sg, ou seja,
L1 |
E =% 5. ‘ {8.2)
? E=1

Notemos que F, ¢ uma média das descontinuidades entre colunas consecutivas de
toda a imagem. Tal estimativa nos forneceu bons resultados. Fizemos escolhas diferentes
para F., especialmente, no sentido de diminuir o sen valor, porém tais experimentos
demonstraram que ndo é bom exigir muita suavidade das colunas (linhas) entre blocos

adjacentes.
Determinameos () de forma completamente andloga ao que foi acima exposto,

8.4 Implementacao do Algoritmo II

Para a implementacio do segundo algoritmo, precisamos definir varias coisas deixadas
em aberto na sua descri¢do tedrica. Seguindo as convencgdes do paper [2], procuraremos,
a seguir, enumerar as principais definigdes .
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8.4.1 Pesos da Matriz W

Como definir a média ¢ a varidncia para caleular os pesos w;; 7 Uma primeira sim-
plificacio é ao invés de tomarmos a média e varidneia para cada pixel, consideramos a
média e a varidneia para cada bloco 8 x 8,

Lembrando-se que o coeficiente de ' é uma média a menos de uma constante multi-
plicativa, podemos utiliza-lo para estimar a média em cada bloco,

{0 procedimento para calcular a média € o seguinte. Consideremos a fronteira entre
duas colunas de blocos vizinhos e chamemo-la de ¢, e sejam DC, e DUy 08 coeficientes de
dos blocos a esquerda e A direta da fronteira £, respectivamente, A estimativa da média
jic, usada nos calculos dos pesos para a matriz W é dada por

DG+ DGy
oo = 5788

Uma equagao similar é utilizada para calcular y;, que é a média entre linhas de blocos

(8.3)

consecutivos,
Para obtermos uma estimativa para a variancia entre colunas de blocos adjacentes,

definimos VAC, e VAC; que sdo as varidncias obtidas a partir da soma dos coeficientes
ac® elevados ao quadrado. A varidnaa o} é dada por

2 VAC, + VAG,
Tee = T o

Analogamente para a varidncia, ¢f entre as linhas de blocos vizinhos.
(s pesos sdo calculados utilizando as médiag, varidncias acima descritas e a VFBA da

(8.4)

equacdo {7.99).
§.4.2 Estimativas para £, e E|

Para deferminar uma estimativa para F,, fomamos, mais uma vez, a imagem <oin
artefatos entre os blocos f em sua forma ' = {fi, ..., fi;;} e definimos 5 como segue

a3 2

Sk £ E Wil foie ~ Faivis - (8.5)

tx=l

onde wy, é definida em (7.52).
Seguindo o raciocinio do Algoritmo 1, definimos E,. como uma média de Sy, isto é,

LO coeficiente de é o primeiro coeficiente transformado, isto ¢, aquele de {ndices (0,0},
2850 todos os outros coeficientes, exceto o de.
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1 T
E.=2Y S (8.6)
? k=1

Repetindo os mesmo passes para as linhas, obfemos £,
8.5 Uma Medida de Distancia entre Imagens

Suponbamos que tivessernos duas imagens reconstruidas com métodos distintos, e
além disso dispusessemos da imagem original para eventual avaliagdo visual dos métodos
a partir da comparagao direta. A avaliaciio da qualidade de reconstrucac pode ser efetuada
visualmente, porém carece de certa objetividade. Por isso a necessidade de utilizarmos
urna métrica para “medir” a distdncia entre uma imagem reconsiruida e a imagem original,
Assim quanto mais “préoxima” a imagem reconstruida estivesse da imagem original tanto
melhor seria determinade método.

Uma métrica muito utilizada é a PSNR?®. Sejam g e f as imagens { N x V) reconstruida
e original, respectivamente. Se estivermos trabalhando com 256 niveis de cinza, a medida
PSNR, em 48, é assim definida

(8.7)

2, omx?
PSNE = 10log,, [N x 255 }

g1

Pela prépria definicdo , observamos que quanto mals “proximas” estiverem as ima-
gens tanto maior serd o valor medido em dB. Um ganho de, por exemplo, 0.945 numa
recuperagao significa muito em termos de qualidade da imagem como veremos nos exper-

mentos.
8.6 Tabelas de Quantizacao

Ambos os papers [1] e [2], utilizam, para exemplificagio , a seguinte tabela de quan-
tizacdo , chamada fabela.tes, que apresenta uma bit-rate de (1L.24bpp*:

Peak-Signal-to-Noise-Ratio.
4Bits Per Pixels.
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/50 80 TG 70 90 120 255 255 \
60 60 70 96 130 255 255 255
70 70 80 120 200 255 235 255
tobelatcs— | 70 96 120 145 255 255 255 255 (8.8)
' : 90 130 200 255 255 255 255 255 '
120 255 255 255 255 255 253 253
255 255 255 255 255 255 255 255
\ 255 9255 255 255 255 255 255 255 )

Entretanto, nesta dissertagio , para deixar bem clara a origem dos artefatos entre os
hlocos e a sua relagdo com os coeficientes transformados, tomamos mao de mais duas
tabelas de quantizacdo . A primeira, chamada tabeln.baiza, que realiza uma pequena
quantizacio {passo de quantizagdo iqual a 1) nos coeficientes de baixa frequéncia e quan-
tiza rigorosamente o restante dos coeficientes; e uma outra, denotada por tebela.alta, que
faz exatamente o inverso. A idéla é verificar em qual caso encontraremos os artefatos
entre os blocos, isto &, se os responsdveis pelos artefatos entre blocos 530 03 coeficientes
de baixas ou de altas frequéncias. Vocé tem alguma intuicéo 7

/L1 1 1 255 255 255 255\
1 1 1 1 255 255 255 255
1 1 1 235 255 955 255 9253
. 11 9255 9255 255 255 255 255 \
tabela.baiza = | oor gz 055 955 255 955 255 255 (8.9)
955 255 255 255 955 255 255 255
955 255 255 255 955 255 255 955
\ 255 255 255 255 255 255 255 255 J
50060 T0 L 1 1 1 1\
B0 60 70 1 1 1 1 1
0070 80 1 1 1 1 1
1 1 1 11111
tabeloalta=1 + 1 1 1 1 1 1 1 (8.10)
11 1 11111
1 1 1 11111
i 0101 11111
\ /

Realizamos muitos outros testes com ambos algoritmos, e, consequentemente, em-
pregamos igual nimero de tabelas de quantizacio . Para deixar bem documentados, pelo
menos os experimentos mencionados nesta dissertacde , apresentamos a seguir duas outras
tabelas de quantizacio , com taxas de compressao 0.43 bpp e 0.19 bpp, respectivamente.
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/35 30 30 16 24 40 255 255\
32 32 34 19 26 955 255 9255
34 33 36 24 200 255 255 5%
14 17 22 29 255 255 255 255 |
tabelaZ-tes= | 1o 95 37 56 255 255 255 955 |- (8.11)
9 35 55 B4 255 255 255 255
255 255 255 255 255 255 255 255
\ 255 255 255 255 255 255 955 255 )
90 100 95 110 120 130 255 255 )
110 110 120 116 120 235 235 255
110 110 95 120 200 255 255 253
‘ 150 150 155 155 255 255 255 255
tabelad.tes = | 174 130 200 255 255 255 255 255 (8.12)
120 255 255 255 255 255 255 255
955 255 255 255 255 0255 255 255
\ 255 255 255 255 255 255 255 235 )

8.7 Resultados

Como uma primeira observacio relevante, vamos a seguir apresentar vs resultados
das compressoes utilizando as tabelas fabela.baiza e tabela.alta, respectivamente, a fim de
constatar a “origem” dos artefatos entre blocos numa imagem comprimida pelo Jpeg.

Observando a imagem Lena.baize, percebemos que, sem afetar muito os coeficientes
de baixa frequéncia, os artefatos entre blocos sio quase imperceptivos. Nio hd muita
perda da qualidade da imagem e nem muita compressao, como se era de esperar. () ponto
importante é: ndo temos os efeitos catastroficos entre os blocos adjacentes.

Por outre lado, utilizando a tabela.alta, a imagem torna-se nitidamente quadriculada.
Determinando assim o papel crucial dos coeficientes de baixa frequéncia no surgimento
dos artefatos entre blocos. Veja a imagem Lena.alta.

Portanto fica respondida a pergunta feita no inicio desta secao . Podemos compreender
a origem dos artefatos entre blocos como uma conjungao de dois fatores basicamente:

® o processamento separado de cada bloco 8 x 8;

& uma (uantizacio “rigorosa” dos coeficientes de baixa frequéncia, principalmente.
O primeiro fator € evidente, pois na segmenta¢do da imagem em blocos e posterior

transformacdo -quantizagio ndo é levada em consideragdo a relacdo entre os blocos da
imagem, em particular, entre os blocos adjacentes. Isso pode ser constatado faciimente se
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Figura 8.1: Imagem quantizada com a tabela.baixa
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Figura 8,2: Imagem quantizada com a tabela.alta
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a0 invés de dividirmos a imagem em blocos, tomassemos ela como um todo e efetudssemos
a transformagdo -quantizagio {com uma alta taxa de compressio). Evidentemente, nio
terfamos o efeito “quadriculado™ na imagem (outros artefatos aparecem na imagem).

Contudo, somente o processamento separado de cada bloco nao é suficiente para o
surgimento dos artefatos entre blocos. Considere, por exemplo, uma tabela de quan-
tizacio toda formada pelo ndmero 1. Tal tabela nio afeta muito (passo de gunantizagio
€ pequeno) os coeficientes transformados, e por consequéncia, ndo afetard significativa-
mente a qualidade da imagem (na verdade, € impossivel, visualmente {alando, distinguir
a immagem original da imagem comprimida nesse exemplo). Obviamente esse é um caso
muit{ssimo particular; entretanto, € possivel obter taxas de compressao relativamente al-
tas sem afetar significativamente a qualidade da imagem ( se isso ndo fosse possivel, ndo
haveria justificativa para se falar em compressio ). kK, geralmente, essas tabelas ten-
tam ndo perder muita informacdo ao quantizar os coeficientes de baixa frequéncia. Essa
ultima afirmacdo € a explicagdo para a importancia desses coeficientes. Lembremaos que
a transformada cosseno tende a concentrar o médximo de energia (informagdo ) possivel
no minimo de coeficientes. £, os coeficientes que mais tém informacdes sdo aqueles mais
préximos do coeficiente de, isto €, os coeficientes de baixa frequencia.

Para uma verificagdo objetiva da qualidade da imagem, as PSNR das imagens Lena.baiza
e Lena.alta sdo 31.7784 dB e 27.1724 dB, respectivamente.

Feita essa consideracio acerca da origem dos artefatos entre os blocos, podemos passar
para os resultados propriamente difos, Apresentamos a seguir uma tabela contendo os
resultados de nossos experimentos utilizando 3 tabelas de quantizagdo e os dois algoritmos
descritos no capitulo precedente. Afim de chamar a atencdo para a principal diferenca dos
dois algoritmos, chamaremos o algoritmo I de Algoritmo Ndo-Adaptative e o algoritmo 11
de Algoritmo Adaptative.

Algoritmo de Reconstrugao Taxa de Compressao

G.43 bpp 0.24 bpp 0.19 bpp
Descodificador JPEG 34.5120 dB | 31.1645 dB | 29.2326 dB
Algeoritmo Nao-Adaptative | 34.8794 4B | 31.8976 dB | 30.1205 dB
Algoritmo Adaptativo 34.9097 dB | 31.9047 dB | 30.1261 dB

Tabela de Métodos

A primeira coluna da ftabela nos diz os métodos utilizados para recuperar a imagem.
Veja que a primeira linha diz respeito as imagens reconstruidas a partir do pacote JPEG,
isto é, utilizando simplesmente o descodificador padrdo recomendado. As taxas de com-
pressdo indicam, na verdade, as tabelas de quantizagio empregadas em cada experi-
mento. Assim, olhando a coluna referente a taxa de compressdo .43 bpp, encontramos
a3 distdncias das imagens recuperadas a imagem original, medidas em d8. Por exemple,
ainda na mesma coluna, verificamos gue a imagem recuperada pelo JPEG esta 34.5120 B
da imagem original. Por outro lado, se utilizarmos o algoritmo nio-adaptativo, obtemos
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uma imagem mals proxima da original, 34.8704 dB. Esse resultado ainda pode ser mel-
horado para 34.9097 dB, se o algoritmo adaptativo for empregado.

Observando-se a tabela globalmente, verificamos que o algoritmo ndo-adaptativo é
melhor que o descodificador Jpeg. Por ouiro lado, o algoritme adaptativo é melhor que o
nao-adaptativo, O termo “melhor”, neste contexo, significa que o algoritmo em questio
apresenta uma imagem reconstruida mals préxima, no sentido da PSNER, da imagem
original, além de apresentar imagens de melhor qualidade { veja as imagens da Lena ),
visualmente falando.

Fstes resultados sao coerentes com os demals experimentos realizados no decorrer
desta dissertacio . Além da imagem Lene, trabalhamos com outras imagens que estdo no
apéndice. Entre as mais conhecidas, a imagem do macaco Baboon e o Nawvio, ete,
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Figura 8.3: Imagem original
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Figura 8.4: Imagem quantizada com a fabela.tes

86



Figura &.5: Tmagem recuperada com o Algoritmo [



Figura 8.6: Imagem recuperada com o Algoritmo 1
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Capitulo 9

Conclusoes e Novas Perspectivas

Este dltimo capitulo pretende ser um apanhado geral das conclusdes que chegamos
ao estudar os algoritmos apresentados e uma pequena indicacdo dos novos rumos que o
campo da Compressdo de Imagens vem tomando mals recentemente.

9.1 Filosofia do Método de Projegoes sobre Conjun-
tos Convexos

A abordagem do meétodo das projecdes ortogonais sobre conjuntos convexos é limitada
no seguinte sentido: nao ataca diretamente a raiz do problema que € a quantizagio dos
coeficientes transformados de baixa frequéncia. Isto significa que, apesar de atenuados,
os artefatos entre blocos estardo sempre presentes na imagem recuperada.

Para ser mais preciso, a tinica possibilidade de indiretamente recuperar os coeficientes
de baixa frequéncia sdo as projecdes sobre os conjuntos (7, e U}, seguidas da projecio
sobre {’r para eventual correcio dos dados. Digo “indiretamente”, porque o objetivo
expresso & suavizar a descontinuidade entre as colunas { ou linhas jde blocos vizinhos,
levando-se a uma falsa impressio que € somente entre estas colunas (ou linhas) que hd a
“descontinuidade”. Obviamente a descontinuidade estd presente no bloco como um todo.
Para ilustrar, imagine um bloco de uma imagem todo brancoe e ao sett lado um bloco preto.
Sunavizar a “descontinuidade” entre eles € somente tornar cinza as colunas da fronteira?
Este, é claro, representa um c¢aso extremo,porém é bem ilustrativo.

Os autores dos papers [1] e [2] sugerem definir outros conjuntos para suavizar as
colunas (ou linhas) interiores aos blocos. Entretanto, tal procedimento ndo leva em conta
explicitamente a relacio do bloco em questdo com os blocos vizinhos, e esta relagéo €
outro aspecto fundamental no surgimento dos artefatos entre os blocos.

Essas sdo em nosso entender as fragilidades da filosofia do Métode das Projegoes
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sobre Conjuntos Convexos, e elas indicam uma nova abordagem ao problema: tentar
construlr meétodos capazes de alguma forma recuperar os coeficientes transformados de
baixa freguéncia, levando-se em conta a interrelacao enire os blocos, E iste j4 vem
sendo pesquisado, veja a homepage do pesquisador Kenji Tanaka, http://rainbow. ece.
ucsh.edu /alumni/kenji/acad.html, orientando do Prof. Allen Gersho http://www,
ece. ucsb. edu /Faculty /Gersho /default.html

No entanto, sdo indiscutiveis os bons resultados do métedo apresentado nesta dis-
sertagdo . Basta para isso, comparar as imagens antes e depois de aplicado o algoritmo.

9.2 Novos Rumos

De 18 a 20 de setembro de 1996, em Golania, ao participarmos do XiX Congresso
Nacional de Matemdtica Aplicada ¢ Computacional tivemos a oportunidade de trocar
informagcdes com dois pesquisadores que se interessam pelo assunto “Compressdo de Im-
agens”.

O primeiro, Prof. Gilbert Strang, indicou claramente a releviancia das pesquisas uti-
Hzando Wawelets e Filter Banks no processamento de sinais, e, em especial, na compressio
de imagens. Com uma base Wavelet adequada, excelentes resultados tém sido obtidos em
compressdo de imagens. Em breve, o grupo Jpeg terd que rever seu método padréo de
compressio, se quiser continuar sendo fiel ao seu objetivo : “be af or near the state of the
art with regard to compression rate and accompanying image fidelity, over a wide range of
image qualily ratings”, veja pagina 31 do paper [7]. Para mais informacdes sobre Wavelets
e Filter Banks veja o livro [24] dos Professores Strang e Truong na bibliografia.

Um “approach” totalmente diferente para tratar os “Blocking Astifacts” fo1 apresen-
tado pelo Prof. Henrique S. Malvar da Picturetel Corp. Ele usou uma transformada nova
chamada de “Lapped Transform”, ou de forma geral, “Lapped Orthogonal Transform”
(LOT). Apresentou alguns resultados que impressionaram pela qualidade da imagem recu-
perada. Praticamente eliminou os artefatos entre os blocos. Vale mencionar que a Lapped
Transform possibilita recuperar a inter-relagdo entre os blocos adjacentes e, consequente-
mente, uma melhor “aproximagio ” dos coeficientes transformados de baixa frequéncia,
O método proposto por ele é andlogo ao sugerido pelo Jpeg, exceto a transformadas, é
clare. Para maiores detalhes sobre a “Lapped Transform”, veja o livro [25].

Para quem quiser ter uma idéia dos resultados obtidos com Waveleis e a Lapped
Transform, hé disponivel na Internet um programa escrito em Matlab chamado UICODER
que faz compressao com esses noves métodos. O UICODER foi desenvolvido pelo grupo
do Prof. Truong Nguyen. O endereco é: ftp://eceservl.ece.wisc.edu/pub/nguyen/
SOFTWARE/UICODER/.

Sern mails, foi um prazer estudar compressio de imagens...
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Apéndice A

O objetivo deste apéndice € dar uma idéia de um tipo de codificagio simbdlica: a
codificacdo de Huffman.

A codificagdo simbdlica tem por objetivo representar com o menor nimero de bits
possivels os dados mais frequentes e os dados com menos ocorréncias com um numero de
bits relativamente maior. Essa € a idéia para obter compresso no momento da codificagio

0 método de Huffman, criado em 1952, pode assim ser exemplificado. Considere um
conjunto de dados ¢, ¢4, ..., gs cujas probabilidades de ocorréncias sdo as seguintes:

™M z-p{gl} = 0.4 psmp{q5} 30.12
p2 = plaz} = 0.08 ps = plgs} = 0.08
pa=pigs} = 008 pr=plgr} = 0.04
pa=pi{ga} =02 ps=plg} =0

onde p; ¢ a probabilidade de ocorréncia do dado g;. Na prética, em compressao de imagens,
as probabilidades sio calculadas com a ajuda do Histograma *.
Realizamos 08 seguintes passos:

1. procuramos na lista de probabilidades pelos dois dados com probabilidades menores,
Em nosso exemplo, os dados py e pg com probabilidades 0.04 e 0, respectivamente,

o

somamos sias probabilidades. Formamos assim um nova lista composta das prob-
abilidades ndo afetadas no passo 1 e da soma gerada no passo 1. A nova lista tem
um elemento a menos.

3. retorne ao passo 1 e repita os procedimentos até sobrar apenas um elemento na lista.

Para auxiliar a compreensdo do algoritmo, faremos use de dois graficos.
Veja que no passo 2, s temos T itens, e, assim por diante, até o passo 7, restando
apenas um Hem.

'O histograme de uma imagem representa a frequéncia de ocorréucia dos virios niveis de cinza nessa
Bragern,
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Figura 9.1: Esquema da Codificagio de Huffman
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Figura 9.2: Codificacdo de Huffman em forma de arvore
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Neste dltimo grafico, fica mais clara a forma de codificacio . Os cddigos séo obtidos
comegando na RAIZ e associando-se o ntimero 1 para um ramo e 0 para o outro. Assim,
para obter o c¢odigo de um elemento basta percorrer a drvore da ralz até o elemento,
formandeo-se um ¢dédigo binario.

Note gue os elementos com maior probabilidade de ocorréncia possuemn um cédigo com
menos bits, por exemplo, o elemento ¢; que tem a maior probabilidade, 0.4, sera codificado
utilizando-se apenas um bit = 1. Por outro lado, aqueles que tém probabilidade baixa
serdo codificados utilizando-se um maior nimero de bits, por exemplo o elemento gr sera
representade por 00001, isto €, 3 bits.
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Apéndice B

Nas proximas piginas segue-se nma lista de algumas imagens empregadas nos experi-
mentos dessa tese. O nimero ac lado do nome da imagem é o PSNR em relagdo 4 imagem
original. A tabela de quantizagio utilizada é a fabela.fes que nos fornece uma taxa de
compressio da ordem de (.24 bpp.

Omitimos a imagem original, apresentando apenas as imagens “teste” e as imagens
“recuperadas” pelo algoritmo I1, isto &, pelo algoritmo adaptativo.
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(1) Baboon.tes 22,061

{2) Baboon.tel 22.400

Figura 9.3: Imagens do Macaco

99



(1) menina.tes 37.130

menm 37.692

2

Figura 9.4: Imagens da Menina
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(1} mulher.tes 35.877

{(2) mulher.tel 36.571

Figara 9.5: Imagens da Mulher
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(1) menino.tes 34.098

(2} menino.tel 35.567

Figura %.6; Imagens Menioo
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