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LISTA DE SIMBOLOS

vy - Angulo ou deformagio de distorgio referente a t.

o - Area setorial.

A - Autovalor,

£ - Deformagdo normal & secdo transversal.

6 - Deslocamento genérico.

7 - Energia potencial total.

© - Gtro da seglo transversal em torno de um eixo paralelo a x.
p - Raio.

T - Tensdo de cisalhamento.

G - Tens3o normal.

A - Area,

B - Bimomento.

C, - Constante de deformagdo do vinculo elastico na diregio ¢.
C.G. - Centro de gravidade da segdo transversal.

C;, C2 - Constantes,

Cr - Ordenada perpendicular ao esqueleto com origem nele.
Cy - Constante de deformagio do vinculo elastico na direcdo y.
Cw« - Constante de deformagio do vinculo elastico na direcio z.
D - Centro de tor¢io.

d - Dimens@o caracteristica da se¢do transversal.

do - Parcela infinitesimal na diregéio do giro o.

dA - Parcela de érea.

dx - Parcela infinitesimal na dire¢@o do eixo x.

E - Modulo de elasticidade longitudinal.

G - Modulo de elasticidade transversal.

H - Ponto de aplicac¢do do vinculo elastico na se¢io transversal.
hy - Coordenada y do ponto de aplicagio do vinculo elastico.

h, - Coordenada z do ponto de aplicacio do vinculo elastico.
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ip - Raio de giragio polar.

1., - Momento setorial de inércia.

J,v - Momento setorial central de inércia em relacdo ao eixo Y.
Joz - Momento setorial central de inércia em relag@o ao eixo Z.
J1 - Momento polar de inércia.

Jy ~ Momento de inércia em relacfio ao eixo Y.

Jyz - Momento centrifugo de inércia.

J; - Momento de inércia em relagéo ao eixo Z.

Ky, Kz - Coordenadas do centro do circulo de estabilidade.

L. - Comprimento, vao.

m ~ Carga de torgio uniformemente distribuida.

My - Momento fletor em torno do eixo y.

M; ~ Momento fletor em torno do eixo z.

N - Esforgo normal.

P - Cargas axiais aplicadas em pontos da secéo transversal.

q - Pressdo por unidade de area.

Qy - Cortante na diregdo do eixo y.

Qz - Cortante na diregdo do eixo z.

R - Fungio aproximadora do elemento finito.

S - Forga de tragio.

S - Linha equidistante dos bordos das paredes da se¢do. (linha de esqueleto)
Se ~ Momento setorial estatico.

Sy - Momento estatico de inércia em relagio ao eixo Y.

Sz - Momento estatico de inércia em relagdo ao eixo Z.

t - Espessura.

T - Momento tor¢or

Trr - Momento de flexo-torgio.

Ty, - Momento de torgio livre.

tm - Maior valor de espessura da sec@o.

u - Deslocamento da membrana na diregdo normal ao seu plano.
U - Energia de deformagao.

v - Deslocamento na direcdo do eixo x.

V - Energia potencial das cargas externas.



w - Deslocamento na diregdo do eixo z.

X,¥,Z - Eixos coordenados.

Y¢ - Coordenada y do ponto de aplicagdo do carregamento transversal.
Yp - Coordenada y do centro de cisalhamento.

Z - Coordenada z do ponto de aplicagdo do carregamento transversal.

Zy - Coordenada z do centro de cisalhamento.
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RESUMO

Apresenta-se neste trabatho a formulag@o energética para o estudo de barras de
seciio delgada aberta com influéncia de vinculagdo elastica continua ou discreta. A
utilizagdo do método dos elementos finitos levou a elaboragdo de um programa
computacional que permite o estudo das barras para diversas condigdes de
carregamento, vinculagéo e forma de aplicacdo da vinculagio elastica.

Tem-se a possibilidade de determinar cargas criticas com seus modos de
flambagem, no caso de problemas de 1* espécie, e deslocamentos e esforgos nos
problemas de 2° espécie em teoria de 1% e 2* ordem.

Utiliza-se o método da iterag@o vetorial classica para determinar, nas barras em
estudo, os menores auto-valores (cargas criticas) com seus respectivos auto-vetores
(modos de flambagem), inclusive no calculo de auto-valores seguintes ao primeiro.

Exemplos mostram claramente situacdes de carregamento e vinculag@o eldstica, e

seus efeitos no comportamento da barra.




Abstract

thin walled open beams with open cross sections are studied taking into account
the influence of continuous and/or discrete elastic supports. The finite element method
was used in the development of a computer code which allows the stability analysis for
different loadings and rigid or elastic supports.

Critical loads and corresponding buckling modes, displacements and forces
maybe computed in problems with geometric non-linearities.

The classical vetorial iteration method is used to determine the least eigenvalues
(critical loads) and corresponding eigenvectors (buckling modes). The other eigenvalues
and eigenvectors may also be obtained.

Examples are presented for models with different loading and support conditions,

discussing the effects on the beams behaviour.
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1. INTRODUCAO:

O principal elemento constitutivo da maioria das estrututras € frequentemente
o elemento de barra, dando origem ao que se convenciona chamar estruturas
reticulares. No caso das estruturas metalicas o tipo mais comum de barras € a de
secdo aberta e com paredes delgadas, tais como se¢des I, U, L, T ou Z. A
caracteristica predominante nestas secdes € que sua espessura ¢ pequena quando
comparada com as dimensdes da seco transversal. Se¢des delgadas sdo vantajosas
porque oferecem alto desempenho no que se refere a um menor peso de material
empregado para obter-se determinada capacidade portante.

A consideracdo da estabilidade a torgao e flexfio com torgdo € de fundamental
importéncia na anélise de barras de segfio delgada aberta. Esta analise no entanto,
torna-se algo complexo quando as condigbes de vinculag@o ndo sdo tdo simples, ou
quando a segfo transversal possui apenas um ou nenhum eixo de simetria, ou ainda
no caso da barra estar solicitada simultineamente a torgdo e flexdo. A resolugdo de
problemas deste tipo, em barras de comprimento longo, envolve equagdes
diferenciais escritas em fung#o do angulo de rotagfio (©) e deslocamentos (vp € wp)
do centro de cisalhamento da se¢do transversal. Para as condigbes gerais citadas,
quando se consegue obter uma solugdo fechada, as equagdes sdo de resolugido muito
dificil e trabalhosa, "

Técnicas numéricas, como o Método dos Elementos Finitos, tém sido
utilizados com bons resultados para chegar-se as respostas destas equacSes
diferenciais, englobando adequadamente o problema das barras de segdo delgada
aberta.

Nesse trabalho, trata-se da anélise de barras sobre fundacio elastica ou
fundagdo de Winkler [20]. A fundagBo elastica € simulada com um namero infinito de
molas com deformaco linear, infimamente espagadas e independentes, definidas por
uma constante de mola ou constante de fundagio K. A fundagio elastica pode
limitar-se a um ponto da barra, caracterizando-se um apoio elastico. Considera-se o

fato desta fundagfio elastica ou apoio elastico estar aplicado em um ponto qualquer



9000000200800 00080800008C000CCCFP0CFCGPOIOGIIOIEITOIOIOGTIEYFIRIFIYFTOIIPITITSIPY'

da secdo transversal da barra. Nota-se, neste estudo, a influéncia do valor de
constante elastica no modo de flambagem da barra.

Apresenta-se ainda um estudo dos casos de instabilidade de barras, com
determinagio de cargas criticas e forma de flambagem da barra, seja por instabilidade
de torgdo, flexdo ou por flexdo com torgdo. Nos problemas de segunda espécie,
determinam-se os valores de deslocamentos de flex@o e torg@io nos planos principais
da barra, bem como os esforgos de flexdo e cisalhamento decorrentes destes
deslocamentos.

Admite-se a hipotese de pequenos deslocamentos € o material como sendo
elastico linear, homogéneo e isotropico.

Apresentam-se no capitulo 3 alguns fundamentos da teoria de torgao livre e
flexo-tor¢io com utilizagio da analogia de membrana. No capitulo 4, define-se o
funcional para uma barra de segdo delgada, considerando-se o efeito da nfo
linearidade geométrica. Dedica-se, no capitulo 5, énfase ao estudo da vinculagdo
elastica, tanto para vinculos continuos como discretos nas direcBes v, w e O,
acrescentando-se ao funcional do capitulo 4 os efeitos da vinculagio elastica.

A aplicagdo do Método dos Elementos Finitos para o tratamento numérico
das equagdes diferenciais € feita no capitulo 6, com a determinagio das matrizes de
rigidez parciais para cada tipo de influéncia na barra. O método da Iteragdo Vetorial ¢
apresentado no capitulo 7 para determinagfio de autovalores e autovetores, que
representam a carga critica e 0 modo de flambagem para o tipo de barras em estudo.

Alguns exemplos utilizaﬁ;io-se a teoria apresentada sdo resolvidos no capitulo
8 e as conclusdes finais no capitulo 9.

A listagem completa de um programa de computador desenvolvido em
linguagem Pascal, ambiente Turbo Pascal 7.0, em um microcomputador PC 486-DX

¢ apresentada no anexo A.
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2. BARRAS LONGAS DE SECAQ DELGADA:

Embora as deformacgdes de flexdo de barras comprimidas tenham sido
investigadas experimentalmente por MUSSCHENBROEK (1729) e teoricamente por
EULER (1744) [28] na primeira metade do século dezoito, a possibilidade das barras
sofrerem mstabilidade por flexdo e torg8io foram reconhecidas relativamente tarde,
quando no fim do século dezenove MICHELL (1899) e PRANDTL (1899) [29],
simultanecamente e mdependentemente, resolveram os primeiros problemas de
instabilidade lateral de barras com se¢@o retangular (negligenciando o efeito de
empenamento). Os efeitos do empenamento em vigas I foram estudadas inicialmente
por TIMOSHENKO (1910) [29], cuja continua contribui¢do nesta area € resumida
em seu livro [TIMOSHENKO (1961)][29]. As investigagdes posteriores de
instabilidade por flexio e torglo de barras cuja seg@io transversal tem um eixo de
simetria relacionam o comportamento obtido de acordo com a condigdo de
carregamento. A instabilidade por torcdo de barras ndo-simétricas, sujeitas a
carregamentos passando através do centro de gravidade foi observada pela primeira
vez, para barras de segdo U, por BACH (1909) [29]. Mas, o conceito que o centro de
gravidade ndo € o Unico ponto caracteristico da secdio transversal, apareceu
primeiramente nos trabalhos de EGGENSSCHWYLER (1920} e MAILLART (1920)
{29] que definiram centro de cisalhamento. O progressivo uso de elementos de
paredes de secdo delgada em aeronaves permitiu maior intensidade de pesquisas na
estabilidade destes elementos. A instabilidade lateral de vigas I tem sido tratada por
WEBER (1926} [29] e os primeiros estudos da deformacg@o por tor¢do de colunas
sio devidos a WAGNER (1929) ¢ PUGSLEY (1932) [29]. OSTENFELD (1931) °
[29] verificou que, na flexdo, o centro de rotagdo ndo coincide com o centro de

cisalhamento. Ele obteve solu¢fes corretas para se¢des com um eixo de simetria. Os



anos seguintes trouxeram o incremento de hipoteses simplificadoras dos estudos
anteriores, € a eXpansio para casos mais gerais.

VLASSOV (1962) sistematizou em [6] o problema de flexdo e torgio para barras
de secio delgada aberta. Os estudos de VLASSOV permitiram um tratamento geral da
instabilidade de barras de sego delgada aberta no mundo todo.

No Brasil, pode-se citar que:

A influéncia do bimomento na determinagio de cargas criticas para instabilidade
de flexdio e tor¢io foi estudado por RACHID (1976) em [26]. A consideracio de
problemas de segunda espécie devido a agfio de cargas torgoras e bimomentos foram
tratados por MORI (1978) em [27], onde é apresentado uma automatizagio de calculo
considerando efeitos de segunda ordem.

Com a utilizagdo mais intensa de computadores no processamento numeErco € a
facilidade de métodos numéricos como o Método dos Elementos Finitos, PALERMO
(1985) em [ 1] automatizou o calculo de barras com se¢io delgada aberta para problemas

de primeira e segunda espécie, considerando os efeitos de primeira e segunda ordem.
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3. FUNDAMENTOS BASICOS
3.1. TEORIA DE TORCAO LIVRE.

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos de torgio pura de barras, com
matior €nfase aos casos de barras com se¢o delgada aberta.

Seja a barra reta de sec@o circular cheia, apresentada na figura 3.1, onde
momentos torgores T e T' sfo aplicados em suas extremidades, considerando a
liberdade de deslocamentos fora do plano da se¢do transversal. Diz-se que a barra
esta sujeita & forcde livre. Em outras palavras, a deformagdo angular do/dx, assumida
constante por unmidade de comprimento, obedece a agdo do momento torgor que
provoca apenas o surgimento de tensdes de cisalhamento nas segbes transversais da

viga.

Figura 3.1

Com relaglio a figura 3.1 pode-se dizer que o ponto D, pertencendo ao plano
da seglo transversal, representa o centro de torgdo, assim chamado por nio sofrer "

deslocamentos de translacdo logo, ¢(x) ¢ uma rotagio das segdes transversais em




torno de um eixo que passa pelo centro de tor¢do. No caso da sec@o circular, o
centro de torg@o coincide com o centro de gravidade (CG) da segdo.

Sendo a rotagdo ¢(x) uma fungfio da posi¢do x ao longo do eixo, a rotagio
unitaria, ou por unidade de comprimento, sera determinada em fun¢io do momento
torgor T ao longo da barra.

Sera adoutido que o material ¢ elastico linear, homogéneo e isotrdpico.

A figura 3.2 mostra um elemento de comprimento dx extraido da barra

representada na figura 3.1

Figura 3.2

De acordo com a figura (3.2) observa-se que, apos a a¢io do momento
torcor, © ponto b passa a ocupar a posigéo b' e tera se transladado de um angulo do.

A respeito do dngulo vy pode-se dizer que:

v

-=— 3.1
tgy="p G.1)
ou, com a hipotese de pequenas deformagdes, a tangente do angulo se confunde com
o proprio dngulo.

b’

Ly (3.2)
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O valor bb' corresponde ao comprimento de um arco de raio p e dngulo do,
logo:

bb'=pdo (3.3)

Sabendo-se que a distdncia ab € igual a dx, e substituindo-se o valor de bb'

dado por (3.3) em (3.2) chega-se:

p do
- 3.4
Y= (3.4
ou
Yy=p¢ : (3.5)

Sendo o cisalhamento a unica tensdo atuante e o material elastico linear, tem-
se:

t=Gy (3.6)

ou, utilizando-se a relagdo (3.5)

1=Gpg¢ 3.7

onde G ¢ 0 modulo de elasticidade transversal.

Na torgdo pura a rotacio unitaria @° é constante, logo, de acordo com (3.7),
as tensoes cisalhantes T sfo diretamente proporcionais ao comprimento do raio.

De acordo com a figura (3.3) pode-se dizer que o momento das tensdes
cisalhantes em relagéio ao eixo axial deve ser igual a0 momento tor¢or T. Analisando-
se uma parcela de area dA da secdo transversal pode-se afirmar que a forga cisalhante
resultante da atuagdo de t em dA ¢ tdA, e a correspondente parcela de momento
tor¢or causado por esta forga em relagio ao eixo da barra sera

dT =pt dA (3.8)
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Seclo transversal

TensBes cisalhantes
equilibrantes do

dh=pdp momento torcor

Figura 3.3

Substituindo na equagfo (3.8) o valor de 1 da equagio (3.7) e procedendo-se

a integracio chega-se a seguinte expressio:

T= fG@’ p’ dA (3.9)
0
ou
T = Go' fpz dA (3.10)
0
O momento polar de inércia J; da segdo circular ¢ definido por:
3, =)p*dA (3.11)
Substituindo a definigio de J; apresentada em (3.11) na equagdo (3.10),
obtém-se:
T=Go'l, (3.12)
ou
T
' 313
e (3.13)

A equaglo (3.13) relaciona o momento torgor T e o angulo de rotagio ¢
atraves de GJy, chamado produto de rigidez a torgdo da barra. Integrando-se a
equacio (3.13) ao longo de todo comprimento da barra obtém-se o giro total. Logo, . '

para uma barra de comprimento L. o angulo total de giro sera;




TL

_ 3.14
T (3.14)

¢

A partir da equag@o (3.7) obtém-se uma expressdio para ', substituindo esta

expressdo na equagado (3.13), chega-se:

G (3.15)
Gp @I,

ou

1 =~%E3 (3.16)

A equacdo (3.16) representa, em uma secdo transversal da barra, o valor da
tensdo de cisalhamento devido & tor¢do livre, a uma distincia p do C.G. da segfio.
Verifica-se, desta maneira, que a tensdo de cisalhamento devido & tor¢do livre
aumenta linearmente do centro para a borda da segfio transversal, onde a tensdo sera

maxima.
3.1.1. ANALOGIA DE PRANDTL

A analogia de Prandtl ou analogia de membrana estabelece certas relagdes
entre a superficie elastica de uma membrana uniformemente carregada e a
distribuicdo de tensdes de cisalhamento numa barra solicitada & tor¢do. Seja uma
membrana homogénea, com o mesmo contorno da se¢do transversal do elemento
sujeito a torglo, solicitada por tragio uniforme nos bordos e por pressdo distribuida
na superficie. Pode-se mostrar que a equagdo diferencial da superficie elastica desta
membrana tem a mesma forma da equacio que determina a distribuicio de tensdes ao
longo da se¢do transversal da barra solicitada a torgdo livre [14]. Se S for a forca de
tragdo por unidade de comprimento na linha de contorno da membrana, g a pressio
por unidade de area e ¢ o dngulo de torgio por unidade de comprimento da barra, as

duas equacdes mencionadas acima serdo idénticas se;

4q_ ,
5 =260 (3.17)

Sendo esta condigio satisfeita, tem-se as seguintes relagdes entre a superficie

da membrana e a distribui¢do das tensBes de cisalhamento na tor¢do:




- A tangente & linha de contorno, em qualguer ponto da membrana
deformada, fornece a dire¢do da tens@o de cisalhamento no ponto correspondente da
secdo transversal da barra solicitada a torg3o.

- O deslocamento angular maximo da membrana, em qualquer ponto, € igual
ao modulo da tens@o de cisathamento no ponto correspondente da barra solicitada a
torgao.

- O dobro do volume compreendido entre a superficie da membrana
deformada e o plano que passa pelo seu contorno, ¢ igual aoc momento de tor¢do da
barra.

Estas relagdes podem ser mostradas de maneira imediata no caso de uma

barra circular.

10
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Figura 3.4

Supondo a membrana circular apresentada na figura (3.4), uniformemente

solicitada a tragdo pelas forgas S e solicitada por uma pressio uniforme q.

Considerando-se uma parte concéntrica da membrana de raio r, observa-se que a
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pressio total nessa parte é nr’q. Esta pressio é equilibrada pelas forgas de tragio S,
distribuidas uniformemente ao longo de uma circunferéncia de raio r, e tendo como
direcdo a tangente a membrana deformada. Representando por u os deslocamentos da

membrana normais ao seu plano, obtém-se:

du
'q=-2 — 3.18

nreg wrS o (3.18)
logo,

du gr
- = 19

dr 28 7 (3.19)
Substituindo na equagio (3.15) /S pelo valor apresentado na equagio (3.17),

obtém-se:

du

T =Gor (3.20)

No segundo membro desta equagdo encontra-se a expressdo conhecida da
tensdo de cisalhamento devido & torgdo livre de um eixo circular. Portanto, o
deslocamento angular da membrana deformada fornece a grandeza procurada desta
tensdo de cisalhamento. O deslocamento angular méaximo da membrana, em cada
ponto, manifesta-se na direcio do meridiano. Para uma membrana circular a tensio
de cisalhamento, em cada ponto, tem como diregiio a perpendicular ao raio, pois as
tangentes as linhas de contorno fornecem esta direcdo. Esta conclusio coincide com
o resultado da teoria elementar da tor¢@o. Para determinar o momento de torgdo que
produz as tensbes dadas pela equagdo (3.20), calcula-se o volume compreendido
entre a membrana deformada e o plano que passa pelo contorno AB. A integracio da

equacdo (3.20) fornece a superficie elastica da membrana:

uz%’i(az—rz) (3.21)

¢ 0 volume procurado €

V:J:ZRrudr

mat

4

V=Go (3.22)
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Comparando esta expressio com a formula usual do momento de torgdo,
conclui-se que, na analogia de membrana, o dobro do volume fornece a grandeza do

momento de tor¢io.

3.1.2. SECOES ABERTAS DE PAREDES DELGADAS

As expressdes aproximadas para a distribuigdo das tensdes de cisalhamento ¢
o giro para uma barra de se¢io delgada aberta sio obtidas, a partir das expressdes
utilizadas para aplicacdo da analogia de membrana a uma segdo retangular estreita
[24].

Neste caso, as hipdteses serdo analogas aquelas de torgo de barras com
secdo cheia, ndo se considerando o surgimento de tensdes axiais na barra devido ao
empenamento da secfo, visto que, a analogia refere-se 4 torgio livre. (sem
empenamento). A parcela de for¢do com empenamento, caracteristica das barras de
secdo delgada aberta, trata-se no item 3.2. (Teoria de Flexo-Torgio).

As barras de secdo delgada aberta resistem i tor¢do como uma segdo
retangular estreita e as tensdes de cisalhamento devem ser determinadas substituindo-
se a altura b da segdo retangular pelo comprimento da linha de esqueleto da segdo
delgada aberta.

Aplicando-se a analogia de membrana para estes tipos de se¢des transversais
onde a altura b excede em muito a espessura ¢, a influéncia dos lados menores na
forma da membrana ocorre somente até uma distancia deste lado, na ordem de
grandeza . Desprezando estas regides de extremidade, pode-se admitir a deformagdo

da membrana como parabdlica ao longo dos lados maiores. (figura 3.5).

12



ou

Tp =1G O (3.26)

O momento de torgdo correspondente ¢ o dobro do volume compreendido
pela membrana. Desprezando o efeito dos lados menores do retdngulo sobre a
deformagdo da membrana e calculando o volume como se fosse um paraboloide de

comprimento b, tem-se:
ubt (3.27)

Substituindo-se (3.24) em (3.27);

1
Tng»thG(p (3.28)
Onde:
TL
¢ = {3.29)
-b 3
3 t°G
Substituindo-se (3.29) narll equacio (3.26), obtém-se:
T
Tour = T (3.30)
I 2
=bt

As expressdes (3.29) e (3.30) coincidem com as formulas para torgdo livre de
barras de se¢do delgada desenvolvidas em [24], mostrando desta maneira a validade

da analogia de membrana para barras com este formato de segdo transversal,
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3.2. TEORIA DE FLEXO-TORCAO

No item 3.1. apresentou-se um resumo da teoria de tor¢éo livre, no qual foi
assumido a existéncia de um momento torcor aplicado nas extremidades de uma barra
cuyjas segdes transversais estavam livres para empenar. Sob tais condigbes, o
empenamento € o mesmo ao longo do comprimento € ocorre sem que surjam tensdes
axiais. Este € o caso em que a torgdo é constante ao longo da barra.

Nos casos em que 0 momento tor¢or ndo € constante, ou ocorra ©
impedimento ao empenamento em alguma segdo transversal, tem-se a situagio de
torcido ndo-uniforme. Estes casos podem ser visualizados através das figuras 3 6A e
3.6B. Em tais situa¢des o empenamento ird variar ao longo do comprimento e
ocorrerdo tensdes de compressdo ou tragio nas fibras longitudinais.
Consequentemente, a variagio do angulo de giro ¢ das se¢Oes transversais nio mais

sera constante mas, variavel ao longo do eixo da barra.

T T
([~ [ ;
v 2V
FIG. 3.6A) Variagdo no modulo do FIG. 3 6BMmpedimento de
momento torgor ac longo da barra. empenamento da se¢do na

regido do engaste.

O efeito de flexo-tor¢do ocorre com maior intensidade nas barras de secgo
delgada aberta, podendo citar, como exemplo, o caso de uma viga I simétrica ( Fig.
3.7) rigidamente engastada em uma das extremidades e livre na outra. Aplicando-se
um momento tor¢or T na extrermdade livre, onde a secldo transversal da barra
caracteriza-se por total liberdade para empenar, ocorre um deslocamento longitudinal

das mesas. No entanto, na extremidade engastada os deslocamentos estdo impedidos,

a segio fransversal esta restringida ao empenamento e o deslocamento longitudinal

das mesas € zero. Assim a medida que se analisam as se¢des mais proximas ao

engaste ocorre uma maior rigidez ao empenamento. Esta situac8o reflete-se em uma

15
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deformagdo longitudinal ndo uniforme das mesas da viga € consequentemente, o
surgimento de tensdes axiais nestas. Nos casos de tor¢do ndo-uniforme, pode-se
dividir o momento torgor T em duas parcelas denominadas T, e T, Aparcela T, ¢

devido aos efeitos de torgéo livre e T pe devido aos efeitos de flexo-torgdo.

Figura 3.7

A partir da segfio transversal apresentada na fig. 3.8 serfio feitas as seguintes
cosideracOes: i

X, Y e Z sdo eixos que passam pelo centro de gravidade da segiio (CG).

A linha de esqueleto é representada por uma linha tracejada equidistante dos
bordos das paredes da secao.

s € uma ordenada ao longo da linha de esqueleto.

t € a espessura da parede.

D ¢é o centro de forgdo.

CG € o centro de gravidade.

@ € o giro da segdo transversal,




segdo fransversal

C.G. : D

FIGURA 38

As seguintes hipoteses serdo admitidas para a teoria de flexo-torcio:

- Deve-se abandonar a hipotese de as se¢Oes permanecerem planas, as secdes
transversats estdo sujeitas ao empenamento.

- A barra ¢ constituida de um numero finito de placas delgadas e estreitas,
planas ou curvilineas. Supde-se que a ligacdo entre estas placas ao longo das arestas
seja rigida e de tal modo que o deslocamento relativo entre placas seja impedido.

Sendo ty, o maior valor de espessura da se¢io, d uma dimens3o caracteristica
da secfo transversal e £ o comprimento da barra, sio admitidas as seguintes relagdes
para as dimensdes do perfil: ”

t

|5
IA

0.1 . (33D

<01 (3.32)

e | O o

- A seclo transversal € constante ao longo da barra, mas a espessura pode
variar ao longo da linha de esqueleto.

- A secio € rigida em seu plano.

As caracteristicas geométricas da segdo transversal em questio, de acordo

com a resisténcia dos materiais, s3o:

17
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- Momentos estaticos

S, = fy dA (3.33)

sl

S, = fsz | (3.34)

st

- Momentos de inércia

1, =)z da (3.35)
A .

3, =ly? aa (3.36)
A

- Momento centrifugo

T, =1lyz aa (337

A
Além destas caracteristicas geométricas, a teoria de flexo-torcdo define outras
que estdo ligadas ao conceito de superficie setorial, desenvolvidas em [6] e
apresentadas em [1].
Para este fim, seja a fig. 3.9 onde ¢é mostrada a segdo transversal de uma barra

de segdo delgada:

Seclio pendrica A

Y%

C.G. Z

Tangente 4 seqlio

Figura 3.9




Arbitrando-se um ponto C na linha de esqueleto, ao qual serdo referenciadas
as areas setoriais de pontos da segfio, e um ponto genérico B no gual se deseja
conhecer o valor da area setorial, pode-se tragar uma reta passando pelo ponto C
perpendicular a reta tangente a linha de esqueleto no ponto B, o ponto de encontro
destas retas serd A. Desta maneira pode-se definir a area setorial em B, com relagdo
ao ponto €, como o produto da medida CA pela medida BA. A area setorial serd
representada pela letra @ e € o dobro da area do setor. A area setorial pode ser
calculada em todos pontos da segdo, levando a um diagrama de area setorial em
relagdo ao ponto arbitrado. A partir do diagrama de area setorial, podem-se encontrar
as seguintes caracteristicas geométricas em 'reiagzﬁo a um ponto escolhido.

- Momento setorial estético.
S, = rm dA (3.38)
51

- Momento setorial de inércia.

I,=lo? dA (3.39)

A

- Momentos setoriais centrais de inércia.

J :J-coz dA (3.40)

vz

A
Jo, = oy da (3.41)
A

Com referéncia as expreééﬁes de (3.33) a (3.41), tem-se:

- Quando os eixos Z e Y tem origem no centro de gravidade da segdo, as
expressdes (3.33) e (3.34) sio nulas para toda a area da se¢io transversal.

- Se os emxos coordenados Y e Z forem principais de inércia, a expressido
(3.37) se anula.

- O momento setorial estatico, (3.38), deve ser nulo quando integrado em

toda segdo transversal, mediante conveniente escotha de origem para a ordenada s.

- Existe um ponto, chamado polo das superficies setoriais, que satisfaz a

condi¢do dos momentos setoriais centrais de inércia (3.40) e (3.41) serem nulos. Para

o célculo das coordenadas do polo das superficies setoriais arbitra-se um ponto C em

i9



uma posi¢do da linha de esqueleto com coordenadas y. e z, em relagio ao centro de
gravidade da se¢do. As caracteristicas geométricas loy € Ipz devem ser calculadas
com relagdo ao ponto C arbitrado. A partir dos valores de caracteristicas geométricas
calculados para o ponto arbitrado C, as coordenadas do polo D das superficies

setoriais podem ser obtidas de acordo com as seguintes equagdes.

1

y=y.-7 o (3.42)
Y
1

z = ZC_TJ“’Y (3.43)

Z

No que se refere as tensdes atuantes € que surge a diferenga entre a teoria de
Vlassov [6] ¢ a teoria de torgdo livre de Saint-Venant [13] pois, na torgio livre
devido a hipotese de deslocamento uniforme das se¢Ges transversais, as tensdes
resultantes sdo apenas tangenciais ou seja, o equilibrio de um elemento infinitesimal
longitudinal ¢ feito somente a partir das tensdes de cisathamento nele atuantes. Na
flexo-torgdo, as tensdes de cisalhamento ndo séo suficientes para o equilibrio deste
elemento imfinitesimal, o que leva ao aparecimento de tensdes normais, mesmo que
somente cargas torgoras estejam atuando externamente.

A parcela de torgdo livre para segdes delgadas, de acordo com a analogia de

membrana, mostra que a tensdo cisalhante ¢ dada pela seguinte expressio:

T
rg:2j—fCR y (3.44)

Onde:

Cr € uma ordenada perpendicular ao esqueleto com origem nele.

I; € o momento de inéreia a torcéo.

T, ¢ o momento de torgdo livre, e tem a seguinte relagio com o angulo de
giro .

Tr=Glo (3.45)

Onde:

G é o modulo de elasticidade transversal.,

20
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Seja a expressdo que representa o deslocamento de um ponto na linha de
esqueleto da secdo transversal, conforme apresentado em [1].

u(x, s} = g{x) = w' () As) ~ v (x)y(s) — ¢ (x)es) (3.46)

Admitindo-se a teoria de pequenas deformagdes e considerando-se tragdo

como positiva, a tensdo normal atuante € dada por:

ou
6=E—= (3.47)
X

onde E representa o modulo de elasticidade longitudinal.

Diferenciando a expressdo (3.46) com relagio a x e colocando o resﬁltado na
expressdo (3.47), tem-se:

o= E[g(x) — wr(x)2s) ~ v(x)y(s) — pr(x)ex 9] (3.48)

A existéncia de tensbes normais, leva a ocorréncia de tensdes cisalhantes.
Procedendo-se o equilibrio destas tensdes normais para o elemento infinitesimal da

figura 3.10, obtém-se T em funcio de o.

21

Figura 3.10

Admitindo-se que no elemento infinitesimal da figura 3.10 a forga volumétrica

seja nula, tem-se a seguinte equagio de equilibrio:

olot) o(1t)
ox T os =

0 (3.49)
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A expressdo da tensdo cisalhante atuando na espessura 8 ¢ dada por:

1| ?50‘ ]
— ¥ 3.50
(x, s) t\_ ;laxtdsj (3.50)
Substituindo-se na equagdo (3.50), ¢ pela relacio (3.48) e fazendo-se as

operagdes necessarias, resulta a seguinte expressdo para t(x,s):

w(x,9 =~ gA - wrx)S, (9~ ve(x)S,(9) - 0 (x)Se(9] G5

onde

A(s) € a area da parte da secio compreendida entre as coordenadas s, e s
(figura 3.7)

Sy(s), S,(s) e S,(s) sdo os momentos estaticos do ponto s da secdo.

De acordo com a resisténcia dos materiais os esfor¢os solicitantes tém as
seguintes definiges:

- Forga normal (posttiva quando de tragao)

N=]odA (3.52)
A

- Momentos fletores

M, = Joy dA (3.53)

A

M, =)oz dA (3.54)

A

- Forc¢as cortantes

Q,= ,{(‘ 1) dz (3.55)
Qy :f{('c t) dy (3.56)
De maneira analoga a estas defini¢bes, Vlassov [6] introduziu:

- Bimomento

B= oo da (3.57)

A

- Momento de flexo-tor¢io

Tq = I1t do (3.58)
A
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Utihizando nestas defini¢des as expressdes de o e T dadas por (3.48) e (3.51),

respectivamente, obtém-se as seguintes relagdes:

N=EA g(x) (3.59)
My = - E Iy wg"(x) (3.60)
M, =E I, vg"(x) (3.61)
Q. =-E Jy wg"(x) (3.62)
Qy=-EJ, vg"(x) (3.63)
B=-ElJ,0"x) (3.64)
Tg = - E Iy ¢"(x) (3.65)

Onde g', w", v", w", v" s8io as derivadas em relagdo a x das funcdes dos
deslocamentos, nas dire¢Ses dos eixos X, Y, Z, em pontos da segfo transversal,
As expressdes das tensdes normais e tangenciais devido a flexdo e a torgio

podem ser colocadas em fungio dos esforgos solicitantes, na seguinte forma:
N M, M, B

G:Xw T, z+-J—Z—y+Em (3.66)
11Q, T 1
1= ~3L%Sy(s) + J—:sz(s) +3§Sm(s) ] (3.67)

A tensio cisalhante dada pela expressdo (3.67), deve ser acrescida a
distribuigdo de tensdes cisalhantes da tor¢o livre dada pela expressdo (3.44). Tem-se
desta maneira a distribui¢do de tensdes na espessura.

De acordo com a teoria de Vlassov [6], a torcdo de uma barra é composta
por duas parcelas, a de torgédo livre T, , caracterizada pela torgdo com empenamento
livre ou seja sem aparecimento de tensdes normais € a de flexo-torgdo T,
caracterizada pelo aparecimento de tensdes normais nas se¢des transversais da barra.
A expressdo (3.68) representa a torgdo total T, atuante.

T,=T,+T, : (3.68)

Utilizando as expressdes (3.45) e (3.65) em (3.68), obtém-se;




T, =G J, 0'(X) - E Jg, 0"(x) (3.69)

A equagio (3.69) € a equagio classica da flexo-torgéo.

Admitindo-se:

[EJ,
K = ol (3.70)

Resolvendo a equagio (3.69) chega-se a solugio geral, dada por:

B=C enh(f—]w t(——’-(-)JrKZ (.71
=C, senl = |+C; cosh m :

Onde:

m ¢ 0 momento de tor¢do uniformemente distribuido ao longo de x.

C1 e Cp sdo constantes a determinar de acordo com as condi¢bes de contorno

da barra.

Sabe-se que:

Para extremidade livre (vinculo de garfo)

o(x)=0
¢'(x) € desconhecido

o"(x)=0 ~ ( quando ndo existe bimomento aplicado )

Para extremidade engastada
o(x)=0
0'(x)=0

Para extremidade com carga aplicada
EJ ¢''(x) = Z:I’Emi

onde P; sdo as cargas aplicadas em pontos de drea setorial o; .
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4, O EFEITO DA NAO LINEARIDADE GEOMETRICA:

Seja um elemento de barra de comprimento L e area A, sujeito a uma forca de
tracdo F.

De acordo com a lei de Hooke :

o= Eg 4.1)

onde:

o é a tensdo normal atuante na barra

E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal.

€ € a deformac&o longitudinal.

Figura 4.1

O produto de uma forga atuante em um corpo pelo deslocamento causado por
esta mesma forga, representa o trabalho realizado. A figura 4.1 representa o grafico
tensdo-deformacgio do material utilizado neste estudo, o qual é elastico linear. A area
hachurada indica o trabalho de deformagao produzido pela forca F. |

Logo, o trabalho por unidade de volume é:
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1
Se considerarmos um elemento infinitesimal da barra, tem-se:
i
dW:EGS dx dy dz (4.3)

Generalizando-se para um elemento infinitesimal de volume dx dy dz, sob agdo

de tensdes normais e cisalhantes, a expressdo do trabatho sera representada por:
1
dW = 5 (crxax FOE, FOE, +T, Vo TV 'cyzyyz)dx dy dz (4.4)

onde;

o € a tensio normal na diregdo i

gj € a deformacfo normal na direcdo de oj

T;j € a tensao cisalhante atuando no plano perpendicular a i e na diregdo de j.

vjj € a deformagdo de distorgdo correspondente a Tyj.

Em uma estrutura, o trabalho total realizado é composto pela soma do trabatho
na deformacfo, executado pelos esforcos internos, ¢ o trabalho das forgas externas, ou
seja:

W=W, +W, (4.5)

A expressdo (4.5) pode ser escrita utilizando o conceito de energia potencial,
pois, a energia potencial dos esforgos internos, ou energia de deformagio, acrescida a
energia potencial das forcas externas, ou apenas energia potencial, resulta na energia
potencial total da estrutura, (eq. 4.6).

n=U+V , (4.6)

onde:

U representa a energia de deformagio

V representa a energia potencial das forgas externas.

No que se refere ao estudo da estabilidade de uma estrutura, algumas formas de

equilibrio devem ser analisadas.

Seja a barra apresentada na figura 4.2, indeformavel e presa em sua extremidade

a uma mola de constante elastica K.
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Figura 4.2

Assume-se que os deslocamentos sdo muito pequenos, podendo-se linearizar o

seno do angulo o com o proprio angulo. Desta maneira, pode-se dizer que os valores de

Sy € Oy s3o dados por:

8, =La 4.7)
Laz
o, = 5 (4.8)

A energia de deformagio da mola vale:
I 2.2
U=-KLo (4.9)

E a energia potencial da 7carga externa P (adotando como referencial o nivel da

posicio inicial da carga) vale:

ou seja,

PLo?
V- (4.10)
2

A energia potencial total (), do sistema, de acordo com (4.6) sera dada por:

l 2
m=— Lo’ (KL-P) (4.11)
A energia potencial total é extrema quando:
—dlt“ = | 4 1é
dC{ - ( : )
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LofKL-P)=0 (4.13)

Na expressdo (4.13) para que a igualdade torne-se verdadeira as seguintes
situagdes podem ocorrer:

a=0 (4.14)
ou |

KL-P=0 (4.15)

Como admitiu-se um pequeno deslocamento na barra, a condigio (4.14) esta
descartada, restando a expressio (4.15). Ou seja: _

P=KL : (4.16)

Fazendo-se o estudo da segunda derivada da energia potencial total tem-se o tipo
de equilibrio da barra, logo:

g:fzKLz—PL 4.17)

Para o valor de P apresentado em (4.16) tem-se um valor zero para a segunda

derivada (eq.4.17). Portanto pode-se dizer que o equilibrio ¢ indiferente ou a energia
potencial ¢ estacionaria.

O valor de P apresentado em (4.16) ¢ chamado de critico e provoca mudanga no
tipo de equilibrio da barra. Para valores de P abaixo do critico, a segunda derivada ¢
positiva € a energia potencial passa por um minimo ou seja, € a condigiio de equilibrio
estavel (eq. 4.18).

d’n

dot

Pode-se concluir que no equilibrio estavel a estrutura assume uma posigio de

>0 | (4.18)

minima energia potencial, € mesmo sofrendo uma pequena perturbagio em sua posigio
inicial, ela tende a retornar a posicdo de equilibrio. No caso de equilibrio instavel, a
estrutura quando perturbada nfo retorna a posi¢io inicial.

Com base nos conceitos de equilibrio apresentados verificam-se duas situagdes
de carregamento axial atuando na barra que podem alterar o equilibrio da mesma ou seja,

carregamentos centrados e excéntricos.
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Figura 4.3

Na figura 4.3 tem-se uma carga P aplicada no C.G., e inicialmente a barra possui
equilibrio estavel. Gradativamente aumenta-se a carga P até um valor Py chamado de
carga critica, para o qual a barra quando deslocada de sua posi¢io inicial assume grandes
deslocamentos. Esta situagdo caracteriza um problema de primeira espécie onde, para
valores abaixo da carga critica a estrutura quando deslocada retorna a sua posigéo inicial.
Ao ser atingida a carga critica, a teoria de primeira ordem, ou o tratamento do equilibrio
na posigio indeslocada, deixa de ser valida. E necessario o uso de teorias que
consideram o efeito da posig@o deslocada no equilibrio.

A analise do equilibrio na posi¢do deslocada revela um comportamento chamado
bifurcagdo do equilibrio, onde ocorrem dois caminhos possivels, ‘a’ e ‘b’, para os

deslocamentos, como mostra a figura 4 4.

P
fb
8/ a
Y 7
/\b
i
0 I
Figura 4.4
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No caso da fig. 4.5 tem-se uma carga P sendo aplicada com excentricidade 'e' em
relacdo ao C.G. Nesta situacdo, desde o inicio do carregamento a barra possui um
equilibrio estavel na posi¢iio deformada e teoricamente este equilibrio pode manter-se

indefinidamente desde que o material siga também indefinidamente a lei de Hooke.

{7 ,,,LJ I

Figura 4.5

Este ¢ um problema de segunda espécie, no qual o carregamento ultimo é
definido como aquele que permite grande variagdes de deslocamento para variacdes tdo

pequenas quanto se queira do carregamento.

4.1. ENERGIA DE DEFORMACAO:

Nas barras que terdo sua estabilidade estudada segundo a teoria de Vlassov [6],
as tensOes internas consideradas sfo a tensfo normal © e as tensdes cisalhantes T, devido

4 torgdo livre. A energia de deformagio, segundo a expressdo (4.4) para estas tensdes

internas ¢ dada por:
1
dU:"z-(Ga+'tﬂg)dxdydz (4.19)

Para um material homogéneo isotropico, em regime elastico linear, as relagdes
constitutivas utilizadas em [1] s&o:
o

£=— 420
- (4.20)
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e
X (4.21)
Y= G :
O uso das relagdes constitutivas na expressdo (4.19) leva a seguinte expressio:
1o <3
dU = —L—E— + E de dy dz (4.22)

Substituindo-se, na expressio (4.22), ¢ e 1, pelas expressdes

°Ta JYZJZyJO |

@&

€

T,
—=C, (4.24)

Ty szt

A expressao da energia de deformacdo da estrutura tem a seguinte forma:

G o )2 2
1N My M, B 1( T, ] |
u=] loi=|~-=% — Lo | dA 425

1{ izLELA i, o0, Y+Jmmj GUr ) | o (4.23)

Desprezando a parcela de contribuig¢io da deformacio por for¢a normal (N), em

(4.25) por ser pequena frente as outras, tem-se:

Ifllri M, BV 1[1@ }ﬂl
U= LAZLEL y+—mJ +—= 2~j—t—cr jldAdx (4.26)

Lembrando-se as condigdes de ortogonalidade apresentadas em [1] e que um
diferencial de area pode ser colocado na forma:

dA =dc, ds (4.27)

A expressﬁo (4.26), quando integrada na se¢io transversal, torna-se:

M} M2 B2 | 1@3\2]1

]L%L Y JmJ +~6LJ—J de (4.28)
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A expressdo (4.28) representa a energia de deformagdo colocada em fungdo dos
esfor¢os produzidos na estrutura. Para colocar a energia de deformagdo em fungdo dos

deslocamentos v, w e o, utilizam-se as seguintes relagdes:

My =-E Jy wg"(x) (4.29)

M, = E I, vg"(x) (4.30)

B=-ElJ, 0" | (4.31)
T

1 =2-5C, (4.32)
Tt

De acordo com as hipOteses apresentadas, as barras analisadas sio de secdo
constante € o polo das superficies setoriais coincide com o centro de cisalhamento.
Assim, a expressdo da energia de deformagdo, colocada em fungio dos deslocamentos v,

w e © do centro de cisalhamento (D), é dada por:

U= J~[ET,vi? + BT, wh? + ET 052 + GI v?d 433
_LZ[ VL +EIywh + B of” + Gl oL |dx (4.33)

4.2. ENERGIA POTENCIAL DAS TENSOES DE PRIMEIRA NOS
DESLOCAMENTOS DE SEGUNDA ORDEM:

A existéncia desta parcel:é fica evidenciada pelo exemplo a seguir.

Seja uma viga com carregamento no plano Xy e gue assume uma posicdo
deformada com deslocamentos v, Wy, € ¢, de uma secdo genérica. Considerando-se as
tensdes referentes aos deslocamentos w, e @, produzidos pela instabilidade, como
pequenas de primeira ordem, seus efeitos reciprocos so de segunda ordem e, portanto,
negligenciaveis. Entretanto, as tensdes produzidas pelo deslocamento v, e dependentes
do carregamento, terdo seu trabalho na rotagdo de torgio da secdo ndo desprezivel e

portanto, a sua contribuigio devera ser levada em conta.




ARAA AL A LN A XA A XA A AL A AN AR A AN ANZ A2 ES A LNEZNEZX A A LA RDAELN;

33

Com o carregamento sendo feito em dois planos, deve-se somar também o
trabalho das tensdes devido a w, nas rotagbes & expressdo final da energia de
deformagdo.

Sendo assim, de acordo com [1] a parcela de energia a ser somada ¢ dada como:

A :j. ~[(o"a" + TV +'£xz}r;z)dA dx (4.34)
I A
Onde ,
XM, M B

CTATy, Ty
1 Q, |

Ty =1 5,09+, (9 fsen a9 (4.35)
1] Q, |

Te =73 ?z S,(s)+ J” S,(s) |cosals) (4.36)

afs) € o dngulo que a tangente da linha de esqueleto faz com o eixo z. (figura.

4.6). £, vy, evy,, sio deformagBes de segunda ordem, dadas por:

L& 1F[au]2 avjz [@w d

= —— 4 ] | o— — 4 37
& ax+z!_ax oxd ok J (437)
. _Ov o udu v Owow (4.38)
T Tk Ty Toxay oxdy | ox dy '
L _Ow . On udu viv Oowow (4.39)
V"5 "oz Toxoz oxiz ox oz '




34

.G, B Z
fjﬁ’ /—-—Tangent&
Linha de
esguelato
v ¥
Figura 4.6

Devido a instabilidade ocorrer com deslocamentos v,w e @, a parcela referente ao
deslocamento u, por ser pequena em relacfio as outras, pode ser retirada das expressfes

(4.37), (4.38) e (4.39). Resultam as seguintes expressdes para e*, y,, € v5,:

1_ 2
-]
2ilax) " \ox
L oy owdw
Yo = ox T ax oy T ox oy #4D
. ow v owow
Voo o Yok oz ox oz (4.42)

4.2.1. ENERGIA POTENCIAL DA TENSAO NORMAL

Quando o carregamento externo produzir momentos fletores de primeira ordem
constantes ou nulos, com tensdes cisalhantes de primeira ordem nulas, a energia

potencial das tensdes de primeira ordem nos deslocamentos de segunda ordem ¢
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reduzida apenas a parcela de tensdes normais. Assim, de acordo com [1], a energia

potencial das tensGes normais de primeira ordem tem a seguinte expressao:
® 1 j. y 2 r 2 12 r 2 ( ' ' ) '
V, =7 Nivy" +wh +i, 05" +2lypwp — 2V j0p |+
L

+2M[(K, - Yo Jop? - 0w - 2M,[(K, = Zo o, +0pvh] + BP—“’—cp;f} dx

Onde:
i, € o raio de giragdo polar em relagdo a um eixo passando pelo centro de flexdo
e com a definigdo
I, +3

i2 =yl 4zl + yA : (4.44)

Ky e K, sdo as coordenadas do centro do circulo de estabilidade nos eixos y e z,

respectivamente. Suas expressdes s&o:

K, = %J’y(y2 +z*) dA (4.45)
zZ A
K, = ;—Iz(yz +2) dA (4.40)
21,5 ‘_

Ug, - Vlassov [6] definiu esta nova caracteristica, de mesma dimensdo que o

momento setorial de inércia, com a seguinte expressao:

U, = Joly?* +2?) da (4.47)

A
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4.2.2. ENERGIA POTENCIAL DAS TENSOES CISALHANTES

Quando existem cargas transversais e consequentemente tensdes cisalhantes,
deve-se acrescentar esta parcela de energia a expressdo (4.43). Para calcular a energia
potencial das tensbes cisalhantes nas rotagdes da secdo transversal, despreza-se a
contribuigio da deformabilidade devido a cortante por ser pequena frente aquela do

momento fletor relacionado. As expressdes para vy, ey, tornam-se:

. _Ovov owow
Yx}'_éxay“}“ax oy (4.48)
. Oviv  Ow ow
Y= "oz ox oz (4.49)

Assim, de {1}, a energia potencial das tensdes cisalhantes sera representada pela

exXpressao:

V; = JIM;[(YC - YD)(P;J(PD ”*(PDW;)] WM;HZC - ZD)‘P;)@D +(9DV,D”6X

L

4.3. ENERGIA POTENCIAL DAS CARGAS TRANSVERSAIS

As cargas transversais sio constituidas por:

- Forgas distribuidas gy e q; ¢ forgas concentradas Py e P, aplicadas nas
dire¢des y e z, respectivamente.

- Momentos Mgy € Mg, cujos planos de agdo sdo perpendiculares aos eixos y e z,
respectivamente.

- Momento de torgdo T e carga de torgo distribuida m.

- Bimomento aplicado Bs.

A energia potencial de qualquer um dos carregamentos pode ser escrita,

genericamente, como:
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Vo= - Fy dg 451
onde:
F, € o carregamento aplicado
d4 € o deslocamento medido na dire¢dio e sentido deste carregamento
externo.

A energia potencial das cargas transversais pode ser separada nas seguintes
parcelas:

- Cargas concentradas Py e P, e cargas distribuidas Gy € gz

Vo =Py, ~Pw, - J{a, vy +q,wpdx @52)
i

onde os deslocamentos sdo aqueles do centro de flexdo.

- Momentos Mgy ¢ Mg
Vep ==Mg, Wi =Mg, V] (4.53)

- Momento de tor¢do concentrado Ty e carga de torgao distribuida m.

V,, = T,0,+ | mg, dx (4.54)

L

A auséncia do sinal negativo na expressio (4.54) é devida a convencdo de cargas

de torgdo e dngulo de rotacio @, positivos, ser contraria.

- Bimomento (Bg)
As tensOes normais externas que representam o bimomento aplicado sfo
distribuidas segundo a lei;

By,
O, = ]

® (4.55)

4]

Sabendo-se que os deslocamentos dos pontos de aplicagdo destas tensdes

seguem a let das superficies setoriais, tem-se:
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u, = ple (4.56)
A energia potencial do bimomento aplicado sera dada por:
V., =-lo.u, dA (4.57)

A
Substituindo-se na expressiio (4.57) o e up pelas relagdes (4.55) e (4.56),
respectivamente, e fazendo-se a integragéo, resulta:
Veq =-Bg, ¢ (4.58)
A energia potencial das cargas externas, que ¢ a soma das expressdes (4.52),
(4.53), (4.54) e (4.57), pode ser escrita, em sua forma completa, como:
V.= mZPyivi - ZPziwi - ZME)&_ Wi — ZMEzj v+

(4.59)
+ 2.Ti0; '*‘ZBEi o; + I(m(PD ~qyVp ~ qZWD) dx
L

4.4. ENERGIA POTENCIAL TOTAL

Somando-se a energia de deformagio (4.33) com a energia potencial das tensdes
de primeira ordem nos deslocamentos de segunda ordem, dada pelas parcelas (4.43) e
(4.50), com a energia potencial das cargas transversais externas, dada por (4.59), obtém-

se uma expressdo da energia potencial total que, colocada na forma de um funcional, é

do tipo:
T= fF(VD,vb,v’ﬁ,wD,wb,W'{),@D,cpb,(p'b)dx - ZPVivi - ZPﬁwé +
L ’ (4.60)
- ZMEyi wi— ZMEzi v + 2 To, —ZBEi(;)g
onde:
I
F= E{Ejzvgz +EJ, wi +EJ 0 +GI,of + N[vZ +wi? +ile? +
i 3 ' UW ¥2 P2 ' ' :
+2(yDWD - ZDVD)(E)D] + B“}"E;(PD + ZMZ[(K}, - YD)@ ”(PDWD] + (4.61)

—ZMY[(KZ -z, oy +<i>;>v;)] +2M;[(y¢ ~ Y5 )0h0p ~ 0 wWh |+

sz;[(zc —ZD)(pDcp;) +(pDv;)] +2mo, —2q,vy, w:zqzwD}
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A energia potencial total sera extrema na posigdo de equilibrio. Para encontrar o

extremo do funcional (%), recorre-se as equagdes de Euler, ou seja:

oF df oF dz(ﬁF]
> de(av;)]%ﬁ Rk (4.62)
F df oF ) d& [ oF J

- = 4,
oW, dx(aw;J’dez wr )0 (4.63)
OF d[@F] dz(éF]

_9 + ~0 4.64
dop,  dx\do, ) dx*agn, (4.64)

A aplicaciio das equagdes (4.62), (4.63) e (4.64) para o funcional da energia

potencial total conduz as seguintes equages diferenciais nas fungdes v, w, e @ ;

ET,vY —[N(v} - qu);))]f + (My%)” ~q,=0 (4.65)

”

B, wh - [N(w, +y,05)] +(M,05) -a,=0 (4.66)
EJ 0N —GJ 0 - {N i2 +2M,(K, - v,)~2M, (K, - o) +B«I}J-f~°~}pg +

z

Nlypwh = 2pvp )} +M,wh +M,vh +m+[Ms(z, - 2,) - Mi{y. v, o, =0

........ (4.67
onde:
M{ =q, ' (4.68)
M7 =—q, (4.69)

As relagdes (4.68) e (4.69) sdo explicadas na figura 4.7 em que utilizaram-se as

seguintes relagdes entre cortantes e momentos [1].

Q,=-M;
Q, =M,
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IES s [ R
dy QyT l%,%f_dx & QIT iql%.dz
J

L dx k 13 dx I
1 T H !
Qj? =-Q.3? Q;‘-QI
M;hqy M;= L P

Figura 4.7

As funcdes encontradas para Vo, Wy, € ¢, solugBes das equagBes diferenciais, sdo

as que tornam extremo este funcional e portanto, aquelas da posicdo de equilibrio.




5. Vinculos Elasficos

5.1. Introducio

Geralmente estudam-se casos de estruturas em que as condigdes de vinculagio
podem apresentar-se de duas formas:
- Deslocamento livre

- Deslocamento impedido.

Apresenta-se neste capitulo um tipo de vinculagio intermediario entre o livre € 0
impedido, chamado vinculo elastico. Este tipo de vinculo caracteriza-se pelo fato de
permitir o deslocamento do ponto da estrutura onde esta atuando, porém oferecendo

uma certa resisténcia a este deslocamento.

I? y & IP

Figura 5.1

Este fato pode ser exemplificado através da figura 5.1, onde tem-se uma placa
rigida sobre molas. E evidente que, a medida que se aumenta o peso sobre a placa, as
molas deformam-se. A relacdo entre a reacfio da mola e seu deslocamento, no caso

elastica linear, serd constante, ou seja:
P
C=— 51
- 5.1)

Onde:

C é chamada constante de mola.
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P ¢ a forga aplicada.

8 € o deslocamento da chapa ou a deformacgio da mola.

Desta maneira, quando ocorrem vinculos elasticos em determinados pontos de
uma estrutura, o equilibrio destes pontos ocorre em parte devido aos esforgos internos ¢
outra parte pela reagdo dos vinculos elasticos.

Quando nio se tem sO pontos da estrutura vinculados a um apoio elastico, e sim

um trecho desta nesta situaco, diz-se que a mesma esta em um meio elastico.

5.2. Principios Energéticos

No estudo energético de uma barra em meio elastico, deve-se acrescentar os
efeitos desta vinculagio na expressio da energia potencial total. A expressdo, que até o
presente era do tipo apresentado em (4.60) e (4.61), devem ser acrescidos os valores de
energia potencial devido a deformagfio dos vinculos elasticos.

Seja a barra da figura 5.2 contida em um meio elastico e com segdo transversal

apresentada na figura 5.3,

.. Co
g L L
4 1

Fig. 52
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Fig. 5.3

A energia de deformagio do vinculo elastico devido a um deslocamento v(x) na

dire¢do Y, como mostrado na figura 5.3 é representada por:

U= I%‘i‘*\i(x)2 dx (5.2)

Onde:
C, ¢ a constante de deformacgio do vinculo eldstico por unidade de
comprimento da barra.
v(x) é o deslocamento (na diregdo do eixo y) da secdio transversal no
ponto onde esta aplicada a mola, assumindo-se que o vinculo elastico esteja aplicado no

centro de cisalhamento.

Seja a energia de deformagdo da barra da figura 5.2 apresentada a seguir.

J e v’
U= EEJZV”(X) dx (5.3)

g
A energia total sera a soma da energia de deformacdo da barra (5.3) e a energia

de deformagdo da mola (5.2), ou seja:

U, = j‘[%EJ V(x)? %va(x)’l} dx (5.4)
Q
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De maneira analoga tem-se a energia total de deformacgdo para um vinculo

elastico na diregdo Z.

U, = T(%EJyW”(x)z +-2£wa(x)2) dx (5.5)

Onde: ,
Cw € a constante de deformacdo do vinculo elastico por umdade de
comprimento da barra.
w(x} é o deslocamento (na direc;ﬁbﬂ do eixo z) da seqdo transversal no

ponto onde esta o vinculo eldstico, assumido no centro de cisathamento.

Para uma rotagdo ¢(x) da segdo fransversal contida no plano YZ, devido a

torcdo, a energia de deformacio sera representada por:
L o000
U= ) —?:C(pfp(x) dx (5.6)

onde:
Cs € a constante de deformacdo do vinculo eldstico por unidade de
comprimento da barra, na direcfio do giro em tomo do eixo X.

¢{x) € a rotagdo da secdo transversal.

Acrescentando-se em (5.6) a energia de deformacdo a rotagfio de uma barra com

secdo delgada, tem-se:
ey oy C ooy
U, = E[Elm(p”(x) +G1,0'(x)” +C,0(x)*| dx (5.7)
o

Portanto, as expressdes (5.4), (5.5) e (5.7) representam a energia de deformagdo

para uma barra com vinculagdo elastica no centro de cisalhamento.
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A hipotese da secdo ser indeformavel em seu plano permite expressar os
deslocamentos de pontos distintos da secdo, através dos deslocamentos vp € wp do
centro de cisalhamento e do dngulo de rotagdo o da se¢do transversal.

Seja a se¢do transversal apresentada na figura 5.4,

Fig. 5.4

Nota-se nesta figura que H ¢ um ponto da segdo transversal no qual atuam as
forgas de reagdio dos apoios elasticos, dificultando deslocamentos da se¢io no plano YZ.
As coordenadas do ponto H em relagiio ao C.G. sdo representadas por h, e h,. Sabendo-
se que, vu € wy sdo deslocamentos do ponto H na diregdo dos eixos 0Y e 0Z
respectrvamente e ¢ o dngulo de giro da segdo, pode-se determinar o deslocamento do
ponto H da segfo transversal através dos deslocamentos do centro de cisalhamento e das

coordenadas do mesmo em relacio ao centro de gravidade com as seguintes expressdes:

v=vp+ (h; - Zp) 0p (5.8)
w=wp - (hy - yp) ¢p (5.9)
®=0p (5.10)

Utilizando-se as expressdes (5.8), (5.9) e (5.10) nas expressdes (5.4), (5.5) ¢
(5.7), tem-se:

U, = Eﬁlzv"(x)z 2, |vh +2vp 0, 2 Joy, +(b, ~2,) 03] dx (5.11)

0
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1 1 r ‘ 2

U, = JEEJ}.W’(x)Z +5C, W) — 2wy (b, ~yp)op +(h, ~yp) (pé}dx (5.12)
o
]‘1 , 2 : .

U, = E[EJ@(D”(X) +GILo'(x)? +C,0, (0] dx (5.13)
0

Utilizando-se as Equag¢Ges de Euler,

LI TCANIE A
ov  dx\ov'/ dxP\évr/

S-S
ow  dx\ow’) dx*\ew")

OF d[oF +d2(8i7]m0
do dx\dp'/ dx’ -

dop”

As expressoes desenvolvidas referem-se 4 meios elasticos atuantes por unidade
de comprimento da barra. Porém, ha casos de apoios elasticos concentrados em um
ponto, € nestes casos eles podem restringir deslocamentos de flexfio nas direcdes v e w

(fig. 5.5) e de rotagdo @ no planc YZ (fig. 5.6).
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As expressdes da energia de deformacdo do apoio elastico para estes casos sio as
seguintes:
-Para deslocamentos na dire¢do dos eixos Y e Z, referenciados aos

deslocamentos do centro de tor¢do atraves das equagdes (5.8) e (5.9), tem-se:

S 2 2y

U= ;‘gcv(vnf +2v, (h, = 2,)0p, + (h, sz)-%)J (5.14)
=[] 2 2 2 1

U=2] 5Cu{wn =2wy, (b, =)0y + (b, ~y,)"0}) | (5.15)

-Para rotagdo da se¢fo transversal em torno do eixo X, referenciado ao centro de

tor¢3o através da equacdo (5.10), tem-se:

301
Uzg{gc@%f] (5.16)

Portanto deve-se acrescentar as expressdes (4.60) e (4.61) as parcelas
apresentadas em (5.11), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16). Obtendo-se entdo a

expressao da energia potencial total da barra quando sujeita a apoios elasticos.
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U= ]-F(VD’VEJ>V.;)>WI)>W’D’W,’Ds(p;),{P;r_),(P%)dX"F
o :
_Z}’y,.vi - ZPziwi - ZMEﬁW; +
- 2 ME, v} + 2 To, - 2, BEp} +

— Z{%Cv(vniz +2VD,- (hz - ZD)(PD +(hl - ZD)Z(PZD)}'? (5.17)

I .
- ZLECW(WQZ _ZW’Di (hy ~yD)(pD _g_(hy . YD)Z(P;)_E%-

1 5
-2.=Cot

2 ?

onde:

1
F= E{Ejzv';)z +EJ Wiy + EJ 08 +GJof + C,vh + C,wh, + C,0p +

AP
Jo 0 F

+2M,[(K, = yp)o - 95 wh| = 2M,[(K, = 70 )08 + opvp | +
+ 2M%[(Yc - Yp)Obon — (PDW'D] - ZMQ[(Zc ~2p)op0p + (PDVb]
+2mep —2q,vp - 2q,wp + Cy[2vp(h, = zp)op +(h, ~zp)°

+ Cwi:mzwi)(hy - YD)@D + (hy ‘YD)Z(P%):I}

+ N[v3 +wi3 +ibod+2(ypwh — ZDVb)%] +B

2
Op|+

Utilizando as equacdes de Euler (4.62), (4.63) e (4.64) as equag3es diferenciais

completas que representam uma barra imersa em meto elastico, sdo:

#

El,vp M[N(v,') - zD(pgj)]’ +(My(pD) ’ +CV[VD +(h, -z, )95]|-q, =0 (5.18)

7

ET,wp —[N(wj, +yp<p£3)]' +(M0) +C,[wy (b, —vp)ep]-a.=0 (519
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El oY -GJ,of —{Ni; +2M,(K, - v,) - 2M (K, —zD)+B‘;m }95 +

jn

14

+N(ypwp — ZDV'D)} +M,wp + M, vy +m+
HM(z. ~25) - My, - yp)]on + Coop +C vy (h, —2,)+
~C,wp(h, —yp) +[C,(h, = 2,)" +C, (h, -y, ]o, =0
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(5.20)
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6. APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS.

Para resolu¢io dos problemas de instabilidade de uma barra foi utilizado o
método dos elementos finitos. Neste tratamento, a barra, chamada dominio, ¢ dividida
em segmentos ao longo de seu comprimento, chamados sub-dominios ou elementos
finitos. Cada um dos elementos de barra € identificado por um ponto inicial e um ponto
final, chamados nés. Portanto, seja uma barra, cujas extremidades estdo simplesmente

apoiadas, dividida em (n) elementos finitos e (n+1) nds, como mostra a fig. 6.1.

R ptl

1 2 3 4 P a-1
ANO MM M (VAN

Figura 6.1

Para cada n6 i do elemento utilizam-se seis parimetros de analise, que sdo os
deslocamentos vi, wi, ©; ¢ suas derivadas primeiras vi', wi' e ¢;. A cada elemento finito
atribuem-se fungdes independentes para v, w e ¢ do tipo polindmic do 3¢ grau. Os
deslocamentos vp € wp referem-se ao centro de cisalhamento e op 4 rotagdo da secio
transversal.

Logo, sendo:

R(x)=a,+a,x+a,x* +a,x’ ' {6.1)
uma fun¢fo aproximadora,com x variando entre os limites 0 e hi, onde h; é o
comprimento do elemento.

Pode-se impor condigbes a R(x) de modo a escrevé-la em fungio dos pardmetros
de no.

Derivando-se a fungdo R(x) tem-se:

R(x) =a, +2a,x+3a,x’ (6.2)

As fungdes R(x) e R’(x) representam respectivamente os deslocamentos v € wp,
¢ suas derivadas vp’ e wp’, bem como a rotagio op € sua derivada o¢p’, visto que se

admite a mesma fungfo aproximadora para os deslocamentos e rotacdo.
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Escrevendo-se as expressdes (6.1) e (6.2) em funcio dos deslocamentos v ou w e
da rotag30 @ que ocorrem nos extremos do elemento, tem-se;

- No limite x = 0 do elemento:

R(0)=a, (6.3)
R’(0)=a, (6.4)
- No limite x = hi do elemento:

R(hi)=a, + a; hi+ a, h*+ a; by’ _ (6.5)
R’(hi)=a; + 2a, hy+ 3a; h’ (6.6)

Apresentam-se, na figura 6.2, as diregdes do deslocamento e sua derivada

tratados pela fungio R(x).

ai Ci X i)alj

Figura 6.2

Onde S representa deslocamentos v ou w ou a rotacio ¢ e d° as derivadas de v
ou w ou da rotagio ¢.

Desta maneira pode-se dizer que:

R(0)=§; (6.7)
R*(0)= & (6.8)
R(1)=5; (6.9)
R(1)=5 (6.10)
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Substituindo-se as expressdes (6.7), (6.8), (6.9) e (6.10) respectivamente em
(6.3), (6.4), (6.5) ¢ (6.6), chega-se aos valores de a9, a, , a; € a; conforme apresentado
nas expressdes (6.11), (6.12), (6.13) e (6.14).

a=0; (6.11)
a=0% (6.12)
ar= (-38; -28; h+38; -8, h; ) / hy” (6.13)
av= (28; +8° h; -28; +8° by ) / y’ _ (6.14)

Utilizando estas expressdes em (6.1) tem-se:

R( ){1 3x2+—2—’33—)5 -{ A w(ﬁ 2"3}5 m{—’fi —’i}s (6.15)
YU R TR h, h2 (R B SRR R |

1 1

Fazendo-se a primeira e segunda derivadas de {6.15), tem-se:

Rr( )_( 6i+6x2}5 +(I 4i+3_)(i f+[6_x_ 6X2J§ +[3X2 %ﬁwkr 6.16
TR TR AT T e S e e S e T, S @1

b i

Ou na forma matricial, as expressdes de vp, wp € ¢p s3o apresentadas a seguir:
vp =Rv* (6.18)
wp =Rw" (6.19)
¢p =Ro* (6.20)
onde:

3x? 2%’ 2x2 3 23\ xP P
%“X)x{(l- . H(Tﬂ[}“ﬂ(}rﬂ} (621)

6x 6x° ( dx 3X2\[6X 6x2)[3x2 2x ]
Mol — <l - —— — 6.22
B(X) {{ h? N h? J’Ll h. * h? )’ h! B JUhI b ( )
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6 12x 4 6xif 6 12x X 2 .
5‘"("):{(‘?*?J’{‘TFJ’(F“ b J'(FTJ} ©2)

v {vi,v;,vj,v;} (6.24)
w = {wi,wg,wj,wg} (6.25)
"' = {mi,@i,%@g} (6.26)

Deve-se lembrar que a primeira e segunda derivadas de vp, wp e op serdo

representadas por:

|

V.-D :IR’VB (627)
14 1 1 n

Wi, = —h—.R W (6.28)
’ 1 fn

¢ =1 RO (6.29)
” 1 n

Vh = FR"V (6.30)
., 1. .

Wp = h—?R W (6.31)
» I e |

Oy = he R"p (6.32)

Integrando-se o funcional da estrutura, apresentado em (5.20), ao longo do
comprimento h; do elemento finito, tem-se a energia total de um elemento em funcdo dos

pardmetros nodais incognitos.

Como o objetivo € encontrar o extremo do funcional ou seja, o ponto de minima

energia potencial, deve-se igualar a zero a primeira variagdo do mesmo, entdo:
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cF JF cF CF oF oF
SF = a’:ﬁvi -i-“év“g-ﬁvf +Wj6wi + ! dwW + 20, oo, + ot St (6.34)
5\/] Vi @Vj VJ“i"awj WJ+5W3 W.]»%*&Dj (E)J-i-aq)’] 0}

Assim, este processo resulta em um sistema de 12 equac¢Ses lineares nos
parametros v; , Vi, Wi, Wi', @i, @i, Vi, Vi, Wi, W, @5, @5

Nas estruturas, a associagdo dos elementos finitos para descrever uma barra
ocorre com relagdo aos seis deslocamentos possivets para cada néd. Portanto, o método
dos elementos finitos transforma o trabatho de se encontrar a fung¢Zo que satisfaz um
extremo de determinado funcional, na procura do extremo de uma fungdo com 6(n+1)
pardmetros incognitos nos {n+1) nés da barra e, neste caso, na resolugio de um sistema

de equagdes lineares que determine os valores da fungfo incognita nos pontos desejados.

6.1. Matriz de Rigidez do Elemento:

A matriz de rigidez de um elemento, denominada matriz de rigidez local, de
ordem 12x12, onde a primeira linha representa a primeira variagio de F (eq. 6.34) em
relagdo a v; e assim subsequentemente, sera montada conforme esquema apresentado na

figura 6.3.

Vi Vi Wi lWil ol oV Vi wi|w’j 0; | 0

8Vi
8\7’;

5W;

8W i
30;
5(p‘i

Figura 6.3
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Devido ao fato das fingdes aproximadoras serem iguais para vp, Wp € Op, ©
funcional sera dividido de forma conveniente, a fim de montar matrizes parciais e mais
faceis de serem manipuladas. O processo computacional permite que, apds este
tratamento independente das matrizes, seja obtida a matriz de rigidez local mostrada na
figura 6.3, através de um conveniente agrupamento das matrizes parciais.

Com base no funcional dado pela equagio (6.33) tem-se a seguinte divisio de
matrizes parciais;

a) Primeira matriz:

Dependente do quadrado da segunda derivada da fungio aproximadora.

F = J~(E7 vz +EJ,wp +EJ 07 )dx (6.35)

hiz

b) Segunda matriz:
Dependente do quadrade da primeira derivada da func¢3o aproximadora pois,

utiliza-se a mesma funcdo parav, we ¢.

£ =]

1
| SGTo +N[vg +wy +ijer +

2y o wh - 275 Job |+ 2M,[[K, =7, o — o wp | + (6.36)

-2M,[(K, - 2, )0 +opvp |

¢) Terceira matriz:

Dependente do produto da fungio aproximadora pela primeira derivada desta.
F, = fhi M;[(yc ~ Y5 )0h 00 —@DW’D] - M;[(zc ~ 25 )Pp0) + %V’D] (6.37)

d) Quarta matriz:

Representa a influéncia do bimomento:
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U{O 'y
E, = J; BEq)D dx | (6.38)
e) Quinta matriz:
Dependente do quadrado da fungio aproximadora.
F e LA 1 2 2 2 2 )
37y, E{KVVD +KWWD + Kq)(pD + Kv[sz(hz - z‘i))@l) +(hz - ZD) (PD] +
2
+ K[ -2wolhy = 0o + iy - yo) b [féx
........ (6.39)

Tem-se no funcional (5.21) os esfor¢os de primeira ordem e as expressdes destes

esfor¢os s3o aproximadas no elemento finito da seguinte forma:

N =N, +[N,-N,Je (6.40)
1 1

M, (8 =M, +[M M, -3 h?)iqqzkh?éz (6.41)
i 1

M, (5 =M, +(sz -M, +74, hf’}*gqﬂh?é"‘ (6.42)

h
B, -r’m,|-{B, —r’m,) cosh~
B(x)z( J ) S senh(zgﬁ}?:i«rzmi)cosh(—§]+rzmi

0

Onde
E= x*
“h
Os indices 1 € ] na forga normal, nos momentos fletores e no bimomento referem-
se aos nos inicial ¢ final do elemento, e nas cargas uniformemente distribuidas o indice i

refere-se ao nimero do elemento.
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6.2. Matrizes Parciais:

6.2.1. Primeira matriz:

Formada a partir do funcional F; apresentado em (6.35). As parcelas devido a
vp%, wp”"? € @p’*? formardo matrizes iguais, variando apenas o deslocamento a que se
referem, ou seja, os valores gerados por cada parcela serdo iguats, porém colocados em
posicdes diferentes da matriz local do elemento.

A matriz M; (fig. 6.4) devido a cada parcela de F; é montada da seguinte

maneira:
Matriz M}?
< c; C; ¢!
de, 1200 6ah; -12¢ 6oh,
dc; 4ah? —6oth, 20th?
oc¢; 12a —6oth,
8¢; 4oh;
Figura 6.4

A matriz M, é simétrica.

2
a) Parcela vp" " :

F, = f%(Eszgz)dx (6.44)
h;

Substituindo-se vp’” pela equagdo (6.27) tem-se:
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1( L F\]
F,=)J-lEl ] =R v"| ldx
ta hizk thf o —'JJ
ou,
F, :j}-[mz Lyt Ry hidi]
hiz hiy~ -
.t 1 }-( e " & ~
F,=v"' o5 JIRTELR jdevt (6.45)

Resolvendo-se a integral da equac@o (6.45) obtém-se a matriz My, fig. 64, e a

expressdo da primeira variagdo torna-se:

1
8F, =8v™ }{‘?‘Ml v (6.46)

Onde, na matriz M, tem-se;
a=EJ];
C=V

b) Parcela wp™**:

F, = I%(Eijgz)dx (6.47)

b

De modo analogo a Fy, a expressdo da primeira variagdo de Fyp, &

1
OF,, =dw"! E_;M, w’ (6.48)

Onde, em M, tem-se:
a=ElJ

C=W

¢) Parcela (pD”Z:

F_= | %(Elm(p’{}z)dx (6.49)
b

Como nas parcelas anteriores, tem-se:

1
8F, =8¢™ 17 M, ¢° (6.50)



Onde, em M, tem-se;
o =E],

c=¢

6.2.2. Segunda Matriz:

39

Formada a partir do funcional F; apresentado na equaciio (6.36), de maneira

analoga a formacdo de M,, a matriz M, (fig. 6.5), para cada parcela de F,, forma-se da

seguinte maneira:

Matriz M,:
14 f
¢ c! ¢, ¢’
oa, 12¢ 6B 245 « By 120 6B 24y o 2y
e byl ™+ =+ — - h.l—=—
5 5 35 50057 5 5 35 s 35
Sa: 21 4w B 4 a B 7 2 o B ¥
il — o — o — byl -—-—-— hjj-—-—-—
1s 15 105§ 5 5 7 15 30 3s
da, 120 68 24y ( o 3.]
— T T I
5 5 35 s 35
83; 2(4& B 6?)
Bil T~ —
15 5 35
Figura 6.5

A matriz M; é simétrica.

a) Parcela op™ :

F, = Ih %{Glt +Ni2 +2M, (K, -y, )-2M, (K, - 2, )}or2dx
1
h,

i

8F,, :8(1)"’t M, (?n

(6.51)

(6.52)




Onde, na matriz M, tem-se:

a=qQ
c=0

il

i!

1
2
1
2

(My] My; ZQn ;J(K

i

1
Y :““quihiz(Kz ~Zp); _Wiq

b) Parcela vp' ¥

1
sz = 'LENV;)Z dx

8F,, = 8v°
2b Y h

1

¥ é nulo.

¢) Parcela wp™*

1
F, = LiEng dx

1
8F,. =W =M, "

Onde:

a=w

(G, + N2 J+ M (K, —y,), — M (K, -

(N, =N i3, (M - M, +;qy, J(K}.

1 n
—M, v

Zp )

~¥Yp)+

60

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)




C=W

am-}:»N.
2 H
1

B x‘“z”(Nj N

v € nulo.

d) Parcela wp’ ¢@p’:

F,o = Li(NyD —Mz)w;)(p’g dx

1 1 R
3F,, = 5\2{” —M, ({)“—i—ﬁ(f"" h—.(Mz)E \iv’ﬂ

.

1 1
Onde:
a=w

C=Q

ami[N - My]
= 5 INi¥ i 4

1 1
B= 5((1\1; =Ny _sz +M, - EQyihizj

1
Y*’”qu@h?

e) Parcela vp’ op™:
E,= —J;i(NzD +My)v’D<p’D dx

. i 1
Ser ZSYu,t h_Mz (Pﬂ_g_ﬁ(?n,t B_(Mz}i Yn
Onde:
a=v
c=0

o= —-%[Niz{)i + Myi]

] I
B= “E[(Nj = Nj)zp + My~ My, __quhiz)

2

61

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)
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1
Y=-7qh

6.2.3. Terceira Matriz:

Formada a partir do funcional F; apresentado em (6.37), utiliza as derivadas dos

momentos fletores apresentados em (6.42) e (6.43). As expressdes de M,” e M,’ sdio:

' 1 1 Yo

M, (X)”—“}";:(My}wMyl "quihi2)+qzihi‘i {6.61)
' 1 1 ) .

Mz(x)zI M, -M, +5q,h |-q,hg (6.62)

H

A matriz M; da figura 6.6 para cada parcela de F; forma-se da seguinte maneira:

Matriz Mai:
¢, M ¢, o’
o I3 h( @ ﬁi} o 228 h(et_ ili)
5¢, 2770 \"10 70 2770 i\10 7 70
o _%1_3_} z( _&) [_O_a Eili} {E_ _B_)
8¢ hf[m 210 b -210 b ~10 " 420 bl50 " 3a
o 13p (a 313) o 22 [ o 45)
se, 2 70 B 70" 70 2 "0 h{~10" 70
o ﬂ] [ o Lj [& 3%9) ( L)
B¢, hi[ 10 220/ | MU %0 210/ | Mot 300 b 310

Figura 6.6

a) Parcela op” ¢p:
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E, :-’;‘[M;(YG "‘“YD)""M;-(Zc _ZD)](%(PDdx (6.63)
8F,, =80™ (M, +M;)o" | (6.64)
Onde:
C=Q
1], 1 ] |
a= ;L(sz -M; +5Qyih?}(yc ~YD)i ‘(Myj - Myi ‘quihin(Zc - ZD)iJ
B = hi[_qyi(YC - YD)i _qzi(zc - Z‘D)i}
b) Parcela wp’ ¢p:
F, = WJh; M whep dx (6.65)
SF% — S‘fyn,t M3 (p“+5(£!“’1 (Mz}: Wn (666)
Onde:
C=W
1 T,
B =—qyh;
¢) Parcela vp” ¢p:
B, ==}, Myvio, dx (6.67)
8F,, =3v™ M, ¢"+80™ (M,)' v* (6.68)
Onde:
c=Vv
1 1 3
B=-q,h,

A matriz M; ndo € simétrica mas, utiliza-se a sua transposta para montar a matriz
do elemento, de acordo com as expressdes (6.64), (6.66) e (6.68), 0 que ndo alterara a

simetria da matriz final,
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6.2.4. Quarta matriz;
Formada a partir do funcional F, apresentado em (6.38), utiliza o quadrado da
primeira derivada da fung¢@io ¢p. O valor do bimomento foi aproximado como soma de

fun¢des hiperbolicas, (eq. 6.43). A matriz M, forma-se da seguinte maneira:

(6.69)
1,3 1 T Um ]
SF, = 5o™ m-J; R"“B—=R'dE ¢ | (6.70)
onde:
_h
p= r
v=1"m
[ET,
VG,

m € a carga torgora
I
~ sen(p)

B=Bi-v

[B; ~7 - (B; ~¥)cosh(p)

Matriz M,

Os elementos ¢ sdo:
7 432 7
£y = 0{—3(00311( p)— i) 3~ senh(p) + — cosh(p) J+
D o*

1
+ q senh( p)) - fI‘2’52-(00511( o+ + i‘?ﬁ( senh( p))J + o
p p’




'.................’....................0.0...'....1

180 432 1

24 5
fiy = hi{a{ﬂcosh(p)— 5}—p—senh<p)+p—(cosh(p> 1+ J

|6 24 252 432 ] y}
~—+ 5 (senh h(p)) — o+ = (senh
“*f“ﬂ{ pz p3 (Seﬂ (p)) p (cos (p) p p (sen (p))J 0

e

| S—|

415 252 432
senh(p) + 2—( cosh(p) - 1} ~-— senh(p) + —T(cosh( p)— I)
p7 N2 P P

I 6 60 252 A 180 432 1 ¥ }
S cosh(p)+ 22 {senh h(p)) - —5 + 5 (senh(p)) |+
«%BL 5-cosh(p) + > (sen (p)) — x ———(cosh(p)) > + > (sen (P)}J 10

ey

—

.

fl

e
e
F‘-&W"""]
'OM| o

-
ok

8 a4 7 216 ]
L5y = hlz{o1 w—-+~—3(cosh(p)) —?—?(seznh(p}ﬁm?(cosh(p)w»})J~+~

r
o
©

216 | 27}
- {senh(p) - h 2)+—z|senh
+f ~5 (senh(e) - p) - pucos (p)+2)+ =5 (senh(p) |+

Loy =-F15

r ( 1
L4 :hf{at pz(senh(p)) L§2+—~—J<cosh(p> i)~-f~senh<p)J

(2o & ]
B[ (senh(p)) L i}cosh(m1>+3§(senh<p>)Jm§5}

£33 =14y,

b= -f1y

65
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44 72 216 |
£yq = {ﬁi:— senh(p) — (cosh( p)) (senh( p)) 3 (Zeosh(p) + 1) + ¢ senh( p)J+
P P P

1) 44 216 1 2y
at— cosh(p) - (senh( p}+ —J —3(cosh( p)) +—3 (cosh{p) - 1) - senh( p) J+ }
P P
A matriz My, simétrica, somada a matriz do elemento de acordo com (6.70), ndo
alterara a simetria da matriz final.
6.2.5, Quinta matriz:

Formada a partir do funcional Fs apresentado em (6.39), considera os efeitos de

vinculagdo elastica. A matriz Ms apresentada na figura 6.7 ¢ formada da seguinte

maneira:
Matriz Ms:
c, ¢ c; ¢’
%, %a %ahi %a —Zlgaah,
o2 l—égahz zg’o—ah —?imaahf
%2, %a «»leflaah!
54, I%goahf
Figura 6.7

a) Parcela vp’:




1
E, = L;EC"VZD dx
oF,, = 81{“" h,M, 2'“
Onde:

c=V

b) Parcela wp*:

1
Fy, = LECWW;’) dx

3Fy, =8w™ hM, w"

Onde:
cC=Ww
a=w

o =Cy

¢) Parcela op”;
jh 2 <P(DD

oF,, = do™ hM; 9”

Onde:

=@

a=gq
o=,

d) Parcela vp ¢np:

FSd—f 5Cyf2vp(h,

Onde:

ZD)(PD] dx

8F,, = (6v™ h,M, ")+ (30™ h,M}v")
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(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)
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C=®
a=v

o =C,y (h, - 7p)

e) Parcela op™:

Fs, =Ih;21"Cv(hz —zp) b dx
OF, =80 h.M, ¢"

Onde:

c=0

a=1q
a= Cv (hz - ZD)Z

f) Parcela wp op:
]
OF, =(@w™ h;M,0") + (Bo™ h,M, w”)
Onde:
c=Q
a=w

o= -CW (hy - YD)

g) Parcela ¢p*:
1
Fsy = b, 3Culhy —yp)0b dx
OF,, =80™ h,M, "
Onde:
c=0
a=g
a = Cu (hy - yp)*

638

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)
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A matriz M5 , simétrica, somada & matriz de rigidez do elemento conforme as
expressdes (6.72), (6.74), (6.76), (6.78), (6.80), (6.82) e (6.84) ndo altera, a simetria da

matriz final.

6.3. Vetor de Cargas:

O vetor de cargas ou vetor independente é formado pela energia potencial do

carregamento externo, e obedece a seguinte ordem:
f :{vi Vi ow, W @), v, Vv, w, w, o (p'j} (6.85)

Portanto, para o elemento finito genérico, apresentado na figura 6.2, o vetor de

cargas € dado por:

i 1 1 1 1 1
=9—q.h, —q.hl —q,h, —g,h} ~—mh, --—mh’
i:e {zqyl i 12qyihl 2q2!h1 12thl thl 12 H
1 1 1 1 1 1
—q.h, -—q.h? —q,h. ——q,h} -—mh — h?} 6.86
quj i lzq}j 1 Zq.zg 1 12({1; 1 zm 1 12m 1 ( )

Onde as expressbes apresentadas em (6.86) referem-se as contribui¢des das
cargas distribuidas no elemento. O indice i refere-se ao elemento em questdo.

Para todas as cargas atuantes no né do elemento, a contribuigdo ¢ feita
diretamente neste nod.

Seja 0 nd i, seu vetor de cargas sera do tipo:

P, M

[ vi ol F2 Tixi

M, B, (6.87)
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Onde, pela ordem, as linhas do vetor £, representam as variagdes em relagdo a v,
vi', wi, Wi, @ € ;. O vetor de cargas final obtém-se com a correta superposi¢io de
(6.87) em {6.86).

6.4. Matriz de Rigidez da Estrutura:

Depois de montada a matriz de rigidez local de cada elemento e seu
correspondente vetor de cargas, cabe agrupa-los de maneira adequada a fim de obter-se
a matriz de rigidez e o vetor de cargas da estrutura. Para tanto, verifica-se que a matriz e

o vetor de cada elemento tem a seguinte forma:

o f -

Onde:

K é uma matriz de efeitos correspondentes ao né i.
K;; ¢ uma matriz de efeitos correspondentes ao nd j.
K € uma matriz de efeitos em i devido ao nd ).

K é uma matriz de efeitos em j devido ao no 1.

t; é o vetor dos parimetros do né 1

t; € o vetor dos parametros dond j

f; é o vetor de cargas devido ao no i

f; é o vetor de cargas devido ao no |

Como a numerac¢io dos nos e elementos, neste tratamento, € sequencial, a matriz
e o vetor de cargas de uma estrutura com 3 elementos podem ser apresentados da

seguinte maneira.
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Ki; Ki, t, f,
Ky Kih+K K3 t; £3+f;
¢ 7 - - R e
> =Ve2 o3 (6.89)
K3, K5+K3 K3, tj ff +f3‘
b ” - i t 3
3 3 4
Ky Kl () { ff ;
Onde:

K;; é a matriz dos efeitos no nod i devido ao nd j no elemento K.
t; € o vetor dos pardmetros do né 1.

f; é o vetor de cargas devido ao n¢ 1 do elemento K.

6.5. Condicdes de Vinculacio:

Para nds da estrutura onde ocorrem vinculos rigidos ha anulacio dos pardmetros
v, W e (0, 0 que acarreta eliminagdo de linhas e colunas correspondentes.

Este fato causa problemas na organizagdo da matriz e na resolugdo do sistema.
Para contornar este problema, utiliza-se o artificio de zerar a linha e coluna da matriz,
correspondente ao vinculo rigido, e fazer o elemento da diagonal igual a unidade.
Simultineamente zera-se a linha correspondente do vetor de cargas. Desta maneira ndo

altera-se a numeracdo das linhas e das colunas da matriz inicial ou a sua ordem.



7. Determinacio de Cargas Criticas

Ha casos em que, para determinada barra, necessita-se saber o maximo valor da
carga para a qual a barra ndo atinja um equilibrio instavel, na aproximagio utilizada. Este
valor é chamado de carga critica da barra, e a obtengdo do mesmo conduz a um
problema de auto-valor.

Esta situagdo ocorre nos problemas de primeira espécie, e devido a discretizago
da barra pelo método dos elementos finitos, reduz o sistema de equagBes nos parametros
de nd a um sistema de equagdes linearmente dependentes com a elastica conhecida
apenas em sua forma.

Dentre os varios métodos existentes para o calculo de auto-valores e auto-
vetores adotou-se o método utilizado em [1] chamado iteragdo vetorial classica ou
método das poténcias. Neste trabalho utilizou-se a iteragdo vetorial inversa, que
apresenta uma pequena variagdo em relagdo ao processo original, mas com resultados
bastante confidveis, além de ser de facil compreensfio e implementacdo em processos
computacionais de calculo.

No caso, este método ajusta-se adequadamente ao problema proposto, por
fornecer principalmente o resultado que interessa ao calculo estatico de engenharia, ou
seja, 0 menor auto-valor e seu respectivo auto-vetor.

Seja o seguinte problema de auto-valor:

(4-AB)x=0 (7.1)

Onde;

A é a matriz de rigidez da estrutura cujos elementos sdo formados por valores

invariantes com a carga critica.

B ¢ a matriz de rigidez da estrutura cujos elementos sdo formados por valores

alterados com a carga critica.

x € 0 vetor dos pardmetros incognitos.

A € o auto-valor ou carga critica.



P00 0000000000000 0000000000000000000000C0CGOCFKOCGOIYOSIOIONINNTNTS

73

Partindo-se de um vetor inicial arbitrario x| no caso assumido como um vetor

de componentes unitarias, pode-se formar uma sequéncia infinita de iteragdes para o

vetor x, através da seguinte expressdo:

Ax* = Bx* (7.2)
Onde;
K=0,1,2,3....

Cada passo da iteragdo, de acordo com a expressdo (7.2), requer a multiplicaciio

da matriz B pelo vetor x*, e a solucio do sistema de equacdes para o vetor de
incognitas x*"'. O vetor x| soluglio do sistema de equag¢des torna-se o vetor x* da
iteragdo seguinte. O vetor x* aproxima-se assintoticamente na direcio do auto-vetor

correspondente ao menor auto-valor.
Aproximacgdes para 0 auto-valor sdo obtidas a cada iteragio da expressio (7.2),

através do quociente entre os correspondentes elementos dos vetores iterados x* e

£ ou seja:

A = 73
# xK+1 ( )

Onde;
=123, ... .n

Caso o problema tenha dois auto-valores sucessivos de mesmo mddulo e sinais

contrarios o calculo do auto-valor pode ser feito a partir dos valores de x* e x*, da

seguinte forma:

(7.4)
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7.1. Convergéncia do Processo de Obtencio do Menor Auto-

Valor.

Considerando-se um problema que envolve matrizes simétricas 4 ¢ B de

dimensdo (n x n) pode-se dizer que este problema ird gerar um sistema ortonormal de n
auto-vetores €;, €, €3, ... , €, correspondentes a n auto-valores reais 4 , 4, 4,,....,4

45t

Onde A ¢ o menor auto-valor em modulo, com a seguinte ordem:

VARV ARNRIPY (7.5)

Desta forma o vetor arbitrario inicial x*, utilizado em (7.2), pode ser escrito

através de seguinte expansdo em auto-vetores:

¥V =Ce+Coe +Cie +. +C,e (7.6)

g ~1 ~2 ~3 n
Onde;

¢  Sdo auto-vetores que formam uma base dos auto-vetores solugio da
~i

equagdo (7.1)

C; S&o constantes dependentes de ¢ com pelo menos €, # 0.

Visto que ¢ é um auto-vetor correspondente a um auto-valor A ;, pode-se

H

representar o vetor iterado x*’ como:

H 1 i i
A T 7
Logo, generalizando-se:

1 1 1 i
JE(K) = Ci?€1+czzggz+(f31}”€3+ ....... +C, Z’g‘fu {7.8)

Partindo-se da ordem crescente dos auto-valores apresentada em (7.5), e

colocando-se em evidéncia o inverso de & , tem-se:

’fK _ %{C! €1+C2[w%;]gz+c3[%}gs +. +C”[%J€n} (7.9)
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K
Devido a (7.5) os quocientes, [_X._l_) convergem para zero com o incremento de
i

K. Portanto na expressdo (7.9), nos termos entre colchetes, o primeiro termo torna-se
preponderante, determinando desta maneira 0 menor auto-valor ¢ seu respectivo auto-

vetor.

7.2. Quociente de Rayleigh

No problema proposto para determinagio de auto-valores e auto-vetores, ©
objetivo principal € determinar-se o auto-valor, ou carga critica, com a melhor precisdo
possivel, pois o auto-vetor fornece apenas a forma de flambagem da barra.

Um modo de melhorar a precisio no calculo dos auto-valores a partir de um
auto-vetor de baixa precisdo, € utilizar o quociente de Rayleigh.

Sabe-se que um auto-vetor ¢, de baixa precisdo, ao ser aplicado na equagdo

(7.1} nfo produzira como resultado um vetor nulo mas um vetor diferente de zero.

Analogamente, quando a matriz B for a identidade havera o0 mesmo problema ou seja:
(A— ,u)x’“ =7 (7.10)
Onde r” é o vetor diferente de zero.
Rayleigh mostrou que o auto-valor A que torna minima a norma pelo maior valor
de r” é dado por: "

x" Ax”

1= (7.11)

x™ x"
Para utilizar a expressdo (7.11) na iteragdo vetorial, Wilkinson [4] recomenda que

o auto-valor seja calculado da seguinte forma:

xK,{ A xK+l

A= R E (7.12)
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A convergéncia dos auto-valores utilizando a expressdo (7.12), na expressdo

K+1

(7.10), pode ser mostrada escrevendo-se os vetores x* e x"' através da expressio

(7.9), ou seja:

1
JfK = ZF[CI i—i— Cznf ?«z o +C,,n,’f (fj (7.13)
, 1 _ .
x5 = F[Cl e +C,ni" e+ +C nite } (7.14)
~ ~1 ~ ~n
Onde:

A, € o menor auto-valor.

n; € uma relagdo entre A, e os demats auto-valores, ou seja:

o= e g =43, I
! l l e ?

H

Substituindo-se x* e J;K“ dados pelas expressdes (7.13) e {7.14) na expressio

(7.12), resulta a seguinte expressio, devido a ortogonalidade dos vetores da base.

[C,+ O+ +Cn]

C,+Cpty. +Cnn2“’]

(7.15)

n

Nota-se, na expressdo (7.15), que, devido as relagdes n; serem menores que 1, o
auto-valor 4, tende para 4 a medida que o numero de iteragdes k aumenta. Portanto, a
expressdo (7.12) tem maior taxa de convergéncia que a expressdo (7.3) pois, como
mostra a expressdo {7.15), a atenuacio é relacionada a um expoente elevado a duas
vezes o0 numero de iteragdes. Entretanto, ha uma perda maior na precisio dos auto-
vetores.

Tendo em vista a expressdio (7.12), foi utihzada uma outra expressdio para o

calculo de auto-valores com mesmo maédulo e sinais opostos. Esta expressdo € dada por:

(7.16)

A demonstragio da convergéncia na expressdo (7.16) ¢ analoga a feita para a

expressdo (7.12).



Conforme apresentado em [1], a convergéncia do processo apresenta melhores

resultados com a utilizacio das expressdes (7.12) e (7.16), o que levou a utilizagdo das
mesmas neste trabatho.

Para o calculo de todos os auto-valores e seus respectivos auto-vetores
recomenda-se métodos mais eficientes, visto que a iteragiio vetorial adapta-se melhor

apenas para o calculo de uma parte do conjunto de auto-valores.



8. Exemplos:
8.1. Exemplo 1. Fundagdo Elastica em Pontos Diferentes da Se¢do Transversal.

Em uma barra de se¢fo delgada com vinculacdo elastica, o ponto de aplicagdo do
vinculo elastico na segdo transversal pode ser determinante no valor de carga critica.
Neste exemplo, de acordo com a figura 1, tem-se uma barra de se¢fo I submetida a um
momento fletor nas extremidades e a uma vinculagio elastica continua em um plano

horizontal, perpendicular ao plano de atuagdo do momento.

] L =1200 cm |
i 1
1.25cm I 1 C.G. - centro de
3} fel-1d.em gravidade
oG C.D.~ ceniro de
22 9em ST e 95 4 o cigalhamento
C.D 2 _
I!l C.G. comcidente com C.1.
1.25¢cm 178 y | na ongem dos exos Y-Z.
; 61cm \iﬁfﬁ.i cm g
] 1 i
L 12.2 cm ,
1 1
Figura 8.1.1
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No caso, analisam-se os valores de momento critico para diversos valores de
constante elastica (C.) com o vinculo elastico no C.G., na mesa superior € na mesa

inferior da barra, ( figura 8.1.2).

——nf  ——
”_"n\./\«";\‘v';g/f
[N F— SN E— d/\\,_iij
SITUACAO 1 SITUACAO 2 SITUACAO 3 SITUACAO 4
Figura 8.1.2

As caracteristicas geométricas da secio transversal da barra s#o as seguintes:

A=56.9 cm’ J,=312 em’
E=205000 Mpa J,=5610 em®
G=80000 Mpa Jo =55158 cm®
i7"=104.08 cm® J=28.43 cm®

Neste exemplo tem-se um problema de 1* espécie nos deslocamentos w e ©. A
determinacic do valor de momento critico é feito em fungio da instabilidade lateral da
barra.

A seguir faz-se uma analise de cada situagfo apresentada na figura (8.1.2).
a) Situaglo 1 - Barra Sem Vinculo Elastico:
Neste caso, com a inexisténcia de vinculagdo elastica, as equacgBes diferenciais

que regem o problema, oriundas das equagBes (5.22), (5.23) e (5.24) devidamente

simplificadas, s3o as seguintes:

EI, VY =0 (3.1.1)
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EJ, W + Mot =0 (8.12)
Bl ol -Glo" +M,wl,=0 (8.1.3)

As equagbes diferenciais sdo independentes nos deslocamentos v e acopladas nos
deslocamentos w e ¢.
As fungdes adotadas que satisfazem as condigdes naturais ¢ de vinculagio da

barra em estudo sdo as seguintes:

Vi = A sen (A, %) (8.1.4)
Wp = Bsen (A, x) . (8.1.5)
¢p = C sen (Ay x) (8.1.6)
onde:

A, B e C sdo valores constantes e arbitrarios. E,
A = (8.1.7)

Sendo m 0 mimero de semi-ondas que a barra assume apos a flambagem.
Substituindo-se as fungdes (8.1.4), (8.1.5) e (8.1.6) ¢ suas respectivas derivadas

nas equagdes (8.1.1), (8.1.2) e (8.1.3), com a elimina¢do dos termos em comum, obtém-

se o seguinte sistema de equagdes nos pardmetros A, Be C.

fEu; sen(A,x) A =0
lE}yk‘; sen(A,x) B - M,22 sen(A,x) C=0
EI % sen(hx) € + GI A3 sen(h,x) € - M, A% sen(r,x) B=0

oy
[Efﬁn A=0 (818)
jEJyAi B-M: C=0 (8.19)
M B+[ELA, +@ R} Cc=0 (8.1.10)
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Este sistema de equagdes na forma de matrizes é o seguinte:
jEJZX; 0 0 UA}? Jal
0  EIX M Br=40 (8.1.11)
yin z''n
0 "Mzkzn Ejmx; +Gjt;\‘2nJ [CJ {0

Tornando-se nulo o determinante do sistema de equagOes (8.1.11) obtém-se a

seguinte expressdo para My

Ely 2 8.1.12
M, =4, JEGI,J, /u G 2 ( )

Esta expressio representa 0 momento critico (M) em funciio das caracteristicas

elasticas e geométricas da barra e do modo de flambagem (n) desejado.

Resultados numéricos:

Para o caso de ndo existir uma vinculacio elastica os valores de momento critico
foram obtidos através da expressio (8.1.12), no caso de solucdo analitica, e através do
programa de computador desenvolvido.

Na tabela 1 apresentam-se os resultados obtidos para sucessivos modos de

flambagem (n) e o erro percentual da solug8o numérica relativo a solugdo analitica,

TABELAB1]

M (KN.cm) DESVIO
n Solucdo analitica | Solugdo programa (%)
1 3210.940 3210.9669 0.0008
2 6731.822 6732.6250 0.0119
3 10828317 10835 4557 0.0659
4 15700.305 15734.4134 02172
5 21484 805 21602.5984 (0.5483
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Verifica-se que o erro relativo para o momento critico de instabilidade, calculado
pelo programa computacional desenvolvido, ¢ muito pequeno, mostrando a boa precisdo

do programa.

b) Situagdo 2 - Vinculo Elastico no Centro de Cisalhamento.

Nesta situagdo tem-se uma vinculagio eiéstica aplicada no centro de cisalhamento
da se¢do transversal ao longo de toda barra. Esta vinculagio tem valores C,, ¢ diregéo
paralela ao eixo Z. (figura 8.1.2 - situagdo 2).

As seguintes equagBes diferenciais deste problema sdo obtidas das equages
(5.22), (5.23) e (5.24) devidamente simplificadas.

EILVY =0 (8.1.13)
EI,WE + M, + CoWp =0 (8.1.14)
EJ 08 — GJ oL + M,w?, =0 (8.1.15)

As funcdes aproximadoras para os deslocamentos nas diregdes v, w e ¢ sd0
idénticas as apresentadas em (8.1.4), (8.1.5) e (8.1.6). Substituindo-se estas equagdes e

suas derivadas em (8.1.13), (8.1.14) e (8.1.15) tem-se o seguinte sistema de equagdes:
I EJ, At 0 0 UAL J Ol
0 EI AL +Cy ~M, 2% Br=107 (8116)
0 ~M, A% EJ AL+ GJ@%,J [c} 0

Igualando-se o determinante da matriz dos coeficientes do sistema de

equagdes(8.1.16) a zero tem-se a seguinte expressdo para M, ou momento critico (M),

M. =A. JEGJ,.] 1+C“‘ 1 (1 E}MF] (8.1.17)
= + A
2o ¥ Ely At GJ, "
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Analisando-se a expressdo (8.1.17) verifica-se a influéncia da constante elastica
(C.). Esta influéncia ¢ moderada pela rigidez a flexdo (Ej,) em relagdo ao eixo v,
associada aos deslocamentos devido flambagem lateral.

Desta forma, para valores elevados de Cy, € dominantes em relagdo a rigidez EJ,,
ha influéncia no que se refere ao modo de flambagem e valor de carga critica.

Assim, devido a existéncia de vinculagfo elastica, 0 menor valor de carga critica
pode ndo ocorrer para o 1° modo de flambagem mas para os modos seguintes. Portanto,
torna-se necessario a procura da menor carga critica através dos subsequentes modos de
flambagem a partir do primeiro.

Apresenta-se na tabela 8.1.2 alguns valores de momento critico para a barra da
figura (8.1.1), em funcio de diferentes valores de constante elastica (Cw) e modos de

flambagem ou nimero de semi-ondas (n), utilizando-se a expressdo (8.1.17).

TABELA 8.1.2
M, (KN.cm)

n  [Cw=110° KN/em | Cw=1.107 KN/em” | Cw=1.10"" KN/em®
1 |6680.2 # 18800.5 58666.8

2 173989 11814.6 % 31432.4

3 |11048.5 12862.0 244753

4 |15802.0 166897 23811.2 *

5 1215419 22049 4 265971

(*) Menor valor de M., na coluna correspondente a um valor de vinculo elastico.

Verifica-se que para valores crescentes de C,, o valor de M. € diretamente
proporcional, como se poderia observar facilmente atraves da expressio (8.1.17).
Observa-se também que o modo de flambagem para a menor carga critica muda de
acordo com o valor de C,. Tem-se para C.=1.10° KN/cm® a menor carga critica
associada ao primeiro modo de flambagem, para C.=1.10" KN/em® ac quarto modo de

flambagem.
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Utilizando-se a expressdo (8.1.17) na determinagio dos valores de momento

critico, novamente verifica-se a boa precisio do programa em relagdo 2 solugdo analitica.

Com a inclusio de um vinculo elastico no centro de cisathamento da secdo

transversal, mostra-se a influéncia do valor de constante elastica no modo de flambagem

da barra.

Na tabela (8.1.3) tem-se os momentos criticos (M) para valores de constante

elastica (C.,) entre 1.107 ¢ 2.10° KN/em®

TABELA 8.1.3

E= 205000
G= 80000
A= 56,9

Jy=
Jz=
Lz

312
5610
1200

Jw= 55158
Jt= 28,43
hy=0

Cw

Mcr (KN . cm)

(KN / cm?)

Solugéo analitica

Solucao programa

1. modo

2. modo

1. modo

2. modo

DESVIO

p/menor M.,
(%)

1,00E-05

3263,9372

6738,8195

3263,964

6739,6219

-0,00082109

1,00E-04

3706,9689

6801,4775

3707,0032

6802,2864

-0,00092528

1,00E-03

6680,1903

7398,9307

6680,2421

7400,3547

-0,00077543

1,10E-03

6932,2740

7462,3623

6932,3563

7463,155

-0,0011872

1,20E-03

7175,5072

7525,2593

71756385

7525,897

-0,00182984

1,30E-03

7410,7614

75876349

7410,9681

7588,6349

-0,00278919]

1,40E-03

7638,7738

7649,5018

7638,8531

7650,2519

-0,00103812

1,60E-03

7860,1746

7710,8724

7860,3015

7711,7997

-0,01202588

1,60E-03

8075,5078

7771,7584

8075,7088

7772,4923

-0,00944317

1,70E-03

8285,2463

7832,1711

8285,4003

7832,9046

-0,00936522

1,80E-03

8488,8049

78921214

8489,9668

7892,8959

-0,00981358

1,90E-03

8689,5493

7951,6197

8689,809

7952,5445

-0,01163033

2,00E-03

8884,8043

8010,67/61

8885,0585

8011,4624

-0,00981565

Verifica-se no grafico (8.1 1) que a partir de um certo valor de Cw o menor valor

de Mer n3o mais ocorre para o primeiro modo de flambagem e sim para o segundo.
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Grafico 8.1.1
9000 +—
i—e-~1, modoI

= 85001 2 modo|
e + » z o ? | '
s 00 =
Py 7500 gg—
[ *]
= 7000 4

8500 :

110E-03  1,30E03  1,60E-03  1,70E-03  1,90E-03
Cw (KN/cm)

Desta maneira pode-se dizer que o acréscimo no valor de constante elastica, para
o vinculo no centro de cisalhamento, representa também um acréscimo no valor de carga
critica, porém este acréscimo nfio ¢ sempre proporcional, visto que para determinados
valores de C., ocorrem mudangas no modo de flambagem da barra, e consequentemente
na taxa de acréscimo do momento critico em fungio da constante elastica Ce.

O valor de C,, para o qual ocorre mudanga no modo de flambagem, pode ser
encontrado utilizando-se a expressio (8.1.17), igualando-se os valores de M, para modos

de flambagem sucessivos.
¢) Situages 3 ¢ 4 (vinculo elastico nas mesas).
Analogamente 4 situagfio 2, as situagdes 3 ¢ 4 mostradas na figura 8.1.2 indicam

uma vinculagio elastica ao longo de toda a barra. Porém esta vinculagio encontra-se em

uma das mesas da segio transversal € ndo no centro de cisalhamento.
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11.45¢em hy=-12em 11.45cm

1 6.lom J{Yé,lcm . L &1e ‘E’Yé.lcm L Cw
1 i 1 7 1 1
. 12.2cm . . 12.2 em N
1 T T g

Figura 8.1.3

A posicio de aplicagdo do vinculo elastico ¢ identificada através de uma

coordenada h, relativa ao C.G. da secio transversal, (figura 8.1.3).

A partir das equagdes (5.22), (5.23) e (5.24) obtém-se as seguintes equacdes

diferenciais que representam estas situagdes.

ELVY =0 (8.1.18).
EJ, WIS + M, + Cy[Wp — (hy ~yplep| =0 (8.1.19)
EJ, 08 — Gl ¢, + M, W5 — C, Wy (hy —yp) + Cy (B, —yp) gp =0

' ..(8.1.20)

onde yp € a posigdo do centro de cisalhamento.

Substituindo-se as fungdes aproximadoras apresentadas em (8.1.4), (8.1.5) e
(8.1.6), e suas derivadas, nas equagdes (8.1.18), (8.1.19) e (8.1.20) tem-se o seguinte

sistema de equagles:
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% e pdat JoHf
o [Epgec) [-MR-Ct-yo)]  [BI=10
o [MRCy) [B s st o]l O
..... (3.121)

Igualando-se a zero o determinante da matriz dos coeficientes do sistema de

equagOes (8.1.21), tem-se a seguinte expressdo rpara M, ou momento critico (M),

C,(h, -  E5 2 Cy(h, - 2
M, o 7Y0) g e S (] Beta By o)’
X Y EJ X, GJ, S e

it

..... (8.1.22)

A expressdo (8.1.22) resulta em dois valores possiveis para momento critico, 0s
valores com sinal positivo indicam momento atuande no mesmo sentido do momento
inicialmente adotado, (figura 8.1.1). Valores com sinal negativo indicam momento critico

atuante em sentido contrario ao adotado.
Resultados numéricos:

Para as situacdes 3 ¢ 4 mostra-se que o posicionamento do vinculo elastico nas
mesas da secdio transversal altera significativamente os valores de momento critico, no
exemplo em estudo.

Nestas situagdes ¢ necessario que se especifique claramente qual mesa da segdo ¢
comprimida e qual é tracionada. O vinculo elastico na mesa comprimida, leva a valores
de Mcr mais elevados em comparagio com o vinculo no centro de cisalhamento, e na

mesa tracionada determina valores menores de M., que no centro de cisathamento.

Para a secio transversal em estudo (figura 8.1.4), atribui-se as duas situagdes
seguintes.

- vinculo elastico aplicado na mesa comprimida. (hy=-12 cm).
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- vinculo elastico aplicado na mesa tracionada. (hy=12 cm).

Utiliza-se a expressio (8.1.22) para determinagio dos valores de M., alterando-
se conforme o caso o valor de hy.

Devido as caracteristicas geométricas da se¢do transversal o posicionamento do
vinculo na direcéio do eixo Z ndo interfere no resultado de M,; como se pode verificar na

expressdo (8.1.22).

11.45em
Z —

11.45cm 11.45¢m

fracionada tracionada

ly

Bicm ., 6lem
i]

122cm

[ p—
J J— I
bt i

= D

Figura 8.1.4

Na tabela (8.1.4) tem-se os valores de momento critico (M) em fungdo dos
valores de constante elastica (Cy), para o caso em que hy=-12 ¢cm . E no grafico (8.1.2)
mostram-se as curvas representativas do 1% e 2° modos de flambagem, bem como o

ponto de transi¢io entre estes modos.
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TABELA 8.1.4

E=
G=
A

205000
80000
56,9

Jy=312

Jz= 5610
£=1200

Obs.: Dados em KN e centimetros.

Jw= 55158
Jt= 28,43
hy= -12

Cw
(KN / cm?)

Mcr (KN . cm)

Solucao analitica

Solugéo programa

1. modo

2. modo

1. modo

2. modo

DESVIO

P/menor M.,
(%)

1,00E-04

3898,5727

6852,1563

3898,5839

6725,0886

-0,000287285

2,00E-04

4531,0655

6971,9180

4531,0318

6823,8505

0,000743754

3,00E-04

5124,8883

7091,1253

5124,903

7078,799

-9,17091E-05

4,00E-04

5689,8144

7209,7960

5689,7662

7207,5615

0,000847128

5,00E-04

6232,1308

7327 9470

6232,1157

7327,1946

0,000242293

6,00E-04

6756,2129

7445,5946

6756,0776

7424,9274

0,002002601

7,00E-04

7265,2224

7562,7541

7265,1103

7562,5348

0,001542967

8,00E-04

7761,6336

7679,4402

7761,3929

7678,1422

0,016902274

9,00E-04

8246,9810

7795,6668

8247,1098

7796,5668

-0,011544875|

1,00E-03

87230157

7911,4474

8723,2071

7903,1214

0,105239908

1,10E-03

9190,8075

8026,7946

9190,6483

80276164

-0,010238209

1,20E-03

9651,3151

8141,7208

9651,4734

8142,7111

-0,012163276

1,30E-03

10105,3352

8256,2376

10104,639

8256,909

-0,008132033

10500
9500

8500
7500

5500
4500

Mcr (KN.cm)

3500 ¥
1,00
£-04

Grafico 8.1.2

—g— 1. Modo
- 2. modo

3,00
£-04

5,00
E-04

7.00
E-04

Cw {KN/cm

9,00
£-04

)

1,10
=03

1,30
E-03
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De modo analogo 2 situagfio 2, quando o vinculo eldstico encontra-se na mesa
comprimida, a partir de certo valor para C,, ocorre uma mudanga no modo de flambagem
da barra determinando valores de M., para o segundo modo.

Na tabela (8.1.5) tem-se os valores de momento critico (Mcr) em fungdo dos

valores de constante elastica (Cw), para hy= 12 ¢cm.

TABELA 8.1.5
Jy= 312 Jw= 55158
Jz= 5610 Jt=28 43
L= 1200 hy= 12

E= 205000
G= 80000
A= 56,9

Obs.: Dados em KN e centimetros.

Cw

Mcr (KN . cm)

(KN / cm®)

Solucao analitica

Solucao programa

1. modo

2. modo

1. modo

2. modo

DESVIO
p/menor M,
(%)

1,00E-05

3247,886

6735,127

3227.148

6685,221

-0,638516771

1,00E-04

3548,407

6764,315

3548,352

6727477

-0,001552810]

1,00E-03

5221,356

7036,032

5221,401

7036,302

0,000867591

1,00E-02

8360,774

8582,632

8361,115

8584,078

0,004082158

1,00E-01

9816,837

10964,740

9817,039

10695,294

0,002055652

1,00E-00

10036,783

11715,410

10036,917

11715,970

0,001336086

1,00E+01

10060,011

11809,672

10060,112

11810,209

0,001007951

1,00E+02

10062,347

11819,349

10062,445

11819,884

0,000977903

No grafico (8.1.3) mostra-se as curvas representativas do 12 ¢ 2® modos de

flambagem para os dados da tabela 8.1.5.

Grafico 8.1.3

12000
11000 +
10000 +
9000 +
8000 | e
7000 & I gy 4
6000 4§ '
5000 +
4000 4

3000 ¥ ; : : ! ; :
1,00E-05 1,00E-03 1,001 1,00E+01

Mcr (KN.cm)

Cw {KN/cm}
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Com base nas caracteristicas geométricas e de carregamento deste problema,
verifica-se que para o case de vinculo elastico na mesa tracionada, o acréscimo no valor
de C,, nio causa mudan¢a no modo de flambagem da barra. Este fato mostra que a
flambagem de cada barra ocorre em principio na regiiio comprimida da se¢fo. No caso
de vinculagio elastica na regifio tracionada, o seu efeito na forma de flambagem ndo €
influente, visto que a regiio comprimida ¢ que tende a flambar e, no caso, nio possui
vinculos que impegam deslocamentos de maneira direta. Esta observagiio necessita de
maiores estudos para sua comprovagio ou ndo.

Com base nas tabelas (8.1.3), (8.1.4) e (8.1.5) tem-se o seguinte grafico

representativo dos valores de M, em fungio de Cs.

Grafico 8.1.4

19200
17200

T

‘[ e T =12 Y ;
15200 ’ '

13200 +
11200 +

9200

Mcr (KN.cm)

7200 +
5200 +

3200 : — ; et
1,00E-05 4 00E-04 8,00E-04 1,20E-03 1,860E-03

Cw (KNicm)

| ; ' : L | L 1 ; I I
T 3 T T T

2,00E-03  1,00BE+01

t

Deve-se levar em conta, no grafico (8.1.4), o fato de estar representado sempre o
menor valor de momento critico, independente do modo de flambagem.

Percebe-se que a posi¢io do vinculo elastico na secio transversal influt no valor
de momento critico M., pois os maiores valores sic obtidos quando tem-se o vinculo
elastico aplicado na mesa comprimida, e os menores quando aplicado na mesa

tracionada.
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Apesar do vinculo eldstico aplicado na mesa tracionada resultar em valores
menores de Mcr, esta ainda ¢ uma solugio favoravel se comparado com a inexisténcia de
vinculag@io. Este fato pode ser verificado através das tabelas (8.1.1) e (8.1.5), onde
mesmo para valores de C, muito pequenos os correspondentes valores de Mer séo
maiores para o ¢aso com vinculagdo.

No grafico (8.1.5) tem-se uma ampliagio das curvas de M., para os valores

iniciais de Cy, mostrando de maneira mais clara a diferenga entre os valores de M.

Grafico 8.1.5
4000 = g

Mcr (KN.cm)
[92]
(94
o
=]

3000 | :
0,00001 0,0001 0,0002 C,0003
Cw {KNicmy}

Conclusio:

Neste exemplo mostrou-se os cuidados que devem ser tomados quando da
existéncia de vinculaco elastica e a influéncia do seu posicionamento no comportamento
de uma barra de secdo delgada.

Os resultados obtidos a partir do programa computacional mostram uma preciso
alcangada muito boa, associado ao fato de permitir o caleulo de modos de flambagem
seguintes a0 primeiro com as respectivas cargas criticas.

Apesar de os exemplos mostrarem que a colocagio de contraventamento na mesa

comprimida leva a maior momento fletor resistente, deve-se néo esquecer que se ©



93

contraventamento estiver na mesa tracionada obtém-se os menores momentos
resistentes. Assim, na utilizacdo pratica destas situagSes de contraventamento
recomenda-se cuidados adicionais, pois se a barra sofrer carregamentos de sentidos
contrarios 0 momento resistente pode ser menor que o esperado. Nestes casos €
preferivel posicionar o contraventamento no centro de cisalhamento da se¢do. Desta
maneira garante-se a manutecdo do momento fletor resistente independente da inversdo
de sentido do carregamento.

Neste exemplo analisou-se somente as condi¢des de instabilidade da barra, nao

levando em conta os limites de resisténcia do material utilizado.



8.2. Exemplo 2: Esfor¢os em Barra Sobre Vinculo Elastico Continuo.

Seja a barra apresentada na figura (8.2.1), apoiada em vinculo elastico continuo
de constante K, sujeita a um carregamento transversal de valor q e uma carga
concentrada axial P aplicada no centro de gravidade. Deseja-se determinar os valores dos

deslocamentos e esforgos atuantes.

4 {Ib/in}
Pl RRTTTTIIIITIITITIT I LI, P(lb)
adsszosziidb sagizicozze222322333)
7 R > , A ()
. . st
S YL Lo(in) K% ;
El, (b in2}
FIGURAB 2.1

Para chegar-se a solugdo fechada do problema, utilizando-se o cilculo
variacional, ¢ necessario a definicio do funcional da barra para as cargas atuantes. Este

funcional € do tipo apresentado em (8.2.1).
1 z 2 2z
anE{EIZV” +Nv? -2q,v +Kv?dx ®2.1)
L

Devido a descontinuidade na barra em B, divide-se o funcional em duas parcelas
correspondentes aos vios L; e L, da barra. Desta forma, tendo-se como origem do
sistema de coordenadas o apoio em B, os intervalos de validade da coordenada x ao

longo do eixo da barra serdo:

1° vio
Al g x <0
2° vio

0<x=<12
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Logo o funcional da barra, apresentado em (8.2.1), pode ser expresso da seguinte

manetra;

1
= ]. ‘Z*{EJZVE'Z +Nvi? -2q,v, +va}dx+
~L}
1, l
+ j;—z—{EJ i+ N —2q,v, +Kvildx (8.2.2)
i3

2 (V1(0)= v, (0) + 2, (v} (0) - v, (0)
Aplicando-se as equagdes de Euler:

[oF d oF & &F
J&vi_dxav;+dxzé‘v§:
l&FMiE)’Ferz oF
v, dxov, dx® vt

(8.2.3)

Obtém-se as equagbes diferenciais do problema, correspondentes aos vios Ly €
Lg'.

{Eizvi" +Nvj+Kv, =q,

. (8.2.4)
El, vy +Nvj +Kv, =q,
O polinémio caracteristico sera do tipo:
N K
T, Sl 2.5
}U+E}Zk+€§z 0 (8.2.5)

Antes de partir-se 4 determinacdo das raizes da expressdo (8.2.5), ha necessidade
de uma verificagio do valor de A, expressio (8.2.6), para os valores possiveis de N, K e
Ejz.

Portanto, seja a expressdo:
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A m( N J _ K | (8.2.6)

E os valores de N, tais que:

N <2,KEJ, (8.2.7)
ol
N = 2,KEJ, (3.2.8)

Para os valores de N apresentados nas expressdes (8.2.7) e (8.2.8), o valor de A

sera negativo ou positivo e as raizes da equagio (8.2.5) serdo do tipo:
A=+BFui (8.2.9)

Para valores negativos de A, e

{A: £ 2.10
x=+8i (8.2.10)

Para valores positivos de A.
No caso de raizes do tipo apresentado em (8.2.9), ou seja, quando N possui
valores validos para a expressio (8.2.7), utiliza-se as seguintes expressdes para modificar

de modo conveniente o polinémio:

= 8.2.11

" T 2EI, (8211
K

s 8.2.12

T H (82.12)

Desta forma a expressdo (8.2.5) pode ser reescrita do seguinte modo:
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M2t +5t =0 (8.2.13)

E os valores de o e B que compdem as raizes da equagio sdo dados por:

(8.2.14)

(8.2.15)

Tem-se, desta marneira, a solucdo geral das equacdes (8.2.4) para cada intervalo

de validade de x;

v(x)=A0, +BB, +C0,+ D, +i% (8.2.16)
v,(x)= A8, +B,0, +C,0, + D9, +w91€ 8.2.17)
Onde os valores de 81, 02, 0; e 6, sdo representados por:
0, = cosh{fx) sen(ox)
8, = cosh(fx) cos{ax

2 (Bx) cos(ax) 8.2.18)

8, = senh(Px) cos{ox)
8, = senh(fx) sen(ax)

As derivadas das expressdes (8.2.16) e (8.2.17) sdo dadas por:

vi{x)= A, (B0, +a8,)+ B, (6, —0B,) +C,(B8, — 06, )+ D,(BO, +ab;)  (8.2.19)
vi(x) = A,[(B ~ )8, +2aB8,] + B,[(B” -a")6, - 20B8, ] +

(8.2.20)
+C,[(B* -a?)8, ~20p8, | + D,[(B” ~ )0, +20:36,]



A A A A A A A A A A A A R N A R N N F Y Y XX XYY

VT (x) = A BB - 302)8, +au(3p7 — ot 18,]+ B.[B(B? - 302)8, — (367 — o2 )8,]+
+C,[B(B* - 3a7)8, - a(3p? ~02)8,]+D,[B(B? - 307)0, + (3B —a’)8,

vitx)= A, (B8, +ub,)+B, (36, —af, ) +C, (B0, —0194)4:-1)2(39, +af,)  (8.2.22)

vi(x) = A, [(B* - a8, +2a0,]+B,[(B* —a2)6, - 208, ] +
+C,[ (B2 - a8, - 2086, +D,[(B* - a8, +208, ]

v 200 = A, BB - 302)8, + (3B - ), ] + B,[B(B? - 3u2)0, — (3P’ —ah)8, |+

(8221

(8.2.23)

+C,[B(B? ~3a2)0, —a(3p? —0*)8, ]+ D, [B(B? - 30230, +a(3p? —a’)8,]

.(8.2.24)
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Na determinagio dos valores das constantes A, B, C, Dy, Ay, B, Cre Dy

utilizam-se as seguintes condicdes de contorno:

vi(-L1}=0
vi(-L1)=0
v (0)=0
v,{L2)=0
vi(L2)=0
v,{0)=0
vi(0) = v} (0)
vi(0) = v;(0)

As expressdes das constantes sdo apresentadas a seguir:

(8.2.25)
(8.2.26)
(8.2.27)
(8.2.28)
(8.2.29)
(8.2.30)
(8.2.31)
(8.2.32)

(8.2.33)

(8.2.34)




_4
B, = X
-
B, = K
C. = ‘bls‘i)m _d)lz(i}m "D1(“¢m¢1; +¢;;¢13)
’ bots
oy ~$:8.0,)+6.8,d,)
62 B D‘ ‘¢29;(12)+¢,93(12)
o 9 ~016010) + 41,0, 10,000,
l Oo (0140 +0,015) - ¢, (=610 +¢§!_¢13)
BT el o BB o)
D, = 2ap +D, - b
Onde:

¢, =6,(1,)+ab,(1,)
¢, = 6,(,)-08,(1,)
¢, = B6,(1,)+ab;(1,)
¢, = B,(BO,(1,) - 08, (1,

__B
¢5 - aex(li)"'"ea(iz)

__ % B
¢6 ~ *‘b} 61“1)"‘0{81(11)

b, = "9191(}1)'*84(11)

1

T, b
=0 A v
(bx 1(11{ d)] ‘blzaﬁ
0, =~ (B0, (1,) +00,(1,)) + 86, 1,) 9,0,

¢,

by =~ 2 (3,1, + 0 1,))+ (80, (1,) + 0,01,

b =~ 2286, (1,) + 08, (1) + B6,(1,) +00, (1)
1

(8.2.35)

(8.2.36)

(8.2.37)

(8.2.38)

(8.2.39)

(8.2.40)

2 2 2 2 —[ q
(By(B? —a”) = B, (B ~ o)) |+ B0, (1) + ¢

99
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[ ]
¢y, :(894(11)+a92(11))t”% & d;;B(BI(Bz _az)“Bz(Bz _‘12)”“+~

+B,(B6,(1,)-ab,0,))

by = él"G‘(I) +0,(1,)
G =— ile(l y+8,4,)
=0, (B 2 2)1
@ ){ y ¢lmﬁ (B*~a®)~B,(B —a")) |+
+B,8,(1,)+ ‘( 2y (g7 —ar)-Byp7 —ar) + 3
2¥2\ 2 B 4 : K
_9s
d}]é_d}g

Para valores de N representados pela expressdo (8.2.8) ndo ha nescessidade de

modificar-se a expressdo (8.2.5), ¢ a solugdo das equagdes (8.2 4) sera do tipo:

V(x) = A cos{yx) + Bsen(vx) + C cos(8x) + D sen(dx) (8.2.41)

onde vy e d sdo dados por:

=1 (NT i (8.2.42)
"=V2Er, T2\iE,) TE, -
N 1 (( N ]z 4K
_ 1 B 243
0 \/2EJZ+2V EJ.) B, (82.43)

Para o problema em questdo as equagdes para os dois trechos da barra e suas

respectivas derivadas sdo as seguintes.
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V,(x) = A, cos(yx) + B, sen(yx) + C, cos(5x) + D, sen(5x) + % (8.2.44)

Vi(x) = —A,vsen(yx) + B,y cos(yx) — C,0sen(dx) + D 8cos(dx) (8.2.45)
VA(x)=-A,y? cos(yx)— B,y” sen(yx) — C,8° cos(8x) — D,8” sen(dx)
(8.2.46)

V,(x) = A, cos(yx) + B, sen(yx) + C, cos(8x) + D, sen(dx) +-§- (8.2.47)

V;(x)=—A,ysen(yx) + B,y cos{yx) ~ C,8sen(6x) + D,6cos(dx)  (8.2.48)
V7(x) = —A,y" cos(yx)— B,y? sen(yx) ~ C,8* cos(6x) — D,8” sen(5x)
(8.2.49)

Impondo-se as condi¢cdes de contorno apresentadas em (8.2.25), (8.2.26),
(8.2.27), (8.2.28), (8.2.29), (8.230), (8.231), e (8.232) tem-s¢ os valores das
constantes Ay, By, Cy, Dy, Az, B2, Co e Do,

.
A =-2-C, (8.2.50)
.
A, =-3-C (8.2.51)
B, = [BzerI)szDlS}% (8.2.52)
__p bu_ 9
B, =-D, 0. 0. (8.2.53)
C - (vl )-m——- (81,) - (8.2.54)
P, ) T (%»7 -
C,=C, (8.2.55)
= ¢19¢u¢2; ”¢13¢1?¢21 _¢22¢20¢17 (8.2.56)
d’z?(d’z‘bzz “¢6¢17¢20)
Do, =4+ :;d)M
D, = M (8.2.57)
¢1s¢14
Te, O
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Onde:

¢, = ~cos{—yL,) + cos(-8L,)
o
o, =— ; sen(~yL, )+ sen{—6L,)

9 (g
¢’3 = E - ECUS("VLJ

¢, = vsen(-vl,)—dsen(-8l,)

q
dy = 7 sen(—yL,)

¢, = ~8cos(—yL,)+8 cos(-dl,)
¢, = —cos(yl,)+cos(dl, )

9 4
by =70~ cosCrl)

¢, = vsen(yl;)—Ssen(dl, )

g
Gy = EY sen(yl,)
W
by = - —+ sen(yl, ) +sen(—vl,)
W,

W &
R "‘i sen(8l,) + " sen(—l,)

Pt
¢13 ”¢3 ¢7

$,, = mgisen(ylz)wcos(w}fi;)

7

s = —Qisen(élzwécos(wyll)
RN
(E)IG w‘bﬁ ¢7

¢y = ~£9-sen(’yi2 )+ycos{vl,)

1

By = —g)?-sen(ﬁiz)+5 cos(dl, )
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_. b
éiQ Wd)iﬂ (b-;
5 - ubu by
3 ¢

O3 = 015014 + 010y,

¢’22 = _¢§6¢§7 +¢39¢1¢

A resolugdo deste problema foi feita utilizando-se os dados numéricos
apresentados em [19], para tanto a barra foi dividida em 10 elementos de igual
comprimento ¢ submetida ao carregamento indicado na figura (8.2.2). A carga (q),

distribuida ao longo da barra, € considerada unitaria.

a =1 (lbin)
P=1000 by , P=10001b
TANEIPEIETIA FILITIIIIITITTIELILTIL *
oS e R wrsrrters et e C
. Ly=30m | Lo=70n Kﬁ’?ﬁiﬂpsli
: 1
£T,=75x108 (b n2)
FIGURA 822

As tabelas (8.2.1) e (8.2.2) comparam os resultados obtidos para uma salugio
fechada das equag@es diferenciais (8.2.4), com os resultados do céleulo feito pelo

programa computacional desenvolvido.
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TABELA 8.2.1
Coord. Deslocamentos = V(x) Rotagdes V7'(x)
X Eq.difer. Programa Eq.difer. Programa
Calculado | Erro Caleulado | Erro
(in) |(x10° in)|{(x10° in)| (%) |(x10° )| (x10° in)| (%)
0 0 0 0 0 0 0
10 1-0.261206| -0.2612 | -0.002 | -0.503156 | -0.5032 | 0.0087
20 [-0.745254| -0.7453 | 0.006 | -0.22989 | -0.2230 | 0.0049
30 0 0 0 2.17876 2.179 0.011
40 3.48901 3.4850 |-0.0003 | 4.21001 4.210 -0.0002
50 7.45925 7.459 -0.003 | 3.35758 3.358 0.0125
60 9.66952 9.670 0.005 | 0900104 | 0.9001 -0.0004
70 9.14052 9.141 0.005 | -1.91447 -1.914 | -0.02455
80 6.13454 6.135 0.0075 | -3.84655 -3.847 0.01170
90 2.16023 2,160 |-0.0106| -3.63898 -3.639 | 0.00055
100 0 0 0 0 0 ]
TABELA 8.2.2
Coord. Momentos V’’(x) Cortantes  V™7’(x)
X Eq.difer. Programa Eq.difer. Programa
Calculado | Erro Calculado | Erro
() | (b.m) | db.in) | (%) (Ib) (Ib) (%0)
0 33,7223 | 337327 |0.00119] -4.1350 -4.1351 | 0.00242
10 25.0637 | 250641 [0.00160] 5.8720 5.8716 | -0.00681
20 | -83.8211 | -83.8222 |0.00131| 159111 159111 0
30 | -293.1800|-293.18390.00133{ 259515 259540 | 0.00963
-31.4819 | -31.4801 {-0.00572
40 | -27.9786 | -27.9790 {0.00143 | -21.6022 | -21.5982 |-0.01852
50 | 139.8703 | 139.8721 |0.00129| -12.0173 | -12.0141 | -0.02663
60 1213.1822 ] 213.1849 10.00127| -2.6727 -2.6718 | -0.03367
70 | 193.5437 | 193.5462 10.00165| 6.6070 6.6052 | -0.02724
80 80.5771 | 80.5782 [0.00137 16.0239 16.0203 |-0.02247
90 |-127.8627|-127.8644 |10.00133| 257138 | 25.7105 |-0.01283
100 |-434.5550|-434.5607 | 0.00131; 356518 | 35.6523 | 0.00140
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Verifica-se que os resultados obtidos sdo de uma precisio muito boa, com erros
variando entre valores muito baixos,de (0) a (0.03367) %. No caso obteve-se resultados
com melhor precisdo para o valor de rea¢do no apoio em B, que os obtidos no exemplo
apresentado em [19]. Visto que no mesmo, o valor dado como resposta para a reagio é
de 59.30486 q. Este valor difere da solugdo da equacdo diferencial em (-3.156 %),
enquanto que para o programa desenvolvido este erro € de (0.00122 %),

Em acréscimo a este exemplo apresentado formulou-se outro no qual ocorre a
condigio de N apresentada na expressdo (8.2.8). Alguns dados foram alterados e sdo

apresentados na figura (8.2.3).

q=1(lbmn)
P=5000 by TR LS IR LITITIIITE LTI LIS LITILITLLIITILLLY, P=5000 1
_EQ E=E§<i EEET-BEEEE = 282832322833 wé;zé*ﬂm
. T, Arrrierin . R e
[ Ly=30in L,=701n K=0.75ps‘1
x i |
El,=75210% b in2
FIGURA 823

Para este caso igualmente obteve-se valores muito bons em comparagio com a
solugdo da equagdo diferencial. FEstes resultados sdo apresentados, para os

deslocamentos e giros da secdo, na tabela (8.2.3).
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TABELA 8.2.3
Coord. Deslocamentos - V(x) Rotagdes V’'(x)

X Eq.difer. Programa Eq.difer. Programa

Calculado | Erro Calculado | Erro
(im) |[(x10* m)[(x10? in)| (%) |(x10? in)|(x10® m)| (%)
0 0 0 0 0 0 0
10 -3.607 -3.607 0 -0.653 -0.653 0
20 -9.431 -9.431 0 -0.218 -0.182 0
30 0 0 0 2.603 2.603 0
40 41.020 41.020 0 4942 4.942 0
50 87.740 87.740 0 3.959 3.959 0
60 113.700 | 113,700 0 1.039 1.039 0
70 107.100 | 107.100 0 -2.309 -2.309 0
80 71.260 71.260 0 -4.547 -4.547 0
90 24.760 24,760 0 -4.210 -4.210 0
100 0 0 0 0 0 0

Neste exemplo utilizou-se o sistema de unidades inglesas a fim de estabelecer

uma melhor comparagdo entre o calculo desenvolvido pelo programa e o trabalho

apresentado em [19]




8.3. Exemplo 3: Aplicagdo para Viga Sobre Vinculo Elastico Continuo.

A analise de barras associadas a vinculos elasticos, pode representar muitas vezes
simplificagdes de situagSes tedricas mais complexas. A situagio mais comum seria 0 ¢aso
de uma viga de fundagio direta sobre o solo. Neste exemplo, mosira-se um outro caso
onde utiliza-se o conceito de vinculagfio eldstica continua, que pode relacionar-se o
desenvolvimento teodrico.

Seja o caso de uma barra genérica simplesmente apoiada nas extremidades, e
suportada em todo seu comprimento por uma vinculagio elastica de valor constante Cy.

Figura 8.3.1

A fundagdo elastica apresentada na barra da figura 8.3.1, pode representar uma
barra de caracteristicas elasticas ¢ geométricas proprias, denominada viga de apoio,
pretende-se que a mesma tenha comportamento semethante ao da vinculagdo elastica
tedrica.

Considera-se que a viga de apoio, possa ser em concreto armado ou qualquer
material cujas caracteristicas possam representar uma vinculagfo elastica e que tenha as
mesmas condigdes de contorno da barra apresentada na figura 8.3.1.
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Figura 8.3.2

A defini¢do de vinculagdo elastica continua utilizada neste trabalho, diz que os
deslocamentos de pontos de aplicagio do vinculo elastico na estrutura ficam restringidos
somente na diregdo axial do vinculo, e totalmente livre nas demais direcdes.

Entdo, desde que ndo ocorra transmissdo de esforgos cisalhantes na interface das
duas barras, ou desprezando-se o atrito entre as mesmas, pode-se dizer que na figura
8.3.2 tem-se um caso de barra sobre vinculagdo eldstica continua semelhante a figura
831

Analisando-se a barra da figura 8.3.1 pode-se dizer que sua posigiio deformada
para um carregamento linear distribuido € a seguinte:
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Bara éndefonnada

Barra deformada

%é%%%%%%%%W

| L |

Figura 8.3 .3

Como o valor de Cy é constante ao longo do comprimento da barra, a forga em
cada ponto da vinculag@o eldstica sera representada por:

F=Cyv (83.1)
Onde v; € o deslocamento de cada ponto na diregdo do eixo Y .

Para que a viga de apoio da figura 8.3.2 assuma a mesma posi¢io deformada da
barra da figura 8.3 .3, admite-se um carregamento linear distribuido q aplicado 2 viga,

\ Posicdo deformada

Figura 8.3 .4

Sabe-se da resisténcia dos materiais que o deslocamento de um ponto no centro
do vio da viga apresentada na figura 8.3 .4 é dado por:

q
24E1I,

V(x) = [x'-2Lx3+ (8.3.2)
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Modificando-se a expressdo 8.3.2 de modo a isolar a carga q, tem-se:

[ 24E,
4 I.x4—2Lx3+L3x

}V(x) (8.3.3)

Neste ponto é possivel fazer uma analogia entre as expressdes (8.3.3)e(8.3.1). A
posi¢do deformada da barra apresentada na figura 8.3.3, mostra que para cada posi¢io x
ao longo do vdo a vinculagdo elastica possui uma deformacgdo correspondente a v;. A
forga de reagdo da winculagdo elastica em um ponto i do vio em fungdo desta
deformagdo v; ¢ dado pela equacdo (8.3.1). A relacdo entre F; e v; € constante e igual a
Cy { constante elastica ).

Na viga apresentada na figura 8.3.4, o carregamento aplicado provoca uma
deformagio na viga, com deslocamentos variaveis v; ao longo do vdo. Analisando-se a
posi¢do central do vio (x=L/2) verifica-se, através da equagio (8.3.3), que existe uma
relagdo entre o carregamento aplicado g e o deslocamento v, De modo geral, para
qualquer posi¢do %, também ocorre comportamento analogo. Assim, a constante C, pode
ser escrita como:

[ 24831, ]

C, =| —
¥ Lx4m2Lx3+L3x

(3.3.4)

Como adotou-se neste trabalho a hipdtese de valor constante para a vinculagio
elastica ao longo da barra, as caracteristicas de inércia é que devem variar em fungdo de
X, para 0 apoio ser eldstico linear.

Cy (3 303
szﬁ(x ~2Lx° + 17 x) (83.5)

Com base na expressio (8.3.5) pode-se dizer que para a situacdo apresentada na
figura 8.3.2, uma viga associada com valores de inércia J; variando ao longo de x, simula
uma vinculagdo elastica de valor constante Cy.

- Caso de Cy constante e J; variavel:
Na hipotese de simular-se um vinculo elastico continuo de valor constante através

de uma viga com se¢do retangular, o valor de inércia J, torna-se necessariamente
variavel. Admitindo-se ndo varia¢io da espessura b da segdo tem-se a seguinte situagdo:




i

b {varidvel )

1 { constante )

Figura8.3.5

Sendo a viga utilizada como vinculagdo elastica, de segdo retangular, o valor de
mnercia Iz € dado por;

J, = Plli 836
Substituindo-se a expressio (8.3.6) em (8.3.5), tem-se:

(G gy 3.3 1
h:LZEb(x 2L L x)J (8.3.7)

A expressdo (8.3.7) determina os valores da altura h para que a viga de apoio
simule uma vinculagfo elastica com valor constante Cv em cada ponto de coordenada x
ao longo do vio.
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Caso de Cy varidvel e J; constante:

Quando a viga a ser utilizada como vinculagdo elastica for existente ¢ com
caracteristicas de inércia J; constantes, retorna-se a expressio (8.3.4). Pode-se observar
que para diferentes valores de x tem-se a seguinte curva representativa de Cy.

Cg/\
E - am funcio do material
Jv -~ em fungfo da forma da
segdo transversal
] ., MEN
e
‘ | #2123+ U
0 /2 L X
Figura 8.3.6

No centro do vio tem-se ¢ valor minimo de Cv, aumentando em diregio aos
apoios extremos. Para um pré-dimensionamento a favor da seguranca pode-se utilizar o
valor de Cy do centro do vdo para toda a viga. No caso de um pré-dimensionamento
mais rigoroso, utilizando-se as facilidades da divisio em elementos finitos do programa
desenvolvido, € possivel dividir a viga em quantos trechos quanto desejado,
determinando para cada trecho o valor de Cv que melhor se ajuste a curva determinada
pela expressdo (8.3 .4).

Situacdo real:

Seja uma laje de piso em concreto armado, de determinado prédio, solicitada a
um carregamento além do projetado. A necessidade de um reforgo estrutural faz com
que se projete um novo sistema de laje e vigas de sustentagfo, para que o carregamento
seja trasnferido aos pilares, sem comprometer a laje e vigas existentes.
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Estrutura em conereto artmado
{existents)

Viga
Laje
L Al :
i B . 1 VISTA
i A A
Viga V1
Ly \ s
1 1
Viga

Estrnurs metslica
de reforga

Viga metilica

concreto

VISTA

Figura 8.3.7

As vigas de concreto armado contribuirfio na resisténcia do novo sistema de
sustentagdo, como uma vinculagdo elastica de valor Cyv dado pela expressdo (8.3.4).
Portanto, o esquema estrutural das vigas do novo sistema de sustenta¢io sera:
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Figura 8.3.8

A3 procedimento desenvolvido neste exemplo adapta-se aos casos de carga
distribuida ao longo da barra, e nfio restringe-se a0s materiais ago e concreto como
estruturas nova e existente. A combinacio entre os materiais utilizados pode ser
quaisquer, desde que se utilize nas formulas desenvolvidas, as caracteristicas elasticas e
geométricas da barra a ser utilizada como vinculo elastico.




8.4 Exemplo 4: Barra com Deformagio Inicial.

Neste exemplo mostram-se os efeitos devido a deformagdo inicial em uma barra
sujeita a um carregamento de flexio simples. Analisam-se os efeitos de segunda ordem
determinando esforgos e deslocamentos atuantes na barra.

Os valores de deformagéo inicial estdo associados aos valores apresentados na
EUROCODE 3/78. Os valores possiveis para flecha no centro do vdo, sdo da ordem de
1/500 ¢ 1/1000 para defeitos de fabricagiio, portanto estes serfo os valores adotados no
exemplo.

A barra a ser estudada ¢ a seguinte:

o

barra s/ deformagéio inicial barra c/deformagio inicial

Figura 8.4.1

A barra ¢ constituida de um perfil I-10” com vdo de 12 metros, e os valores de A
apresentados referem-se ao centro do vio.
As condigbes de contorno da barra e as dimensdes da segdo transversal sio as

seguintes;
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My Mz
(E N
w7 st
| L=1200cm i
i 1
1.25cm 7 1 e
5 1.1dcm
C.G. C.G. - centro de
22.9em|  C.C 9% 4 em gravidade
Z
C.0.~ceniro  de
cisalhamento
1.25cm :: 3 ‘L i |
, 6 1cm {_YG.I cm 1,,
122 cm X
T
Figura 8.4.2

As caracteristicas geométricas da segdo e elasticas do material sdo as seguintes:

E=205000 MPa G=80000 MPa ' A=56.9 ¢cm*
Jy=312 em® Jz=5610 cm® Jw=110317 cm®
Jt=28 43 cm*

A partir do valor de carga critica determinado no exemplo 8.1 para esta mesma
barra porém sem deformagdo imicial, resolve-se o problema para valores de Mz
correspondentes a 500, 1000, 1500, 2000, 3000 e 3250 KN.cm tanto para deformacgio
inicial A de 1/500 como de 1/1000.
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A imperfeigdo inicial da barra ao longo de x na diregio horizontal z, para os

valores de A pode ser representada pela seguinte expressao:
W = A sen (1;—"} (8.4.1)

Derivando-se a expressio (8.4.1) sucessivamente até a quarta derivada, e
obtendo-se as expressdes dos esforgos e carregamento (q.) associados para uso nas

equagdes diferenciais, tem-se:

T X
W'=EJ,—A — 842
(2] ss

7’ X
W'=-EJ, —A — 843
g (%) 0s

7 X
W 3—E~JY“£§'~ACOS (—i—‘) {(8.4.4)

: L X
WY = EJY '{;ASEII [ﬂz‘) (845)

A expressdo {8.4.1) representa os deslocamentos de pontos da barra ao longo de
seu comprimento. A quarta derivada de w em relagdo a x, expressdo (8.4.5), determina

um carregamento distribuido g,, com variagdo senoidal ao longo da barra.

Substituindo-se os valores de A apresentados na figura (8.4.1), na expressdo
(8.4.5) representativa do carregamento distribuido, tem-se.

R4

4: 500 2

T X

EJ, sen (—L——] (8.4.6)
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Para A=L /500, e

n*t T X

0. =Too B v sen () @47

Para A=L / 1000,

Na resolugdo do problema através do programa de computador, a carga q, sera
responsavel por causar a deformagio inicial pretendida, de acordo com os valores de A.
Os valores do carregamento g, de acordo com as expressdes (8.4.6) e (84.7)

para cada posicio x da barra 530 os seguintes:

TABELA 8.4.1

X q, (1 x 10 KN/em )
(cm) L /500 L/ 1000

0 0 0
120 2.2283 1.1142
240 4.2385 2.1193
360 5.8338 2.9169
480 6.8580 3.4290
600 7.2109 3.6055
720 6.8580 3.4290
840 58338 2.9169
960 42385 2.1193
1080 2.2283 1.1142
1200 0 0

A resolucdo deste problema ¢ feita em duas etapas, na primeira passagem do
programa € fornecido o carregamento distribuido q, ao longo da barra e o carregamento
momento de flexdo nos apoios de extremidade. Estes valores sdo introduzidos no vetor
de cargas do sistema de equagles. Para esta situagdo de carregamento o programa
fornece como resultados os deslocamentos da barra nas dire¢des v, w € @, e o0s esforgos

cortante, momento fletor &€ momento torgor.
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A segunda etapa, contitui-se em executar o programa tendo como dados, além
dos carregamentos aplicados na 1? etapa, os valores dos esforgos My e My de 1* ordem
obtidos como resultados da 1° etapa. O calculo dos esforgos considerando efeitos de
segunda ordem sdio feitos aplicando-se os valores dos esforcos My e M; na matriz
geométrica da barra.

Desta maneira obtém-se 0s esforgos atuantes na barra considerando-se os efettos
de segunda ordem. O programa fornece também os deslocamentos ocorridos.

Tratando-se este exemplo de um problema de segunda espécie pretende-se
mostrar que um pequeno deslocamento lateral na barra pode ocasionar um acréscimo
significativo de esforgos e tensdes, se comparado com o caso de barra ndo deformada.

Os valores de Mz escolhidos pretendem representar a historia de esforgos e
deslocamentos da barra, até um valor proximo a Mz = 3260 KN.cm determinado no
exemplo 1. Este valor de Mz representa um momento critico de instabilidade lateral, isto
significa que para o caso da barra com uma deformacdo inicial os deslocamentos w
devem tender a valores muito grandes.

Nas tabelas (8.4.2) e {8.4.3) tem-se os resultados obtidos com © programa de

computador.
Tabela 8.4.2
Deformagao inicial = L / 500 PosicBo i x=1/2
Esforgos 1. ordem Deslocamentos Esforgos 2. ordem Variagio (%)
Mz My vV w Mz My B Mz My

(KN.cm) [{KN.cm )] {(cm) (em} {KNeom){(KNem){{KN.em2) (%) (%)

500 113,052 | 0,7853 | 2,6660 | 500852 | 115935 | 89,114 0,1304 | 25489

1000 | 113,052 | 1,5670 | 2,8830 | 1001,404 | 125475 | 192,109 | 0,1404 | 10,9886

1500 | 113,052} 2,3500 | 3,3300 | 1502418 | 145,139 | 331,081 | 0,1612 | 28,3826

2000 | 113,052 | 3,1350 | 4,2360 | 2004,067 | 184,992 | 557,403 | 0,2033 | 63,6347

3000 | 113,052 | 4,7220 | 17,0700 | 3023,980 | 749,385 | 3289,091 | 0,7993 | 562,8672

000000000000 000000000000000000000000000000000000
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Tabela 8.4.3
Deformacdo inicial = L / 1000 ~ |Posicio i x=L/2
{Esforcos 1. ordem deslocamentos Esforgos 2. ordem Variagdo (%)
Mz My v w Mz My B Mz My

(KN.em)i (KN.cm )i (cm) {om} | (KN.cm) i (KN.cm) [{KN.cm2)l (%) (%)

500 56,5265 | 0,7828 | 1,3330 | 500,163 57,968 44,555 0,0328 2,5498

1000 | 56,5265 | 1,5660 | 1,4410 | 1000,351 | 62,738 96,051 0,0351 | 10,9881

1500 | 56,5265 | 2,3480 | 1,6650 | 1500805 | 72,568 165,633 | 0,0403 | 28,3810

2000 | 56,5265 | 3,1310 | 2,1180 | 2001,017 | 92,495 278,685 | 0,0508 | 63,6305

3000 | 56,5265 | 4,7020 | B,5330 | 3005,994 | 374,621 | 1649,161 | 0,1998 | 5627350

Os valores apresentados nas tabelas (8.4.2) e (8.4.3) mostram a grande influéncia
da deformacdo inicial na direciio w, com relagdo ao aparecimento de momentos My,

Enquanto os valores de Mz possuem um acréscimo pequeno, os valores de
momento My de 2* ordem aumentam counsideravelmente de acordo com M; inicial.
Verifica-se que para valores baixos de My, { M;=10000 KN.cm ) o acréscimo em My foi
10,98 %, porém a medida que aproxima-se do valor de M, os valores de My sofrem uma
variagiio muito grande. Neste caso ndo tem mais sentido analisar-se a barra da maneira
como foi inicialmente pretendido.

Os deslocamentos laterais { dire¢do w ) tornam-se, como 08 momentos, muito
grandes, inviabilizando inclusive o uso da teoria de pequenos deslocamentos.

Os resultados apresentados mostram o quanto os esfor¢os de segunda ordem
podem ser importantes no dimensionamento de uma barra. E importante a consideracio
de que no dimensionamento considerando-se apenas os efeitos de primeira ordem, deve-
se ter o cuidado de verificar se imperfeicdes ou deslocamentos iniciais da barra em
alguma dire¢dio pouco favoravel, nfo ird ocasionar efeitos de segunda ordem, em
direcBes ndo consideradas inicialmente.

A consideragdo do efeito de segunda ordem leva a valores de esforgos e
deslocamentos, que ndo estando presentes no caso de primeira ordem, podem levar a
deslocamentos execivos da estrutura e esfor¢os ndo previstos. No caso podem ocorrer
tensdes atuantes em regides e valores acima do esperado, determinando zonas de

plastificagdo do material e até mesmo inutilizagio da estrutura.
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Analise de Tensdes:
No exemplo namero 1 procedeu-se o célculo de momento critico para uma barra
perfeitamente retilinea. No caso chegou-se a M=3260 KN.cm e as tensdes de

compressdo e tragdo atuantes na segdo sao dadas por:

Aplicando-se em (8.4.8) o valor de M, e as caracteristicas da secfo transversal
comuns a este ¢ ao exemplo 1, tem-se o seguinte valor de tensdo maxima atuante na

se¢do no centro do vao:

o=-28 1047 (3.4.9)
5610
ou
=61 KN/cm? (8.4.10)

A tensdo o atuante tem a seguinte distribui¢o ao longo da segfo transversal:

segéo transversal distg;zgiegﬁodde
- A
i - ?’61 Ko | -0,61 KN/em?2
) compressao
7z Z
e
1 fragdo
+
+ i 0,61 KN/cm2
0,61 KN/cm2
Y Y
Figura 8.4.3
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Quando se considera os efeitos de 2* ordem os diagramas de momento My e My
e bimomento B, provocam tensSes de compressio e tragdo na segdo transversal com
varias combinagdes diferentes, os diagramas seguintes representam estas distribuigdes de

tensdes para cada esforco solicitante.

SECOES TRANSVERSAIS
- | [~ ]
. T |
z z z

S S—— A
+ o~ .
+ | N Iy

by Ly e

M My B

(-) compressiio

{+} tragdo

Figura 8.4.4

Através da figura 8.4.4 observa-se que o ponto da secfo de maiores tensdes sera
na extremidade direita da mesa inferior. O valor da tensio atuante pode ser determinado

com a seguinte expressdo:

M.
cr=~———y+~—-—~wz+~§-m (84.11)
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Substituindo-se na expressio (8.4.11) os valores de My , M, e B encontrados na
tabela (8.4.3), tem-se os valores de tensdo atuantes para cada M; aplicado nas

extremidades. A tabela seguinte representg estes valores.

TABELA 8 4 4
Mz o
extremidade maxima
(KN.cm ) { KN/em® )
500 3.25
1000 4.43
1500 5.83
2000 7.68
3000 22.20

Comparando os resultados contidos na tabela (8.4.4) com o valor de tensdo
apresentado em (8.4.10), verifica-se claramente que para M;=2000 KN.cm ¢
considerando-se os efeitos de segunda ordem, a tensdo atuante ultrapassa o valor
determinado em (8.4.10). Portanto, caso a barra estivesse dimensionada proximo ao
limite de escoamento do material, para o carregamento de projeto, os efeitos de segunda
ordem poderiam determinar plastificagdo e até ruptura do material, para valores abaixo

do carregamento de projeto,



8.5, - Exemplo Numero 5: Instabilidade de Barra com Segdo Nio Simétrica.

No exemplo 8.1 estudaram-se os efeitos da vinculagdo elastica para uma barra de
se¢io duplamente simétrica sujeita 4 flexdo. No caso de barras submetidas a compressdo,
sera feito inicialmente um estudo para secdo duplamente simétrica, e apds, o caso de
secdo transversal nfo simétrica.

Seja a barra apresentada na figura 8.5.1, sujeita a uma vinculagdo elastica

continua em um plano horizontal, na dire¢3o do eixo z.

Cw
F .} ”é;j' N-" ‘T" a“" 'v—.' ’;-“? h“t ‘T‘Pw':' /'"-‘? h-‘? ’q‘h fb-h‘ ~i“' f fk'.‘ = (;-‘" &'!' it -.“' }5‘“ /,g,‘B ,r"‘, :ﬁz < P
| L= 1000 cm |
l 1
1.25em 77K 17T C.G3. - centro de
ey klldem gravidade
cG C.C -centro de
22.9cmy e 254 cm cisalhamento
C.C.
Z
f
C.G. comecidente com C.C.
1.25m T8 1 L na ongem dos exos Y-Z.
y 6.1em N,:‘T""rﬁ.lcm "
} 1 1
. 122 cm :
1 1
Figura 8.5.1

As caracteristicas elasticas do material e geométricas da seqdo transversal sdo as

mesmas da barra do exemplo 8.1,




Aplicando-se vinculos elasticos continuos no centro de cisathamento e depois nas

0000000000000 00000000000000000000000000000000000°

mesas da se¢do transversal, tem-se 0s seguintes resultados:

Tabela 8.5.1 - Vinculo elastico no C.C. (hy~0, h,=0)

Carga Critica (KN)
Cw Deslocamento
vV W Q
KN/em® | modo de flambagem modo de flambagem modo de flambagem
IQ 2Q 3Q 1(). 2@ 3&3 IQ 2Q 39_
I. iO'j 1350791 %) | (M 64.139 252.810 368.843 2399.651 *) *
1107 1135079 (%) | *) | 73.2%9 | 255090 | 569.856 | 2399.651 | (® | (*
1107 11135078 | (*) | (%) | 164.448 | 277.887 -1 579.985 | 2399.647 | (M *
1107 [ 1134877 | (* | (® | 1076.526 | 505.860 | 681312 | 2399572 (*) *
110" [ 1135.085] (* | (® (*) 2785.687 | 1694.359 | 2399209 | (%) (*)
Tabela 8.5.2 - Vinculo elastico forado C.C. (h,=-12cm, h=0)
Carga Critica (KN)
Cow Deslocamento
v W Q
KN/em? | modo de flambagem modo de flambagem modo de flambagem
1@ ZQ 39 IQ 2Q 39 IQ ZQ 3Q
1107 | 1135079 { (® | (*) | 64.139 | 252.810 | 568.843 | 2401056 | (%) (*)
1,10 | 1135079 { (% | (*) | 73.198 | 255.087 | 569.856 | 2413.697 | (%} (*)
1.10° | 1135088 | (*) | (*) | 188.483 | 277.571 | 579.939 | 2545754 | (*) (*)
1107 | 1135079 | (% | () | 628743 | 475441 | 675934 | (M) * | ™
1,107 | 1135094 | (% | (*) | 989,391 | 1143.107 | 1293.487 (*) {*) (*)
Tabela 8.5.3 - Vinculo elastico forado C.C. (hy=12 cm, h,=0)
Carga Critica (KN)
Cw Deslocamento
v W 0
KN/em® | modo de flambagem modo de flambagem modo de flambagem
12 22 | 3% 12 28 3 12 s
1107 | 1135079 | (*) | (*) | 64.139 | 252.810 | 568.843 [ 2401036 | (*) | (»
1. 10'4 1135079 | (%) * 73.198 | 255.087 569.856 | 2413698 | (%) (*)
1107 11135088 | %) | (*) | 158.483 | 277.571 | 579939 | 2545761 | (*) | ()
1,102 [ 1135083 | (%) | (* | 628757 | 475.441 | 675.801 *) ™| ™
1.10'1 1135106 | (™ (*) | 989,381 | 1143102 ; 1293.469 *} *} &)

(*) - O método ndo comvergiu para o auto-valor correspondente a este modo

de

flambagem, mesmo com o aumento do namero de auto-valores a serem calculados

pelo programa.
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Na tabela (8.5.1) verifica-se que a instabilidade da barra ocorre preferencialmente
na diregdo do deslocamento w para os valores de C,, entre 1.107% e 1.10? KN/em®. Nota-
se que para C, = 1.10% KN/em” a carga critica é associada ao segundo modo de
flambagem. Quando tem-se o vinculo elastico posicionado no centro de cisalhamento da
secdo transversal, a sua atuagdo torna-se favoravel ao incremento no valor de carga
critica de compressdo. Percebe-se que, a partir de um valor de constante elastica igual a
1.10° KN/cm’®, tem-se uma carga critica de 64,139 KN, 1,6 % maior que a carga critica
de Fuler. (Pews=63,126 KN). Observa-se também, como no exemplo (8.1), que o
aumento no valor de constante eldstica, leva a valores de carga critica associados 2o 2% e
3% modos de flambagem.

Nas tabelas (8.5.2) e (8.5.3), onde tratam-se os casos de vinculo elastico nas
mesas superior e inferior da segdo transversal, percebe-se claramente a igualdade de
resultados. Isto deve-se ao fato da se¢fio transversal ser simétrica e estar submetida a
uma carga de compressio axial,

Quando o vinculo elastico encontra-se posicionado em uma das mesas da segdo
transversal, o valor de carga critica é menor do que no caso de vinculo elastico no centro
de cisalhamento. Nota-se que o vinculo eldstico situado nas mesas altera a simetria de
carregamento ¢ vinculagdo em relagdo ao caso de vinculos elasticos situados no centro
de cisalhamento. Acredita-se que este fato esta relacionado com a regifio de tensSes de
compressdo abrangida pelo vinculo elastico, ou seja, quanto maior for a regido
comprimida da se¢fo transversal abrangida pelo vinculo eldstico, maior sera a sua
influéneia no aumento do valor de carga critica.

Uma comparacio pode ser feita com a barra do exemplo (8.1), onde a mesa
superior apresenta maior concentracdo de tensdes de compressdo, € portanto, o vinculo
elastico naquela posigio fornece o maior valor de carga critica.

Feitas algumas considerages para o caso de se¢dio simétrica, pretende-se
resolver o problema de instabilidade para barras com segdo ndo simétrica, como
apresentado na figura (8.5.2). Mostra-se também a influéncia de vinculos elasticos

continuos em diferentes posig¢des da se¢lo transversal.
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Figura 8.52

As caracteristicas geométricas da segfo transversal e elasticas do material, sdo as

seguintes:
E = 205000 Mpa Jy =23,10 cm®
G = 80000 Mpa Jw = 395,83 Cm®
A=572 cm’ Jp=10,1873 em’

J;=8829 cm®

Além dos apoios rigidos apresentados na figura (8.5.2), pretende-se considerar
vinculagdes elasticas continuas ao longo da barra. Estas condigdes de vinculago sio

apresentadas a seguir.
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Figura 8.5.3

O funcional deste problema, para o caso de vinculo elastico continuo nas diregles

y e z, é 0 seguinte;

= j%[Eszgz +EJ wi? +El op* +Glpp +C,vh +C wh +
‘ (85.1)
-N(v,’; W+ if)(p;;') + Cw(—Zthy(pD + hi@%)ldx

A minimizacdo deste funcional, utilizando as equagdes de Euler, resulta nas

seguintes equagdes diferenciais:

El v¥+ NI +C v, =0 (8.5.2)
El,wy +Nwp +C (wy—h,9,)=0 (8.5.3)
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Analisando-se as equagdes diferenciais verifica-se, através da expressio (8.5.2), a
independéncia dos deslocamentos na direcio v ¢ a influéncia de €, somente nestes
deslocamentos. Por outro lado, obtém-se um acoplamento das equagdes (8.5.3) e (8.5.4)
nas diregSes w ¢ ©. Evidencia-se, no caso, um problema de instabilidade lateral ou flexo-
torgdo, com influéncia direta de C,, na instabilidade.

O valor de carga critica pode ser encontrado a partir da anulagdo do determinante
formado a partir das equagdes diferenciais (8.5.2), (8.5.3) e (8.5.4). De modo andlogo ao

mostrado no exemplo 8.1 e utilizando-se as seguintes fungdes aproximadoras:

v=C sen, . (8.5.5)
w=A seni, (8.5.6)
¢p=B seni_ (8.5.7)
Onde:
3 =L

S
L

L
g =T

"L

r, n e m representam os modos de flambagem nas diregSes v, w, ¢ ©

respectivamente.

MEI, -AN+C, 0 0
0 ALEI, -MN+C,, -C,h, =0
0 ~C,h, A EI, +32,G), -AL N +C,h;

..(8.5.8)
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Resolvendo-se o determinante (8.5.8), tem-se a seguinte expressdo:

(RLET, - NN+ C ) (ALES, + AL 6T, - AN} + C,hl)~Clhl=0 (8.5.9)

A partir da expressdo (8.5.9), pode-se fazer as seguintes relagdes:

EJ Y +C, $5.10)
EI AN +GI A% +C hl
- y (8.5.11)

a i,
Utilizando-se as relacdes (8.5.10) e (8.5.11) na expressdo (8.5.9), chega-se:
(N, 22 -NAZ)N, ip A% —NiL A% )= Clhl =0 (8.5.12)
A expressdo (8.5.12) pode ser transformada no seguinte tipo:

N N[N, # N, )+ NN, —a=0 (8.5.13)

As raizes da equagdo (8.5.13) sdo dadas por:

(N, +N¢)1J(Ny +N,) - 4NN, + 4o
2

N=

(8.5.14)
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Sendo as raizes reais, a menor raiz ou carga critica serd dada por:

aNy+N4’ _\/1

= ~(N,-N,) +a (85.15)

Com base nesta expressdo verifica-se que, a imposicio de um vinculo elastico
continuo no centro de cisalhamento da se¢io (hy=0), faz com que o valor de o torne-se
nulo e a influéncia do vinculo elastico ndo atue mais na parcela N, . Desta maneira,
somente Ny serd modificado em fungiio de C,,,. Ad-mitindo—se que os valores de N, sejam
menores que N, , a carga critica estara associada a constante Cy, ¢, um acréscimo deste
implicara no aumento do valor de carga critica.

Quando o vinculo elastico encontra-se fora do centro de cisalhamento (hy=0),
aparece a influéneia de o no radicando da expresséo (8.5.15), desta maneira o valor da
raiz aumenta e a carga critica tender4 a dirinuir,

Portanto, pode-se mostrar de maneira qualitativa que, um vinculo elastico
posicionado nas mesas superior ou inferior acarretario em uma carga critica de
compressZo menor do que para um vinculo no centro de cisalhamento.

Para que se tenha uma idéia de grandeza dos resultados obtidos, com o programa
de computador desenvolvido, para cada situagdo de vinculo elastico, apresenta-se
inicialmente na tabela seguinte os valores de carga critica para o caso de barra sem

vinculagdo eldstica,

Tabela 8.5 4 - Barra sem vinculo eldstico
Modo Pt (KN)
de Direcio
Flambagem \4 W Q
1 17.8637 4.6738 81.0567
2 714828 | 18.6990 | 93.4012
3 160.9490 | 42.1066 | 114.0106

Verifica-se na tabela (8.5.4) que o problema de instabilidade ocorre inicialmente

na dire¢do do deslocamento w. (Menor Py,).
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A inclusdo de um vinculo elastico continuo na dire¢do do deslocamento w causa

variagOes significativas no valor de carga critica de compressdo. Os valores de P, para

diferentes constantes elasticas (Cy) tanto no C.C. como fora dele sdo apresentados nas

tabelas seguintes.

Tabela 8.5.5 - Vinculo elastico no C.C. (h,=0, h,=0)

Carga Critica (KN)
Cw deslocamento
AY W @

KN/em® modo de flambagem modo de flambagem modo de flambagem

1 2 3" 1 2 3 i 2 3
1,1(}'8 17.8637 | 714823 | (** %) | 4.6748 | 18.6992 42,1067 | 81,0567 | (**#* | 114.002
1.10’7 17.8637 | 714823 | (¥ * %) | 4,6839 | 18.7015 421077 1 810567 | (***) | 114.002
1100 | 17.8637 | 71.4823 | (***) | 4,7751 | 187243 | 42,1178 | 81.0567 | (** %) | 114.001
}.}0'5 17.8637 | 71.4823 | (***) | 5,6870 | 18,9523 422192 | 81.0565 | (***y | 114,010
5. 10'5 17.8637 1 71.4823 | (** %) | 9,7399 | 199655 | 42.6695 810375 1 (**¥) | 114,003
110°F | 17.8637 | 71.4823 | (* **) | 14.8065| 21.2320 | 43.2325 | 81.0574 | (***) | 113995
5107 |17.8637| 714823 | (** %) | 55.3346 | 313643 [ 47.7386 | 81.0411 | (***) | 113.933
1107 117.8637| 714823 | (**#) | 112.247 | 44.0294 | 53.3658 | 81.0570 | 93.4002 | (***)
5 1()'3 17.8637 ] 714823 | (** %) {*) 143.350 | 98.3989 | 81.0587 | 93.3996 | 113.861
1,}0‘2 17.86371 714823 | (x* %) {*) (*) 154 733 | 81.0572 { 93.3988 { 113.978

**

Observagdes:

(*) - O método ndo convergiu para o auto-valor correspondente a este modo de

flambagem, mesmo com o aumento do niimero de auto-valores a serem calculados pelo

programa.

(* *) - Para o valor de Cy, = 1.107 KN/em® a menor carga critica corresponde ao 4°

modo de flambagem com P = 138,3459 KN.

(* * *) - Dentro da precisdo admitida para auto-valores seguintes ao primeiro, ndo foi

possivel encontrar auto-valores associados a este modo de flambagem.
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Tabela 8.5.6 - Vinculo elastico fora do C.C. (h,=-5,41 ecm, h,=0)

Carga Critica (KN)
Cw Deslocamento
2" W o

KN/ecm® | modo de flambagem modo de flambagem modo de flambagem

1{_3 29 3Q 19. 2@ 3Q IQ 29 39
110°F | 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 4.6748 | 18.6992 | 42,1067 | 81.0380 | 93.4009 | 114.002
11 (}'7 17.8637 | 71.4828 | 160949 | 4.6839 | 18.7015 | 42.1077 | 81.0697 | 93.4042 | 114.004
110° | 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 47750 | 18.7243 [ 42,1178 | 81.2092 | 93.4392 | 114.022
1. 10‘5 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 58,6670 |- 189510 | 42.2189 | 82.6002 | 93,7835 | 114,142
110° | 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 12,9546 | 21.1053 | 43.2065 | 98.1410 | 97.3353 | 115.693
1 10'3 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 30.0836 | 34.1230 | 50,9823 *) ) 133.251

1107 117.8637] 71.4828 | 160.949 | 34.6426 | 46,4874 | 66.6982 | (%) ™ G

1. IO'I 17.8637 ] 71.4828 | 160.949 | 35,1360 | 48.3328 ] 70.3838 (*) {* (*)

1 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 35,1856 | 485224 | 70.7823 {*) *) )

10 17.8637 | 71.4828 | 160.949 | 351906 | 48.5414 | 708221 | (% {*) (%)

100 17.8637 | 71.4828 | 160.949 { 35.1911 | 48.5433 | 70.8260 {*) {*) ")

(*) - O método ndo convergiu para o auto-valor correspondente a este modo de
flambagem, mesmo com o aumento do numero de auto-valores a serem calculados pelo

programa.

Com base nos valores apresentados nas tabelas (8.5.5) e (8.5.6), e nas equagoes
diferenciais, pode-se afirmar:

-Na diregdio v, os deslocamentos sjo totalmente independentes das direges w e
@, com nenhuma influéncia dos valores de constante elastica (Cw) nos valores de Py €
respectivos modos de flambagem,

-A carga critica independe da posi¢do do vinculo eldstico na mesa superior ou
inferior da segiio transversal, visto que o unico esforgo atuante ¢ de compressio;

-0 fato da maior carga critica ocorrer no centro de cisalhamento ¢ ndo na mesa
comprimida, nio contradiz o apresentado no exemplo 8.1. Este fato mostra que a
instabilidade de barras esta diretamente ligada a4 compressdo. Portanto, um vinculo
elastico colocado em uma regido da segdo transversal com tensGes de compressdo, sera
favoravel ao incremento da carga critica em detrimento de regides menos comprimidas.

Observa-se que, quanto maior for a regifio de tensdes de compressdo abrangida

pelo vinculo elastico, maiores serdo os seus efeitos no valor de carga critica. No caso
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deste problema, o vinculo elastico no C.C. abrange uma regido maior de tensdes que nas
mesas, ocasionando um valor maior de Peg..

Estudos mais detalhados devem ser desenvolvidos para que se possa definir qual
a regido de abrangéncia do vinculo elastico e sua relagdo com as regides comprimidas da
seqdo transversal.

Percebe-se que a barra em estudo é bem sensivel 4 instabilidade lateral, e valores
pequenos de C, favorecem bastante no impedimento desta instabilidade. Na situagdo
apresentada na tabela 8.5.5, verifica-se claramente que, para valores de Cy em torno de
1.10* KN/em? a carga critica para a diregio w, aproxima-se da carga critica para a
diregdo v. Aumentando-se C,, ainda mais, a carga critica para a diregio w assume valores
além da carga critica para a diregdo v. Logo, a dire¢do w ndo sera mais a diregdo
principal de flambagem e sim a diregdo v.

Para a situagfio apresentada na tabela 8.5.6 para valores de C. acima de 1.10™
KN/cm® nota-se predominancia de flambagem na diregdo v.

A inclusdo de um vinculo elastico continuo (C,) na diregdo do eixo y da segdo

transversal, figura 8.5.3, determina a variagio para os valores de P. ha tabela a seguir.

Tabela 8.5.7 - Vinculo elastico Vertical na diregdo do C.C. (hy=5,41 ¢cm, h,=0)

Carga Critica (KN)
C, Deslocamento
\'s W ¢
KN/em® modo de flambagem modo de flambagem modo de flambagem
iﬁ 29 39 19 2Q 3Q 19, ZQ 39_

1.10° 17.8648 | 71,4826 | 160.949 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

1.107 17.8739 | 71.4851 | 160.950 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81,0567 | 93.4012 | 114.010

1.10° 17.9650 | 71.5079 | 160.960 | 4,6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114010

1.107 18.8769 | 71.7363 | 161.061 | 4.6738 | 18.6990 | 42,1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114,010

1107 | 27.9961 | 74.0065 | 162.076 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0367 | 93.4012 | 114.010

5 10° | 685270 | 84.1354 | 166.584 | 4,6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

6 107 | 685270 | 84.1354 | 166.584 | 4,6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

7107 | 88.7904 | 89.2174 | 168.841 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | §1.0567 | 93.4012 | 114.010

8 107 1989254 | 91.7836 | 169.970 | 4.6738 | 18.6990 | 42,1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

9.10™ 109.074 | 94.2598 | 171.095 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 { 81.0567 | 93.4012 | 114.010

1.107 119.152 | 96.8036 | 172.219 | 4.6738 | 18.6990 | 42,1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

2107 ]220.525 | 122.130 | 183.456 | 4.6738 | 18.6990 | 42,1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

3107 (%) | 147.463 | 194.718 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010
4107 *) ) | 205981 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010
5107 ™ ™) | 217.252 | 4.6738 | 18.6990 | 42.1066 | 81.0567 | 93.4012 | 114.010

0000 0000000000000 090000000008%00000000c0000PPTIITITES



(*) - O método ndo convergiu para o auto-valor correspondente a este modo de
flambagem, mesmo com o gumento do mamero de auto-valores a serem calculados pelo

programa.

Observa-se novamente na tabela 8.5.7 a independéncia da vinculagdo na diregdo v
das demais diregdes. O valor critico de instabilidade na diregdo w (P:=4,6738 KN) e na
dire¢do ¢ (Pen = 81,0567 KN), independem dos valores de C..

Os valores de constante elastica (C,) utilizados mostram que, na precisdo
apresentada, para C, = 1.10° KN/em® o valor de P praticamente se iguala ao caso sem
vinculo elastico, tabela 8.5.4, e para C, = 5.10° KN/cm® o Py atinge valores que ndo
tem mais sentido considerar, pois sdo muito altos se comparados com o Py das outras
duas diregdes.

Conclui-se desta maneira, que torna-se muito importante verificar ndo somente a
posigio do vinculo elastico na se¢do transversal e o seu valor, como também o tipo de
carregamento e a distribuigio de tensBes que este carregamento provoca na secdo

transversal.



9, Conclusdes:

Pode-se dizer de maneira geral que a incidéncia de vinculagio elastica em barras
de secdo delgada aberta exerce grande influéncia no seu comportamento estrutural.

Verificou-se, com a resolugdio dos exemplos, que o projetista estrutural deve ter
muito cuidado quanto a posi¢io do vinculo elastico pois, para diferentes posigdes da
vinculacio na sego transversal, tem-se capacidades de carga também diferentes.

No calculo de instabilidade de barras, o valor de carga critica ¢ particularmente
influenciado pelo valor da constante elastica, e em determinadas situagGes & menor carga
critica pode ocorrer com um modo de flambagem associado a mais de uma semi-onda.

Na determinagiio de cargas criticas de instabilidade para barras de secdo delgada,
ocorre que os valores de carga critica, para os casos sem vinculo eldstico, crescem
proporcionalmente ao aumento do nimero de semi-ondas. Este fato € verdadeiro porém,
quando aplica-se uma vinculagdo elastica ao C.D. da barra (exemplo 8.1 - tabela 8.1.2),
verifica-se a influéncia do valor de constante elastica no modo de flambagem. Pode-se
observar no grafico 1 deste mesmo exemplo que, a partir de um certo valor de constante
elastica o menor valor de carga critica nioc mais ocorre para o primeiro modo de
flambagem e sim para o segundo.

Além do modulo de constante elastica do vinculo, € importante considerar o sen
ponto de aplicagio na segdio transversal. No caso do exemplo 8.1 o vinculo na mesa
comprimida leva a valores de carga critica maiores que na mesa tracionada.

Com base nestas informagdes pode-se dizer que, devido a flambagem ou
instabilidade ocorrer predominantemente por compressio, a aplicagdo de um vinculo
elastico em regides comprimidas da segdio transversal favorece ao aumento do valor de
carga critica. Por outro lado, ¢ importante lembrar que o posicionamento da vinculagdo
no centro de cisathamento é a melhor posi¢io quanto existe a possibilidade de inverséo
do carregamento.

Nos casos de instabilidade torna-se importante considerar, também, a relagdo
entre o tipo de carregamento aplicado e a posi¢do do vinculo elastico. Percebe-se no

exemplo 8.5, tabelas 8.5.1, 8.5.2 e 8.5.3, que sdo obtidos valores maiores de carga
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critica para vinculagdo no centro de cisalhamento. Neste exemplo, observa-se que quanto
maior for a regio de tensdes de compressdo abrangida pelo vinculo eléstico, maiores
serdio os seus efeitos no valor de carga critica.

Para os problemas de 2* espécie, exemplos 8.2 e 8.4, o programa mostrou uma
precisdo muito boa tanto para os deslocamentos quanto para os esforgos de 1° e 2°
ordem atuantes na barra.

O método da iteragdo vetorial mostrou-se muito robusto e confidvel para o
calculo dos menores auto-valores € seus respectivos auto-vetores.

O programa incluido no anexo A e utilizado para os calculos apresentou uma
precisdo muito boa dos resultados e capacidade ‘para resolver tanto problemas de 1°

espécie como de 2° espéceie.

Como futuros estudos a serem desenvolvidos, torna-se interessante a andlise de
um numero maior de secdes transversais sujeitas a vinculag@io eldstica continua e
discreta.

A determinagio do melhor ponto de aplicagio da vinculagdo elastica em diversos
tipos de segdo transversal em muito auxiliard na otimizacdo da capacidade portante das
barras de segdo delgada em meio elastico continuo ou discreto.

Outro topico a ser desenvolvido é a implementagio, em rotinas computacionais,
do funcional para coordenadas n3o ortogonais.

Por outro lado, a extensdo deste estudo considerando a nfo linearidade fisica do

material permitira uma maior aproximagdo aos problemas reais,
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ANEXO A
( Listagem do Programa )
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PROGRAM instabil (input,output,arquivao};

uses crt,dos telatool jantext;

const
max_1=4; { numero maximo de materiais }
max_2=100; { numerc maximo de nos }
max_3=100; { numero maximo de elementos }

max_4=6"max_2; { numerc maximo de graus de liberdade }

type

mat1="matrizt;
mat2=*matriz2;
mat3="matriz3;
mat4="matriz4;
mat5="matriz5;
mat6=*matriz;
mat7="matriz7;
mat8="matriz8;
mat9="matriz9;
veti=tvetor;

matriz1=array [1..max_1,1..10] of doubie;
matrizZ=array [1..max_3,1..3] of integer;
matriz3=array {1..max_2,1..3] of double;
matrizd=array [1..max_4,1..12] of double;
matrizG=array [1..max_2,1..6] of integer;
matriz6=array [1..max_3,1..6] of double;
matriz7=array [1..max_2,1..8] of double;
matriz8=array [1..max_2,1..6] of double;
matriz9=array [1..max_3,1..10] of double;
matriz=array [1..12,1..12] of double;
vetor=array [1..max_4] of double;

VAR titulo,arg_in,arg_out:string;
arquivotext;
corr.char;
elast trans,breal;

nnos,hmat,nelem,nm,ij.k flag5,flag1,.flag2,
flag3,bim,auto,ii,|b,orto,coluna linha:integer;

mat:matt;ele:matZ;nos:mat3;
kg,a,b,mat_auto:mat4;res:mat5;q:mat6;
pos:mat?;p:mat8;sprmatS;

sim:matriz;

fe fetul u2,ul ud:vett;
lal,laZ:vetor;

ind:array [1..12] of integer;
PROCEDURE LEITURA (var titulo:string;var elast trans:real;

var flag1.flag2,flag3,bim,auto,orto.nnos, nelem, nm:integer;
var arquivo:textarg_in:string),



Y XYXYEXRXYXYXYXEXNXEXZIXNEBENEZX N KN R4 S 4 N 4 A 2 N AR AR A AR S AL A A

var ident:string;

{PROCEDIMENTOS INTERNOS AO PROCEDIMENTO LEITURA}
PROCEDURE LE_TITULQO (var titulo:string;var arquivo:text);
var car:char; |

begin
read(arquivo,car);
while car="" do read {arquivo,car);
titulo:=car;
while not eoin{arquivo) do
begin
read(arquivo,car);titulo:=titulo+car;
end; ’
readin{arguivo};
end;

PROCEDURE LE_ELAST (var elast.trans:real};

var dada:string;
car:char;

begin
while not eoln{arquive) do
begin
read{arquivo,car);
while car=""' da read(arquivo,car);
dado:=upcase (car);
while car<>'=' do read(arquivo,car);
if dado='E’ then read(arquivo,elast);
if dado='G' then read(arquivo,trans);
end;
readin{arquivo);read{arquivo,car);dado:=",
while car="' do read{arquivo,car);
dado:=upcase(car);
repeat
read(arquivo,car);dado:=dado+car,
until dado='FIM";
readin{arquivo};
end;

PROCEDURE LE_SISTEMA (var flag1.flag2,flag3,bim,auto, ortozinteger);

var dado:string;
car.char;

begin
while not eoin{arquiva) do
begin
read(arquivo,car);
while car="' do read{arquivo,car);
dado;=";
while car<>'=' do

begin



dado:=dado+upcase(car);read(arquivo,car);
end;
if dado="FLAG1' then read(arquivo,flagt);
if dado='FLAG?Z' then read{arquivo,flag?);
if dado='FLAG3J then read(arquivo,flag3};
if dado="AUTQ' then read(arquivo,auto);
if dado="BIM' then read(arquivo,bim};
if dado="ORTOQ' then read(arquivo,orto);
end;
readin(arquivo);
read(arquivo,car},dado:=";
while car=' ' do read(argquivo,car);
dado:=upcase(car);
repeat
read(arquivo,car);dado:=dado+car,
until dado="FIM"; "
readin{arquivo);
end;

PROCEDURE LE_MATERIAL (var nm:integer);

yvar m,efroiinteger;
dado:string;
car:char;

begin
read{arguivo,m);nm:=0;
repeat
while not eoln{arquivo} do
begin
read{arquivo,car);dado:=";
while car=""' do read(arquivo,car);
while car<>'=' do
begin
dado:=dado+upcase(car);read{arquivo,car);
end;
if dado="JY" then read{arquivo,mat*[m,1}]};
if dado="J2' then read(arquivo,mat®im 2]);
if dado="JW' then read(arquivo,mat"[m,3]};
if dado="JT" then read(arquivo,mat[m 4]);
if dado="UW" then read(arquivo,mat*{m,5]);
end;
readin(arguivo);
while not eoin(arquivo) do
begin
read(arquivo,car);dado:=";
while car="'" do read{arquivo,car);
while car<>'="do
begin
dado:=dado+upcase(car);read{arquivo,car);
end;
if dado="A’ then read{arguivo,mat*im.6]};
if dado="KY' then read(arquivo,mat*{m,7]);
if dado="KZ’ then read{arquiva,mat*[m,8});
if dado="YD' then read(arquive,mat*{m,9)),
if dado="ZD' then read{arquivo,mat*{m, 10]);




end;
nm:=nm+1;
readin{arquivo);
read(arquivo,car);dado:=";
while car='"' do read{arquivo,car};
if car="F' then dado:="FIM’

else

begin
while car<>'' do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car);

end;
val (dado,m,errc};
end;
until dado="'FIM';

readin{arquivo);
end;

PROCEDURE LE_NOS (var nnos:integer);

var dado:string;
no,erro, noinic, nofin, inc:integer;
car:char;

begin
nnos:=0;read{arquivo,no);
repeat
while not eoln(arquivo} do
begin
read(arquivo,car);
while car='"' do read(arquivo,car);
dado:=upcase (car);
while car<>'=' do read(arquivo,car);
if dado="X' then read(arquivo,nos[no,1});
if dado="Y" then read(arquivo,nos?[no,2]});
if dado="Z" then read(arquivo,nos*{no, 3]}
if dado="G’ then begin
read(arquivo,noinic,nofin,inc);
erro:=noinic+ing;
while erro<ncfin do
begin
nos*[erro, 1l:=nos™erro-1,1}+(nos"[nofin, 1]-
nos*noinic, 1])*inc/(nofin-noinic); _
nos*[erro,2]:=nosMerro-1,2}+(nos*[nofin, 2]-
nos*[neinic, 2]} inc/{nofin-noinic);
nos™erro,3]:=nos*[erro-1,3]+{nos*[nofin, 3}
nes*[neinic, 3]} inc/(nofin-nainic);
eIo=erro+ing;
nNos:=nnos+1;
end;
end;
end;
nnos:=nnos+1;
readin{arquivo};
read{arquivo,car};dado:=",
while car="" do read(arquive,car);
if car='F' then dado:='FIM'



else
begin
while car<>'' do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car};

end;
val (dado,no,erro);
end;
until dado="FIM’;

readin{arquivo};
end;

PROCEDURE LE_ELEMENTO (var nelem:integer);

var elem,erro,eleminic,elemfin,inc:integer;
dado:string;
car:char;
begin
nelem:=0;read(arquive,efem);
repeat
while not ecin{arquivo) do
begin
read(arquivo,car);dado:=";
while car="" do read(arquivo,car);
while car<>'="do
begin
dado:=dado+upcase(car);read{arquivo,car);
end;
if dado="MAT' then read(arquivo,ele®elem,1]);
if dado="NOINIC' then read{arquivo,ele’elem,2]};
if dado="NOFIN' then read{arquivo,ele*[elern,3});
if dado="G" then begin
read(arquivo,eleminic,elemfin,inc);
erro:=eleminic+ing,;
while erro<elemfin do
begin
eleMerro, 1]:=ele*erro-1,1];
eleMerro,2]:=eleMerro-1,2]+{ele*elemfin,2]-eleeleminic,2])"inc div
(etemfin-eleminic);
elererro,3):=eleMerro-1,3}+(eleMelemfin, 3]-eleeleminic, 3]) "inc div
{elernfin-eleminic),
erro:=erro+ing;
nelem:=nelem+1;
end;
end;
end;
nelem:=nelem+1;
readin(arquivo);
read(arquivo,car);dado:=",
while car='" do read(arquivo.car);
if car="F' then dado:='FIM'
else
begin
while car<>"" do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car);
end;



val (dado,elem,erro);
end;
until dado="FIM",
readin{arquivo};
end;

PROCEDURE LE_CARGASZ:

var elem,erro,eleminic,elemfin,inc:integer;
dado:string;
car:char;

begin
read(arquivo,elem);
repeat
while not ecln{arquivo) do
begin
read(arquivo,car);dado:=";
while car="" do read(arquivo,car);
while car<>'=' do
begin
dado:=dado+upcase{car);read{arquivo,car};
end;
if dado="QY" then read(arquivo,q*felem,1]);
if dado="QZ' then read(arquivo,g*elem,2});
if dado="MT' then read(arquivo,q*[elem,3]);
if dado="QYV" then read(arquivo,q*[elem,4]};
if dado="QZV' then read(arquivo,q*elem,5});
if dado="MTV" then read(arquivo,g*[elem,8]);
if dado="G" then begin
read(arquivo,eleminic,elemfin,inc);
erro:=eleminic+ing;
while erro<elemfin do
begin
gMerro,11:=gterro-1,1];
g*erro,2]:=gMerro-1,2];
gMerro,31:=g*[erro-1,3];
g*lerro,4]:=q*erro-1,4];
gMerro,5]:=qMerro-1,5];
grferro,6]:=g*ferro-1,6];
erro:=erro+ing;
end;
end;
end;
readIn(arquivo);
read({arquivo,car};,dado:=";
while car="" do read{arquive,car);
if car="F' then dado:="FIM'
else
begin
while car<>'"' do begin
dado:=dado+car;read(arquive,car);

end;
val (dado,elem,erro);
end;
until dado="FIM";
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end;

readin{arquivo});

PROCEDURE LE_CARGAS3,

var dado:string;
car:char;
no,erro,noinic, nofin,inc:integer;

begin

end;

read{argquivo,no);
repeat
while not ecin{arquivo) do
begin

read{arquivo,car);dado:=";

while car="" do read(arquivo,car);

while car<>'=' do

begin
dado:=dadc+upcase(car);read{arquivo,car);
end;

if dado="PX" then read(arquivo,p*[no,1]);

if dado="PY" then read(arquivo,p*{no,2]);

if dado="PZ" then read(arquivo,p*[no,3]);

if dado="MY" then read(arquivo,p[no.4]);

if dado="MZ’ then read(arquivo,p*[no,5]);

if dado="NV' then read(arquivo,p*[no,6]);

if dado="G' then begin
read(arquive, noinic,nofin,ing);
efro;=nainic+ing;
while erro<ngfin do

begin
perro, 1]:=pMerro-1,11;
pMerro,2]:=pMerro-1,2];
pMerro, 3L=p"erro-1,31;

perro,4}.=p*erro-1,4};
p*Merro,5:=p*erro-1,5];
p*erro,6]:=p*erro-1,6];
erroI=emo+ing;
end;
end;

end;

readin(arguivo);

read(arquivo,car);dado:=";

while car="" do read(arquivo,car);

if car='F' then dado:='FIM'

else
begin
while car<>'"' do begin
dado:=dado+car;read{arquivo,car);

end;
val {dado,no,erro);
end;
until dado="FIM";

readln{arquivo);




PROCEDURE LE_CARGAS1,

var no,emo,neinic,nofin,incinteger;
dada:string;
car.char;

begin
read(arquivo,no});
repeat
while not eoin(arquivo) do
begin
read(arquivo,car);,dado:=";
while car="" do read(arquivo,car);
while car<>'="do
begin
dado:=dado+upcase{car);read(arquivo,car);
end;
if dado="YC' then read{arquive,pos?[no,1]);
if dado="2ZC" then read{arquivo,pos*[no,2]);
if dado="MY" then read(arquivo,pos*[no,3]);
if dado="MZ’ then read(arquivo,pos*{no,4]);
if dado="BI' then read(arquivo,pos*[no,5});
end,
readin(arquivo};
while not ecln(arquivo) do
begin
read(arquivao,car);dado:=";
while car="" do read{arquivo,car);
while car<>'=' do
begin
dado:=dado+upcase(car);read(arquivo,car);
end;
if dado="MYV' then read(arquivo,post{ne,8]);
if dado="MZV" then read(arquiva,pos*[no,7]);
if dado="BIV" then read(arquivo,pos*[ne,8]);
end;
readin{arquivo);
read(arquivo,car);dado:=";
while car="" do read(arquivo,car);
if car="F' then dado:='FIM'
eise
begin
while car<>'" do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car);

end;
val (dado,no,ermro);
end;
until dado="FIM":

readin(arquivo);
end;

PROCEDURE LE_ELASTICO1,
var elem erro,eleminic,elemfin,inc:integer;

dado:string;
car:char,




begin
read(arquivo,elem);
repeat
while not ecin{arquivo) do
begin
read(arquivo,car);dado;=";
while car="" do read{arquivo,car);
while car<>"='do
begin
dado:=dado+upcase(car);read(arquivo,car);
end;
if dado="HY" then read{arquivo,sprifelem, 1]);
if dado="HZ' then read(arquivo,spri{elem,2]);
if dado="CV" then read(arquivo,spri[elem,3});
if dado="CW' then read(arquivo,spri[elem 4});
if dado="CF" then read{arquivo,spr*[elem,5]);

{ if dado="G' then begin
read{arguivo,eleminic,elemfin,inc);
erro:=eleminic+inc;
while erro<elemfin do
begin

spriferro, 1]:=spriferro-1,1];
spriferro,2]:=sprierro-1,2]+(spri[elemfin 2]-spri{eleminic,2])*inc div
(elemfin-eleminic);
sprierro, 3]:=spri{erro-1,3]+(spr*[elemfin,3]-spri{eleminic,3])*inc div
{elemfin-eleminic);
errQ:=erro+inc;
nelem:=nelem+1;
end;
end; }
end;
readin{arquivo);
read(arquivo,cary;dado:=";
while car=""' do read{arquivo,car);
if car='F' then dado:="FIM'
eise
begin
while car<>'' do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car);

end;
val (dado,elem ermro);
end;
until dado="FIM’;

readin(arquivo);
end;

PROCEDURE LE_ELASTICOZ;

var no,erro,eleminic,elemfin,inciinteger;
dado:string;
car.char;
begin
read(arquivo,no};
repeat
while not ecin(arguivo) do

begin




PROCEDURE LE_RESTRICAQ;

var dado:string;
car:char; ‘
no,erro,noinic,nofin, inc:integer;

begin

end,

read(arquivo,no);
repeat
while not eoln{arquivo) do
begin
read{arquivo,car);dado:=";
while car=""' do read(arquivo,car);
while car<>'=" do
begin
dado:=dado+upcase(car);read({arquivo,car);
end;
if dado="RV" then read(arquivo,res*[ng, 1]);
if dado="VL' then read(arquivo,res’{no,2]);
if dado="RW" then read(arquivo,res*[no,3]);
if dado="WL' then read(arquivo,res*[no,4]);
if dado="RO" then read(arquivo,res*[no,5]);
if dado="OL' then read(arquivo,res*[no,8]);
if dado="G" then begin
read(arquivo,noinic,naofin,inc);
erro:=noinicHing
while erro<nofin do
begin
resMerro, 1]:=reserro-1,1};
resterro, 2]:=resMerro-1,2];
res*Merro,3:=resMerro-1,3];
resMerro,4]:=res*[erro-1,4];
restlerro,5):=res*erro-1,5];
resMerro,61:=res*erro-1,6];
erro:=erro+ing;
end;
end;
end;
readin{arquivo);
read(arquivo,car);dado:=";
while car="" do read(arquivo,car);
if car="F' then dado:="Fi\
else
begin
while car<>""' do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car);
end;
val (dado,no,erro);
end;
until dado="FIM",
readin{arquivo);
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read(arquivo,car);dado:=",
while car="" do read(arquivo,car);
while car<>'=' do

begin

dado:=dado+upcase(car);read(arquive,car);

end;
if dado="HY" then read(arquivo,spr*[no,6));
if dado="HZ' then read(arquivo,spr[no,7]);
if dado="CV" then read(arquivo,spr'[no,8]};
if dado='CW" then read(arquivo,spri[no,9]);
if dado="CF" then read(arquivo,spr*[no, 10});
{ i dado="G' then begin

read(arquivo,eleminic,elemfin,inc);

erro:=eleminic+inc;

while erro<elemfin do

begin

spriferro, 1]:=spri[erro-1,1];

spriferro,2l:=spriferro-1 21+(spri(elemfin, 2]-spri{eleminic,2])*inc div

{elemfin-eleminic);

spriferro, 3L.=spri[erro-1 3+ (sprfelemfin, 3]-spri{eleminic, 3])*inc div

(elemfin-eleminic);
erroi=erro+ing;
nelem:=nelem+1;
end;
end; }

end;

readin{arquivo);

read{arquivo,car);dado:=";

while car="" do read(arquivo,car);

if car="F" then dado:='FIM'

else
begin
while car<>"" do begin
dado:=dado+car;read(arquivo,car);
end;
val (dado,no,emro);
end;
until dado="FIM";
readin(arquivo);
end;

{ ROTINA PRINCIPAL DO PROCEDIMENTO LEITURA }

begin

assign (arquivo,arq_in);reset (arquivo);

LE_TITULO (titulo,arquivo);

while not eof (arquivo) do

begin
readin (arquivo,ident);
writeln ('Lendo o bloco <',ident,”> do arquivo de dados’);
if ident="ELASTICIDADE' then LE_ELAST (elast,trans);

if ident="SISTEMA!' then LE_SISTEMA (flag1,flag2,flag3,bim,auto,orto);

if ident="MATERIAIS' then LE_MATERIAL (nm);
if ident="NOS' then LE_NOS (nnas);
if ident="ELEMENTOQS' then LE_ELEMENTO (nelem);
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if ident="CARGAS2' then LE_CARGAS2;
if ident="CARGAS1' then LE_ CARGAST;
if ident="CARGAS3J' then LE_CARGAS3;
if ident="RESTRICOES' then LE_RESTRICAOQ;
if ident="ELASTICO1" then LE_ELASTICO1:
if ident="ELASTICOZ2' then LE_ELASTICOZ;
end;
writeinwriteln ('Leitura do arquivo de entrada de dados concluida !');
close {arquivo};
end;

{ PROCEDIMENTOS PARA MONTAGEM DO ARQUIVO
DE RESULTADOS DOS DESLOCAMENTOS  }

procedure cabecalho_1 (titulo:string:pagina:integer;arg_out:string);

begin
writeln(arquivo);
writeln{arquivo,":72,'Pag.’, pagina);writein{arquivo):
writeln{arquivo, MARCUS THOMPSEN PRIMO - 1995");writeln{arquivo);
writeln(arquivo,”:60,'Arquivo: ' arg_out,". DES');writein(arquivo);
writein(arquivo,titulo);writeln(arquivo);
writeln{arquivo,”

gx
writein{argquivo,");
writeln(arguivo,” NO',":5,V",":11,"VL"" 11,/ W' 12 'WL' *:11,'0¢,":12,'0L");
writein{arquivo,");
end;

B v VNV DESLOCAMENTOS

procedure impr_desl (nnos:integer;titulo:string;arq_out:string);
var pagina,contang linha:integer;

begin
assign (arquivo,arq_out+'.des');rewrite (arquivo);
pagina:=1;contanc:=1;linha:=13;
cabecalho_1 (titulo,pagina,arq_out);
repeat
writein{arquivo,contano:2,’ ' fe1f[6*contano-51:12," ' fe1*6*contano4]:12," ',
fe1M6*contano-3]:12,' ' fe1M6*contano-21:12," 'fetr6*contano-11:12,
' fe176"contano]: 12};
contano:=contano+1;linha:=linha+1;
if linha=50 then begin
writeln{arquiva,chr{12)};pagina:=pagina+1;
cabecatho_1{titulo,pagina,arq_out);
linha:=13;
end;
until contano>nnos;
writein{arquivo,chr(12));pagina:=pagina+1;
close (arquivo);
end;




{ PROCEDIMENTOS PARA MONTAGEM DO
ARQUIVO DE RESULTADOS DOS AUTOVALORES }

procedure cabecalho_3 (titulo:string; pagina:integer;arq_out:string);

begin :
writein(arquivo);writeln(arquivo);
writeln(arquivo,":72,'Pag.’ pagina);writeln{arquivo);
writeln{arquivo, MARCUS THOMPSEN PRIMO - 1995);writein(arquivo);
writein(arquivo,":60,'Arquivo: ' arq_out," AVA');writein(arquivo);
writein{arquivo,titulo);writeln{arquivo);
writeln{arquivg, ™ rrrerreressnereck AUTOVALORES
N,
writein(arquivo,");writein(arquivo,");
writeln{arquivo,”:5,'TER.",":10,'AV.1",":10,’APROX.1',":10,'AV.2" "1 10,'APROX.2";
end;

RN Rdrhricirk

procedure impt_auto (kk:integer;var la1,la2:vetor;titulo:string;arq_out:string);

var pagina,conta,linha:integer;
errol,emro2:doubte;

begin
assign (arquivo,arq_out+'.ava’);rewrite (arquivo);
pagina:=1;conta:=1;linha:=13;
cabecalho_3 {titulo,pagina,arg_out);
repeat
erro1:=abs((la1[contaj-la1[conta-1])/lat{conta]);
erroZ:=abs((la2{conta]-ila2[conta-1]}/1a2[conta]);
writeln({arquivo,conta:3," 'lal{contal: 14, 'erro1:14," ",
la2[conta):14," ',erro2:14);
conta:=conta+1;linha:=linha+1;
if linha>50 then begin
writeln(arquivo,chr(12)};pagina:=pagina+1;
cabecalho_3(titulo, pagina,arq_out);
linha:=13;
end;
until conta>kk;
writeln(arquivo,chr(12}));pagina:=pagina+1;
close (arquivo);
end;

{ PROCEDIMENTOS PARA ESCRITA DE DADOS }
procedure  arg_dados  (fitulo,arq_out:string;elast trans:real;nnos,nm,helem:integer;,var
arguivo:text);
var i,pag.lin:integer;
begin

assign (arquivo,arq_out+' dat’);rewrite (arquivo);

pag:=1;
writeln{arquivo,”:68,'Pag. ', pag},writeln{arquivo};




writeln(arquivo,":60,'Arquivo: ',arq_out, DAT";
writein{arquivo,'#EHE tituio,' #HHHE):
writeln{arquivo),writeln(arquivo,'# Caracteristicas elasticas:");
writein{arquivo,’E = ",elast:7:1,":29,'G = " trans:7:1);
lin;=8;
writeln(arquivo);writeln(arquive, # Materiais:'};lin:=lin+2;
for i:=1 to nmat do
begin
writein{arquivo, Materiaf: ',i};lin:=lin+1;
writeln(arquivo,' Jy="mat*i,11:9:1,' Jz=" mat*[i,2]:9:1," Jw="mat"[i 3]:9:1,
DJt="mat™i 41:9:1," Uw=" mat™i,51:9:1);
writein(arquivo,” A="mat*[i,6]:9:1," Ky=",mat*[i,7]:9:1,' Kz=',mat"[i,8]:9:1,
PYd="mat’fi,9]:9:1," Zd=" mat*[i,10}:9:1);
lin=lin+2;
if fin=50 then
begin
writein(arquivo,chr(12));pag:=pag+1;lin:=4;
writeln(arquivo);writein(arquivo,":68,'Pag. ' pag);
writeln{arquivo,”:60,’'Arquivo: ',arg_out,' DATY);
writeln{arquivo,"##EHE " titulo,” #HEE),
end;
end;

writeln(arquivo);writeln{arquivo,'# Nos:");fin:=lin+2;
writeln{arquivo);writeln{arquivo,'NO CGORD. X COORD. Y
COORD. Z%;
lin=lin+2;
for =1 to nnos do
begin
writeln{arquivo,i:3,":15,n0si, 1]:7:2,":15,n0s"[i,2]:7:2,":15,n0s™i,3]:7:2);lin:=lin+1;
if lin>50 then
begin
writeln(arquivo,chr{12));pag:=pag+1;lin:=4;
writeln{arquivo);writeln{arquivo,":68,'Pag. ',pag);
writein(arquivo,”:60,'Arquivo: ',arg_out,.DAT");
writetn(arquivo, #HH titulo,' ##HHF);
writein(arquivo);writelin{arquivo,'# Nos:');lin:=lin+2;
writeln(arquivo);writein{arquivo,'NO COORD. X COORD. Y
COORD. Z');
lin:=lin+2;
end;
end;

writefn(arquivo);writeln{arquivo,# Elementaos:");lin:=lin+2;
writeln(arquivo);writeln{arquive,'ELEMENTO MATERIAL NO INICIAL
NO FINALY;

for i:=1 to nelem do
begin
writeln{arquivo,i:3,":19,ele”[i,1]:2,":19,ele’[i,2]:3,":19,elei, 3]:3);lin=lin+ 1;
if lin>50 then
begin
writein{arquivo,chr(12});pag:=pag+1;lin:=4;
writeln{arquivo};writeln{arquivo,”:68,'Pag. ' pag);
writein(arquivo,":60,'Arquivo: 'arg_out," DAT');
writein(arquivo, #HHHE " titulo," #HEE),




l

writeln(arquivo);writeln{arquivo,'# Elementos:);lin:=lin+2:
writeln{arquivo};writeln(arquivo,'ELEMENTO MATERIAL
INICIAL NO FINAL"Y;
end;
end;

writeln(arquivo);writeln(arquivo, # Cargas distribuidas:);lin:=lin+4;
writein({arquivo);writein(arquivo,"ELEMENTOQ Qy
Mt);

far i:=1 to nelem do
begin
writeln(arquivo,i:3,":16,qi, 11:8:1,":16 q[i,2]:8:1,":16,q*[i,3]:8: 1):din:=lin+1;
if lin>50 then
begin
writeln(arquivo,chr{12)};pag:=pag+1:lin:=4;
writein{arquivo);writeln(arquivo,":68,'Pag. ' pag);
writeln(arquivo,":60,'Arquivo: ',arg_out, DAT";
writein(arquivo, #Htt ' titulo,” #EEF),
writeln(arguivo);writein(arquivo, # Cargas distribuidas:’);lin:=lin+4;
writein{arquivo);writeln{arquivo,'ELEMENTQ Qy
M),
end;
end;

writeln(arquivo),writeln{arquivo,'# Cargas nodais:");lin:=lin+2;
writeln(arquivo);writein{arquivo,'NO Px PY Pz My
lin=lin+2;
for i:=1 to nnos do
begin
writeln(arquivo,i:3,":5,p i, 11:8:1,":5,p"i,21:8:1,":5,p1,3):8:1,
":5,p i, 41:8:1,":5,pMi, 51:8:1 )lin=lin+1;
if lin>50 then
begin
writein{arquivo,chr{12));pag:=pag+1;lin:=4;
writeln(arquivo),writeln{arquivo,":68,'Pag. ' pag);
writeln{arquivo,":60,'Arquivo: ",arq_out,' DATY);
writeln(arquivo,'#HERE " titulo,” #HHE);
writeln(arquivo);writeln{arquivo, # Cargas nodais:");lin:=lin+2;
writeln{arquivo);writein(arquivo,'NO Px PY Pz
Mz );
lin:=lin+2;
end;
end;

writein{arquivo};writein{arquivo,'# Restricoes:);lin:=lin+2;
writeln(arguivo);writeln(arquivo,'NO Vv dav W dw
do’,

lin;=lin+2;

for i:=1 to nnos do

begin
writeln(arquivo,i:3,":9,res"[i, 11:2,":9,res"[i,2:2,":9,res[i, 3]:2,
":9.res™i,4]:2,":9,res[i,5]:2,":9,res?i,6]:2);lin:=lin+1;

NO

Qz

Qz

My




1 00000000 0000000000000 00000000000000C0CCGOCKOCGOIONOGOIONNOGNONOGNNS

if lin>50 then
begin
writeln(arquivo,chr{12));pag:=pag+1;lin:=4;
writeln(arquivo);writeln(arquivo,":68,Pag. ',pag);
writeln(arquivo,”:60,'Arquivo; ' arg_out, . DATY);
writeln(arquivo, #8HEE - titulo,” #HEHE);
writein{arquivo):writeln{arquivo,'# Restricoes:);lin:=lin+2;

writeln(arquivo);writeln{arquivo,'NO v dv w daw 0
doy);
lini=lin+2;
end;
end;

writeln{arquivo);writeln{arquivo,'# Posicao da carga:);lin:=lin+4:
writeln{arquivo);writeln{arquivo, ELEMENTO Yc e,

for i:=1 to nelem do
begin
writeln{arquivo,i:3,":16,pos?[i, 1]:8:1,":16,pos[i,2]:8:1);lin:=lin+1;
if lin>50 then -
begin
writeln(arquivo,chr(12));pag:=pag+1;lin.=4;
writeln(arquivo);writeln(arquivo,":68,'Pag. ‘,pag);
writein(arquivo,”:60,'Arquivo: ',arq_out, . DAT";
writeln(arquivo,'#HEHE " titulo,' #HEHE),
writeln(arguivo);writeln(arquivo,'# Posicao da carga:');lin:=lin+4;
writeln(arquiveo),writein{arquivo,'ELEMENTO Yc Zch;
end;
end;

writein{arquivo),writein(arquivo,'# Constantes para Fundacac Elastica:);lin:=lin+2:
writeln(arquivo);writeln{farquive,'ELEMENTO CV Ccw CF HY
);
for =1 {o nelem do
begin
writeln{arquivo,i:3,":5,spr[i,3]:10,":5,spr i, 4[: 10,5,
sprifi, 8]:10,7":5,spr i, 11:10,".5,spr0,2]:10);lin=lin+1;
if lin>50 then
hegin
writein(arguivo,chr(12));pag:=pag+t:lin:=7;
writeln{arquivo);writeln(arquivo,":68,' Pag. ',pag);
writeln(arquivo,":60,'Arquivo: ',arq_out, " DATY;
writeln(arquivo, i ' titulo,' #EH),
writeln{arquivo);writein(arquivo,'# Constantes para Fundacao

HZ

Elastica:'};lin:=lin+2;
writein(arquivo,' ELEMENTO  CV cw CF HY
HZ )
end;
end;

writeln{arquivo);writeln{arquivo,'# Constantes para Vinculo Elastico:);lin:=lin+2;
writeln{arquivo);writeln(arquivo,” NO Ccv CwW CF HY
HZ); ’
for i:=1 to nhos do
begin ’
writeln{arquivo,i:3,":5,spr*[i,8]:10,":5,spr*[i,91:10,":5,




sprifi,10]:10,":5,spr{i,6]:10,":5,spr[i, 71: 10);lin:=lin+1;
if lin=50 then
begin
writeln{arquivo,chr(12));pag:=pag+1;lin:=7;
writeln{arquivo};writeln(arquivo,":68,'Pag. ',pag);
writeln{arquivo,™:60,'Arquivo: ',arq_out,"DATY;
writeln(arquivo, ##HH# ' titulo, ##HHEE);
writelin(arquivo);writeln(arquivo,'# Constantes para Vinculo Elastico:);lin:=ln+2;
writeln{arquivo,” NO Ccv cw CF HY HZ';
end;
end;
writeln(arquivo,chr{12));
close (arquivo);
end;

{ INICIO DO PROCEDIMENTO PARA FORMACAQC DAS MATRIZES
DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS }

PROCEDURE mat_local (ii:integer;elast,trans:real;var sm:matriz;flag5,flag1:integer);

type
vet=array {1..4,1..4] of double;

FUNCTION COSH(X:double):doubie;
begin
COSH:=(EXP(X)+*EXP{-X})/2;
end:

FUNCTION SENH(X:double):double;
begin
SENH:=(EXP(X}-EXP({-X)}/2;
end;

var alfa,beta,gama,l ro,rr.cv,cw,cf hy hz:double;
W.iz.jw.jt. ky.kz,yc,yd,2¢,2d,id2,
ni,nj,qy.gz.mzi,mzj,myi,myj,bj,bi, mm:double;
cont,aux,aux2,aux3, ij kinteger;
avet;

begin

fori:=1t0 12do
forji=110 12 do
smii,j]:=0;

I:=sqet(sqr{nostMeletii, 31, 1]-nostele?ii, 2], 11+sqr(noseleii, 31, 2]-nos eleil, 21,2]));

if flag5=2 then {montamatrizB}
begin
jy:=0;jz:=0jt=0;jw:=0;
ni:=p*elerlii,2],6];
nj:=p*ele”[ii,3],6];
ky:=matele’lii, 1],7];




kz:=mat[elerfii, 1],8];
yc:=({pos*[elerii,2], 1]+postfeleii, 3], 11)/2;
yd:=mat[ele™ii, 1],9];
zc:=(posele™ii,2],2]+pos*eletii, 3],2])/2;
zd:=matMele/[ii, 11,10}

id2:=yd*yd+zd*zd+({mat*{ele”[ii, 1], 1}+mat*[ele’[ii, 1],2])/mat*[ele]ii, 1],6};

cv:=0;cw:=0;cf:=0;hy:=0;hz:=0;
qy:=q*ii,4];
gz:=q"[ii,5];
mzi:=pos*[eleii,2],71;
mzj:=postele/ii,3],77;
myi:=post[elerfii,2],6];
myj:=pos*ele*ii,3],6];
bj=pos*ele’ii,3],8];
bi:=postfelerii,2],8];
mm:=gAfii,6];
end;
if flag5=1 then { monta matriz A }
begin
ft=matMeleit, 11.41;
jy=matMeletii 1],1];
jz:=mat*Melerii, 11,2;
jw=mattele”li, 1],3];
ni:=pMelerfi,2],1];
nj:=p*Mele*i,3],1];
ky:=mat*ele?ii, 1],7];
kz:=mat*ele?[ii,11,8];
yc:={pos*{eleii, 2], 1}+posileleil, 31, 111/2;
yd:=mat*[ele’\[ii,1],9];
zc:={posele™ii,2],2]+pos?[elenil, 31,2])/2;
zd:=mat*ele’ii,1},10};
id2:=yd*yd+zd*zd+(jy+jz)/matMele’ii,1],6];
cv:=spriii,3];
cw:=sprifii,4];
cf:=spriii,5};
hy:=sprii, 1};
hz:=spri[ii,2];
qy:=q/[ii, 1];
qz:=q™ii,2]; { saocargas gue }
mzi:=post[elefii,2],4];
mzj:=postfelerfii,3]4]; { nao variam }
myi:=pos’{elerii,2],3];
myj:=pos*eletii, 3],3];
bj:=postele?ii,31,5]; { com a carga crilica }
bi:=postele’[ii,2],5];
mm:=qg*[ii,3};

if flagt=1then {calculo de autovalores }
begin
ni:=p*[eleMii,2}, 1};
nj=p*elerii,3), 1;
ky:=mat*ele*i, 1],7];
kz:=mat*ele?ii, 1],8];
yc={pos*lele/i,2], 1}+postelei,31,11/2;
yd:=mat*[ele’ii,1],9];
zc:={posteleii,2],2]+postele’ii, 3],2])/2;
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zd:=mat*ele”li, 11,10}
id2:=yd"yd+zd*zd+(jy+jz)/mat*{ele™i, 1].6];
ay:==a™ii, 1];
gz:=q"ii,2}; { saccargas que }
mzi:=posteleMii,2],4];
mzj:=postfele?ii,3),4];  { nao variam }
myi:=pos*[ele™ii,2],3];
myj:=pos*{elefii,3],3];
by =pos*ele/ii,3],5]; { com a carga critica }
bi:=pos"[ele’ii,2],5];
mm:=q"fii,3];

end;

end;

if flags=1 then
begin

{MATRIZ DO PRIMEIRQ TIPQ }

cont:=1;
repeat
case cont of
1:begin aux1:=0;aux3:=2;end;
Z:begin aux1:=2;aux3:=1;end;
3:begin aux1:=4;aux3:=3;end
end;
ALFA:=elast*mat?eleii, 11,aux3];
af1,1]:=12%alfa;
a[1,25=6"alfa"l;
a[1,3l:=-12"alfa;
a[1,4}.=6"alfa*l;
af2,2}:=4>alfa*";
a[2,3}=-af1,2];
a[2 4]:=2%alfa"I"l;
af3,3]:=al1,1};
al3,4]:=a2,3};
af4,4]:=ai2,2};

FOR :=1 TO 4 DO
FOR J:=| TO 4 DO
AL IT:=AlLJI:

fori:=1to4 do
begin
forj=ito 4 do
begin
if (i<=2) and (j<=2) then sm[i+aux1 j+aux1L=smfi+aux1,j+aux1]+ali,j}i/\;
if (i<=2) and ({2} then sm[i+aux1 j+d4+aux1):=smii+aux1,j+4+aux1}+afi,jl/iil;
if (i»2) and {j<=2) then smi+4+aux1,j+auxi}:zsmii+4+aux1,j+auxt]+ali jJAiA;
if (i=2) and (j>2) then smfi+d+aux1 j+4+aux1]:=smii+4+auxt j+4+auxij+ali jJivt;
end;
end;
cont:=cont+1;




untii cont>3;

fork:=1to 12 do
begin
forj=k to 12 do
begin
smij,kl:=smik,j;
end;
end;

end;

{ MATRIZ DO SEGUNDO TIPO }

cont=1;
repeat
case cont of
1:begin .
auxi:=4;aux2:=4;aux3:=0;
alfa:=0.5*(trans™jt+ni*id2)+mzi*(ky-yd)-myi*(kz-zd);
beta:=0.5*(nj-ni)*id2+(mzj-mzi+0.5"qy" ") (ky-yd)-(myj-myi-0.5*qz™ ")~ (kz-zd};
gama:=-0.5"qy*""{kz-zd)-0.5%qz"(ky-yd}"I"t;
end;
2:begin ;
aux 1:=0;aux2:=0;aux3:=0;
alfa:=0.5"ni;
beta:=0.5*(nj-ni};
gama:=(;
end;
3:begin
aux1:=2;aux2:=2;aux3:=0;
alfa:=0.8"ni;
beta:=0.5%(nj-ni};
gama:={;
end,
4:begin
aux1:=2;aux2:=4;aux3:=1;
alfa:=0.5"(ni*yd-mzi);
beta:=0.5"((nj-ni}yd-mzj+mzi-0.57qy™1");
gama:=0.25"qy*I"l;
end,
5:hegin
aux1:=0;aux2:=4;aux3:=1;
aifa;=-0.5"(ni*zd+myi};
beta:=-0.5%((nj-ni)*zd+myj-myi-0.5"qz"I"1});
gama:=-0.25%qz*I"};
end;
end;

al1,1]:=12"alfa/5+6"beta/5+24*gama/35;
af1,2]:="{alfa/5+beta/5+gamal7);
a{1,3]:=-12"alfa/5-6"heta/5-24*gama/35;
a[1,4]:=I"(aifa/5-2"gama/35};
al2,2]:=I"I"(4"alfa/15+beta/15+4*gama/105);
a[2,3}:=I"(-alfa/5-betal5-gama/7);
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a[2 4]:=I"I*(-alfa/15-beta/30-gama/35);
a[3,3]:=12"alfa/5+6 beta/5+24*gama/35;
af3.4]:="(-alfa/5+2*gama/35);
aj4.4]:="I*(4"alfa/15+beta/5+6*gama/35),

foriz=1to4do
for j:=i to 4 do
afi.il-=ali,jl;

fori:=1t04 do
begin
forp=1104 do
begin
if (i<=2) and (j<=2) then sm{i+aux1,j+aux2]:=smfi+aux 1 j+aux2]+a[i ji/I;
if (i<=2) and (j>2) then sm[i+aux 1 j+4+aux2]:=smfi+aux1,j+4-+aux2]+ali j/;
if (i=2) and (j<=2) then sm{i+4+aux1 j+aux2]:=smli+4+aux1 j+aux2]+alij/;
if (i>2) and (j>2) then smfi+4+aux1,j+4+aux2]:=smli+4+aux1 j+4+aux2}+ali,j)/;

if (i<=2) and (j<=2) then sm[i+aux2,j+aux1]:=smi+aux2 j+aux 1}+aux3*afj,il/;
if (i<=2) and (j>2) then smi+aux2,j+4+aux1}:=sm{i+aux2, j+4+aux1]+aux3*alj,i/;
if (1>2) and (j<=2) then smi+4+aux2 j+aux1}:=smfi+4+aux2,j+aux 1]+aux3*a[j,i/;
if (»2) and (2} then
smi+4+aux2 j+4-+aux1]:=smli+4+aux2 j+4+aux 1]+aux3=a(j,ij/l;
end;
end;
conii=cont+1;
until cont>5;

for k=110 12 do
begin
for =k tc 12 do
begin
smij,kl:=smik.j;
end;
end;

{ MATRIZ DO TERCEIRO TIPO }

cont:=1;
repeat
case cont of
1:begin
aux1:=4;aux2:=4;aux3:=1;
alfa:=1/I"({mzj-mzi+0.5*qy*I"l)*(yc-yd)-(myj-myi-0.5"qz* ") *(z¢-zd));
beta:=*(-qy*(yc-yd)-qz*(zc-zd));
end;
2:begin
aux1:=2;aux2:=4;aux3:=0;
alfar=-{mzj-mzi+0.5"qy*I*IM;
beta:=qy*;
end;
3:begin

aux1:=0;aux2:=4;aux3:=0:
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alfa:=-(myj-myi-0.5"qz*I")/;

beta:=-qz*l;
end;

end;

a[1,1]:=-alfa/2-13*beta/70;
a[1,2]:=1"(-alfal10-3*beta/70};
a[1,3]:=-alfaf2-22"beta/70;
a[1.4]:=(aifa/10+4"beta/70);
al2 1]:=F(alfa/10-2*beta/210);
a[2.2}:=I"*(-beta/210);
al2,3]:=1*{-alfa/10-31*beta/420);
al2 4]:=I""{alfa/60+beta/84);
a[3,1}=alfa/2+13"beta/70;
a[3,2]:="{alfa/10+3*beta/70);
a[3,3]:=aifa/2+22*betal70;
af3,4):=1*(-alfa/10-4"beta/70};
a4, 11:=I"(-alfa/10-11"beta/420};
af4.2}:=""{-alfa/60-beta/210};
aj4,3]:="(alfa/10+23*beta/210);
af4.41:="1"(-beta/210);

fori:=1to4 do
begin
forji=1to4 do
begin
if (i<=2} and (j<=2) then sm{i+aux1,j+aux2];=smfi+aux1,j+aux2]+afi,j]+aj,i aux3;
if  {i<=2) and (2) then
smi+aux1 j+4+aux2:=smi+aux1,j+4+aux2)+afi jl+alj,*aux3;
f (i>2) and (j<=2) then
smi+4+aux 1, jraux2]:=smfi+4+aux1,j+aux2]+a[i j]+afj,i"aux3;
if (=2) and (>2) then
smi+4+aux1,j+4+aux2l:=smii+4-+aux1 j+4+aux2]+afi.j+a[j,i]*aux3;

if (i<=2) and (j<=2) then sm[i+aux2, j+aux1]:=smfi+aux2,j+aux1]+afj,i"(1-aux3);
if (i<=2) and (j>2) then sm[i+aux2 j+4+aux1}:=sm{i+aux2 j+4+auxt]+a[j.if*{1-
aux3);
if (i=2) and (j<=2} then smfi+4+aux2, j+aux1]:=smii+4+aux2,j+aux1}+aj,il*{1-
aux3);
if (i>2) and (j>2) then sm[i+4+aux2 j+4+aux1l:=smli+4+aux2,j+4-+aux1]+al},ij*(1-
aux3);

end;
end;
cont:=cont+1;
until cont>3;

for k=110 12 do
begin
forj:=kto 12 do
begin
smifi k]:=sm[k,j];
end;
end;




{ MATRIZ DO QUARTO TIPO }

if bim=1 then

begin

cont;=1;
rr:=sqri(elast*'mat[ele’[ii, 1], 3}/trans/mat*{eie™[ii, 1],4]);
ro:=l/rr;

gama:=t'rr'mm;
alfa:=1/senh(ro)*(bj-gama-{bi-gama)*cosh(ro});
beta:=bi-gama;

aux1:=4;aux2:=4;

a[1,1]:=(72*(cosh(ro)-1)/ro/rofro-432*senh(ro)/rofro/ro/ro+
864" (cash({ro)-1)/rofrol/rofrofro) alfa+{72*senh{ro}/rofrofro-
432*(cosh({ro)+1}/ro/rofrofro+864*senh{ro}/ro/ro/ro/ro/ro) “beta+6*gama/s;
af1,2L:=I"({24"(cosh(ro)-5/2}/ro/ro/ro-180*senh{ro}/ro/ro/ro/ro+
432" (cosh(ro)-1)/rofrofrofrofro)*alfa+(-6/ro/ro+24*senh{ro)/rofrofro-
180" cosh(ro)/ro/ro/ro/ro-252/rofro/rofro+4 32 senh(ro)/ro/rofro/ro/ro) beta+gama/10);
a[1,3}:=-({72*(cosh{ro}-1)/rofrofro-432*senh(ro)/rofro/rofro+
864 (cosh(ro)-1)/ro/ro/rofrofro)*alfa+(72*senh(ro)/ro/ro/ro-
43Z*(cosh(ro)+1)/rofrofro/ro+864™senh(ro)/rofro/rofrofra)"beta+6 gama/s);
a[1,4]:="(alfa*(-6"senh(ro)/ro/ro+24*(5* cosh(ro)/2-1)/rofrofro-
252"senh(ro)fro/ro/rofro+432*(cosh{ro}-1)/rofrofrofrofro)+
beta*{-6"cash(ro)/ro/ro+60*senh(ro}/ro/raofra-
257*cosh({ro)/rofrofro/ro-180/rofro/ro/ro+432*senh(ro)/rofrofrofrofro)+gama/10);
af2. 2]:=I"F(alfa*(-1/ro+8*cosh(ro)/rofrofro-44/rofro/ro-
72"senh(ro)/rofrofro/ro+216™(cosh(ro)-1)/rofro/rofrofro)+
beta™(8"(senh{ro}-ro)/rofra/ro-72*(cosh{ro)+2)/rofrofro/ro+
216"senh{ro)/rofrofro/ro/ro)+2*gama/15);
a[2,3]:=-("({24" (cush{re)-5/2)/ro/ro/ro-180*senh(ro)/ro/rofrofro+
432*(cosh({ro)-1)/rofrofroirofro}*alfa+(-6/ro/ro+24*senh{ro)/rofrofro-
180" cosh(ro)/ro/rofro/ro-252/rofro/ro/ro+432*senh({ro)/rofro/ro/rofro) *beta+gamal10});
af2 4l:=rT"{alfa™(-2*senh{ro}/ro/ro+{22/ro/rofro+216/ro/rofro/rofro)*
{cosh(ro)-1)-108*senh(ra}/rofrofrofroytbeta™(22*senh{ro)/ra/rofro-(2/ro/ro+
108/rofrofrofro}*(cash{ro)+ 1)+2 16 senh(ro)/ro/ro/rofro/ro)-gama/30);
a[3,3]:=(72"(cosh(ro}-1}/rofrofro-432"senh(ro}/rafro/rofro+
864 (cosh(ro}-1)/rofrofrofrofra) aifa+{72*senh(ro)/rofrofro-
432" (cosh{ro)+ 1)/rofro/ro/ro+864"senh(ro)/rofrofro/rofro) beta+6*gama/s;
af3,4]:=-(I"(alfa"(-6*senh(ro)/rofro+24*(5*cosh(ro)/2-1)/ro/ro/ro-252*senh(ro)/ro/ro/ro/ro+
432%(cosh(ro)-1}/rofrofrofro/ro)+beta™(-6*cosh{ro)/rofro+
60*senh(ro)/rofrofro-252*cosh(ro)/rofro/rofro-180/rofrofrofro+
432*senh(ro)/ro/rofro/rofro)+gama/10));
al4,4};:=I"I"{beta*(senh(ro)/ro-8*cosh(ro)/ro/ro+44*senh{ra)/rofrofro-
72*(2*cosh(ro)+1)/rofro/ro/ro+216"senh{ro)/rofrofrofrofro)+
alfa*{cosh(ro)/ro-8"(senh(ro}+ t/ro)/rofro+44 cosh(ro)/rofrofro+
216™(cosh(ro)-1)/rofrofro/rofro-144"senh(ro)/rofrofro/ro)+2*gamal15);

fori=1to 4 do
forj:=ito 4 do
alj,il=afi,jl;




fori:==1{c4 do
begin
for j;=1to0 4 do
begin
if (i<=2) and (j<=2) then sm(i+aux1 j+aux2]:=smii+aux1,j+aux2]+a[ij}/;
if (i<=2) and (j>2) then sm[i+aux1,j+4+aux2]:=smli+aux1 j+4+aux2}+afi,j/l;
if (i»2) and (j<=2) then smfi+4+aux1,j+aux2]:=smli+4+aux1 j+aux2]+alij/;
if (i>2} and (j>2) then sm[i+4+aux1 j+4+aux2]:=sm[i+4+aux1,j+4+aux2]+ali j}/!;
end;
end;

fork:=1to 12 do
begin
forj=kto 12 do
begin
smfj k]:=smik,j];

end;

end;

end;

cont=1;

repeat
case cont of
1:begin
aux1:=0;aux2:=0;aux3:=0;
alfa:=cv;
end;
2:begin
aux =2 aux2:=2;aux3:=0;
alfa:=cw;
end;
3:begin
aux1:=4;aux2:=4;aux3:=0;
aifa:=cf;
end;
4:begin
aux1:=0;aux2:=4;aux3:=1;
alfar=cv*(hz-zd);
end;
5:begin
aux 1:=2;aux2:=4;aux3:=1;
gifa:=-cw*(hy-yd);
end;
6:begin
aux1:=4;aux2:=4;aux3:=0;
alfa:=cv™(hz-zd)*(hz-zd);
end;




7:begin

aux1:=4;aux2:=4;aux3:=0;
affa:=cw*(hy-yd)*(hy-yd);

end;

end;

a[t,1]:=alfa*I"13/35;

alt,2]:=="1"alfa*11/210;

a[1,3):=alta*I*o/70;

a[1,4]:=-"I*alfa*13/420;

a2, 2]=""""aifa/105;

ai2,31=I"ralfa*13/420;

a2 4] =-"T"1"alfa/ 140,

a[3,3}:=aifa*1*13/35;

af3,4;:=-1"I"alfa*11/210;

a4, 4}:=1""""alfa/105;

fori=1t04 do
for j:=ito 4 do
afjil-=aliji;

fori=1to4 do
begin
forj:=ito 4 do
begin
if (i<=2) and (j<=2) then begin
smli+aux1,j+aux2]=smli+aux 1, j+aux2]+afi,jl;
smfi+aux2 j+aux1):=smii+aux2 j+aux1]+alj,i|"aux3;
end;
if (i<=2} and {j>2) then begin
smii+aux1,j+4+aux2l:=smifi+auxi, j+4+aux2]+afi,jl;
smii+aux2 j+4+aux1l:=smli+aux2 j+4+auxt]+alj,ij aux3;
end;
if (i=2) and (j<=2) then begin
smii+d+aux j+aux2]:=smii+4-+aux1 j+aux2]+ali i,
smii+4+aux2 j+taux1]:=smii+4+aux2 j+aux1]+afj,i"aux3;
end;
if {i>2) and {j=2) then begin
smii+4+auxi j+4+aux2l=smi+4+aux1,j+d+aux2i+ali,j;
smfi+4+aux2, j+4+aux1]:=smii+4+aux2 j+4+aux1}+a[j,i]"aux3;
end;

end;
end;

cont:=cont+1;
until cont>7;

for k'=1to 12 do
begin
forp=kto 12 do
begin
smlj,kl:=smik,j];
end;




end;

end;

procedure VETOR_CARGAS (nelem,nnos:integer);

var gy.gz.mm,i:real;
fizinteger;

begin

for ii:=1 to nelem do

begin
qy-=q*ii, 1;qz:=qMNii,2l;mm=q*[ii,3];
=sqri(sqr{nos*[eleii, 3], 1}-nos*ele i, 2], 1)) +sar(nos™ele[ii, 3],2]-nos ele/ii, 2], 21)):;
feMeleMii 216-5].=ferMeleii, 21*6-5]+0.5*QY™:
fe[ele™ii,2]"6-4]:=feMelerii, 2]"6-4]+QY*1*1/12;
ferelenii, 2]76-3]:=fe MeleMii,21*6-3]+0.5"QZ"1;
ferfeletii, 2176-2]:=feMeleMii, 2]6-2]+ QZ*T"/12:
ferMelenii, 2]*6-1]:=feMelef, 2]6-11-0.5 mmi™l;
ferelerii,2]"6]:.=feMeleii, 21" 6}-mm™*I"i/12;

ferlele”fii,31"6-5]:=feMele i, 3]*6-5]+0.5"QY";
fereleMii, 31°6-4]:=ferelerii, 3]"6-4]-QY*1*I/12;
feMeleMil, 3176-3: =fereleMii, 31%6-3]+0.57°QZ™;
fereleMii, 31"6-2]:. =fe[eleMil, 31"6-2]-QZ*1*1/12;
ferelefii, 3]"6-1]:=fe eleii, 3]"6-1]-0.5" mm™*!;
fereleMil, 316):=fer[ele™ii, 3" 6}+mm*I*I/12;

end;

forii:=1 to nnos do

begin
ferii*6-5]:=feMii*6-5]+pMi,2];
feMiig-4):=feii*6-41+p™ii,5];
feriirg-3]:=fe i 6-3]+p i, 3];
feMii*e-2];=feMii*6-2]+p i, 4];

{ feMiire-1]=feM[ii*6-1]+p™i, 11; }

ferii*6]:=feMii*6]+postii, 5l;

end;

end;

{ INICIO DO PROCEDIMENTO DE FORMACAQ DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL }
procedure RIGIDEZ _GLOBAL (ii:integer;sm:matriz);

type vet3=amay{1..12}] of integer;

var il,ig,jg.jlinteger;
ind:vet3;

begin
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indf1]:=6eleMi, 2]-5;ind[2]=ind[ 1]+ 1;ind[3]:=ind[2]+ 1;
ind[4]:=ind[3]+ 1;ind[5]:=ind[4]+ 1;ind[6]:=ind[5]+1;
ind[7]:=6"eleMii, 3]-5;ind[8]:=ind[ 7]+ 1;ind[9]:=ind[8] + 1;
ind[10]:=ind[9]+1;ind[11:=ind[10]+1;ind{12}:=ind[ 11]+1;
for il:==1to 12 do
begin
ig:=indfil];

for jl:=il to 12 do
begin
jg:=ind{jii kg"fig.jg-ig+1}:=kg"ig.jg-ig+ 1 +sm[iLji];
end;
end;
end;

{ IMPOE CONDICOES DE CONTORNO }
PROCEDURE contomno {Ib,nnos:integer);

var i,j,linha,coluna,aux,conta_linha,conta_coluna:integer;

begin
for i:=1 10 nnos do
begin
forj=1to6 do
begin
if res?fi,jl=1 then
begin
linha:=i"6-6+j;
if linha > Ib then
begin
coluna:=ib;
aux:=linha-lb+1;
end
eise
begin
coluna:=linha;
aux:=1;
end;
conta_coluna:=coluna;
for conta_linhar=aux to linha do
begin
kg*conta_linha,conta_colunal:=0;
conta_coluna:=conta_coluna-1;
end;
for conta_coluna:=1 to Ib do kg*flinha,conta_colunaj.=0;
kg*linha,1]:=1;
end;
end;
end;
end;

{ procedimento decomposicao por cholesky
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para matriz banda simetrica
com armazenamento retangular }

{ N = Numero de linhas da matriz
UBW = Largura de banda
KG = Matriz a ser decomposta }

Procedure DECOMP_BAND (n,ubw:integer);

var i,j,k,p.q:integer;
sum,temp:double;

begin
fori:=1tondo
begin
p=n-i+1;
if ubw<p then p:=ubw;
forj>=1topdo

begin

q:=ubw-j;

if i-1<g then q:=i-1;

sum:=kg”[i.ji;

fork:=110 g do

begin
sum:=sum-kg’fi-k,1+k}"kg"{i-k,j+k};

end;

if j<>1 then

begin
kg/li,jl:=sum™temp;

end

else

begin

if sum=<=0 then begin write (‘erro );halt;end;
temp:=1/sgri(sum);
kg*[i.jl-=temp;
end;
end;
end;
end;

{ Procedimento para sclucac de uma matriz decomposta
por decomp_band }

{ N = Numero de linhas da matriz
UBW = Largura de banda
KG = Matriz decomposta por decomp_band
FE = Vetor de cargas
FE1 = Vetor contendo a solucao do sistema }

Procedure Soive_band (n,ubw:integer);
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var i.j,k:integer;
sum:double;

begin
fori:=1tondo
begin
jr=i-ubw+1;
if i+1<=ubw then j;==1;
sum:=fe*i;
for k:=j ta i-1 do sum:=sum-kg"{k,i-k+1]"fe17k];
fe1 il=sum™kg™[i, 1];
end;
for i:-=n downto 1 do
begin
j=iHubw-1;
if =n then j:==n;
surmn:=fe14{i];
for k:=i+1 to | do sum:=sum-kg[i,k-i+1]"fe 17Kk];
fe1Mil:=sum~kg"i,1];
end;
end;

{ ROTINA PARA CALCULQO DE AUTOVALORES }

PROCEDURE auto_vetor (auto,nnos, Ib,orto:integer;lal,la2:vetor;arq_out:string);

var ij.k,iijj,kk,cont:integer;

sum1, sum2,sum3,sum4.errol,erro2 max1,maxZ,max3,yy,zz:double;

begin
cirscr;
assign {arquivo,arq_out+ AVE'):rewrite (arquivo);

for cont:=1 to orto do
begin
gotoxy(5,5);

writel n('************************* AUTOVALD RES mﬁm******ﬁmm)

ke=1max1:=1;
fori:=1to 6"nnos do
uirf]=1;

for i:=1 to 6™ nnos do
forj=1toibdo

kg[1jl-=B L

contorno (Ib,nnos);



for i-==1 to 6*nnos do
forp=1tolbdo
BAfL i =kg ™.l

for i;=1 to nnos do

begin
forji:=1to 6 do
begin
if res™[i,jj=1 then
begin
for kk:=1 {o 6"nnos do
begin
utri*e-6+j:=0;
end;
end;
end;
end;

fori:=1to 6"nnos do

begin
uANi]=0;
for i:=1 to 6" nnes do
begin
if j<i then
begin
ii:=j;
=i
end
else
begin
ii-=i;
=i
end;
if jj<=Ib then
udMil=ud M- AL i u AL
end;
end;

for i:=1 to 6" nnos do fei]:=ud?i};

for i:=1 to 6*nnos do
forj:=1toib da

kgL, jl-=aijl;

solve_band (6"nnos,|b);

for =1 to 6"nnos do udril:==fe1[i};




for i:=1 to 6*nnos do
begin

u2Mil:==ud il
end;

if cont>1 then { inicio ortogonalizacao }
begin

for kk:=1 to cont-1 do
begin

for i-=1 {0 6" nnos do
begin
udAil==0;
far j:=1 fo 6"nnos de
begin
if j<i then
begin
ii==i;
=
end
else
begin
ii:=i;
jir=ii+ 1,
end;
if jj<=Ib then
ud M ik=udil-bMii jiT"mat_auton[j kk];
end;
end;
yy=0,zz:=0;
fori:=1 o 6*nnos do
begin
Yy:=yy-HUuRMIT U4l
zz:=zz+mat_auto?i, kk] ud?fil;
end;
fori:=1 1o 6" nnos do
u2Mil:=u2Ail-yy/zz"mat_auto™i, kkj;

end;
end;

{ fim orfogonalizacao }

for =1 to 6" nnos do
begin

if abs{u2*[i})<1E-8 then u2*i]:=0;
end;
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max2:=(0;
for i:=1 to 6*nnos do
begin

if abs{u2Mi])>max2 then max2:=abs{u2"[i});
end; -
for i:=1 to 6" nnos do u2Mil:=u2Milmax2;

sum1:=0;sum2:={;

for =1 to 6"nnos do

begin
sumT:=sum1-+u1AMiT"u2Mil;
sum2:=sum2+u2™Mi"u2il;

end;

lat{k}:=sumt/sum2;la2[k]:=lal[k];
for i:=1 to 6*nnos do u3"[i]:==u2/i;
max3:=max2;

repeat

fori:=1to 6"nnos do

begin
u4n[il=0;
for j:=1 {0 6*nnos do
begin
if j<i then
begin
ii=j;
jiz=ie+1;
end
else
begin
fi=i;
ji=ii+1;
end;
if jj<=Ib then
ud[if:=udMil-bMit i u3?l;
end;
end;

fori:=1 1o 6"nnos do
begin
feril:=ud[i];
forj:=1to lb do
kg, jl:=ai k.
end;




solve_band (6" nnos,|b);

for i:=1 to 6"nnos do u4i:=fe14[i];

for i:=1 to 6"nnos do u3[i]:=ud/il:

if cont>1 then { inicio ortogonalizacao }
begin

for kk:=1 to cont-1 do
begin

for ;=1 to 6" nnos do
begin
udMil=0;
for j:=1 to 6*nnes do
begin
if j<i then
begin
if:=f;
ji=ig+1;
end
else
begin
i:=i;
fi=j-i+1;
end;
if ji<=ib then
udMil:=udnil-bAiiji mat_auto’]j kk];
end;
end;
yy:=0;zz:=0;
for iz=1 to 6*"nnos do
begin
yy:=yy+u3AiFudnil;
zz:=zz+mat_autoMi kKk] ud/i];
end;
for i=1 to 6"nnos do
u3Mil:=u3*il-yy/zz*mat_autonfi kk];

end;
end;

{ fim ortogonalizacao }

fori=1to 6"nnos do
begin

if abs{u3*[i)<1E-8 then u3Ni}.=0;
end;




max3:=0;
fori:=1to 6"nnos do
begin
if abs{u3A[if)>max3 then max3:=abs(u3*[i]);
end:

sum1:=0;sum2:=0;sum3:=0;sum4:=0;

for i:=1 to 6"nnos do

begin
sum1:=sum 1+uZ2MiTFu3il;
sum2:=sum2+u3riT*u3A];
sum3:=sum3+u i u14i];
sumd:=sumd-+u2[iT*u21;

end;

for =1 to 6*nnos do u3*il:=u3MiJ/max3;

k:=k+1;
fat[k]:=sum1/sum?2;
la2[k]:=sqrt{sqri(sum3/sum4d)imax2*sqgrt{suma4/sum2)});

erro’l:=abs((la1lkj-lal{k- 1]/ (lal{k}+lalk-1])};
erro2:=abs({la2[k]-la2[k-1])/(la2[k]+la2[k-1])};

gotoxy(1,8);

write(' lteracao Lal Erro1 La2 Erro2Y;
gotoxy (1,10);

write(":79);

gaotoxy (1,10);

write(":3,k:3,":3,]a1]k]:13:5,":3,erro1:10:6,":3,la2[k]: 13:5,":4,erm02: 10:6);

for i:=1to 6*nnos do

begin
utril:=u2Mil;max1:=max2;
u2Mil:=u3Milmax2:=max3;

end;

until {erro1<0.00001} or (erra2<0.00001) or {(k>=auto};

writein{arquivo,’ autovetor = ',cont);

writeln{arquivo,’ iteracao Lal Erro1 La2 Erro2');
writeln{arquivo,”:3,k:3,":3,la1[k]: 13:5,":3,err01:10:6,":3,1a2[k]: 13:5,":4,em02: 10:6);

writeln{arquivo),writeln{arquive,’ V Vi w Wi 0 Oy,

for =1 to nnos do
begin




writein(arquivo,u1A{i*6-5]: 11:5,":2,u1Mi*6-4]:11:5,":2, u17i*6-3]:11:5,":2,
utMi*6-21:11:5,"2 u1Mi"6-1]:11:5,":2,u1i*6]): 11:5):
end;

fori:=1 to 6"nnos do
mat_auto™[i,cont}:=u3*if;

end;
close (arquivo);
impr_auto (k,la1,la2 titulo,arg_out);

end;

{ PROCEDIMENTOS PARA CALCULO E MONTAGEM
DO ARQUIVO DE RESULTADGS DOS ESFORCOS }

procedure cabecaiho_2 {titulo:string; pagina:integer;arq_out:string);

begin
writeln(arquivo);writein(arquivo};
writeln(arquivo,":72,'Pag.’ pagina);writeln{arquivo};
writeln{arquivo, MARCUS THOMPSEN PRIMO - 1995 writeln(arquivo);
writein(arquive,™:60,'Arquivo: ',arg_out, ESF");writein{arquivo);
writeln(arquive,tule);writein(arquivo);
writeln{arquivo,’ ieetnens ESFORCOS ™
writeln(arquivo,”);writeln(arquivo,"); -
writeln(arquivo,”:6,'Qy’, " 11,'Qz" " 11, My " 11 "Mz, " 11, M, 11,'B'Y);
end;

***m**m******—*n) -
1

PROCEDURE CALCULA_ESFORCOS (ii,flags,flag1,nelem:integer;elast,trans:real;
sm:matriz;titulo,arg_out:string);

var i,j,pagina.linha:integer;
ind:amray {1..12] of integer;
{:real;

begin
CLRSCR;
{ flag5:=1;}

assign (arquivoe,arg_out+' . ESF);rewrite (arquivo);
pagina:=1;linha:=14;
cabecalho_2 {titulo,pagina,arg_out);

forii:=1 {o nelem do

begin
mat_local (ii,elast,trans,sm.flag5,flag1);
indf1]:=6"ele™ii,2]-5;ind{2]:=ind{ 1]+1;ind{3}:=ind[2]+ 1;
indf4):=ind[3}+ 1;ind[5]:=ind[4]+ 1;ind[6]:=ind[5]+1;




ind[7]:=6"ele*ii,3]-5;ind[8]:=ind[7]+1;ind[9]:=ind[8] + 1;
ind[101:=ind[9]+1;ind[11]:=ind[10]+ 1;ind[12]:=ind[11]+1;
l:==sqrt(sqr(nos”{ele*[ii,3], 1]-nos*[ele?[ii,2], 1]) +sgr(nos*eleMii, 3], 2]-nos eleA[ii, 21,2]));
u1Alind[1]):=0.5*gMjii, 1],
ulMind[2]]-=q?[ii, 171"1/12;
u1Mind{3]]:=0.5"g i, 2],
u1Alind[4]]:=qii, 2] 11 2;
u1Aind[5]]:=0.5%g"{ii,31*!;
u1AMind[6]]:=-g i, 3] "/ 12;

utMind[71]:=0.5"gAfi, 1],
utAind[8]]:=-qAii, 111"1/12;
wIMind{[9]]:=0.5"g i, 211,
utMind{10:=-gii, 2} 1*1/12;
utMind[111}:=-0.5%g"i, 31*I;
utMind[12]=q*ii, 3y 1/12;
fori=1to 12 do
begin
udMind[i]]:=0;
forj:=1to 12 do

begin
udMind[ij}:=ud indfi]l+sm{i,iFfe tAlind(jjl;
end;
udAind[if:=u4[ind[il}-u1ind[il];
end:;
writeln{arquivo,’ );
writeln{arquivo,’ ELEMENTO =",II};

writein{arquivo,'NQ INICIAL = ",eleMii,2]);
writein(arguivo,ud™ind[1]]:12:5,":1,u4ind[3]}: 12:5,": 1,udNind[4]}: 12:5,":1,
udMind{2]}:12:5,":1,u4Mind[5]]:12:5,":1,u4/[ind[6]):12:5);
writein(arquive,'NO FINAL =" eleii,3));
writeln{arquivo,udMind[71}:12:5,":1,u4ind[9]]: 12:5,":1,u4 ind[10]]:12:5,":1,
udMind[81):12:5,": 1,u4Mind[11]]:12:5,": 1, ud*[ind[12]}: 12:5);
linha:=linha+5;
if linha>=50 then begin
writeln(arquivo,chr(12));pagina:=pagina+1;
cabecatho_Z2(titulo,pagina,arq_out);
linha:=14;
end;
end;
writeln(arquivo,chr(12));
close(arguivo);
end;

{ PROGRAMA PRINCIPAL }

begin
textcofor{white);
textbackground(black});
clrscr;




window(1,1,79,24);
textcolor{white);
textbackground(biue);
clrscr;
janelad(1,1,79,23);
gotoxy(3,2);

writeln(’
gotoxy(3,5);

write{'Nome do arquivo de entrada =>);

readin{arq_in);

gotoxy(3,7);

write("Nome do arquivo de saida ( sem extensao ) =>");
readin(arg_out);

T ANALISE DE BARRAS rrmmresmans Bk

{ ALOCA ESPACO PARA VARIAVEIS }

new(mat);new{nos);new(ele);new(q);
new(p):new(res);new{pas});new(spr;
new(fe);new(u1};new(u2);new(u3);new{mat_ auto)
new(u4d);new(kg);new(a};new(fel);new(b};

{ZERA VARIAVEIS }

fori:=1 to max_4 do
begin
forj:=1t0 12 deo
begin
kg™[iLi:=0;aMi j]:=0;bMi, jE=0:mat_auto’[i,j]:=0;
end;
end;
fori:=1to max_3 do
begin
for i:=1 to 3 do ele?fi,j]:=0;
for ;=1 to 6 do gfi,jl:=0;
for ;=1 {o 8 do posi,jl:=0;
for j:=1to 10 do spr*{i,j|:=0;
end;
for ii=1to max_2 do
begin
for =1 {o 3 do nos*i,ji:=0;
for =110 6 do p*[i jl:=0;
for j:=1 to 6 do res i j]:==0;
end;
far i=1 to max_1 do for j:=1 to 10 do mat*i,il:=0;
for =1 to 12 do for =1 to 12 do sm][i,j]:=0;
for =1 to max_4 do
begin
feril:=0;
fe1i]:=0;
ulNi:=0;
u2Mil:=0;
udnfil:=0;
u4Mil:=0;
end;

{ LEITURA DE DADOS }
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th:=12:
LEITURA
(titulo, elast trans,flag1,flag2,flag3,bim, auto,orto,nnos,nelem,nm .arquivo,arg_inj;
ARQ_DADOQS (titulo,arg_out,elast, trans,nnos,nm, nelem, arquivo);

{ MONTAMATRIZ A}
flag5:=1; {indica matriz A}

for ii:=1 o nelem do
begin
mat_local (ii,elast trans,sm flag5,flag1);
RIGIDEZ_GLOBAL(ii,sm);

end;

{INCIDENCIA DA VINCULACAO ELASTICA NA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL A}

for i:=1 to nnos do
begin
kg"[i*6-5,1]:=kg"[i*6-5, 1]+spr*[i,8];
kg?i*6-5,5]:=kg”[i*6-5,5]+spr[i, 81" {SPRA1, 71-MATA1,10]):
kg/[i*6-3, 11:=kg"[i*6-3, 1]+spr[i,9};
kg"[i*6-3,31:=kg"[i*6-3,3]-spr[i, 8] (SPRALG]-MATA1,91);
kgMi*6-1,1]:=kg"fi*6-1,1]+sprt[i, 10}+
sprMi, 87 (SPRAL, 7I-MATA1, 10D (SPRMIL 71-MATA[1,10])+
spri[E, 97 (SPRAL6]-MATA1, 9D (SPRAM1LE]-MATA1,9);

end:

fori:=1 to 6*nnos do
for j:=1to Ib do
aijl=kgMi jl;

contorno (Ib,nnos);
DECOCMP_BAND (6*nnos,Ib);

contormno (ib,nnos);

DECOMP_BAND (6"nnos,|b);
for i:=1 to 6*nnos do
forj=1tolbdo
AMiLjL=kg" il

if flag1=1 then { CALCULO DE AUTO VALORES }
{ begin }
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flag5:=2; { monta matriz B}

for =1 to 6" nnos do
forj:=1tolbdo
kg[i jl-=0;

forii:=1 to nelem do
begin
mat_local (ii,elast,irans,sm flag5 flag1);
RIGIDEZ_ GLOBAL(ii,sm});
end;

for i:=1 to 6"nnos do
forj:=1tolbdo

BALj=kg 1L

if flag1=1 then
begin
auto_vetor (aufo,nnos,|b,orto,lat,la2,arg_out);
end
else
begin
if flag1=3 then
for i:=1 to 6" nnos do
forj==1to b do
AMILE=AMILT-BALL
vetor_cargas(nelem,nnos);
fori:=1 to nnos do
begin
for ;=1 to 6 do
begin
if res™i.jl=1 then
begin
fer[i*6-6+{1:=0;
end;
end;
end;
fori:=1to 6*nnos do
forj:==110 lb do
kg[i.[J:=a"i.j]
contorng (Ib,nnos);
DECOMP_BAND (6*nnos,1b);
Solve band (6*nnos,ib);

{ IMPRIME DESLOCAMENTOS }
cirscr;

flag5:=1;
impr_ desl {nnos,titulo,arg_out);

CALCULA_ESFORCOS {ii,flag5,flag1,nelem,elast trans,sm titulo arq_out)

end;

writeln{'pressione C para continuar');
repeat
comr=""
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corr=readkey;

if (comr<>'C") then com:="";
until corr<=>"";
textcolor(white);
textbackground{black);
dispose(mat);dispose(nos);dispose(ele);dispose(q);
dispose(p);dispose(res};dispose{pos);dispose{spr);
dispose(fe);dispose(ul);dispose(u2);dispose{ul);dispose{mat_auto);
dispose{ud);dispose(kg);dispose(a);dispose({fe1);dispose(b);

end.




ANEXO B
(Arquivos de Entrada e Saida de Dados)
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QO programa de computador desenvolvido tem sua entrada de dados através de
arquivo armazenado em disco. Os resultados fornecidos pelo programa também sio
armazenados em disco.

Apresenta-se a seguir, a carater ilustrativo, as listagens dos arquivos de entrada e
saida de dados do exemplo 8.4 para o célculo através do programa de computador

desenvolvido.

ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS

Exemplo 4:

Exemplo - Flexao pura - c/deformacae inicial - Mz=50 T.cm - L=1200 cm.
SISTEMA

FLAG1=3 FLAG2=0 FLAG3=0 AUTO=190 BIM=0 ORTQO=1
Fim
ELASTICIDADE

E=2050 (=800

Fin
NCS
X=0 Y=0 2=0
X=120 Y=0 Z=0
X=240 Y=0 Z=z=0
X=380 Y=0 Z=0Q
X=480 Y=0 Z=0
X=600 Y=0 Z=0
X=720 Y=0 Z=0
X=840 Y=0 Z=0
X=0960 Y=0 Z=0

10 X=1080 Y=0 Z=0

11 X=1200 Y=0 Z=0
Fim
MATERIALIS

1 JY=312 JZ=56610 JW=110317 JT=2843 Uw=0
A=569 Ky=0 KZ=0 YD=0 zD=0

OO0~ U )R -

FIM

CARGAS2

QY=0 QZ=22283E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
QY=0 QZ=423B5E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
QY=0 QZ=58338E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
QY=0 QZ=6.8580E-5 MT=0 QYV=0 QZv=0 MTV=0
QY=0 QZ=72100E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
QY=0 QZ=72109E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
QY=0 QI=68580E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
Qy=0 QZ=5833BE-5 MT=0 QYv=0 QZV=0 MTV=(
QY=0 QZ=42383E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=0
10 QY=0 QZ=22283E-5 MT=0 QYV=0 QZV=0 MTV=(

O DB DN -

FIM
CARGAS3

PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=50 NV=0
PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=O NV=D
PX=Q PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 Nv=0
PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 NV=0
PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZI=0 Nv=0
PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 NV=0
PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 NV=0

~N O W R




8 PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 NV=0
8 PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 NV=0
10 PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=0 Nv=0

11 PX=0 PY=0 PZ=0 MY=0 MZ=-50 NV=0

FiM

CARGAS1

1 YC=0 ZC=0 MY=0 MZ=0 Bi=0
MYV=Q MZV=0 BiV=0
2 YC=0 ZC=0 MY=3.63677 MZ=50 BI=0
MYV=0 MZVv=Q BIV=0
3 YC=0 ZC=0 MY=6.80792 MZ=50 BI=0
MYV=0 MZV=0 BIV=0
4 YC=( ZC=0 MY=0258387 MZ=50 BI=0
MYV=0 MZv=0 BN=0
5 YC=0 ZC=Q MY=10.78601 MZ=50 BI=0
MYV=D MZV=0 BiV=0
8 YC=0 ZC=0 MY=1130820 MZ=50 Bi=0
MYV=Q MZV=0 BIV=0
7 YC=0Q ZC=0 MY=10.78601 MZ=50 BI=0
MYV=0 MZV=0 Biv=0
8 YC=0 ZC=0 MY=0.25387 MZ=50 BI=0
MYV=0 MZv=0 BiV=0
9 YC=0 ZC=0 MY=6.80792 MZ=50 Bi=0
MYV=0 MZV=0 BIV=0
10 YC=0 ZC=0 MY=3.63677 MZ=50 Bi=0
MYV=0 MZV=0 Biv=0
11 YC=0 ZC=0 MY=0 MZ=0Q BI=0
MYV=0 MZIV=0 Biv=0

Fitd

RESTRICOES

FiM

Rv=1
RV=0
RV=0
RvV=0
Rv=0
RV=0
RV=0
RV=0
Rv=0
10 RV=0
11 Ry=1

O W ~3@m D G >

ELEMENTOCS

FiM

1 MAT=1
2 MAT=1
3 MAT=1
4 MAT=1
5 MAT=1
& MAT=1
7 MAT=1
8 MAT=1
@ MAT=1
1O MAT=1

VL=0 RW=1 WL=0
VL=0 RW=0 WL=0
Vi=0 RW=0 WL=0
V=0 Rw=0 Wi =0
VL=0 RW=0 WL=0
ViL=0 RW=0 WL=0
VL=0 RW=0 Wi=0
V0L=0 RW=0 WL=0
VL=0 RW=0 Wi=0
VL=0 RW=0 WL=0
VL=0 RW=1 WL=0

RC=1 OL=0
RO=0 OL=0
RO=0 OL=0
RO=0Q OL=0
RO=0 OL=0
RQ=0 COL=0
RO=0 OL=0
RO=0 OL=0
RQ=0 QOL=0
RO=0 OL=0
RO=1 GL=0

NOINIC=1 NOFIN=2
NOINIC=2 NOFIN=3
NOINIC=3 NOFIN=4
NGINIC=4 NOFIN=S
NOINIC=5 NOFIN=&
NOINIC=6  NOFIN=7
NOINIC=T  NOFIN=8
NOINIC=8 NOFIN=9
NOINIC=9 NGFIN=10
NOINIC=10 NOFiN=11
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ARQUIVO DE DADOS (GERADO PELO PROGRAMA)

Pag. 1

Arquivo; exe 4a_3.0AT
R Exemplo - Flexao pura - c/deformacae inictal - Mz=50 T.om - L=1200 cm.

# Caractleristicas elasticas:

E= 20800 G= 8000

# Materiais:

# Nos:

NO COORD. X COORD. Y COORD. Z
1 Q.00 £.00 Q.00
2 120.00 0.00 0.00
3 24000 Q00 0.00
4 360.00 0.00 ao0
5 48000 Q.00 Q.00
8 800.00 Q.00 0.00
7 72000 0.00 0.00
8 840.00 o0 0.00
g 560.00 0.00 .00
10 1080.00 .00 Q.00
11 120000 0.00 000

# Elementos:

ELEMENTO MATERIAL NOINICIAL  NO FINAL
1 1 1 2
2 1 2 3
3 1 3 4
4 1 4 5
5 1 5 8
6 1 8 7
7 1 7 8
8 1 8 g
] 1 g 10

10 1 10 11

# Cargas distribuidas:

ELEMENTO Qy Qz M
1 0.0 0.0 00
2 oo 0.0 g0
3 0.0 G0 00
4 os] Qo 00
5 co 00 (e10]
g 0.0 00 00
7 Q0 0.0 +10]
8 slv] Q.0 00
] 04 a0 0.0

10 Go Do a0




Pag. 2
Arquivo: exe_da_3.DAT
HHHE Exemplo - Flexao purd - ¢/deformacao inicial - Mz=50 T.om - L=1200 cm. ####

# Cargas nodais:

NQ Px PY Pz My Mz
i oo 00 00 Qo 500
2 00 00 G0 00 00
3 (058 00 o0 ag 00
4 00 0.0 c.o Q.0 0.0
5 00 00 0.0 00 0.0
+] 00 00 C.o Q0 00
7 ag oXs] 00 00 00
8 00 GO0 Qo 0g 0.0
9 00 eX8] 00 00 0.0

10 00 #20] a0 0.0 0.0
11 00 0.0 G0 00 -50.0

# Restricoes:

NO " dv W dw 0 do
1 1 0 1 o] H G
2 o] 0 0 0 o) o
3 o 0 o 0 0 o
4 6] 0 0] o 0 o
5 G G G G o G
& G 0 o] 0 0 o
7 0 0 o 9 & 0
8 o o C o o ¢
g9 0 0 c C c o

10 o} 0 0 o 0 o

11 1 0 1 G 1 a

# Posicas da carga:

ELEMENTO Yo Zc
1 00 00
2 co 00
3 0o 0.0
4 00 00
5 00 00
6 0o 00
7 00 0.0
8 GO 0o
g 00 0.0
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Pag. 3

Arquivo: exe_4a_3.DAT

##i Exemplo - Flexao pura - c/deformacao iniclal - Mz=50 T.cm - L=1200 cm. #a&

# Posicao da carga:

ELEMENTC Ye Zc
10 00 00

# Constantes para Fundacao Elastica:

ELEMENTO CV cw CF
t  OQE+Q00C Q.OE+0000  0.0E+300G
2 0OOE+0000 OOE+000C O0E+0000
3 0OOE+O000  COE+Q000 Q.0E+CO00
4  QOE+Q000 OOE+QO00  Q.0E+0000
5 QOE+Q0000 QOE+0000 Q.OE+000C
6 QOE+0000 COE+0000  Q.0E+0000
7 QOE+0000 OOQE+0000 Q.0E+0000
8§ OOE+0000 QOE+0000  O.CE+0CDC
9 QCE+0000 OQQ0E+C000  Q.OE+000C

10 OOE+0000 COE+0000  Q.0E+0000

# Constantes para Vinculo Elastico:

NO cv Ccw CF

1 OOE+0000 OO0E+0000  Q.0E+0000
2 O0OE+00C0  O0QOFE+0000  0.0E+0000
3 QOE+Q00C  OOE+0OCC O.OE+C000
4 Q00E+0Q0CC  QOE+0000  Q.0E+0000
S 0O0E+000C OOE+0000  Q.0E+0000
6 QCE+QO00 00E+Q000  O.0E+0000
7 OCE+JI00 OOQE+Q00C  Q.OE+0000
& QOE+0000 GOE+000C  0.0E+0000
g  QOE+00D OO0E+000T  O.0E+0000
10 QOE+0000 OOE+Q000  0.0£+0000
11 OOE+0D00 0.0E+000C  C.O0E+0000

HY
0.0E+0000
Q.CE+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
0.0E-+0000
0.0E+0000
0.0E+0000

Q.0E-+0000

HY
0.0E+0000
Q.0E+0000
0.0E+0000
OC.0E+00C0
C.O0E+Q0C0
Q.0E+0000
O.0E+C000
0.QE+0000
O.0E+0000

0.0E+0000
O.0E+Q000

HZ
0.0E+0000
O.0E+0000
Q.0E+0000
Q.0E+C000
0.0E+0000
G.0E+C0C0
Q.0E+Q0C0
O.CE+0000
Q.0E+0000

QOE+0000

HZ
Q.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000
Q.0E+0000
0.0E+0000
0.0E+0000

G.0E+COC0
Q.0E+00C0O
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ARQUIVO DE DESLOCAMENTOS

Pag.1
MARCUS THOMPSEN PRIMC - 1985
Arquivo: exe_4a _3.DES

Exemplo - Fiexas pura - c/deformacac inicial - Mz=30 T.em - L=1200 cm.

FRRARRERTRIARENE DESLOCAMENTOQS *** Y
NG V VL w WL 0 oL

1 G.LO0E+O000 2.610E-0003 0.000E+0000 7.008E£-0003 0.000E+0000 1.507E-0005
2 2.819E-0001 2.088E-0003 8.269E-0001 6.657E-0003 1.781E-0O03 1.437E-0005
3 S012E-0001 1.367E-0003 1.571E+0000 5.643E-0003 3.390E-0003 1.223E-0005
4 8579E-0001 1.0456-0008 2.159E+0000 4.08B5E-0003 4.666E-0003 8.867E-0006
5 7.510E-0001 5224E-0004 2 536E+0000 2.142E-0003 5.484E-0003 4.654E-0006
§ 7.833E-0001 -1.469E-0013 2.666E+0000 -3.055E-0000 5.766E-00C3 -5.468E-0012
7 75190001 -5.224E-0004 2.536E-+0000 -2.142E-0003 5.484E-0003 -4.654E-0006
8 6.579E-0001 -1.045E-0003 2.159E+0000 -4.085E-0003 4.6668-0003 -8 867E-L006
9 5.012E-0001 -1.567E-0003 1.571E+0000 -5.643E-0003 3.300E-0003 -1.223E-0005
10 2.818E-0001 -2.G89E-0003 8.260E-0001 -6.657E-0003 1.781E-0003 -1.437E-0005
11 0.000E+0000 -2.810E-0003 0.000E+0000 -7.008E-0003 Q.000E-+0000 -1 507E-0005
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ARQUIVQ DE ESFORCOS

Pag.1
MARCUS THOMPSEN PRIMC - 1995
Arguivo; exe 4a 3.ESF

Exemplo - Flexao pura - c/deformacao iniciel - Mz=50 T.cm - L=1200 cm.

e ESFORGQS ***
Qy Qz My Mz Mt B
ELEMENTO = 1

NO INICIAL =1 -
QO0000 003184 000000 S000000 038326 000000
NG FINAL =2
000000 002897 372380 5000848 001017 -2.70419

ELEMENTO =2
NO INICIAL = 2
OQUoe  0e8e7 372580 5000848 001017 2.70419
NO FINAL =3
00000C 002388 697743 -S002308 Q00440 -5.28864

ELEMENTO =3
NO INICIAL=3
000000 002388 697743 5002308 000440 528864
NQ FiNAL =4
000000 001883 -9.48718 -80.04318 000125 -7.25797

ELEMENTO =4
NO INICIAL = 4
0000C0 001688 948718 5004318 000125 7.25797
NG FINAL =5
00000 000885 1108022 -500515 000009  -8.49173

ELEMENTO =5
NG INICIAL =5
Q00000 000865 1106022 9008915 000008 8473
NO FINAL =6
G00000 -0.00000 -11.50G47 -S006518 000000 -891M4

ELEMENTO =6
NO INICIAL =6
QOC000 000000 11.58847 5006518 000000 881140
NO FINAL =7
L0000 -CO08E5 1108021 5008815 000000 -8.49173

ELEMENTO =7
NG INICIAL =7
000000 000865 11.06021 50085915 000008 8473
NQ FINAL =8
0000C0 Q0188 -9.48717 5004318 Q0B 72575

ELEMENTO =8
NO INICIAL =8
000000 0688 948717 S004318 Q00125 725795
NO FINAL =9
000000 -D02388 -697740 BOOZI8 000440 -5.28883




Pag.2
MARCUS THOMPSEN PRIMO - 1985
Arquivo: exe_4a_3.ESF

Exemplo - Flexao pura - c/deformacao inicial - Mz=50 T.cm - L=1200 cm,

. rarer EEEORGOS *oreeer
Qy Qz My Mz Mt B
ELEMENTO = 9
NO INICIAL = 9
000000 002388 697740 5002308 000440 528863
NO FINAL =10

000000 Q02897 372578 5000848 001017 270418

ELEMENTQ =1G
NO INICIAL = 10 -
-0.00000  QQ2897 372578 5000848 001017 270418
NO FINAL =11
0.00000 003184 -000000 -B0000D0 036326 000000




