Busca em Subespacos em Varias
Dimensoes!

Renato Fileto?

Departamento de Ciéncia da Computacio
IMECC — UNICAMP

Banca Examinadora:

Jorge Stolfi {(Suplente)?

e Pedro Jussien de Rezende (Orientador)®

¢ Ronaldo Marinho Persiano?

Geovane Cayres Magalhies®

! Dissertacio apresentada ao Instituto de Matemdtica, Estatislica e Ciéncia da Computacio da UNICAMP,
como requisito parcial para a obtengdo do titulo de Mestre em Ciéncia da Computagio.

'Este trabalho foi desenvolvido com o apoio financeire do CNPq e da FAPESP.

20 autor ¢ Bacharel cm Ciéncia da Computagio pela Universidade Federal de Uberlandia.

3 Professor do Departamenio de Ciéncia da Computagio - IMECC - UNICAMP,

*COPPE - Universidade Federal do Rio de Janeire.



-

r

Busca em Subespacos em Varias Dimensoes

Este exemplar corresponde a redagao final da
tese devidamente corrigida e defendida pelo
Sr. Renato Fileto e aprovada pela Comissao Jul-
gadora.

Campinas, 29 de junho de 1994.

T

S

e T A ["“Q_.c: '. t“{
i .
Prof. Pedro Jussieu de\’l{lezende-;t"
Orientador

Dissertacio apresentada ao Instituto de Ma-
tematica, Estatistica e Ciéencla da Computagao,
UNICAMP, como requisito parcial para a ob-
tencao do titulo de Mestre em Ciéncia da Com-

putacao.

[ N I E
RISLIOTECL DEINTALL l




Busca em Subespacos em
Varias Dimensoes

Renato Fileto




em memoria de Cldudio Sérgio da Rds de Carvalho



Agradecimentos

Aos colegas com quem tenho convivido aqui, por terem me suportado e aos amigos, pclo com-
panheirismo, incenlivo e compreensao.

Aos funciondrios desta universidade, que sempre tém recebido as solicitagdes de servigos com
gentileza e competéncia, algumas vezes presiativos até além de suas obrigagdes, especialmente
os integrantes da secretaria do pcc, das bibliolecas e do centro de computagéo.

Aos professores do DCC pela orientagio e pela paciéncia, em especial ao meu orientador, professor
Pedro Jussieu de Rezende.

A Jirka Matousek, da repiblica Tcheca, que tem me fornecido seus trabalhos em desenvolvi-
menio, 0s quais Lém sido mujto dteis e instrutivos, me auxiliando no levantamento bibliogréfico
e a manté-lo atualizado.

Ao Dr. Commini, advogado na comarca de Uberlandia, pela dedicagio e idealismo com que
empregou seus conhecimentos de justica em defesa de meu direito de prosseguir os estudos,
concedendo-me também um pouco de sua experiéncia de vida, por meio de conselhos e incentivos
de valor incalculdvel. Sem este apoio, o presente trabalho ndo seria possivel.

Ao CNPq e a FAPESP, pelo apoto financeiro recebido.

A todas as pessoas que contribuiram de uma forma ou de outra para a produgdo deste traba-
lho, com dicas e sugestdes, compartilhando seus conhecimentos e tornando nosso ambiente de
pesquisa agradivel e produtivo. Os nomes sao tantos que se torna dificil citd-los todos aqui.

Ao povo brasileire, que tem contribuido para sustentar tudo isso, na esperanca de alcancar um
desenvolvimento tecnolégico, cientifico e cultural que lhe proporcione uma vida melhor.



€¢ .. the human brain s much beiller at

secondary key retrieval than compuiers are;
in fact it’s rather easy for us

to recognize faces, or melodies, elc.,

from only fragmeniary information

while computers

have barely been able fo do this at all.
Therefore i1 is nof unlikely that

a completely new approach to machine design
will someday be discovered,

which solves the problem ...,

making this entire section obsoletie ...”*
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Resumo

O tema central deste trabalho é a pesquisa de solugoes para problemas de busca em subespa-
¢os (range search), sob o enfoque de projeto de algoritmos elicientes e geometria computacional,
considerando objetos de dados em forma de pontos dispersos num espago multidimensional ¢
explorando diversos formatos de subespagos de busca encontrados na literatura. O objetivo €
reunir diversas formulagoes e métodos de solu¢io em um compéndio, onde estes sao descritos
sob uma mesma dtica, com notacio uniforme e de forma mais simples que nos textos originais,
de modo a facilitar um estudo mais detalhado e cornparagoes, no que diz respeito & natureza e
ao funcionamento das solugées. Pretende-se com isso tornar as idéias provenicotes da pesquisa
atualmente em processo na drea de algoritnos acessiveis de forma mais integrada e simples,
tanto aos interessados na pesquisa de métodos mais eficientes e adequados para problemas em
teoria da computagdo, quanto Aqueles mais interessados na aplicagao dessas idéias.

Um estudo abrangente das solu¢des encontradas na literatura permite perceber diversas seme-
lhangas de concepgao nos métodos empregados. Freqiientemente, pode-se observar a ocorréncia
de abordagens ¢ técnicas comuns em diversas situacbes. A estas abordagens e técnicas de
aplicacao geral atribuimos o nome de paradigmas de algoritmos. O estudo e a utilizacao de pa-
radigmas de algoritmos possibilitam um certo grau de sistematizacdo das solugoes de problemas
de busca em subespacos, uma vez que eles permitem encarar diversas solugdes distintas, de diver-
sas variagoes do problema como manifestagoes de urn mesmo fundamento racional. Ajém disso,
o estudo de paradigmas € instrutivo, pois promove o desenvolvimento de raciocinios sistematicos,
apliciveis na resolugao de diversos problemas em computagao.

A divisao do contetido é efetuada de maneira a fornecer primeiro o fundamento tedrico
necessario a compreensdo dos métodos de solucao, que sio tratados posteriormente. No capitulo
1, sio fornecidos os conceitos e classificagdes bdsicos, relativos a problemas de busca em geral
e particularrnenie busca em subespacos, a fim de prover uma fundamentagio tedrica e situar
a area de estudo. No capitulo 2, sdo descritos alguns paradigmas de algoritmos aplicados a
problemas de busca em subespacos, com o intuito de prover ao leitor maneiras alternativas de
relacionar as solugbes apresentadas posteriormente, induzindo-o a desenvolver raciocinios que lhe
habilitem a perceber os fundamentos e técnicas em comum. Nos capitulos 3 a 6, sao abordados
os sub-problemas caracterizados pelos formatos classicos de subespacos de busca encontrados
na literatura, ordenados da maneira que parece mais conveniente e que reflete a complexidade
das solugbes, a natureza das mesmas e sua evolucao histérica. Em cada um destes capitulos,
os sub-problemas sdo discutidos em detalhes, algumas solugdes e limites inferiores sao descritos
superficialmente e hd uma se¢do de notas bibliograficas, com referéncias para assuntos especificos.
Finalmente, no capitulo 7, sdo sintetizadas as contribui¢oes do trabalho e relacionados alguns
assuntos para possiveis extensoes no futuro.



Abstract

The main objective of this work is the study of solutions found in the literature to range
search, from the view point of algorithm design and computational geometry, considering only
dala objects in the form of points embedded in a multidimensional space, and investigaling
various shapes of ranges. Several formulations and solutions Lo range search problems are
surveyed. These are described under one abstract view, with uniform notation and in a form
hopefully clearer than the original sources, in such a way that comparisons of the nature and
functionality of the solutions and more detailed studies may be facilitated. Qur purposc is to
make the ideas deriving from the research on range search available in a more integrated and
simpler way, to people interested in the discovery of more suitable and eflicient methods for
problems in theoretical computer science as well as to those interested in the applications of
these ideas.

A wide study of the solutions found in the literature shows many conceptual simnilarities in
the employed methods. Frequently, the same approaches and iechniques are seen in distinct
situations. These general purpose approaches and techniques are called “algorithin paradigms”.
The study and application of these paradigms allow a certain level of generalization of the
solutions to range search problems, because they allow one to perceive several solutions of
various instances of a general problem as the manifestation of the same rationale. The study
of algorithm paradigms is instructive in its own right, since it propitiates the development of
systematic reasoning, useful in the solution of many problems in computer science.

The contents herein are arranged so as to first give the theoretical basis necessary to under-
standing the methods given later. In chapter 1, we provide the basic concepts and classifications
related to search problems in general and to range search in particular, and establish the scope
of our research. In chapter 2, we describe some algorithm paradigms applied to range search
problems, with the purpose of supplying the reader with alternative ways of establishing con-
nections among the solutions presented later, leading him to develop a reasoning that allows the
identification of the fundamentals and techniques shared by the solutions. In chapters 3 to 6,
we deal with the variations of the range search problem characterized by the classical shapes of
ranges considered in the literature. These chaptlers are arranged in a convenient way in order
to reflect the complexity of the discussed solutions, their nature and the historical evolution.
In each one of these chapters the problems are discussed in detail, some solutions and lower
bounds are briefly described and bibliographic notes containing references to specific subjects
are presented. Finally, in chapter 7, we summarize the contributions of this work and exlensions
that can be undertaken in the future.
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Capitulo 1

Introducao

Prablemas de busca aparecem freqiientemente em computacao, onde diversos problemas envol-
vem operagdes de busca ou podem ser vistos como instancias desta classe de problemas.

Muitas aplicagoes, particularmente as relacionadas com bancos de dados [Cox81] e pro-
jeto aunxiliado por computador (CAD), podem se beneficiar da utilizagdo de estruturas (efou
métodos) que possibilitem efetuar buscas por diversos atributos (multikey access) efou acesso
a dados geométricos em varias dimensoes, eficienlemente, no que diz respeito aos tempos de
busca, atualizagao e pré-processamento, bem como 4 quantidade de meméria utilizada para ar-
mazenar a estrutura pré-processada empregada para suportar as buscas. Ha atualmente grande
numero de estruturas proporcionando tais tipos de acesso e prosseguem as pesquisas tanto com
o objetivo de medir o desempenho destas (tedrico e empirico) quanto visando a obtengio de
novas estruturas mais adequadas e eficientes para diversas variacdes de problemas de busca.

Na drea de pesquisa de algoritmos eficientes tém sido propostas diversas formulacées para
problemas de busca e concebidas diversas solu¢des para formulagbes especificas, muilas delas
baseadas em abordagens e técnicas comuns a outras solugbes. Algumas das idéias provenientes
da pesquisa de algoritmos, além da possibilidade de serem aperfeicoadas e aplicadas para acesso
a bases de dados, tém relevancia também na teoria da computagdo, devido a0 suporte que
oferecem a solugao de outros problemas na prépria area de algoritmos e em computagao grifica.
Além disso, o estudo das abordagens e técnicas empregadas nas solugdes de problemas de busca
¢ instrutivo por si s, pois muitas delas tém ampla aplicacio e permitem desenvolver ractocinios
sistematicos para solucionar diversos problemas em computacdo.

Entretanto, faltam trabalhos que congreguem as solucoes concebidas para os muitos sub-
problemas e que permitam compari-las, nao necessariamente para determinar as solugdes mais
adequadas para aplicagdes particulares, mas também para identificar as abordagens empregadas
e as caracteristicas em comum dessas solugoes. Particularmente, no campo de pesquisa de al-
goritmos identificamos uma caréncia de publicagbes recentes que descrevam as diversas solugées
que tém sido concebidas de forma integrada e acessivel aos interessados em sua aplicagio, per-
mitindo compara-las do ponto de vista de sua natureza e funcionamento. E justamente este o
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enfoque qne exploramos aqui.

1.1  Objetivo do trabalho

O tema central deste trabatho é o problema de busca em subespacos (range search)' (veja
definicdo na secio 1.2), sob o ponto de vista de projeto de algoritmos cficientes e geomelria
compatacional. O objetivo é oferecer um compéndio integrando vdrias formulagées ¢ solugoes
encontradas na literatura para diversas variagoes do problema, procurando colocd-las sob uma
mesma otica e com notagao utiforme de modo a facilitar comparagoes e um estudo mais dela-
lhado. Pretende-se, entre outros usos, que esta rescnha seja til para apoiar o desenvolvimento
de outros trabalhos no futuro, por exemplo, no tocante a algum sub-problema especifico on a
comparagoes de eficiéncia nas implementagoes. Esta tese deve fornecer parte da base teérica
nccessaria ¢ um levantamento, com um estudo preliminar, das solugbes propostas na literatura,

O presente texto ¢ destinado principalmente as pessoas intercssadas no projeto e funciona-
mento dos algoritmos e estruturas de dados, mas pretende-se que seja 1til também aos envolvi-
dos com areas de aplicagdo. Ele visa propiciar um estudo mais completo e compreensivel de um
subconjunto representativo dos problemas de busca cm subespaco em virias dimensdes e suas
solucoes.

Uma vez gue pretendemos que o trabalho sirva de compéndio, oferccemos farta quantidade de
referéncias. Uma das contribuigoes deste trabalho é justamente levantar e organizar a bibliogralia
de forma a apresentar, da forma mais clara possivel, o que tem sido pesquisado na area e {acilitar
o estudo de assuntos especificos. Cabe salientar, entretanto, que alguns trabalhos sio citados
aqui na esperanca de que sejam uteis aos interessados em assuntos especificos.

Neste primeiro capitulo, nos ocupamos das informacoes preliminares, defini¢oes e classi-
ficaches relativas aos assuntos a serem tratados em mais detalhes posteriormente, de modo a
prover os conceitos bdsicos necessarios & compreensao dos capitulos seguintes. Também descre-
vemos possiveis extensoes do tema central € damos uma nog¢do mais precisa da abrangéncia da
tese e do enfoque escolhido.

1.2 Caracterizacao do problema

1.2.1 Problemas de busca

Problemas de busca sio fartamente encontrados na literatura. Definigdes para problemas de
busca em geral podem ser encontradas em [Knu73, Ben79a, Mel84, Sed88, IRKV88]. Este tipo
de problema envolve uma base de dados a respeito dos quais deseja-se extrair alguma informacao
ou saber se satisfazem determinadas propriedades.

'Como nio hi uma tradugio estabelecida na literatura em portugués para o termo range, das traducdes de
range search: “busca em sub-regiio” e “busca em subespacos”, preferimos esla iltima.
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Ha duas possivels formas de efetuar consultas relativas a problemas de busca:

Consultas wnitarias (single shot queries): A consulta é leita somenle uma vez para uma dada
base de dados, dispensando qualquer tipo de pré-processamenio que pudesse agilizar as
buscas.

Exemptos: calcular a domindncia dos pontos de um conjunto (se¢do 2.1), conjunto domi-
nante, par mais proximo (enunciados destes problemas podem ser encontrados em {PS85]).

Consultas em modo repetitivo (repetitive-mode queries): Sio realizadas repetidas consullas so-
bre wma mesma colegdao de dados, cada qual com relagdo a um objelo de consulla, obtido
de um conjunto de objelos de consuita possivelruente infinito. Em cada consulta, deseja-se
identificar {ou simplesmente contar) os objetos da base de dados satisfazendo uma dada
propriedade com relagio ao objcto de consulta. Pode ser atil arranjar a informacio em
uma estrutura organizada e manté-la armazenada, a fim de facilitar as buscas, o que, se
realizado, itnplica num custo de meméria e pré-processamento (e de reorganizagao, no caso
de estruturas dinamicas). Esses custos sao compensados pela agilizacio dos tempos das
huscas, que sao realizadas repetidas vezes.

sxemplos: busca em subespacos (range search), dominancia de um dado ponto, &k vizinhos
mais proximos a um dado ponto {capitulo 4).

A anilise de desempenho dos métodos de busca com consultas em modo repelitivo para
um conjunto P de N objetos de dados armazenados, usualmente leva em considera¢io quatro
(mnitas vezes somente as trés primeiras: veja secio 1.4.3) medidas de custo distintas enumeradas
abaixo como lungées de N: '

1. C: tempo de consulta: o tempo de processamento de uma consulta;

2. M: memdna: a quantidade de espago de memoria requerida para armazenar a estrutura de
dados pré-processada destinada a suportar as buscas;

3. P: tempo de pré-processamento: o tempo necessario .para montar a estrutura de dados;

4. A: tempo de atualizacio: pode ser o tempo despendido para inserir um clemento (), o
tempo para remover um elemento { R:) ou o tempo para atualizar (reorganizar) a estrutura
ap6s um certo ndmero de inser¢des e remocdes {A:).

As andlises das complexidades acima podem ser tanto de pior caso quanto de caso médio
e neste trabalho as medidas de complexidade dizem respeito ao pior caso, a nao ser quando

especificado de outro modo.

O iempo de consulta (query time), no caso de problemas de enumeragio (veja se¢io 1.2.2)
costuma ser denotado por (f(N) + k) onde f(N), denominado tempo de busca (search time),
é o tempo despendido para procurar na estrutura pré-processada os elementos satisfazendo a
propriedade em questdo e k é o tamanho da saida, isto €, a quantidade de elementos satisfazendo 3
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propriedade e portanto, o tempo minimo necessirio para retornd-la (report time). Esta separacao
permite contornar o limite inferior Lrivial de pior caso Q(N ) para o tempo total de consulta,
possibifitando uma comparagio mais acurada entre os métodos nas situagdes em que k € o{ N ).

As duas medidas de complexidade mais importantes emn grande parte das situaces sdo o
tempo de consulla e o uso de memdria. Os diversos métodos existentes para um mesmo pro-
biema. costumam proporcionar diversas relacoes distintas entre essas grandezas., Assim, é comnn
referir-se aos métodos com tempo de consulta ¢ uso de memdria proporcionais a f{N)+k ¢ g(N),
respectivamente, como sendo de ordem O (f{N )+ &,g(N)). O tempo de pré-processamento al-
gumas vezes pode ser desprezado, por este ser efetuado uma iinica vez, av passo que a memoria
dispensada para a estrutura pré-processada fica comprometida duranie todo o tempo em que se
descjar efetuar consulias.

1.2.2 O problema de busca em subespaco

Um desalio persistente na drea de problemas de busca é conseguir solugbes cficientes para
problemas de busca em varias dimensdes. Dois termos comumente empregados para doesig-
nar busca em varias dimensdes sio busca multidimensional { multidimensional search) [D1,76] ¢
busca geométrica {geometric retrieval) [CY85, PS85].

Este trabatho trata cspecificamente de alguns problemas de busca em varias dimensdes de-
nominados problemas de busca em subespacos (range search). Consideramos o caso em que 0s
objetos de dados sao ponlos dispersos no espago multidimensional. Na versdo eonsullas cm rodo
repelitivo, um problema de busca em subespagos pode ser formalmente enunciado da scguinte

maneira:

Busca em subespaco:
Sejam vy, 72, - - ., Ya €Spacos topoldgicos totalmente ordenados.
Sefa ' = 71 X y2 X ... X 74 0 produto cartesiano desses espacos.

Seja Ay C (R,) uma familia de bases de dados admissiveis de tamanho N, definida
através de alguma colecio de equacdes ou inequacdes algébricas.

Seja P = {p1,p2, -, PN} uma base de dados de Ay. Denota-se um elemento p € P
por p= (21,%2,...,T4) com z; € 1 {1 < i < d).
Seja X C 27 uma familia de subespacos de busca, definida através de alguma colecio

de predicados.

Deseja-se pré-processar P de modo a responder eficientemente a consultas relativas a
quais pontos de P est3o contidos em um subespaco de busca o € 3.
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0s espagos Lopologicos 7y, 7, .. ., 74 $40 08 espacos coordenadas do espaco d-dimensional T,
de onde sdo Lomados os pontos da base de dados (d-tuplas de valores em 1 X y2 X ... X ¥4}, Esses
pontos podem também estar restritos, por exemplo, a alguma variedade algébrica mergulhada
no espaco ', Esta condigio pode ser estabelecida por meto de restricoes na familia de bases de
dados Ay. Os subespacos de busca utilizados nas eonsultas sio sub-regides do espago I', cuja
natureza ¢ determinada pelas restricdes impostas em Y.

Os tipos de respostas a serem fornecidas para problemas de busca emn subespacos permitem
uma classificagao das consultas em trés tipos:

Consultas de enumeracdo (repori queries): Enumerar os pontos em PNo.
Consultas de contagem (count queries): Determinar o nimero de pontos em PNo (| Nal).

Consultas de vacuosidade (emptiness queries): Determinar se algum ponto de P estd contido em

g (PN #07).

Definigdo generalizada

Usualmente, o problema de busca em subespaco é investigado em uma definigio mais geral,
a qual consiste em assumir fun¢bes peso w : P — (S, +4), mapeando os pontos da base de
dados P em um semi-grupo adilivo (S, +), e perguntar o peso acumulado dos elementos da
base de dados conlidos no subespaco de busca (Zpe(Pm)w(p)). O semi-grupo (Z,+) pode

ser usado para consultas de contagem e o semi-grupo (2,U) é adequado para consultas em
modo de enumeracdo. Esta generalizagao € muilo utilizada para provar cotas inferiores para
a complexidade dos problemas (segao 1.5), mas tem também outras vantagens. Por exemplo,
dados ¥ pontos no espago tridimensional, encontrar o ponto mais alto em uma regido ortogonal
de busca no plano ry pode ser encarado como nm problema de busca no plano, onde as alturas
dos pontos (pesos) sio mapeadas no semi-grupo (R, maz).

Dimensao de Vapnik-Chervonenkis

O coujunto de subespagos de busca ¥ é o principal determinante de um problema de busca em
subespagos. A cada par ( P,X) corresponde uma colecio Sub(P,Z}) = {P = Pno | o € I},
composta de todos os subconjuntos de P satisfazendo alguma consulta relativa ao conjunto de
subespagos de busca® ¥. Uma vez definido o par® (P, %), pode-se pré-processar o conjunto
de pontos P, produzindo uma estrutura de dados T para auxiliar a responder consultas para
qualquer ¢ € X. No fundo, o que a estrutura T deve possibilitar é a determinagéo eficiente, para
cada consulta dada, do elemento de Sub( P, ¥) que denota a resposta da consulita.

20bserve que se tode P € P puder ser oblido pela intersecio de P com algum subespago de & (P = PQo |

g € 5), entio |[Sub{ P, B} = 2",
30 par {P,X) ¢ tratado na literatura com o nome de range space.
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A dimensdo de Vapnik-Chervonenkis on dimensio-VC (VC-dimension) [AUW87] é uma ca-
racteristica importante de um problema de busca em subespago determinado pelo conjunto de
subospagos de busca Y. Ela é denotada neste trabalho por VC ¢ equivale ao maior valor de
cardinalidade tal que qualquer subconjunto de um conjunto € I' desta cardinalidade pertence
a colecao Sub(I',X), isto é, pode ser obtido da intersegio de I' com algum subespago de busca
a € Y. Prova-se [AITWS7] que qualquer problema de husca em subespago com dimensio- VC
igual & 1 permite consullas em tempo ol N + k), onde N é o nimero-de pontos na base de
dados PP e k é o tamanho da safida. Busca em tempo sub-linear é possivel também para muitos
problemas de busca em sub-espacos com dimensao- VC finila.

Os formatos de subespagos de busca classicos

4 vdrias formas de se descrever um subespago de busca ¢. Por exemplo, ele pode ser ex-
presso por um conjunto de pontos (com o valor de todas ou apenas algumas das coordenadas
especificados) ou por restricoes como as do tipo: a; < z; < by, onde a;,b; ey, e 1 <1< d.

Os probleinas de busca em subespaco podem tamhém ser classificados de acordo com os
formatos dos subespagos de busca o permitidos. Entre os problemas cldssicos encontrados na
literatura para ; = R (1 < 1 < d) encontram-se (veja ilustracdes na figura 1.1):

» busca em subespago ortogonal: E também conhecida por busca em subespaco hiper-
retangular { hiper-rectangular range) . O subespago de busca é ¢ = 01 X 03 X ... X 04,
o produto cartesiano dos intervalos o; = [e;,8;] C 7; (1 < i < d), denotando um “hiper-
retangulo”, com as arestas paralelas aos eixos coordenados (figura 1.1-a).

+ busca em subespago circular: O subespaco de busca é um “hiper-disco” o(o,r) de centro
o e raio r arbitrarios* (figura 1.1-b).

» busca em subespaco em forma de trapézio (slanted range search): Este sub-problema é
definido em R?. O subespago de busca é um trapézio com a base apoiada no eixo z mais
o seu interior (figura 1.1-c).

¢ busca em subespaco poligonal: Este sub-problema também é definide em R%. O subespago
de busca ¢ uma regido poligonal, isto é, uma regiao cuja fronteira é constituida de uma
seqiiéncia de segmentos de reta ou raios mas, nio necessariamente limitada em todas as
diregoes (figura 1.1-d).

e busca em semi-espaco (halfspace range search): O subespago de busca é um semi-espaco
o{f) do espago I, isto &, uma regido do espago d-dimensional limitada por um hiperplano
de dimensao (d — 1). A figura 1.1-e ilustra um semi-espago em R?.

*Busca em subespago circular {(circular range search) usualmente refere-se a este problema em duas dimensoes.
Embaora 2 maioria dos resultados existentes digam respeito ao caso bidimensional, neste trabalho, usamos o termo
busca em subespago circular para designar o problema em dimensio arbitrdria.
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Figura 1.1: Tipos de subespago de busca no plano euclideano.
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s busca em subespaco em forma de simplexo (simplex range search): O subespaco de busca
¢ delimitado por um simplexo®. A figura 1.1-M flustra um simplexo em R? (um triangulo),
o qual pode ser visto como a interse¢ao de d + 1 = 3 semi-espacos (semi-planos).

0O subespage de busca orlogonal representa a forina mais simples do problema, pois neste
caso o espaco I' pode ser decomposto em faixas para as quais as buscas podem ser realizadas
mais facilmente. O problema torna-se cada vez mais dificil de ser solucionado a medida que se
aimenta a complexidade dos subespacos de busca.

Busca em subespaco circular ¢ nm problema mais dificil de ser tratado, pelo fato de sua
fronteira ser nao lincar. O problema de busca em subespaco circular envolve proximidade e estd
inlimamente relacionado com o problema de determinar os vizinhos mais proximos de um dado
ponio, de modo que cxistern métodos para solucionar ambos os problemas utilizando diagramas
de Voronoi {capitulo 4).

O problema de busca em subespago em forma de trapézio no plano é também bhastante
simples, sendo comparivel em simplicidade ao problema de busca em subespago ortogonal.
Problemas de busca em subespac¢os em forma de trapézios e outras figuras geométricas simples
no plano {retangulos e triingulos, por exemplo) se tornam mais importantes ao considerar
redugdes de busca em regides poligonais a cole¢bes de buscas nestas figuras mais simples, que
podem ser tratadas eficientemente. Todavia, nem toda regido poligonal pode ser particionada
em um mimero limitado de trapézios.

Busca em regiao poligonal € uma restricio ao plano do problema de busca em poliedros de
dimensio arbitrdria. Alguns dos primeiros métodos para busca em semi-espacos e simplexos em
dimensao arbitraria surgiram da gencraliza¢do de solugdes do problema de busca em subespago
poligonal.

Finalmente, cabe observar que busca em simplexos tem conexiao direta com busca em semi-
espagos, pois um simplexo pode ser visto como a interseqdo de semi-espagos. Freqilentemente,
as mesmas solugoes se aplicamm a ambos os problemas.

As observagoes acima demonstram algumas das conexoes entre os problemas de busca em
subespacos dos formatos ilustrados na figura 1.1. Analisando as solugbes destes problemas en-
contradas na literatura, pode-se ainda identificar uma série de aspectos semelhantes, resultando
em abordagens e técnicas apliciveis em muoitas situagées. Entretanto, nao é comum encontrar
métodos para busca em subespacos de forma genérica e, mesmo quando estes s3o possiveis, eles
sao menos eficientes e adequados em situagoes especificas que os métodos baseados em restrigdes
nos formatos dos subespacos de busca.

*Um &-simplexo em R¢ (§ < d} & um conjunto §-dimensional formado pela envoltéria convexa de § + 1 pontos
{go.q1,....q5}. seus vértices, que definem & + 1 velores inearmente independentes. O interior de um §-simplexo
¢ 0 conjunte de todos os pontos da forma Z‘Lo {a; - ¢;); sendo foo a;=1e a; >0 paratodo 0 <i<§. Um
§-simplexo pode ser considerado como a inlerscgao de {§ 4+ 1) semi-cspagos onde os hiperplanos limilantes estao
em posicao peral. Quando & = d chamamos o §-simplexo simplesmente de simplexo.
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Subespagos polinomiais e semi-algébricos

U formato de subespaco de busea mais genérico, englobando os lormatos descritos acima e
que recentemente cotegou a ser considerado na literatura [AM92a, Mat93a) ¢ o dos subespacos
determinados por inequagoes polinomiats. Os subespacos polinormiais sio aqueles determinados
por uma tnica incquacio polinomial:

Subespacos polinomiais:

Seja f(x,a) = f(x1,---, 24,41, - ,an ) um polindmio de grau limitado em d + A
varidveis, onde r = (z;,2,---,24) é um ponto no espaco R e a = (ay,az,---,ax)
é um vetor de A parimetros, sendo A uma constante.

O conjunto X de subespacos de busca polinomiais determinados por f é dado por
L, = {o/(a) | a ¢ R*}, onde 0/(a) = {z € R? | f(z,a) > 0}.

O polinomio f especifica os tipos de subespagos de busca a serem considerados {por exemplo.
discos, conicas, cilindros, etc.) e o vetor de parametros @ determina um subespago particular do
tipo considerado.

Por meio de conjuncoes, disjungoes ¢ complementos de inequagoes polinomiais, oblém-se
diversos formatos de subespacos, que s3ao denominados subespacos semi-algébricos®. O conjunto
dos subespacos semi-algébricos admite obviamente subespagos com frontcira nio linear, como é
o caso dos subespagos circulares. Portanio, uma solugio para busca em subespagos semi-algé-
bricos se aplica a uma ampla variedade de subespagos de busca. Todavia, é importanie que os
subespagos de busca tenham complexidade de descricao limitada, isto €, que possam ser descrilos
por um nimere limitado de polinémios de grau limitado.

Os formatos basicos de subespacgos de busca considerados neste trabalho sao ortogonal (ca-
pitulo 3}, circular (capitulo 4), poligonal (capitulo 5} e por ultimo semi-espagos e simplexos
(capitulo 6). Em cada um desses capitulos sao apresentadas descrigoes de algumas das solugses
e sintetizados os limites inferiores obtidos para o sub-problema em questao. Por razoes de espago
e para manter a discussio a um nivel que permita um entendimento global, omitimos muitos
detalhes. O leitor interessado em assuntos especificos pode recorrer as referéncias encontradas
no decorrer do texto e nas notas bibliograficas de cada capitulo.

Solugoes para busca em subespacos polinomiais e semi algébricos podem ser obtidas a partir
de solugoes originalmente propostas para busca em semi-espagos e stimplexos, por meio da linea-
rizagao de subespacos de busca (secio 2.8), através da qual uma busea em subespago polinomial

$Um conjunto semi-algébrico (semialgebraic sct} em R? ¢ definido formalmente como a regiao obtida a partir de
uma quantidade finita de conjuntos da forma {r € R® ] f(z) > 0}, onde f(r) & um polindmio com d vartiveis (as
coordenadas do ponte z) e coeficientes reais, mediante a aplicagio de operagbes bisicas da teoria dos conjuntos:
nniio, intersegao e complemento. Os conjuntos semi-algébricos definidos por utn nimero constante de polinomios
de grau constante sio chamados células de Tarski.
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{inclusive busca cm subespaco circular) pode ser reduzida a uma busca em semi-espaco numa

dimensio malor.

IPara dar wina idéia do potencial de aplicacio das solugoes para problemas de busea em subes-
pacos em geral, basta notar que uma consulta a uma base de dados, expressa por um conjunlo de
restricoes nos atribulos pode ser vista como uma busca em subespago, de formato determinado
pela natureza das restrigdes, se convenientemente mapeada num sistema de coordenadas,

1.3 Abordagens e técnicas gerais na solugio de problemas de
busca em subespagos

Uma das contribui¢bes pretendidas com este trabalho ¢ a apresentacio dos assuntos de nma
forma abrangente, explorando aspectos gerais das solucées, a fim de identificar téenicas o mais
gendricas possivel. Assim, ndo nos litnitamos a tratar as solugbes propostas isoladamente, mas
procuramos abordd-las dando énfase s caracteristicas comuns entre elas e procurando manter
uma visao unificadora. A fim de auxiliar nesta tarefa e com o intuito de obter solugGes mais
sistemdticas, realcamos algumas abordagens e técnicas gerais empregadas nas solugoes de pro-
blemas de busca encontradas na litcratura. Ao conjunto dessas abordagens ¢ téenicas gerais
damos o nome de paradigmas de algoritmos.

Os paradigmas de algoritmos possibilitam um certo grau de sistemalizagao das solugoes de
problemas de busca em subespagos, uma vez que permitem encarar diversas solugoes distintas
de diversos problemas como variagoes de uma moesma concepcio bdsica e promovem a aplicacao
de raciocinios idénticos ou semelhantes em muitas situacoes. Algumas das solugbes assintotica-
mente dtimas e solucdes generalizadas para diversos tipos de problemas foram alcancadas com
o emprego (nem sempre explicitado) de abordagens e técnicas gerais.

No capitulo 2, descrevemos alguns paradigmas de algoritmos empregados em solugoes de
problemas de busca em subespagos, de modo a prover ao leitor um embasamento que lhe permita
identificar com mais facilidade os aspectos em comum das solugdes.

1.4 Assuntos relacionados

O objetivo central deste trabalho é estudar problemas de busca em subespagos e métodos de
solucdo, para virias dimensoes e virios formatos de subespacos de busca. Entretanto, nio se pode
considerar este problema totalmente separado de outros problemas de busca, uma vez que estes
estdo bastante relacionados. Além disso, hda questdes que podem ser levantadas a respeito das
variaches do problema consideradas neste trabalho, das operagoes a serem suportadas e mesmo
guestdes relativas a aplicacdo prdtica e a implementagao das solugbes. A seguir, discutimos tais
assunios e a que profundidade eles sdo tratados neste trabalho, [ornecendo algumas referéncias
para as questoes especificas.
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1.4.1 Owutros problemas de busca

H4 muitos tipos de problemas de busca. Além de busca em subespagos, onde o par (consuita,
itens da base de dados) é do tipo (regiio, pontos), tem-se localizagio de pontos, onde o referido
par é do tipo (ponto, regides) e muitos outros problemas envolvendo formas geométricas distintas
como poligonos e segmentos.

Cabe salientar que os diversos tipos de problemas de busca estac bastante relacionados.
O surgimento de uma solugio eficiente para um determinado problema pode levar a aper-
feicoamentos nas solugGes de outros problemas, quer pela aplicagio de técnicas concebidas jun-
tamente com a nova solu¢ao, quer pela utilizacio do novo algoritmo como “sub-rotina” para
compor a solugdo de outros problemas. Assim, consideramos resultados obtidos em assunios
como:

o localizagao de pontos (point location/enclosure),
e vizinhos mais proximos,

e interse¢do de segmentos,

¢ dominancia de um conjunto de pontos,

e decomposicao de poligonos,

entre outros, quando estes puderem ser Gteis em solugdes para problemas de busca e subespa-
cos. Porém, neste trabalho, estamos mais interessados em utilizar os resultados relev~rtes para
05 nossos propositos. O estudo de certos problemas poderia até justificar a producio de outros
trabalhos com objetivos scielhantes aos deste. Na medida do possivel, oferecemos referéncias
adicionais no decorrer do texto, relativas a resultados empregados e correlatos.

1.4.2 Tipos de objetos de dados

Considere estender as formas de objetos de dados permitidos na base de dados 7 de modo a
incluir outras entidades geométricas além de pontos. Neste caso, as formas dos objetos de dados
permitidos em F constituem uma varidvel importante dos problemas de busca em subespacos,
da mesma forma que os formatos dos subespagos de busca permitidos em X. Uma classificacio
possivel para os métodos de solu¢do de problemas de busca em subespacos, sob o ponto de vista
dos tipos dos objetos permitidos em P, consiste em dividi-los em duas classes [Cox91}:

MAQOFP’s: Métodos de acesso a objetos pontuais (Point Acress Methods): Os objetos de dados ar-
mazenados sdo pontos num espaco multidimensional e tém dimensdo nuda.

MAON's: Métodos de acesso a objetos NAQ pontuais (Spatial Access Methods): Os objetos de
dados sdo formas geométricas de dimensdo ndo nula 1o espago multidimensional.
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Métodos de acesso eficientes para dados nao pontuais podem ser de grande valia em aplicacoes
a bancos de dados e projeto anxiliado por computador (CAD}). No entanto, neste trabalho,
restringimos o estudo somente a meétodos de bnsca em subespacos considerando dados poniuais
{MAOPF’s), a fim de facilitar a manipulacao de generalizacdes em outros aspectos do probloma,
mantendo a complexidade em um nivel aceitavel. As razdes expostas a seguir justificam esta
restricdo do ponto do vista da aplicabilidade das solugdes estudadas:

1. Alguns dos MAON's conhecidos, para objetos espaciais simples (retangulos, intervalos,
etc.), sao baseadas em algum MAOP subjacente [KSS8S], ou scja, alguns MAOP's padem
ser aperfeicoados ¢ transformados em MAQN's.  Assim, quanto melhor o desempenho
do MAOP subjacente melhor o MAON resultante, donde a importincia de se pesquisar
MAQP’s eficienics.

Existem também estralégias sistemdticas para transformacao de objetos de dimensao ndo
nula, em pontos num espago de dimensao maior {Cox91}; obviamente a um cerio custo de
processamento.

Assim, como é mencionado em [Cox91}, ndo hd uma distingdo rigorosa enire MAQOP’s e
MAON’s, no sentido que métodos de acesso a pontos podem ser utilizados para objetos de
dados nio pontuais e vice-versa.

Contudo, nio se pode afirmar que todas as solu¢ées de problemas relacionados com dados
pontuais sejam extensiveis para problemas envolvendo objetos de dados nao pontuais a
um custo viavel. Além disso, considerando objetos geométricos de dimensdo ndo nula
aparecem outros tipos de problemas (como, por exemplo, intersecao e tangéncia).

2. A generalizacio dos formatos dos subespacos de busca (a qual podemos pesquisar mais
profundamente, fixando o tipo dos objelos de dados na forma mais simples) apresenta-se
atrativa no que diz respeito a sua potencial aplicagdo. Como mencionamos no final da
secao 1.2.2, as consullas a bases de dados convencionais equivalem a buscas em subespacos
de diversos formatos, quando mapeadas convenienternente numa representagio em algum
sistema de coordenadas.

1.4.3 Dinamizagao

Dinamizagao consiste em permitir modificagoes na composicio do conjunto de dados armazena-
dos P, suportando eficientementc uma seqiiéncia arbitraria de operagoes de inserciao e remogio
intercaladas com operagdes de busca. Isso requer reorganizar a estrutura de dados durante as
operagbes de atualizacio ou apds um determinado namero delas, a fim de evitar a degeneragao
da estrutura e a consegiiente degradagdo do desempenho. Estruturas dinimicas envolvem outras
medidas de desempenho (se¢io 1.2.2). Além das medidas usuais temos o tempo de insercao (I3),
o tempo de remogao (R) e/ou o tempo de reorganizagao da estrutura (A:) apds um certo numero
de atualizacoes. Muitas vezes ndo hd pré-processamento propriamente difo, mas uma seqiiéncia
de insercdes iniciais.



Skgao §.1: Assuntos relacionados 13

i uma classificacio das estruturas de dados quanto ao gran de dinamizagio. Uma estrutura
de dados ¢ dita ser semi-dind@mica se suporta somente lnser¢des ou somente remogoes e totalmente

din3mica se suporta ambas, inser¢oes ¢ remogoes, intercaladas com consultas.

As arvores de busca balanceadas (arvores AVL, B-Trees, ete.) sao exemplos de estruturas
dinamicas para busca unidimensional ¢ permitem solucionar o problema de forma bastante
satisfatdria, com inser¢des, remocdes o buscas em tempo Stimo” O(log N e uso de meméria
O{N). Entrelanto, as estruturas para suportar buscas em subespacos sao usualmente estiticas.
Algumas destas estruturas permitem dinamiza¢io, muitas vezes mediante um fator de custo
adicional nas consullas ou major uso de memodria. Solu¢des dinamicas ou semi-dinamicas sio as
vezes encontradas nos mesmos artigos que propdem as estruiuras estaticas biasicas.

Existem também técnicas gerais para dinamizacao de estruturas de dados, as gquais sio usu-
almonte apliciveis somente a problemas ou estruturas de dados que satisfacam certas restrigoes.
Técnicas ¢ oulras questoes relacionadas com dinamizacio, além de muitas referéncias adicionais,
podem scr encontradas em [Ove83, (CT92].

1.4.4 Buscas no passado

Uma estrutura de dados dinidmica apresenta diversas configuragoes no decorrer do tempo. Isso
abre a possibilidade de consultas relativas a configuraciao da estrutura em algum instante do
passado. Uma estrutura de dados que permite realizar consultas como se estivesse em algum
instante anterior é dita suportar buscas no passado (search in history, search in the past). Para
isso é necessarto manter informacoes a respeito de como a base de dados muda no decorrer do
tempo sob efeito de atualizagoes (inser¢oes e remogoes de objetos de dados}. Alguns algoritmos
o estruturas de dados provenientes da geometria computacional levando a solucoes para este
problema podem ser encontrados em® [OveSla, Ove8lb, Ove83, DM85, Cha8bal.

1.4.5 Armazenamento das estruturas em memdria secundaria

As estruturas de dados pré-processadas para suportar consultas eficientes, mesmo as estruturas
de indices por uma tnica chave, da mesma forma que as proprias bases de dados, costumam ser
grandes demais para caber inteiramente na meméria principal e as vezes é adequado serem persis-
lentes, para nao terem de ser reconstruidas apos cada interrupgac de funcionamento do sistema
de computagio. Entio, estas estruturas precisam ser armazenadas em memdria secundaria.

() armazenamento em memoria secunddria requer a divisdo da estrutura de dados em blocos
de transferéncia de informacgoes entre a memdria principal e a secunddria. £ importante que esta
divisdo se faga de modo a minimizar o fluxo de informagdes necessirio para realizar as operagoes
de busca e de atualizacdo, pois a transferéncia de dados entre meméria principal e secundaria
se torna o gargalo do sistema nestas operagoes.

" Neste trabalho, considerc os logaritmos com base nao especificada como sendo base 2.
® Por limitagoes de tempo e espago nao vamos dar énfase aos assuntos acima (dinamizagio e buscas no passado).
Q leitor inleressado pode recorrer a bibliografia citada.
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A literatura para problemas de busca em subespacos, sob o enfoque de projeto de algoritmos
cficientes é pobre no que diz respeito & adequacio das estruturas para possibilitar seu armazena-
manto em moemdaria secunddria. Os trabalhos abordando este assunto que conseguimos levantiar

sao [Si18]1, IKOKR, OSdBvKS0, SO90].

1.4.6 Implementacao

A implementagdo € parte essencial da pesquisa para solugdes de problemas computacionais., En-
tretanto, cm problemas de busca emn subespacos a complexidade das diversas solugoes propostas
e o desconhecimento de quais 330 as mais viaveis do ponto de vista tanto de eficiéncia compu-
tacional quanto facilidade de implementagio, versatilidade e outros critérios, torna necessario
um estudo mais detalhado anteriormente & implementacio. Devido a quantidade de trabalho
cnvolvido em contraposi¢ao ao tempo limitado do qual dispomos, optamos por elaborar pri-
meiro um compéndio, o qual possa servir de apoio ao prosseguimento das pesquisas que levem
a implementagdes experimentais no futuro.

1.5 Modelos para andlise de complexidade e prova de cotas
inferiores

Muitas estruturas engenhosas tém sido propostas para solucionar problemas de busca em subcs-
pago. Todavia, para diversas delas ndo hd muita anilise de desempenho dispouivel na literatura,
embora muitas tenham bom desempenho no caso médio (o que usualmente procura-se demons-
trar por meio de razoes heuristicas e experimentos). Neste trabalho, estamos particularmente
interessados em analisar o comportamento das estruturas e vamos nos ater aquelas para as quais
seja possivel uma analise de desempenho dos algoritmos razoavelmente precisa®.

A fim de fechar os problemas, do ponto de vista tedrico, devemos determinar se as solugdes
concebidas para os mesmos sao otimas ou se é possivel haver melhores resultados em termos
assintdticos. Entdo, é necessirio trabathar em dois sentidos. De um lado temos a pesquisa de
solugoes eficientes e adequadas para os diversos tipos de aplicagdes, oferecendo diversas relagoes
de compromisso entre as medidas de desempenho. De outro, é necessdrio demonstrar cotas
inferiores cada vez mais precisas, para os valores das medidas de desempenho possiveis de serem
alcancados.

As andlises de desempenho das solugdes e de complexidade dos problemas (os limites in-
feriores inerentes dos mesmos, para quaisquer solu¢bes) podem ser efetuadas segundo diversos
modelos computacionais, baseados em diferentes formas de encarar os problemas e suas solugoes.

? A expenéncia de pesquisas na drea de algoritmos demonstra que, em parte das situagbes, as solucoes com
melhores desempenhos assintoticos sdo também as mais adequadas em situagoes praticas. Todavia, isso ndo ocorre
sempre, isto ¢, ha sitzacdes em que solugdes inferiores do ponto de vista assintdtico apresentam bons resultados
no caso médio. Este € o caso, por exemplo, da estrutura KD-Tree {(secdao 3.1.1), que apresenta bom desempenho
no caso médio, segundo demonstram diversas andlises e experimentos [BS75, EW77, Sil78, Ben79b).
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Cada modelo permite um determinado conjunto de operagoes bisicas, associa a estas custos (nor-
malmente unitarios) e leva em consideracio somente determinados tipos de operagdes no célenlo
da complexidade.

Entre os imodelos usualmente empregados para a andlise de problemas de busca encontram-
se o modelo aritmético, os modelos de irvore de computagio e o8 modelos de maquinas de
ponteiros { Pointer Machines) ¢ de acesso aleatorio (RAM - Random Access Machines). Os
modelos de maquinas de ponteiros e de acesso aleatdrio foram originalmente propostos para
avaliar a capacidade computacional das maquinas, isto &, quais operagées podem realizar e
rom que medidas de eficiéncia. Entretanto, eles se desenvolveram em modelos para analise de
complexidade de algoritmos e ha muitas andlises de complexidade de solugdes ¢ provas de cotas
inferiorcs para problemas de busca em subespagos efetuados nestes modelos.

Além dos modelos para anailise de complexidades citados acima, existem outros modelos e
manciras distintas dc cfetuar estas anilises. Uma téenica muito usada para analise da complexi-
dade de operagdes realizadas repetidas vezes é o método de andlise da complexidade amortizada
{veja secao 1.5.4).

1.5.1 Modelo aritmético

No modelo aritmético [Vai89], consideram-se fungdes peso w : P — 5 mapeando os elementos
de dados em um semi-grupo aditivo. As consultas sio relativas & “soma” no semi-grupo dos
pesos associados aos elementos de dados salisfazendo o critério de busca. Este modelo encara a
estrutura de dados pré-processada como um conjunto de “somas” pré-computadas no semi-grupo
e leva em consideragao somente a quantidade de operagtes arilméticas necessdrias para responder
a consulta. O modelo aritmético considera custo unitdrio para cada operagao aritmética e ignora
custos de recuperacio de memaria. Assim, ele faz um minimo de suposigGes a respeito dos custos
reais de um algoritmo o que o torna mais simples e atrativo. O modelo aritmético é bastante
geral e particularmente adequado para prova de cotas inferiores.

1.5.2 Arvores de decisio

Nos modelos de arvore de decisdo [BO83, PS85, Vai89] cada algoritmo é representado por uma
drvore de decisao, onde os nds intermedidrios correspondem aos passos do algoritmo e as folhas
representam as respostas possiveis. Uma entrada para o algoritmo determina um tdnico caminho
na arvore de decisao, partindo da raiz e indo até a folha corresponde a resposta para esta entrada.
Diz-se que uma arvore de decisao resolve um determinado problema se para qualquer entrada
possivel para este problema a resposta retornada pelo algoritme representado pela arvore é
correta.

Y

As operagoes correspondentes aos nos intermediarios de uma arvore de decisdo sao associados
custos computacionais. O custo total C(g,T') para responder uma consulta ¢ em uma arvore de
decisao T é a soma dos custos relativos aos nés de T contidos no caminho da raiz até a folha
correspondente & resposta de ¢. A complexidade C(7T) de um algoritmo representado pela drvore
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de decisdo T ¢ o méximo de C(g¢, T') para qualquer entrada ¢ ¢ o limite inferior de am problema
é dado pelo minime de C(7T') para todas as drvores de decisio que resolvem o problema.

‘xistem diversas varicdades de arvores de decisao, caracierizadas pelas operacooes permitidas
em seus nos intermediarios. Fstas operagoes permitidas por cada variagdo do modelo determinam
sua capacidade de representagdo. Diz-se que um modelo de computagao ¢ mais poderoso que
outro se permite representar todos os algoritmos que podem ser representados com o outro
modelo ¢ ainda mais alguns que o outro nae permite. Um modelo mais poderoso também
pode possibilitar solugdes mats eficientes, uma vez que considera custos constantes associados a
operagoes primitivas mais sofisticadas que as dos modelos mais fracos. Variagdes de modelos de
arvores de decisio podem ser encontradas em [Avis0, SY82, BO83, PS8, Vaig9].

1.5.3 Maquinas de ponteiros e de acesso aleatério

Os modclos de mdaguinas de ponteiros e de acesso aleatdrio [AHU74, PS85, Chas8] loram origi-
nalmente concebidos com o objetivo de avaliar a capacidade computacional de diferentes arqui-
teturas de computadores, isto é, quais operacdes (algoritmos) essas arquiteturas podem executar
¢ com qual desempenho. Todavia, pode-se também utilizi-los de um ponto de vista diferente:
determinar até quais restricdes os algoritmos podem ser executados e as medidas de desempenho
correspondentes.

A principal caracteristica dos modelos do tipo maquinas de ponteiros ( pointer machines) é
proibir quaisquer tipos de calculos de enderegos. Considera-se aloca¢do dinamica de meméria em
unidades denominadas células. Cada célula de meméria tem um endereco associado, represen-
tado por um ponteiro. Um ponteiro ¢ simplesmente um nome simbélico, isto €, um enderego cuja
representacao particular € transparente e para o qual nenhuma operagdo aritmética é definida.
Novas células de memoria sao obtidas de uma lista de células livres e devolvidas juntamente com
0s politeiros para as mesmas apos o uso. Somente ponteiros fornecidos pela lista de livres podem
ser usados. Uma maquina de ponteiros elementar é a variedade mais simples de maquinas de
ponteiros e permite efetuar somente operagoes de comparagdo e soma, com 0§ valores armaze-
nados nas células de memoria. Variedades de maguinas de pontleiros mais poderosas permitem
realizar operagbes mais sofisticadas [Cha88].

" Uma maquina de acesso aleatério (RAM - Random Access Machine) é munida de com-
paracoes, das operagbes aritméticas usuais de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo e per-
mite acesso aleatorio as células de memdria por meio de cdlculos de enderegos. Pode-se também
considerar maquinas de acesso aleatério munidas de fung¢des trigonométricas, exponenciais € lo-
garitmos. Este tipo de mdquina de acesso aleatdrio reflete os programas tipicos em linguagens
seqiienciais de alto nivel.

1.5.4 Andlise de complexidade amortizada

Em problemas de busca com consultas em modo repetitivo, muitas vezes, cstamos interessados
no custo total de uma segiiéncia de operagoes, ao invés dos custos das operagoes individuais,
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Uma analise de pior caso de cada nma das operagdes pode ser pessimista demals, porque ignora
cfeitos correlacionados das operaches na estrutura de dados. Por ouiro lado, uma andlise de
custo médio da seqiiéncia de operacoes pode ser imprecisa, uma vez que as suposicoes proba-
bilisticas necessdrias para realizar a andlise podem ser falsas. Seja o tempo médio para cada
operacdo igual ao tempo total de pior caso da seqiiéncia dividido pelo nitmero de operagoes.
Uma andlise amortizada que leve em consideragio este tempo médio para cada operagio pode
ser mais realfstica e robusta.

A fim de tornar a idéia mais concreta, vamos considerar um exemplo. Seja a manipulacio de
uma pilha por uma seqgiiéncia de operagoes compostas de dois tipos de primitivas de tempo de
cxecugao unitarior empitha (PUSH), que adiciona um novo item no topo da pitha e desempilha
{ POP), que remove e devolve o item do topo da pilha. Deseja-se analisar o tempo de execucio
de uma seqiiéncia de operagbes, cada qual composta de zero ou malis operagoes primitivas do
tipo desempilha seguidas de uma empilha. Suponha que se inicie com a pilha vazia e se realize m
operacdes. Uma andlise de pior caso mostra que uma tnica opera¢ao na seqiiéncia pode gastar
O(m) unidades de Lempo (considere a operacido composta de uma seqiiéncia de primitivas de-
sempilha apds m — | operacdes empilha). Multiplicando pelo nimero de operagdes temos O(m?)
operaghes primitivas, no pior caso. Todavia, todas as m operagbes junlas podem envolver no
maximo 2m operagoes primitivas, uma vez que ha apenas m empilha’s ao todo e cada desempilha
deve corresponder a uma primitiva empilha,

1.6 Cotas inferiores para busca em subespacos de forma geral

O limites inferiores popularmente conhecidos para o problema de busca com umia inica chave,
N} para o uso de memdria e f(log N) para o tempo de busca se aplicam também a busca
em subespacos dos forinatos mencionados na se¢io 1.2.2. Limiles inferiorcs ndo triviais para os
diversos tipos de problemas podem ser encontrados nos capitulos dedicados a cada um (capitulos

3a6).

Fredman [Fre81b] propée um modelo de computacio, baseado no modelo aritmético (secao
1.5.1), juntamente com uma técnica poderosa para provar limites inferiores para a complexidade
de estruturas de dados otimas que permitam insercdes, remogoes e buscas.

Aplicando tal técnica ao problema de busca em subespago ortogonal (capitulo 3), por exem-
plo, conseguiu-se estabelecer o limite inferior [Fre8la):

Q(N log? N) (1.1)

para a complexidade de pior caso inerente ac processamento de uma seqiiéncia de N operagGes
de busca, inser¢ao e remogao intercaladas, donde se deduz um custo amortizado poli-logaritmico
por operagao.

Aplicando a técnica de Fredman aos problemas de busca em subcespagos circulares, busca em
semi-espacos ou busca em regides com fronteira em forma de pariabola, todos em duas dimensées,
é possivel demonstrar o limite inferior [Fre81b]:



18 Carfruro 1: Introducio

QN (1.2)

para a complexidade de pior caso da seqiiéncia de N opera¢oes de busca, inser¢io o remogio
intercaladas. Este limite é significativo, pois o custo amortizado Q(N'/3) por operacio é muito
maior que o hmite superior poli-logaritmico ji alcan¢ado por algumas solu¢bes para o caso
ortogonal, donde se conclui que o problema de busca em subespago ortogonal é inerentemente
mais stmples que estes ouiros no caso dinimico.

Chazelle [("ha90a] observa que remogio (ou alguma operagio de atualizagao relacionada) ¢
parte essencial do trabalho de Fredman. Disso resulta que problemas estiticos on problemas
permitindo somente insergoes e buscas tém suas cotas inferiores super-estimadas quando uti-
lizado o método de Fredman para provéd-las, uma vez que ndo é possivel omitir remogoes no
método. Trabalhos em dinamiza¢io como o de QOvermars [QveB3] mostram que a coexisténcia
de insergoes e remogées freqiientemente ¢ dificil de tratar. Intuitivamente, o que torna remocoes
dispendiosas é que uma iinica operagao pode invalidar grandes porgoes da estrutura de dados,
pois o senii-grupo nao tem operacio inversa.

1.7 Notas Bibliograficas

Existem alguns livros publicados nas areas de algoritmos e geometria computacional contendo
se¢Oes ou capitulos dedicados ao problema de busca em subespago (range search). Entre eles
podemos citar as obras de Mehlhorn [Mel84], Preparata ¢ Shamos [PS85] e Sedgewick [Sed88],
nos quais pode-se encontrar muitos conceitos basicos relacionados com o problema de busca em
subespaco, algumas cotas inferiores estabelecidas e a descricao de solugoes obtidas.



Capitulo 2

Paradigmas de algoritmos na
solucao de problemas de busca em
subespacos

‘“Vor lauter Biumen sieht man den Wald nicht.’’

(De tanta drvere, ndo se vé a floresta.)

Provérbio Alemio

Um dos objetivos centrais deste trabalho & determinar em quais aspectos se relacionam os
diversos métodos encontrados na literatura para a solucio de problemas de busca em subespagos.
Com este propédsito, muitas vezes é ntil recorrer a abordagens mais abrangentes, em busca de
visdes unificadoras que tornem possivel adotar solucbes mais sistemiticas ou que pelo menos,
possibilitem uma melhor compreensiao dos problemas e das solugoes propostas. No estudo das
solugoes para determinada classe de problemas, costuma ser itil ter em mente meios alterna-
tivos de relacionar os diversos problemas e suas solugbes. Com o enfoque de paradigmas de
algoritmos, pode-se relacionar as solugdes de concepg¢des semelhantes e observar caracteristicas
interessantes gue os problemas tém em comum, as quais seja pessivel aplicar técnicas ou ra-
ciocinios semelhantes.

A fim de fundamentar este enfoque, sao descritos a seguir alguns dos paradigmas de al-
goritmos empregados nas solugdes de problemas de busca em subespagos (€ mesmo de outros
problemas) encontrados na literatura. O objetivo € fornecer ao leitor uma visao geral das técnicas
envolvidas e prover uma base tedrica que the permita identificar fundamentos em comum.

19
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2.1 A abordagem do lugar geométrico

O paradigma do lugar geométrico (locus approach) [CY85] tem por lundamento abordar um
problema de busca dividindo as consulias possiveis em grupos com a mesina resposia o cojas
respostas possam ser calculadas eficientemente uma vez conhecido o grupo. Esta abordagem
costuma propiciar buscas eftcientes (em tempo dtimo ou proximo do 6timo), a custo de clevada
utilizagdo de memoria.

Descrigao

Imagine solucionar um problema de busca com consultas em modo repetitivo, através da pré-
computagio de todas as respostas possiveis. Seja o problema de busca em subespacos. Computar
e armazenar as respostas das consultas para cada subespago o € ¥ € claramente invidvel para
grande ou infinito. Entretanto, em muitas situagdes, mesmo com % coniendo muitos elementos
{até uma quantidade infinita de subespagos), pode-se decompor o conjunto de consultas possiveis
{ou espaco de consultas) em um nidmero suficientemente pequeno de grupos de consultas com a
mesma resposta, de modo que seja vidvel armazenar a resposta para cada um desses grupos.

Os grupos de consultas com a mesma resposta (ou “regides” do espago de consulta onde a
resposta é invariante) formam classes de equivaléncia. As respostas as consultas para as diversas
classes de equivaléncia sio pré-computadas e esta informagao é organizada em alguma estru-
tura que permita acesso eficiente, tipicamenle as chamadas arvores de localizacdo, baseadas em
localizagoes sucessivas da consulta em uma hierarquia de decomposiges cada vez mais finas do
conjunto de consultas possiveis. Exemplos deste tipo de estrutura podem ser encontrados em
algumas solugdes para busca em subespagos circulares (capitulo 4) e em solugoes para busca em
serni-espacos utilizando dualidade (segao 2.7).

A viabilidade de aplicagdo da abordagem do lugar geométrico depende do mimere de classes
de equivaléncia e da quantidade de informagbes a serem processadas e mantidas para estas

classes.

Exemplo: O problema de dominancia

Um exemplo do emprego do paradigma do lugar geométrico é a solugio descrita em [PS85] para
busca em subespagos ortogonais no plano, em modo de contagem. Esta solugao utiliza o conceito
de dominancia de um ponto em relacao a um conjunto de pontos.
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Dominancia

Diz-se que um ponto ¢ domina um ponto p se e somente se toda coordenada de ¢
tém valor nao inferior ao da coordenada correspondente em p

g domina p < qr;>pzr; V1 <i<d (2.1}

A dominancia de ¢ em relacio a um conjunto de pontos P, denotada por
Dom(g, ), é o subconjunto dos pontos de /” dominados por ¢:

Dom(q, P) = {p € P| ¢ domina p} (2.2)

Considere o problema de dominincia no plano. Qs pontos de P dominados por um ponto g
sao aqueles contidos no quadrante sudoeste de ¢, como ilustra a figura 2.1.

O

Figura 2.1: O problema de dominincia no plano.

O nidmero de pontos da base de dados P contidos em um retiangulo de busca ¢ com vértices
v1, U9, U3 € ¥4 pode ser obtido a partir da dominancia desses vértices (por simplicidade de
descri¢do, considere os valores de cada coordenada dos pontos de P todos distintos). A figura
2.2 ilustra a relagdo denotada pela equagao 2.3:

|P Nna| = |Dom(vy, P)| — |Dom( vy, P)| — {PDom(ws, P}| + |Dom( s, P)| {2.3)

Desta forma, uma busca em subespago ortogonal é reduzida a 4 consultas de dominancia.
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Iignra 2.2: Mapeamento de busca em subespago ortogonal no problema de domindncia.

A vantagem desta redugdo é que o problema de dominidncia pode ser resolvido eficientemente
utilizando o paradigma do lugar geométrico.

Seja o reticulado obtido trigando-se linhas verticais e horizontais passando por cada ponto
de P como ilustra a figura 2.3. Quaisquer pontos no interior de um mesmo retingulo deste
reticulado dominam os mesmos pontos de P. Estes retingulos constituem portanto as classes
de equivaléncia para o problema de dominancia. Tem-se O{N?) desses retingulos, sendo entio
necessitio espago de meméria da ordem de (J(N?) para armarzenar todas as respostas pré-
computadas. Pode-se organizar esta informacao de modo que dada uma busca em subespago
retangular, a dominancia de cada vértice seja determinada por meio de duas buscas binarias,
uma para cada coordenada, resultando em tempo total O(log N) para responder uma consulta.

Aplicagoes e extensoes

A abordagem do lugar geométrico na forma descrita acima é mais custosa para problemas
de enumeragio. Para iratar problemas de enumeracao, aoc invés de armazenar a guanfidade
de pontos de P relativos a cada classe de equivaléncia, é necessirio armazenar os proprios
subconjunios de P relativos a cada uma destas classes, o que potencialmente pode acarretar um
aumento de um fator O(N) na demanda de memédria.

Este inconveniente pode ser contornado afrouxando-se um pouco o critério de formagao dos
agrupamentos de consultas (ja nao formando classes de equivaléncia). Pode-se considerar grupos
de consultas com respostas semethantes mas nio necessariamente iguais (ou “regides” proximas
no espago de consultas) e concatenar as respostas relativas as consultas do grupo, ou propri-
edades que permitam calculd-las eficientemente, em um mesmo repositério de informacgoes, de
modo que a resposta para uma cousulta em particular possa ser obtida eficientemente a partir
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Figura 2.3: O reticulado correspondente a abordagem do lugar geométrico para o problema de
dominancia no plano.

das inforinacoes armazenadas para o grupo correspondente. Desta forma, a informagao compar-
tilhada é armazenada somente uma vez para cada grupo de consultas, resultando em cconomia
de espaco. Para obler a resposta de uma consulta, a partir das informagbes compartilhadas do
grupo, pode-se utilizar algum tipo de filtragem (veja paradigma de filtragens sucessivas na se¢ao
2.2).

Exemplos do emprego desta abordagem para compactacao de estruturas de dados (paradigma
do lugar geomdétrico em conjungao com filtragens sucessivas) sdo fregiientemente encontrados na
literatura. As solucoes para busca em sub-espagos circulares utilizando diagramas de Voronoi
para determinar as classes de equivaléncia (se¢do 4.1} constituem um exemplo. Outro exemplo
tipico desta abordagem é a técnica proposta por Cole [Col36] para efetuar buscas em diversas
listas contendo clemenlos em comum.

2.2 Filtragens sucessivas

O paradigma de filtragens sucessivas (filtering search) [Cha86] é adequado para problemas de
busca no modo de enumeracdo. O principio bisico deste paradigma é manter a complexidade do
processamento das consultas inferior a um valor pré-estabelecido ou, no maximo, proporcional
ao tempo necessario para enumerar a saida.

Descrigao

Come foi discutido na secao 1.2.1, a complexidade de um algoritmo de busca no modo de
enumeracio possui duas componentes: f(¥), o tempo de busca em fungio do tamanho da
entrada e k, o tempo de enurmeragio, que é proporcional ao tamanho da saida. O paradigma. de
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filtragens sucessivas tem por fundamento procurar relacionar f{N) e & de modo que se minimize
o tempo de busca quando se totm nma saida pequena. A idéia @ a seguinte: para cnumerar k&
pontos da resposta ¢ necessirio tempo (M k) de qualquer forma, entio pode-se despender outro
termo O(k) para caleular a resposta, sem afelar a eficiencia assintotica.

Primeiramente, obtém-se um conjunto de objetos candidatos, uiilizando algum algoritmo
oficiente. Fste algoritmo testa wina condicao mais fruca, no sentido que aqueles objelos satis-
fazendo & consulta satisfazem esta condicio, mas nio necessariamente a reciprora. Assim, este
conjunto contém todos os elementos que satisfazem 3 consulla e, possivelntente, mais alguns que
satisfagam apenas a condicao mais fraca utilizada, de modo que precisa ainda ser filirado. O
importanic € que a cardinalidade deste conjunio intermediario seja uma funcio g(k} do tama-
nho da safda, de preferéncia uma funcao de crescimento assinlotico pequeno (o quao peguceno
depende das operagoes a serem aplicadas a esie conjunto de objetos candidatos).

Posteriormente, um novo passo é realizado sobre o conjunto de objetos candidatos, a lim de
eliminar (filter out) os objetos estranhos. Pode-se ter inclusive filtragens com miltiplos estagios,
aplicando repetidos refinamentos a cole¢io de objetos de dados candidatos. Imagine passar os
objetos de dados candidatos por filtros cada vez mais finros (no sentido da propriedade a ser
satisfeita).

Exemplos de aplicacio do paradigma

O uso mais primitivo do paradigma de filtragens sucessivas consiste em desconsiderar no iempo
de busca f(N) quaisquer custos que sejam proporcionais aoc tamanho da saida, na analise de
complexidade dos algoritmos. E comum, em se tratando com estruturas de 4rvores, alcangar um
né v sabendo que todos os seus descendentes satisfazem & consulta e ainda assim, ser necessario
descer até as folhas descendentes de », onde sio identificados os pontos {veja arvores de partigao
na secio 2.3). Este processo de propagagao descendente para identificacio obedece & equagdo
de recorréncia:

T(k) =27 ([F/2]) +¢ (2.4)

onde k é o niimero de folhas descendentes de » e ¢ & o tempo necessirio para processar qualquer
nd na estrutura.

A cada um dos & pontos enumerados corresponde um niimero constante de folhas descenden-
tes de v {(um nimero menor ou igual a 1 gquando nao ha replicagio de pontos), donde se deduz
que a solugdo da equacio 2.4 é T(N) = O(k). Portanto, o processo de propagacio descendente
a partir do nd v leva tempo linear no tamanho da saida relativa a v.

Um outro tipo de emprego, mais elaborado, do paradigma de filtragens sucessivas é também
freqiiente na literatura. Considere um problema de busca em modo de enumeragio, com uma
base de dados P, tal que se possa determinar uma colegio de subconjuntos aninhados de P, C =
{C1,C2,Cs,...,Cn}, onde C; (i = 1,2,4..., N} contém os pontos constituintes das respostas
de todas as consultas com saida de tamanho menor ou igual a i. Suponha que dada uma
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consuita gqualquer {cujo tamanho da resposta nio precisa ser necessariamente poténcia de 2) se
possa doterminar o menor €7 gue contenba os pontos constituintes da resposta desta consulla,
em lempo logaritmico.  Entdo, para se obler os alementos do dados satisfazendo & consulta,
hasta filtrar os elementos de €, o que, no pior caso, leva tempo igual ao dobro do tamanho
da resposta. Assim, o tempo total necessdrio para responder uma cousulta ¢ O(log N + k).
Exemplos concretos desse tipo de aplicacao do paradigma de filtragens sncessivas, em conjunciao
com o paradigma do lugar geométrico (segao 2.1) podem ser encontrados nas solngdes para busca
em subespagos cirenlares com particoes determinadas por diagramas de Voronoi (secio 4.1).

Os ganhos obtidos nas solucées de problemas de busca em subespagos com o emprego do pa-
radigma de filtragens sucessivas algumas vezes sao surpreendentes. No que toca particularmente
a busca em subespago ortogonal, conseguit-se um ganho de um fator multiplicative 1/loglog ¥
na utilizacdo de meméoria da estrutura range tree (veja secoes 3.1.3 e 3.3).

2.3 Arvores de particao

As drvores de partigao (partition trees) constituem um dos tipos de estruturas de dados mais
empregados para solucionar problemas de busca em subespacos. O conceito de arvore de particao
deriva do trabalho de Willard [Wil82b] sobre busca em sub-espago poligonal no plano (capitulo
5), onde mmna estrutura de dados deste tipo aparece pela primeira vez. Naquele trabalho nao
se menciona que a concepgao basica da solugdo apresentada constitui uma abordagem genérica.
Matousek [Mat91¢] formaliza o conceito de arvores de particio, aplicando-o na solugao de busca
em semi-espacos € busca em simplexos (capitulo 6). Formalizagbes adicionais e extensdes do
conceito podem ser encontradas em [AM92a, Mat93a).

Descricao

Uma. drvore de partigdo é uma estrutura de dados cujo funcionamento baseia-se em informagoes
topologicas: decomposi¢des do espaco multidimensional induzindo particdes do conjunto de
pontos P (que aplicadas recursivamente sugerem uma estrutura de arvore) e interse¢io do sub-
espago de busca o com as sub-regides constituintes destas decomposigoes.

O esquema de particdo (partition scheme) utilizado determina a conformacgao da irvore de
particio. Um esquema de particido se aplica a todo o espago de busca ' ou a uma regiio R
deste e permite obter uma colecido de sub-regides (ndo necessariamente disjuntas ou cobrindo o
espaco em questao), determinadas pelos pontos armazenados na base de dados P e induzindo
uma particio de P (ou de P N'R) em subconjuntos associados a essas sub-regides.

Cada sub-regido proveniente da aplicagdo de um esquema de partigio deve ser associada a
uma determinada fra¢ao dos pontos de P, correspondente a um subconjunto dos pontos de P nela
contidos e a fronteira Jo de qualquer subespago de busca ¢ € ¥ (do tipo sendo considerado)
ndo deve cortar pelo menos uma quantidade nao constante dessas sub-regides. Assim, dado
um subespago de busca o, pode-se tratar diretamente os pontos contidos nas sub-regices ndo
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interceptadas por Jo: eles estao todos dentro ou todos fora do subespago de busca. Para
manipular os pontos contidos nas sub-regides interceptadas por da, o esquema de partigao pode
ser aplicado recursivamente em cada sub-regido da decomposicio. Este processo de decomposicao
recursiva se repele até atingir subconjuntos induzidos de £ sulicientemente pequenos, para que
possam ser tratados de mancira trivial por meio de busca seqgiiencial, sem afetar a complexidade
assintdtica da solugio.

As 3rvores de particio sao estruturas de dados baseadas na iddia de aplicacdo recursiva de
esquemas de particao para solucionar problemas de busca em subespagos. A cada nd nao lolha
v de uma arvore de partigio é associada uma regizo R{v) do espago, um conjunto de pontos
P(v) (P NR{v) ou um subconjunto deste} e uma decomposicao ®(v) de R{v), determinada por
P(wv) (as vezes por todo o conjunto P) e induzindo uma parti¢ao deste. Para cada sub-regiao
@ € P(v) é atribuido um fitho & v. Ao nd raiz é associado todo o espago I' ¢ 0 conjunto de
pontos P. Aos nos folha sio associadas regioes com uma quantidade de pontos de £ inferior a
um valor constante pré-esiabelecido.

Cada conjunto de pontos P(v), relativo a sub-regido R{v) associada ao né v de uma arvore de
parti¢do é chamado de conjunto candnico, Considerando-se consultas refativas a um semi-grupo
aditivo, pode-se armazenar em cada né v o peso acumulado dos pontos do conjunto candnico
P(v), ja pré-calculado. Uma drvore de particao permite calcular a resposta de uma busca em
subespago, somando-se os pesos acumulados dos conjunios candnicos relativos a alguns dos seus
nés, escolhidos de acordo com o subespaco de busca dado.

O processo de busca pelos pontos contidos em um subespago & comega pela raiz da arvore de
parti¢io. Em cada né v visitado pelo processo de busca, sdo contabilizados os pesos acumulados
dos pontos de P associados as sub-regides da decomposigio ®(v) internas a ¢ e procede-se
cecursivamente na arvore para as sub-regibes interceptadas por do.

A fim de dar uma nocio mais concreta do funcionamento de uma arvore de particao, ¢
Jescrita a seguir a estrutura proposta por Willard.

Exemplo: a arvore de Willard

A arvore de Willard [Wil82b] foi originalmente proposta para possibilitar a solugdo de buscas
em regides poligonais no plano, nao necessariamente conexas ou limitadas. Entrelanto, ela pode
ser mais facilmente compreendida se analisada como um método de busca em semi-espagos no
plano, conforme descri¢io apresentada por Matoudek em [Mat93a).

Seja P um conjunto de N pontos no plano. Por simplicidade, assuma os pontos de P em
posicao geral, isto é, que nenhum subconjunto de P com trés pontos é colinear. Seja r; uma reta
de direcao arbitriria dividindo o conjunto de pontos P ao meio. Pelo teorema do ham-sandwich
cut [Ede87] existe uma reta rg, tal que r| ¢ r; dividem o plano em 4 regioes, Ry, K3, Ry e Ry,
cada qual contendo 1/4 dos pontos de P (por simplicidade de descrigao, considere N = 4%, onde
¢ é um inteiro maior que 1), como ilustra a figura 2.4-a.

Scja o(h) um semi-plano limitado por uma reta h. E ficil ver que a reta & intercepta o
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interior de o maximoe 3 regices R; (1 < 1 € 4), ou scja uma das regides fica totalmente dentro
ou totalmente fora do semi-plano o(h), como ilustra a figura 2.4-b. No processo de busca pelos
pontos contidos em a{h), esta regido pode ser tratada dirctamente. Para as demais regioes
¢ necessario processamenlo adicional para determinar quats poutlos conlidos no interior das
mesmas pertencem ao semi-plano de busca o(h).

(a) (b)

Figura 2.4: A particao de um conjunto de pontos no plano em 4 partes iguais (a) e uma regiio
tolalmente contida em um semi-espago (b).

Esta técnica de decomposicao do problema permite uma economia de 25% do processa-
mento de uma consulta e aplicando-a recursivamente nas regioes decompostas, tem-se a scguinte
equacao de recorréncia para o tempo de consulta de pior caso:

T(N)=3T(N/4)+ k€ O(N"&3 L k) c (N k) (2.5)

onde k ¢ o ndmero maximo de pontos contidos em uma regiio de uma decomposicio e k£ é o
tempo de enumeragio da resposia.

Este método sugere uma esirutura de dados pré-processada T em forma de drvore, ar-
mazenando a informagao das partigdes aplicadas recursivamente, de modo a dar suporte ao
processamento das consultas.

O processo de busca comega pela raiz de T e descende recursivamente nos nés relativos as
regices interceptadas por k. Para problemas de contagem, pode-se armazenar em cada né v o
nimero de pontos contidos em R(v»). No caso de problemas de enumeragio os pontos de P ficam
armazenados nas folhas de T associadas com as regides que os contém. Para enumerar os pontos
contidos em uma regido R(v) é necessirio descer até as folhas descendentes de v, mas o tempo
despendido neste processo é proporcional ao tamanho da saida, de modo que este processamento
adicional nio aumenta o tempo de busca assintéticol.

Willard originalmente propds uma particio determinada por duas retas mais um nimero
configuravel de semi-retas. Uma descricao da estrutura proposta por Willard, no contexto de

*Observa-se aqui uma ocorréncia sutil do paradigma de filiragens sucessivas (segio 2.2).
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busca em regides poligonais e segundo as peculiaridades do esquema de partigdo empregado pode
ser encontrada na secio 5.1.1.

Aplicagoes e extensoes

O teorema do ham-sandwich cut [Fde87] e teoremas similares podem ser usados para provar
a existéncia de esquemas de particao. Yao e Yao [YY85] provam a cxisténcia de esquemas de
parti¢io para toda dimensdo fixa, tais que qualquer hiperplano cruza uma quantidade sub-tincar
de sub-regides, o que Lein motivado a pesquisa de solugoes bascadas em drvores de partigao para
varias dimensoes. Atualmente, hd uma ampla bibliografia com solugoes para busca em subes-
pagos bascadas no paradigma de drvores de particao, propondo diversos esquemas de parti¢io
distintos.

A cficiéncia de uma solugao utilizando um determinado esquema de partigdo ¢ determinada
pelo nimero maximo de sub-regides que podem ser cortadas pela fronteira de um subespago de
busca, assim como pela distribui¢do dos pontos da base de dados entre essas sub-regides.

Observa-se que a abordagem de arvores de particio é dominante na quantidade de trabalhos
publicados e nos desempenhos obtidos para busca em semi-espagos e simplexos (capitulo 6).
As solugoes baseadas neste paradigma estdo entre as mais eficientes para o caso geral de busca
em semi-espacos e buscas simpliciais com uso de memoéria quase linear?. Entretanto, elas sao
superadas por outras solugées de concepgoes distintas, em’ casos especificos como enumeragao
dos pontos contidos em semi-espagos e simplexos, para dimensbes pequenas.

Cabe observar ainda que ¢ conceito de arvore de particao é bastante genérico, podendo ser
aplicado a uma ampla classe de problemas de busca em subespagos. Recentemente, drvores
de particao tém sido empregadas também para busca em subespagos semi-algébricos em geral,
mas os resultados ainda sao escassos [AM92a, Mat93a]. Dentre as questoes abertas estd a
determinacao de esquemas de particao que possibilitem solugoes eficientes para esses tipos de
subespacos.

2.4 Divisao e conquista multidimensional e estruturas de da-
dos multinivel '

O paradigma de divisao e congquista multidimensional foi originalmente formalizado por Ben-
tley [Ben80] e sua generalizagdo resulta no conceito de estruturas de dados multinivel, um tipo
de solugao muito empregado para problemas de busca em subespagos dados pela intersecdo
de diversas regides mais simples (ou, de maneira equivalente, problemas de busca dados por
conjungoes de restricoes). Formalizagoes do conceito de estruturas de dados multinivel, no con-
texto de 4rvores de particio, sao realizadas por MatouSek em [Mat92, Mat93a). A seguir, sdo
sintetizados alguns conceitos e comentdrios encontrados nestes trabalhos de Bentley ¢ Matousek.

?Mais lormalmente, “guase linear” significa de ordem O(N"“), onde o valor de & depende da rclagio de
compromisso estabelecida entre o uso de memdria e o lempo de busca.
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A formulacao de Bentley

sm [Ben®0), sao considerados problemas de busca envolvendo algum tipo de ortogonalidade,
que permita reduzi-los a sub-problemas em um espago de dimensio menor. A idéia formulada
por Bentley é a seguinte:

Divisao e conguista multidimensional

Para resolver um problema de N pontos no espaco d-dimensional primeiro se re-
solve, recursivamente, dois problemas de aproximadamente N/2 pontos no espaco
d-dimensional (as duas metades do conjunto de pontos, particionado por um hiper-
plano perpendicular a uma das dimensbes) e entio se resolve, também recursivamente,
um problema de N pontos no espaco {d — 1}-dimensional (considera-se 0s ¥ pontos
projetados perpendicularmente no hiperplano que divide o conjunto de pontos).
Somando-se> as respostas das chamadas recursivas obtém-se a solucdo desejada,

A descricdo acima pode ser vista como uina especificacdo funcional de uma estrutura de
dados (secdo 2.6). A partir dela, pode-se construir estruturas de dados para auxiliar na solucao
de problemas de busca, Um exemplo de tais estruturas é a Range-Tree, descrita a seguir.

Exemplo: a Range-Tree

0O método de solugao de Bentley sugere uma estrutura de dados para suportar consultas em
modo repetitivo, composta de drvores cujos nés apontam para outras drvores {ndo sub-drvores
descendentes), definidas recursivamente para solucionar sub-problemas com uma dimensdao a
menos. A Range-Tree é a estrutura de dados para suportar buscas em subespagos ortogonais,
baseada na idéia de Bentley.

Na Range-Tree, uma arvore priméria induz uma decomposi¢io do espag¢o em faixas perpen-
diculares a primeira dimensao, possibilitande a decomposi¢do do problema em sub-problemas
relativos a intervalos da primeira coordenada. Os subconjuntos de P contidos nas faixas de-
terminadas por esta decomposi¢ao constiluem os chamados conjuntos candnicos e esta estrutura
primaria constitui um tipo de drvore de particao (secao 2.3).

Cada né v da arvore primaria é associado a um conjunto candnico € aponta para uma
estrutura secanddria, de forma andiloga & da estrutura primaria, para tratar o sub-problema com
uma dimensao a menos relativo ao conjunte candnico associado a v. Este processo de tratar
os sub-problemas por meio de estruturas definidas recursivamente se aplica por um nimero de
niveis igual ao ndmero de dimensoes?, A figura 2.5 ilustra uma Range-Tree em dois niveis, onde

}Entcada-se aqui a operagio genérica de soma em semi-grupo. Esta operagio pode ser uma simples soma, no
caso de um problema de busca no modo de contagem ou uma untio de conjuntos, no caso de caumeragao.
‘Observe que o termo nivel aqui ndo diz respeito aos niveis de descendéncia em uma arvore (raiz, filhos da
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0s nds circulares e arestas com linkas de contorno mais grossas denotam a estrutura de arvore
primaria e os tridngulos conectados aos nds da estrutura primaria, com linhas de contorno mais
finas, denotam as estrutnras do segundo nivel,

A
&

Figura 2.5: Uma Range-Tree em dois niveis.

Uma busca em subespaco ortogonal é decomposta pelo primeiro nivel de uma Range-Tree em
O(log N) sub-consultas em conjuntos candnicos, os quais incluem todos os pontos contidos em
uma faixa larga perpendicular a primeira dimens&o e contendo o hiper-retangulo de busca. Cada
conjunto candnico é processado utilizando a estrutura do proximo nivel, 2 fim de determinar
os pontos contidos nos intervalos relatives as demais dimensdes (veja descricdo detalhada da
Range-Tree na segio 3.1.3).

Aplicagoes e extensoes

A idéia de Bentley pode ser estendida, isolando o seu principio bdsico: decompor o problema
em sub-problemas mais simples, resolvé-los recursivamente e entao calcular a resposta do pri-
meiro a partir das respostas dos sub-problemas. Este principio é bastante universal e especial-
mente aplicivel a problemas de busca em que as consultas sio denotadas por uma conjuncio de
condicdes, tais que para cada condigao j4 exista uma estrutura de dados eficiente para tratar o
problema considerando somente ela.

Considere problemas de busca em subespagos expressos por conjungdes de condigbes ou,

raiz, etc.}, mas aos niveis de irvores secunddrias (nio sub-irvores) conectadas a partir da estruiura primaria.
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geometricamente, pela interse¢do de diversas regioes. Por exemplo, uma busca em subespa-
o ortogonal pode ser vista como a interse¢ao de d intervalos [a;, 5] C 95 (faixas no espaco
multidimensional) e uma busca em am simplexo (ou politopo) como a conjuncio de buscas
em scmni-espagos. Existem solugbes para os problemas envolvendo os termos dessas conjungoes
(faixas e semi-espagos, respectivamente), tipicamente bascadas em alguma forma de drvore de
particao (secao 2.3).

Os problemas envolvendo conjuncdes de condigoes podern ser tratados por meto de estruturas
de dados multinivel, compostas de estruturas para solucionar os problemas relativos a cada um
dos termos das conjungées, dispostas em niveis.

Considere drvores de particio em uma estrutura multinivel. Seja T a arvore de particao para
tratar o primeiro termo da eonjuncio de condigoes. Para cada né v de 7" e para cada sub-regido
@ da decomposicdo ¢{v), ao invés de se armazenar stmplesmente o peso acumulado dos pontos
de P associados a ¢, é pendurada em v uma estrutura secunddria andloga a estrutura primdria,
mas com um nivel (de estruluras encadeadas) a menos, para tratar ags demais condicoes. Este
processo de definicdo recursiva da estrutura se repete por um mimero de niveis de estruturas
igual ao nidmero de condi¢oes a serem tratadas.

Dado um subespaco de busca o, denotado por uma conjuncao de condigoes, utiliza-se a
estrutura primaria T para determinar os maiores conjuntos candnicos de P totalmente contidos
em um subespaco determinado pela primeira condi¢ao da conjuncdo. A uniido desses conjuntos
candnicosinclui todos os pontos de PNo. Para cada um desses conjuntos candnicos satisfazendo
A primeira condi¢fo, recorre-se a estrutura secundaria correspondente, para determinar os ponios
satisfazendo também 3s demais condicoes relativas a o,

Em arvores dc partigio, os conjunlos candnicos sao 0s pontos associados as regices resultantes
da aplicagao do esquema de particio. Entretanto, o conceito de divisdo e conquista multidimen-
sional se aplica em muitos outros contextos. Para se construir uma estrutura de dados multinivel
para solucionar um problema de busca, é necessiria uma regra que permita obter uma particao
do conjunto de objetos de dados em conjuntos canénicos e expressar uina consulta como uma
colecio de consultas (mais simples) nestes conjuntos candnicos. Nao importa como sio obtidos
esses conjuntos candnicos, mas € importante que eles possam ser calculados eficientemente.

O uso de meméria de uma estrutura multinivel é determinado pelo tamanho total dos con-
juntos canénicos a serem armazenados (os quais podem nio ser disjuntos) € o tempo de consulta
é determinado pelo nimero maximo de conjuntos canénicos resultantes da decomposigio de uma
consulta.

A primeira vista, pode parecer que estruturas de dados multinivel sejam ineficientes assin-
toticamente, no uso de memoéria e no tempo de busca. Entretanto, esse nao é geralmente o
raso, porque ndo é comum muitos subconjuntos canénicos grandes (para uma arvore bindria,
por exemplo, hd apenas um conjunto candnico de tamanho N, dois de tamanho N /2, quatro
de tamanho N/4 e assim por diante). Em algumas estruturas multinivel o fator de sobrecarga
é de O(N®) (onde £ < 1 é uma constante positiva) por nivel e em outras é de apenas O{log ¥)
por nivel, tanto no uso de memdéria quanto no tempo de consulta. Matousek [Mat92] descreve
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esquemas de particdo possibilitando estruturas de dados multinivel com uma sobrecarga poli-
logaritmica por nivel.

PPor outro lado, parcce que a cficiéncia pratica de uma estrutura multinivel, a despeito das
medidas assintoticas, deve se deteriorar rapidamente com o aemento do ndmero de niveis (ndao hi
ainda cxperiéncia pratica para substanciar esta afirmacio). Uma estrutura tratando a conjungiao
de condiges dirctamente {como é possivel encontrar para simplexos) pode ser mais apropriada,
ern muilos casos.

2.5 Buscas por propagacao

A técnica de buscas por propagacao (fractional cascading) [CG86a, CG86b, MN9Q] é destinada
a rcalizar busca iterativa, isto é, buscas pelo mesmo valor de chave em uma seqiiéncia de m listas
ordenadas separadas, com valores de chave em um mesmo domfnio «, de [orma mais cficiente
do que uma cadeia de m buscas binarias independentes, que requer tempo O{mlog N), onde N
é o tamanho miaximo de qualquer uma das listas. Diversas solu¢des de problemas geométricos
recacm em busca tterativa, tais como interse¢do de um caminho poligonal com uma reta e
alguns tipos de buscas em subespacos como busca em subespago ortogonal, busca em subespago
em forma de trapézio e busca em semi-espaco.

-Descricao

As listas ordenadas nas quais se deseja realizar as buscas sao colocadas em correspondéncia um
~ =i com 0s vértices de um grafo G(V, E), denominado grafe de adjacéncias, de modo que o
processo de busca iterativa sempre segue pelas arestas de G(V, E), que & uma abstragao para
indicar os possiveis roteiros da seqiiéncia de buscas nas listas, isto é, em qual lista se pode efetuar
a primeira busca e dela para qual lista passar e assim por diante, até ter efetuado as buscas em
todas as listas desejadas.

O conhecimento da posicio de nm valor de chave em uma lista relativa a um vértice v € V
pode ser ulilizado para agilizar a busca pelo mesmo valor de chave em uma lista adjacente a v
no grafo G(V, E). Utilizando ponteiros conectando valores subseqiientes armazenados em listas
adjacentes a intervalos regulares, de modo a formar uma malha de ponteiros entre as listas, a
posicio de um valor de chave de busca pode ser propagada de uma lista para outra lista adjacente
em G(V, E) em tempo limitado por uma constante (dependente da densidade da malha). Uma
malha de ponteiros entre listas de valores armazenados ¢ ilustrada na figura 2.6-a. Cada colecio
de ponteiros conectando listas correspondentes a vértices adjacentes em G(V, F) corresponde a
uma aresta ¢ € £, A figura 2.6-b mostra o grafo de adjacéncias correspondente a malha de
ponteiros entre listas da figura 2.6-a.

A técnica de buscas por propagacao permite realizar m buscas pela mesma chave, em uma
seqiiéncia de listas relativas aos nés de um caminho no grafo ((V, £) utilizado, com um custo
extra log ¢ por busca (isto é, por lista considerada), onde g é um parimetro denominado grau
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Figura 2.6: A técnica de buscas por propagacio: uma malha de ponteiros entre listas (a) ¢ o
grafo de adjacéncias correspondente (b).

localmente limitado dos nés de G(V, E), determinando a densidade da malha de ponteiros.

A primeira busca é realizada como uma busca bindria comum, a um custo O(logny) C
O(log s), onde ngp é o tamanho da primeira lista e 5 ¢ a somatdria dos tamanhos de todas as
Yistas. A partir dai, utiliza-se 2 malha de ponteiros para alcangar os elementos com o mesmo
-.tur de chave ou valores vizinhos em listas adjacentes.

Fazendo um balanceamento adequado desses ponteiros ¢ mantendo o grau de cada vértice
le G(V, E)limitado por g, consegue-se garantir um custo extra para cada busca adicional {cada
lista considerada, além da primeira onde é realmente efetuada a busca) no superior a O(logg).
Assim, uma seqiiéncia de m buscas pode ser realizada em tempo O(log s + m-log g). E demons-
trado, por meio de uma andlise de complexidade amortizada [Tar85] que, mantendo-se o valor do
pardmetro g inferior a (6d - 1), onde d é o nimero de dimensées, o tempo de pré-processamento
e o uso de meméria mantém-se proporcionais a O(d - s) e O(s), respectivamente [CG86a].

Exemplo: a Range-Tree com buscas por propagagao

Como foi visto na se¢io 2.4, a drvore primaria de uma Range-Tree permite decompor uma busca
em subespago ortogonal em OQ(log N ') buscas em conjuntos candnicos, que sao subconjuntos de P
contidos em faixas perpendiculares a primeira dimensao, as quals interceptam o hiper-retangulo
de busca. Para determinar os pontos destes conjuntos contidos no intervalo de busca relativo
a préxima dimensao é necessirio efetuar, em cada um deles, uma busca pelo valor da chave
correspondente ao nicio deste outro intervalo. Tem-se entao um problema de busca iterativa,
onde os conjuntos candnicos com chaves relativas & segunda dimensao correspondem as listas
ordenadas.

Considere uma Range-Tree para pontos no plano (2 niveis). Os conjuntos canénicos resul-
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tantes da particao pelo primeiro nivel de uma Range-Tree sio dispostos em forma de drvore
hinana, onde os clementos de cada n6 sdo separados em duas metades, cada qual replicada em
um dos filhos. Considere cada conjunto candnico ordenado em um vetor pelas chaves da se-
gunda dimensao. Para agilisar as buscas nestes conjuntos candnicos, pode-se conectar ponteiros
partindo de determinadas posicdes do conjunto candnico relativo a cada no pai para as posi¢oes
correspondentes nos subconjuntos relativos aos filhos, a intervalos regulares de valores de chave,
Istes ponteiros agem como pontes, permitindo que a posicao de uma chave pela qual ¢ efetu-
ada uma busca no conjunto candnico relativo ao nd raiz seja propagada para os subconjuntos
refativos aos nos inferiores da estrutura.

Ista técnica possibilita uma agilizagido de um fator O(log N ) do tempo de busca em subespa-
¢co ortogonal ntilizando Range-Tree (veja detalhes em [LW82, Wil85, PS85]). O uso de memoria
assintotico nao ¢ afetado, pois os pontciros adicionais representam umn custo extra de um fator

constante apenas.

Aplicagoes e extensoes

A técnica de buscas por propaga¢do pode ser estendida para possibilitar a propagacio de
posigdes em listas encadeadas, onde nao siao explicitadas as chaves de busca. Chazelle, Gui-
bas e Lee [CGL85], utilizando buscas por propagacio, conseguiram uma solu¢io 6tima para o
problema de enumera¢do dos pontos contidos em um semi-espago no plano: tempo de consulta
O(log N + k), onde k& é o tamanho da saida e uso de meméria O(N). A solu¢do deles, des-
crita na se¢do 6.1.2, baseia-se nas camadas convexas dos pontos de P. Dado o semi-espaco de
busca, calcula-se a intersecao de seu hiperplano limitante com um casco das camadas convexas,
de modo a determinar um ponto de P contido no semi-espago de busca. Entdo, segue-se os
ponteiros conectando os ponlos do casco convexo em questao e deste para os outros cascos,
enumerando os pontos contidos no semi-espago de busca. Uma solugio muito semelhante foi
proposta em [CG86b] para enumeracio dos pontos contidos em um trapézio no plano.

Hai também estudos sobre dinamizacdo de buscas por propagagdo, contando com alguns
resultados apliciveis na pratica. Porém, alguns dos esquemas propostos tém apenas interesse
tedrico devido as enormes constantes multiplicativas envolvidas nas medidas de desempenho
e/ou por serem complexos demais para se implementar. Mehthorn e Naher [MN90] propuseram
um esquema que permite efetuar inser¢oes e remogoes a um custo proporcional a O(loglog s),
anmentando o tempo de m buscas para O(logs + m -log g + m-loglog s). Se apenas insercoes
ou apenas remogoes tiverem de ser suportadas o fator O(loglog s) dos tempos de busca e de
atualizagdo (inser¢io ou remogao) reduz-se para O(1).

2.6 Abordagem funcional para estruturas de dados

Uma abordagem funcional para estruturas de dados foi proposta por Chazelle [Cha88] e consiste
am estudar o funcionamento das estruturas do ponto de vista do cliente, procurando determinar
a funcionalidade minima necessiria para atender as suas necessidades. A partir deste estudo,
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S8GAO 2.6: Abordagem funcional para estruturas de dados : 3

muitas vezes se consegue aperfeigoar as esiruturas de dados, oblendo estruturas mais arrojadas,
compactas ¢ voltadas para tarcefas especificas,

Descrigao

Uma das formas de se encarar uma cstrutura de dados ¢ vé-ta como um grafo, com os dados
armazenados nos néds. Pode-se adicionar regras semdnticas para especificar o funcionamento da
estrutura e como ela pode ser modificada (por exemplo, ¢in uma arvore bindria de busca os
filhos a esquerda de um né v Lem valor de chave menor que o de v) e pode-se adicionar tamhbém
restricoes para garaniir cerios critérios de forma (como balanccamento e restrigoes de grau).

A abordagem funcional estende esta nogao de estrutura de dados, associando com cada né
v do grafo correspondente & estrutura ndo apenas uma pega de dados como é usual, mas uma
funcao f, (ou diversas se neccessario) assim como uma cole¢io de dados P(v), de maneira que
avaliar f, seja suficiente, mas niio necessdrio, para ter disponivel P(v).

Cada fungio [, determina uma estrutura de dados chamada estrutura de dados funcional
(functional data structure), denomina¢io abreviada por EDF. A prépria estrutura de grafo
primdria também pode ser vista como uma EDF determinada por alguma fungao. O processo
de expandir as fungoes associadas aos nds de uma EDF em outras EDFs, produzindo estruturas
fisicas correspondendo A descrigido funcional abstrata é chamado refinamento. Uma caracteristica
essencial de uma EDF é permitir refinamento passo a passo, a medida que surge a necessidade
de acessar os dados.

O beneficio desta abordagem é aliviar a demanda de meméria. A associacdo do conjunto
de dados P(v) a0 nd v é virtual e assim P{v) ndo precisa estar armazenado {isicamente para
cada nd. O ilinico requisito é que os valores de dados estejam disponiveis de alguma forma
(mediante algum processamento) quando forem necessarios. Desta forma, tem-se no uso de
memoria um efeito analogo ao que avaliagdo por demanda {call by need, lasy evaluation) tem no
tempo de execucao: apenas a quantidade minima de informacao necessiria para avaliar a funcdo
em determinada quantidade de tempo {fica armazenada e s6 é expandida quando a informacao
detalhada for requisitada. Isso possibilita também estabelecer relagdes de compromisso entre o
uso de memoria e o tempo de processamento.

Para dar uma nogao mais concreta dos conceitos discutidos acima, é apresentada a seguir a
aplicagio da abordagem funcional & estrutura Range- Tree (se¢do 3.1.3), utilizada para solucionar
busca em subespagos ortogonais.

Exemplo: A Range-Tree como estrutura funcional

Vejamos uma defini¢io funcional para a Range-Tree. Por simplicidade de descricdo, considere
os valores de cada coordenada dos pontos de P todos distintos. Seja f a funcdo de busca
mapeando a sub-regiio ortogonal de busca o = {ay, &;] x [a2,b2} X ... X [ag4,by] e o conjunto de
pontos P em um subconjunto P = f{P.g) C P, relativo aos pontos de P contidos em 0. Se o



36 Capiruno 2 Paradigmas de algoritmos na solugao de problemas de busca em subespacos

conjunto de pontos P for vazio o problema ¢ trivial: nenhum ponto de P esta em 0. Sendo, se
P estiver totalmente conlido no intervalo de busca relativo a primeira dimensio, use a funcio
¢ para resolver o problema na proxima dimensio com o conjunto de dados P = {{z,,...,74) |
(£1,22,-..,24) € P} e 0 subespago de busca ¢’ = [ag, by] x. .. x[ag, by], isto &, P e & descartando
a primeira dimensdo; senio divida P e duas metades met_esq( ) e P—met_osq( ), através
da mediana das coordenadas xy dos pontos de P e recorra para cada um dos lados da faixa no
espaco multidimensional, dividida na mediana de x(, que tenha intersecio nao vazia com o. A

eguacao abaixo sintetiza esta descricio funcional.

J(Po)= P £0then

ifVpe P, oy <px < b then g(#,0’)

else
Seja med( ) a mediana das coordenadas x, de P;
Seja met esq{ P) = {p € P|p.z1 < med(P)};
(limitado a |met_esq( )} < N/2)
if med( P} > a; then f(met_esq(P),o);
if med(P) < b, then f(P—met_esq(P),q);

A cquagao funcicnal f{P, o) sugere uma estrutura de arvore F(P) (EDF) para solucionar
buscas em subespagos ortogonais dado o conjunto de pontos P. A cada né v de F(P) é as-
sociado (implicitamente) um subconjunto candnico P(v} € P, obtido da aplicagao a P de
composicoes das fungbes met _esq(P) e P—met_esq(P). Ao nd raiz esta associado o conjunto
P. Ao filho a esquerda de um né » é associado o conjunto met_esq(P(v)) e ao filho a direita
P(v)—~met_esq(P(v)).

A cada né » de F(P) é associada uma funcao g(P(v),c’), para solucionar o problema na
proxima dimensdo com os pontos de P(v). A funcdo g{P’,0’) pode ter uma defini¢do similar &
de f(P,o):

g(P',ad") =if P' £ @ then

if¥pec P, ay £ p.zz < by then h(P",0")

else
Seja med(P’) a mediana das coordenadas z, de P
Seja metesq(P’') = {p € P'| p.zz < med(P")};
(limitado a {met_esq(P')| £ N/2)
if med(P’) > a; then f(met_esq(P’'),o');
if med(P’') < b, then f(P'—met_esq(P’), 0’);

Esta equagdo tem suas operagdes, inclusive as fungoes med e met _esq, diferindo das operagdes
de f apenas pela coordenada manipulada e determina EDF'’s analogas a F( P}, denotadas por
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1 . - ! - a1 - .
G(P’). Associa-se uma estrutura G(P(»)) a cada né v de F(P), como é determinado pela
. . - . v 7 -
propria equacao f(£2, 7). O processo de avaliar as G(P{v)), expandindo a estrutura de dados
fisica, constitui o refinamento.

A figura 2.7-a ilusira a. EDF determinada pelas equagdes acima. Note a semelhanca de
forma da estrutura de cada arvore G(P(v)'} associada a um né v com a sub-drvore de F'(P)
com raiz em v. Cada um desses pares é constituido de estruturas tdénticas em sua topologia
{abstraindo as mformacoes associadas aos nos}, de modo que se pode cfetuar na cstrutura a
transformacio denominada sobreposicio (folding), pela qual cada estrutura G(P(v)) ¢ dobrada
sobre a sub-drvore de F{P) com raiz em v. Oblém-se assim uma dnica arvore “sobrecarregada”,
isto &, com diversos niveis de estruturas de dados funcionais sobrepostos nela, conforme ilustra
a figura 2.7-b. Codificando toda a informacao necessiria para as buscas dos diversos niveis
nesta estrutura sobrecarregada, lem-se uma economia de memdria, tipicamente, de um fator
multiplicativa O{log ¥) por nivel sobreposto.

F---
O ---
c+

CF---

(a) (b)

Figura 2.7: A estrutura de dados correspondente & especificagdo funcional da Range-Tree (a) e

a transformagio de sobreposigio (b).

A transformacio de sobreposigdo requer estruturas topologicamente iguais, como ilustra a
figura 2.8-a. A atribuigio dos dados aos nés das estruturas nao é o aspecto importante, mas
sim a disposi¢ao dos nds e arestas. Entretanto, quando as estruturas tiverem formas diferentes,
como ilustra a figura 2.8-b, ainda assim pode ser possivel trabalhar suas definicoes funcionais de
modo a lornd-las compativeis. Esta adequagdo pode acarretar um aumento da complexidade ¢
do tempo de execucao dos algoritmos e é importante manter esta complexidade sob controle a

fim de viabilizar o método.

O beneficio da abordagem funcional para estruturas de dados existentes é permitir visualizar
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Figura 2.8: Semelhanca de estruturas de dados funcionais: (a) estruturas passiveis de sobre-
posicdo; (b) estruturas incompativeis.

mais facilmente possiveis aperfeicoamentos das mesmas. As semelhangas entre as por¢des das
estruturas funcionais podem ser utilizadas para compacti-las, através de sobreposi¢do e, se
as componentes forem diferentes impossibilitando a sobreposi¢ao, pode-se tentar modificar sua
definicao funcional de modo a torné-las compativeis.

Na préoxima se¢ao, sao esbogados alguns detalhes da implementacio de sobreposi¢do em uma
Range-Tree para busca em subespagos ortogonais no plano, a fim de oferecer ao leitor interessado
uma visao mais concreta da transformacio efetuada na estrutura. O leitor interessado apenas
nos conceitos gerais pode desconsidera-la e passar para a se¢do seguinte.

Um exemplo numérico de Range-Tree com sobreposigao

Seja o conjunto de pontos no plano:

P = {(34,3),(12,1),(28,23), (64, 15), (2, 35),(6,17),(52,43),(22,13)} (2.6)

A estrutura da Range-Tree para os pontos de P & ilustrada na figura 2.9. Veja que as folhas
da arvore principal F{P), na ordem da esquerda para a direita, correspondem a uma ordenagao
ascendente dos pontos de P segundo a coordenada z, enquanto as folhas das drvores G(P(v)),
penduradas em cada né v de F(P) para suportar a solugdo na proxima dimensao, correspondem
aos pontos de P(v), ordenados segundo a coordenada y. Note que cada sub-drvore de F(P) com
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Figura 2.9: Range-Tree correspondenie ao conjunto de pontos P.

:.iz em um 06 v pode ter a mesma forma da estrutura G(P(v)') pendurada a v, apesar das duas
estruturas dizerem respeito a coordenadas distintas.

A transformagao de sobreposicao é efetuada codificando a informagao necessiria a cada
G(P(v)') na prépria sub-arvore de F(P) com raiz em v. Utiliza-se um campo de bits B(v) =
[bo, b1, - - -, byp(p)—1] em cada né v, onde &; = 0 (b; = 1) se o elemento na posigio i da lista
ordenada dos pontos de P(v) provém do filho & esquerda (direita) de v. Os B{v)'s representam
movimentos de ponteiros e tém semelhangas com os ponteiros da técnica de busca por propagacio
da segao 2.5, no sentido que permitem propagar a posi¢ao de uma chave de busca de um né para
outro.

Com esses campos de bits é possivel propagar uma posi¢io i correspondente a uma chave
yi(v) do nd v para a posi¢do 7 correspondente & mesma chave no filho apropriado (filho & esquerda
se bi(v) = 0 e & direita se b;(v) = 1). O indice j € igual ao nimero de 0's (1's) & esquerda de
b:(v) se bi(v) = 0 (bi(v) = 1). Desta maneira, pode-se propagar uma busca pela coordenada y
efetuada po né raiz para nés inferiores da Arvore.

A figura 2.10 ilustra estes campos de bits na sua disposi¢io em drvore para a Range-Tree
relativa ao conjunto de pontos P da equagdo 2.6, com uma estrutura contendo os valores das
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coordenadas y dos pontos, em ordem, conectada ao nd raiz da estrutura.

/{ 1,3,13,15,17,23,35.43 |
01010101 '

N

1100 0101

/NN
Dud v

Figura 2.10: Campos de bits para as coordenadas y dos pontos de P.

O tempo de cada transi¢ao de posicio de chave de um né v para um de seus fithos é o tempo
neeessirio para contar o nimero de 0's e 1’s a esquerda de b;(v) em B(v). Seja n = | B(v)|. Para
realizar o cilculo da quantidade de 0's e 1's eficientemente, divide-se o vetor de bits B(v)em uma
seqiiéncia de palavras £, 81,. .-, fm-1, cada qual com |logn| bils. No modelo de mdquinas de
ponteiros (se¢ao 1.5.3) tais palavras sao organizadas em drvores que permitem obter a resposta
em tempo O(logn), sem alterar o uso de memdria por um fator superior a uma constante. No
modelo de maquina de acesso aleatério o cilculo pode ser feito em tempo constante, utilizando
uma estrutura linear em n. Detalhes podem ser encontrados em [Cha88).

Resulitados obtidos

A estrutura Range-Tree com sobrepesicag, esbocada acima, permite solucionar o problema de
busca em subespago ortogonal no plano, modo de contagem, em tempo e espago 6timos: O(log N}
e O(N), respectivamente. O tempo de busca permanece o mesmo da Range-Tree original para.
pontos no plano. O argumento pelo qual a estrutura é linear é ficil de ser explicado. Sabe-se
que F(P) ocupa espaco linear no tamanho de P. Entdo, basta provar que o espago ocupado
pelos campos de bits é linear no tamanho da entrada. Tem-se que cada nivel da drvore requer
O{N) bits para armazenar os B(v)'s correspondentes aos seus nés. Como a drvore tem Olog V)
nivels, sdo necessarios O(N log N) bits, que ¢ justamente o minimo necessirio para armazenar
a entrada, uma vez que cada coordenada requer uma palavra de Q{log ¥) bits (podem haver
N coordenadas distintas). Assim, conclui-se que o espago total ocupado pela Range-Tree para
pontos no plano, com os niveis sobrepostos € linear no tamanho da entrada.

Chazelle [Cha88] discute também a adaptagio desta solugao a diversos tipos de mdquinas de
ponteiros e fornece variagoes da solugao permitindo obter diferentes relagoes entre as medidas de
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desempenho (tempo de busca e uso de meméria), além de oferecer algumas solugoes dindmicas
e tipos especificos de maquinas de ponteiros. '

2.7 Dualidade

O principio da dualidade [CGLRS, PY86, EdeB7, Sto8l] consiste em estabelecer nma corres-
pondéncia dos objetos do espago primal (primal space) com outros objetos de um espaco dual,
de tal forma que um problema no espago primal corresponde a um outro problema no espago
dual ¢ que as solugbes para os dois problemas sejam intercatubidveis, através da fungao de du-
alidade. Utilizando dualidade consegue-se o dobro dos resultados com praticamente o mesmo
esforgo, além disso, muitos problemas sao mais faceis de serem tratados em sua formulagio dual.

Definicao

Para se determinar uma duealidade estipula-se alguma funcdo de mapeamento, P, pela qual
entidades do espago primal sao transformadas em outras entidades de um espaco dual. Por um
mapeamento geométrico clssico, um ponto p no plano corresponde a uma reta D(p) no plano
dual e uma reta £ a um ponto D({) (usamos a mesma designagao “P” tanto para 0 mapeamento
quanto para o seu inverso}.

Geralmenie, utilizam-se mapeamentos preservando relacdes de incidéncia, para sc poder efe-
tuar a correspondéncia entre os problemas de forma fiel. Por exemplo, um mapeamento de
nontos em retas e vice-versa, preservando incidéncia, deve ser tal que se um ponto p esta so-
sve uma reta £ no espago primal, entdo a reta D(p) no espaco dual passa sobre o ponto D{£).
Desta forma, determinar a reta passando por determinados pontos equivale, no espago dual, a
determinar o ponto onde as retas duais acs pontos do espago primal se interceptam.

Qutro tipo de relagio desejivel de se preservar em uma dualizagio sio as relacoes de ori-
entacdo. Por exemplo, um ponto p localizado acima de uma reta ¢ (considere uma reta ndo
vertical) deve corresponder a uma reta D(p) acima do ponto D(f) ou, pelo menos, o mapea-
mento das relagoes acima e abairo deve ser consistente (ou sempre inverte ou sempre mantém a
relagio de orientacao). '

Muitos enunciados de problemas tém seus duais e muitas demonstracoes e soluges de proble-
mas estabelecem automaticamente dois resultados distintos. Por uma dualidade do tipo ponto
em reta e vice-versa, cada teorema lem seu dual, obtido trocando-se a palavra ponto por reta
e vice-versa. Por exemplo, a expressao “um ponto caminhando sobre uma reta” dualiza para
“uma reta girando em torno de um ponto”, como ilustra a figura 2.11.

A dualidade constitui também uma ferramenta poderosa em projeto, analise ¢ descrigao de
algoritmos. Particularmente para busca em subespagos, pode-se explorar o fato da dualidade
permitir reduzir o problema a localizagdo de pontos, intersec¢ao de segmentos ou algum outro
problema, para o qual ji existam solugoes eficientes. Dualidade também costuma ser empregada
em detierminadas solug¢des sofisticadas, para reduzir algum sub-problema componente de um
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(a) | (b)

Figura 2.11: Um ponto caminhando sobre uma reta (a) corresponde a uma reta girande em
torno de um ponto no espago dual {b).

problema maior e soluciona-lo eficientemente por meio de alguma sub-rotina.

O principio da dualidade é portanto uma ferramenta extremamente 0til na teoria e na pratica.
A figura 2.12 ilustra algumas configuragbes de entidades geométricas no plano primal e as con-
figuracdes correspondentes no plano dual, para uma fungio de mapeamento tipica.

Exemplo: o dual de busca em semi-espago

Seja o problema de determinar os pontos de P contidos em um semi-espage o(h), limitado
por um hiperplane A. Considere a transformacao de dualidade D, pela qual cada ponto p =
(@1,83,...,aq) € R? corresponde a um hiperplano D(p), dado pela equagdo a 2y + agza + ...+
aaT¢ + 1 = 0 no cspago dual e analogamente, cada hiperplano i € R? corresponde a um ponto
D(h).

Pode-se demonstrar que os pontos de P contidos no semi-espago de busca o(k} {considere
h nao vertical) sdo exatamente aqueles cujos hiperplanos duais sio interceptados por uma semi
reta vertical partindo do ponto P(k), com orientacic dependendo da orientagio de o(h) em
relagio a h.

Um arranjo de hiperplanos divide o espaco RY em um conjunto de regides, tais que os
hiperplanos interceptados pela semi-reta partindo de D(h}, localizado em qualquer posicio de
uma mesma regido sio sempre os mesmos (veja paradigma do lugar geométrico na segio 2.1).
Entao, basta localizar o ponto D(A) neste arranjo para determinar os hiperplanos interceptados
pela semi-reta e conseqiientemente, os pontos de P contidos em o(h). Esta correspondéncia é
ilustrada na figura 2.13.

Esta correspondéncia de busca em semi-espago com localizagio de ponto num arranjo de
hiperplanos no espago dual constitui o principio bdsico de muitos algoritmos com tempo de
busca poli-logaritmico propostos na literatura e € analisada em mais detalhes na secao 6.1.1.



SECAO 2.7: Dualidade 43
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Figura 2.12: O principio da dualidade: (a) a cada ponto corresponde uma reta; (b) pontos sobre
uma. reta correspondem a retas passando pelo ponto correspondente aquela reta; (¢) pontos em
uma cunha dupla correspondem a retas interceptadas pelo segmento de reta correspondente a
cunha.
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® (b)

Figura 2.13: Busca em semi-espago (a) e o problema correspondente no espago dual {bh).

Partindo desta correspondéncia, pode-se construir nma estrutura de arvore de localizacio
(secdo 2.1), na qual cada né v é associado a uma regiao R(v) do espago dual (e portanto,
a um subconjunto das buscas possiveis). Seja H(v) o subconjunto dos hiperplanos de D( /)
interceptando R(v). Em cada né v considera-se uma particio por alguns dos hiperplanos de
H(v) e atribui-se um filho a v para cada sub-regido proveniente desta particdo. Ao nd raiz da
arvore de localizacao é associado todo o espago I'. Com esta estrutura, pode-se efetuar uma
localizagao gradativa da classe de equivaléncia, partindo da raiz e localizando D(%) na parti¢io
relativa a cada rd visitado para determinar em que filho descer. Uma tal drvore de localizacao e
o caminho nela percorrido para localizar a regido contendo um determinado ponto sao ilustrados
na figura 2.14.

O processo de decomposi¢io hierdrquica do espago de consulta através dos niveis da drvore
cessa quando se atingem as classes de equivaléncia ou conjuntos de hiperplanos suficientemente
pequenos para serem testados um a um, a fim de determinar quais sao interceptados por uma
semi-reta vertical partindo do ponto D(k). No segundo caso, ndo ha respostas pré-computadas
para classes de equivaléncia nas folhas, sendo necessdrio armazenar em cada né v o conjunto
de hiperplanos fora de R(v) e interceptando qualquer semi-reta vertical partindo de um ponto
de R(v) no sentido sendo considerado (para baixo ou para cima, dependendo da orientagio de
o(h)), de modo que a resposta possa ser acumulada a medida que se desce na estrutura.

Extensdes: o espago projetivo orientado
No plano eunclideano so se pode construir dualidades imperfeitas, as quais ndo se aplicam em

certos caso particulares (retas passando pela origem de dualidade, por exemplo). Um meio de
contornar tal inconveniente é utilizar geometria projetiva® [CGL85, PY86, S5t091], expressando

®Pode-se representar o plano projetivo como o plano euclideano acrescido de pontos no infinito (duais a retas
passando pela origem) e de uma reta no infinito {dual ac ponto origem).
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Puiy §

Figura 2.14: Uma arvore de localizacdo para o dual de busca em subespagos e o processo de
lecalizagdo gradativa descendente,

as entidades geométricas em coordenadas homogéneasS.

Todavia, a falta de orientagido dos espagos projetivos inviabiliza a definicio consistente de
diversos conceitos fundamentais da geometria euclideana como segmentos de reta, semi-espagos
e convexidade. Para contornar tal dificuldade, adiciona-se orientagao as entidades geométricas
no espago projetivo, resultando no espa¢o projetivo orientado [Sto91].

Uma correspondéncia tipicamente utilizada para dualizacdo no plano projetivo mapeia um
ponto [w,a,b] (coordenadas homogéneas) do espago primal na reta ez + by + w = ¢ do espago
dual. No plano projetivo orientado faz-se uma distin¢io entre os pontos do lado de cima do
plano (w > 0) e aqueles do lado de baixo do mesmo {w < 0). Como na geomctria projetiva
tradicional, w = 0 indica ponto no infinito, na direcio denolada pelas coordenadas [0, z, y], onde

(z,y) #(0,0)-

A geometria projetiva orientada proporciona as vantagens da geometria projetiva, preser-

5Por definicio, o ponto do plano projetive cujas coordenadas homogéneas (modelo analitico da geometria
projetiva) sio [w, £, y} € 0 mesmo cujas coordenadas cartesianas sio (z/w,y/w), com w £ 0. Assim, [cw, cx, ey] =
[w, z, 3] para qualquer ¢ # 0 (c € R).
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vando nio s0 as relagdes de incidéncia como também as relagoes de orientagio, de mancira
consistente.

2.8 Linearizacao de subespacos de busca

O paradigma de lincarizacio [AM92a, Mat93a] consiste em estabelecer uma correspondéncia
entre um problema de busca em subespagos de algum formato arbitrario em 4 dimensées ¢ o
problema de busca em semi-cspagos num espaco de dimensio D > d. A dimensiao D do espago
para onde é mapeado o problema é chamada de dimensao da lineanzacdo. O termo linearizacio
provém do fato da fronteira de um semi-cspago ser um hiperplano, dado por uma equagio lincar.

Aplicando este paradigma é possivel tratar problemas de busca em subespagos onde a [ron-
teira do subespago de busca é constituida de trechos de varicdades algébricas dadas por cquagoes
polinomiais de grau limitado {os subespagos semi-algébricos definidos no final da se¢io 1.2.2).
Estes subespacos de busca sdo usuaimente determinados por conjuncoes e/ou disjuncdes de ine-
quagdes polinomiais do tipo’ f(z1,%,...,24) > 0, onde z,23,...,24 540 as coordenadas de
um ponto z € I' e f é um polindomio de grau limitado nestas coordenadas. '

Descrigao

Considere um problema de busca em subespago polinomial em R?. Para empregar o paradigma
de linearizagan é necessirio determinar uma funciio mapeando cada ponto (zi,...,z4) € R? em
algum ponto (1,...,4p) € RP| de tal forma que buscas em subespacos semi-algébricos em R
correspondam a buscas em semi-espagos em RC.

Func3o de linearizacao:

Uma fungdo { : R® — R”, com D > d & chamada func3o de linearizac3o se:

1. { é continua;

2. dado um subespaco polinomial o5 € £, o subespaco afim gerado pela imagem
de sua fronteira, {{{80c;)} € um hiperplano de dimensio D — 1.

Decorre da continuidade de ¢ que a imagem ({oy) de um subespago de busca polinomial
gf € L, esta inteiramente contida em um dos semi-espagos de RP delimitados por {((doy)),
donde se pode estabelecer a correspondéncia do problema de busca em subespagos original em

T As inequagdes também podem ser estritas (f(z1,Z2....,74) > 0). Os subespagos por elas determinados
recebem o mesmo tratamento.
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R? com busca em semi-espagos em R isto é:

reoy < ((z) € ((ay) VireR? : {2.7)

Desta forma, solucoes originalwmente propostas para busca em semi-espagos (capttalo 6), tipi-
camente solugoes envolvendo algum tipo de drvore de particao (secio 2.3), padem ser utilizadas
(as vezes moediante algumas adequagoes) para solucionar problemas de busca e subespacos
polinomiais.

As solugoes para busca em subespacos semi-algébricos podem ser oblidas diretamente das
solugoes para subespagos polinomiais, utilizando csquemas de particao produzindo solugoes efi-
cientes para diversas inequagoes polinomiais simultaneamente ou entio, compondo diversas es-
truturas para busca em subespagos polinomiais em uma estrutura de dados multinivel (se¢ao
2.4), de modo que cada nivel trate uma das restrigdes polinomiais.

Exemplo: linearizacao de busca em subespaco circular

Um disco fechado o{0,7) em R?, de centro em o = {0, 0,) € raio r & o conjunto de pontos (z,y)
satisfazendo a inequagao polinomial (¢ — c.f)x)2 +{y — oy)2 < 72, Re-arranjando os termos desta
inequacao, temos:

alo,7) = {(z,y) € R | ¢ + 2000 + 20,y — 2 ~ y° > 0} (2.8)
onde ¢ = 7 — 0,2 ~ 0,2,
Considere o hiperplano:

h={(ti,lats,0a) €ERY e+t + 1o + 13+ 14 = 0}.

Mapeando cada ponto {z,3) € R? num ponto (f;,43,%3,t4) € R? com 8, = 20z, {; = 204y,

13 = —2% e ly = —y* temos que:
(z,9) € olo,7) <= (£1,12,13,14) € o(h) (2.9)
onde:
a(h) = {{t;, 19,83, L) ER* | e+ ty +1a + 15+ £4 > 0} (2.10)

O problema de busca em subespaco circular no plano € portanto reduzido a busca em semi-
espago em 4 dimensoes. Porém, cabe observar que a linearizagao descrita acima ndo é a de
menor dimensio para discos em R2.

A transformagio conhecida como elevacio ao paraboldide possibilita uma linearizagdo de
dimensio 3, mapeando os pontos de R? em pontos do paraboléide z = z* + y*. Seja ¢ : R — R
a transformacao que leva o ponto (z,y) no ponto {(z,y) = (z,9, 2% + y?) de R%. O leitor pode
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verificar que poslos co-circulares sao mapeados por ¢ em pontos coplanares e que a imagem do
interior do disco a(o, ) em R? é a intersercao do paraboldide com um dos semi-espagos abertos
determinados pelo plano que cont.ém a imagem da frontetra de o(e, r). Portanto, determinar os
pontos de P contidos no disco o(e,7) equivale a determinar os pontos de (({?) contidos nesse
SCMi-0SPaco.

A transformacio de clevagdo ao paraboldide é ilustrada na figura 2.15.

Figura 2.15: A transformacio de elevacdo ao paraboléide.

A procura de linearizagoes adequadas

Agarwal e Matousek [AM92a, Mat93a] concluem a partir do trabalho de Yao e Yao [YY85], que
todo polinémio é linearizavel, isto é, admite uma func¢io de linearizagao.

Um método geral para se obter uma linearizagdo é fazer corresponder uma coordenada ¢; de
R? a cada mondmio nas coordenadas de R? aparecendo no polinémio f. Porém, este método
produz linearizacBes de alta dimensao (exponencial no grau de f), tornando tais solugdes muito
dispendiosas.

Na procura de uma func¢io de linearizagdo, pode-se agrupar os mondmios de f de diversas
maneiras distintas, para formar as funges coordenadas de () = ((i(%),...,(p(z)). O fun-
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damental para se ter uma lincarizagio ¢ que a fronteira de @y, determinada pelo polindmio f,
quatdo mapeada por ¢ em R? determine um hiperplano denotado por uma equacio da formas:

13
Y ai(i(z) =0 (2.11)

=1

onde cada (i) (eada qual corresponde a uma coordenada de R”) ¢ um pohndmio em ¢ obtido
de somas de monomios de f e os o's 580 coclicientes determinados a partir dos coelicientes de

Um problema em aberto é conseguir abordagens algoritmicas para se obter linearizacdes da
menor dimensido possivel (quem sabe de dimensao polinomial no grau de f).

Aplicagoes e extensoes

A aplicacdo dircta do paradigma de lincarizacao possibilita as meclhores solugdes conhecidas
para busca em alguns tipos de subespacos determinados por polinémios. Para outros tipos de
subespagos, entretanto, sao obtidos algoritmos mais eficientes generalizando métodos de busca
em subespacos de fronteira lincar (tipicamente semi-espa¢os e simplexos) para o caso nao linear.
Por exemplo, para busca em subespago circular no plano, a aplicacio direta de linearizagdo em
3 dimensbes resulta em um algoritmo com tempo de busca O( ¥N*/3), utilizando uma quantidade
linear de memoria. Todavia, substituindo semi-espagos por circulos em algumas solu¢des para
busca em semt-espagos (por exemplo [Mat91c]) e realizando as generalizagOes necessirias, pode-
se obter tempo de busca O(v/N), com memdria Enear.

Algoritmos inspirados em linearizagao e baseados em generalizagao de solugbes propos-
tas para busca em semi-espagos e para buscas simpliciais sao abordados por Agarwal e Ma-
tousek [AM92a, Mat93a]. Eles propéem uma estrutura para busca em subespagos determinados
por polinémios com uso de memdria e tempo de pré-processamento linear, permitindo efetuar
buscas em tempo O(N1~1/%+€) onde b é uma constante tal que d < b < 2d -3 ec > 0 éuma
constante arbitriria.

Agarwal e Matou3ek conjeturam que nas solugGes para busca em subespagos polinomiais que
utilizam meméria linear, o tempo de busca depende do niimero de dimensdes d e que nas soluges
com tempo de busca poli-logaritmico, o 1so de meméria depende do niimero de parimetros K
do vetor de parametros @ = {a,,...,ax), relativo ao polinémio f(z,a) {(se¢io 1.2.2). Baseados
nas medidas de desempenho obtidas para busca em subespaco circular no plano, eles levantam a
suposicao que o tempo minimo de busca com meméria linear seja O(N“"’d) e que a gnantidade
de memdria necesséria para efetuar busca em tempo poli-logaritmico seja O(NE+1).

Entretanto, a prova de tal suposi¢ao para d > 3 é um problema em aberto. Esta questdo
esbarra no problema de decompor um arranjo de variedades algébricas (“hiper-superficies” no
espago d-dimensional, determinadas por polinémios de grau limitado) em um conjunto de células
simples {com complexidade de descricio limitada), um dos maiores problemas em aberto em
geometria computacional atualmente,
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Fles concluem que se um arranjo de m variedades algébricas em R® puder ser decomposto
em O’} células simples, onde b > 0 & uma constante, entio serd possivel obter tempo de busca
O{N1~15*2) com meméria lincar ou entio tempo de busca poli-logaritmico com utilizacio de
meméria proporcional a O N+e),



Capitulo 3

Busca em subespaco ortogonal

O problema de busca em subespago ortogonal, como vimos na se¢do 1.2.2, consiste em determinar
(ou contar) os pontos da base de dados I” contidos em um hiper-retangulo isotético o, dado pelo
produto cartesiano dos intervalos de busca ¢; = [a;,b;] das varias dimensoes (1 < & < d). A
figura 3.1-a 1lustra o problema de busca em subespago ortogonal no plano e a figura 3.1-b mostra
as faixas no plano correspondentes aos intervalos nas vérias dimensoes.

(® (®)

Figura 3.1: Busca em um subespago ortogonal no plano (a) e o mesmo subespago visto como a
intersecio de faixas correspondentes aos intervalos nas duas dimensoes (b).

O fato do subespaco de busca o ser um hiper-retingulo isotético permite calcular intersegbes
de o com sub-regites do espaco multidimensional mais facilmente do que se fossem considerados
subespacos de busca de formatos arbitrarios. As operagoes de teste envolvidas nas solugbes de
busca em subespago ortogonal freqiientemente sio bem mais simples do que aquelas requeridas
por outros tipos de subespagos de busca. A consulta de contencio de um ponto em um hiper-
retangulo d dimensional, por exemplo, requer apenas 2d comparagoes, relativas aos extremos dos
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intervalos o; = [a;,b;]. Fsta caracteristica ji ¢ suficiente para tornar o problema de busca em
subespago ortogonal mais [Acil de ser Lratado, pois torna os algoritmos mais simples e minimiza o
tamanho das constantes multiplicativas embutidas nas equacoes de complexidade das solugoes.
A KD-Tree (se¢do 3.1.1) ¢ Quad-Tree (segio 3.1.2) sio exemplos de estruturas que, etnbora
possam ser utilizadas para outros tipos de consultas (especificainente busca em subespagos de
outros formatos), tém algoritmos mais cficientes para busca em subespago ortogonal do que para
esses ontros tipos de consultas.

Além disso, no caso ortogonal cada intervalo de busca a; identifica uma faixa em I’ con-
tendo o subespago de busca {veja figura 3.1-b). Utilizando esta propriedade é possivel transfor-
mar o problema d-dimensional emn um certo mimero (preferencialmente pequeno) de problemas
(d — 1}-dimensionais. Tal técnica aplicada rccursivamente constitui o paradigma de divisio e
conquista multidimensional (secdo 2.4), o qual prové a concepgao algoritmica bdsica da estrutura
Range-Tree (se¢do 3.1.3), uma das mais eficientes para efetnar busca em subespago ortogonal.
Aplicando-se os paradigmas de buscas por propagagio (se¢io 2.5) e abordagem funcional para
estruturas de dados (seqdo 2.6) é possivel alcancar a solugio dtima, para alguns casos de busca
em subespago ortogonal.

3.1 Algumas solugoes

Dentre as estruturas mais difundidas e eficientes para solucionar o problema de busca em sub-
espago ortogonal estdo a KD-Tree, a2 Quad-Tree e a Range-Tree. Existem diversas variagbes de
cada uma destas estruturas na literatura (veja secZo 3.3}, hd variacées com diferentes relagoes de
compromisso entre as medidas de desempenho e podem ser aplicadas diversas técnicas sobre estas
estruturas para melhorar o desempenho (muitas vezes sob determinadas restrigoes do problema).
Neste trabalho, entretanto, estas estruturas sao descritas apenas em sua forma mais tipica.

A KD-Tree, a Quad-Tree e a Range Tree baseiam-se todas em estruturas de arvores, onde
cada nd v é associado a uma regiao R(v) do espago multidimensional ' e a am conjunto de
pontos P(v) = PN R(v). Cada regiao R(v) correspondente a uma face ou conjunto de faces de
uma particdo de I'.

A KD-Tree e a Quad-Tree sio bastante semelhantes. As parti¢ées do plano efetuadas por
uma KD-Tree e uma Quad-Tree sio ilustradas nas figuras 3.2-a e 3.2-b, respectivamente. As
divisoes do espaco I' se alternam entre as as dimensoes na KD-Tree e sio efetuadas em todas
as diregbes em cada né da irvore, no caso da Quad-Tree; mas em ambas a parti¢do do espago é
representada em uma iunica estrutura de drvore. As duas estruturas occupam memédria linear e
podem efetuar buscas em tempo O{N'~1/¢) no pior caso e O(log N) no caso médio.

A Range-Tree, por sua vez, efetua a particao do espag¢o multidimensional I' independente-
mente em cada uma das dimensoes, de acordo com o paradigma de divisao e conquista multi-
dimensional (secdo 2.4). H4 uma drvore primdria correspondente a uma particio na primeira
dimensao, tal que cada nd aponta para uma estrutura que ird auxiliar a solucionar o problema
a partir da préxima dimensio, recursivamente e considerando somente os pontos de P(v). Uma
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partigao do plano efetuada por uma Range-Tree é ilustrada na figura 3.2-¢. A Range-Tree ocupa
memdria O(N log?™! N) e permite cletuar buscas em tempo O(log"™! V).

R ==

(a) (b) ©

Figura 3.2: Parti¢bes do plano efetvadas por algumas cstruturas voltadas para busca em subes-
pago ortogonal: (a) KD-Tree, (b) Quad-Tree e (c) Range-Tree.

Embora a Range-Tree apresente melhor desempenho assinidlico de pior caso nas buscas,
muitas vezes as estruturas mais adequadas em aplicagoes praticas sdo a KD-Tree e a Quad-Tree,
pois podem alcangar melhor desempenho no caso médio [BS75] e sao mais versateis, permilindo
busca em subespagos de outros formatos (por exemplo, subespagos circulares e semi espacos)
com medidas de desempenho anilogas (salvo pelas constantes multiplicativas) [Ben90]. Além
disso, 0 uso de meméria de uma Range-Tree torna-se elevado para dimensoes mais altas®.

A seguir, essas irés estruturas sao descritas mais detalhadamente.

3.1.1 KID-Tree

A estrutura KD-Tree [PS85, Ben75] é também conhecida por irvore bindria de busca multidi-
mensional ( multidimensional binary search tree) e foi uma das primeiras estruturas empregadas
para solucionar buscas em espagos multidimensionais. O K (maiisculo) de KD-Tree diz respeito
ao nimero de dimensoes do espago I'. Ficamos com o nome KD-Tree a fim de manter a nomen-
clatura usualmente empregada na literatura. Assim, considere nesta se¢io K = d. O tamanho
da saida continua sendo denotado por & (minisculo}.

Uma vantagem significativa da. KD-Tree na solugiio de problemas de busca em subespagos é
sua versatilidade, permitindo o processamento eficiente de virios tipos de consultas. Além de
busca em subespago ortogonal, a KD-Tree pode também ser empregada na solugao de consultas
de vizinhanga e busca em subespago circular (se¢ao 4), por exemplo.

'IEmbora seja o{ ¥?) para qualquer d constante.
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Descrigao da estrutura

A KD-Tree & baseada em divisdes sucessivas do dominio de busca por meio de hiperplanos
perpendiculares aos cixos coordenados, de modo que cada lado de uma divisao de uma regiao
por um hiperplano contenha (aproximadamente) metade dos pontos daquela regiio,

Considere os valores de cada coordenada todos distintos para os pontos da base de dados P,
para cfeito de simplificacao da descricao a seguir?. A cada né » da KD-Tree é associada nma
regiao R(v) do espago multidimensional ' e o conjunto de pontos P(v) = P N R(v), isto é, o
subconjunio dos pontos de P contidos no interior de R(»}. Toma-se a mediana dos pontos de
P(v) segundo uma das coordenadas e o ponto correspondente a mediana é armazenado no 16 v.
O valor da mediana define um hiperplano, perpendicular a coordenada em questao, que divide
R(v) em duas partes disjuntas R, 7{v) e Rs,(v), cada qual contendo aproximadamente metade
dos pontos de P(v}). Rinp(v) (Rsup(v)) contém os ponios com valores da coordenada em questdo
menores (maiores) que o valor da mediana. Cada uma dessas duas regides serd associada a um
dos filhos de v,

P, 1
» Pg
F, e
i ] P6
P, Py
PE
J
P27 s P,
PS
(® (®)

Figura 3.3: Uma KD-Tree para P = {p1,...,p10}. A parte (a) mostra uma subdivisao do espago
¢ a parte (b) mostra a KD-Tree correspondente.

A raiz da KD-Tree é associado todo o espaco de busca I' e a divisio do espago ¢ efetuada
perpendicularmente & primeira coordenada, da forma mencionada acima. Procede-se recursi-
vamente nos filhos, alternado a coordenada de corte a cada nivel da arvore, ciclicamente. A
subdivisao cessa quando sac obtidas regides com nenhum ponto da base de dados P e essas
regides sio associadas as folhas da KD-Tree. A parti¢io do espago bidimensional para um
conjunto de dez pontos e a KD-Tree correspondente sao ilustrados na figura 3.3, na qual nds
circulares representam cortes verticais ¢ nds quadrados cortes horizontais.

2¥prmas de tratamento de situagdes patoldgicas podem ser encontradas em [OvL82] e [Ben90)].
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O algoritmo de busca utibzando a KD-Tree

Vejamos agora o uso da KID-Tree para efetirar busca em subespaco ortogonal.  Congidere a
imeracao de uma regido R(v), associada ao né v da K1D-Tree com o subespaco de busca o, de
modo que se tenha uma interse¢gido nio vazia (isso certamente acontece na raiz, considerando
@ #0). A regidao R(v)} é dividida em duas partes Rins(v) ¢ Ryp(v), cada qual associada a um
dos fithos de v ¢ o ponto de mediana na dire¢ho sendo considerada, p{w), no qual é efetuada a
divisio de R(w) fica armazenado em v, Fntdo, basta testar se o ponlo p(w) associado ao né v
estd em o (neste caso ele faz parte da saida) e prosseguir a busca somente no(s) fitho{s} enjas
regives associadas tenham intersecio nao vazia com o subespago de busca (Ri{v) | Ri(v)No #
% i € {inf, sup}).

Um algoritmo simples para busca em uma KD-Tree ¢ especificado abaixo. Denota-se por
v.esq (v.dir) o filho & esquerda (direita) do né v, p(v) o ponto de mediana associado ao né v,
p(v).valli] o valor da i-ésima coordenada do ponto p{v) e o.a[i] (o.5[i]) o extremo inicial (final)
do intervalo correspondente i i-6sima coordenada no subespaco de busca o = [a), &) X [ag, by] x
... X [ag,bq]. Uma busca na KD-Tree T, pelos pontos contidos em o, partindo da primeira
coordenada é especificada por Busca(raiz(7T'),o,1), utilizando a funcio abaixo.

function Busca(v,0.i)
begin
if » ndo é folha then

if (p(v) € o) then p(v) estd no subespaco;
if (5.a]¢] < p{v).val[i]} then Busca(v.esq,0,(i mod d) + 1);
if (0.b[¢] > p(v).valli]) then Busca{v.dir,o,(i mod d) + 1);
((i mod d) + 1 denota a préxima coordenada)

end;

O tempo de busca é demonstrado ser sub-linear [LW77], quando & € o(N). A figura 3.4
ilustra uma busca na KD-Tree da figura 3.3, indicando os nés visitados pelo procedimento de

busca.

Complexidades
C: O(N1-V4 1 ) (d > 2)
M:O(N)
P:O(Nlog N)

O comportamento da KD-Tree é 6timo em termos do uso de meméria. Entretanto, o mau de-
sempenho de pior caso do procedimento de busca motivou o desenvolvimento de outros métodos
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Figura 3.4: Procedimento dc busca em uma KD-Tree. Na parte {a) vé-se 0 subespago de busca
e na parte (b} o caminho percorrido na arvore.

permitindo buscas mais eficientes, ainda que as custas de maior uso de meméria.

3.1.2 Quad-Tree

Na Quad-Tree de pontos (point Quad-Tree)® [FB74, BS75], da mesma forma que na KD-Tree,
cada né v corresponde a uma regiao R(v) do espago I e ao conjunto de pontos P(v) = PNR(v),
coutidos no interior da mesma. Em cada né v de uma Quad-Tree também se considera uma
particao de R(v), no ponto médio de P(v) (médio segundo uma de suas coordenadas) que é
armazenado em v, poréin, a ceda no v considera-se guebras de R(v) em fodas as dimensoes,
nas posicoes dadas pelas coordenadas do ponto médio. Assim, nm né interno de uma Quad-
Tree em R? possui sempre 4 {ilhos, correspondendo aos quadrantes. Uma “Quad-Tree” em R®
pode ser chamada de Octal-Tree, uma vez que cada nd interno possui 8 filhos (relativos aos 8
octantes). Generalizando, em d dimensdes cada né interno tem 24 filhos. Uma particio do espaco
bidimensional por uma Quad-Tree e a estrutura correspondente sao ilustradas na figura 3.5.

As medidas de complexidade da Quad-Tree s3o as mesmas da Range-Tree.

3Sempre que nos referimos a Quad-Trees estamos [alando de Quad-Trees de pontos. As Quad-Trees no sentido
geral sio também utilizadas para represcatagio de objetos geométricos, aproximando a forma destes objctos por
uma hierarquia de quadrados em R’ ou cubos em R”. Neste iltimo caso, as estruturas sio chamadas Octal Trees
e sio generalizacies de KD-Trees para 3 dimensoes,
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Figura 3.5: A Quad-Tree para P = {p1,...,p1o}- A parte (a) mostra uma subdivisio do espaco
¢ a parte (b) mostra a Quad-Tree correspondente.

Complexidades

C:O(N'-Ve 1 k) (d > 2)
M:O(N)
P:O(NlogN)

3.1.3 Range-Tree

Para explicar a estrutura da Range-Tree [PS85, Ben80, Wil82a, Lue79, Wil78, Lue78], vamos

primeiramente definir a estrutura denominada arvore de segmentos, na qual ela se baseia.

A Arvore de segmentos

Uma drvore de segmentos (segment tree) subdivide um dominio linear y em uma hierarquia de
parti¢bes em segmentos, denominados segmentos candnicos. Cada particdo do dominio corres-
ponde a um nivel! da drvore de segmentos, isto é, a uniio dos segmentos candnicos associados
a um mesmo nivel da drvore é igual ao dominio ¥ e a intersecio de qualquer par dos mesmos
é nula. As particdbes componentes desta hierarquia sio cada vez mais finas a medida que se
desce nos niveis da drvore e sio realizadas de acordo com um conjunto P de elementos de dados

armazenados, tomados em .

Seja uma arvore de scgmentos para um conjunto P de N valores tomados em 7. A cada

*Nivel aqui se refere i profundidade na arvore.
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n6 v desta drvore corresponde nmn segmento y{w)} e o conjunto de elementos de P contidos em
Y{v), denolado por P(#). A raiz da arvore de segmentos corresponde a todo o dominio vy e
portanto, a todos os elementos de . A divisao em cada nd v é realizada no valor da mediana
dos valores de P(#}, sendo o {ilho A esquerda (direita) associado & por¢io do segmento ¥{v) na
parte inferior (superior) da madiana, denotada por i s(v) (sup(v)), € 0s ponlos nela contidos
Pig(v) { Poup(9)). Esse processo é aplicado recursivamente na descendéncia dos nos formados,
até as folhas que ficam em correspondéncia um a um com os intervalos cutre valores adjacentes
de P.

Um intervalo arbitrdrio emn y é subdividido por uma drvore de segmentos em, no maximo,
(2 - [log N] — 2} intervalos canénicos, como ilustrado na figura 3.6, na qual se pode ver uma
arvore de segmentos armazenando os valores inteiros de 4 a 15 ¢ a partigdao do intervalo fechado
[5, 14] em cinco segmentos candnicos, correspondentes aos nés realgados.

Figura 3.6: Uma drvore de segmentos ¢ a parti¢io de um intervalo em uma segiiéncia de intervalos
candnicos. :

A Range-Tree

A estrutura Range-Tree é um exemplo tipico de aplicacdo do paradigma de divisido e conquista
multidimensional (veja secao 2.4). Ela utiliza irvores de segmentos para efetuar buscas nas
varias dimensdes e ha uma tnica arvore de segmentos para a primeira dimensao (vy;), denomi-
nada drvore de segmentos primaria. Cada né v da arvore de segmentos priméiria corresponde a um
intervalo canénico dentro do dominio v;, sendo cada qual ligado a uma estrutura secunddria, que
pode ser vista como numa Range-Tree definida recursivamente para a proxima dimensio, consi-
derando os elementos de P(v) a partir da segunda coordenada (P(v) = {p' = (z2,...,24); p=



SkeAO 320 Cotas inferiores 59

{xy,22y....24) € P(v}}). Na dltima dimensdo, tem-se vetores ordenados ou arvores de busca
para 0s conjuntos de pontos considerados.

Busca em subespago ortogonal utilizando a Range-Tree

Para efetuar busea em subespaco ortogonal utilizando uma Range-Tree, busca-se os valores
correspondentes aos extremos a; ¢ by do intervalo de busca o = [, by] da primeira dimensao na
arvore de segmentos primaria, identificando-se os nos correspondentes aos intervalos candmicos
gque compoemn gy, kKnlao, procede-se recursivamente nas estruturas apontadas por esses nos,
considerando {no mdximo {2 - [log N| - 2)) problemas andlogos decrescidos em uma dimensio
¢ levando em conta somente os pontos contidos em cada inlervalo canénico. A complexidade
resultante para o tempo de busca é O(log® N), onde N é o tamanho da base de dados e d é o
niimero de dimensées. A figura 3.7 ilustra uma Range Tree e o procedimento de busca.

O processo de busca pode ser agilizado aplicando-se buscas por propagagao (se¢do 2.5) na
filtima dimensao da Range-Tree, onde se tem vetores ordenados pelos valores de chave da ultima
dimensio. Adiciona-se ponteiros entre vetores correspondentes a nés adjacentes nas arvores de
segmentos da dimensdo anterior, a intervalos regulares, de forma a permitir a propagacao de
valores de chave de cada né para os seus filhos. Isso permiie que uma busca, realizada no vetor
correspondente A raiz de uma drvore de segmentos na dimensao anterior, possa ser propagada
para 0s vetores relativos ans nds descendentes. Com este processo de propagagao, evita-se repetir
as buscas binarias nos vetores correspondentes a nds nao raiz na dimensdo anterior, resultando
na economia de um fator O(log N) do tempo de busca. A Range-Tree em que as estruturas de
busca na tltima dimensao sao acrescidas destes ponteiros auxiliares é denominada Range-Tree
com pontes (bridged range tree) [LW82, Wii85, P585].

Complexidades
C:O(log®™ ' N + k) (d > 2)

M:O(N log®~! N)
P: O(Nlog? ! N)

Aplicando-se a transformacao de sobreposicao & Range-Tree para duas dimensoes analisada
com a abordagem funcional (se¢io 2.6}, consegue-se reduzir o uso de meméria para linear, sem

afetar o tempo de busca em problemas de contagem e aumentando-o para O (k (log %)E + log N)
em problemas de enumeragio, onde k € o tamanho da saida e ¢ > 0 é uma constante [Cha88].

3.2 Cotas inferiores

Os trabalhos mais antigos a respeito de limites inferiores para busca em subespaco ortogonal que
encontramos sio [Lue78, Fre8la, Yao85, Vai89] e os limites inferiores obtidos mais recentemente
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Figura 3.7: Busca em uma Range-Tree para o conjunto de pontos P = {p1,..-,P1a} no plano.
A parte (2) mostra a distribui¢io dos pontos no plano, o subespago de busca e os segmentos
canonicos da primeira dimensio utilizados ra busca. A parte (b) mostra a Range-Tree corres-
pondente e o percurso de busca nela efetuado.
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sa0 descritos a segulr.

Willard [Wil89] demonstra que em d dimenstes Q(log? N ) é um fimite inferior para o tempo
de exccugao de operagoes de busca, inser¢do ¢ remogao, relativas ao caso lotalmente dinamico
do problema de busca em subespago ortogonal, no modelo aritmético (se¢do 1.5.1).

Chazelle publicou dois artigos recentes com limites inferiores para busca em subespaco orto-
gonal no caso estatico [Chaf90a, Cha90bl. No primeiro artigo [Cha90a] é demonstrade que, no
modelo de maquinas de ponteiros (segio 1.5), um tempo de consulta em modo de enumeragdo
O{log® N + k), com ¢ > 0 conslante s6 podce ser atingido as custas de memdria:

_ log N \*! ,
M _Q(N-(W) ) (3.1)

onde d & o nimero de dimensées.

No segundo artigo [Cha90b], Chazelle demonstra que com uso de memdria O{m) o tempo
necessario para cenlagem dos pontos contidos em um subespago ortogonal, tanto no pior caso

. log N \*! .
o (im) ) 32

Note que cstes limites (equagoes 3.1 e 3.2} estdao baslante proximos das cotas superiores
obtidas com o uso da Range-Tree (se¢io 3.1.3), permitindo concluir que busca em subespago
ortogonal é um problema essencialmente resolvido, do ponto de vista das medidas assintoticas
de complexidade.

quanio no caso médio é:

no modelo aritmético.

3.3 Notas bibliograficas

As resenhas de Bentley e Friedman [BF79] e de Bentley e Manrer [BM80] fornecem indicacées dos
primeiros resultados obtidos para busca em subespago ortogonal. As obras de Mehihorn [Mel84],
Preparata e Shamos [PS85) e Sedgewick [Sed88] contém descricdes de algumas solugbes para
busca em subespago ortogonal, compara¢bes entre as mesmas € alguns dos primeiros limites
inferiores estabelecidos para o problema, nas segbes relativas a busca em subespacos.

Diversos trabalhos tém sido publicados ao longo das duas dltimas décadas a respeito de
solucdes para busca em subespago ortogonal. Anadlises de custo de operacoes de busca em
KD-Trees e Quad-Trees podem ser encontradas em [FB74, BS75, LW77, FGPR91], suporte a
operacdes de atualizagio em [FB74, Ben75, Sam80, OvL82, Ben90j e tratamento de entradas
patolégicas (pontos com alguma coordenada com o mesmo valor, por exemplo) em [OvES82,
Ben90). Aplicacbes de KD-Trees a outros problemas de busca encontram-se em {Ben75, Ben90]
e variacoes de KD-Trees sio propostas em [FBF77, Zol78, Spr91]. Silva Filhe [Sil81] descreve
alguns experimentos a respeito da otimizac¢io de KD-Trees em meméria secundaria.,



62 CArfTULO 3: Busca em subespaco ortogonal

Som respeito as operagdes de busca e atualizagio em Range-Trees e variagdes da estrutura,
pode-se citar os trabalhos de Bentley, Willard e Lucker [WilT8, Lue?8, Lue79, Beng0, Wil82a,
Wil85, WIRS|.

Aplicando o paradigma de fillragens sucessivas (secao 2.2) & solu¢do de busca em sub-
espaco ortogonal baseada em Range-Tree, Chazelle [Cha86] conscguiu economizar um fator
multiplicativo 1/loglog N no uso de memdria da estrutura de dados (secao 3.1.3). Ele conse-
guiu efeluar consultas em d-dimensées em tempo O((logN}d*l), com ntiliza¢dio de membéria
O(N(log N)*~ " Jloglog N), provando que o limite superior O(N (log N)?~'} nio cra uma cola
inferior e alcancando o limite superior demonstrado por ele posteriormente (segao 3.2). Além
disso, o algoritmo ¢ conceitualmente bastante simples, uma vez que ¢ constituido de blocos de
construcao independentes e pode ser parametrizado, olerecendo varias possibilidades de relagoes
entre tempo de busca e espaco ocupado pela estrutura pré-processada.

Em [0SdBvK$0, $090) é tratado o problema de arinazenamento de Range-Trees em memdoria
secunddria. No primeiro artigo [0SdBvK90], sdo apresentadas varias formas de dividir a Range-
Tree em blocos a serem armazenados na meméria secundaria, proporcionando diversas retagoes
entre o nlimero de acessos a disco e a quantidade de memoria transportada em cada acesso efetu-
ado para realizar consultas ou atualizagdes. No segundo artigo [SO90], sio demonstrados limites
inferiores para as divisdes da Range-Tree em blocos, provando que muitas das divisdes empre-
gadas no primeiro artigo sio otimas. Estes sio alguns dos poucos trabalhos que encontramos
a respeito do armazenamento em memdria secundaria, de estruturas voltadas para soluctonar
problemas de busca em subespagos em varias dimensdes (veja secio 1.4.5).



Capitulo 4

Busca em subespaco circular

O problema de busca em subespago circular consiste em determinar os pontos da base de dados
P contidos em um “hiper-disco” o(o,r) de dimensdo 4, com centro 0 € I e raio r € R. Uma
busca em subespaco circular é flustrada na figura 4.1-a.

Este problema ests intimamente relacionado com o problema de determinar os A vizinhos
mais proximos' de um ponto de consulta o € T' [P§85, Ede87]. Ambos dizem respeito & proximi-
dade dos pontos de P em relacao ao ponto de consulta 0. No problema de busca em subespago
circular hd uma distancia maxima r (o raio do disco) para os pontos satisfazendo & consulta
(figura 4.1-a), ao passo que no problema dos A vizinhos mais préximos limita-se o nimero de
pontos a serem retornados (figura 4.1-b).

Uma vez que busca em subespaco circular e A" vizinhos mais préximos envolvem proximidade,
pode-se utilizar diagramas de Voronoi como estruturas basicas para determinar as decomposigoes
do espago I' que vao orientar a concepgio de estruturas pré-processadas para auxiliar as buscas.

Os trabalhos encontrados na literatura a respeito do problema de busca em subespago cir-
cular, até o presente momento, sdo voltados principalmente para o problema restrito a duas
dimensdes. Assim, também as estruturas consideradas neste capitulo sio adequadas especi-
ficamente para busca em discos no plano. Aplicando o paradigma de linearizagdo (se¢do 2.8),
pode-se utilizar algumas soluges propostas para o problema de busca em semi-espagos (capitulo
6), para obter solu¢des para busca em subespago circular em varias dimensoes.

As solugbes descritas neste capitulo baseiam-se em diagramas de Voronoi de K-ésima ordem
(secio 4.1.1) e diagramas de Voronoi de A'-ésimo vizinho mais proximo (segao 4.1.2), os quais
permitem particionar o espago I' em classes de equivaléncia, sugerindo o paradigma do lugar
geométrico (se¢io 2.1) para solucionar o problema dos K vizinhos mais préximos com K fixo.
Aplicando-se o paradigma de filtragens sucessivas (se¢ao 2.2) € possivel aperfeigoar a técnica,

! Neste capitulo, uttlizaremos A (maiisculo) para denotar o grau de vizinhancade um ponto p € P em relagio
a nm ponto de consulta ¢ € T (veja definicio de diagrama de K-ésimo vizinho mais préxime na segio 4.1.2) ou o

escopo (ordem) de um diagrama de Voronol (veja definigio de diagrama de Voronoi de A-ésima ordem na secio
4.1.1}. O & (mindsculo) contirua denclando o tamanho da saida.

63
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(a) (b)

Figura 4.1: O problema de busca em subespago circular {a) e sua relacao com o problema de
determinar os A" vizinhos mais préximos (b}.

levando a soluctes para o problema dos A vizinhos mais préximos com K varidvel e para busca
em subespaco circular.

As solucoes utilizando diagramas de Voronoi sao adequadas, isto é, garantem o tempo de
busca de pior caso limitado, somente para problemas de enumecragao, uma vez que utilizam ©
paradigma de filtragens sucessivas.

A seguir, sao descritas algumas deslas solugoes, partindo da mais simples para a mais sofis-
ticada.

4.1 Algumas solugoes

4.1.1 Solugio direta por diagramas de Voronol

Preliminares

A idéia de de utilizar diagramas de Voronoi para solucionar consultas de vizinhanca se deve a
Bentley e Maurer [BM79]. Uma possibilidade é utilizar o diagrama de Voronoi de K-ésima ordem
(K th order Voronoi diagram) [PS85]:
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Diagrama de Voronoi de A'-ésima ordem:
Seja I C I' um conjunto de N pontos no espaco multidimensional I'.
Seja P um subconjunto ndo vazio de P.

Seja vor(P) a regido do espaco I’ tal que um ponto arbitrdric no interior da mesma
€ mais préximo de qualquer ponto de P do que de gqualquer outro ponto em P — P.

O diagrama de Voronoi de A'-éstma ordem (0 < A" < N) para P, denotado por
Vorp(P) é a particio do espaco I' na colecio de regides vor(P), onde P € 2" ¢

[Pl = K:

Vory(P) = {vor(P)| P 2", |P| = K} (4.1)

A ordem A do diagrama Vorg(£’) ¢ também denominada escopo do diagrama.

Dois pontos qualsquer contidos em uma mesma regiao vor(P) de Vorg( P) possuem o mesmo
conjunto de A vizinhos mais préximos P. A figura 4.2 iustra um diagrama de Voronoi de
ordem 3 para o conjunto de cinco pontos P = {py,p2, 3, P4, Ps} no plano euclideano. Cada
regiao vor(p;, pj, p) de Vors(P) tem como conjunto de 3 pontos mais proximos {p;, p;, P}, com
1<14,7,k<5.

0 leitor pode verificar que Vorg (P}, para um conjunto de pontos P no plano euclideano?

é uma partigio do plano (uma subdivisio planar) cujas células sao poligonos convexos pos-
sivelmente ilimitados. DPara alguns subconjuntos P C P a regido vor(P) pode ser vazia. E
demonstrado inclusive que somente O(¥°) das Z}\’;} (f) = 9% _ 2 possibilidades para P C P
com 0 < |P| < N correspondem a alguma regido vor(P) ndo vazia [Lee82].

Duas propriedades dos diagramas de Voronoi de K -ésima ordem em R? relevantes na solugao
de consultas de vizinhanca sao:

1. Vorg(P) pode ser visto como um grafo planar, cujos vértices tém grau maior ou igual a
3 ecom O(K(N — K)) vértices, arestas e faces.

2. Uma vez que Vorg(P) constitui uma subdivisdo planar, pode-se realizar localizagdo de
pontos neste diagrama em tempo O(log V), utilizando uma estrutura de dados pré-pro-
cessada de tamanho linear no nimero de células (vértices, arestas e faces) do diagrama,
O(K(N — K)) [LT80, Kir83). '

2Da.(.ll.li para [rente, considere [ = R2, a pdo sel que seja especificado de forma diferente,
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Figura 4.2: Um diagrama de Voronoi de ordem 3, onde a regiio hachurada tem como 3 vizinhos
mais préximos os pontos realgados com citculos.

Descrigiao

A definicdo de diagrama de Voronoi de A -ésima ordem sugere o paradigma do lugar geométrico
{se¢do 2.1) para solucionar o problema de K vizinhos mais préximos, pois efetua a divisao do
espago de consultas em classes de equivaléncia {as faces onde o conjunto de K vizinhos mais
proximos € constante). Para determinar os A vizinhos mais proximos de um ponto de consulta
g € T basta efetuar umalocaliza¢io deste ponto em Vorg{P). O inconveniente desta abordagem
é que so se consegue efetuar consultas com X fixo.

A solugao aqui apresentada baseta-se na descri¢io encontrada em [CCPY86] e se aplica tanto
ao problema dos k vizinhos mais préximos com % variivel, quanto a busca em subespaco circular
e é uma aplicacdo da idéia bdsica de localizacdo em diagramas de Voronoi de K-ésima ordem
em conjungdo com o paradigma de filiragens sucessivas (se¢ao 2.2). Ela utiliza uma seqiiéncia
de diagramas de Voronoi de varias ordens:.

{Vor,(P);i=0,1,...,[logN] - 1} (4.2)
A cada face vor(P) desses diagramas é conectada a lista de vizinhos mais préximos relativa

a P, denominada lista de vizinhanca (neighbor list). Dada uma busca em um subespago circular
a(o,r), onde o é o centro e 7 o raio do disco de busca, o ponto o é sucessivamente localizado em
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cada um dos diagramas Vory(P), i = 0,1,2,... e a lista de vizinhanga correspondente & face
contendo o ponto o de cada diagrama ¢ examinada, '

Este processo de localizacio nos diagramas e verificagio das listas de vizinhanga termina
quando for encontrado wm ponto p numa lista de vizinhanga tal que dist(o,p) > r. Isso significa
dque alista de vizinhanga em questao contém os pontos que satisfazem a consulta ¢ possiveimente
mais alguns. O tamanho da lista de vizinhanga em questao é no maximo o dobro da quantidade
k de pontos satisfazendo a consulta e desta forma ela pode ser percorrida em tempo O(k) para
filtrar os elementos desejados.

Se nenhuma das 2M08NT listas de vizinhanca que podem ser analisadas contiver um tal
clemento p, entdo pelo menos a metade dos pontos de P estdo contidos em o(o, 7) de modo que
se pode efeluar uma busca seqiiencial em P, sem afetar o lempo de busca assintético da solugio.

A meméria ocupada pela estrulura pré-processada necessaria para cfetvar as buscas em
modo de enumeracao é a soma dos espagos ocupados pela seqiiéncia de diagramas de Voronoi,
juntamente com as listas de vizinhanca de svas faces:

[togN] -1 2y [log N 2
: . 2 -1 N
m= Y 2" (N-2)<N- ((“’)ETT_) < N - 22_+13 = O(N?) (1.3)
=0

O tempo de consulta depende do tamanho total {(k) das listas de vizinhanga examinadas,
onde k denota o tamanho da saida:

k)= 14+ 2+4+... 4 2l8H+ < 4k = O(k) (4.4)

Se k < log N -loglog N o tempo de busca (localizagdes de pontos nos O(log k) diagramas de
Voronoi) domina o tamanho do conjunto recuperado, ao passo que a enumeragio da safda é o
tempo dominante para £ > log N -loglog N. Assim, o tempo de consulta é O(log N -loglog ¥ +k).

O tempo de pré-processamento € o necessario para construir os diagramas de Voronoi de or-
dem mais alta com as listas de vizinhanga das faces. Pode-se otilizar o algoritmo de Lee [Lee82]
para construir cada diagrama Vorg{P) em tempo Q(A2N log N). Este algoritmo retorna jun-
tamente com o diagrama os conjuntos de K vizinhos das faces, sem custo adicional. Mais
recentemente, Edelsbrunner e Seidel [ES86] propuseram um método 6timo para a construgio de
um diagrama de Voronoi de ordem K qualquer, isto é, em tempo O(N?>) para qualquer ordem
K, mas portanto menos eficiente que o método de Lee para K € o N/+/log N).

As medidas de complexidade da solugio para busca em subespago circular descrita acima
sao sintetizadas a seguir.
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Complexidades

COlog N -loglog N + k)
M:O(N?)
P: O(N?)

Note que o uso de memdria tem um fator O{ N ) a mats que os limites inferiores estabotecidos
(secao 1.2), o que justifica a pesquisa de algoritmos mais cficientes. As duas solugbes apresen-
tadas a seguir mostram como se pode eletuar compactacio das listas de vizinhanca e utilizar
diagramas com cscopos limitados para diminuir esta demanda de meméria.

4,1.2 Solucao de Chazelle, Cole, Preparata e Yap
Preliminares
Esta solucao [CCPY86) é um aperfeicoamento da solucdo anterior (segdo 4.1.1), com ganhos

tanio no uso de memédria quanto no tempo de consulta. Ela utiliza o conceito de diagrama de
K -esimos vizinhos mais proximos ( A’ th pearest neighbors diagram).

Conceitos relacionados com vizinhanca:
Seja P C T um conjunto de N pontos no espaco multidimensional I'.

O grau de vizinhanca de um ponto p € P em relacdo a um ponto de consulta ¢ € T
é a posicao de dist(p, ¢) na seqiiéncia ascendente {dist(p:;,q) | p; € P, 1<i< N}.

Q K-ésimo vizinho de § em P é o ponto p € P cujo grau de vizinhanca em relacio
agéiguala K.

0 diagrama de A-ésimos vizinhos mais proximos para P, denotado por Vizg(P)
é a particio do espaco I' em um conjunto de regides, tal que quaisquer dois pontos no
interior de uma mesma regtdo tém ©0s seus conjuntos de K-ésimos vizinhos idénticos.

O diagrama de K -ésimos vizinhos mais préximos Vizg (F) para um conjunto de pontos P
no plano euclideano, quando viste como um grafo tem a seguinte relagao com o diagrama de
Voronoi de K-ésima ordem Vorg (P) (secdo 4.1.1)3:

Vizg(P) = Vorg_1{P)U Vorg(P) (4.5}

*Na equagio que se segue, a operacio de unido diz respeito aos conjuntos de vértices e de arestas do gralo.
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A figura 1.3 ilustra a obtengdo do diagrama de terceiros vizinhos mais proximos Vizs( P)
para o conjunto de pontos I = {p, p2, p3, pa, Ps} no plano cuclideano, através da unido dos
diagramas de Voronoi de ordem mais alta Vor,(?) e Vory(P).

. ‘.P4
p5 !
’
’
l“\
R - Y
....... _," Y ""
] L
P 1
L ¥ .
* ] p3
I 1
d -—-"‘J|
bamuwer" - .
r
pl ooe o
S ‘\‘ pz2
&
2 .
, L3
Ll LY
+ LY

(a) (b) | ©

Figura 4.3: Vizs(F) como a uniao de Vora{ P) e Vors(P).

A partir da relagao dada pela equacdo 4.5, pode-se derivar para diagramas de K -ésimos
vizinhos mais préximos em R? relacGes anilogas s destacadas na secio 4.1.1 para diagramas
de Voronoi de K-ésima ordem, considerando os pontos de P em posnga.o geral e que nenhum
subconjunto de P contenha trés pontos co-circulares:

1. Vizg(P) pode ser visto como um grafo planar, cujos vértices tém grau 3 ou 6 e com
O{K(N — K)) vértices, arestas e faces.

2. Pode-se efetuar localizagao de pontos em Vizg(P) em tempo O(log N), utilizando uma
estrutura de dados pré-processada, armazenada em espago O(K(N — K)) [LT80, Kir83].

Seja viz(p;) a regidao do diagrama de K-ésimos vizinhos mais préximos Vizk(P) que tem
como terceiro vizinho mais préximo o ponto p;, com 1 < i < K. Considere os pontos de P C R?
em posicao geral e tais que ndo haja trés pontos co-circulares em P. O leitor pode verificar
que cada regiao wiz(p;) é constituida de uma cadeia de faces de Vizg(P), tal que duas faces
consecutivas de viz(p;) compartilham um vértice de gran 6 de Vizg(P). A figura 4.4 ilustra o
diagrama. de Voronoi de tercciros vizinhos mais préximos Vizz(P) para o conjunto de pontos
P = {p1, P2, pa, bs, ps} Do plano euclideano, onde a regiio hachurada tem como terceiro vizinho

mais proximo o ponto p;.
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Figura 4.4: O diagrama Viz3(P), onde é real¢ada a regido que tem como terceiro vizinho mais
proximo o ponto py. ' '

Uma estrutura compactada para consultas de A vizinhos mais préximos

Seja uma estrutura de dados pré-processada representando o diagrama de K'-ésimos vizinhos
mais proximos Vizg(P), onde cada face ¢ € Vizg(P) aponta para a lista dos A" vizinhos mais
proximos correspondente. Entdo, para determinar os K vizinhos mais préximos de um ponto
de consulta ¢ (com K fixo) basta localizar o ponto o nesta estrutura. O inconveniente desta
abordagem é que a estrutura pré-processada ocupa meméria O(K*(N — K)).

Chazelle, Cole, Preparata e Yap observaram que faces adjacentes em Vizg(P) tém suas listas
de vizinhanga diferindo em no maximo 1 elemento. Tal propriedade permite uma compactagio
das listas de vizinhanca utilizando o paradigma de filtragens sucessivas (se¢do 2.2).

As faces de Vizx(P) sdo agrupadas em um sistema de grupos de faces T = {F1, 5y, ..., F7},
onde cada grepo 5; (1 < i < 7) é uma colegio conexa de faces®. Seja P(¢p) a lista de vizinhanga
correspondente a uma face ¢ de Vizg(P). As listas de vizinhanga das faces de cada grupo F;
530 unidas em um conjunto de vizinhos P(F;) = {J,ex, P(¢). Desta forma, consegue-se diminuir
o nimero de replicagdes de pontos a armazenar. QO método de agrupamento das faces garante
que cada conjunto de vizinhos P(F;) contenha O(A’) pontos, o que permite a filtragem dos K

*Na verdade, uma face ¢ € Vizx(P) pode ser associada a mais de nm grupo de T, mas & garantido que o
niimero de replicagdes de faces entre os grupos € linear no niimero de faces. A forma como € efetuada a divisio
em grupos pode ser encontrada em detalhes em [CCPY86].
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pontos correspondentes aos vizinhos mats proximos de qualquer face @ em tempo O( ), mina vez
localizado o grupo de faces correspondente e conhecondo-se o K -ésimo vizinho, Esta filtragem
¢ efetuada comparando cada ponto de P(F;) com o A-ésimo vizinho do ponto de consulta. A
figura 4.5 thustra os grupamentos de faces para o diagrama de terceiros vizinhos mais préxinos
Vizs{ ), relativo ao conjunto de ponlos P = {p,, p2,ps, P4, Ps}-

(1,34,5)

Figura 4.5: (Grupamentos de faces para Viz3(#) com os conjuntos de vizinhos.

A memdria (otal ocupada pelos conjuntos de vizinhos de ordem A relativos aos grupos de

faces de Vizg (P) 6%

m(K)= Y |P(F)= O(K(N - K)) (4.6)
FEY

Pode-se entdo construir uma estrutura de dados By (P) ocupando memoria O(K(N — K)},
com a qual se pode responder as consultas de A vizinhos mais préximos (com K fixo) em tempo
O(log N + K). Esta estrutura consiste essencialmente do diagrama Vizg () pré-processado
para localizagio de pontos eficiente de acordo com o método de Kirkpatrick [Kir83], de modo
que cada face p de Vizk(P) seja conectada & lista P(F;) tal que® o € F;.

A estrutura Bx(P) ¢ uma arvore de localizagdo, onde cada nd ¢ associado a uma regiao
composta de um ou mais grupos de faces de T. Ao né raiz ¢ associado todo o plano e aos nds
descendentes vao sendo associadas regioes menores, contidas nas regioes associadas aos pais, até
atlingir regibes cujos conjuntos de vizinhos de ordem K (unido das listas de vizinhanga das faces

5 A demonstracio pode ser encontrada em [CCPY86].
8pPodem haver virios grupos contendo a face ». Quando isso ocorre, escolhe-se arbitrariamente algum grupo.
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de Vizp (1) contidas cem cada regiao) contenham O(A') laces, para alguma constante multipli-
cativa conveniente. Nos nds folha sdo conectados os conjuntos de vizinhos correspondentes. Os
A vizinhos mais préximos podem ser separados em tempo O(A') comparando cada clemento do
conjunto correspondentie com o A -éimo vizinho, o qual é obtido por meio de uma localizacio
em Vizg (P} (que no caso é apenas um refinamento da Jocalizagio efctuada em By (F)). Uma
arvore de localizacao para Vors(P) é ilnstrada na ligura 1.6.

Uma estrutura para busca em subespacgos circulares

A estrutura para solucionar busca em subespagos circulares tern como compouente pritndria tma
arvore binaria T(P), cujas folhas estio em correspondéncia um a um com os pontos da base de
dados P (suponha uma atribuicio arbitriria’).

A cada né nao folha » de 7'(P) sdo associados (implicitamente) um conjunto P(w), composto
dos pontos associados as folhas da sub-drvore de T(P) com raiz em v € um escopo K(v) > 0.
A cada um desses nos sdo conectadas (cxplicitamente) uma estrutura representando o diagrama
Vizp(y)(P(v)) ¢ uma colecio de estruturas para busca dos vizinhos mais préximos com escopo
fixo no conjunto de pontos P(w):

Bici (P(v)) = (Bavjiog ) (P(0)): 0 < i < [log U—’:g%n (4.7)

onde cada estrutura By NJ(P(t;)) tem a forma descrita anteriormente®.

O algoritmo de busca opera recursivamente e uma consulta o{o, 7) val ocasionar o percurso de
um caminho p{a(o,r))em T(P)}, a partir da raiz. Para efetuar uma busca em uma estrutura T(P)
pelos pontos contidos em um circulo de centro o e raio r, basta chamar Busca(reiz(T{P)).0,r),
utiizando o algoritmo abaixo.

"Chazelle, Cole, Preparata e Yap [CCPY86] apresentam um algoritmo probabilistico para efetuar o pré-
processamento, atribuindo os pontos de P as folhas de T(P) segunde alguns critérios que vdo possibilitar um
uso de memérta mais econdmico, Veja as medidas de complexidade obtidas no final da secio 4.1.2.

8 ara manter a consisténcia, define-se By {P) = P guando K > |P].
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Figura 4.6: A arvore de localizacdo para os grupos de faces de Vizs(P).
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function Busca(v,0,r)
begin
Caleule pyyy, 0 K(v)-simo vizinho de 0 em P(v);
(Isso & feito por meio de uma localizagio de pontos em Vizg(, P(v))
if dist(px vy, 0) > r then
Recupere o conjunto dos O( K {v)) pontos de P(v) mais proximos de o;
Uma filtragem deste produz os k pontos de P(v) contidos em (o, 1)
else
if » & folha then
Retorne o conjunto de pontos armazenado cm v
else
Busca(v.esq,0,7);
Busca({v.dir,o,r);
end;

A atribvicio de escopos aos nés de T'(P) é feita de forma a impedir que nés associados
a subconjuntos P(v) de tamanho proporcional a N (nds préximos & raiz) tenham valores de
"escopo K'(v)} maiores que O(log® |P(v)]), onde ¢ > 0 é uma constante. Desta forma, se elimina
a necessidade de diagramas de Voronoi com escopos excessivamente altos, os quais implicam
em utilizagdo de muita memdria: lembre-se que o nimero de faces dos diagramas Vorg(P) e
Vizg(P)é O(K(|P|~ K}) e que, com o recurso de agrupamentio de faces consegue-se armazenar
um diagrama Vizg(P) com as listas de vizinhanca em memdria de tamanho proporcional ao
nimero de faces deste diagrama {cstrutura Bg (P)).

A aplicacio desses dots recursos {agrupamento de faces e limitagio de escopos) proporciona
economia de memdria considerivel e melhoria do tempo de consulta, em relagao a solucio da
secdo 4.1.1. As medidas de complexidade de pior caso da solu¢do de Chazelle, Cole, Prepa-
rata e Yap, obtidas mediante uma atribuicdo adequada de escopos K(v) aos nds de T'(P) sao
apresentadas a seguir’.

Complexidades
C:O(log N + k)
M:O(N - (log N -loglog N)?)
P: O(N -log® N - (log log N)?)

Chazelle, Cole, Preparata e Yap propdem a utilizagao do algoritmo de Lee {Lee82] para a
construgdo dos diagramas de K'-ésimos vizinhos mais préximos. Este método permite construir

9Detalhes em [CCPY84].
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os diagramas Vorg(P) e Vizg (P) em tempo O(K*N log N) e retornar juntamente com o dia-
grama os conjuntos de & vizinhos mais proximos das Taces, sem custo adicional, o quite resulta
o tempo de pré-processamento indicado acima.

Com o emprego de um algoritino probabilistico para efetuar o pré-processamento, consegue-
se uma ulilizacdo de meméria de ordem O{N - log® N), mantendo a mesma complexidade de
tempo de consufta.

4.1.3 Solugao de Aggarwal, Hansen e Leighton

ista solugao [AHLY0] envolve separadores planares [L1'79], filtragens sucessivas (se¢do 2.2) o
um mélodo probabilistico para compactacao de diagramas de Voronoi de A'-ésima ordem. O
método de compactagio permile reduzir a quantidade de memdria necessdria para armazenar
Vorg{P) com as listas de vizinhanga, de O( K (N — K')) para O(N) (a descrigdo do método é
feita no decorrer desta secio). Com essas técnicas eles obtém solugoes eficientes nio apenas para
o problema de busca em subespago circular, mas também para o problema dos & vizinhos mais
préximos de um ponto no plano e busca em semi-espacos em 3 dimensoes (veja secio 6.3).

Método de compactagio

Seja ®(P) uma particao do plano dada pelo diagrama de Voronoi de A-ésima ordem Vorg(£)
triangulado. Assuma os pontos de P em posi¢ao geral e tais que nenhum subconjunto de P tenha
trés pontos co-circulares. A particao ®(F) pode ser vista como um grafo planar com Q(K N)
vértices, arestas e faces. Seja P() o conjunto dos A vizinhos mais proximos (lista de vizinhanga)
correspondente a uma face ¢ € $(P). Aggarwal, Harsen e Leighton, da mesma forma que
Chazelle, Cole, Preparata e Yap (se¢do 4.1.2) partiram do fato que listas de vizinhanca relativas
a faces adjacentes em ¢(P) diferem em no maxime um eclemento, para efetuar a compactacdo
das listas de vizinhanga em conjuntos correspondentes a ~ K faces de ®(P), cuja unido é uma
regiao conexa em [

Para separar as faces de $(P) em grupos utiliza-se o teorema do separador planar de Lipton
e Tarjan [LT79], o qual se aplica ao dual de ®(P), denotado por D(®(P)). O teorema do
separador planar permite dividir 2(%(FP)) em duas partes, cada qual com aproximadamente a
metade do ntimero de vértices de D(®(P)), mediante a remogdo de algumas arestas deste dual,
correspondentes a adjacéncias de faces em ®(F). Portanto, pode-se dividir as faces de ¢(P)
em dois grupos, cada qual com aproximadamente a metade das faces de ®(P). Aplicando-se o
teorema recursivamente pode-se separar as faces de ®(F) em grupos conexos, tais que a unido
das listas de vizinhanca das {aces componentes de cada grupo tenha o tamanho desejado,

O sistema de grupos de faces T = {F}, F,, ..., F;} em que sio divididas as faces de ®(P)
contém 7 grupos conexos de faces. Seja P(F;) = U cr, Ple), onde P{p) é o conjunto de A
vizinhos mais préximos relativo a face . Uma vez que o niimero total de arestas de ®(F)
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removidas no processo de partigio é O(N/K?), consegue-se provar que'’:

m(K) =Y P(F)=0(N) (1.8)
i=1

A arvore de localizacgiao

Pode-se entao construir uma arvore de localizacdo T5%:(#’) ocupando espago lincar, para efetuar
loealizacio de pontos no sistema de grupos de faces T = {F(, Fy,...,Fr} pelo método de
Kirkpatrick [Kir83]. A cada folha de Tk (/) & assoctada uma regiio F; € T e conectado o
suzujunto de pontos P(F;), armazenado em tma estrutura ocupando espaco lincar. A cada né
intermedidrio v é associada uma regiao R(v), obtida pela unido de todos os grupos de faces

associados a folhas descendentes de v,

Com a arvore de localizacio Tr{ P) pode-se determinar, em tempo logaritmico, o grupo de
faces F; contendo o ponto de consulta o e portanto, o conjunto P(F;) com O(K "} pontos (corres-
pondentes s O( k%) faces de F;) contendo os O(K ) vizinhos mais préximos de o, Assim, tem-se
uma estrutura de dados de tamanho linear no nimero N de pontos de P, capaz de responder
consultas de & vizinhos mais proximos, com A fixo, em tempo O(log N + A'). Considera-se que
as estruturas conectadas as folhas de Tx(P) para armazenar os O(K7) pontos de cada P(F;)
ocupam espaco linear, isto é, O( A7) e permitem separar os K vizinhos mais préximos em tempo
O(K ). Entdo, para completar a descrigao de Tk (P), resta apresentar a lorma dessas estruturas
conectadas as folhas.

Estruturas de tamanho linear para busca nos conjuntos de pontos P(F;)

Os pontos de P(F;) sao distribuidos aleatéria e uniformemente entre s = Eﬁ? subconjuntos

CLC?,...,Cf A intencdo é buscar em cada um desses subconjuntos os O(log® K) vizinhos
mais proximos de o. Para tal é necessdrio que, para toda consulta de K vizinhos mais préximos
possivel, o conjunto dos K vizinhos mais préximos esteja uniformemente distribuido entre os
subconjuntos C!, C%,.. ., C?. Diz-se que uma atribuicio de pontos é satisfatéria se, para qualquer
consulta de K vizinhos mais proximos, cada C7 contém log? K+O(lmg3f2 K} pontos da resposta.

Ora, o conjunto de todas as respostas de consultas por K vizinhos mais proximos é dado pelas
listas de vizinhanca do diagrama de Voronoi de K-ésima ordem Vorg(P(F;}). Entao, para testar
se tma atribuigdo aleatéria e uniforme dos pontos de P(F;) aos subconjuntos C},C%,... C? &
satisfatéria, basta construir Ver g (P(F;)) e para cada face do mesmo verificar a distribuigio dos
pontos da respectiva lista de vizinhanca entre os s sebcorjuntos.

Aggarwal, Hansen e Leighton demonstram que uma atribuicdo aleatéria e uniforme dos
pontos de P(F;) aos subconjuntos C}, CF, ..., C? é satisfatSria com probabilidade maior ou igual

Y)etalhes ern [AHL90).
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al—1/K. Assim, sao csperadas em média duas atribuicoes dos pontos de P(F;) para conseguir
uma atribuigio satisfatoria. Disso resulta um algoritmo Las Vegas'! para cletuar a atribuicio
dos pontos de P(F;} aos subconjuntos, com tempo de execugao esperado O(A*N 4+ Nlog N)
(que é um limite superior do tempo de construgio do diagrama Vor g (P(F;)) [Lec82, AGSS87)).

Para possibilitar a recuperag@o dos pountos dos subconjuntos é construida recursivamente
wma arvore de localizacio para cada € (1 < i< 7,1 < j < s). Noiltimo nivel desta estrutura
dada por arvores de localizagio cujas folhas apontam para outras arvores de localizagio definidas
recursivamente, guando se busca os O(e) pontos mais proximos de o (¢ é uma constante fixa
indeperdente de A'), simplesmente se constrét o diagrama de Voronoi de ¢-ésina ordem, com
a estrutura de localizacao de pontos de Kirkpatrick e com cada face apontando para a lista
de vizinhanca correspondente. Como ¢ ¢ uma constante, esta estrutura do Gltimo nivel ccupa
memdria linear.

Estrutura 6tima para consultas de A vizinhos mais proximos

Tem-se uma estrutura de dados Ty (P) para responder consultas de K vizinhos mais préximos
com K fixo, que é a rvore de localizagio onde cada P(F;}, associado a uma folha de Tx(P)
é dividido em subconjuntos, cada qual armazenado em uma Arvore de localizagao construida
recursivamente. As demonstragoes de que a estrutura completa da drvore de localizagio ocupa
meméria linear e permite responder consultas de K vizinhos mais préximos (com K fixo) em
tempo O(log N + A') podem ser encontradas em dctalhes no artigo [AHL90).

As consultas pelos A vizinhos mais proximos de um ponto o contido em um grupo de faces
F: (que é determinada percorrendo os nds de Tk ( P)) sao respondidas mediante a recuperagio de
log? K + 4log®? K pontos de cada C?. Obtém-se assim um conjunto de O(K) pontos contendo
os K vizinhos mais préximos. ) possivel determinar o A-ésimo vizinho py de o neste conjunto
em tempo linear no tamanho da entrada, no caso O(A’) [AHU83]. Entio, basta percorrer o
conjunto recuperado e separar oS pontos cujas distancias a o sejam menores que dist{o, px). A
abordagem de produzir um conjunto de pontos candidatos de tamanho proporcional a K e entio
filtrd-lo para obter a resposta caracteriza o paradigma de filt ragens sucessivas.

Estrutura para busca em subespago circular

Para solucionar o problema de busca em subespaco circular, aplica-se novamente o paradigma
de filtragens sucessivas. Utiliza-se uma seqiiéncia de estruturas de drvores de localizacio, da
forma descrita acima, cada qual com tamanho inear em N = |P| e permitindo busca pelos K
(fixo} vizinhos mais proximos em tempo QO(log N + K'), com K = log N,2log N,4log N,..., N
(T (P) consiste simplesmente dos pontos de P armazenados de forma que se possa fazer uma
busca, seqiencial ):

{m algoritmo Las Vegas sempre produz a resposta correta, mas seu tempo de execugio sé é garantido cem
uma certa probabilidade, préxima de 1 em alguns casos.
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Toire P) = {Tug NP ) Totog NP ), Trrog N (P)s TN (D) {1.9)

O tamanho total da seqiiéncia de estruturas Lo () ¢ O(Nlog V).

Dada uma busca em subespaco circular oo, r) pode-se recuperar os vizinhos mais préximos
de o em cada estrutura da seqiiéncia T (°) até uma estrutura 75(0°), cujos vizinhos de o
recuperados incliam alginm ponto p tal que dist(o,p) > r on alé que j = N. Ilnldo, basta
percorrer a lista dos j pontos vizinhos de o, obtida de T;(/1°) ¢ separar agueles contidos cm
o{o,T).
O tempo gasto para exccutar todos os 7 estagitos de busca ¢ filtragem nas listas correspon-
\ ., 2 3 F. I
dentes de Th(P),...T;(P) &

J
=3 (P + DlogN =0(2 -log N +log N) (4.10)

=1
o que é proporcional a O{k + log N) pois k = O(2" log N).

As medidas de complexidade obtidas por Aggarwal, Hansen e Leighton sao sintetizadas
abaixo!?.

Complexidades

C:O(log N+ k) ondek éotamanho da saida

M:O(N -log N)

P:O(N?-log N) (algoritmo deterministico)
O(N3) (algoritmo probabilistico)
O(N -log® N -loglog N) (algoritmo Monte Carlo)

O tempo de pré-processamento do algoritmo probabilistico é tempo esperado. O algoritmo
Monte Carlo!? envolve algumas alteragdes na estrutura descrita acima, porém mantendo as me-
didas de complexidade do tempo de consulta e do uso de memdria.

4.2 Cotas inferiores

Na falta de limites inferiores especificos para o problema de busca em sub-espago circular, pode-
se empregar os limites inferiores obtidos para busca em semi-espagos (veja capitulo 6), pois estes

'2 Detalhes em [AHL90].

13Um algoritmo Monte Carlo sempre executa deniro de um tempo Limitado, mas sé garante a corregio da
resposta fornecida com uma certa probabilidade, a qual pode ser feita Ldo proxima de 1 quanto se queira, alravés
da alocagio de mais lempo para processamento.
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também se aplicam 2 busca em subespaco circular, J4 gque um semi-ecspago pode ser visto como
nm “caso particnlar” de hiper-disco: um hiper-disco com centro no infinito na direcao normal
an seri-espaco. Esta observagao permite derivar limites inferiores nao triviais para busca sub-
espacos circilares.

Bronnimann e Chazelle [BC92] estabeleceram limites inferiores para busca em semi-espacos
{veja segao 6.2.3) e os ostenderam para busca em subespaco circular em qualquer dimensio fixa.
O limile inferior estabelecido por eles para o tenrpo de bhusca em subespago circular em modo
de confagem no modelo aritmélico (secao LA 1) é&:

(N/ log Ny A&

C:Q Yz (4.11)

onde o > 2 & o namero de dimensoes ¢ m & o uso de memoédria.

Assim, € possivel derivar, por exemplo, que uma cota inferior para o tempo de busca em
subespaco circular em modo de contagem no plano é&

{4.12)

para uso de memoria O(N).

4.3 Notas bibliograficas

Como foi mencionado no inicio deste capitulo e exemplificado na se¢io 2.8 (paradigma de line-
arizacio}, pode-se obter solugdes para busca em subespagos circulares a partir de soluges para,
o problema de busca em semi-espagos {capitulo 6). As solugbes deste género usualmente permi-
tem efetuar consultas em tempo O(N %), para algum 0 < o < 1, com uso de memdria préximo
do 6timo (diferindo por fatores O(N*}, com € > 0) e podem ser encontradas, por exemplo,
em [Yao83, YDEP89, Mat93a).

Bentley [Ben90] apresenta uma rotina para efetuar busca em subespago circular e outras para
busca. dos k-vizinhos mais proximos no plano euclideano utilizando KD-Trees (se¢io 3.1.1). Ele
relata alguns experimentos sobre a eficiéncia dessas rotinas, nos quais o tempo médio de busca
é O(N?), para alguns valores especificos de & < 1. O método de busca utilizando KD-Trees
requer memoria linear e tempo de pré-processamento O(/NV log ¥N). Bentley também fornece
alguns argumentos que reforgam os resultados de seus experimentos.



Capitulo 5

Busca em subespaco poligonal

O problema de busca em subespaco poligonal diz respeito ao plano cuclideano (R?) e consiste
cin determinar os pontos da base de dados P contidos em uma regido poligonal de busca o
conexa e possivelmente ilimitada, como ilustra a figura 5.1-a.

T

Busca em subespago poligonal € uma restrigao para duas dimensdes do problema de busca
em poliedros arbitrarios. Historicamente, as solugbes para busca em semi-espagos e regioes
poligonais no plano foram a origem de muitas solugbes propostas posteriormente para busca em
seini-espagos e stmplexos em mais dimensdes.

Muitas solucbes propostas para este problema baseiam-se em particbes do plano em sub-
regides poligonais, tais que um ndmero relativamente pequeno delas intercepte a fronteira da
regido poligonal de busca 0. Essas parti¢des do plano devem induzir uma particao de P em
subconjuntos de tamanhos aproximadamente iguais e os métodos de particio sioc denominados
esquemas de particio. O esquema de parti¢ao serve para determinar uma estrutura do tipo
arvore de particio (se¢io 2.3}, onde os nds sao associados as regides provenientes da particio
do plano e portanto, aos pontos de P nelas contidos. A arvore de Willard (secdo 5.1.1) e o
aperfeicoamento proposto por Edelsbrunner e Welzl (se¢do 5.1.2) seguem esta abordagem. Um
esquema de particio do plano é ilusirado na figura 5.1-b.

Um outro recurso utilizado para busca em subespaco poligonal (possivelmente em conjungao
com &rvores de parti¢io) é a decomposicio da regiao poligonal de busca o em um conjunto de
sub-regides de formatos mais simples {01,09,...,0,}, para as quais seja mais ficil efetuar as
buscas. O conjunto dos pontos contidos na regido poligonal o é a uniao dos conjuntos de pontos
contidos em cada umna das sub-regides {oy,02,.. .,ars}‘. A solucao de Paterson e Yao (secio
5.1.3) explora este recurso em conjun¢ao com dualidade (segao 2.7).

A seguir, estas solugoes sdo descritas em mais detalhes.

! Diz-se que o problema de busca em subespaco € passivel de decomposicio (decomposable), pois pode ser
decomposto em sub-problemas, de tal forma que a resposta do problema de busca original € a unido das respostas
dos sub-problemas [Ben79a].

30
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(a) (b)

Figura 5.1: Busca em subespago poligonal (a} € nm esqueina de partigdo no plano (b).

5.1 Algumas solugoes

5.1.1 Arvore de Willard

A estrutura proposta por Willard [Wil82b] foi por ele denominada drvore poligonal (polygon
tree) e consiste em uma arvore de particao (secdo 2.3) baseada em um tipo particular de particao
do plano (subdivisdao planar) denominada J-partigao (J-way division). Tal parti¢io fundamenta-
se em uma configuracio de linhas divisdérias obedecendo certas restrigbes que, uma. vez satisfeitas,
permitem estabelecer uma cota superior O( N8+ para o nimero de faces da subdivisdo
planar que interceptam a linha de suporte de qualquer segmento de reta componente do contorno
do poligono de consulta. Isso possibilita realizar uma busca em uma regiao poligonal em tempo
O(N'og24 941} ng pior caso.

A forma de uma J-partigao

Um conjunto de J linhas retas L = £1,£;,...,€5 & dito ser uma J-particdo do plano zy se e
somente se as trés condigbes seguintes sdo satisfeitas:

1. € e {5 sao duas linhas retas distintas estendendo-se para infinito em ambas as diregoes;

2. cada £;, com 3 € ; < J é uma semi-reta cujo ponto inicial estd em uma das linhas
€3,0s,...,£;_1 e localizada totalmente i direita (de acordo com a orientagdo de £ ) de £;_;;

3. alinha ¢, intercepta cada uma das outras, £2,€s,...,¢,.

As linhas de uma J-partigio determinam as fronteiras da particao do plano zy em 2.J regides.
Uma J-particio tipica aparece na figura 5.2.
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€3€4£5 eee gl

Figura 5.2: Uma J-parti¢ao tipica.

Arvore de parti¢do baseada em J-partices

Pode-se entdao construir uma estrutura de dados que Willard denomina arvore poligonal de J-
particdes quase ideal (nearly ideal J-way polygon tree) e que chamaremos simplesmente de arvore
de Willard. Na drvore de Willard, cada né6 v é associado a uma regiao R(v) do plano e portanto,
ao conjunto de pontos P{v) = PNR(r)e cada né v possui uma J-partigdo associada, construida
de acordo com a configura¢do dos pontos em P(v) e atuando sobre a regido R{v). O né raiz
é associado a todo o espaco " e cada um dos outros nés é associado a uma face da J-particzo
do né pai. Este processo de particao € aplicado recursivamente até as folhas, que ficam em
correspondéncia um a utn com 0s pontos da base de dados P. Prova-se que qualquer conjunto
P de N pontos pode ser representado por uma irvore de Willard. Uma drvore de Willard para
J = 2 e a hierarquia de J-partigGes correspondente sao ilustradas na figura 5.3.

Algoritmo de busca

O algoritmo de busca é Hustrado a seguir. Dada uma arvore de Willard T(P), relativa ao
conjunto de pontos P, para determinar os pontos de P contidos em uma regiao poligonal de
busca ¢, basta efetuar a chamada Busca(raiz(T(P)),0).
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Ry Riz RisRyy Ry Ray RsRyy Ry Ry Ryg Ry Ry RpRya Ry

(a) (b)

Iigura 5.3: Uma hierarquia de J-parti¢oes (@) e a arvore de Willard correspondente (b).

function Busca(v,r)
begin
fori:=1to 2+ J do
(a J-particio associada a v decompde R(v) em 2J sub-regives {@1,...,w27})
if ¢; C o then
Todos os pontos de P(v) contidos em ¢; satisfazem a consulta;
else if p; N o # @ then
(Se ;N & = @ nenhum ponto contido em ¢; satisfaz a consulta)
Busca(w.filho(;),0);
(v.filho(;) é o filho de v relativo a face ;)
end;

O tempo de consulta timo para a solugio de Willard € conseguido com J = 3. A seguir,
sao apresentadas as complexidades da solugio de Willard para este valor de J. '

Complexidades

C:O(NW&* 4 k) C O(NDT™ 4 k)

M:O(N)

P: O(N?) (pior caso)
O(N -log* N) (caso médio)
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5.1.2 Arvore de Edelsbrunner e Welzl

A solugio de Edelsbrunner e Welzl [EWS6] é um aperfeicoamento da arvore de Willard para
J =2 (secao 5.1.1). A estrutura de dados proposta é também uma arvore de parti¢io (sccio 2.3),
denominada drvore conjugada { conjugation iree) e bascia-se em um esquemna de particio onde as
regioes relativas a nos adjacentes na drvore ndo sao parlicionadas independentemente: possuem
ama linha divisoria em comum. Uma drvore conjugada ¢ a particao do plane correspondente
sao ilustradas na figura 5.4.

\\ R‘l

(a) (b)

Figura 5.4: A solug¢io de Edelbrunner e Welz: o esquema de particao do plano (a) e a arvore
conjugada correspondente (b).

Esta estrutura permite reduzir o tempo de consulta em relagao a solu¢io de Willard.

Complexidades
C- O(Nlog2 {1+v5)—-1 + k) C O(N0’695 + k)
M:O(N}
P: O(N -log N) { pior caso)

5.1.3 Arvore de Paterson e Yao

Em [PY86], é descrito um procedimento de busca para o caso do espago de busca o ser uma
regiio poligonal convera nio necessariamente limitada. Para regides ndo convexas com fronteira
composta de segmentos de reta o procedimento ainda funciona, apds realizar uma decom posicio
adequada da regido.
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Decomposi¢ao do subespago de busca

Seja o subespago de busca o uma intersecio de serai-planos, diferente da regiao vazia ¢ do plano
todo. A fronteira de ¢ consiste de uma seqiiéncia de arestas, sendo cada qual parie da reta
limitante de algum semi-plano. Os vértices da fronteira de o sdo os pontos onde duas arestas
adjacentes se encontram,

Figura 5.5: Decomposicao de uma regido poligonal de busca em setores.

O subespago de busca o € decomposto em um conjunto de sub-regides mais simples, através
da divisao do plano em setores, isto &, faixas em forma de cunha partindo da origem o do plano
e eslendendo-se para o infinilo. A divisdao em setores é obtida tracando-se raios semi-infinitos
a partir da origem o do plano e passando por cada vértice de ¢. Quando uma aresta de o
s estende para o infinito em alguma dire¢do, introduz-se um raio paralelo a esta aresta (veja
figura 5.5). Isso equivale a considerar um vértice no infinito em coordenadas homogéneas (segao
2.7).

A particio do plano em setores divide a regiao de busca em um conjunto de regibes que
chamaremos quadros {quads). Cada quadro tem uma forma particularmente simples: pode ser
visto como a interse¢ao de um setor com uma cunha dupla®, como é ilustrado na figura 5.6. Esta
proptiedade permite um algoritmo eficicnte para busca dos pontos contidos dentro de um quadro,
dado o conjunto de pontos contidos no setor correspondente e utilizando dualidade (segio 2.7).

Seja P() o conjunto dos pontos de P contidos em um setor . No espago dual, cada ponto
p = (a,b) € P(p) equivale a uma reta r de equacdo az + by + 1. = 0, enquanto uma curha dupla
D equivale a um segmento de reta AB. O problema de determinar quais pontos de P() estio
contidos na cunha dupla D que cruza o setor ¢ equivale, no espaco dual, a determinar quais
retas v duais aos pontos de P(p) cruzam o segmento AB dual & cunha dupla D.

2Um par de retas que se cruzam divide o plano e quatre regides. Uma cunha dupla (double wedge) pode ser
definida como a unido de duas dessas regides cuja intersegio seja apenas um ponio (o ponto de intersecio das
refas).
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Figura 5.6: Um quadro como a intersegao de um setor e uma cunha dupla.

Estrutura pré-processada para suportar buscas

Seja T(P) a cstrutura de busca para um conjunto P de N pontos no plano. Para construi-la,
primeiramente os pontos de P’ sio ordenados por seus angulos em torno da origem o e rotu-
lados de maneira que o i-ésimo ponto (! < ¢ < N) tenha dngulo em relagdo i origem #; com
0 <8 <6 <...<8n < 27. Entio, é construida a arvore bindria de busca balanceada de
profundidade [log N| com os N pontos nas folhas, nesta ordem da esquerda para a direita. Em
cada né intermedidrio desta drvore é armazenado o intervalo de dngulos [8;,8;] correspondente
as folhas dele descendentes. Esta estrutura de dados assemelha-se a uma arvore de segmentos
(secdo 3.1.3), sendo que ao invés da decomposicio hierdrquica de um dominio linear em segmen-
tos candnicos, tem-se a decomposi¢ao hierirquica de um dominio circular (0 a 360 graus) em
intervalos de dngulos candnicos (setores candnicos). -

Uma recuperagdo restrita aos pontos com &ngulos entre a e 4 € realizada efetuando-se buscas
pelos valores min e maz tais que min = min{i |8; > a} e maz = maz{j | #; < f}. Assim, um -
setor ; correspondente a um quadro Q;, resultante da decomposicic do subespago de busca
pode ser subdividido em no maximo 2 - log N setores candnicos, associados a nés v da drvore
T(P). A recuperagio desejada pode entdo ser realizada em cada conjunto canénico de pontos
P(v), contido no setor candnico p(v) associado ao né v.

Uma regido poligonal de busca o com s lados é decomposta em O(s) quadros para recu-
peracoes separadas. Entdo, a decomposi¢ao dos setores resultantes da subdivisdo de o gera
um total de O(s - log N) setores canonicos. O problema restante é enumerar todos os pontos
desses setores candnicos contidos nas cunhas duplas correspondentes. Este problema pode ser
resolvido em tempo O(log N + k,} [Cha84] para cada setor canénico, onde &, € o nimero de pon-
tos contidos no quadro g correspondente. Entio, uma consulta poligonal completa leva tempo
O(s- log? N + k). Aplicando-se buscas por propagacio (segdo 2.5), consegue-se reduzir o tempo
de consulta para O(s-log N + k).
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Complexidades
C:O{s-logN + k)
M:O(N?)

P: O(N?)

onde s é o nitmero de arestas da regiao poligonal de busca.

5.2 Cotas inferiores

Para busca em regioes poligonais (inclusive retringindo para regifes convexas} valem os limites
inferiores obtidos para semi-espagos e simplexos (se¢ao 6.2), com as equagoes de complexidade
exprossas para duas dimensoes. Assim, do limite obtido por Chazelle (se¢do 6.2.1} resulta que
ema busca em uma regido poligonal no ptano, no caso geral (permitindo consultas de contagem,
enumeragao e vacuosidade) no modelo aritmético (segio 1.5.1) requer tempo:

C:0 (%) (5.1)

onde m ¢ um parametro indicando o uso de memodria.

Para o caso particular de enumeragdo tem-se o limite de Chazelle e Rosenberg (secao 6.2.2)
para o tempo de consulta, o qual é vilido no modelo de maquinas de ponteiros (se¢ao 1.5.3):

NI—E
C:Q(\/ﬁ +k) {5.2)

onde £ > 0 é uma constante, £ é o tamanho da saida e m é o uso de meméria.

Finalmente, ao caso particular de conitagem dos pontos de P contidos em uma regiio poligonal
do plano se aplica o limite inferior obtido por Bronnimann e Chazelle (se¢do 6.2.3), valido no
modelo aritmético:

oo W) -

como sempre, m é o uso de memoria.

5.3 Notas bibliograficas

No inicio do artigo [PY86] pode ser encontrada uma pequena resenha dos resultados obtidos para
o problema de busca em subespago poligonal até entio. A resenha de Matousek sobre busca em
semi-espagos e simplexos [Mat93a) é um trabalho mais recente e também contém referéncias ao
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problema de busea em subespago poligonal, embora esteja voltada primeiramente para busca
em senti-espagos ¢ stmplexos {veja capitulo 6 a seguir).

Entre os trabalhos nio apresentados nas solugdes para busca em subespago poligonal da
secio 5.1 podemos citar [KKM82], que contém uma solu¢io permitindo efetuar consultas em
tempo O(log N + k), mas invidvel devido & enorme utilizacio de memdria: O(N7). Cole e
Yap [CY&5] obliveram uma solu¢io permitindo estabelecer relagdes de compromisso enire o
uso de memérta O(N2/log N) e o tempo de consulta O(log N -log(1/c) 4 k), por meio do
parimetro @ < ¢ < 1. Ademais, com espaco O{N?/log N) eles conseguem atingir tempo de
consulta O(log N -foglog N + k).



Capitulo 6

Busca em semi-espacos e simplexos

Os problemas de busca em subespacgos na forma de semi-espagos ¢ busca em subespagos na forma
de simplexos (ou simplesmente busca em semi-espagos e busca em simplexos) estio bastante
relacionados, desde sua definigdo alé as técnicas de solugio a eles empregadas.

Um semi-espaco (figura 6.1-a) € uma regiio do espago multidimensional delimitada por um
hiperplano. Um simplexo, por sua vez (figura 6.1-b), é uma regido conexa, cuja fronleira é
composta de d + 1 faces relativas a d + | hiperplanos. Um simplexo pode ser visto como a
intersecao de d + 1 semi-espagos.

(a) - semi-espago (b) - simplexo

Figura 6.1: Busca em subespacos na forma de semi-espagos (a) e simplexos (b), em duas di-
mensoes.

Busca em semi-espacos e busca em simplexos consistem em determinar os pontos da base
de dados P contidos em subespagos na forma de semi-espagos e simplexos, respectivamente.
Ambos os problemas sao de fundamental importancia. Solucoes eficientes para estes problemas
podem se traduzir em melhorias nas solugées de outros problemas como, por exemplo, “ray

89
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shooting™ [dBINOT91, AM92b, Sch92] ¢ programacio linear [Mat93b].

O problema de busea em semi-espagos destaca-se ainda pelo fato de problemas de busca em
sithespagos de diversos formatos serem redutiveis a ele via finearizagao (se¢ao 2.8). Solugoes para
busca em semi-espagos podetn ainda ser generalizadas para busca em simplexos (ou politopos
com um pimero limitado de faces'), algumas vezes através de estruturas de dados multi-nivel
{seqan 2.1). Ha também certas solugoes para busca em semi-espagos que se estendem direlamente
para simplexos, sem necessidade de estroturas multi-nivel [Mat93a). Solu¢oes para busca em
simplexos sao interessantes porque uma busca em um poliedro arbitririo pode ser reduzida a
um conjunto de buscas emn simplexos mediante uma particio do poliedro de busca.

As solucoes para problemas de husca em semi-espagos e busca em simplexos seguem duas
linhas: solugoes utilizando memdéria aproximadamente linear, as quais s6 permitem efetuar bus-
cas em lempo da ordem O(N®) (1 —1/]d/2]| < a < 1} e solugdes permitindo efetuar buscas em
tempo poli-logaritmico, as quais requerem meméria da ordem O(N**F) (8 > 0)2. Algoritmos
com relacoes de desempenho entre estes dois extremos podem ser obtidos por combinagio dos
dois Ltipos de solucdes.

As solucdes com memoria quase linear 18m sua origem nos primeiros métodos para busca
em regides poligonais no plano. Utilizam largamente dualidade (sc¢io 2.7) e o paradigma de
drvores de particdo (segao 2.3), originario do trabalho pioneiro de Willard [Wil82b). Diversos
esquemas de parli¢io tem sido propostos em uma série de trabalhos enfocande busca em semi-
espagos, busca em simplexos ou ambos o8 problemas simultaneamente. A utilizacao de téchicas
probabilisticas (tipicamente para gera¢io dos esquemas de particaio e construgao das estruturas
dc dados) introduzida por Haussler e Welzl [HW86] e Clarkson [Cla86, Cla88] permitiu progressos
na pesquisa de soluc¢bes malis eficientes. O paradigma de filtragens sucessivas (secao 2.2) é
também aplicado freqiicntemente (muitas vezes de forma implicita).

As solugdes com tempo de busca poli-logaritmico baseiam-se, em geral, no paradigma do
lugar geométrico (seciio 2.1) em conjun¢do com algum método de compactagio. Estas solugGes
sio usualmente propostas apenas para busca em semi-espacos e nao se generalizam para busca
em simplexos a nio ser com utilizagio de meméria muito maior que O(N¢). Uma solugio para
busca em simplexos em tempo poli-logaritmico com uso de meméria préximo a O(N?) pode
ser encontrada em [CSW90]; todavia € bem mais complicada do que as solugdes para busca em
semi-espac¢os com uso de memoria aproximadamente igual.

A seguir (se¢do 6.1), sio esbogadas algumas solugdes para busca em semi-espacos e simplexos,
a fim de ilustrar as técnicas envolvidas. Na descri¢io destas solucdes, sio evitados detalhes,
por questdo de espaco e para simplificar a leitura. O leitor interessado nos pormenores das
solugdes pode recorrer as referéncias fornecidas ao longo do texto. Na secido 6.1.1 é apresentado
o fundamenio teorico para solugdes com tempo de consulta poli-logaritmico e na secao 6.1.2 é
apresentado o algoritmo 6timo de Chazelle, Guibas e Lee [CGLR83] para busca em semi-espagos

!Note que um simplexo é um politopo cuja fronleira consiste de um nimero constante de faces.
?Estes valores correspondem, aproximadamente, aos valores extreruos que se pode obter para o tempo de busca
e a uso de memdtia, variando o parametro m no limite inferior para o tempo de busca em simplexos O -—;7—~———-}

4 fog N
estabelecido por Chazelle [Cha89] (veja secdo 6.2).
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em duas dimensoos no modo de enumeragiao. Fste algoritmo utiliza buscas por propagacao (se-
can 2.5) ¢ foge um pouco ao estilo da maioria dos algoritmos propostos para problemas de busca
em subespacos, os quals usnalmente se utilizam de algum csquema de decomposicao do espaco
para induzir yma particio no conjunto de pontos.

Posteriormente, sio destacados dois tipos de particoes usualmente empregadas para produ-
z1r algoritmos baseados em estruturas de arvores de particio: particocs simplicials (simplicial
partitions) e cortes simpliciais (cuattings) (secbes 6.1.3 ¢ 6.1.4, respectivamente)?.

Ao final do capituio, sdo oferecidas notas bibliogrificas adicionais, para os interessados em se
aprofundar em deterininados assuntos ou estender os conhecimentos. Cabe ressaltar gne grande
parte das informagGes aqui contlidas provém da excelente resenha de Matousck [Mat93a).

6.1 Algumas solugoes

6.1.1 Busca em semi-espagos em tempo poli-logaritmico

O método bdsico para busca em semi-espagos com tempo de consulta poli-logaritmico provém
do trabalho de Edelsbrunner, Kirkpatrick e Maurer [EKM82]. Este método consiste em aplicar
o principio da dualidade (se¢io 2.7), pelo qual cada ponto p = (ay,az,-..,a4) € R? corresponde
a um hiperplano D(p), dado pela equacio ayx1 + @222 + ... + azzg + 1 = 0 no espago dual e
analogamente, cada hiperplano 2 € R? corresponde a um ponto D(h). Esta correspondéncia
preserva nao sé relagoes de incidéncia, mas també&m de orientacio: os pontos de P acima do
hiperplano % correspondem aos hiperplanos de # = D(P) acima do ponto ¢ = D(h). Aplicando
esta dualidade, um problema de busca em semi-espaco é transformado em um problema de
localizacao de pontos.

Ao conjunto P de N pontos corresponde um conjunto # = D(P) de N hiperplanos no ebpago
dual, denominado arranjo de hiperplanos.

Teorema 6.1 (Edelsbrunner [Ede87]) Um arranjo H de N hiperplanos divide o espago d-
dimensional em O(N?) sub-regides (faces), no pior caso.

Seja o(h) o semi-espago de busca acima do hiperplano & (em relagdo a coordenada v4). O
caso em que o(h) fica abaixo de & pode ser tratado analogamente. O problema de determinar

*Temos aqui um problema de nomendatvra. Uma particio simplicial (simplicial partition) é dada por um
conjunto de stimplexos no espago I' ndo necessariamente disjuntos ou cobrindo tode ¢ espago e portanto, nio
corresponde a uina particio de I'; mas induz uma particio de 2. Um corte simplicial (cutting), por outro lado €
uma particio do espago I' delerminada por um conjunto de simplexos fechados, com interiores disjuntos e tais que
sgg upido € igual aT'. Um corte simplicial também induz uma particdc do conjunto de pontos P, constituindo uma
1articio tanio do ponlo de vista de P guando do espaco [ e portanto, deveria ter recebido o nome de partigio.
Contudo, preferimos traduzir desta forma para manter a correspondéncia das denominacdes simplicial partition
em inglés e particdo simplicial em portugués, de mode a evitar confusées quande o leitor recorrer is referéncias em
inglés.
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os porttos de P acima do hiperplano A (contidos em o(h)) reduz-se a determinar os hiperplanos
de I = D(P) acima do ponto ¢ = D{k) no espaco dual, como ilustra a figura 6.2,

e
Y’

(a) Busca em semi-espago (b) Localizagao num arragjo de hiperplanos

Figura 6.2: Busca em serni-espaco (a) e o problema correspondente no espago dual (b).

O arranjo de hiperplanos H divide o espaco dual em um conjunto de O(N?) regides (te-
orema 6.1}, em cada uma das quais o conjunto de hiperplanos acima é constante. Pode-se
entao armazenar as respostas pré-computadas para cada  uma destas regides (veja paradigma
do lugar geométrico - secao 2.1) e utilizar localizagao de pontos para determinar a resposta
a uma consulta. O problema de Jocalizacio de ponrtos em um arranjo de A hiperplanos
em d dimensdes pode ser solucionado em tempo O(log N), mediante um pré-processamento
adequado [Cla87, Cha93] (no plano pode-se utilizar o algoritmo de Kirkpatrick [Kir83]}). O
pré-processamento do arranjo de hiperplanos e o cdlculo das respostas pré-computadas pode
ser feito em tempo O(N%) (o arranjo de hiperplanos pode ser construido em tempo dtimo
O(N%) [Ede87, CSW90]).

O inconveniente desta solucio para o caso de enumeragdo € obviamente 2 quantidade de
memdtia requerida: um fator O(N) a mais que o limite inferior de Chazelle para busca em
simplexos (secdo 6.2.1}, aproximadamente.

Complexidades
C: O(log N + k)
M.‘O(Nd+l)

P: O(N‘H'l)

Para problemas de contegem, desaparece o termo & do tempo de busca e o uso de meméria
reduz-se para O(N9).
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6.1.2 Uma solugao 6tima para enumeracio dos pontos contidos em um semi-
espago no plano

Chazelle, Guibas ¢ Lee [CGLBS] conseguiram solucionar o problema de busca em semi-espagos
no modo de cnumcragdo no plano em lempo logaritmico, utilizando memdria linear. Esta
solucio foge ao padrio usual da maioria das soluches para busca em semi-espacos. Ao invés de
ntilizar um esquema de decomposicio do espaco I' para determinar uma particao do conjunto de
pontos £ {abordagem topoldgica), eles constréem as camadas convexas (convex layers) (/(P) =
{1y O relativas a P e calculam sua intersecao com o semi-plano de busca. As camadas
convexas para um conjunto de pontos no plano sao ilustradas na ligura 6.3.

h
Ci

ot

o(h)

Figura 6.3: Camadas convexas cortadas por um semi-plano.

Seja Conv( P} o conjunto dos vértices da envoltoria convexa de um conjunto de pontos P. As
camadas convexas C(P) = {C1,Cy,...,C;} para P sdo construidas segundo a seguinte defini¢do
recursiva:

C(P) := {Con{P)}, se Con(P)= P;
{ConA{P)} U C{P—Conv(P)), caso contririo.

As camadas convexas podem ser construidas em tempo O(N log ¥N) e ocupam memédria
8(N ) [Cha85b]. '

Chazelle, Guibas e Lee constroem uma malha de ponteiros bidirecional entre os cascos das
camadas convexas C(P), de modo que se possa fazer a enumeracao dos pontos contidos em o(),
a partir da determinagio de um vértice p de C(P) contido em o(h), como ilustra a figura 6.4. O
uso de meméria é aumentado por um fator constante pela insercio desses ponteiros a cstrutura
de camadas convexas, permanecendo linear.

Esta estrutura de ponteiros possui similartdades com a estrutura proposta para solucionar
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busca tterativa da se¢do 2.5, podendo também ser vista como uma aplicacio da técnica de buscas
POr propagagio.

Figura 6 4: Busca em um semi-plano utilizando camadas convexas com cascos interligados.

Para efetuar uma busca em um semi-plano o(f) é necessirio determinar se o hiperplano
h limitante de a(h) (no caso uma linha) intercepta algum casco das camadas convexas C{ P).
Chazelle, Guibas e Lee propoem utilizar a técnica de busca de Fibonacci [CD80] para solucionar
este problema de forma simples em tempo O(log V).

Também se pode determinar se A intercepta algum casco de C(P) utilizando dualidade (secao
2.7). As camadas convexas C'(P) correspondem a outras camadas convexas D(C(P)) no espago
dual, com a ordem dos cascos convexos invertida. Delerminar se o hiperplano & cruza um casco
C; € C(P) equivale no espago dual a determinar se o ponto D(k) ¢ interno ao poligono convexo
D(C;), o que pode ser realizado em tempo O(logn), onde n é 0 nimero de vértices de D(C;},
que é igual ao nimero de vértices de C;.

Se h nao intercepta nenhum casco de C(P) isto é, nao intercepla o casco mais externo de
C(P), entao os pontos de P estao todos dentro ou todos fora de a{h), dependendo da orientagdo
do semi-planc. Neste caso, o problema é trivial. :

Se h intercepta C'(P), por outre lade, € necessirio determinar o casco mais interno Cy, in-
terceptado por h. No espaco dual este problema se reduz a localiza¢do do ponto ¢ = D(h) nas
camadas convexas D(C(P)) e pode ser solucionado em tempo Oflog N), utilizando o método
de Kirkpatrick [Kir83]. Entretanto, o emprego deste método constitui um esfor¢o desnecessario
neste ponto da solugdo. Chazelle, Guibas e Lee propdem um método mais pratico (com cons-
tantes multiplicativas menores nas medidas de com plexidade, resultando em maior eficigncia na
pritica) para efetuar esta localizagdo em tempo de pior caso O(log N) também, utilizando o
paradigma de filtragens sucessivas (se¢io 2.2)*. A localizagao de C,, também pode ser efetuada

*Detalhes a respeito deste métedo de localizagio devem ser pesquisados no artigo [CGL8S).



SEGAO 6.1 Algumas sofucoes 95

em tempo O(log” N}, no pior caso, por meio de vma busca bindria nas camadas convexas do
espaco dual.

Unia vez determinado o casco (7, ¢ um vértice p deste contido em o{h), basta percorrer os
ponteiros ligando os vértices dos cascos na dire¢do dada pela orientagao de o(h), enumerando
os pontos {correspondentes aos vértices dos cascos) contidos em o(h). O tempo gasio para
ofetuar este percurso ¢ proporcional ao tamanho da safda. As linhas pontilhadas na figura 6.4
rencosentam os ponieiros bidirecionais entre 0s cascos convexos ¢ o caminho tracejado representa
o processo de enumeragao. Os detalhes desta solugdo podem ser encontrados no artigo [CGLRS])
¢ as medidas de complexidade sao sintetizadas abaixo.

Complexidades

C: 8(log N + k)
M:8(N)
P:8(NlogN)

6.1.3 Arvores de particdo utilizando partigdes simpliciais

Muitas solugdes para busca em semi-espagos e simplexos utilizando memdria linear, como j4 foi
mencionado na introdugio deste capitulo, baseiam-se em alguma forma de arvore de partigio
(se¢io 2.4). Um esquema de particio possivel de ser empregado neste contexto é a chamada
partic3o simplicial (simplicial partition) [Mat93a, Mat91c, Mat91d].

Particdo simplicial:

Seja P um conjunto de N pontos em I'.

Uma particio simplicial é uma colecdo A = {(Py,61),(F2,02),...,(Py,0,)}, onde
os P;'s {1 < i € ), denominados classes da particio simplicial, sio subconjuntos
disjuntos de P tais que |J7_, P, = P e cada §; é um simplexo contendo P;.

0 ndmero 5 de simplexos de A ¢ denominado tamanho da particio simplicial.

A figura 6.5 ilustra uma particao simplicial no plano. Note que os simplexos de A nio preci-
sam ser disjuntos nem cobrir o espago I' todo e que um mesmo ponto p € P pode estar contido
em mais de um simplexo, sendo todavia associado a apenas um deles, Assim, os simplexos
componentes de uma parti¢ao simplicial ndo determinam uma particdo do espaco I', mas apenas
do conjunto de pontos P.

O ndmera de cruzamentos em relacio a um hiperplano £ (crossing number) de uma particio
simplical A é o numero de simplexos de A eortados por . O niimero de cruzamentos de uma
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Figura 6.5: Uma particido simplicial no plano.

particdo simplicial A ¢ o mdximo entre os nimeros de cruzamentos de A com relagao a qualquer
hiperplano.

Teorema 6.2 {Matousek [Mat91c]) Sejam P um conjunio de N pontos em R® e 7 um
pardmetro, tal que 1 < r < N, Entgo, existe uma particdo simplicial A de tamanho r para
P, satisfazendo N/r < |P;| < 2N/r para cada classe P; {1 <1 < 1) ¢ com nimero de cruzamen-
tos O(r'~1/%).

A particdo simplicial satisfazendo tais critérios® pode ser construida em tempo O(N logr)
no pior caso, para r < N!7* onde A > 0 é uma constante, Para qualquer r < N uma
particao simplicial satisfazendo os mesmos critérios pode ser conseguida em tempo O(N'¥),
com ¢ > 0 [Mat91c].

Utilizando as particoes simpliciais do teorema 6.2, Matousek [Mat91c] constréi uma estrutura
de dados T' do tipo arvore de partigao {se¢ao 2.3), para auxiliar a responder buscas em semi-
espacos e simplexos no modo de contagem,

Considere os pontos de P munidos de pesos relativos a um semi-grupo (secio 1.2.2). Cada
06 intermediario de 7' corresponde a umn subconjunto P(v) de P e a uma particdo simplicial
A(v) para os pontos de P(v), com as propriedades expressas no teorema 6.2. As folhas de T
correspondem a uma partigao de P em subconjuntos com tamanhos quase iguais (diferindo em
no miaximo 1) e limitados por uma constante. De cada particdo simplicial A(v) sdo armazenados
os simplexos (para calcular as interse¢des com o semi-espago de busca) e os pesos acumulados
dos pontos dos subconjuntos associados a cada um desses simplexos.

*Uma partigio simplicial satisfazendo ¥/r < |P;] < 2N/r para cada dasse P, (1 <1 € r} & dita vma particio
simplicial fina (fire simplicial partition).
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S . . 1- .
O tamanho da particio simplicial associada a um né v é r = |P(v)] 1d, Assim, a cada
. . P T 4 .
nivel da drvore o tamanho de P{w) ¢ diminuido de um fator [£( ,,,)'IK , donde se pode coneluir
yue a profundidade de T ¢ O(loglog N) apenas.

Para responder uma busca em um subespago o (semi-espago ou simplexo) parte-se da raiz.
sstando em um né » procede-se recursivamente nos filhos associados a simplexos de A(w) in-
terceptados pela fronteira de o0 Os simplexos de A nao interceptados por o sdo tratados di-
retamente: as sonias dos pesos relativos aos pontos associados a simplexos totalmente internos
a @ sao contabilizadas em cada 00 do percurso de busca. A equacdo de recorréncia para este
processo de busca &

T(N) < O(N VY 4 0 YT (2N /) (6.1)

Considerando r = N1=1/¢ constante, a solugio para a equacio 6.1 6 Q(N!=1/og® N), onde
¢ > 1 é uma constante. Uma vez que um nd v da arvore de particaiec T baseada numa particio
simplicial como especificada pelo teorema 6.2 usa espago O(|P(v)f1hlfd), o espago total ocupado
por T é linear. O tempo total de pré-processamento & O(N log N ), pois cada nd v requer tempo
de pré-processamento O(] P(v)|-log |P(v}]) e o tamanho de I’(v) decresce como uma exponencial
dupla com o aumento da distincia de » 3 raizf.

Complexidades

C: O(N'~Ydlogt N)
M:O(N)
P-O(Nlog N)

Pode-se utilizar estruturas de dados auxiliares penduradas aos nds de T para agilizar a
deteccao dos simplexos cortados pela fronteira de o e o calcule dos pesos acumulados dos pontos
associados aos simplexos internos a o. Com o uso de tais estruturas, pode-se diminuir o tempo
de consulta para O{ N1~ 4(loglog N)°), mediante um aumento do tempo de pré-processamento
para O(N'?), com A > 0.

6.1.4 Arvores de particio utilizando cortes simpliciais

QOutra construgio importante em geometria computacional € o corte simplicial {cutting) [Mat93a,
Mat91c].

S Detalhes em [Mat9ic].



98 CAPITULO 6: Busca em semi-espacos ¢ simplexos

Corte simplicial {(cutting):

[s)

Um corte simplicial é uma colecdo de simplexos fechados = = {£;,&,...,&;} com

inteniores disjuntos, cobrindo todo o espaco I'.

7

() tamanho de um corte simplicial Z é o ntimero 7 de simplexos’ componentes de =,

(1/7)-corte simpficial:

Dada uma colecdo finita I de hiperplanos em I, diz-se que um corte simplicial = =
{€1,€2,....£&,} € um {1/r)-corte simplicial {(1/7)-cutting) para H se:

|H(E)| < [H|/r V& €E (6.2)

onde f{(&;) é o subconjunto de hiperplanos de H interceptando o simplexo & € =

Corles simpliciais podem ser usados como esquemas de particio e sao de fundamental im-
portancia em algoritmos probabilisticos lidando com hiperplanos®.

Sabe-se que, aplicando dualidade, o problema de busca em semi-espagos se reduz a calcular
a intersecdo de um arranjo de hiperplanos com uma semi reta (se¢io 6.1.1). Um (1/r)-corte
simplicial é pertinente neste contexto, pois permite reduzir o problema envolvendo N hiperpla-
nos a um conjunto de sub-problemas envolvendo N/r hiperplanos. Esta estratégia de divisdo,
aplicada recursivamente, permite construir arvores de localizagao {se¢do 2.1) ou mesmo &rvores
de particao (se¢ao 2.3) para auxiliar no processamento das consultas. Os algoritmos para busca
em subespagos empregando cortes simpliciais podern utilizar resultados no espago dual que im-
plicam em outros resultados no espa¢op primal e vice-versa. Algumas vezes, estes algoritmos
utilizam configuragoes no espago primal possibilitando arvores de partigdo para solucionar os
problemas de busca em subespagos e outras vezes, configuracbes no espago dual possibilitando
drvores de localizacio para solucionar os problemas correspondentes no espago dual.

Teorema 6.3 (Chazelle e Friedman [CF90])} Sejam H um conjunto de N hiperplanos em
R® e r um parametro, tal que 1 < r < N, Entdo, eziste um (1/r)-corte simplicial de tamanho
O(r*) (que é o menor tamanho possivel assintoticamente).

TA definigic de simplexo precisa ser estendida aqui para comportar também simplexos ilimitados, de modo
que um conjunto finito de simplexos possa cobrir todo o espago I'. Considere entdo um simplexo como sendo nma
regiio limitada ou ndo, constituida pelo espaco I' tode ou pela intersegio de um numero finito de scmi-espagos.

8 Cortes simpliciais nio sio usados apenas como esquemas de partigio. Sao empregados, por exemplo, camo
estruturas auxiliares na construcao de particdes simpliciais [Mat93a, Mat91c¢], entre outras aplicagdes.
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Chazelle e Friedman [CI°00] tratam da construcio eficiente de cortes simpliciais e fornecem
também um algoritmo probubilistico para construtr um corte simplicial satisfazendo o teorema
6.3 em tempo esperado O(Nr¢=1). Este tempo de construcio é limo se também forem retorna-
das as colegoes H (&) relativas a cada simplexo de Z, pois O(Nr9™") ¢ umn limite superior justo
para a soma dos tamanhos dessas colegbes.

Qutros trabalhos sobre a construcio eficiente de cortes simpliciais e aplicacdes a busea em
subespacos publicados na mesma época sao [Mat9la, Matg1b, Mat9id].

Recentemente, Chazelte [Cha93] conseguin um algoritmo deterministico para calcular cortes
simplicials, corm as mesmas medidas de complexidade do algoritmo probabilistico de Chazelle ¢
Friedman.

0O método de Chazelle permite construir uma hierarquia de cortes simpliciais, propiciando
novas solngoes para busca em subespagos. Fsta hierarquia consiste de uma seqiéncia de cortes
simpliciais {Zy,Zj,...,Z,}, onde =, corresponde ao tinico “simplexo” R e cada =; (1 < i < )
refina =;_y, de tal forma que cada simplexo de =;_; é decomposto em uma cole¢iao de simplexos
de Z;. Esta hierarquia sugere uma estrutura de arvore de particao.

MatouSek [Mat92] apresenta utna estrutura para busca em simplexos em R? utilizando a
hierarquia de cortes simpliciais de Chazelle. Ele demonstra também que é possivel construir
estruturas de dados multi-nivel (se¢do 2.4) com uina sobrecarga (overhead) de apenas um fator
logaritmico por nivel da estrutura. As medidas de complexidade da solugdo de Matousek {no
modelo aritmético - se¢ao 1.9.1) sdo enumeradas a seguir.

Complexidades

C: O(N/m'?4 . logm/N)
M:0(m)
P: O(N'* + mlog* N)

onde m (¥ <m < N“’) é um parametro permitindo diversas relagdes entre o uso de memoria e
o desempenho das buscas e A > 0 é uma constante.

Com meméria m = O(NY) pode-se efetuar consultas em tempo O(logdJrl N), mediante um
pré-processamento da ordem O(Nd-log)‘ N). Com memoria linear pode-se efetuar consulias em
tempo O(N'=1/9), sendo o tempo de pré-processamento O( N 11).

A solucao de Matousek é quase 6tima para d = 2 (salvo pelo fator log{m/N)) e, de acordo
com consideragdes a respeito do limite inferior obtido por Chazelle {se¢do 6.2.1), provavelmente
é Stima também para d > 2.
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6.2 Cotas inferiores

6.2.1 Limite inferior obtido por Chazelle

Chazelle [Cha89] estabelece o seguinte limite inferior para o tempo de busca em simplexos no
modelo aritmético (se¢io 1.5.1):

(*-Q( ad ) (6.3)
T M og N -

onde m (N < m < N%) indica o uso de meméria e d > 2 ¢ o miimero de dimensoes.

No plano, este limite aumenta para:

C QYN[ m) (6.4)
em razao de uma prova mais acurada.

Isso sugere que o divisor logaritmico da equacdo 6.3 pode ser apenas resultado da técnica de
prova utilizada.

Existem algumas cotas superiores para o problema de busca em simplexos atingindo os
mesmos valores da cota inferior da equagio 6.3, salvo por fatores multiplicativos de pequena
significincia: de ordem O(N®) ou O(log" N), com £ > 0 e ¢ > 0 [CSW90, Mat92]. Assim, busca
em simplexos é um problema quase resolvido no que diz respeito as cotas inferiores.

Acredita-se que o limite inferior de Chazelle (equacdes 6.3 e 6.4) se aplica também ao pro-
blema de busca em semi-espagos na sua definicio geral (na qual nio hi restrigées para os semi-
espagos de busca e nao tmporta se é efetuada contagem ou enumeragio dos pontos ou se sao efetu-
adas consultas de vacuosidade). Todavia, para alguns casos especiais de problemas de busca em
semi-espagos existem solugdes cuja eficiéncia supera o limite de Chazelle. Este é o caso, por exem-
plo, do problema de enumeragio dos pontos em um semi-espago [CGL85, CP86, C589, AHLI0]
e do problema de vacuosidade [Mat91d).

6.2.2 Limite inferior obtido por Chazelle e Rosenberg para busca em simple-
x0s no modo de énumeragao

Chazelle e Rosenberg [CR92] demonstram o seguinte limite inferior para enumerecao dos pontos
contidos em um simplexo no modelo de miquinas de ponteiros (se¢dao 1.5.3):

Nl—s )
C :Q(m +k) (6.5)

onde ¢ > 0 é uma constante, £ é o tamanho da saida, d é o numero de dimensdes do espago e m
é o uso de memoria.

Este limite mostra que o problema de enumeragao dos pontos em um simplexo é mais dificil
que o problema de enumeragao em semi-espagos, pois para o segundo problema existem solugdes
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com medidas de complexidade inferiores aos valores determinados pela cota inferior da equacio
6.5, coma por exemplo a solugdo otima de Chazelle, Guibas e Lee para enumeracio dos pontos
conlidos em um semi-espaco no plano (se¢ao 6.1.2). Isso sugere que para simplexos nio deve
haver solugoes mais eficientes para casos particulares do que as solugdes para o caso geral, como
ocorre para busca em semi-espagos.

6.2.3 Limite inferior obtide por Brénnimann e Chazelle para busca em semi-
espagos no modo de contagem

Bronnimann e Chazelle [BC92] demonstram que utn limite inferior para efetnar uma busca em
semi-espace no mode dv contagem no modelo aritmético (secao 1.5.1) é:

d_
(N/log N ) ~@any

¢:Q 174 (6.6)

como sempre, d é o mimero de dimensoes do espago e m ¢ o uso de memoria.

Este limite (embora possa estar abaixo da complexidade intrinseca) mostra que o problema
de busca em semi-espagos considerando pesos arbitririos é mais dificil que os casos particulares
de enumeracac dos pontos em um semi-espaco € o problema de vacuosidade, pois para estes
existemn algumas cotas superiores obtidas com valores de complexidade abaixo dos determinados
pela cquacdo 6.6, como por exemplo a solu¢do 6tima de Chazelle, Guibas e Lee para o caso de
enumeracao no plano (esbogada na segio 6.1.2) e algumas cotas superiores para enumeragao e
para o problema de vacuosidade com d > 4, encontradas em [Mat91d].

Eles também demonstraram que uma seqiiéncia de N operacdes de insergio e busca em
semi-espagos, partindo da base de dados vazia tem limite inferior:

0 N @ ( Nz—ewcz)) o)
— e e——L et = AT ————rr— 6!7
(log N )Cas17 log”") ¥

6.3 Notas bibliograficas

Um quadro com cotas inferiores e superiores obtidas para problemas de busca em semi-espagos
e busca em simplexos ¢ apresentado no final da resenha de Matousek [Mat93a).

A abordagem de irvores de particao tem sido predominante na pesquisa de solugdes para
busca em semi-espagos e simplexos. Uma série de artigos propuseram sucessivas reducdes do
expoente @ do tempo de busca O({N*) (1 -1/|d/2] £ a < 1) com memdria aproximadamente
linear [Yao83, EH84, YDEP89]® em 3 dimensées. Cole [Col85) obtém uma solu¢io com tempo

?Esta evolugio é caractetizada por Matouiek [Mat93a] de forma bem humorada, comparando-a ao estabeleci-
mento de recordes esportivos.
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de consulta sub-lincar para 4 dimensoes.

Essas solucoes baseiam-se em decomposiches do espago ' induzindo partigoes do conjunto de
pontos I cm subeonjuntos de tamanhos iguais (tamanhos diferindo em no maximo 1, quando
nio for possivel divisao inteira).

Avis [Avi84] demonstra que ndo ¢ sempre possivel particionar um conjunto de pontos em R?
em 2% partes iguais atilizando  hiperplanos para d > 5. Isso implica que algumas estruturas
hascadas em drvores de particio (por exemplo [Wil82b] ¢ [YaoR3]) nao podem ser gencralizadas
para mals dimensoes.

Andrew e Frances Yao [YYS85], por outro lado, provam a existéncia de un esquema de
parti¢ao em qualquer dimensiio d fixa, tal que todo hiperplano em RY cruza no miximo 2¢ — |
regioes do espago particionado.  Lles apresentam uma construgio elegante para cletuar esta
prova, baseada numa analogia do conjunto de pontos P com uma certa distribuicio de massas
(no sentido da fisica mesmo) no espago multidimensional. O espago ¢ dividido por d hiperplanos
em 2 regides, cada uma das quais com uma fragdo 27¢ da massa total. Entretanto, csta
construcio nao garante a distribuicdo dos pontos de P em partes iguais entre as regioes do
esquema de partigao. Eles provam apenas a existéncia e a unicidade de tal esquema de particio,
deixando em aberto detalhes sobre sua construgao e sua utilizagio na produgao de estruturas
de dados para auxiliar a resolver problemas de busca em subespagos.

Alon, Haussler e Welzl [AIW87] demonstram que qualquer problema de busca em subespaco
de dimensao-VCigual a 1 (veja definicdo de dimensao-VC na secao 1.2.2) permite um esquema de
parti¢ao que resulta em uma solugao com tempo de busca sub-linear e também que o problema
pode ser reduzido a busca em semi-espago em um espago de dimensao maior (veja técnicas
de linearizacao na segao 2.8). Para alguns problemas de husca em subespago abstratos com
dimensao- VC maior que um a afirmacéo acima n3o ¢ vdlida,

Haussler e Welzl [HW86] empregaram métodos probabilisticos para construir esquemas de
particdo. Eles introduziram o conceito de redes-¢ (£-nets) para um problema de busca em sub-
espaco (P,X) com P C T finito (o problema de busca em subespago é formulado de forma abs-
trata). Qutros trabalhos relacionados com redes-¢ sio [Mat89, KPW92]. Clarkson {Cla86, Cla88]
também foi um dos piloneiros na aplicagao de técnicas probabilisticas em geometria computaci-
onal.

Matousek [Mat93a] descreve o esquema de particio de Haussler ¢ Welzl com relativa simpli-
cidade. Para um conjunto P de N pontos em R? toma-se um subconjunto Q C P com r pontos,
onde r é um pardmetro tal que 1 < » < N/2. O conjunto de todas as (3) linhas determinadas por
pares de pontos de @ constitvi o esquema de partigio. Haussler ¢ Welzl provam que a arvore
de particio baseada neste esquema tem alta probabilidade de responder consultas em tempo

1
O(N'~ @&+ 14} (X > 0) no pior caso, utilizando meméria linear.

Chazelle, Sharir e Welzl [CSW90] propdem um algoritmo para busca em simplexos utilizando
varios esquemas de parti¢ao para um mesmo conjunto de hiperplanos (dual ao conjunto de pontos
P), de tal forma que para qualquer hiperplano h sempre ha um esquema de parti¢ao com baixo
ntmero de cruzamentos. Esta solucio requer memdria de ordem Q(N!1€) e possibilita efetuar
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buscas em tempo O(N =144y (¢ > 0).

Agarwal, Eppstein e Matousek [AEM92] segnem uma abordagem seruelhante a de Chazelle,
Sharir ¢ Welz]l para solucionar os problemas de enumeragao dos pontlos em um semi-espago ¢
de vacuosidade também relative a semi-espacos, oferecendo diversas relacoes entre as medidas
de desempenho para enumeragio. Fssencialmente, eles dinamizam a estrutura de dados de
Clarkson [Cla87], utilizando a téenica de Chazelle, Sharir ¢ Welzl para contornar obsticulos que
impedem sua dinamizacao direta. Bles primetro descrevemnt uma estrutura para o problema de
vacuosidade e entiao a estendem para o problema de enumeracio dos pontos conlidos em um

HCHI-CSPAGO,

A matoria dos algoritmos e estruturas de dados para busca em semi-espagos Lém uma ca-
racteristica predominantemente topoldgica. Eles se basciam em algum csquema de particio, de
ama ferma ou de outra. Entretanto, existem outras abordagens na literatura. Entre as solicoes
utilizando abordagens nao topolégicas encontra-se a solugdo 6tima de Chazelle, Guibas e Lee
para cnumera¢io dos pontos em um semi-espago em duas dimensoes [CGL85] (esta solugio é
descrita na seqao 6.1.2).

Welzl [Wel88] propde a idéia de drvore geradora com baixo nivel de cruzamentos (spanning
trees with low crossing numbers). Ao invés de calcular a interse¢do da fronteira do subespa-
co de busca com regides de um esquema de particio, ele propde calcular a intersecao desta
fronteira com as arestas de uma arvore geradora, a qual tem os pontos de P como vértices.
O inconveniente desta abordagem é que o cédlculo das intersecdes é quasé tao dificil quanto o
problema original. Qutros trabalhos utilizando drvores geradoras sao {CW89, Mat90, Hau91].

Aggarwal, Hansen e Leighton {[AHL90] conseguiram produzir uma solugio para busca em
semi-espagos em 3 dimensdes, utilizando um método empregado para busca em subespago cir-
cular no plano {veja secao 4.1.3). Eles aplicam uma transformagio ao problema de busca em
seri-espaco em trés dimensées, reduzindo-o ao problema dos K-vizinhos mais préximos em
duas dimensdes, na métrica da “distancia forca” (power distance metric)'®. Eles utilizam dia-
gramas de Voronoi de K-ésima ordem na métrica da distincia forga para solucionar o problema,
recarrendo novamente a uma solugao de cunho topolégico.

Matousek e Welzl [MW92] descrevem um método para solucionar busca em semi-espagos
(também busca em simplexos se os pesos puderem ser subtraidos) em duas dimensdes, baseado
em um lema de Erdés e Szekeres. Esta solucio permite efetuar buscas em tempo O(vNlog N)
utilizando memoéria O( N log N'). Parece ndo haver muita esperanca de estender o método para
mais dimensoes. Todavia, € um algoritmo de ficil implementacio e com pequenas constantes
multiplicativas nas medidas de complexidade.

"®*Na métrica da distincia forca é associado um peso w, a cada ponto p € I'. A distincia entre dois pontos
distintos p e ¢ € definida na métrica da distincia forga como distapip,q) = dist{p, q}2 — wp"’, onde dist(p,q) & a
distincia euclideana entre p ¢ g.



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho, foram estudadas algumas variagoes do problema de busca em subespagos (range
search), segundo o enfoque de projeto de algoritmos eficientes. Em primeiro lugar, foram forneci-
dos os conceitos e classificagbes bdsicos relativos a problemas de busca em geral e particularmente
busca em subespagos, a fim de prover a base tedrica necessiria e situar a area de estudo. Con-
sideramos problemas de busca em subespagos com dados pontuais mergulhados em espacos de
varias dimensoes e exploramos algumas variagoes de formatos de subespagos de busca classicas
na literatura. '

Foram analisadas algumas solugoes encontradas na literatura para as diversas variagées do
- problema (caracterizadas por diferentes formatos de subespagos de busca), de um ponto de
vista abrangente, procurando enfatizar 0s seus aspectos em comum. Deste estudo, identificamos
diversas abordagens e técnicas ocorrendo freqientemente nas solugbes, as quais denominamos
paradigmas de algoritinos. Esses paradigmas foram descritos no capitulo 2, anteriormente aos
capftulos dedicados as variagoes do problema (capitulos 3 a 6}, com o intuito de introduzir ao
leitor algumas formas alternativas de relacionar as diversas solu¢oes, induzindo-o a desenvolver
raciocinios gerais que lhe habilitem a perceber as semelhangas de concepgao das solugbes e as
abordagens e técnicas gerais nelas empregadas.

7.1 Contribuicoes

Nesie compéndio, procuramos descrever diversas idéias provenientes da pesquisa de algoritmos de
maneira integrada e simples, com o objetivo de torna-las mais acessiveis tanto aos interessados na
pesquisa dos problemas de busca em subespagos e suas soluges, quanto aqueles mais interessados
nas possiveis aplicagoes dessas idéias ou dos préprios métodos de solugao.

104
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Dentre as contribuicées deste trabalho podemos citar:

¢ a reuniao e a formalizagio de conceitos relacionados com problemas de busca multidimen-
sional e particularmente de busca em subespacos;

o um levanlamento bibliografico amplo, com clagsificacio dos assuntos abordados na litera-
tura, facilitando a identificagio, localizagio e estudo de assuntos cspecificos;

¢ a descricdo de diversas solugbes para problemas de busca em subespagos sob uma visao
unificadora e comn notagao uniforme, permitindo compard-las do pounto de vista de sua
concepgao e funcionainento;

e a colela e a descrigao de abordagens e técnicas gerais empregadas na solugio de problemas
de busca e outros, promovendo o desenvolvimento de raciocinios sistematicos aplicaveis
nas solucoes de diversos problemas em computagao.

Uma das questoes que podem ser levantadas é o quanto paradigmas de algoritmos podem
contribuir na producao de solughes gerais para problemas de busca em subespagos. Cabe lembrar
entdo que nao existe uma solugdo boa para todos os tipos de subespagos. Em diversos casos
particulares as solucdes gerais perdem em eficiéncia e simplicidade para as solugdes especificas
e em alguns casos, existem inclusive solugdes especificas mais eficientes que os limites inferiores
estabelecidos para o caso geral. Porém, algumas solugdes genéricas podem ser dteis e, para
algumas subclasses de problemas, as primeiras solugbes nio triviais foram conseguidas com a
aplicacao (&s vezes implicita) de paradigmas de algoritmos, como é o caso das solugbes para
busca em subespacgos polinomiais.

7.2 Possivels extensoes

Muitos trabalhos tém sido publicados nos dltimos anos a respeito de problemas de busca em
subespacos, especialmente semi-espagos, simplexos e subespa¢os polinomiais e semi-algébricos.
Embora muitas das solugoes alcancem as cotas inferiores, salvo por pequenos fatores multiplicati-
vos, em geral poli-logaritmicos, ainda nao se pode considerar o problema solucionado, mesmo do
ponto de vista algoritmico, pois solugbes mais simples e adequadas as diversas situagdes podem
ser concebidas. Atualmente, tem se difundido também o emprego de técnicas probabilisticas em
geometria computacional [Mul93], o que pode levar a solugdes mais eficientes, especialmente no
caso médio. Além disso, muitas das solugbes obtidas jamais foram implementadas ou testadas
em situagoes praticas.

Tem-se entao um amplo campo de pesquisa em aberto, notadamente no que se refere a estudar
a viabilidade de aplicagido das idéias provenientes da pesquisa de algoritmos em diversas areas.
Entre os temas em aberto, relacionados com a aplica¢io dos resultados ji obtidos, incluem-se:

e generalizagdo das soluges de modo a permitir o tratamento de objetos de dados ndo
pontuais [Sam90, Cox91];
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o dinamizacio das estruturas de dados utilizadas para suportar as buscas [Ove83, CT92];

o adequacio das estruturas de dados aos mecanismos de armazenamento disponiveis [Sil81,
IKO88, 0SdBvK90, S0%0);

e implementacao e experimentagio das solugoes.



Convencoes de Notacao

Convencoes de Tipo

Texto normal: utilizado na narra¢ao comum.

Termos no idioma original: range, simplex, cutting.

Realce: repetidas consullas, dados pontuais, inico.

Definicao/conceito: busca em subespago, particdo-J.

Citacdes: Abencoados os que véem beleza em fudo: i&m espirito consirulivo.
AbreviacGes: M:, MAOP, V(C

Nomes de fungdes: empilha(), buscal()

Simbolos, expressoes e abreviacoes

r espaco multidimensional (D=9 X y2 X -+ X 74 )

A parti¢do simplicial (simplicial partition)
( A= {(P1161)1 (p2:62)a"'$(pﬂ?6ﬂ)} I b= PN, {Ulgign ?l} = Pa
P.NP;,=0Vi#£j)

(1]

particdo do espago multidimensional I' em um conjunto de simplexos (cutting)

E={l,& 6} | {8l =T, &n&=0ViZ£j)

X conjunto (possivelmente infinito) de subespagos de busca vilidos para um
determinado problema de busca em subespago (5 C 2T )

¢ conjunto de sub-regides componentes de uma decomposigao qualquer do espago
multidimensional I’

T conjunto de grupamentos de faces (YT = F), Fay -+, Fr )
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W sub-regtao (face} componente de uma decomposi¢do qualquer do espago
multidimensional (€ @ )

N tamanho da base de dados ( N = |P] )

P conjunto de pontos da base dedados ( PCT |, P={pi,p2.--.on} )

d niimero de dimensoes do espago mulilidimensional

k tamanho da saida (em problemas de enumeragio - segao 1.2.2)

D dual de uma entidade geométrica

F grupamento (subconjunto) de faces de uma decomposigao do espaco
multidimensional ( F = {@¢ € ¢} )

P subconjuntode P { PC P )

R sub-regido do espago multidimensional T’

N conjunto dos nimeros naturais

R conjunto dos nlmeros reais

z conjunto dos nimeros inteiros

vC dimensao de Vapnik-Chervonenkis ou dimensdo- VC ( VC-dimension)

do fronteira de um subespago de busca

w(p) peso associado ao ponto p € P

Sub{P,X)  todos os subconjuntos da base de dados P satisfazendo a consultas (queries)
relativas a um conjunto de subespacos de busca X
( Sub(P,2)C 2P, Sub(P,Z)={P=PNao |cEXL})

Vizg(P) diagrama de k-ésimo vizinho mais préximo para o conjunto de pontos P

Vorg(P)

diagrama, de Voronoi de k-ésima ordem relativo ao conjunto de ponto P
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