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CaPITULO 1
DEFINICOES E NOTACOES BASICAS

1. REPRESENTACOES GRAFICAS DE GRUPOS

A motivacao basica para este trabalho & uma pergunta feita
em 1936 por Konig: "Dado um grupo abstrato G, exis%e um grafeo X

com AutX = G? Se existir, como & construide ? [15].

Posteriormente, outras questoes foram feitas e algumas se-

rao analisadas aqui.

A ferramenta basica para tal construciao & o grafo colora-

cao Xo g de G em relagao a algum subconjunto H de G, também
F

chamado de ghrafo de Cayley.

No capitulo 2, temos aresposta d questao de Konig dada por
Frucht (Teorema I): todo grupo (finito) & isomorfo ao grupo de
automorfismos de um grafo (finiteo). Assim, a condigaoc de um gra-
fo X possuir AutX isomorfo a um dado grupc nao & "muito forte'.
De fato, posteriormente, Frucht acrescentou a condigao de X ser
clbico (Teorema II): todo grupo (finito) & isomorfo ao grupo de
automorfismos de um grafo cObico (finito). Sabidussi demonsirou
que existe infinitos grafos X com Aut X isomorfo a um dado gru-
Po, tendo ainda, propriedades adicionais especificadas, tais cono

conexidade, nUmero cromatico, regularidade.



Em outro aspecto, mas éinda ligado a questao inicial, sur-
giu a pergunta: Se o grupo considerado for um grupo de permuta-
goes P, existe um grafo X tal gque o grupo de automorfismo de X
€ isomorfo, como um grupo de permutacdo, a P? A resposta & ne-
gativa: por exemplo, o grupo alternado Al ndo € isomorfo, como
grupo de permutagac, a nenhum grupo de automorfismos de grafos,
pois caso contrario todo par de vértices poderia ser levado a
qualguer outro par de vértices e portanto o grafo seria completo
ou sem arestas, e, em ambos os casos, O grupo de automorfismos &
o simétrico Sn . Babai [ 1], analisou uma forma mais fraca e pro
vou que para todo grupo {(finito) P de permutagoes, existe um
grafo X tal gue P é a restricao do grupo de automorfismos de X
a um subgrafo Y de X invariante (cada permutagac em P & um au

tomorfismo de Y).

Uma classificagao interessante de grupos finitos & feitano
capitulo 3, um grupo & diedral generalizado se, e somente se, nao
& gerado pelos seus elementos de ordem maior gue 2. Com base nes
sa classificagdo, estudamos nos capitulos 3 e 4 as representagoes
requlares graficas orientadas (RRGO) de um dado grupo G e moOS~—
tramos que, com excegao de precisamente cinco grupos (Z%, ZS,Z;,
Zé e Q ( o grupo quaternidnico)), todos os demais grupos fini-

tos tém uma representagdo reqular grafica orientada.

A resposta afirmativa 3 questac de KOnig segue da existén-

cia de grafos coloragac fortemente conexos enguanto a existéncia

de uma representacao regular grafica orientada para um grupo G



segue da existéncia de grafos coloragac fortemente conexos e for

temente livres de pontos fixecs.

Como um subproduto de estudo da existéncia de representa-
¢cao regular grafica orientada, vemos, no capitulo 4, que os uni
cos grupos abelianos que possuem uma representagao regular gra-
fica (RRG) sao os Z? n <1l ou n > 5. 0 problema daexisténcia
de representacgao reéular grafica de grupos nao abeliancos tem si-
do estudado had algum tempo. Este problema nao sera analisado nes
te trabalho., Damos a seguir alguns dos resultados mais significa
tivos. Nowitz e Watkins [ 20, 21] demonstraram que todo grupo nao
abeliano de ordem prima com 6§ tém uma RRG. Mais tarde, Imrich
[l4] provou que com uma unica exéegao todo grupo nao abeliano de
ordem impar téem uma RRG. Hetzel [12] estendeu o prcblema para
grupos solfiveis e finalmente, segundo Babai [2], Godsil [9] pro
vou que todo grupo nao soliivel possui uma RRG. Assim, oproblema

da existéncia de RRG estd completamente resolvido.

Antes desses resultadeos outros particulares foram estuda-
dos. Damos a seguir alguns deles: Watkins [24] demonstrou gue
grupos diedrais Dn (m > 6), grupos de ordem p? para p um primo
impar (distinto de 3), possuem RRG; em [25] Watkins demonstrou
que grupos simétricos S, (n > 4) e alternados A {n > 5) tEém
RRG e ainda mais, se G & um grupo diedral generalizado de nlcleo
Z? entao G tém ERG para n > 3. Bannai {3] demonstrou que

se G =(x,y), x3 =1 e se G nao & sollvel entac G tém uma



RRG; Godsil {8 ] provou que todo grupo nao abeliano simples tém

uma RRG.

2. ALGUMAS.DEFINICOES DA TEORIA DOS GRAFOS

O restante deste capitulo apresenta as definicoes e nota-

¢oes basicas da Teoria dos grafos [16] ,[17] e dos grupos [5 1},

[10] e [19] que serao utilizadas no decorrer deste trabalho.

Nesta segdo relacionamos definigdes da Teoria dos grafos;
na se¢ao seguinte, definicoes da Teoria dos grupos. Desta forma
o leitor familiarizado com estas definicoes pode prosseguir di-

retamente para o capitulo 2.

Convém ressaltar gue vamos considerar apenas grupos e gra-

fos finitos.

Um giadc X consiste de umconjunto finito VX de vertices,
um conjunto finito AX de aresfas e uma fungdo de Lncidéncia Py
que associa a cada aresta de X um par nao ordenado de vértices,

nao necessariamente distintos, de X, chamados extremos da ares-
ta.

0s grafos podem ser representados por diagramas, onde cada
vértices & representado por um ponto e cada aresta por uma linha
ligando o©s pontos que representam seus extremcs. (Subentende-se

que nenhuma linha passa por pontos que representem vértices ou-

tros que o0s extremos da aresta correspondente).



Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advém da re-—
presentagao em diagramas. Assim, os extremos de uma aresta sa0
incidentes 3 aresta e vice-versa. Os extremos de uma aresta Sao

adjacentfes (mesmo que coincidam).

Uma aresta € um fag¢e se seus extremos coincidem, uma £iga-

¢do caso contrario.

Para um elemento x de VX, Adjx denota o conjunto dos

vértices de X adjacentes a x.

O grau de um vértice v de um grafo X & o nlimero de ares-

tas gue incidem em v, lagos contados duas vezes.

Grafo simples & aquele gue nao contém lagos, nem  axresfas

muliiplas (isto &, duas ou mais arestas com 0 mesmo par de extre
mos) .

Grafo completfo & um grafo simples cujos vértices sac dois
a dois adjacentes. Um grafo completo c¢com exatamente n vértices

& denotado por K . Grago vertice & o grafo K.

Uma bipanticac de um grafo X & um par nao ordenade Y, &
tal que YU Z =VX, ¥YNZ=4 @ cada aresta de X tem um
extremo em Y e outro em Z. Um grafo & bipanticionavel se admi-
te uma biparticao. |

Dois grafos X e X sao complementares se ambos forem sim-
ples, com VX = VX e tais que quaisguer dois vértices distintos
s30 adjacentes em X se, e somente se nao o forem em X. Denota-

mos por X © grafo complementar do grafo X.



Un grafo H & um subgrafo de outro, X, se VH C VX, AH C

C AX e para toda aresta de H, seus extremos em H sa3ao também

seus extremos em X.

Para um subconjunto W de V, o subgaadqo de X gerado pox

W, &€ o subgrafo H de X tal que VH =W e AH & o conjunto de

arestas de X que tém ambos os extremos em W.

Un passelio P em X & uma sequencia finita e nao vazia
(vo,al,vl,... ,an,vn) , cujos termos sac alternadamente vértices

v. e arestas Gy s tais que para todo i, 1 < i < n, Vi1 & VY

sao os extremos de @, . Dizemos que P & um passeio de v,oa v..

O comprimento de P & o inteiro n. Se os veértices Vorees V¥
forem dois a dois distintos entao P. & um caminhe. Se v, =v, e
VireessV, forem dois a dois distintos entao P & um cilacudlfo.

0 grafo X & comexo se gualisquer dois de seus vértices sao

ligados por um passeio.

Componente de um grafo X & um subgrafo Y conexo maximal

de X (isto &, ¥ & conexo e nenhum supergrafo proprio de Y &
conexo) .

Uma orientacde de um grafo X €& um par ordenado (i,f} de
funcoes, ambas de AX em VX, tais gue para cada aresta a em AX,

i({a) e f(a) s3o os extremos de o em X: i{a) &€ o extremo LAniclal
de o e f{o) & o extaemo fainal de o.

Dois grafos X e Y sao {somorfos (X = ¥) se existe bijegces

¢ : VX > VY e ¢ : AX > AY tal que para Va €AX, Y, (a) = {u,v!}



se, e somente se by (a)) = {6(w),8(v)}}. Se X e Y forem sim

ples, entao o isomorfismo serd encarado como uma bijegdo de VX

em VY que preserva adjacéncias.

Um automorfdisme ¢ de um grafo & um jisomorfismo de grafoc em

si mesmo. Denotaremos por Aut X o conjunto dos automorfismos de
um grafo X.

Un ghafo orientado X consiste de um grafo SX, chamado gra

§

o subjacente de X, e de uma orientacdo de X.

Na representagao de um grafo orientado por um diagrama, co
locamos, em cada aresta o, uma flecha que aponta de i{a) para
£la).

Ao aplicarmos um conceito ou propriedade definido para gdra
fos (n3o orientados), a um grafo orientado, subentendemos que es

tamos aplicando o conceito ou propriedade ao seu grafo subjacente.

Dessa forma, podemos dizer que um grafo orientado & conexo, etc.

Grafo semi-simples & o grafo orientado que ndo possui la-
¢os nem arestas miltiplas de mesmo sentido (isto &, arestas dis

tintas o e B tais que i(a) = 1i(R) e f(a) = £(8)).

Seja X um grafo orientado, (i,f) sua orientagao. Para um
subconjunto W de VX, o subgrafo 7 onrnientado gerade por W € o
grafo orientado que tem SZ como grafo subjacente e a restrigao
(iW,fW) de {(i,f) a W.

Um passeio P = (Vo,al,vl,...,un,vn) em um grafo orientado



& ondientado se para todo j tal que 1 < j <n, i(a.) = Vi (ou

equivalentemente, f{aj} = vj).

Um grafo orientado & fostemente conex¢ se todo var deo vér-—

tices pode ser unido através de um passeio orientadoc.

Um vértice v de um grafo orientado X & uma {onfe (sorve-
douro) se v € o extremo inicial (final) de toda aresta gue nele
incide.

Dois grafos orientados X e Y sao Lsomoiafos (X = V) se
existe bijegoes 8 :VX > V¥ e ¢ : AX - AY tal gue para VYa €

€ AX, wx(a] = (u,v) se, e somente se wY(w(a)) = (6{u),6{v)).

Um automorfismo ¢ de um grafo orientado & um isomorfismo
do grafo em si mesmo. Denotaremos por AutX o conjunto dos auto

morfismos de um grafo orientado X.

3. ALGUMAS DEFINICOES DA TEORIA DOS GRUPOS

Seja G um conjunto e seja * uma operacao definida sobre G.
Dizemos que o par (G,x)}) & um grupo se, e somente se, as seguintes

propriedades estiverem verificadas:

G, : {propriedade associativa): quaisquer gque sejam X,y € Z em

G, tem-se {x % y) = z = X % (y % z);

G, : (existéncia do elemento neutro): existe em G um elemento 1

tal que x # 1 = x = 1 ¥ x para toedo x € G;



G3 : (existéncia de inversos em G): para todo x de G, existe

- -1 -1
e em G tal que x * x =1 =x % x.

Se a operagao + de um grupo G satisfaz

Gy : (propriedade. comutativa): quaisquer que sejam X e y em G,

tem-se x x y =y * x: diremos que G & um ghrupo abellianoc.
Geralmente, confundimes ¢ grupo G com seu conjunto G.

Ondem de um grupo G & a cardinalidade do conjunto G. De-

notamos cardinalidade de um conjunto G por # G.

Se G & um grupo € a € G a ordem de a & o menor inteiro
positivo m tal que am = 1. S m= 2, diremos que a € uma L{n-
volugdao.

Unm subconjunto H de um grupo G & dito um subgrupo de G,
se com relagao ao produto em G restrito a H, o proprio H for-
ma um grupo.

Seja G um grupo e H um subconjunto de G. Denoctaremos por
(H? o conjunte dos elementos de G gue podem sSer exXpressos Como
um produto de elementos de H. E facil ver que (H) & um sub-

ghupo de G. Diremos que {(H) & o subgrupo de G gernade vor H.

Diremos que H é um confunte gerador de G se G = (H).

Diz-se que um grupo G & eicfico se, e somente se existe a
em G tal que G = {(a?’ . Todo elemento a que safistaz esta condi

cao & denominado gerador do grupo ciclico G. Denotamos G por
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Z, . onde n & a ordem do gerador.

Dados dois grupos (G,x) e (H,0), uma fungao v de G em H
& um homemorgismo de G em H se para quaisquer dois elementos
g, 9, de G, ¢v{g; * g2) = v{g1) o v(gy). Neste case, G & homo-
morgo a H. Um Ls0monfismo de G em H & um homomorfismo bijetor
de G em H, e neste caso dizemos que G e H sao Lsomorfos. Um

isomorfismo de G em G & um aufomoifismo de G.

Se H & um subgrupo de G, a € G, entao Ha = {ha |h € H}.
0 conjunto Ha & denominado classe Lateral a direita de H em
G. Analogamente, aH = {ah |h € H} & classe Lateral a esquerda
de H em G. O nimero de classes laterais 3 direita, igual ao ni

mero de classes laterais a esquerda de H, & chamado <ndice de H

em G e denotado por [G : H

Sejam W um conjunto ndo vazio e S{W) o conjunto de todas
as permutagoes scbre W. O conjunto S(W), com a operagac de com
posicao de fungdes, & um grupo: ¢ gaupo simetrico do conjunto W.

Se # W =n, o grupo S(W) serd indicado por Sn e denominado giu
po simetnico de grau n.

Todo subgrupo de S(W) é denominado giupo de peamuiagces 50
bre W.

Dado x € G, o subconjunto G%{ ={geglgx=x}) de G &
denominado esfabifizador do elemento x.

Sejam (A,«) & (B,0) dgrupos € consideremos o conjunto de

todos os pares ordenados (a,b), a € A, b € B. O produfo direfo
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Ax B & o grupo formado pelos pares ordenadeos (a,b) e a opera-

¢ao + definida por (aj,b;) + (az,br) = (a; * as,bj obs).

TEOREMA FUNDAMENTAL DQS GRUPOS ABELIANOS FINITOS: Todo grupo

abeliano finito & isomorfo ao produto direto de grupos ciclicos,

cujas cordens sao poténcias de primos.

Seja C uma colecao de conjuntos. Um conjunto C em ( &
mindimal em C se nenhum de seus subconjuntos proprios pertence a

C; um conjunto C & mindimo em € se nenhum conjunto de ( tem car

dinalidade menor que a de C.



CAPITULO 2

0S TEOREMAS DE FRUCHT

1. INTRODUGCAQ

Neste capituleo nos propomos a estudar a resposta de Frucht
4 questao de Konig: "Dado um grupo abstrato G, existe um grafo

X com. AutX = G? 8Se existir, como & construido ?" [15].

Veremos que tal grafo & fortemente livre de pontos fixos e
existe para todo G; € formado por modificagdes do grafo colora-
cdo no sentido de que vértices e arestas se transformam em cer

tos grafos, "preservando" a orientagao e as cores das arestas do
grafo original.

Para tal estudo, na segao 2 veremos grupos de permutagoes
e daremos uma caracterizagao de grupos fortemente livre de pontos
fixos. Na segao 3, analisaremos grafos coloragéo e algumas das

propriedades dos grupos de automorfismos desses grafos.

Observamos também que os resultados dessas segdes sao basi
cas para a continuidade deo trabkalhc. De fato, alguns desses re-
sultados somente serao utilizados em capitulos posteriores.

Nas segoes seguintes deste capitulo trataremos especiaimen
te do trabalho de Frucht.

Na secao 4 é demonstrado o (primeiro) teorema de Frucht

[6 ].
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TEOREMA I: Todo grupo {(finito) & isomorfo ac grupo de automor-

fismos de algum grafo (simples, nao orientado}.

Nas segoes 5 e 6 & demonstrado o (segundo) teoremade Frucht

E71.

TEOREMA II: Todo grupo (finito) & isomorfo ao grupoc de automor-

fismos de um grafo cibico (simples, nao orientado).

2. GRUPOS DE PERMUTACOES

Seja W um conjunto nao vazio e consideremos o grupo simé-
trico {S(W}),0) de todas as permutagoes sobre W e munide da .ope
ragao de composigac o formado pelo conjunto S(W). Todo subgrupo

de S(W) é denominado grupo de permutacoes sobre W.

EXEMPLO 1l: O grupe canondico de permutacoes sobre um ghupe G,
denotado AG, € o conjunto das permutagoes }\g(g € G) definidas

por Ag(x) = gx, para todoc x em G,

Observemos que cada }"g € de fato uma permutacac (pela lei

do cancelamento) e que AG €& um grupo.

EXEMPLO 2: Seja X um grafo simples. Uma bijegao ¢ sobre VX
& um automorfismo de X se ¢ preserva adjacéncias. Observemos
que o conjunto de todos os automorfismos de X, denotado AutX,

& um subgrupo de S(VX). Assim, no grafo da figura 1, AutX é
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um grupo de permutacoes isomorfo a 23, enquanto no da Figura 2,

aut X = {1, (13),(24),(13){24)}.

FIGURA 1: Um grafo cujo grupo de automorfismos & Zj.

aut X = {1, (13}, (24) ,(13)(24)}

FIGURA 2: Um grafo e seu grupo de automorfirmos.
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Un grupo de permutacoes G sobre W & {ivie de ponfos fixes

se, para qualquer w de W, existe ¢ em G tal que ¢(w) # w.

Diremos que G & foatemente Livre de pontos fixes (£.1.p.f.)

de G # {l} e v(w) #w, para todo w em W ¢ v em G - 1.

Denotemos o subgrupo de G que fixa w € W por G,- Assim,

G & f.l.p.f. see G, = 1, para todo w em W.

Um grupo de permutagoes G sobre W & trhansitive se para

quaisquer que sejam X,y € W, existe ¢ € G tal que ¢(x) = vy.

Um grupo de permutagoes sobre W & nregufat se & transitivo

e £.1l.p.f. .

Observemos gue o grupo de automorfismos do grafo da Figura
1l & f.l.p.f. mas nao € transitivo, enquanto o da Figura 2 nao &
nem f.l.p.f. e nem transitivo. Ainda, S3 & um exemplo de um gru

po de permutacoes transitivo mas nao f.l.p.f. e AG & regular,

para todo grupo G.

PROPOSIGAO 1: O grupo candnico AG & regular e isomorfo a G.

DEMONSTRACAO: O grupo AG é transitivo, pois para gquaisquer x,

vy em G, Az(y) = x, onde z = xy_l. ainda, AG & £.l.p.f., pois
Ag(x) =x see g =1, isto &, sece kg = 1. Dessa forma, AG &
regular.

Para mostrar que AG = G, observemos que para quaisquer ele

mentos g,h e x de G, kg(hh(x)) =Rg(hx)==ghx = lgh(x). Assim,
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v : G > AG definida por wi(g) = }\g(g € G) & um isomorfismec de G

em AG., 4

LEMA DOS GRUPOS FORTEMENTE LIVRE DE PONTOS FIX0S: Seja G#1
um grupo de permutagoes sobre W. O grupo G & f.l.p.f. se, e so

mente se, dados X,y € W existe no maximo um ¢ € G tal gque

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos gque G & f£.l.p.f.. Sejam x, vy € W e

. -1
w1 e ¢, em G tais que ¢1(x)=v,(x) =y, ¢, o¢{x) = x. Por
. = -1 , - . - .
hipotese, v; o¢; = 1, isto e, ¢, = ¢;. Logo, existe no maximo um
¢ em G tal que ¢(x) = y.

Para provar a reciproca, suponhamos que para guaisguer x,
y € W existe no maximo um ¢ € G tal que ¢(x) = y. Em parti-
cular, 1l(x) = x, ¥x € W. Logo, por hipdtese, v(x) # x para todo

¥EW e ¢ # 1. PpPortantc G & £.1l.p.£. . 4

COROLARIO: O grupe G & regular se, e somente se, para cada par

x, v de elementos de W existe exatamente um ¥ em G tal que

pi{x) = v.

LEMA DA PROPRIEDADE TRIANGULAR: Seja G um grupo de permutagoes

sobre W. Quaisquer dois itens abaixo implicam o terceiroc:

(i) G & f.l.p.f.



G e transitivo
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(11}

(111} # G = # W.
DEMONSTRACAO: Seja x € W. De (i), para cada Vv € W existe no
méximo um ¢ em G tal que w(x) = y. Assim,

# G < # W, (1)
com igualdade somente se G & transitivo. Logo, (i) e (iii) im-
plicam (ii).

De {(ii), para cada y € W existe pelo menos um ¢ em G
tal que ¥I(x) = y. Assim,

#G > #MW, (2)
com igualdade somente se G & f.l.p.f.. Logo, {ii) e (iii) impli
cam (i).

Finalmente, de (1) e (2), (i) e (ii) implicam (iii). &
3. GRAFQOS -COLORACﬁO E GRUPOS DE AUTOMORFISMOS

Seja G um grupc € H um subconjunto de G - 1. Cramamos
grafo coloragac (orientado) X; gr de G em relacac a H, ao

grafo orientado semi-simples tal que:
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ax = {{g,gh), g € G e h € H}.

A cor de (g,gh) & h.

Quando G e H forem subentendidos, denotaremos XG,H sim
plesmente por X. Observemos que 1 ¢ H e portanto o grafo nao
possui. lagos; observemos também que gh # gh' sempre que h#h’
e portanto a cor de cada aresta & bem definida; finalmente, se
h e h ' sio elementos de H, X possui areétas antiparalelas,
isto &, pares {{g,gh), (gh,g}} pois se (g,gh}) € AX = entao

(gh,g} = (gh,ghh-l) € AX.

Denotaremos por Cor Xo g © conjunto dos automorfismos de
r

X gue preservam as cores das arestas. A segquinte propriedade

G,H

& facilmente demonstrada.
PROPOSICAO 1l: O conjunto Cor X & um subgrupo de Aut X.

LEMA 2: O conjunto dos automorfismos de X, . & transitivo. De
r

fato, G = AG C Cor X C AutX.
DEMONSTRAGAO: Da Proposicao 2.1, AG & transitivo e G = AG.
Ainda, AG € Cor X (demonstragéio abaixo}. ba Proposigéio l, CorX C

C Aut X. Logo, G = AG C Cor X C AutX e AutX & transitivo.
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Agora, vamos demonstrar que AG C Cor X. De fato, seja
(x,xh) € AX, de cor h, e Ag € AG entao D\g(x,xh) = (gx,gxh)

& uma aresta de X da mesma cor h, ou seja AG C Cor X, 4

Quando teremos AG = Cor X? Esta questao & essencial para
a construgao de grafos feita por Frucht, solugao da pergunta de
Kénig e é estudada a seguir. A igualdade AG = autX €& Justa-

mente a preocupacgao dos capitulos 3 e 4.

. TEOREMA 3: Seja XG g um grafo coloragac. A menos de uma unica
r

excegac sao equivalentes:
(i) G = AG = Cor X.

(ii) e g & fortemente conexo.

(iii) H gera G.
{iv) Cor X & regular.

A excegdo ocorre quando G & Zp, H=¢ e X, =
r

te caso, (i) e {iv) wvalem mas, (ii} e {(iii) nao wvalem.

DEMONSTRACAO: Segue-se do Lema 4 abaixo que (i) - (ii) a menos
que G seja Z, e H = ¢.

As implicacoes (ii) <> (iii) seguem do Lema 5, abaixo.

A implicagao (iii} -+ {iv), segue do Lema 6, abaixo.

Vamos provar agora a implicagao (iv) - (i}. Do Lema 2,

G = AG C Cor X e assim, da propriedade triangular (Secao 2),

# Cor X = # G. Portanto, G = AG = Cor X.
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TEMA 4: Se AG = Cor X entao Xg 4 é fortemente conexo ou
r

LEMA 5: O grafo X & fortemente conexo se, e somente se, H ge-

ra G.

LEMA 6: Se H gera G entao CorX & regular.

A demonstracac do teorema se reduz entdo as demonstragoes

dos tres lemas.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 4: Neste caso, provaremos um lema gque im-
plica o Lema 4.

Sejam Z um grafo, Y uma componente de 2 e ¢ € AutZ.

Consideremos u=1ule¢e,¥] a extensao de tp[Y definida da se-

guinte maneira:

¢ (x) se X €Y
nix) = < @_l(x) se X € p(Y)\ Y
e c.c.

Assim, P & uma extensao de ¢|Y, um isomorfismo de Y em ¢({(Y),

ao automorfismo de Z gque fixa os vértices em V V(Y U ¢(Y)).

Um subgrupo ¢ de AutZ & complefo se para quaisquer gque

sejam y em & e Y componente de Z, uly,Yl € 2.
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E facil ver que Cor X & completo.

LEMA 4': Seja Z um grafo. Se Aut?Z contém um subgrupo ¢ com-

pleto e regular entao Z €& fortemente conexo ou Ks.

0 resultado a seguir segue trivialmente do Lema 4', e sera

usado posteriormente no capitulo 3.

COROLARIO: Se Z & um grafo regular entido ou 2 & K, ou Z 6&

- fortemente conexo.

Observemos que o Lema 4' implica o Lema 4 com ¢ = CorX e
Z = X, pois Cor X, um subgrupo de AutX, &€ completo e AG & re-

gular.

DEMONSTRAGCAO DO LEMA 4': Suponhamos gque 2 nao seja conexo. En-
tao para guaisquer vértices x e y, existe y € ¢ tal gque @(x)=
= vy, pois ¢ & transitivo. ConsequUentemente todas as componentes

sao isomorfas duas a duas e cada componente & transitiva.

Vamos provar agora que cada componente & o grafo vértice.
Suponhamos que, pelo contrario, Z tem uma componente K com mais
de um vértice. Como ¢ & transitivo e completo, podemos fixar to
das as componentes menos K, obtendo um automorfismo de Z em ¢

ndc livre de pontos fixos. Contradigao, pois ¢ & f£.l.p.f.. De

fato as componentes de Z sao o grafo vértice.

Finalmente, nac pode haver trés ou mais componentes, pois



caso contridrio, podemos trocar duas componentes e fixar as de-~
mais obtendo, novamente, um automorfismo de Z nao livre de pon
tos fixos e pertencente a ¢. Portanto, se Z nao & conexo entao

Z = Ky.

Suponhamos 2 conexo. Para provar gque 2Z & fortemente cone
X0, resta mostrar que toda aresta o pertence a um circuito orien-
tado. Seja o uma aresta, com extremo inicial X, © final x;.
Como & & transitivo, existe ¢ em ¢ tal que t.o(xo) = xX;. En-
 tao {sai(xo) | i € N} & o conjunto dos vértices de um circuito

orientado que passa por o, peis 2 e finito e ¢ & injetora.

A demonstragao do Lema 4' completa a demonstragao do Lema

1, A A

DEMONSTRAGCAC DO LEMA 5: Suponhamos que X, y é fortemente cone-
xo. Seja 1 € G. Para qualguer gue seja x € G, existe umcaminho
orientado {1 = Xor hy, %1, hy, xz,...,hr P X = x), de 1 para X,
cnde X401 < Xihi+l ' hi € H, 0 < i < r. Assim, xr=h1h2 hr.

De fato, H gera G.

Para provar a reciproca, suponhamos que H gera G, Sejam

X, y vértices de X. Entao existe uma sequéncia (hy , ... b))
-1

hiEH,riO,talque xy:hl...hr.Logo y = xh, ...hr.

Portanto, (x = X v hy, x13,ho, X» ""'hr ; xr), onde Xy =xhy ... hi,

& um caminho orientado em X, de x para y. Assim, para todo

par %, v de vértices de X, existe caminho orientado de x para

y em X. 4
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DEMONSTRACZ"-&O DO LEMA 6: Provaremos o Lema 6', abaixo, que impli

ca o Lema 6.

LEMA 6': Seja KCH que gera G e ¢ um subgrupo de AutX que

inclui AG. Se @; € ¢  para todo k € K entao ¢ & .regular..

Observemos que o Lema 6' implica o Lema 6, com K =H e

? = Cor X.

DEMONSTRACAO: Sejam u € ¢, z € VX tal gue p(z) =z. Vamos pro-

var que up = 1. Para tanto, seja ¢ = A;lu}\z € ¢ e observemos

-1 -1 -1
que ¢ € &, pois (1) = )LZ u)\z(l) = X.Z pi(z) = ;\z (z) = 1. Bas-
ta agora provar que ¢ = 1,
Seja X € G. Como H gera G, existe uma sequéncia (kl,...,kr)
de elementos de K (r > 0) tal gque x =k; ... kr . Provaremos,
por indugac em r, que ¢(x) = xXx. De fato, se r =0, x =1 e
v{l) = 1, por hipdtese. Para r > 0, seja y = k; ...k, pela
hipdtese de indugao, ¢(y) = y. Assim, h;ltﬂhy também & automor-
_ -1 -1

fismo de X e observemos que A 130?\ (1) = 2 ¢oly) = A (y) = 1.
Y Y Y Y

-1 . - -1
L € ¢,. Por hipotese, ¢®; C ¢ . Logo A Ted € 9
0go, )\Y ‘p}\y 1 P 1 -~ kr go, y v krr
- -l -l ml

i = = L) = . Portant =

i.8., ko AY my(kr} AY ¢ (yki) AY ¢ (x) ortanto, @ (%)

= ykr' = x. De fato, ¢(x) = X para todo x, 1sto &€, v = 1.

Portanto, o unice 1 que fixa algum vértice & a identidade.

Ou seja, o & f.l.p.f.. Portanto, ¢ &€ regular, pois AG C ¢.
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A demonstragac do Lema 6' completa a demonstracac do Lema

6 e do Teorema 3. 44 4

4. OS TEOREMAS DE FRUCHT

Nesta e nas segoes seguintes examinaremos dois teoremas de

vidos a Frucht, a saber:

TEOREMA I: Todo grupo (finito)} & isomorfo ao grupo de automor-

fismos de algum grafo (nao orientado, simples).

TEOREMA II: Todo grupo {(finito) & isomorfe ao grupo de automor-

fismos de um grafo cibico (nao orientado, simples).

Um grafo (nao orientado) & cublico se cada um de seus vér-
tices tem grau 3.
A Figura 1 ilustra um grafo ciibico cujo grupo de automor-

fismos & isomorfo a Zj.

A demonstragac do Teorema I, vird a seguir. A demonstragao
do Teorema II est& dividida em trés segoes: caso de grupos peque
nos, de ordem 1 ou 2, sera analisado ainda nesta segao; demais
grupos ciclicos serdo analisados na secac seguinte e 0S grupos

nao ciclicos na Gltima secgao do capitulo.
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V4

FIGURA 1l: Uma representacac cibica de Zj.

DEMONSTRACAC DO TEOREMA I: Seja G um grupo, H = {hy,+..yh } um

subconjuntc de G- 1 que gera G. Pelo Teorema 2.3.3, Cor Xey y=G-
r

Formemos um grafo nao orientado Y, distinguindo cada aresta do

grafo X através da cor e do sentido da orientacao, da se-

G,H

guinte forma: substituimes cada aresta (g;,g,) de XG H o’ da cor
!

g;1g2 = hi {L < i < n) por grafos Yi {Figura 2} onde:



VYi - {gl;gz;r U.O;...,u., V ,...,V. }

i 0 i+l

AYl = {{glpu.o}r {uorul};---;{ui_lrui}r {uorvo}f {vorv]_}r--'

...,{vifv }, {vo,gz}}

i+li

i+l

91 u v g2
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FIGURA 2: A substituicao da aresta (g;,g,) de cor h; pelo

grafo Yi.

E ficil ver que AutyY = Cor‘XG H' este fato segue fundamen
! . -

talmente de quatro pontos:

(i) X & fortemente conexo {Teorema 2.3.3) e portanto

G, H
cada vértice "original" de X tem grau pelo menos 2.

(ii) Automorfismos preservam grau (emparticular,os vertices
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"novos” de grau 1 sao levados por automorfismos em vértices de

grau 1, "novos").

(iii) As cores "perdidas" das arestas "originais" sao em-
butidas nos comprimentos dos caminhos de Uy, @ u, e de v, @

Viel (Figura 2).

(iv) As orientagoes "perdidas" das arestas originais sao
embutidas na assimetria entre os caminhos de u, a u, € de v

a v (de comprimento i e 1+ 1 respectivamente - Figura 2}.

i+l

Assim, AutY = Cor XG H = AG = G, 4

A figura 3, ilustra a construgao do Teorema I para G = 23
e H =123 - 1. Se restringirmos H, obteremos grafos com um nime
ro menor de vértices. A Figura 3(c) & o grafo obtido quando H

possul apenas um elemento.

Analisaremos agora a demonstragéo do Teorema 1I, separada-

mente para grupos ciclicos e nao ciclicos.

Seja X um grafo (simples), x ¢ VX de grau n, Xj,... » X
os vértices adjacentes a x entdo dij’ 1 <1i<3 <n, € o compri

mento do menor circuito em X que passa pelas arestas {x,xi} e

{%x,x.}. (Se o par de arestas {x,xi}, {x,xj} nao pertencer a

nenhum circuito, diremos que dij é infinito). O fipo de x &

a (9)-upla obtida de (A1gs-nvrdyy s dogyeeesdypoeerdy g ) pe-

la classificacao em ordem crescente.



(a)

{b)

FIGURA 3:

(¢) Y (H unitario)

(B

74— 1)

Duas representacgoes graficas de Z;.
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As Figuras 4 e 5 apresentam cada uma um grafo e a tabela

de tipos de seus vértices.

FIGURA 4:

Véertice(s) Tipo
a (5,5,7}

b (4,5,5)

c (4,6,6)

d (3,6,6)

e, f (4,5,6)
g,h,1i,] {(3,5,6)
k,%,m,n (3,6,7)

Um grafo clbico e os tipos de seus vértices.



FIGURA 5;:

£ i
g h

@ J
Vértice(s) Tipo
a (4,5,7)

b (4,5,6)

c {(5,5,6)

d {(3,5.5)

e, f {3,4,5)
g,h (3,6,7)
i,3,k,2 (3,5,6)

outro grafo cibico e os tipos de seus vértices.

30
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A seguinte proposigao, cuja demonstracao omitiremos, ilus-

tra o papel dos tipos na demonstracao do Teorema 2.

PROPOSICAO 1l: Sedjam X um grafo e v, w € VX, v#w. Se ¢ € AutX
e w(v) =w entao v e w possuem ¢ mesme tipo, ou seja, auto-

morfismos preservam os tipos dos vértices.

LEMA 2: O grupo dos automorfismos dos grafos das Figura 4 e 5

sdo isomorfos, respectivamente, a Z, e ao grupo trivial {(unita-

rio).

DEMONSTRACAO: Na Figura 5, temos AutX = {1}, pois, os vértices
a,b,c,d possuem tipos distintos dois a dois e distintos dos ti
pos dos demais vértices, logo, todo automorfismo de X fixa a,

b, ¢, d. Dai seque gue 0s demais vértices sao fixos. Portanto

aut X & trivial.

Para o grafo Y da Figura 4, mostremos que Aut Y = (@),

onde ¢ & a involugao (ef) {gh) (ij) (k&) (mn).

De fato, todo automorfismo fixa a, b, c,d pois seus tipos
sdo unices. Se um automorfismo de Y, digamos p, fixa 1 entao
& facil ver que p fixa: jrg e kr h e & e e f£f; m e n;

ou seja, p = 1.

Por outro lado, ¢ & um automorfismo de Y. Finalmente, se

p nao fixa i, entdas p(i) = j. Nesse caso, o automorfismo ¢ p
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fixa i e portanto ¢p = 1, ou seja, p =9 =y,

De fato, AutY = Z,, 4

Degsa forma, dado um grupo G de ordem 1 ou 2, existe um

grafo clbico cujo grupo de automorfismos € isomorfo a G.

E claro que podemos construir grafos cubicos diferentes
dos indicados nas Figuras 4 e 5, e gue possuam grupo de automor-
_ fismos de ordem 1 e 2. As Figuras 6 e 7, indicam outros grafos

citbicos com essas propriedades.

A Figura 6 mostra um grafo com 10 vértices cujo grupo de
automorfismos & de ordem 2. Observemos dque se unirmos o0s "pontos
médios™ das arestas {a,b} e {d,e} obteremos um grafo (dife-

rente do . da Figqura 5) com grupo de automorfismos de ordem 1

(Figura 7).
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a b o
L}
d e e! d
.

CI bl al
Vertice(s) Tipos
a,a',d,d’ {3,4,5)

b,b’ (4,5,6)
c,c' (3,5,6)
e,e' (4,5,5)

FIGURA 6: Outro grafo clbico cujo grupo de automorfismos &

isomorfo a Z,.



34

d = 1 j
h d
c £ g
L 4 b

Vértice(s) Tipos
a,b,c,d (3,4,5)
e, (4,4,6)
g,h (4,5,6)}
i (4,5,7)
J (3,5,6)
k (4,6,7)
% (2,6,7)

FIGURA 7: Outrc grafo clbico totalmente assimétrico (somen-

te o automorfismo trivial).
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5. 0 TEOREMA DE FRUCHT E 0S GRUPOS CICLICOS

Nesta segdao examinaremos a demonstragao do Teorema II no
caso de grupos ciclicos com pelo mencs trés elementos. O0s casos

de 2, e Z, ja foram examinados na segao anterior.

TEQREMA 1: Se G & um grupo ciclico de ordem h > 2, existe um

grafo cibico X com 6h vérfices tal que AutX = G.

DEMONSTRACAO: Sejam B, (i = 0,...,h-1) grafos dois a dois iso

morfos tais que:

VBi = {ai,bi,ci,di,ei,fi}

e AB, dado pela tabela de adjacéncias da Figura 1.

Seja X definido por:

h-1
VX = U VB,

i=0 7

h-1
AX = izo (aB; U {a,, £, ;1 v {a,,a, 1))

onde os indices sao tomados module h.



Vértice seus adjacentes
a, b.
i i
b, a,,c.,ft.
i 1771774
c, b..d.,e,
i I T
di Cirey
e, cl'di’fl
fi lr:.i,el
FIGURA 1l: Os blocos Bi .




A Figura 2 ilustra o grafo X para

C

€1

FIGURA 2: O grafo ciibico para

Zs.

G =

ZS-
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£ claro que o grafo X,

e tem 6h vértices.

v € Aut X,

O:

entac v

n
=0

¥

(aoal...ah_l)(bobl...bh_l

Mostremos que AutX

onde

&

) oo (£ Fr...f

ciclico,

h-1) ©

definido acima, & simples,

38

cubico

isto &, se

0 <n < h.

E facil ver que os tipos dos vértices de X sao os indica-

dos pela tabela da Figura 3.

Vértice (s) Tipo
(h,7,7), se h < 7
a; (7,7,h), se 7 <h <1l
(7,7,11),se h > 11
bi {(4,7,7)
Cifei (3f4f5)
d; (3,7,8)
£, (4;'7,9) ;
e i

FIGURA 3:

Os tipos dos vértices do grafo construido pela

demons tragdao do Teorema 1.
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O Teorema 1 agora seqgue do Lema 4 abaixo; para prova-lo ne

cessitamos dos Lemas 2 e 3.

S5eja ¥ € Aut X,

LEMA 2: Se go(fi) = f. para algum i em [0,h) entdo qo[Bi-l.

LEMA 3: Se np|Bi = 1 para algum i em [0,h) entac ¢ = 1.
LEMA 4: O conjunto AutX & igual do conjunto {p" | 0 <n <h}.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2: Suponhamos que w{fi] = £, . 0s adjacen

tes de fi ; a saber, bi re; @ di-!—l mod h tem tipes dois a dois

distintos; logo c,o(bi) = bi e go(ei) = ey .

Os adjacentes de bi (fixo), a saber f.i (fixo), ci e ai,
tem tipos dois a dois distintos, logo ‘p(ci) = ¢, e go(ai) =a,.
Assim, ja sabemos serem fixos a; s bi C; e fi . Finalmente, 0s
dois vértices restantes, e, e di , de -tipos distintos, sao ad-

jacentes a c; juntamente com b, . Assim, e, e di estao fi-

Xos,

De fato, ¢| B'i =1, A&

DEMONSTRACAQ DO LEMA 3: Suponhamos que tp|Bi = 1. Em particular,

',a(di) = dj_ , go(ci) =c;, e ap(ei) = e; . O terceiro vértice adja

cente a di ; & saber, fi—]_ mod h tambem esta fixo. Logo, pelo
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Lema 2, ¢ |B. = l. Repetindo este raciocinio mais h-2 we

i-l1 modh

zes temos que i.0|Bj =1 para todo 3 em [0,h). De fato, v=1. 4

DEMONSTRAGAO DO LEMA 4: FE claro que p € AutX e portanto
n . . :

{o" ][]0 <n <h} CcRAutX. Seja ¢ € Aut X. seja x = P{£_). Como

o tipo dos fi é Gnico, x = fi (0 < i < h). Assim p_lg fixa fO.

Pelos Lemas 1 e 2, p_lw = 1. Assim, ¢ = pl.

De fato, AutX = {pn | 0 <mn < h}.i‘l

Podemos observar que a idéia para a construcac do grafo
isomorfo a um grupo ciclico de ordem h (h > 2), baseia-se na
construgao de grafos B, com AutB, = {1}, i =0,...,h =1, sobre
cada vértice do circuito com h vértices. Para h < 2 o grafo
nao & simples e ainda, se h =1 o conjunto dos automorfismos do

grafo tem ordem 2, (Figura 4). Dai termos analisado a parte, na

segao anterior o caso h < 2,

Se a condigao do grafo ser cibico for relaxada, podemos
construir grafos com numero de vértices menores do que os do Teo
rema 1 e com grupo de automorfismos ciclico. Nestes, o grau de
cada vértice torna-se fato fundamental na construgao do grafo,

podemos dizer que substitui a nocdo de tipo de um vértice.
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Cop bg ap

eq /

X, para h = 2

FIGURA 4: A construgao indicada ndo & correta para 1 <h<2.

TEOREMA 5: Se G €& um grupo ciclico de ordem h > 3, existe um

grafo X com 3h vértices tal que AutX = G.

DEMONSTRACAO: Seja X o grafo tal que



VX = {xi,yi,zi}, i=0,...,h-1

AX : dada pela tabela da Figura 5.

vértices seus Adjacentes
i io1r Fierr Yir i
i i %y
2 Kiyqe Y30 23 (0 <3 <h, § A1)

FIGURA 5: Adjacéncias no grafo da demonstragao do Teorema

2, onde os indices sao tomados mddulo h.

Observamos que o grau de x, & 4, de vy & 2 e de z; é

h+ 1, para cada i =0,...,hi—-1 e gque X possui 3h vértices.

Mostremos que Aut X & ciclico e de ordem h. De fato,

Aut X = {pn | 0 <n < h},onde p= (Xoxl"' xh_l) (YOYI'-- Yh—l) (zo Zh—l) .

Seja ¢ € Aut X entao a,o(xo) = X, ou np{xo) = X, (i # 0).

Seja i tal que go(xo) = % (0 < i < h}). Consideremos 0

automorfismo p_lt,o : este fixa X, 1 portianto, p_lw = 1, pelo Le
ma 6, abaixo. Logo, ¢ = pl.

A demonstracao do Teorema se resume, agora, a demonstracao
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do Lema 6.
LEMA 6: Seja ¢ € AutX. Se ¢(x)) = xj entac ¢ = 1.

DEMONSTRACAO: Seja vy € Aut X tal que ¢{x_ ) = x_ . Dois dos ad
jacentes de Xyr 2y € Ygu estao fixos pois possuen graus
Unicos em  Adj ko . Ainda, Z esta fixo. Agora, em Adj zo . ©

Gnico vértice de grau 4 € x,, logo, estd fixo. Repetindo os ar-

gumentos acima para xlfxz,...,xh;l, temos @ = 1. 4 A

A Figura 6 ilustra a construgao do Teorema para o grupo ci

clico Z4.

X0
“3 Yo
Y3 2,
X3 %1
Zz \\ Y1
Y
2 Z
X - 1

FICURA 6: Uma representacao grafica de 7Z,.
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Paca completar a segéo, analisaremeos ¢s casos h =1, 2, 3

excluidos do Teorema 5.

Se h =1, o grafo trivial. Se h = 2, o grafo K, satisfaz

o Teorema 5. (Em ambos 0$ casos, com exce¢ac do numero de vérti-

ces).

Se h = 3, na construgao do grafo ¥ do Teorema 5, os vér-
tices x; e z; tem grau 4 e a permutagao (x,22) (yoyz) (z_%2) (x121)

pertence a Aut X (Figura 7).

FIGURA 7: A construcgac do Teorema 5 nao & correta para

h = 3,
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A Figura 8 & um exemplo de representacao grafica de 3.

FIGURA 8: Uma representagao grafica de Z3 com 9 vértices.

6. O TEOREMA DE FRUCHT (GRUPQOS NAO CICLICOS)

TEOREMA l: Seja G um grupe finito de ordem n > 3 e seja H
um conjunto gerador minimal de G com m elementos (m > 2). Entao

existe um grafo clbico X, com (2m + 4) n vartices, tal gue

Aut X = G.



DEMONSTRACAO: Seja
VX = {1,2,..
AKX

H={h1;o-o
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,hm} e seja X o grafo dado por:

L2m+ 4} x G

dado pela tabela de adjacencias da Figura 1.

Vértice(s): v AdJ (v)
(1,9) (2m + 2,9), (2m + 4,9), {(2,gh;)
-1.

(219) {2m + 4:9): (3rg): (lrghl )
(24 - 1,9)
2 < i < m (21 - 2:9): (2i!q)f (2i'ghi)

(2i,9) 1

2 < i <m (2; - l:g},(21 + 1,9}, (21 - l,ghi )
(2m + 1,q) (2m,qg), (2m + 2,9), (2m + 3,9)
(2m + 2,qg) (2m + 1,g), {(2m + 3,9), (1,9}
(2m + 3,9) (2m + 1,qg), {(2m + 2,qg9), (2m + 4,q9)
{2m + 4,9) {(2m + 3,q9), (1,9), (2,9)

FIGURA 1:

A tabela de adjacéncias do grafo X.
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Para cada g, denotaremos por Bg ¢ bloco g definido por:

By = {(i,9) | 1 <1 < 2m + 4} (Figura 2).

2m+2 e

2m+3 .

(41'91’12)

FIGURA 2: O bloco Bg



A Figura 3 indica o grafo obtido para Zg.

- - 3
FIGURA 3: Uma representagao grafica para Zo.
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Recordemos que AG, o grupo regular candnico das permuta-
goes sobre G, & definido por AG = {Ag | g € G}, onde lg(x):=gx

(Vx € G) e & isomorfo a G. (Proposicao 2.1).

Seja ZG = {Gg lg € G} onde Og ¢ VK> VX e 0 (1,x)

(i,lg(X)J = (i,gx).

As seguintes proposicoes podem ser facilmente verificadas.
_PROPOSIGAQ 2: O© grafo X é simples e cilbico.

PROPOSTICAQ 3: G = AG = G ¢ Aut X.

Precisamos agora demonstrar que AutX = £G, para completar

a demonstracao do Teorema. Faremos isto com base nos seguintes

Lemas:

LEMA 4: Asscciados a cada T em AutX e a cada k € G existe
um elemento k' € G e uma sequéncia (gl,...,gm) onde g, E{IJH}

para cada i em [1,m}, que verificam as seguintes propriedades:
(i) 7(2m + 1l,k) = (2m + 1,k")
(i1}  t(2m,k) = (2m,k'}

(iii) t{(2m + 2,k},(2m + 3,k)} = {(2m + 2,k"),(2m + 3,k")}

T{2m + 2,k} = (2m + 2,k') see g; = L.
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(iv) t{(2m + 4,k),(1,kK)} = {(2m + 4,k'},(1,k")}

t{l,k) = (1,k') see g; = 1.

(v) T(2,k) = (2,k"gy)

(vi) t{21i - 1,k) = (2i - 1, k'gree.g, ;) 254 <m
1{2i,k}) = (Zi,k'gl...gi) 2 < i < m.

LEMA 5: Para cada p em AutX e k em G a seqléncia (gl,...,gm)

associada a u e k & igual a (1,...,1}.

DEMONSTRACAC DO TEOREMA 1l: Pelas Proposigoes 2 e 3, basta mos-
tar que AutX C ZG. Para tanto, seja ¢ € Aut X, k € G tal que

¢(2m + 1,1) € B, . Pela Proposigao 3, Gk_l € Aut X e portanto
u = Uk_loso € Aut X.

Vamos agora mostrar gque Y = 1, ou seja, ¢ = Ty - Para
isso, mostraremos, por indugaoc na altura r de &, gque MIBR =1
para cada & € G. Dado um elementc £ de G, a affura de & & o

menor natural r tal que & & o produto de r fatores, todos ele

mentos de H.

Pela escolha de u, u{2m + 1,1) € By. Pelos Lemas 4 e 5,
w|B; = 1. Assim, a afirmagdo & valida para r =0. Suponhamos ago

ra r > 0, seja R,:?Ll'hi,-ondeaalturade 2, €& r—-1 e

[a)
| A
[
| A

m.
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Por indugdo, u|B, = 1; em particular, u fixa {2i ~-1,%;)

21

e seus dois adjacentes em B Assim, y fixa também o seu ter-

RIN
ceiro adjacente, a saber, (2i,£1hij = {2i,%) (Figura 2). Pelos

Lemas 4 e 5, como p(2i,8) € BR' segue que MEBR = 1.

De fato, ¢ = Uk € ZG. Como esta conclusac vale para cada
¢ em Aut X, entaoc AutX = ZG. A demonstragao do teorema depen-—

de agora apenas da demonstracao dos Lemas 4 e 5,

DEMONSTRACAO DO LEMA 5: Seja k' € ¢ tal que u(2m,k) € Bk‘ .

Pele Lema 4 (ii) e (wi),

(2m,k'} = ui(2m,k) = (Zm,k'gl...gm).

Logo, g1...9 1. Assim, para cada i em ([1l,m],

m
= ) )" e (3 -n)
9; = 91 «.- 95 1) (9541 -+ Iy il
pela minimalidade de H, 9; = 1.
De fato, g = g, = ... =g_ =1,

A demonstracao do Lema 5 e do Teorema sO depende da demons

tragao do Lema 4.

DEMONSTRACAO DO LEMA 4: Para cada k € G seja k' o elemento de

G tal que T(2m+1,k) € By ? seja T, = {{(2m+1,k), {(2m+2,k),

(2m + 3,k) }.
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Vamos inicialmente observar que os vértices de T?(i € G)
sao os lnicos vértices de B, que sao vértices de triangulos de
X (Figura 2). Podemos entac concluir que T(2m + 1,k), um verti-

ce de By, por hipdtese, pertence a T+ - Alnda os vértices de

T2 sao adjacentes somente a vértices de BR {(Figura 2). Logo,

(T K

k)

Ainda, como m > 2 por hipdtese, entao (2m + 1,4) nao é&
vertice de nenhum quadrilatero em X (Figura 2). Por outro lado,
tanto (2m + 2,%) gquanto (2m + 3,%) sao vértices de um (mesmo)

quadrilatero. Assim, de (1), segue que
(2 + 1,k) = (2m + 1,k') e
t{(2m + 2,k), 2m + 3,k)}} = {(2m + 2,k"), (2 + 3,k')}.

Tsto &, (i) e a primeira parte de (iii) valem. O terceiro adja-
cente de (2m + 1,k), a saber, (2m,k) & ent3o necessariamente le-
vado a (2m,k"). Assim, (ii) vale. Para completar (iii), basta
definir g; =1 se T(2m + 2,k) = (2m +2,k"') e g, = h, caso

contrario.

(iv) e (v}). Observemos que (para L € G):



Adj(2m+2,2) = {(2m+1,%),(2m+3,2),(1,2)}
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(L)

Adj(2m+3,2) = {(2m+1,2),(2m+2,8),(2m+4,2)} (2)
Adj(l,2) = {(2m+2,8), (2m+4,2),(2,%h)} (3)
Adj(2m+4,2) = {(2m+3,2),(1,8),(2,2)1} (4)
(Figura 2)
Consideremos dois casos: B8e gy = 1, de (1) e (2}, por (1)
e (iii)
T(2m+1,k) = (2m+1,k")
T(2m+ 2,k) = (2m+ 2,k')
T{2m+3,k) = (2m+ 3,k").
Portanto,

t({l,k) = (1,k")

T(2m+4,k) = (2m+4,k")

Entao, de (4) H

Il

t(2,k) = {(2,k") (2,k'g;}.



Se por outro lado, g; = h;, entao analogamente,

por (i) e (iii}),

T(2Zm+1,k) = (2m+1,k")
T(2m+2,k) = (2m+ 3,k")
T{(2m + 3,k) = (2m+ 2,k")

Portanto,

T(l,k) = {(Zm+4,k")
T(2m+4,k) = (1,k').

Ent3o, de (3) e (4},
T(2,k) = (2,k'hy) = (2,k'g;).
(iv) Para todo i, 2 < i <m

T(21-1,k} =(2i-1,k'g1...9; ;)

T(21i,k) = (21,k"g1...94)

Provemos por indugao.
base: 1 = 2, t(3,k) = (3,k7g;)

Pelo item (v},
t(2,k} = (2,k"g;)

de

(L)



Pela definicao de X, para cada % € G,
. -1
adj(z,8) = {(2m + 4,2),(3,%),(1,2h, ) (Figura 2) (2)

Pelo item (iv}, para cada & € G existe ' em G tal que

{(1,2),(2m + 4,8)} = {(2m + 4,2%),(1,2")!} {3)

De (1}, (2) e (3) (Figura 4)

T{(1,kh71), (2m + 4,%k)} = {(1,k'g:h]"), (2m + 4,k'qg1) }.

Logo,
t(3,k) = (3,k'g1).
(2m + 4,k'gy)
s (2m + 4,k)
\\\\\\\ - (l;k'qlhzl)
(2,k)
(Brk' gl)
(3,k)

FIGURA 4:



G

d.

r

i

passo

i>2, t(2i,k) = (2i,k'g; ... qg;).
Por hipotese de inducgao,
(21 - 1,k) = {21 - 1,k'g; "'gi—l) (I)
Pela definicao de X, para cada & € G, (Figura 2),
Adj(2i -1, = {(23‘.—2,2),(21,2),(2i,£hi)} (I1)

Por indugﬁo (ou pelo item (v), se 1 = 2), para cada £ em

existe " em G tal que

h,
i

T(21i = 2,%) = (214 - 2,8") (ITI)
De (I), (I} e (IIT), segue gue (Figura 5)
T(2i,k) € {(21i,k'qg; cee g5 _q) s (21,k" gy ..tgi_lhi}}

Definindo g; = 1 se T(2i,k) = (2i,k'qg, ...gi_l) e

caso contrario, temos que

T(2i,k) = (2i,k'gx ...gi).



(21,k)

passo
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(h.i.) ou (V) . (2i - 2’]{1 g .gi-l)
7
{2i - 2,k)
R =~ B QL LR

(21 -1,k)
(2i,k'gy...q,_ )
: 1
(2l;khi) (21{]‘{ 9'1 . e .gl_l)

FIGURA 5.
i>2, T(2i-1,k) = (21 - 1,k'gy ...g;_;)
Por indugao
(21 - 2,k) = (21 - 2,k'g, ...gi_l) (I')

Pela definigac de X, para cada £ € G (Figura 2)

—_ 1

adj(2i - 2,0 = {(21-3,0),(21 -1,8),(2i - 3,907 )
Por indugac, para cada &, existe 1" em G tal que

T(2i - 3,8) = (2i - 3,2") (ITI')

De (I'), (IX') & {(ITII"'} (Figura 6)



. -1 s .
t{{2i - 3,k),(21 ~ 3,k )} = {(2i - 3,k'gy ... 9; ;)

-1
i ’ no! )}
(21 - 3,k'gy ... g, (b, ).
Logo,
t(2i - 1,k) = (21 - 1,k"g1 ... 9y_4)
1(21-3,]{ gloaogi_l)
!
(21 - 3,k)
(21~ 2,k'g1...9; )
(hei-) (2i-3%rgy. g, b )
.._ 1. - r -gl-'- s -_l
(2 - 2,k) i1
- .
P (21 - 1,k )
(2i - 3,k i—l) i k'g1e.-95 4
(2i - 1,k)

FIGURA 6.

A demonstragao do Lema 4 completa a demonstracao do Lema 5
e do Teorema. 4 4 4

Se a condigao do grafo ser clibico for relaxada € possivel
construir grafos com um nimero de vértices menores que os do Teo-~

rema 5 e com grupo de automorfismos isomorfo a G. [7 ]
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Encontraremos para alguns grupos especiais grafos cubicos
com nimero de vértices mencr do que {2m+ 4)n do Teorema 1. Por
exemplo, o grafo completo com 4 vértices € clbico e seu grupo
de automorfismos & isomorfo a S, (grupo simétrico de grau 4);

o grafo de Kagno para o grupo diedral de ordem 12 (Figura 7).

/

/

grafo completo grafco de Kagno
com 4 vertices {Dg)
(Sy)

FIGURA 7: Alguns grafos clbicos com nimerc de vértices

menor do gue (2m + 4)n do Teorema 1.



CAPITULO 3
REPRESENTACOES REGULARES GRAFICAS ORIENTADAS

1. INTRODUGCAQ

Um grafo Y & xegufar se Aut Y & regular. Da mesma forma,
diremos que Y & ftransdifive (§.L.p.4.] se AutY & transitivo

(f.l.p..f.) .

Uma representfacao regular grafica (orndenfada) RRG (RRGO)
de um grupo G & um grafo Y simples (orientado, semi-simples) e

regular tal que AutY = G.

No Capitulo 2 verificamos que para todo grupo G existe um
grafo ¥ com AutY = G. Conforme vimos, podemos afirmar que a
existéncia desse grafo seque da existéncia de grafos colocagao
XG,H com Cor X = AG. Vimos ainda nagquele Capitulo {(Lema 2.3.2)

que, em geral, para X = XG,H '
G = AG C CorX € Aut X . (1)

Neste e no préximo Capitulo analisaremos a questao da re-
presentagéo reqular grafica orientada de grupos finitos. Mostra-
remos uma condicac necessadria e outra suficiente para a existen
cia de tals representacoes. A condic¢ao necessdria afirma, em dl-

tima andlise, que para gque um grafo Y seja um RRGO de um grupo
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G, Y deve ser um grafo coloragao fortemente conexo. A condigao
suficiente para que um grafo coloracao X; g Seja uma RRGO de G
¥

€ que a igualdade valha nas duas inclusoes em {1).

Com base nestas duas condigaes, serd demonstrado o seguin-

te resultado, devido a Babai [2] .

TEOREMA: Todo grupo (finito) admite uma RRGO com excegao de pre

. . 2
cisamente cinco grupos, a saber, Z;, Zg, Z;, Z% e Q, onde Q

denota o grupo quaternionico.

Da analise exigida obtemos como subproduto o seguinte re-

sultado para RRG de grupos abelianos.

TEOREMA: Os {nicos grupos (finitos) abelianos que admitem uma

RRG sdo os Zy (n # 2,3 e 4).

Neste Capitulo consideramos os grupos nao isomorfos a Zg:
todos admitem uma RRGO, com precisamente duag excegaes, (a) Z% a
o Q; destes grupos, nac isomorfos a Z?, nenhum abelianc admite
uma RRG.
n.
2-

Neo Capitulo seguinte, analisaremos Os grupos & todos ad

mitem RRGO (e RRG), exceto o 23, Z3 e Z3.

Existe uma literatura extensa a respeito de RRG para gru-

pos nao abelianos. Nao tratamos deste caso neste trabalho.
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2. UMA CONDIGAO NECESSARIA PARA - RRGO

TEOREMA DA CONDIGAO NECESSARIA: Seja G um grupc. Sz para +todo
conjunto gerador H de G existir ¢ € Aut G - 1 tal que ¢(H) =H

entao G nao tem uma RRGO.

DEMONSTRACAQ: Suponhamos gue exista X, RRGO de G, e que, pa-—

ra todo HC G due gera G exista v € Aut G - 1 tal que. ¢(H) =H.

Do Corolario do Lema 2.3.4', X & 0 K, ou X é fortemente cone
X0 .

Observemos inicialmente que G # Z, e X # K,. De fato,

AutZ, - 1 = ¢; por ocutro lado, da hipdtese, Aut G - 1 # ¢. Logo,

G # Z2,. Portanto,

Aut X = G # Z, = AutK,.

De fato, X ¢ T(z .

R

Do Lema abaixo, X X e H gera G.

G, H

Por hipdtese, existe ¢ € AutG-1 tal que ¢(H) = H, Ob-
servemos Jue isto implica que ¢ € Aut X. De fato, sejam X,y €VX;
entao, da definicao de grafo coloragao e do fato que ¢ @& auto-

morfismo de G gue fixa H, segue gue



63

{(x,y}) € AX =

xuly € H =
-1
glx y)en <=

-1
¢(x} ¢{y) € H =

(v(x), ¢{y)) € AX,
Finalmente, ¢ (1) = 1, pois v € Aut G. Assim, ¢ € AutX-1
e fixa 1. Portanto, X naoc & f.l.p.f., contradicao.
A demonstragac do teorema se reduz agora a demonstragao do

Lema.

LEMA: Se X e um grafo regular entac X e K, ou X = XAutX,H'

com {(H)Y = AutX.

DEMONSTRACAO: Vamos mostrar inicialmente que X = aut X,H P
Ny

ra H C Aut X.

Seja X € VX. Como X & regular, entdo para todoc x em VX
existe um dnico automorfismo de X, denotado LPX . tal que
v (x,) = x.

Seja ¢ a bijecao de X em Aut X dada por ¢(x) = v_. Se

ja H = {o | (x 9 (x))) € AX}.
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Formemos Y = XAut X, H @ mostremos que ¢ e um isomorfis

mo de X em Y. De fato,

(x,v) € AX =
(wx(xo), @Y(xo)) € AX <
(x_, o '0 (x)) € AX =
XO"PX ‘py XO
-1 e g -
e wy
e
(wxfwy) Av.

Logo, ‘ X = XAut X,H*

Finalmente, do Corolario do Lema 2.3.4', ou X =K, ou

X & fortemente conexo. No segundo caso, pelc Lema 2.3.5,
Aut X,H

H gera AutX.

A demonstragao do Lema, completa a do Teorema. 4 4

3. UMA CONDIGAO SUFICIENTE PARA RRGO

TEOREMA DA CONDICAQ SUFICIENTE: Sejam X = oy © K um subcon
r
junto de H que gera G. Se Aut;X C Aut, X para todo k € K en

tdo G = AG = Cor X = AutX e portanto X & um RRGO de G.

DEMONSTRACAQ: Seja X = Xg i » Temos que Aut X & transitivo e
r
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G = AG C Cor X C Aut X (1)

relo Lema 2.3.2.

Suponhamos que Aut;X C Auth para tedo k € K, (K} = G,
Do Lema 2.3.6', X & regular. Em consequéncia, da propriedade
triangular # Aut X = # ¢ = # AG. Portanto, as inclusdes em (1)
tornam-se igualdades, isto &, G = AG = Cor X = Aut X e portanto

X @& uma RRGO de G, 4

4. CONDICOES ANALOGAS PARA RRG

TEOREMA DA CONDIGAO NECESSARIA: Seja G um grupo. Se para todo
conjunto gerador H de G existir ¢ € Aut G - 1 tal gue

-1 -1 - -
Yy(HUH ') =HUH entdo G nao tem uma RRG.
DEMONSTRAGAO: Seja X uma RRG de G. Entao Y obtido de X subs

tituindo cada aresta por um par de arestas antiparalelas, isto &,

pares de forma {(x,y),{y,x)} (Figura 1), &€ uma RRGO de G.

FIGURA l: Um par de arestas antiparalelas.

Pela demonstracido do Teorema da condigao necessaria para RRGO,
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Y & um grafo coloragdo X, onde L =HUH ' (pois cada ares
ta tem uma antiparalela). Ainda, pela mesma demonstracao, todo
-1
automorfismo ¢ de G - 1 que fixa HU H & um avtomorfismo
de XG,L . Logo, XG,L nao e f.l.p.f., pois ¢ # ! e consequen
temente X, ; nao & uma RRGO de G. Contradigdo. 4
r

TEOREMA l: Seja G abeliano e ndo isomorfo a 25, entao G nao

admite uma RRG.

DEMONSTRACAO: Se G # ZIZI, G possul pelo menos um elemento de
ordem maior do que 2. (Esta afirmag¢ao segue imediatamente do Teo
rema fundamental dos grupos abelianos finitos: todo grupo abelia
no finito & isomorfo ao produto direto de grupos ciclicos cujas

ordens sao poténcias de primos).

0 automorfismo p de G definido por oplg) =g -, Yg € G

-1
difere da identidade e fixa H VYV H , para todoe H C G, 4

TEOREMA DA CONDIGAO SUFICIENTE PARA RRG: Sejam X = X. . (nao
r
orientado) e K um subconjunto de H gue gera G. 8Se AutX C
C Aut, X para todo k € K entdao G = AG = CorX = AutX e X &
uma RRG de G.
DEMONSTRACAQ: Seja X = Xo g © suponhamos que  Aut)X € Aut X,
r

para todo k em K. Formemos Y substituindo cada aresta de X

DOr um par de arestas antiparalelas, assim, Y = XG I onde
r
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-1
L=HUH . Ainda AutY = Aut X, logo,

Aut,Y = Aut;X C Aut X = Aut, Y,

k k

para todo k € K C L.

Peloc teorema da condigao suficiente para RRGO, Y & uma
RRGO de G e G = AG = CorY = Aut Y. Portanto, X & uma RRG de

de G e G AG = Cor X = Aut X, 4

5. UMA CLASSIFICAGAQ DOS GRUPOS FINITOS

TEOREMA 1: Para qualgquer grupo G de ordem maior do que 2, pre-

cisamente uma das seguintes afirmag¢oes ocorre:

(i) G & gerado por seus elementos de ordem maior do que

2;

(ii) G & um grupo diedral generalizado cujo niGclec & ge

rado por seus elementos de ordem maior do que 2;
(iii) G & um Z,.

Um grupo G & um ddedral generalizado se G possui um sub-

grupo abeliano A de Indice 2 e um elemento b € G ‘A tal que

-1 - - -
b2 =1 e b ab = a ! para todo a € A. Diremos gue A e O Ru-
cleo de G.

Obviamente, 2, satisfaz as condigoes (i) e (iii) do teorema
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e Z, satisfaz as condigdes (ii) e (iii}.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1: Seja A o subgrupo de G gerado pe-

los elementos de ordem > 2,
Se G = A, ocorre (i}).

Se A & G, entao pela Proposigac 4 abaixo, G & diedral ge
neralizado. Ainda, pela demonstragao da Proposicao 4 abaixo, se

‘G nao for Zg entac A & nlcleo. Portantoc, ocorre (ii).

Obviamente (i), (ii) e (iii) sao mutuamente exclusivas, ex

ceto para Z; e Zp .

A demonstragao do Teorema 1, se reduz agora a demonstracao
da Proposicao 4.

Para tanto, demonstraremos primeiramente os Lemas a Seguir:

LEMA 2: Se G & um diedral generalizado de niicleo A entdo g2=1,

para qualquer que seja g em G \A.

LEMA 3: O grupo G & O Zg (n > 1) se, e somente se G & grupo

diedral generalizado abeliano.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2: Sejam G um diedral generalizado de ni-
=1
clee A e b um elemento de G VA de ordem 2 ¢ tal gque bab =a

va € A. Como |G : A| = 2, entao, ¥g € G\ A, g € Ab, logo, g =ab,
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a € A, Entao g2 = abab = al(bab) = aa = 1. A

DEMONSTRAGAO DO LEMA 3: E claro gque 25 (n » 1) & diedral gemne-

: - n-1
ralizado, com nucleo 2, .

Seja G um diedral generalizado abeliano e A seu nacleo.

Pelo Lema 2, b2 =1, ¥Yb € G \A. Mas, se x € A, x2=1. De fato,
-1 -1 - . ~ -1 -

b xb = x e G & abeliano, entao, x =D 1bx = x. Portanto, to

do elemento de G tem ordem 2, isto &, G = z?, pelo Teorema fun-

damental dos grupos abeliancs finitos. 4

PROPOSICAO 4:° Um grupo G & diedral generalizado ge, e somente
se, G possui um subgrupo proprio B tal que para qualquer que

seja b € G \B, b2 = 1.
DEMONSTRACAO: Se G & diedral generalizado, por definicao e pe-
lo Lema 2, a assergao vale com B = A, onde A & o nicleo de G.

Suponhamos gue um grupo G possua um subgrupc proprio B

tal que para gualquer gue seja b € G \B, b2 = 1. Para provar gue
G & diedral generalizado, podemos supor que G # Z?, pois pelo

Lema 3, Z? & diedral generalizado. Para G # Z?, mostremos:
(1) b lab=a', va€B (ybe€ G\B)
(2) B & abelianc

B| = 2.

(78]

e
)]
)
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Primeiramente, observemos que se b € GVB e a € B =ntao

, - -1 -
ab € G\ B, pois casoc contrario, b = a (ah) € B, contradicaoc.

Mostremos, agora, (1), (2) e (3).

(1) Seja a € B. Entao ab € GVB, para VY¥Yb € G\ B. Por

- -1 -1
hipotese, (ab)? = 1 = abab = 1 =>b ab = a .

(2} Sejam a; e ap; elementos de B. Entao, de (1),

-1 -1 -1 =1 =1
dijés = bal bba2 b = bal as b = b(azal) b = dzag.

(3) Sejam b, ¢ € G\ B. Entao bc € B. Caso contrario,

seja a € B. Por (1),

-1 | -
a = (bc) ai(bc) = chbabec = c(bab)c = ca ¢ = a.

Entao todo elemento de G tem ordem 2. Assim, G &€ abeliano, pois
XyXxy = 1 = xyyx, ¥x, y € G. Pelo Teorema fundamental dos grupos

abeliancs finitos, G = Z? (n > 1), contradicao.

De fato, bc € B, ¥b, ¢ € G \B. Entao ¢ € bB. Logo,

G\ B C bB. Portanto |G : B| = 2. A4

6. REPRESENTACOES REGULARES GRAFTCAS ORIENTADAS PARA GRUPOS NAO

DIEDRAIS

Analisaremos, agora, ©s grupos gerados por geus elenentos
de ordem maior do gue 2. Mostraremos gue, a excegao de Z% e do
quaternidnico, os demais tém uma RRGO. A demonstracao da exis-
téncia de uma RRGO para oS grupos nao diedrais & feita nos Teo

remas 1 e 2, excetoalguns casos particulares, tratados no Teorema
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3, abaixo. Iniciaremos com os grupos nao ciclicos.

TEOREMA 1l: Seja G um grupo ndo ciclico gerado por H= Hn,.“,hdh
onde H & o conjunto gerador minimo de G e sem involugoes. Seja

j um inteiro em [1l,d] que satisfaz cada condigao abaixo:
(a) se j =1=hj #1;
(b} sej=l=>h1;£hd;
(¢) se J = d = hihy # hdh1;
@ se j =d=h] #h,
© hi'hih. £ h7;
j i ] 1 7

=1 -1
®  ha iBghgoy 7 g -
Entaoc éxiste K € G tal que K =K -, 1 &€ K, HNK = ¢ e

XG,HUK e uma RRGO de G.

Um grupo G ndo abeliano & o gaupo quateanionico se exis-
te a, b em G tais que G = {a,b), a’ = b? = (ab)?. Indicare-

mos o grupo quaternidnico pela letra Q.

TEQREMA 2: Seja G um grupo (finito), gerado por seus elementos

2
de ordem maior do que 2 e distinto de 23, de Q, de Zp de

Z . x Ly e de Q x Zp. Entdo G tem um gerador minimo H gue sa-

tisfaz as hipOteses do Teorema l. Conseqlentemente G tem uma RRGO.



TEOREMA 3: Os grupos Zor B % 2 (m > 2) e Q = Z, tem repre-

sentacoes regulares graficas orientadas.

COROLARIO: Todos os grupos dgerades pelos seus elementos d= orden

maior do que 2 tém RRGO, exceto os Jrupos Z% e 0.

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 1: Seja L = {h; b gri=l,e,d-13 Y

U thihybe K=1LULT.

£ claro que KC G e K=K,
Pelo Lema 4, abaixo, 1 ¢ K e do Lema 5, abaixo H N K=49.

Seja X = X e consideremcs o subgrafo Y gerado por
G,HUK £

H (Figura 1). Mostremos que Y & constituidoc pelos dois caminhos
orietados (hi,...,h,) e (hd s «++ yhy). De fato, suponhamos que

~ - +1
exista uma aresta (hp,hq) em Y. Entao (hplhq) € H U K. Mas,
-1 -1
da minimalidade de H, (hp hq)tl € K, Como K =K , basta con-
+1

-1 ) -1 -1 -1
L E = - —_—
siderarmos hp hq K, ou seja, hp hq (hi hi+1) ou hp hq

= (hj.hl)il e pelo Lema 6, abaixo f{p,gq}l = {i,i+1l} e a aresta

pertence a um dos caminhos (hi,.. .,hd) ou (hd r .- Ry
./"_’_""\./"—_-"\l. - = - ‘/r-_-"‘&.
h, h, hj hg_q h

FIGURA 1l: O subgrafo Y de X geradc por H.

Seja ¥ € Aut1X. Entao w(H U K) = H U K. Observemos gue



(1,k} e (k,1)

da, {1,hi) € AX, para

se (hi,l) £ AX entao

-1
1, & K. b,
bl K. Logo, h,
cao de H e K.

mo de Y.

Suponhamos, por

entdo w{hiJ

tanto
Seja hk

(h]:,hd) € AX

H,

entac

de de hkhd €K e

ou

Do Lema 7, abaixo, as

De fato, ¢|H =
¢ € Aut,X, entao pelo

X & uma RRGO de G.
LEMA 4:

1 € K.

HNEK

Il
o

LEMA 5:

sao arestas de X para cada

€ K, pois K = K

Partanto, v (H)

-1 -1
em H tal gue w(hj ) = hk

e hkhd

=1

k € K, (K=K ). Ain

todo }H_ em H, mas (hi,l) & BAX. De fato,

-1
e U
hi H K e

-1

de H,

da minimalidade

; 0 que contradiz a disjun-

H. Assim, ¢|H & um automorfig

U

contradigao, que ¢|H nao & a identidade:

-1
r,1i=1, ...,d. Mais, Adjl1= {H,K,H }, por

=1
Como (hj (h1) € AX

€ H U K, Novamente pela minimalida-

temos:

_ -1 +1

h. = (h.hy) '
hybg = (hyh)™

X

igualdades acima ndo ocorrem, contradigao.

Como esta conclusao vale para cada

l.

teorema da condigao suficiente para RRGO,



—
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LEMA 6: Se (1) h_'h = (1. h, )° ou

P d i i+l
-1 |
(2 h "h_ = (h.h
) p Ny ( 5 1)
entao (1) ocorre e {p,q} = {i, i+ 1}.
-1 + 1
LEMA 7: hkhd # (hi hi+l) e

1
hyhg # (hsh)” .

Para completar a demonstracao do teorema, resta demonstrar

-

os Lemas 4,5, 6 e 7.
DEMONSTRACEO DO LEMA 4: Suponhamos 1 € K. Ent3o, hzlhiﬂ_ =1
ou hjhl = 1. Nenhuma das igualdades ocorre. De ‘H nac possuir
~ - 2
involugoes temos hjh1 =1, j # 1, (caso contrario, h; = 1), e
-1
da minimalidade de H, hi hi+l #1 e hjh1 #1 para j # 1, ca

so contrario, H - h; e H -h; geram G, respectivamente. 4

DEMONSTRACEO DO LEMA 5: Suponhamos HNMEK # ¢ e seja h € HNK,
entao

-1 £ 1
(1) hp = (hi hi+l) ou

+1

(2) h = (hjhl) .

Nenhuma das igualdades ocorre, pois contradizem a minimalidade
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de H e a condigac (a) da hipotese do teorema. De fato, em

(1), se p & {i, i+1} entao H - hp gera G; sep€e{i,i+1}
entac um de H - hi e H - hi+l gera G, ou hi==l ou hrﬂ_: 1;

om

(2), se Jj # 1, analogamente ao anterior se obtém uma con-

tradicao; se j =1 e p # 1, entao hp = h?z e H - hp gera
- 2

G, se p=1= 3, entao h; = h% , logo, hy = 1 ou hf =1; e a

minimalidade de H ou {(a) & contradita. 4

DEMONSTRACAOQ DO LEMA 6: Pelo Lema 4, p # g.

- Suponhamos que ocorra (l), entdo, se g € {i, i+ 1},

1
i+l) hp}, logo, H - hq gera G. Analogamente, se

p¥g (i, i + 1}, H - hp gera G. Logo, pela minimalidade de H,

-1
hq € {(hi h

p, g€ {i, i + 1}. Desta e de p # q, temos {p,g} = {i, i+1}.

Suponhamos gue ccorra - {2}, analogamente ao anterior, temos

que p, g € {j,1} e portanto {pn,g} = {J,1} e J # 1, pois ca-

- - +1 -1
so contraric, p = g. Assim, ou hllhj = (hjhl) ou hj hy =
+ - - — —_
= (hjhl)'l. Segue gue ou hjlhl = hjhl ou hjlhl = hllhjl. No

2 - -1
i¢ caso, hj = 1, no 29 caso hjlhlhj = hy . Nenhuma ocorre pois

H nado possul involugdes e a condicdo (e) vale por hipOtese. 4
< PSS +1
DEMONSTRAGCAO DO LEMA 7: Suponhamos hkhd = (hi hi+1) ou

+1
hehy = (hshp)® .

UNICAMP
AIRIINTED S FENTes,
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Se k # d, com analise andloga ao do Lema 6, {k,d} =

={i,1+1} ou {k,d} = {j,i} e J # 1. Logo d=1i+1 e

k=1=d-1 ou k=1 e d j #1, pois d > k. Entdo, te-

mos as igualdades:

-1 . 2 _
hd—lhd = hd—lhd’ ou seja, hd—l = 1;
h, .h. = ho'h isto & ho' hoh, . = nol,
d-1"d d Ma-1 SO Sy d-1"a"d-1 a’
-1 =1 , - 2 -2

que nao ocorrem, pois contradizem, respectivamente, H ndo ter

involugdes, e as condig¢oes (£f), (¢) e (4).

—~ 2 -1 +1 —~
Entao k = d; se h, = (hi h ) entao H - hi gera G,

d i+l

2 _ 1 ~ L 2 _ L x2
se hd = (hjhl) entac ou H - hi gera G ou 3 =1 e Qi-hl,
contradizendo (b).

A demonstracao do Lema 7 completa a demonstragao do Teo-

rema. A A

- ) 2 +2
NOTA: No artigo original [ 2] a condicao {b): se j=1l= h1==hd

nao foi considerada. Para tornar clara a necessidade desta condi

cao, daremos o seguinte exemplo: Seja G = (a) x (b), onde
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,a) =2, e (b)) = Z,. B fdcil ver que os iinicos geradores mi-
nimos de G e sem involucdoes H = {h;,h,;} s3o: {a,ab}, {a,a’bl,
" 2

{a?,ab}, {a?,a’b} e satisfazem a condigdo h; = hj, qualquer que
seja a ordem adotada.

Sendo G abeliano, consideramos j = 1 e as condigoes (a),
(), (d), (e) e (f) sao validas. Mas o grafo X =X, . . para

’

H = {a,ab} e K = {aZ,b}, como definidos no teorema nao €& uma

RRGO de G (Figura 2).

Seja ¢ a involugdao sobre G que permuta adb com ad, ab
com a e fixa os demais elementos: ¢ & um automorfismo de X

nao idéntico, mas com pontos fixos.

Vamos agora demonstrar o Teorema 2. Para isso, precisamos

de algumas propriedades ligadas ao grupo quaternidnicao.

LEMA 8: O grupo f{a,b} é isomorfo ao quaternidnico se, e so-

= - = i
mente se aZ # 1 # b2, alba=h1, blab=a h

Ademais, se (a,b)s Q entdoa a" =1.

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos (a,b) = Q. E claro que a? =b? = (ab) ?,
por definicao de quaternidnico. Suponhamos a? = b? = (ab)? =1,
entdoc abab = 1 = ab = ba e Q & abeliano, contradigio. Por-

tanto; &2 = b ¥ 1.

: - - i |
De (ab)? = a?, temos: abab=a?=a 1t:n-all:.~=l='4-a !ba=b . A1)



FIGURA 2:

b: L A

Um contra-exemplec para a demonstragao criginal,

sem a condigao (b) no Teorema 1.
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De (ab)? =b?, temos: abab :bzzbb-labaﬁ=l = b-lab==ad'. (2)

Finalmente, de (1) e (2),

Para provar é reciproca, suponhamos a?2 # 1#b?, a_lbazb_1
e b lab = a—l. Entiac {(a,b) & nao abeliano, pois ba = ab | #
# ab. Ainda, (ab)?2 = abab = a(ba)b = aab 'b = a?. Finalmente, de
a_lba = b-l e b_lab = a_l vem b_labba = b_l. Logo, b? = a?.

Portanto, {a,b) = Q. 4

-1
LEMA 9: Sejam a e b elementos de G, com al # 1. Se a ba=

= e b_lab # a~! entdo:
(i) (ab)? # 1,
.. -1 -1
(ii) a " (ab)a # (ab) ~, e

(111} (ab) ‘a(ab) # a .

- -1 -1
DEMONSTRACAO: (i) (ab}? = abab = a2(a ba)b = a?b 'b = a? # 1.
- -1
(ii) a ‘(ab)a # (ab) . De fato,
- -1 -1
a 1(ab)aab = haabh = afl(a ba)ab = a(b ab) #

=1
# aa = 1.



, -1 -1 -1 -1 -
(iii) {(ab) af{ab) = b a aab =b ab #£#a . 4

LEMA 10: Se {(a,b) = (b,c) = {a,c) =0 entao:
(i) (bc)? # 1,
. -1 -1
(ii} a (bcla # (be) , e
-l -1
(iii) (bc) aibec) #a .

DEMONSTRACAO: Usaremos o Lema 8 para os trés grupos.

(i) (bc}? # 1.

il

(ii) a '(bela = a 'baa lca = (a 'ba)(a ‘ca) = b lc l=

1

-1 -
{(cb) # (bc)
pois (b,c} = ¢ nio & abeliano.

(1i1) (bc)_la(bc) = c_l(b_lab)c —c a7l = a # a”l. a

-1 —
LEMA 11: Sejam a e b elementos de G tais que a ba #b
-1 -1 -
e b ab #a . Entao:
1 -1 ~1
(i) aba # b e b a b # a; e

(11) (ab) ‘a(ab) # a .

80

1



81

DEMONSTRAGEO: (i) aba @ = a( ) 'a™' # ala ‘ba) la”! =
= a(atm1 dla)a_L = b_lr
b la"b = b7 lapy T 2 aH 7! = a.
(ii) (ab) ‘a(ab) = b 'a ‘aab = b 'ab # a . 4

Finalmente podemos iniciar a demonstragao propriamente di-

ta do Teorema 2.

DEMONSTRACAO: Seja F = {x € G |x? = 1}. Por hipdtese, G \F ge
ra G. Seja d a cardinalidade minima dos subconjuntos de G\F
que geram G. Seja H = {hl,...,ha} um conijunto gerador minimo

de G.

por hipdtese, G nao & ciclico. Logo d > 2.

1l CASO: d =2 e G ABELIANC

Fagamos Jj = 1. Provemos (a) e (b}.

-~ 2
Se h% = h% =1 entac G = Zj3, pelec Lema 12 abaixc. Logo,
existe hi & H tal que hi # 1l; permutamos h; com hy, se ne-

cessario, de forma a tornar (a) verdadeira.,

2 2 -2 -1
Suponhamos h% = h, ou hj = h, . Trocando hy, por hsy’,



- 2 -2 '
se hecessario, obteremos h; = hy preservando a validade de

-

(a). Ainda (h;hjy)? = h%h% =1 e pelo Lema 13, abaixo, G & «ci-
clico ou isomorfo a 4, * Zp. Portanto, (b) é valida, exceto nos
casos acima.

As condigoes (c¢) e (d) sao vacuosas com j = 1; as condi-
coes (e) e (f) sao trivialmente vdlidas, pois G € abeliano e H

& livre de involugoes.

LEMA 12: Seja G um grupo abeliano, nao ciclico gerado por a e

b, onde ofa) = o(b) = 3. Entdo G = z3.

LEMA 13: Seja G ={a, b} um grupo abelianc tal que a’b? =1

entdo G & ciclico ou isomorfo a 2 x Z,.

Para completar a demonstragao do 1° Caso, resta demonstrar

0os Lemas 12 e 13.
DEMONSTRACEO DO LEMA 12: Se a® =b?® =1, entdo

6 C{ad? | 0<i, j <3, a% =1=0b? ab = ba} (1)

-

Logo, # G < 9. Como a® = 1, entdo, 3|{# G e portanto, # G &

3, 6 ou9. Se #G & 3 ou 6, .G & ciclico. Assim, #G & 9 e

2

a igualdade vale em (1), com G = Z3. 4

DEMONSTRAGCAC DO LEMA 13: Observemos que
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i3 . |
GC{ab’ | 0<i<m 0c<3j <2, ab = ba} {1)

Logo, #G < 2m. Mas, se {(a) n {a)b # 3 entao G = {(a), isto

-

&, G é ciclico. Se (a) n (a’b = ¢ entac # G > 2m. Portan-

to, vale a igualdade em (1). Assim, G = 2, " 29 onde f£:G~> 2 < 22

& o isomorfismo dado por f(albj) = (al_j,(ab)J), com {a) = Zm
e (ab) = Zp. A
Estas demonstragoes completam o 19 Caso.
20 CASO: d =2 e ‘G NAO E ABELIANO
Consideremos as desigualdades
-1 -1
hy "hyhy # hy (1)
=
-1 -1
hj "hohy # hy (2)

Por hipbtese, G £ Q e h% # 1 # hg. Pelo Lema 8, pelo me-

nos uma de (1) e (2} vale. Pelo Lema 9, podemos supor gue ambas

valem, substituindo, se necessario, h; por hohy; ou hy, por

hlhz.
2 -2 ~
Se of(hy,) # 4 ou se hf # h, , entao podemos supor que
: as desigual

2 -2 ' . - -1
hy # h;", substituindo, se necessarioc, h, por h, :

dades (1) e (2) se preservam, pelo Lema 11{i)}.
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Nesse caso, faremos J = 2. As condicdes (a) e (b) sao va-
cuosas, (c) valida por hipdtese, (d) também, (e} e (f) sao (1) e

(2}, respectivamente.

~ 2 2 -2
Podemos entao supor gque h; = h, = h, e h; = 1. De
2 2
h, = h, temos que ambos comutam com h; e com h,. Assim,
-1 3 -2 3 -2, 3 3 2 3
(h; hs) ™ = (hy hihe} = (hy ) - (hyhy) = hy(hyhy) .

2 - -1 3 3
Como h; # 1, entao ou (h; ha} # 1 ou (hihy) # 1. Pele Lema
. -1 - .
11(i), trocando h; por h; se necessario, podemos supor dque

3 - L V3 2
{(h1h,}) " # 1, preservadas (1) e (2}, e também h; =1 e h; =hy.

Vamos agora substituir h; por h;h, e fazer j = 1., Pe-

lo Lema 13, abaixo, hjh, nao & involugdo. Pelco Lema 11(ii), (2)

& preservada, mas nao {l). Provemos {(a) - (f).

A propriedade (a) ji verificamos que vale. A propriedade (b)
também: se {(hjh,)? = hiz = h% entaoc G, o grupo <(hi,hs), e
isomorfo a Q, pelo Lema 8. De fato, (b) vale. As propriedades

(c} e (d) s3o vacuosas. A propriedade (e) & trivial, pois Jj=1.

A propriedade (f) segue do Lema 11(ii}.

A demonstragao do Lema 14 abaixo, conclui a demonstragao do

29 Caso.

LEMA 14: Sejam a? = b2, a% =1, (ab)2 = 1, entao (a,b) & abe

liano.
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DEMONSTRAGCAQ: Por hipotese, abab = 1. Ainda, abba = a(bb)a =

L

aala = a 1. Destas duas igualdades temos: ab = ba, logo, (a,b?

& abeliano. 4

32 CAsO: 4 = 3

Pelos Lemas 8 e 10, podemos supor que pelco menos um de
(h;,hy?, <(h;,h3}? e (hy,h3} & niao guaternidnico. Suponhamos
que existe exatamente '~ dois  quaternidnicos. Ajustamos a nota-
¢ao a fim de que <(hj,hy?= (h;,h3)= Q# (hy,hy> . Assim, pelo
Lema 8, trocando h,; com hs, se necessario, h;1h3h2 # h;l. Por
tanto (f) & verdadeira.

Seja h, := hshy e J = 2, entao (a}) a (d4) sao vacuosas.
Ainda, se (h,h3)? = 1, pelo Lema 14, (h,,h;) & abeliano. Por-
tanto, pelo Lema 15, abaixo, G = Q x Z,. Logo, (hph3)? # 1. Pro

vemos (e) e (£).

-1 -1, = -1, T -1
{e) (h2h3) h]_ (h2h3) = h31(h21 hlhz)h3 = h3 h1 h.3 = h]_ ?é h]_ .
-1 -1, =1 -1_-1 -1
(£) (hpohy) "hathphs) = ha (hgp hshp)hy # hy hy hy =hjy .
Suponhamos, agora, que no maximo um de (h;,h,?, (h;,hj3)}

e {(hy,h3’ € guaternidnico. Ajustemos a notagéo para obtermos

(hy,hy? % Q # <(hy,h3).
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Seja j = 2, entac {(a), {(b), (c) e (d) sac vacuosas. Prove
mos (e} e (f}).

Entao, do Lema 8,

-1 - -1 -1
hy hyh; # hzl e portanto, do Lema 9, h, (hyhs)h; # (hyhs) °,

-1 -1
(e) Suponhamos que  h, hjh, = h, .

(hyhy}2 # 1 e assim, podemos substituir h; por hihy, se ne-
cessario.
-1 -1
(£) Suponhamos gque hz hihs = h3y . Analogamente ao caso

anterior, substituimos hy por hjyh;. Agora valem (a) até (f) e

H & livre de involucgoes.

Ademonstracao do Lema 15, abaixo, completa a demonstracgao

do 39 Caso.

LEMA 15: Seja G = {a,b,c? tal que {a,b) = (a,¢c)> = 0 e

(bc)? = 1. Entdo G = ¢ x Zs,.

DEMONSTRACAO: Do Lema 14, <{(b,c? & abeliano. Entao

GC fatpIck | 0 < i < 4, 0 <j, k <2, a2 = p? = ¢?,

- —1
a = 1, ba = a lb, ca=a ¢, bc = cb} (1)

Assim, n = # G < 16, Mas f{(a,b? N {a,b)c = » pois caso con-

trario, G = {a,b). Analogamente, {(a) N (a)b = ¢, portanto,

# {(a,b) = 8; logo, n = 16 e a igualdade em {1} vale.
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A fungac f : G - Q x Z, definida por ;(albjck) =

(albj_k, (bc)k) & um isomorfismo de G em O = Z,. A

-
£

49 caso: 4 > 4

Pelos Lemas 8 e 10, podemos supor que nem todos os tres
grupos (hl,hd_l> ' (hl,hd) e (hd_l,hd) sao o grupo Q. Per

mutemnos hl'hd—l e hd conforme & necessidade, de forma gue

(hd—l'hd) #£ 0 (1)

Analogamente, substituindo h; por hoh; se necessario,

podemos supor, pelos Lemas 8 e 10, que nem todos os trés Jgrupos

(hy,hp?, (hyhy 7} e <h2’hd—l) sao o grupo Q. Se f{(hj,h,) #
# 0, facamos 3j = 2. Se <h1,hd_l) #£ Q0 ou se ( hz,hd_l) ¥ 0, fa
camos j = d - 1 e permutemos h; com h, se necessario, de
forma que (hl,hd_l> %2 ¢. Em todos og casos, {1} vale e wvalem

também
(h1fhj> ERS, (2)

e

2 <3 <d-1 {(3)
De (2}, pelo Lema 9, podemos supor que (e) vale, substi-

tuindo hj; por hjhl, se necessario. De (1), podemos supor gue
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(£) vale, substituindo hd por hd—lhd’ se necessario. Final-

mente, de (3), (a), (b}, (c) e {(d) sao vacuosas.
A demonstragao do 49 Caso, completa a demonstracac do Teo-
rema 2. 4

TECREMA 3: Os grupos Zn ' Zm x Z, (m > 2) e QxZ,, tém repre-

sentacoes regulares graficas orientadas.

DEMONSTRAGAO: Seja Zn = (a}). Do teorema da condicao suficiente

. . - Z .
para RRGO (segao. 3} segue que X(a),{a} € uma RRGO para 7

FIGURA 3: Uma RRGO para Zg.
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Seja G =~ Zm x Z, {m > 2) e H = {a,bl onde {a) = Zm e

(b) = z,. Entdo X; 4 € uma RRGO de G. De fato, os fnicos vér
. . ~ =1 -

tices adjacentes a 1 sao a, a e b : {l,a) e {(1,b) sao as

- =1 - -
unicas arestas que saem de 1, (a ,1) e (b,l) sac as unicas ares

-1
tas que cheqamem 1 e a # a , pois m > 2 (Figura 4). Assim,

todo ¢ em Aut;X fixa a e fixa b. Pelc teorema da condigao

suficiente para RRGO, XG . & uma RRGO de Zm X 7.
r .

FIGURA 4: As adjacéncias de 1 para uma RRGO de

zme2 (m > 2).
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Seja G=Q x Z,, com Q =(a,b) e Z, ={(c) , onde a?=
= b? = (ab)?. Por simplicidade, denotaremos (a,l), (b,1) e (1,c)
por a, b e ¢ respectivamente. Seja H = {a,b,c,ab,abc}. Con-
sideremos o subgrafo Y de Xo y 9gerado por H (Figura 5).
a .
c
abc
ab ab
c
b agﬂhmahui___#, abc
a e
FIGURA 5: O subgrafo Y de XG H gerado por H, onde
¥
G = (a,b? x (¢’ e
H = {a,b,c,ab,abc}.
Seja ¢ um automorfismo de XG g due fixa 1. Entao,
¢ (H) = H. Mais ainda, ¢, ab e abc estao fixos pois ¢ & a Gni
ca fonte de ¥ e ab & o {inico vértice incidente a 5 arestas,

abc o Unico a 3

De fato, AutyY =

A

RRGO, X @ uma RRGO de Q x Z,.

G,H

Com os Teoremas 2 e 3 demonstrados, atingimos

desta secao, a saber

{1}. Pelo teorema da condigao suficiente

arestas. Segue que a e b também estao fixos.

para

o objetive
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COROLARIO: Teodo grupo gerado por seus elementos de ordem mnaior

do que 2 e distinto de Z% e de Q tem uma RRGO.

7. REPRESENTACOES REGULARES GRAFICAS QRIENTADAS PARA 0OS GRUPOS

DIEDRAIS GENERALIZADOS NAO ABELIANGCS

Na Segao 5, demonstramos o Teorema 5.l. Para gqualquer gru-

pe G de ordem maior do que 2, precisamente uma das sSeguintes

afirmagoes ocorre:

D

(i) G gerado por seus elementos de ordem maior do que 2;

(ii} G & o grupo diedral generalizado cujo nucleo & ge-
rado por seus elementos de ordem maior do que 2;

s - n
(iii) G e um Zy.

Na Segao 6, demonstramos gue todo grupo nao diedral genera

lizado, distinto de 23 e @, admite uma RRGO.

Nesta Secao demonstraremos o seguinte resultado:

TEOREMA: Seja G um grupo diedral generalizado (de ordem maior
do gue 2) cujo nliclec A & gerado por seus elementos de ordem

maior do que 2. Entac G admite uma RRGO.

A demonstracac estd dividida em trés Lemas:



LEMA 1: Se A admite uma RRGO X, . com B\ gt gerador de A

ent3ao G admite uma RRGO.

R

LEMA 2: Se A Z% entao G admite uma RRGO.

LEMA 3: Se A = Zm x Zo {m > 2) entac G admite uma RRGO.

DEMONSTRACAO DO TEOREMA:

1o CASO: A & distinto de zg, de Q, de T s de Zn x 7o e de

Q x Zo.

Pelos Teoremas 6.1 e 6.2, A tem um gerador H 1livre de in
volugoes tal que X, g Yepresenta A. Pelo Lema 1, G tem uma
r

RRGO.

29 CAS0: A € Z, (n > 2).

Pela demonstragao do Teorema 6.3 (caso G = Zn) . X( a),ial

representa Zn’ e {al}l ndaoc & involutivo. Novamente pelo Lema

1, G tem uma RRGO.

39 CASD: Nenhum dos anteriores.

Pela definigao de niicleo, A & abelianc, logo A nao & nem

2

Q nem Q x Z,., Logo, ou A & Z3 ou Z, 6 * %Ly e, em ambos 0s

casos, G tem uma RRGO, pelos Lemas 2 ou 3.



A demonstracao do teorema de fato se reduz & demonstracao

dos Lemas 1, 2 e 3.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 1: Suponhamos que A admite uma RRGC X, .
!

~
-

-1
com H\H gerador de A. Sejam b € GVA e S =HUVY {b}. En
- -1 -1 B
tao 8\8 =H\H , pois b? = 1. Mostremos que Y = X5 g é

uma RRGO de G.

Sendo G diedral generalizado, o indice de A em G & 2 e
portanto G VA = bA = Ab. Ainda, os elementos de A sao ligados
a elementos de Ab somente através de arestas da cor em SN Ab =

= S§NbA, isto &, arestas da cor b. Como b? =1, tais arestas

aparecem em pares de arestas antiparalelas, isto & pares da for-

ma {(x,vy),(v,x)}.

Seja v um automorfismo de Y que fixa 1.

Seja Z o grafo XG,S \ S—l = XH,H\H—I‘ Assim, 2 pode
ser obtido a partir de Y pela remogao de todos os pares de ares
tas antiparalelasg, inclusive todas as arestas de cor b. Logo Z
2 desconexo: nenhum vértice de A & ligado a vértice de Ab. Mais
ainda, pelo Lema 2.3.5 o subgrafo XA,H v\l de Z & fortemente
conexo, pois H\ gt gera A. Logo, XA,H\H_I &€ uma das compo-

nentes de 2, & a componente que contém o vértice 1.

Por outro lado, da hipbtese sobre ¢y e da definigao de 2

segue que vy € um automorfismo de 2 que fixa 1. Logo, ¢ (A} = A.
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Consideremos a restricdo ¢|A de ¢ a A. Como ¢(A) = A

e ¢ & um automorfismo de ¥, entdo ¢|A & um automorfismo do

subgrafo de Y gerado por A, a saber, ’XA g Mais ainda, ¢|A
¥

fixa 1. Sendo XA g o uma RRGO de A, pela definigac de grupo
r

f.l.p.f., ¢la = 1.

Assim, ¢ fixa cada elemento de A; em particular, fixa ca-
da vértice de A adjacente a 1 em Y. Como b & o Unico vértice
-adjacente a 1 gue nao pertence a A, ¢ fixa b também. Logo,
¢ fixa cada elemento de S. Como esta conclusao vale para cada
¢ em Aut;Y e como G =(S8)?, entao Y, isto &, XG,S ' & uma

RRGO de G. 4

E interessante observar {ainda na nota¢ac do Lema 1) que se

(aj,ap) € AXA,H entao (asb,a;b) € AY. De fato, se {aj,a;) € M%%,H ,
-1
existe h € H tal que aj h = as. Logo, asbh = ah b = a;b, ou

seja, (asb,a1b) € AY. Este fato, fica evidenciado nos exemplos da

Figura 1 que nos permitem comparar a RRGO de Z, x Zp, coOm a do

diedral generalizado do nficlec Zy.



-1 1 ,
a a2 a . a,'.
1
- 2 — 2
a 1b a<b a lb ab
A | . . Py

N / —%
1 a 1 a
RRGO de 72, x Zs RRGO do diedral gene
XG,{a,b} ralizado de nucleo Z,

XG,{a,b}

FIGURA l: Uma comparagac entre as representacoes de
Zy, *x Zo e do diedral de niicleo Z,.

2

3

DEMONSTRACAOC DO LEMA 2: Sejam A =(a,b) = Z5 e c € G\A. Se-

ja H = {ca,ca_l,cb,ab}. Consideremos o subgrafo Y de X = XG -
I

gerado por H.

ca Ca/,’—)—\\

FIGURA 1: O subgrafo Y de X gerado por H.
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Seja ¢ € Aut;X. Entao ¢ (H) = H. Mais ainda, ca,ca ,cb
- N - - . - - . _1

e ab estao fixos, pols ca e o unico vertice isclado de Y, ca
& o inico adjacente a tr@s arestas, enquanto ab, a duas arestas

e cb a uma aresta (Figura 1). Portanto AutY = {1}. Pelo teore-

ma da condigao suficiente para RRGO, X, ., & uma RRGO de G. 4

DEMONSTRACAO DO LEMA 3: Sejam A = <{a,b) = Z, * Z, onde (a) =

=2,. (b)=12, e cE& G\ A. Consideremos H = {a,b,cl. Observe

mos que b e ¢ possuem ordem 2, a, ordem par: m > 2.

i E L] a - -
Formemos XG,H e seja Autle'H Entaoc w (H) H

FIGURA 2: Alguns vértices adjacentes aos geradores a,b e c.

Suponhamos que ¢|H nado & a identidade. Entdo b e ¢ per

- o ~ -1
mutam ¢ a estd fixo. Se b e ¢ permutam entac a b e ac tam

bém, pois sdao vértices adjacentes a b e a ¢ respectivamente
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com incidéncia de mesmo sentido. Mas, a b nao & adjacente a a
- . - . _]- _]-
e ac o e. De fato, peois caso contrario a bx=a ou ax=a b,
- 2
entao, X = & 'b; como m > 2, x & H.
A

Logo, v |H=1. Como (H) =G entdo Xs g é uma RRGO de G.
r

8. RESULTADOS NEGATIVOS: Z; e Q.

Nesta Segao analisaremos os grupos gerados pelos seus ele-

mentos de ordem maior do que 2 e que nac tém uma RRGO, a saber,
2
23 e Qt

Do teorema da condicao necessaria para RRGO, temos que se

para todo conjunto gerador H de um grupo G, existir ¢ €

€ aut G - 1 tal que ¢(H) = H entao G ndo possui uma RRGO.

Provaremos, tanto para G = Z% come para G=Q, que para
todo subconjuntc H de G, gerador ou nao de G, existe um auto-
morfismo ¢ de G nao idéntico e que fixa H. Removida a restri
cdo de H ser gerador, podemos supor que 0 < # H < # G/2, com-
plementando H, se necessario. Ainda, como todo automorfismo ¢
fixa a identidade, podemcs supor gque L & H. Asgim, podemos su-
por que 0 < # H < # G/2, pois se # G for par e # H = # G/2

podemos complementar H e/ou remover ¢ elemento 1.

2 .
TEQREMA: Sejam G um dos grupos 2Z3 ou Q, H um subconjunto de

G tal que 1€ H e 0 < #H< # G /2. Entao existe um automor-

fismo ¢ de G tal que ¢ #1 e w(H) = H.
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DEMONSTRAGAO: Seja G = 275. Neste caso, 1 < # H < 4.

Listaremos abaixo os possiveis H, a menos de automorfismos,
, 2
e os automorfismos de G correspondentes, onde z3 = {a,b),

com (a) = (b} = 7Zj,

O CONJUNTO H AUTOMORFISMO CORRESPONDENTE
# H = 4
-1 =1
afbfa rb ¢g(a) = b, (P(b) = a
-1 -1
a,b,a ,ab ¢(a) = a , v(b) = ab
-1 -1 -1
a,b,a ,ab ¢(a) = a, ¢(b) = ab
a,b,ab,a_lb ¢(a) = a, v(b) = ab
#H =273
. -1 -1
a,b,a v{a) =a , ¢(d) =b
a,b,ab ¢v(a) = b, (b} = a
-1 -1
a,b,a b v{a) = b, ¢(b) = a
# H = 2
a,b ¢{a}) = b, v(b} = a
-1 =1 _
a,a pla) = a , ¢(b) = Db
#H=1
a v(a) =a, w(b) =b '

Em todos os casos, existe ¢ em Aut G - 1 que fixa H.



Vamos agora analisar G = Q = {a,b ), com
e a%* = l. Podemos entao supor que 1 < # H <
supor que a? ¢ H, pois ¢(a?) = a? para todo

vez que a® & o (nico elemento de Q de ordem
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a? =b%2=(ab)?2 =1

3.

¢ € Aut G,

2-

Podemos

ainda

uma

Listamos abaixo os possiveis H a mencos de automorfismos, e

os respectivos automorfismeos Y3

I _
Q0 CONJUNTO H AUTOMORFISMO CORRESPONDENTE
# H =3
a,b,ab vla) = b, ¢v(b) = a
-1 -1
a,b,a ¢?{a) = a , (b)) = Db
# H =2
a,b gla) = b, vi{b) = a
-1
a,a gla} =a , ¢(b) =D
#H =1
-1
a v (a) a, p{b) = b
2
De fato, nem 23 nem Q admitem uma RRGO. 4
Com a demonstracac do teorema fica demonstrado:
COROLARIO: 8e G # Z? entaoc G tem uma RRGO se, e somente se
2
No prdximo Capitulo estudaremos os grupos Y.



CAPITULO 4

0S GRUPOS z?

1. INTRODUGAO

Neste Capitulo concluiremos o estudo das representagoes re
gulares. graficas orientadas. No Capitulo 3 mostramos que todosos
grupos nac isomorfos a Zg admitem vwma RRGO, exceto o z§ e o
quaternidnico. Neste Capltulo mostraremos que todos os z? admi

- — . 2 3
tem representagoes regulares graficas orientadas exceto Z,, I,

L
e Zs.
. s n
Terminaremos © trabalho demonstrando inicialmente que 7
n > 6 admite uma RRG. Analisaremos em seguida o caso especial
> . 2 3
do grupo Zj3. Finalmente, demonstramos que nem 23, nem &, nem

i . - , .
Z, admitem RRGO. Os grupos Zg e Zé, ciclicos, admitem RRGO

{Teorema 3.6.3).

Cabem aqui duas observacgdes importantes:

(i) a toda RRG corresponde uma RRGC, ({simplesmente subs
tituindo cada aresta nao orientada por um par de arestas antipa-
ralelas),

{(ii) para os grupos G = Zg todo subconjunto H de G sa

tisfaz H = H U H_l. Assim, a toda RRGO de G corresponde uma

RRG de G, simplesmente substituindo cada par de arestas antiparalelas



por uma aresta nao orientada.

COROLARIO: Seja G um grupo Z5. Entio G admite uma RRG,

e somente se G admite uma RRGO.

COROLARIO: Seja G um grupo Z5. Entd3o G admite uma RRGO

e somente se n <1 ou n > 5.

2. 0S GRUPOS 1Z,, n > 6

TEOREMA: Sejam n > b, hl,hz,...,hn geradores de Zg e

H=1{h; | 1<i<ntVih ,|[1c<k<n}u

{hyhyh _,h_ . ,hjhsh . h }.

Entdo X = X & uma RRG para Zy.
2, H
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se,

se,

DEMONSTRACAO: Seja X, © subgrafo de X, n > 6, gerado por H.

Seja ¢ € Aut;X. Entao ¢ (H) = H, Mostremos que ¢ = L.

Observando as adjacé@ncias de cada vértice de Xe o

gue:

(i) h;h, & o Gnico vértice de grau 6,

temos
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(1i) hn-Zhn—l & o fUnico vértice cujos adjacentes teém

graus 6, 4, 4 e 2. Logo ¢ fixa hihs e hn—Zhn—l' Conse-

guentemente fixa também hlhzhn—Zh o Gnico adjacente comum

n-1"'
a n; h 2 e a hn_ zhn_ 1
54 6422 By22 4122 44272 yy22 BBL2  LELZ 4y
hy hy hj hk hk +1 hn_ 3 hn—2 hn_ 1 hn

L4y 222
hyh,

&Y G
a= hthhn"Zhn—l b= hthhn-lhn
FIGURA 1: O subgrafo XH de X n gerado por H,
Zo ,H

(os nUmeros ac lado de cada vértice indicam

0os graus dos adjacentes) .



Como  Adjh {nyh, , h;h. h h_ ., n }

n-2hn—l 172 n-2 n 1" "n-2 n-1
(Figura 2) e ¢ £fixa hn—Zhn—l e seus adjacentes h.h, €

hlh2hn 2 n-1 temos: ou

(1) v(h ) =h_ e ¢th o) =h _; ou
(2) ¢t 1) =h 4 e e _,) =h .
hn—2 hn—l
hyh,
hn——2hn~-l
hthhhrZhn~l
FIGURA 2: O vértice h__ .h e seus adjacentes.

n-2 n-1
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Vamos mostrar gque (1) & impossivel. Se ¢ permutar hn—l

COm hn—2 ; ¥ permutara hn com hn~3hn—-2 e hn—lhn com hn_3.

Absurdo, pois os adjacentes de hn—lhn e hn—3 possuem graus

diferentes: 6, 4,2, 2 e 4,4,2, 2 respectivamente. Logo ccor-
re (2),

Agora, os outros dois adjacentes de h a saber hn-3

n-2 "1

e hn—Bhn—Z » tém graus distintos, logo, ¢ os fixa. Usando es-
te argumento para b ;b b ... by temos que ¢ fixa h,
hn"""‘l ’ hn—S y = s 7 hl e taﬂ'[bem hn_lhn ¥ hn_4hn_3 ;hn_shn_4 Feua ;hzha-

Finalmente, b, o Gltimo vértice de Xy também esta fixo. Portan-
to, v fixa cada elemento de H. Como esta conclusaoc vale para
cada ¢ em Aut;X, entao, pelo teorema da condigac suficiente pa

ra RRG, X & uma RRG para ZI;, n>e6, A

3. O GRUPO Z;

Vamos agora mostrar que se aplicarmos a demonstragao do
~ . 3
teorema da Segao anterior para Z, o subgrafo XH gerado por H

nao & totalmente assimétrico. De fato, observando a Figura 1 ve-

mos que

¢ = (hy hy){(hs hyhj3) (h; hyhs) (h; hihyhyhs)

& um automorfismo de Xy -
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hjh,

gerado por H, do grafo X gque seria
5

FIGURA 1: C© subgrafo X

H r

obtido na segao anterior, para o grupo Zg.
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5 - . - Lol
Mas, 2, admite uma RRG, pois é& possivel encontrar um con

junto H gerador de Zg tal que X = X c & uma RRG para ZS.

Z, H

0 seguinte teorema demonstra este fato.

. 5
TEOREMA: Sejam hj,hy,...,hs geradores de Z, e

H = {hi,hy,...,hg,h1hy,hihs,h1hs,hohy,hyhs,hihyhg,hohshy ).

— - 5
Entao X 5 e uma RRG para Z,-
Z,  H
DEMONSTRAGAQ: Seja.iXH o subgrafo de X . gerado por H (Fi-
Z, H

gura 2). Seja ¢ € Aut;X . . Entao ¢ {(H) = H.
Z ,H
2

Observando as adjacéncias dos vértices de XH' Vemos que

certamente estao fixos os vértices distintos de h,hs,h,h3yh,,hhg
e h3hy. Mais ainda, o vértice hjhs tambédm estd fixo, pois os
outros trés adjacentes de hs (fixo) entao fixos. Logo, esta fi

xo também hohih,. Portanto, se ¢ # 1 entao ¢{h;hy) = hihy e

¢ (h1hy) = hihs.

Mais, a = hjhshyhs & adjacente somente aos vértices hih,
e hyhs de H e nenhum vértice de X & adjacente somente aos
vértices hjh, e hyhs de H. De fato, seja z = ¢{a). Entao
Z & adjacente a hjh, e hyhe; 2 € {1} U H(g € Autle,H)
& um automox-

e z possul apenas dois adijacentes em X pois ¢

fismo de XG,H‘
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hgh 3h;_|_

FIGURA 2: O subgrafo Xy de X gerado por H {os numeros ao

z;,H
lado de cada vértice indicam os graus dos adjancentes;
a linha pontilhada, as adjacéncias de vértices de Xy

com o vértice a nao pertencente a XH) .
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Os Unicos vértices adjacentes tanto a hih; guanto a hyhs
sao 1, hyhs, hihyhyhs e hjh, e todos estes sao adjacentes a
outros vértices de H. De fato, se z €& adjacente a h;h, e hphg

entao z = h,h,x = hihyy, %X, y € H. Logo,

X € {hthhs, hlhl{,h5, h1h2h3hl+h5, h1h2h5, hlhth, h3h1_,h5,

h,hsh,he, hyhshg, hihy, hyhs, hihs, hohyb.

Ainda x € H, logo x podera ser: hjh,, hihg, hyhs ou hohy.
Se x = h;h,, entao 2z = 1. Contradigao.

Se x € {h;hs, h,hg, hyh,}, entac z & respectivamente,
hohs, hihohyhsg e hjyh,. Mas cada um desses valores de 2z possui

mais do que 2 adjacentes em X Contradicao. Portanto, v fixa

H -
cada elemento de H. Como esta conclusao vale para cada ¢ em
Aut,X, entao, pelo teorema da condigao suficiente para RRG, X &

uma RRG para ZZ.

P n
Para completar a analise dos grupos Z,, restam agora 0s
. 2 3 4
resultados negativos scbre Z,r 8, € Iy, E o que faremos na

proxima segao.

4. RESULTADOS NEGATIVOS

2 3 L
Para mostrarmos que nenhum dos grupos Z,, Z, e Z, pos-

sue uma RRGO, basta mostrar gue para gqualquer que seja H gerador
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de um desses grupos, existe um automorfismo nao trivial do grupo
que fixa H (teorema da condigac necessiria). Analogamente ao que
foi feito na Segao 3.7, provaremos tal propriedade para todo sub

conjunto do grupe G, nao necessariamente gerador de G.

n=2,3 ou4. Seja H C G. Entao existe

TEOREMA: Seja G = zg

um automorfismo ¢ de G, distinto de 1, e tal que ¢(H) = H.

- DEMONSTRACAO: Por inducdc em n + # H.

1¢ CASO: 1 €H

Seja H' = H - 1. Pela hipdtese de indugao, Aut G- 1 con-
tém um automorfismo v tal gque ¢ (H') = H'. Ora, tode automor-

fismo fixa 1. Logo, v (H) = H. Podemos entac supor que 1 ¢ H.

20 caso: #H >% - # G

Seja H' = G- 1-H, Como 1 ¢ H, entao # H' <« % - # G <
< # H. Pela hipotese de indugao, Aut G-1 contém um automorfis
mo ¥ tal que w(H'}) = H', Entaoc ¢(H) = G - 1 - H' = H. Podemos

entao supor que # H < % - # G.

32 CASO: n = 2.

Sejam a e b dois elementos de G - 1. Pelos dois casos
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antericores 1 &€ H e # H < 2, Assim, a menos de automorfismo,
H=¢ ou H={a}l. O automorfismo ¢ que permuta b com ab (e
fixa 1 e a) pertence a Aut G-1 e fixa H. Podemos entac su-

por que n > 2,

49 CASO: H nao gera &

Nesse caso, H € K C G, onde K = Z?_l. Pelo 3¢ caso,
n > 2. Pela hipOtese de indugao, Aut K-1 tem um automorfismo ¢
tal que ¢ (H) = H, Seja a um elemento de G \K, y a extensao de
Y a VG em Aut G- 1 que fixa a. Entao u(H) = H. Podemos en-

tao supor que H gera G.

59 CASO: # 1O =n

Pelo 49 Caso, H gera G. Sejam a e b dois elementos dis
tintos de H., Seja ¢ € AutG-1 o automorfismo que permuta a e
b e fixa os demais elementos de H. Entdo ¢(H) = H. Podemos en

tao supor gque # H > n.

6¢ CAS0: nenhum dos anteriopores

Pelo 3¢ Caso, n > 3; pelo 49 Caso, H- gera G; pelos Casos

2 e 5, n<#0H1 <« % . 21 = 2n—l- Assim, n = 4 e 5 < # H < 7.

A menos de automorfismos, os possiveis H sao os seguintes, com
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0s respectivos automorfismos ¢ que os fixa, onde G = {(a,b,c,d)’.
O CONJUNTC B AUTOMORFISMC ¢ CORRESPONDENTE
#H =05
a,b,c,d,ab “— Db
a,b,c,d,abc «— b
a,b,c,d,abcd — b
#H =6

- H possui 0 elementos de com-
primento 2:
a,b,c,d,abc,bcd b <« ¢

- H possuli apenas um elemento

de comprimento 2:

a,b,c,d,ab,abc «+ b

a,b,c,d,ab,bcd — d
- H possuil 2 elementos de com-

primento 2:

a,b,c,d,ab,cd ’ a <~ b

#H =7

- H possul 0 elementos de com-
primento 3:
a,b,c,d,ab,bc,ac
a,b,c,d,ab,ac,ad
a,b,c,d,ab,bc,cd
a,b,c,d,ab,bc,abcd
a,b,c,d,ab,cd,abcd

b «— ¢

o a0 oo o

P11 T




- H possul um elemento de com-

primento 3:

a,b,c,d,abc,ab,ad
a,b,c,d,abc,ad,bd
a,b,c,d,abc,abcd,ab
a,b,c,d,abc,abcd,ad

o o oo

U
o

— H possul 2 elementos de com-

primento 3:

a,b,c,d,abc,abd,ab
a,b,c,d,abc,abd,cd
a,b,c,d,abc,abd,ac
a,b,c,d,abc,abd,abcd

S S TR s |

- H possul 3 elementos de com-

primento 3:

a,b,c,d,abc,abd,acd a

ad

abd

P
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A demonstragao completa a analise

RRGO. 4

de grupos com relacao

COROLARIO: Um grupo finito G tem uma RRGO se, e gomente

2 3 4% 2
G# 2Z,, 2,, Z,, L e Q.

ce
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