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CAPÍTULO l 

DEFINIÇÕES E NOTAÇÕES BÂSICAS 

l. REPRESENTAÇÕES GRÁFICAS DE GRUPOS 

A motivação básica para este trabalho é uma pergunta f_eita 

em 1936 por KOnig: "Dado um grupo abstrato G, existe um grafo X 

com Aut X '=" G? Se existir, como é construido? [ 15]. 

Posteriormente, outras questões foram feitas e algumas se-

rao analisadas aqui. 

A ferramenta básica para tal construção é o grafo colora­

çao xG,H de G em relação a algum subconjunto H de G, também 

chamado de gna6o de Cayley. 

No capitulo 2, temos a resposta à questão de KÕnig dada por 

Frucht (Teorema I): todo grupo {finito) é isomorfo ao grupo de 

automorfismos de um grafo (finito). Assim, a condição de um gra­

fo X possuir Aut X isomorfo a um dado grupo não é "muito forte". 

De fato, posteriormente, Frucht acrescentou a condição de X sGr 

cúbico (Teorema II): todo grupo (finito) é isomorfo ao grupo de 

automorfismos de um grafo cúbico (finito). Sabidussi demonstrou 

que existe infinitos grafos X co_m Aut X isomorfo a um dado gru­

Po, tendo ainda, propriedades adicionais especificadas, tais cono 

conexidade, número cromático, regularidade. 
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Em outro aspecto, mas ainda ligado à questão inicial, sur-

giu a pergunta: Se o grupo considerado for u~ grupo de permuta-

çoes P, existe um grafo X tal que o grupo de automorfismo de X 

é isomorfo, corno um grupo de permutação, a P ? A resposta é ne-

gativa: por exemplo, o grupo alternado An nao é isomorfo, como 

grupo de permutação, a nenhum grupo de automorfismos de grafos, 

pois caso contrário todo par de vértices poderia ser levado a 

qualquer outro par de vértices e portanto o grafo seria completo 

ou sem arestas, e, em ambos os casos, o grupo de automorfismos é 

o simétrico sn . Babai [ 1 ] , analisou uma forma mais fraca e pr~ 

vou que para todo grupo (finito) P de permutações, existe um 

grafo X tal que P e a restrição do grupo de automorfismos de X 

a um subgrafo Y de X invariante (cada permutação em P é um au 

tomorfismo de Y) 

Uma classificação interessante de grupos finitos é feitano 

capitulo 3, um grupo é diedral generalizado se, e somente se, não 

é gerado pelos seus elementos de ordem maior que 2. Com base ne~ 

sa classificação, estudamos nos capítulos 3 e 4 as representa~s 

regulares grâficas orientadas (RRGO) de um dado grupo G e mos­

tramos que, com exceção de precisamente cinco grupos (Z~, zi 1 zi, 
' Z 3 e Q ( o grupo quaterniônico)) , todos os demais grupos fini-

tos têm UffiQ representação regular gráfica orientada. 

A resposta afirmativa à questão de KÜnig segue da existên-

cia de grafos coloração fortemente conexos enquanto a existência 

de uma representação regular gráfica orientada para um grupo G 
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segue da existência de grafos coloração fortemente conexos e for 

temente livres de pontos fixos. 

Como um subproduto de estudo da existência de representa-

ção regular gráfica orientada, vemos, no capítulo 4, que os uni 

cos grupos abelianos que possuem uma representação regular gra­

fica {RRG) sao os z~ n < 1 ou n > 5. O problema da existência 

de representação regular gráfica de grupos não abelianos tem si­

do estudado há algum tempo. Este problema não será analisado nes 

te trabalho. Damos a seguir alguns dos resultados mais signific~ 

tivos. Nowitz e Watkins [ 20, 21] demonstraram que todo grupo nao 

abeliano de ordem prima com 6 têm uma RRG. Mais tarde, Imrich 

[14] provou que com urna Única exceção todo grupo não abeliano de 

ordem impar têm uma RRG. Hetzel [12] estendeu o problema para 

grupos solúveis e finalmente, segundo Babai [ 2 ] Godsil I 9 ] pr_S)_ 

vou que todo grupo não solúvel possui urna RRG. Assim, o problema 

da existência de RRG está completamente resolvido. 

Antes desses resultados outros particulares foram estuda-

dos. Damos a seguir alguns deles: Watkins [24] demonstrou que 

grupos diedrais Dm (m ~ 6), grupos de ordem p 3 para p um primo 

impar (distinto de 3), possuem RRG; em [25] Watkins demonstrou 

que grupos simétricos 

RRG e ainda mais, se G 

n z, então G tem RRG 

se G = < x,y ) x' = ' 

S (n > 4) e alternados An {n > 5) 
n -

têm 

- diedral generalizado de núcleo e um grupo 

para n , 3. Bannai f 3 I demonstrou que 

l e se G na o e solúvel então G têm uma 
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RRG; Godsil [ 8 1 provou que todo grupo não abeliano simples têm 

uma RRG. 

2. ALGU~S-DEFINIÇÕES DA TEORIA DOS GRAFOS 

O restante deste capítulo apresenta as definiçÕes e nota­

çoes básicas da Teoria dos grafos [16] , [17] e dos grupos [51 

[lO] e [19] que serao utilizadas no decorrer deste trabalho. 

Nesta seção relacionamos definições da Teoria dos grafos; 

na seção seguinte, definições da Teoria dos grupos. Desta forma 

o leitor familiarizado com estas definições pode prosseguir di­

retamente para o capítulo 2. 

Convém ressaltar que vamos considerar apenas grupos e gra­

fos finitos. 

Um g!La.J5o X consiste de ~:conjunto finito vx de vVr:tic.eA, 

um conjunto finito AX de alLeh.ta.õ e uma Sunç.ã.o de J.nc.ldênc.la. tVx 

que associa a cada aresta de X um par não ordenado de vértices, 

nao necessariamente distintos, de X, chamados exXnemah da ares­

ta. 

Os grafos podem ser representados por diagramas, onde cada 

vértices e representado por um ponto e cada aresta por uma linha 

ligando os pontos que representam seus extremos. (Subentende-se 

que nenhuma linha passa por pontos que representem vértices ou­

tros que os extremos da aresta correspondente). 



Muitos termos utilizados na teoria dos grafos advêm da re-

9resentação em diagramas. Assim, os extremos de uma aresta -
sao 

i.fiCJ..den.:te-6 à aresta e vice-versa. Os extremos de uma aresta sao 

J.djac.en.te-6 (mesmo que coincidam) 

Uma aresta é um ta~o se seus extremos coincidem, uma lJ..ga-

çao caso contrário. 

Para um elemento x de VX, Adj x denota o conjunto dos 

vértices de X adjacentes a x. 

O g!Lau de um vértice v de um grafo X é o numero de ares-

tas que incidem em v, laços contados duas vezes. 

GILaio -óJ..mpleh é aquele que nao contém laços, nem 

mÜt.tJ..pla-6 (isto é, duas ou mais arestas com o mesmo par de extre 

mos) . 

G!La6o c.omple..to é um grafo simples cujos vértices sao dois 

a dois adjacentes. Um grafo completo com exatamente n vértices 

e denotado por Kn GILa6o vé~r_;ti._c.e. é o grafo K 1 • 

Uma bJ..paJt.tJ..ç.ão de um grafo -X e um par nao ordenado y' z 

tal que Y u Z = VX, e cada aresta de X tem um 

extremo em Y e outro em z .. Um grafo é bf._pa!t~tJ..ci.on.âvet se admi-

te uma bipartição. 

Dois grafos X e X sao c.omplemerLta~r_e.-:<, se ambos forem sim-

ples, com VX = VX e tais que quaisquer dois vértices distintos 

-sao adjacentes em X se, e somente se nao o forem em X. Denota-

mos por X o grafo complementar do grafo X. 
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Um grafo H é um óubg!La.6a de outro, X, se VH ~ vx, AH c 

c AX e para toda aresta de H, seus extremos em H 
~ 

sao também 

seus extremos em X. 

Para um subconjunto W de V, o -6ubgJr.a6o de. X ge:wdo po4 

W, e o subgrafo H de X tal que VH = W e AH e o conjunto de 

arestas de X que têm ambos os extremos em w. 

Um pa.&-6 e..io P em X e uma sequencia finita e 

(v ,a1,v1 , ... ,a ,v J, cujos termos são alternadamente o n n 

e arestas a. ' 
J 

tais que para todo i, 1 < i < n, 

~ 

nao vazia 

vértices 

v. l l-

~ 

sao os extremos de Dizemos que P e um passeio de. v a vn. o -

O c_omp!Li.me.n-to de P e o inteiro n. Se os vértices v 
o 

, ... 
forem dois a dois distintos então P é um c..aminho. Se v = v e o n 

v 1 , ••• , vn forem dois a dois distintos então P é um c.-i...ILc..ui_:to. 

O grafo X é c.on.e.xo se quaisquer dois de seus vértices sao 

ligados por um passeio. 

Compone.n.te. de um grafo X é um subgrafo Y conexo maximal 

de X (isto é, Y é conexo e nenhum supergrafo prÓprio de Y -e 

conexo) • 

Uma on~e.n.tação de um grafo X é um par ordenado (i,f) de 

funcÕes, ambas de AX em VX, tais que para cada aresta a em AX, 

i(a) e f(a) são os extremos de a em X: i{a) é o e.x.tltemo ~n{c)_ai._ 

de ct e f (a) é o e..xL'LC-mo 6ina-t de a. 

Dois grafos X e Y sao L'JomOILÓ0-6 (X = Y) se existe bijeções 

O:VX-->-VY e AX -->- AY tal que para \f a ~ AX, \)!X (a) = { u, v} 
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se, e somente se ~y(l"(a)) ~ {9(u),8(v)). Se X e Y forem sim 

ples, então o isomorfismo será encarado como urna bijeção de vx 

em VY que preserva adjacências. 

Um aut"amoll.6i.á mo ..P de um grafo é um isomorfismo do grafo em 

si mesmo. Denotaremos por Aut X o conjunto dos automorfismos de 

um grafo X. 

Um gJta6a aJti.e.n.tado X consiste de um grafo SX, chamado g~ 

Qo -5ubjac.e.n:te. de X, e de uma orientação de x. 

Na representação de um grafo orientado por um diagrama, c~ 

locamos, em cada aresta a, uma flecha que aponta de i(a) para 

f (a) • 

Ao aplicarmos um conceito ou propriedade definido para gr~ 

fos (não orientados), a um grafo orientado, subentendemos que e~ 

tamos aplicando o conceito ou propriedade ao seu grafo subjacente. 

Dessa forma, podemos dizer que um grafo orientado é conexo, etc. 

G4aáo ~em~-~~mple~ é o grafo orientado que nao possui la-

ços nem arestas múltiplas de mesmo sentido (isto é, arestas dis 

tintas a e B tais que i (a) = i (SJ e f (a) ~ f (S)). 

Seja X um grafo orientado, (i, f) sua orientação. Para um 

subconjunto w de VX, o .6u.bgna6o z o!Lien.tado ge!tado por w e o 

grafo orientado que tem SZ como grafo subjacente e a restrição 

(i,f) a w. 

Um passeio P = (v ,a 1 ,v 1 , ... ,a ,v) em um grafo orientado o n n 



é OIL~e.n tado se para todo j tal que 

equivalentemente, f{a.) =v.). 
J J 

1 < j < n, i (a. I 
J 

Um grafo orientado é Qo!L-te.me.n-te. c.one.xo se todo oar 

tices pode ser unido através de wn passeio orientado. 
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(ou 

ver-

Um vértice v de um grafo orientado X é uma 6orLte. (sorve-

douro) se -v e o extremo inicial (final) de toda aresta que nele 

incide. 

Dois grafos orientados X e Y são i.õomoJt.óo-5 (X " Y I se 

existe bijeçÕes 8 : VX ~ VY e ~ : AX ~ AY tal que para Va E 

E AX, ~X(al = (u,vl se, e somente se ~y(<P(all = (6iul,6(vl). 

Um automorfismo 'fi de um grafo orientado e um isomorfismo 

do grafo em si mesmo. Denotaremos por Aut X o conjunto dos auto 

morfismos de um grafo orientado X. 

3. ALGUMAS DEFINIÇÕES DA TEORIA DOS GRUPOS 

-Seja G um conjunto e seja * uma operaçao definida sobre G. 

Dizemos que o par (G,*) é um g!Lupo se, e somente se, as segllintes 

propriedades estiverem verificadas: 

G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x,y e z em 

G, tem-se (x * y) * z = x * (y * z); 

Gz (existência do elemento neutro): existe em G um elemento 1 

tal que x * 1 = x = 1 * x para todo x E G; 
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G3 (existência de inversos em G) : para todo X de G, existe 

- -1 - l 
X em G tal que X * X = 1 = X * x. 

Se a operaçao * de um grupo G satisfaz 

G4 (propriedade comutativa): quaisquer que sejam x e y em G, 

tem-se x * y = y * x: diremos que G é um gJtu.po abeliano. 

Geralmente, confundimos o grupo G com seu conjunto G. 

0Jtde.m de. um g.!tu.po G é a cardinalidade do conjunto G. De-

notamos cardinalidade de um conjunto G por # G. 

Se -G e um grupo e a E G a oJtde.m de a e o menor inteiro 

positivo m tal que 
m 

a == 1. Se m = 2, diremos que a e uma -tn-

voluç.ão. 

Um subconjunto H de um grupo G e dito um ~.:,ubgJtupo de G, 

se com relação ao produto em G restrito a H, o proprio H for-

ma um grupo. 

Seja G um grupo e H um subconjunto de G. Denotaremos :pJr 

<H) o conjunto dos elementos de G que podem ser expressos corno 

um produto de elementos de H. :f: fácil ver que (H) e um <Sub-

gJtupo de. G. Diremos que <H> e o ,t,ubg:wpo de. G ge.Jtado ;oo!t H. 

Diremos que H é um c.. o nj unt.o g ett.adott. àc G se G = < H > • 

Diz-se que um grupo G é c.lc.tic.o se, e somente se existe a 

em G tal que G = (a> , Todo elemento a que safistaz esta condi 

ção é àenominado ge.JtadoiL do grupo ciclico G. Denotamos G por 
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Zn onde n e a ordem do gerador. 

Dados dois grupos (G, *) e (H, o) , uma função '{J de G em H 

e um homomoJt6.ihmo de. G em H se para quaisquer dois elementos 

moJtóo a H. G em H -e um homomorfismo bijetor 

de G em H, e neste caso dizemos que G e -H sao -LbomaJt6oll. Um 

isomorfismo de G em G é um au..tomolló-Lóma de G. 

Se H é um subgrupo de G, a E G, então Ha = {ha I h E H}. 

O conjunto Ha e denominado ~l~.óe la.te.Jtal ã diJte.i.ta de H em 

G. Analogamente, aH = {ah I h E H} é cla.ó.óe. la.te.Jtal ã e.6que.Jtda 

de H em G. O número de classes laterais à direita, igual ao n.Q. 

mero de classes laterais a esquerda de H, é chamado lndice. de H 

em G e denotado por 

Sejam W um conjunto nao vazio e S (W) o conjunto de todas 

as permutações sobre W. O conjunto S (W), com a operação de co~ 

posição de funções, é um grupo: o gltupo fJ.i,mê.;tJr.lc.o do c.onjun.;to w. 

Se # W = n, o grupo S (W) -sera indicado por S n e denominado g~ 

po J..1mê.tn1co de. gf[_au n. 

Todo subgrupo de S (W) é denominado g![_upo de. pe.f[_muút·;.[:;M f.. o 

bJte w. 

Dado x E G, o subconjunto Gx = {g E G I gx 

denominado e.J.J.tabl.t-tzado!t do elemento x. 

x} de G e 

Sejam (A,*) e (B,o) grupos e consideremos o conjunto de 

todos os pares ordenados (a,b), a E A, b E B. o p!toduto diJtc>to 
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A x B e o grupo formado pelos pares ordenados (a,b) e a opera-

-
çao + definida por (al,bl) + (az,bz) = (al * az,blobz). 

TEOREMA FUNDAMENTAL DOS GRUPOS ABELIANOS FINITOS: Todo grupo 

abeliano finito é isomorfo ao produto direto de grupos cíclicos, 

cujas ordens são potências de primos. 

Seja C urna coleção de conjuntos. Um conjunto C em c e 

minimai em C se nenhum de seus subconjuntos próprios pertence a 

C; um conjunto C é ml.n-Lmo em C se nenhum conjunto de C tem car 

dinalidade menor que a de C. 



CAPÍTULO 2 

OS TEOREMAS DE FRUCHT 

1. INTRODUÇÃO 

Neste capítulo nos propomos a estudar a resposta de Frucht 

a questão de KÜnig: "Dado wn grupo abstrato G, existe um grafo 

X com Aut X ~ G? Se existir, como é construido?" [15] 

Veremos que tal grafo é fortemente livre de pontos fixos e 

existe para todo G; é formado por modificações do grafo colora­

çao no sentido de que vértices e arestas se transformam em cer 

tos grafos, "preservando" a orientação e as cores das arestas do 

grafo original. 

Para tal estudo, na seção 2 veremos grupos de permutações 

e daremos urna caracterização de grupos fortemente livre de pontos 

fixos. Na seção 3, analisaremos grafos coloração e algumas das 

propriedades dos grupos de automorfismos desses grafos. 

Observamos também que os resultados dessas seções são bási 

cas para a continuidade do trabalho. De fato, alguns desses re­

sultados somente serão utilizados em capítulos posteriores. 

Nas seções seguintes deste capítulo trataremos especia_~ men 

te do trabalho de Frucht. 

Na seção 4 é demonstrado o (primeiro) teorema de Frucht 

[ 6 J • 
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TEOREMA I: Todo grupo (finito) e isomorfo ao grupo de automor-

fismos de algum grafo (simples, não orientado}. 

Nas seçoes 5 e 6 e demonstrado o (segundo) teorema de Frucht 

I 7 I . 

TEOREMA II: Todo grupo (finito) é isomorfo ao grupo de automor-

fismos de um grafo cÚbico (simples, não orientado). 

2. GRUPOS DE PERMUTAÇÕES 

Seja W um conjunto nao vazio e consideremos o grupo simé-

trico {S (W), o) de todas as permutações sobre W e munido da _op~ 

ração de composição o formado pelo conjunto s (W) . Todo subgrup:> 

de S(W) é denominado gnupo de pe~muta~ãe~ hobne w. 

EXEMPLO 1: o glLu.pa canônico de. pe.ll.mu-taç.Õe..6 .6obne. um gtr.upo G, 

denotado AG, é o conjunto das permutações À ( g E G) 
g 

definidas 

por Àg (x) =· gx, para todo x em G. 

Observemos que cada À'g é de fato uma permutação (pela lei 

do cancelamento) e que AG e um grupo. 

EXEMPLO 2: Seja X um grafo simples. Uma bijeção <p sobre VX 

é um automorfismo de X se <p preserva adjacências. Observemos 

que o conjunto de todos os automorfismos de X, denotado Aut X, 

é um subgrupo de S (VX). Assim, no grafo da figura l, Aut X é 
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um grupo de permutações isomorfo a Z3 1 enquanto no da Figura 2, 

Aut X ~ (1, (13), (24), (13) (24) }. 

FIGURA 1: -Um grafo cujo grupo de automorfismos e Z3. 

1 2 

4 3 

Aut X ~ {l, (13), (24), (13) (24)} 

FIGURA 2: Um grafo e seu grupo de automorfirmos. 
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Um grupo de permutações G sobre W e f..i..vhe de.. ponto-6 Sixe-.S 

se, para qualquer w de w, existe o.p em G tal que ~(w);;'w. 

Diremos que G e óoJt.i:emen-te -fJvJte de pon.to-5 óix.o-6 (f.l.p.f.) 

de G "I {l} e o,p(w) f. w, para todo w em W e o.p em G- 1. 

Denotemos o subgrupo de G que fixa w E W 

G e f.l.p.f. see Gw = 1, para todo w em W. 

por G • Assim, w 

Um grupo de permutações G sobre W é :th..an..6-Lt-<..vo se para 

quaisquer que sejam x,y E W, existe o.p E G tal que o.p(x) = y. 

Um grupo de permutações sobre W é JLegulaJt se é transitivo 

e f.l.p.f. . 

Observemos que o grupo de automorfismos do grafo da Figura 

1 é f.l.p.f. mas nao é transitivo, enquanto o da Figura 2 nao e 

nem f.l.p.f. e nem transitivo. Ainda, s 3 e um exemplo de um gr~ 

po de permutações transitivo mas não f.l.p.f. e AG é regular, 

para todo grupo G. 

PROPOSIÇÃO 1: O grupo canônico AG e regular e isomorfo a G. 

DEMONSTRAÇÃO: O grupo AG é transitivo, pois para quaisquer x, 

y em G, Àz(y) = x, onde 
-l 

z - xy Ainda, AG é f.l.p.f., pois 

Àg(x) ~ x 

regular. 

se e g = 1, isto é, see Àg = 1. Dessa forma, AG e 

Para mostrar que AG ~ G, observemos que para quaisquer ele 

Assim, 
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'-P : G __,_ AG definida por -e um isomorfismo de G 

em i\G. .a. 

LEMA DOS GRUPOS FORTEMENTE LIVRE DE PONTOS FIXOS: Seja G o/ 1 

um grupo de permutações sobre W. O grupo G é f .1. p. f. se, e so 

mente se, dados x, y E W existe no máximo um '{! E G tal que 

'f!(x)=y. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que G é f.l.p.f •. Sejam x, y E W e 

'Pr e 'Pz em G tais que 'Pr(x) =r.pz(x) == y, 
-1 

"Pz ol.Pr (x) = x. Por 

hipótese, tp~ 1 
o c.p 1 = l, isto e, tp 1 = \fJz. Logo, existe no máximo um 

'P em G tal que o.p (x) = y. 

Para provar a recíproca, suponhamos que para quaisquer x, 

y E W existe no máximo um c.p E G tal que op(x) = y. Em parti-

cular, l(x) = x, ~x E w. Logo, por hipótese, '.fJ(x) ~ x para todo 

x E W e r.p 'I 1 • Portanto G é f .1. p. f. . .1o. 

COROLÁRIO: O grupo G e regular se, e somente se, para cada par 

x, y de elementos de W existe exatamente um <P em G tal que 

LEMA DA PROPRIEDADE TRIANGULAR: Seja G um grupo de permutaçÕes 

sobre W. Quaisquer dois i tens abaixo implicam o terceiro: 

(i) G e f.l.p.f. 
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(ii) G e transitivo 

(iii) # G = # W. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja x E W. De (i), para cada y E W existe no 

máximo um l{) em G tal que 'P (x) = y. Assim, 

# G < # W, ( l) 

com lgualdade somente se G e transitivo. Logo, (i) e (iii) im­

plicam (ii) . 

De {ii), para cada y E W existe pelo menos um 'P em G 

tal que 'P(x) = y. Assim, 

# G > # W, ( 2) 

com igualdade somente se G e f.l.p.f .. Logo, (ii) e (iii} impll:_ 

cam (i). 

Finalmente, de (1) e (2), (i) e (ii) implicam (iii). ~ 

3. GRAFOS COLORAÇÃO E GRUPOS DE AUTOMORFISMOS 

seja G um grupo e H um subconjunto de G - l. cnamamos 

gJta.J)o c.oioJtaç.ão (orientado) xG,H de G em relação a H, ao 

grafo orientado semi-simples tal que: 
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VXG,H = G 

AXG,H = {(g,gh) I g E G e h E H}. 

A CO!/. de (g,gh) e h. 

Quando G e H forem subentendidos, denotaremos XG,H sim 

plesmente por X. Observemos que l '/. H e portanto o grafo na o 

possui laços; observemos também que gh "gh' sempre que h,' h' 

e portanto a cor de cada aresta ê bem definida; finalmente, se 

h 
-j -

e h sao elementos de H, X possui arestas 

isto e, pares {{g,gh), (gh,g)} pois se (g,gh) E AX então 

-1 
(gh,g) = (gh,ghh I E AX. 

Denotaremos por Cor XG H o conjunto dos automorfismos de 
' 

xG,H que preservam as cores das arestas. A seguinte propriedade 

é facilmente demonstrada. 

PROPOSIÇÃO l: O conjunto Cor X e um subgrupo de Aut X. 

O conjunto dos automorfismos de e transitivo. De 

fato, G ""' AG C Cor X C Aut X. 

DEMONSTRAÇÃO: Da Proposiçao 2.1, AG é transitivo e G "' AG. 

Ainda, /\.G c Cor X (demonstração abaixo). Da Proposição 1, -Cor X c 

c Aut X. Logo,- G ~ AG c Cor X c Aut X e Aut X é transitivo. 
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Agora, vamos demonstrar que AG C Cor X. De fato, 

(x,xh) E AX, de cor h, e À E AG então 
g 

À (x,xh) = 
g 

(gx,gxh) 

-e uma aresta de X da mesma cor h, ou seja AG c Cor X. .. 
Quando teremos AG = Cor X? Esta questão e essencial para 

a construção de grafos feita por Frucht, solução da pergunta de 

K6nig e é estudada a seguir. A igualdade AG = Aut X -e justa-

mente a preocupação dos capitulas 3 e 4. 

TEOREMA 3: Seja xG,H um grafo coloração. A menos de uma única 

- -exceçao sao equivalentes: 

(i) G "' AG = Cor X. 

(ii) xG,H e fortemente conexo. 

(iii) H gera G. 

(i v) Cor X é regular. 

A exceção ocorre quando -G e e XG,H""" K2 . Nes 

te caso, (i) e (iv) valem mas, (ii) e {iii) não valem. 

DEMONSTRAÇÃO: Segue-se do Lema 4 abaixo que (i) ~ {ii) a menos 

que G seja z 2 e H = ~-

As implicações (ii) ~ (iii) seguem do Lema 5, abaixo. 

A implicação (iii) ~ {iv), segue do Lema 6, abaixo. 

Vamos provar agora a implicação (i v) -+ (i}. Do Lema 2, 

G "" AG C Cor X e assim, da propriedade triangular (Seção 2) , 

# Cor X = # G. Portanto, G e::: /\G = Cor X. 
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Se AG = Cor X então -e fortemente conexo ou 

LEMA 5: O grafo X e fortemente conexo se, e somente se, H ge-

ra G. 

LEMA 6: Se H gera G então Cor X e regular. 

A demonstração do teorema se reduz então às demonstrações 

dos três lemas. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 4: Neste caso, provaremos um lema que im-

plica o Lema 4. 

Se j arn Z um grafo, Y uma componente de Z e ..p E Aut Z. 

Consideremos Jl=]J[cp,Y] a extensão de ~ I Y definida da se-

guinte maneira: 

<P (x) se X E Y 

~(X) ~ 
-J 

</) (X) se xE<P(Y)IY 

X c.c. 

Assim, )J e uma extensão de cp I Y 1 um isomorfismo de Y em 'f {Y) , 

ao automorfismo de Z que fixa os vértices em V \ (Y U 'P (Y)) . 

Um subgrupo ~ de Aut Z é c_ompf.e.~o se para quaisquer que 

sejam r.p em 11 e Y componente de Z, u [ <.p, Y] E 11. 
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É fácil ver que Cor X -e completo. 

LEMA 4': Seja Z um grafo. Se Aut Z contém um subgrupo 4> com-

pleto e regular então Z é fortemente conexo ou K2 . 

O resultado a seguir segue trivialmente do Lema 4', e sera 

usado posteriormente no capítulo 3. 

COROLÂRIO: Se z e um grafo regular então ou z e K2 ou z e 

fortemente conexo. 

Observemos que o Lema 4' implica o Lema 4 com q> = Cor X e 

z = X, pois Cor X, um subgrupo de Aut X, é completo e i\G e re-

gular. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 4': Suponhamos que -Z nao seja conexo. En-

tão para quaisquer vértices x e y, existe lfJ E 1l tal que I.P(x) = 

= y, pois <P é transi tive. Conseqüentemente todas as componentes 

são isomorfas duas a duas e cada componente é transitiva. 

Vamos provar agora que cada componente é o grafo vértice. 

Suponhamos que, pelo contrário, z tem uma componente K com mais 

de um vértice. Como ~ é transitivo e completo, podemos fixar to 

das as componentes menos K, obtendo um automorfismo de z em <P 

não livre de pontos fixos. Contradição, pois ~ é f.l.p.f.. De 

fato as componentes de Z são o grafo vértice. 

Finalmente, não pode haver três ou mais componentes, pois 
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caso contrário, podemos trocar duas componentes e fixar as de-

-mais obtendo, novamente, um automorfismo de Z na o livre de po~ 

tos fixos e pertencente a IP. Portanto, se z não é conexo então 

Suponhamos Z conexo. Para provar que Z é fortemente cone 

xo, resta mostrar que toda aresta a pertence a um circuito orien-

tado. Seja a uma aresta, com extremo inicial e final 

Como IP é transitivo, existe <.fJ em W tal que <.fJ(x
0

) En-

tão {\Pi(x ) I i E N) 
o 

e o conjunto dos vértices de um circuito 

orientado que passa por a, pois Z é finito e '{J é injetora. 

A demonstração do Lema 4 1 comoleta a demonstração do Lema 

4. .... .... 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 5: Suponhamos que e fortemente cone-

xo. Seja l E G. Para qualquer que seja x E G, existe um caminho 

orientado (1 o= x0 , h 11 x 1 , h 2 , x 2 , ... ,hr, xr = x), de 1 para x, 

onde xi+l o= xihi+l' 

De fato, H gera G. 

h. E H, O < i < r. Assim, x =h 1hz ... h . 
1 - r r 

Para provar a recíproca, suponhamos que H gera G. 

x, y vértices de X. Então existe uma seqüência 

h. E H, r ~ O, tal que 
l 

-1 
x y ::::: h 1 . • • h r Logo 

Sejam 

. • • h 
r 

e um caminho orientado em X, de x para y. Assim, para todo 

par x, y de vértices de X, existe caminho orientado de x para 

y em X . ..._ 
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DEMONSTRAÇÃO DO LE~ffi 6: Provaremos o Lema 6', abaixo, que impli 

ca o Lema 6. 

LEMA 6': Seja K c H que gera G e cp um subgrupo de Aut X que 

inclui 1\.G. Se cp 1 ~ IIJk para todo k E K então ip e regular. 

Observemos que o Lema 6' implica o Lema 6, com K ~ H e 

llJ = Cor X. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam ~ E •• z E vx tal que ~ ( z) ::: z. Vamos pro-

v ar que ~ ~ l. Para tanto, seja <{i ~ À - 1 À 
z ~ z 

E • e obserVemos 

que <{i E ;1 pois <{1(1) ~ 

-1 
~À 2 (l) Àz 

-1 -l 
1. ~ Àz ~ (z) ~ Àz ( z) ~ Bas-

ta agora provar que ~ = 1. 

Seja x E G. Como H gera G, existe l..liM seqüência {ki, ••• ,kr) 

de elementos de K (r > 0) tal que __ X ~ k1 ••• k Provaremos, - r 

por indução em r, que <{i (X) ~ x. De fato, se r ~ O, X ~ l e 

<{1(1) ~ l, por hipótese. Para r > O, seja y ~ kl ••. k l pela r-
- 1 

hipótese de indução, ~(y) = y. Assim, Ày ~Ày também é automor-

fismo de X e observemos que À;
1
<f!Ày (l) ~ À;

1
<P (y) ~ À; 1 

(y) ~ 1. 

Logo, 

i. é. , 

À; 1 ~ÀY E ~IJ 1 . Por hipótese, cp 1 ~ 

kr ~ À;
1
<PÀY(kr) ~ À;

1
<f!(ykr) ~ 

<Pk • Logo, 
r 

- l 
À ~(x). Portanto, 

y 

E cpk r 

r 

<f!(x) ~ 

yk == x. De fato, I.{J(x) 
r 

x para todo x, isto é, <P = 1. 

Portanto, o Único ].1 que fixa algum vértice é a identidade. 

Ou seja, @ é f.l.p.f .. Portanto, ~é regular, pois AG c~-
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A demonstração do Lema 6 1 completa a demonstração do Lema 

6 e do Teorema 3. ••• 

4. OS TEOREMAS DE FRUCHT 

Nesta e nas seçoes seguintes examinaremos dois teoremas de 

vidas a Frucht, a saber: 

TEOREMA I: Todo grupo (finito) é isomorfo ao grupo de automor­

fismos de algum grafo (não orientado, simples). 

TEOREMA II: Todo grupo (finito) é isomorfo ao grupo de automor­

fismos de um grafo cúbico (não orientado, simples) 

Um grafo (não orientado) e c.iib-Z.c.o se cada um de seus ver­

tices tem grau 3. 

A Figura 1 ilustra um grafo cÚbico cujo grupo de automor­

fismos é isomorfo a Z 3. 

A demonstração do Teorema I, virá a seguir. A demonstração 

do Teorema II está dividida em três seções; caso de grupos peque 

nos, de ordem 1 ou 2, será analisado ainda nesta seção; demais 

grupos cíclicos serao analisados na seção seguinte e os grupos 

não cíclicos na Última seção do capítulo. 
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FIGURA 1: Uma representação cúbica de Z 3 . 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA I: Seja G um grupo, H = {h 1 , ..• ,h } um 
n 

subconjunto de G- 1 que gera G. Pelo Teorema 2.3. 3, Cor XG H'="' G. 
' 

Formemos um grafo não orientado Y, distinguindo cada aresta do 

grafo xG,H através da cor e do sentido da orientacão, da se-

guinte forma: substituímos cada aresta Cg 1 ,g 2 ) de XG H 
' -1 

gl g 2 = hi (1 < i < n) por grafos Y. 
' 

(Figura 2} onde: 

da cor 



AY
1
. = {{g 1 ,u }, {u ,u1 }, ••• ,{u. 1 ,u.}, {u ,v L {v ,v 1 }, ••• o o J_- l. o o o 

u 
o 

v 
o 
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FIGURA 2: A substituição da aresta (g 1 ,g2 ) de cor hi pelo 

grafo Y. 
l 

!: fácil ver que Aut Y ~ Cor xG,H; este fato segue fundamen 

talmente de quatro pontos: 

(i) xG,H é fortemente conexo (Teorema 2.3.3) e portanto 

cada vértice !!original 11 de X tem grau pelo menos 2. 

(i i) Automorfismos preservam grau (em particular ,os vértices 
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"novos" de grau l sao levados por automorfismos em vértices de 

grau 1, "novos"). 

(iii) As cores "perdidas" das arestas "originais" 

butidas nos compr:i,mentos dos caminhos de u
0 

a ui e de 

vi+l (Figura 2). 

-sao em-

v a 
o 

(iv) As orientações "perdidas" das arestas originais sao 

embutidas na assimetria entre os caminhos de u a u. e de v
0 o l 

a vi+l (de comprimento i e i+ 1 respectivamente - Figura 2} . 

Assim, AutY '=" CorXG,H = fi.G = G. .. 

A figura 3, ilustra a construção do Teorema I para G = z 3 

e H = z 3 - 1. Se restringirmos H, -obteremos grafos com um nume 

ro menor de vértices. A Figura 3(c} é o gráfo obtido quando H 

possui apenas um elemento. 

Analisaremos agora a demonstração do Teorema II, separada-

mente para grupos cíclicos e não cíclicos. 

Seja X um grafo (simpl.es), x E VX de grau n, 

os vértices adjacentes a x então d .. , 1 <i< j ..::_ n, e o cornpr~ 
l] 

menta do menor circuito em X que passa pelas arestas {x,x.} e 
l 

{x,xj}. (Se o par de arestas {x,xi}' {x,xj} nao pertencer 

nenhum circuito, diremos que d .. 
l] 

e infinito). O t..{.po de 

a 

x e 

a (~)-upla obtida de (d 12 , ... ,dln'd23r•··rd2n, ... ,dn-l,n) pe-

la classificação em ordem crescente. 
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(a) 

(b) Y (H ~ Z 3- 1) 

(c) Y (H unitârio) 

FIGURA. 3: Duas representações gráficas de Z 3 • 
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As Figuras 4 e 5 apresentam cada uma um grafo e a tabela 

de tipos de seus vértices. 

a 

·~. 

i j 
b 

g e ,f 

c 
k 

d 

m n 

Vértice(s) Tipo 

a (5,5,7) 

b (4,5,5) 

c (4,6,6) 

d (3,6,6) 

e,f (4,5,6) 

g,hli,j (3,5,6) 

k,~,rn,n (3,6,7) 

FIGURA 4: Um grafo cúbico e os tipos de seus vértices. 
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b ~--------------------------~c 

f i 

g h 

Vértice(s) TiDO 

a (4,5,7) 

b (4,5,6) 

c (5,5,6) 

d (3,5,5) 

e, f (3,4,5) 

g,h (3,6, 7) 

i,j,k,Q, (3,5,6) 

FIGURA 5: Outro grafo cÚbico e os tipos de seus vértices. 
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A seguinte proposição, cuja demonstração omitiremos, ilus-

tra o papel dos tipos na demonstração do Teorema 2. 

PROPOSIÇÃO 1: Sejam X um grafo e v, w E VX, v f:. w. Se o.p E Aut X 

e o.p (v) ::::: w então v e w possuem o mesmo tipo, ou seja, auto-

morfismos preservam os tipos dos vértices. 

LEMA 2: O grupo dos automorfismos dos grafos das Figura 4 e 5 

são isomorfos, respectivamente, a z 2 e ao grupo trivial (unitá-

rio) . 

DEMONSTRAÇÃO: Na Figura 5, temos Aut X = { 1}, pois, os vértices 

a, b, c, d possuem tipos distintos dois a dois e distintos dos ti 

pos dos demais vértices, logo, todo automorfismo de X fixa a, 

b, c, d. Daí segue que os demais vértices sao fixos. Portanto 

Aut X e trivial. 

Para o grafo Y da Figura 4, mostremos que Aut Y = <'P >, 

onde ~ e a involução (ef) (gh) (ij) (kt) (mn). 

De fato, todo automorfismo fixa a, b, c, d pois seus tipos 

sao Únicos. Se um automorfismo de Y, digamos p, fixa i então 

e fácil ver que p fixa: ]i g e k; h e ~· ' e e f; m e n; 

ou seja, p ~ l. 

Por outro lado, <p e um automorfismo de Y. Finalmente, se 

p não fixa i, então p (i) = j. Nesse caso, o automorfismo L{J p 



fixa i e portanto cp p 1, ou seja, 

De fato, AutY = Z2 . _... 

- 1 
p = ~ ~-
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Dessa forma, dado um grupo G de ordem 1 ou 2, existe um 

grafo cúbico cujo grupo de automorfismos é isomorfo a G. 

:t: claro que podemos construir grafos cúbicos diferentes 

dos indicados nas Figuras 4 e 5, e que possuam grupo de automor­

fismos de ordem 1 e 2. As Figuras 6 e 7, indicam outros grafos 

cÚbicos com essas propriedades. 

A Figura 6 mostra um grafo com 10 vértices cujo grupo de 

automorfismos é de ordem 2. Observemos que se unirmos os "pontos 

médios" das arestas {a,b} e {d,e} obteremos um grafo (dife-

rente do da Figura 5) com grupo de automorfismos de ordem 1 

(Figura 7) . 



a b c 

d e ' d' 

c' b' a' 

Vértice(s) Tipos 

a,a',d,d' (3,4,5) 

b,b' (4,5,6) 

c,c' (3,5,6) 

e,e' (4,5,5) 

FIGURA 6: Outro grafo cúbico cujo grupo de automorfismos e 

isomorfo a Z 2 • 

33 
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a e i i 

h d 

c f g 

k b 

vértice(s) Tipos 

a,b,c,d (3,4,5) 

e,f (4,4,6) 

g,h (4,5,6) 

i (4,5,7) 

i (3,5,6) 

k (4,6, 7) 

~ (3,6,7) 

FIGURA 7: Outro grafo cúbico totalmente assimétrico (somen­

te o automorfismo trivial) . 
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5. O TEOREMA DE FRUCHT E OS GRUPOS C1CLICOS 

Nesta seçao examinaremos a demonstração do Teorema II no 

caso de grupos cíclicos com pelo menos três elementos. Os casos 

de z 1 e z 2 já foram examinados na seção anterior. 

TEOREMA 1: Se G e um grupo cíclico de ordem h > 2, existe um 

grafo cúbico X com 6h vérfices tal que AutX~G. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam Bi (i = O, ••. ,h- 1) grafos dois a dois iso 

morfos tais que: 

e ABi dado pela tabela de adjacências da Figura 1. 

Seja X definido por: 

vx 
h-1 

u 
i=O 

h-1 

VB. 
l 

AX ~ U (AB. 
i=O 1 

U {d. ,f. 1 1 u {a.,a.+1 JJ 
l _]_- l l 

onde os Índices são tomados módulo h. 
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vértice I seus adjacentes 

a. b. 
l I l 

b. ai,ci,fi 
I l 

c. bi,di,ei l 

di ci,ei 

e. ci,di,fi 
l 

f. 
I 

bi,ei 
I l 

FIGURA 1: Os blocos Bi 
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A Figura 2 ilustra o grafo X para Z 5 . 

do 

I 

b2 

FIGURA 2: o grafo cúbico para G = Zs. 
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~ claro que o grafo X, definido acima, é simples, cúbico 

e tem 6h vértices. Mostremos que Aut X é cíclico, isto e, se 

;p E Aut X, então n 
1/J = P , onde 

e O < n < h. 

~ fácil ver que os tipos dos vértices de X sao os indica-

dos pela tabela da Figura 3. 

vértice(s) Tipo 

(h,7,7), se h < 7 -

a. 
I 

(7,7,h), se 7 < h < 11 
l - -

(7,7,ll),se h > ll -

b. (4,7,7) 
l 

ci,ei (3,4,5) 

di (3,7,8) ' 

f. (4,7,9) ' l ! 
I 
' 

FIGURA 3: Os tipos dos vértices do grafo construído pela 

demonstração do Teorema 1. 
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O Teorema l agora segue do Lema 4 abaixo; para prová-lo ne 

cessitamos dos Lemas 2 e 3. 

Seja tp E Aut X. 

LEMA 2: Se <P(f.) ~f. para algum i em [O,h) então 'I' I Bl. ~1. 
l l 

LEMA 3: Se I.{J I B. = l para algum i em [ O , h) então o.p 1. 
l 

LEMA 4: O conjunto Aut X é ,ig'ual áo conjunto {pn j O< n <h}. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 2: Suponhamos que 'l'(fi) ~ f. . Os adjace~ 
l 

tes de fi , a saber 1 b. e. e di+l mod h tem tipos dois a dois 
l l 

distintos; logo 'l'(b.) b. e <P(ei) ~ e. 
l l l 

Os adjacentes de b. (fixo), a saber 
l 

fi (fixo), ci e ai, 

tem tipos dois a dois distintos, logo 'P (c. ) 
l 

Assim, já sabemos serem fixos ai, bi ci e fi. Finalmente, os 

dois vértices restantes, e. e d. , de tipos distintos, são ad-
l l 

jacentes a juntamente com bi. Assim, e. 
l 

e 

xos. 

De fato, ..pjBi 1. .. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 3: Suponhamos que 'I' I Bi ~ 1. 

'!'(di) ~ d. ' 'P(Ci) ~ c. e <P(ei) ~ e. . o terceiro 
l l l 

cente a d. 
l ' a saber, fi-1 mod h 

também está fixo. 

estão fi-

Em particular, 

vértice adj~ 

Logo, pelo 
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Lema 2, '.fJ I Bi-l rnodh = l. Repetindo este raciocínio mais h- 2 ve 

zes temos que para todo J em [O,h). De fato, 1/)=l. A 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 4: e claro que p E Aut X 

{ Pn I O h) < n < c Aut X. Seja 1/) E Aut X. :::;eja 

o tipo dos é único, x = f 
i 

(0 < i < h) . Assim 

Pelos Lemas 1 e 2, 
-i i 

p ~ = l. Assim, ~ = p • 

De fato, Aut X {pn I O < n < h) ..... 

e portanto 

Como 

-i 
p <.p fixa f . 

o 

Podemos observar que a idéia para a construção do grafo 

isomorfo a um grupo ciclico de ordem h (h > 2), baseia-se na 

construção de grafos B. com AutB. = {1}, i= O, ... ,h -1, sobre 
l l 

cada vértice do circuito com h vértices. Para h < 2 o grafo 

nao e simples e ainda, se h = 1 o conjunto dos automorfismos do 

grafo tem ordem 2, (Figura 4). Daí termos analisado à parte, na 

seçao anterior o caso h < 2. 

Se a condição do grafo ser cúbico for relaxada, podemos 

construir grafos com número de vértices menores do que os do Teo 

rema 1 e com grupo de automorfismos cíclico. Nestes, o grau de 

cada vértice torna-se fato fundamental na construção do grafo, 

podemos dizer que substitui a noção de tipo de um vértice. 
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co bo 

e o /f o 

X, para h = 1 

bo co 

X, para h 2 

FIGURA 4: A construção indicada nao é correta para 1 <h < 2. 

TEOREMA 5: Se G é um grupo cíclico de ordem h > 3, existe um 

grafo X com 3h vértices tal que AutX =: G. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja X o grafo tal que 



i=O, ... ,h-1 

AX : dada pela tabela da Figura 5. 

vértices 

X. 
1 

z. 
1 

seus Adjacentes 

x. l' x.+l' y., z. l 2- 2 2 2-

(o < J" < h, J .., 'I xi+l' yi, zj - r .... 
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FIGURA 5: Adjacências no grafo da demonstração do Teorema 

2, onde os índices são tomados módulo h. 

Observamos que o grau de xi é 4, de y i -e 2 e de e 

h+ 1, para cada i= O, ... ,h-1 e que X possui 3h vértices. 

Mostremos que Aut X é cíclico e de ordem h. De fato, 

Seja '{) E Aut X então '{) (x
0

) = x
0 

Seja i tal que <P (X I = X. (O < 
o l 

i 

ou ~ (X I 
o xi(ifOI. 

< h I . Consideremos o 

automorfismo 
-i 

este fixa portanto, 
-i 

l, pelo L e p <P X p ~ = o 

6, abaixo. Logo, 
i 

ma <P = p . 

A demonstração do Teorema se resume, agora, a demonstração 



43 

do Lema 6. 

LEMA 6: Seja !{) E Aut X. Se I{) (x
0

) então l. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja '{J E Aut X tal que I{) (x
0

) = x
0

. Dois dos ad 

jacentes de x
0

, zh-l e y
0

, estão fixos pois possuem graus 

únicos em Adj X . 
o 

Ainda, z
0 

está fixo. Agora, em Adj z 
o 

o 

Único vértice de grau 4 é x 1 , logo, está fixo. Repetindo os ar-

gumentos acima para xl,Xzt···'xh-l' temos !/) = l ...... 

A Figura 6 ilustra a construção do Teorema para o grupo cí 

clico Z 4 • 

FIGURA 6: Uma representação gráfica de Z4 . 
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-Pa..._·a completar a seçao, analisaremos os casos h = 1, 2, 3 

excluídos do Teorema S. 

Se h = 1, o grafo trivial. Se h = 2, o grafo K2 satisfaz 

o Teorema 5. (Em ambos os casos, com exceção do número de vérti-

ces) . 

Se h ::: 3, na construção do grafo X do Teorema 5, os ver-

tices xi e zi tem grau 4 e a permutação 

pertence a Aut X (Figura 7) . 

" • 1 

FIGURA 7: A construção do Teorema 5 nao e correta para 

h= 3. 
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A Figura 8 e um exemplo de representação gráfica de z 3 . 

FIGURA 8: Uma representação gráfica de Z 3 com 9 vértices. 

6. O TEOREMA DE FRUCHT (GRUPOS NÃO CÍCLICOS) 

TEOREMA 1: Seja G um grupo finito de ordem n > 3 e seja H 

um conjunto gerador minimal de G com m elementos (m > 2). Então 

existe um grafo cúbico X, com (2m + 4) n vértices, 

Aut X := G. 

tal que 
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DEHONSTR.t-'\ÇÃO: Seja H = {hl, ••• ,h } e seja X o grafo dado por: 
m 

VX = {l,2, ... ,2rn + 4} x G 

AX dado pela tabela de adjacências da Figura 1. 

vértice(s): v Adj (v) 

I l, g) (2m + 2 r g) 1 12m + 4 1 g) 1 (2,ghl) 

-1 
I 2, g) {2m + 4 1 g) 1 ( 3' g) , (l' gh 1 ) 

(2i - 1, g) 
(2i - 2, g) , (2i,g), (2i,ghi) 2 < i < m - -

I 2i, g l -1 
(2i - l,g},(2j_ + 1 f g) 1 (2i - l,gh. ) 

2 < i < m l - - . 

(2m + l, g) {2m,g), 12m + 2 1 g) f (2m + 3,g) 

(2m + 2, g) (2m + 11 g) 1 {2m + 3 1 g) 1 ( l 'g) 

(2m + 3,g) (2m + 1, g) ' {2m + 2 f g) 1 (2m + 4, g) 

I 2m + 4,g) {2m + 3 r g) , (l,g)' ( 2 'g) 

FIGURA 1: A tabela de adjacências do grafo X. 
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Para cada g, denotaremos por s
9 

o bloc.o g definido por: 

Bg = {(i,g) I l <i< 2m+ 4} 

2m 
' I 

I 
I 
I 
I 

2m+2 

2m+3 

' 
' 

(Figura 2) . 

--
/ -l 

/ -il,ghl ) 

(4,ghz) 

r------1_ 4 
• 5 I 

I 
I 

FIGURA 2: O bloco B . 
g 

' ' \ 
' \ 

' \ 
\ -l 
(3,ghz l 



A Figura 3 indica o grafo obtido para 

,----

\ 

3 z 2 • 

_/ 
I 
J 

/\__ I/ 
i;'~ 
I ' 
'• I 

FIGURA 3: Uma representação gráfica para 
3 z,. 
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Recordemos que AG, o grupo regular canônico das permuta-

-
çoes sobre G, e definido por AG ~ O I g E G J , onde g 

('l;ix E G) e e isomorfo a G. (Proposição 2.1). 

Seja ~G ~ (a I g E G} 
g 

(i,Àg(x)) ~ (i,gx). 

onde vx -+ vx e 

As seguintes proposições podem ser facilmente verificadas. 

PROPOSIÇÃO 2: O grafo X e simples e cúbico. 

PROPOSIÇÃO 3' G >< AG >< ~ G C Aut X. 

Precisamos agora demonstrar que Aut X = ~G, para completar 

a demonstração do Teorema. Faremos isto com base nos seguintes 

Lemas: 

LEMA 4: Associados a cada T em Aut X e a cada k E G existe 

um elemento k' E G e uma seqÜência (g 1 , .•. ,gm) onde gi E {l,hi} 

para cada i em [ l,mJ, que verificam as seguintes propriedades: 

(i) T(2m + l,k) ~ (2m+ l,k') 

(ii) T (2m,k) = {2m,k 1 ) 

(iii) y( 12m + 2,k), 12m + 3,k) J ~ {12m + 2,k' I, 12m + 3,k' I) 

T(2m + 2,k} = (2m+ 2,k'} se e 



(iv) T{(2m + 4,k),(l,k)} ~{(2m+ 4,k'),(l,k')} 

(v) 

(vi I 

T (l,k) ~ (l,k' I se e 

T(2,k) 

T(2i - l,k) ~ (2i- l, k'g, ••• g. l) ,_ 

T(2i,k) (2i,k'gl···g.) 
' 

2 < i < m 

2 < i < m. 
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LEMA 5: Para cada ]1 em Aut X e k em G a sequencia (g1, •.• ,gm) 

associada a J1 e k e igual a (1, ... ,1). 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1: Pelas Proposições 2 e 3, basta mos-

tar que Aut X ~ ZG. Para _tanto, seja '{J E Aut X, k E G tal que 

'{)(2m+ 1,1) E Bk. Pela Proposição 3, a E Aut X 
k-1 

e portanto 

Vamos agora mostrar que ~ = 1, ou seja, '-P = a 
k 

Para 

isso 1 mostraremos, por indução na altura r de !L, que lJ j B !L = l 

para cada !Z. E G. Dado um elemento Q.. de G, a a-C..tu!La de !L é o 

menor natural r tal que t é o produto de r fatores, todos ele 

mentes de H. 

Pela escolha de 11, 11(2m + 1,1) E B 1 • Pelos Lemas 4 e 5, 

JJ I B1 = l. Assim, a afirmação é válida para r= O. Suponhamos ag~ 

ra r > O 1 seja 

1 < i < m. 

9.. = .R.1 • h, , onde a altura de 2 1 e 

' 
r - 1 e 
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Por indução, wl Bt
1 

= 1; em particular, )J fixa (2i -1,1 1) 

e seus dois adjacentes em B
11

. Assim, ]J fixa também o seu ter-

ceiro adjacente, a saber, (2i,tlh.) = (2i,9.) 
1 . 

(Figura 2) . Pelos 

Lemas 4 e 5, como )J(2i,t) E B
1

, segue que wiB 2 = 1. 

De fato, ~ = ak E LG. Como esta conclusão vale para cada 

1/) em Aut X, então Aut X = L:G. A demonstração do teorema depen-

de agora apenas da demonstração dos Lemas 4 e 5. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 5: Seja k' E G tal que J1 (2m,k) E Bk' . 

Pelo Lema 4 (ii) e (vi), 

(2m,k') = w(2m,k) (2m,k'gl···g). 
rn 

Logo, 1. Assim, para cada i em [l,m], 

pela minimalidade de H, 

De fato, gl 

= 1. 

~ g = l. 
rn 

-A demonstração do Lema 5 e do Teorema so depende da demons 

tração do Lema 4. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 4: Para cada k E G seja k 1 o elemento de 

G tal que T (2m+ l,k) E Bk 1 ; seja Tk = {(2m+ l,k), 

(2rn+3,k)). 

(2m+2,k), 
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Vamos inicialmente observar que os vértices de 

sao os únicos vértices de B~ que são vértices de triângulos de 

X (Figura 2). Podemos então concluir que T(2m + l,k), um vérti-

ce de Bk' por hipótese, pertence a Tk' . Ainda os vértices de 

T~ são adjacentes somente a vértices de Bt (Figura 2). Logo, 

I 1) 

Ainda, como m > 2 por hipótese, então -nao e 

vértice de nenhum quadrilátero em X (Figura 2). Por outro lado, 

tanto (2m+ 2,t) quanto (2m+ 3,t} são vértices de um (mesmo) 

quadrilátero. Assim, de (1), segue que 

T(2m + l,k) = (2m+ l,k') e 

T{(2rn + 2,k), (2m+ 3,k)} ={(2m+ 2,k'), {2m+ 3,k')}. 

Isto e, (i) e a primeira parte de (iii) valem. O terceiro adja-

cente de (2m + l,k), a saber, (2m,k) é então necessariamente le-

vado a (2m,k'). Assim, (ii) vale. Para completar (iii), basta 

definir g 1 = 1 se T(2m + 2,k) = {2m +2,k') caso 

contrário. 

(i v) e (v) . Observemos que (para ~ E G) : 



Adj (2m+ 2, k) = {(2m+ 1, 9-), (2m+ 3, k), (1, 2-)} 

Adj(2rn+3,n ~ {(2rn+l,~),(2rn+2,~),(2rn+4,~)} 

Adj(2rn+4,~) ~ {(2m+3,~),(1,~),(2,nl 

(Figura 2) 
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(1) 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

Consideremos dois casos: Se g 1 = 1, de (l) e (2}, por (i) 

e (iii) 

T(2m+l,k) = (2m+l,k') 

T(2m+2,k) = (2m+2,k') 

T(2m+3,k) (2m + 3, k' ) • 

Portanto, 

T(l,k) ~ (l,k') 

T (2m+ 4,k) = (2m+ 4,k') 

Então, de (4), 

T(2,k) = {2,k') = (2,k'gl). 
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Se por outro lado, g 1 = h 1 , então analogamente, de {1) e (2), 

por (i) e {iii), 

T (2m + 1, k) = (2m + 1 , k' ) 

T(2m+2,k) = (2m+3,k') 

T(2m+3,k) = (2m+2,k') 

Portanto, 

T(l,k) = {2m+4,k') 

T(2m+4,k) = (l,k'). 

Então, de (3) e {4}, 

T(2,k) ~ (2,k'hl) ~ (2,k'gl). 

(iv) Para todo i, 2 < i < m 

T(2i-l,k) ~(2i-l,k'g, •.. g. l) 
~-

Provemos por indução. 

ba3e: i 2' T (3,k) ~ (3,k' gl) 

Pelo i tem (v), 
( l) 



Pela definição de X, para cada Q. E G, 

-1 
~{(2m+ 4,0,(3,0,(1,2h1) (Figura 2) 

Pelo item (iv), para cada ~E G existe t' em G tal que 

De (1), (2) e (3) (Figura 4) 

- 1 -1 
T{ (l,kh 1 ) , (2m+ 4,k)} ~ { (l,k'g1h1 ) , (2m+ 4,k' gj) }. 

Logo, 

T (3,k) ~ (3,k' gj). 

(2m+4,k) (v) 

( 3 'k) 

-1 
(l,kh1 ) 

FIGURA 4, 

(2m+ 4,k' g 1) 
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( 2) 

( 3) 



passo i > 2, 1"(2i,k) ::::: (2i,k'gl ... g.). 
l 

Por hipótese de indução, 

T (2i - l,k) = (2i- l,k'gl ... g. l) 
l-

Pela definição de X, para cada t E G, (Figura 2), 
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(I) 

Adj(2i-l,~) = {(2i-2,t),(2i,0,(2i,~hi)) (II) 

Por indução (ou pelo item (v), se i = 2), para cada i em 

G, existe t" em G tal que 

T(2i- 2,Q.) = (2i- 2,Q.") 

De (I), (II) e (III), segue que (Figura 5) 

t(2i,k) E {(2i,k'gl ... g. 
1
J,(2i,k'gl ••• g. 

1
h.)} 

l- l- l 

Definindo g. = l 
l 

se T(2i,k) 

gi = hi caso contrário, temos que 

= (2i,k'gl ... g. l) 
l-

(III) 

e 



(2i,k) 

passo 
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(h.i.) ou (v) 

(2i- 2,k) 

(h.i.) 

(2i-l,k) I 
(2i,k'g, ... g. lh.) 

l- l 

(2i,k' gl ... gi-1) 

FIGURA S. 

i > 2, T(2i - l,k) = (2i- l,k'gl ·· · gi-1) 

Por indução 

T(2i- 2,k) = (2i- 2,k'gl · · • gi-1) 

Pela definição de X, para cada íL E G (Figura 2) 

adj (2i - 2, i) 
. - l = {(2i-3,~),(2i-l,?J,(2l-3,~h. l) 

l-

Por indução, para cada Q,, e xis te Q, 11 em G tal que 

T(2i- 3,0 (2i- 3,Q.") 

De (I'), (II') e (III') (Figura 6) 

(I I ) 

(II I) 

(III') 



T{ (2i - 3,k)' (2i - {(2i- 3,k'gl ... g. 1), 
l-

- l 
(2i - 3,k'gl ... g. Ih. lI ) . 

~- J.-

Logo, 

T(2i- l,.k) 

(2i- 3,k) 

= {2i- l,k'gl ... g. li 
l-

(2i- 3,k' gl···g. l) 
I l-

I 
' 
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I (2i-2,k'gl···g· 11 
'""" l-

11~~~===;-_tlth::_. -~i~·l1-~~;;r=-~(2~i~-i3-:'~k' gl ... g. 1h ~ 111 J.- J.-
(2i- 2,k) 

V' 
-J" -I 

(2i- 3,kh, 11 
l-

(2i -l,k' gl ... g. 1) 
l-

FIGURA 6. 

A demonstração do Lema 4 completa a demonstração do Lema 5 

e do Teorema . .& "" & 

Se a condição do grafo ser cúbico for relaxada é possível 

construir grafos com um número de vértices menores que os do Teo-

rema 5 e com grupo de automorfismos isomorfo a G. [ 7 ] 
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Encontraremos para alguns grupos especiais grafos cúbicos 

com número de vértices menor do que {2m+ 4) n do Teorema 1. Por 

exemplo, o grafo completo com 4 vértices é cúbico e seu grupo 

de automorfismos é isomorfo a s 4 (grupo simétrico de grau 4); 

o grafo de Kagno para o grupo diedral de ordem 12 (Figura 7). 

grafo completo 

com 4 vértices 

(54) 

grafo de Kagno 

(o,) 

FIGURA 7: Alguns grafos cúbicos com numero de vértices 

menor do que (2m+ 4)n do Teorema 1. 



CAPÍTULO 3 

REPRESENTAÇÕES REGULARES GRÁFICAS ORIENTADAS 

1. INTRODUÇÃO 

Um grafo Y é !Le.gu.taJt se Aut Y e regular. Da mesma forma, 

diremos que Y é tJtan.-5-Lt-i..vo (fi . .t.p.6.) se Aut Y e transitivo 

(f.l.p.f.). 

Uma Jtephe-5en~a~ão Jtegu.tan gJtáQ-i..~a (oJt-i..entada) RRG {RRGO) 

de um grupo G é um grafo Y simples (orientado, semi-simples) e 

regular tal que Aut Y == G. 

No Capítulo 2 verificamos que para todo grupo G existe um 

grafo Y com Aut Y == G. Conforme vimos, podemos afirmar que a 

existência desse grafo segue da existência de grafos colocação 

xG,H com Cor X= 1\.G~ Vimos ainda naquele Capítulo (Lema 2.3.2) 

que, em geral, para X = XG H, 
' 

G ~ AG C Cor X C Aut X • ( l) 

Neste e no próximo Capítulo analisaremos a questão da re-

presentação regular gráfica orientada de grupos finitos. Mostra-

remos uma condição necessária e outra suficiente para a existên 

cia de tais representações. A condição necessária afirma, em úl-

tima análise, que para que um grafo Y seja um RRGO de um grupo 
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G, Y deve ser um grafo coloração fortemente conexo. A condição 

suficiente para que um grafo coloração xG,H seja uma RRGO de G 

é que a igualdade valha nas duas inclusÕes em (1) . 

Com base nestas duas condições, será demonstrado o seguin-

te resultado, devido a Babai [ 2] . 

-TEOREMA: Todo grupo (finito) admite urna RRGO com exceçao de pr_:=. 

cisamente cinco grupos, a saber, z~, z~, zil z~ e Q, onde Q 

denota o grupo quaterniônico. 

Da análise exigida obtemos como subproduto o seguinte re-

sultado para RRG de grupos abelianos. 

TEOREMA: Os únicos grupos (finitos) abelianos que admitem urna 

RRG são os z~ (n 'f 2, 3 e 4) . 

Neste Capítulo consideramos os grupos nao isomorfos a 

todos admitem uma RRGO, com precisamente duas exceções, o 

n 
Zz: 

z' 3 e 

o Q; destes grupos, não isomorfos a Z~, nenhum abeliano admite 

uma RRG. 

No Capítulo seguinte, analisaremos os grupos 

rnitem RRGO (e RRG), exceto o 4 z 2. 

n Z2: todos ad 

Existe uma literatura extensa a respeito de RRG para gru-

pos não abelianos. Não tratamos deste caso neste trabalho. 
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2. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA· RRGO 

TEOREMA DA CONDIÇÃO NECESSÂRIA: Seja G um grupo. S2 para todo 

conjunto gerador H de G existir '{J E Aut G - 1 tal que <p (H) =H 

então G não tem uma RRGO. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que exista X, RRGO de G, e que, pa­

ra todo H c G que gera G exista <p E Aut G - 1 tal que <.p(H) =H. 

Do Corolário do Lema 2. 3. 4 1 
, X é o K2 ou X é fortemente cone 

xo. 

Observemos inicialmente que G ~ Z2 e X~ K2. De fato, 

Aut Z2 - 1 = <(!; por outro lado, da hipÓtese, Aut G- 1 1- q,. Logo, 

G ~ z2 • Portanto, 

AutX = G ~ Z 2 =::; AutK 2 • 

De fato, X f'- Kz 

Do Lema abaixo, X = XG,H e H gera G. 

Por hipÓtese, existe r.p E Aut G- 1 tal que <.fJ (H) = H. Ob­

servemos que isto implica que <.p E Aut X. De fato, sejam x, y EVX; 

então, da definição de grafo coloração e do fato que '{J é auto­

morfismo de G que fixa H, segue que 
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(x,y) EAX = 

-1 
X y E H = 

-l 
"' (x y) E H = 

-l 
'{l(x) 'P(y) E H = 

('P(x), .p(y)) E AX. 

Finalmente, 1{1 (1) == 1, pois '{J E Aut G. Assim, '{J E Aut X-1 

e fixa 1. Portanto, X não é f.l.p.f., contradição. 

A demonstração do teorema se reduz agora a demonstração do 

Lema. 

LEMA: Se X e um grafo regular então -X e ou X " X Aut X,H 

com ( H> :::: Aut X. 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos mostrar inicialmente que X - X 
Aut X,H 

pa-

ra H c Aut X. 

Seja x
0 

E;: VX. Como X é regular, então para todo x em VX 

existe um único automorfismo de x, denotado <P X ' 
tal que 

Seja 'fJ a bijeção de X em AutX dada por <P(x) =='{Jx. Se 

ja 
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Formemos Y == XAut x, H 

mo de X em Y. De fato, 

e mostremos que ~ e um isomorfis 

(x,y) E AX =-

= 

EAX = 

E H = 

I<P ,<!' I E AY. 
X y 

Logo' X =o:: XAut X H • 
' 

Finalmente, do Corolário do Lema 2.3.4 1
, ou ou 

é fortemente conexo. No segundo caso, pelo Lema 2.3.5, 

H gera Aut X. 

A demonstração do Lema, completa a do Teorema. A. .4. 

3. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA RRGO 

TEOREMA DA CONDIÇÃO SUFICIENTE: Sejam X = XG,H e K um subcon 

junto de H que gera G. Se Aut1X ~ AutkX para todo k E K en 

tão G = AG = Cor X = Aut X e portanto X é um RRGO de G. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja X Temos que Aut X e transitivo e 
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G =: AG c Cor X c Aut X (l) 

pelo Lema 2.3.2. 

Suponhamos que Aut 1X ~ AutkX para todo k E K, {K} = G. 

Do Lema 2. 3. 6 • , X é regular. Em conseqüência, da propriedade 

triangular # Aut X = # G = # AG. Portanto, as inclusões em (1) 

tornam-se igualdades, isto é, G ="" AG = Cor X = Aut X e portanto 

X é uma RRGO de G. "" 

4. CONDIÇÕES ANÁLOGAS PARA RRG 

TEOREMA DA CONDIÇÃO NECESSÁRIA: Seja G um grupo. Se para todo 

conjunto gerador H de G existir o.p E Aut G - l tal que 
-1 -1 

<P (H u H ) = H u H então G não tem uma RRG. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja X uma RRG de G. Então Y obtido de X subs 

tituindo cada aresta por um par de arestas antiparalelas, istoé, 

pares de forma { (x,y), {y,x)} (Figura 1), e uma RRGO de G. 

x~oY 

FIGURA 1: Um par de arestas antiparalelas. 

Pela demonstração do Teorema da condição necessária para RRGO, 
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Y é um grafo coloração onde (pois cada are~ 

ta tem uma antiparalela). Ainda, pela mesma demonstração, todo 

automorfismo o.p de G- l que fixa H u H-t e um automorfismo 

de Logo, não é f.l.p.f., pois e consequeg 

temente XG, L não é uma RRGO de G. Contradição. • 

TEOREMA 1: Seja G abeliano e nao isomorfo a z~, então -G nao 

admite uma RRG. 

DEMONSTRAÇÃO: Se G i. Z~, G possui pelo menos um elemento de 

ordem maior do que 2. (Esta afirmação segue imediatamente do Teo 

rema fundamental dos grupos abelianos finitos: todo grupo abelia 

no finito é isomorfo ao produto direto de grupos cíclicos cujas 

ordens são potências de primos). 

O automorfismo p de G definido por p (g) 

difere da identidade e fixa 
- 1 

H u H , para todo 

-1 
g 

H c G • .à. 

TEOREMA DA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA RRG: Sejam X = XG,H 

orientado) e K um subconjunto de H que gera G. Se 

~ AutkX para todo k E K então G == J\G = Cor X = Aut X 

uma RRG de G. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja X = xG,H e suponhamos que 

~g E G 

(não 

e X e 

para todo k em K. Formemos Y substituindo cada aresta de X 

por um par de arestas antiparalelas, assim, onde 
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-I 
L = H U H Ainda Aut Y == Aut X, logo, 

para todo k E K c L. 

Pelo teorema da condição suficiente para RRGO, Y e uma 

RRGO de G e G "' ~G Cor Y = Aut Y. Portanto, X é uma RRG de 

de G e G ~ AG = Cor X = Aut X. "" 

5. UMA CLASSIFICAÇÃO DOS GRUPOS FINITOS 

TEOREMA 1: Para qualquer grupo G de ordem maior do que 2, pre-

cisamente uma das seguintes afirmações ocorre: 

(i) G e gerado por seus elementos de ordem maior do que 

2' 

(ii) G e um grupo diedral generalizado cujo núcleo é g§_ 

rado por seus elementos de ordem maior do que 2; 

(iii) G e um n z,. 

Um grupo G é um dledna.t g eneJtaLézado se G possui um sub-

grupo abeliano A de índice 2 e um elemento b E G \A tal que 

b 2 = l 
- 1 - 1 e b ab = a para todo a E A. Diremos que A e o nu-

c..teo de G. 

Obviamente, z 1 satisfaz as condições (i) e (iii) do teorema 



68 

e Z2 satisfaz as condiçÕes (ii) e {iii). 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA l: Seja A o subgrupo de G gerado pe-

los elementos de ordem > 2, 

Se G = A, ocorre (i) . 

Se A ~ G, então pela Proposição 4 abaixo, G é diedral g~ 

neralizado. Ainda, pela demonstração da Proposição 4 abaixo, se 

G não for z~ então A é núcleo. Portanto, ocorre (ii). 

Obviamente (i), (ii) e (iii) sao mutuamente exclusivas, ex 

ceto para Z1 e Zz 

A demonstração do Teorema l, se reduz agora a demonstração 

da Proposição 4. 

Para tanto, demonstraremos primeiramente os Lemas a sepnr: 

LEMA 2: Se G é um diedral generalizado de núcleo A então g2 = 1, 

para qualquer que seja g em G \A. 

LEMA 3: O grupo G e o 
n 

Z2 (n ? 1) se, e somente se -G e grupo 

diedral generalizado abeliano. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 2: Sejam G um diedral generalizado de nu-

cleo A e b um elemento de G \A 
-I 

de ordem 2 e tal que bab =a 

Va E A. Como IG : AI = 2, então, IJg E G \A, g E Ab, logo, g =ab, 
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1- E A. Então g2 = abab = a(bab) 
-1 

= aa = 1. Ã 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 3: ~ claro que Z~ (n > 1} e diedral gene-

ralizado, com núcleo 
n-1 

z2 

Seja G um diedral generalizado abeliano e A seu núcleo. 

Pelo Lema 2, b 2 = 1, \t'b E G \A. Mas, se x E A, x2 = l. De fato, 

-1 -1 
b xb = x e G é abeliano, então, 

- 1 
X 

-1 
b bx = x. Portanto, t~ 

do elemento de G tem ordem 2, isto e, G ~ z~ I pelo Teorema fun-

damental dos grupos abelianos finitos. • 

PROPOSIÇÃO 4; · Um grupo G é diedral generalizado se, e somente 

se, G possui um subgrupo próprio B tal que para qualquer que 

seja b E G \B, b2 = 1. 

DEMONSTRAÇÃO: Se G é diedral generalizado, por definição e pe-

lo Lema 2, a asserção vale com B = A, onde A é o núcleo de G. 

Suponhamos que um grupo G possua um subgrupo próprio B 

tal que para qualquer que seja b E G I B, b' ~ L Para provar que 

diedral generalizado, podemos G " 
n pois pelo G e supor que z2, 

Lema 3, zn 
2 e diedral generalizado. Para G j! 

n 
z 2 ' mostremos: 

( l) 
-1 -1 

b ab = a , va E B (VbEGIB) 

(2) B é abeliano 

(3) IG Bl ~ 2. 
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Primeiramente, observemos que se b E G \ B e a E B -::'ntão 

ab E G\ B, pois caso contrário, b = 
-1 

a (ab) E B, contradição. 

Mostremos, agora, (1), (2) e (3). 

I 1) Seja a E B. Então ab E G \ B, para V b E G \ B. Por 

hipótese, (ab) 2 ~ l -1 -1 
~ abab = l ~ b ab = a . 

(2) Sejam a 1 e a 2 elementos de B. Então, de {l) 

(3) Sejam b, c E G\ B. Então bc E B. Caso contrário, 

seja a E B. Por {1), 

-1 
a 

-l -1 
~ (bc) a(bc) ~ cbabc ~ c(bab)c ~ ca c = a. 

Então todo elemento de G tem ordem 2. Assim, G é abeliano, pois 

xyxy = l = xyyx, Vx, y E G. Pelo Teorema fundamental dos grupos 

abelianos finitos, G ~ Z~ (n ~ 1), contradição. 

De fato, bc E B, V b, c E G \ B. Então C E bB. Logo, 

G\ B c bB. Portanto IG,BI~2."'"' 

6. REPRESENTAÇÕES REGULARES GRÁFICAS ORIENTADAS PARA GRUPOS NÃO 

DIEDRAIS 

Analisaremos, agora, os grupos gerados por seus elementos 

de ordem maior do que 2. Mostraremos que, à exceção de z~ e do 

quaterniônico, os demais têm uma RRGO. A demonstração da exis-

tência de uma RRGO para os grupos nao diedrais é feita nos Teo 

remas 1 e 2, exceto alguns casos particulares, tratados no Teorema 
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3, abaixo. Iniciaremos com os grupos nao ciclicos. 

TEOREMA l: Seja G um grupo nao cíclico gerado pJr H= {h1, ... ,hd}, 

onde H e o conjunto gerador mínimo de G e sem involuções. Seja 

J um inteiro em [l,d] que satisfaz cada condição abaixo: 

(a) se j l ~ h3 
I ;i 

(b) l 
2 

;i se J ~ ~ h! 

(c) se j d ~ hjhd 

(d) se j d ~ h~ ;i 

-I 
;i 

-I 
(e) h. hjh. h! ; 

J J 

(f) 
-J 

hd-lhdhd-1 ;i -! 
hd . 

Então e"xiste K c G tal que 

é uma RRGO de G. 

l; 

±2 
hd . ' 

;i hdhl; 

-2 
hd ' 

-I 
K = K l \l K, H n K <P e 

Um grupo G nao abeliano é o gJtupo quatettn-<-âvt,ic..o se exis-

te a, b em G tais que G = <a,b>, a 2 = b 2 = (ab) 2 . Indicare-

mos o grupo quaterniônico pela letra Q. 

TEOREMA 2: Seja G um grupo (finito), gerado por seus elementos 

de ordem maior do que 2 e distinto de 
2 

z 3 ' de Q, de de 

Zn x z2 e de Q x z2 .. Então G tem um gerador mínimo H que sa­

tisfaz as hipóteses do Teorema 1. Conseqüentemente G tem uma R..l:(GO. 



TEOREMA 3: Os grupos Z , Z x z2 (m > 2) e 
n m Q x z2 têm repre-

sentações regulares gráficas orientadas. 

COROLÂRIO: Todos os grupos gerados pelos seus elementos de ordem 

maior do que 2 têm RRGO, exceto os grupos Z ~ e Q. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1: Seja 
-1 

L= {hi hi+l'i=l, ... ,d-1! U 

U {hjh 1) e K ~LU L- 1. 

~claro que K c G e K = K- 1 . 

Pelo Lema 4, abaixo, l 5l K e do Lema 5, abaixo H n K = <P. 

Seja X = xG,H u K e consideremos o subgrafo Y gerado por 

H (Figura 1). Mostremos que Y é constituído pelos dois caminhos 

orietados (hl, .•. ,hd) e (hd, ..• , hr). De fato, suponhamos que 

exista uma aresta (hp,hq) em Y. Então 

da minimalidade de H, (h~ 1 hq) ±l E K. 

-1 -l 
siderarmos hp hq E K, ou seja, hp hq 

(h-Ih )±l E H U K. Mas, 
p q 

-1 
Como K = K basta con-

ou 
-1 

h h ~ 
p q 

= (h.h 1)±l e pelo Lema 6, abaixo {p,q} = {i,i+ 1} e a aresta 
J 

pertence a um dos caminhos (h 1 , .•• ,hd) ou (hd, ... , h 1). 

FIGURA 1: O subgrafo Y de X gerado por H. 

Seja ~E Aut 1x. Então ~(H u K) =H u K. Observemos que 



(l,k) e (k,l) -sao arestas de X para cada 

da 1 {l,hi) E AX, para todo hi em H, mas 

se (hi,l) E AX então 
-1 

h. E 

' 
H u K e da 

-1 
hi E K. Logo, 

-l 
h. E K, pois K K o que 

L 

-çao de H e K. Portanto, I' (H) = H. Assim, 

mo de Y. 
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k E K, 
-1 

(K = K ) • Ain 

(h. ,1) "AX. De fato, 
' 

minimalidade de H, 

contradiz a disjun-

~<'IH e um automorfis 

Suponhamos, por contradição, que 'P I H não é a identidade: 

então 

tanto 

então 

<P(hi) = hd+l-i 

<P(H-1) H-1. 

Seja hk 

- l 
(hk ,hd) 

em H 

E AX 

-1 
, i = 1 , .•. , d. Mais, Adj 1 = {H, K, H } , po~ 

tal que Como 
- 1 

(h. ,h 1 ) E AX 
J 

e hkhd E H u K. Novamente pela minimalida-

de de H, hkhd E K e temos: 

ou 

Do Lema 7, abaixo, as igualdades acima nao ocorrem, contradição. 

De fato, ifJ I H = 1. ·como esta conclusão vale para cada 

I{J E Aut 1X, então pelo teorema da condição suficiente para RRGO, 

X e uma RRGO de G. 

l " K. 

LEMA 5; H n K = ~. 



LEMA 6: Se ( l) ou 

( 2) 

então (1) ocorre e (p,q) ~ {i, i+l}. 

LEMA 7: e 

Para completar a demonstração do teorema, resta demonstrar 

os Lemas 4, 5 , 6 e 7 • 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 4: Suponhamos l E K. Então, 

ou h.h 1 = 1. Nenhuma das igualdades ocorre. De H nao possuir 
J 

involuçÕes temos h.hl = 1, j =J l, 
J 

2 
(caso contrário, h 1 l) ' e 

da minimalidade de H, e para j 'f 1, ca 

so contrário, H - h, e H - h 1 geram G, respectivamente . .& 
L 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 5: 

entao 

(l) h 
p 

(2) h ~ 

p 

Suponhamos 

- 1 + l 
(hi hi+l)-

+ l 
(h.hj)- . 

J 

ou 

e seja h E H n K, 
p 

Nenhuma das igualdades ocorre, pois contradizem a minimalidade 
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de H e a condição (a) da hipótese do teorema. De fato, em 

( l) , se p i" {i, i + l} então H- h gera G; se pE{i,i+l} 
p 

então um de 

em 

( 2) ' se 

tradição; se 

G, se p ~ l 

H - h. 
l 

e gera G, ou 

j i" l ' analogamente ao anterior 

J ~ l e p r' l, então h ~ 
h±2 

p I 

~ j. então h] ~ 

+2 
hj ' logo, h] ~ 

minimalidade de H ou (a) é contradi ta. "" 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 6: Pelo Lema 4, p r' q. 

Suponhamos que ocorra (1), então, se 

h. ~ l ou h. l ~ l; 
l l+ 

se obtém urna con-

e H - h gera 
p 

l ou ti ~ l; e a 

q 5l {i, i+ 1}, 

-1 + l 
hq E { (hi hi+l)- hp}. logo, H ~ h gera G. Analogamente, 

q 
se 

p 5l {i, i + 1}, H- h gera 
p 

G. Logo, pela minimalidade de H, 

p, q E {i, i + 1}. Desta e de p I- q, temos {p,q} = {i, i+ 1}. 

Suponhamos que ocorra (2),- analogamente ao anterior, temos 

que p, q E {j,l} e portanto 

so contrário, p = q. Assim, ou 

{p,q} = 

-I 
h] h. 

J 
+ I 

~ (hjh 1 )- . Segue 
-] 

que ou hj h1 = hjh1 

2 
19 caso, h. = 

J 
-I 

1, no 29 caso h. h1h· = 
J J 

{j,l} e j t 1, pois ca-

ou 

ou 
-I 

h. h] ~ 
J 

-1 -1 
~ h 1 hj No 

-I 
h1 . Nenhuma ocorre pois 

H nao possui involuções e a condição (e) vale por hipótese. A 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 7, Suponhamos ou 
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Se k f d, com análise análoga ao do Lema 6, { k, d} = 

={i, i+1} ou {k,d} = {j,i} e j f- L Logo d = i + 1 e 

k = i = d - i ou k = 1 e d = j f 1, pois d > k. Erit~o, te-

mos as igualdades: 

hd-1hd 
-1 2 

= hd-1hd ou seja, hd-1 = 1· ' 

hd-1hd 
-1 

isto - -1 -1 = hd hd-1 e, hd-lhdhd-1 hd i 

isto e, 

que nao ocorrem, pois contradizem, respectivamente, H nao ter 

involuções 1 e as condições (f), (c) e (d). 

Então k = d; se 

se então ou 
2 ± l 

hd = lhl1) 

contradizendo (b). 

H - h. 
l 

então 

gera G ou 

H - h. 
l 

j = 1 e 

gera G, 

A demonstração do Lema 7 completa a demonstração do Teo-

rema . .lo."" 

NOTA; No artigo original [ 2 ] a condição (b): se 

não foi considerada. Para tornar clara a necessidade desta condi 

ção, daremos o seguinte exemplo: Seja G = <a> x <b> , onde 
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-. a ) = Z4 e ( b) = Zz. e fácil ver que os Únicos geradores mi-

nirnos de G e sem involuções H = fh 1 ,h2 } são : {a,ab), {a ,a 3b}, 

e sacisfazem a condição 
2 = h2 , qualquer que 

seja a ordem adotada . 

Sendo G abeliano , consideramos j = l e as condiçõe s (a), 

(c) , (d) , (e) e (f) são válidas. Mas o grafo X = XG, H u K para 

H = {a,ab} e K = fa2 , b} , como definidos no teorema não é urna 

RRGO de G (Figura 2) . 

Seja '{J a involução sobre G que permutá a 3b com a 3 , ab 

com a e fixa os demais elementos : <p é um automorfismo de X 

nao idêntico, mas com pontos fixos . 

Vamos agora demonstrar o Teorema 2 . Para isso , precisamos 

de algumas propriedades ligadas ao grupo quaterniônico. 

LEMA 8: o grupo < a ,b > é isomorfo ao quate r niônico se , e so-

mente se 
- 1 - 1 

b ab =a . 

Ademais, se < a, b > 811 Q então a'• = 1. 

DEMONSTRAÇÃO : Suponhamos (a , b) =< Q. e claro que a 2 •b2 = (ab) 2 , 

por definição de quaterniônico . Suponhamos a2 = b2 = (ab)2 = l, 

então abab = 1 • ab = ba e Q é abe l iano , contrad ição . 

tanto, a 2 = b2 1 l. 

Por-
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FIGURA 2: Um contra-exemplo para a demonstração original, 

sem a condição (b) no Teorema l. 
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1 -1 -1 
De (abl 2 =b 2, temos: abab=b 2 =>b- aba=l => b ab=a- (2) 

Finalmente, de (l) e {2), 

-1 -1 -1 -i 2 -1 4-
b = a ba = (b ab)ba = b ·ab a = b a . 

Assim, a 4 = l. 

Para provar a reciproca, suponhamos 

-l -1 -
b ab =a . Entao <a,b> e é não abeliano, pois 

-1 
ba = ab f-

f ab. Ainda, -1 2 (ab) 2 = abab = a(ba)b = aab b =a • Finalmente, de 

-1 -1 -1 -1 -l -1 2 2 
a ba = b e b ab = a vem b abba = b . Logo, b = a -

Portanto, < a,b > ~ Q • .& 

LEMA 9: Sejam a e b elementos de G, com 
- 1 

a 2 f 1. Se a ba= 

-1 -1 -1 
= b e b ab ~ a então: 

li) (ab) 2 f- 1, 

(ii) 
-1 - 1 

a (ab)a t- (ab) , e 

(ili) 
-1 -1 

lab) a (ab) t- a 

DEHONSTRAÇÃO: (i) (ab) 2 = abab 

(ii) 
-1 -1 

a (ab)a f- (ab) De fato, 

-1 
a (ab)aab 

-1 -l 
baab = a(a ba)ab = a(b ab) f-

-1 
t-aa =L 
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(iii) 
-1 -1-l -1 -1 

(ab) a{ab) ~ b a aab = b ab ~ a 

LEMA 10: Se ( a, b) "' ( b, c) ~ < a, c> ~ Q então: 

(i I (bel 2 , 1, 

-1 -1 
(ii) a (bel a , (bel ' 

e 

(iii) (bel 
-1 

a (bel , -1 
a 

DEMONSTRAÇÃO: Usaremos o Lema 8 para os três grupos. 

(i) (bel 2 ,' 1. 

(ii) 
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

a (bela =a baa ca = (a ba) (a cal = b c = 

pois (b,c) ~ Q não é abeliano. 

(iii) 
-1 

(bel a (bel 
-1 -1 

c (b ab)c 
-1 -1 -1 

c a c=al-a 

- l - 1 
G tais que a ba I b LEMA 11: 

e 

(i I 

(i i) 

Sejam a e b elementos de 

-1 
a Então: 

aba- 1 I b- 1 -1 -1 
e b a b 1- a; 

-1 -1 
(ab) a(ab) ,'a 

e 



DEMONSTRAÇÃO: (i) 
-1 -1 -1 -! -1 -1 -1 

aba = a(b ) a ~ a(a ba) a = 

-1 -1 
b a b 

-1 -1 -l 
= a(a b a)a 

-1 
b ' 

(i i) 
-l 

(ab) a (ab) 
-1 -1 -l -1 

b a aab = b ab f a .. 
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Finalmente podemos iniciar a demonstração propriamente di-

ta do Teorema 2. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja F = {x E G I x 2 = 1}. Por hipótese, G \p g~ 

ra G. Seja d a cardinalidade mínima dos subconjuntos de GIF 

que geram G. Seja H = {h 1 , •.. ,hd} um conjunto gerador mínimo 

de G. 

Por hipótese, G não e cíclico. Logo d > 2. 

Façamos j 

existe hi E H 

19 CASO: d = 2 e G ABELIANO 

l. Provemos (a) e (b). 

tal que 

então 
2 

G ~ z 3 , pelo Lema 12 abaixo. Logo, 

h: 'I l; permutamos h 1 com h2 , se ne­
l 

cessário, de forma a tornar (a) verdadeira. 

Suponhamos ou Trocando por 
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se necessário, obteremos preservando a validade de 

(a). Ainda (h1h2) 2 = hfh~ = l e pelo Lema 13, abaixo, G é ' Cl-

clico ou isomorfo a Zn x Z2 • Portanto, (b) é válida, exceto nos 

casos acima. 

As condições (c) e (d) -sao vacuosas com j = l; as condi-

çoes (e) e (f) são trivialmente válidas, pois G é abeliano e H 

é livre de involuções. 

LEMA 12: Seja G um grupo abeliano, nao cíclico gerado por a e 

b, onde o(a) = o(b) = 3. Então 

LEMA 13: Seja G = ( a, b } um grupo abeliano tal que l 

então G é cíclico ou isomorfo a Zm x Z 2 • 

Para completar a demonstração do 19 Caso, resta demonstrar 

os Lemas 12 e 13. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 12: Se a' b3 = 1, então 

G C { a ibj 1 o · 3 ' < l, J < , a l=b 3,ab bal (l) 

Logo, # G < 9 • Como a' ~ l, então, 31 .iJ. 
I~ G e portanto, # ' G e 

3, 6 ou 9. Se #G e 3 ou 6 ' G é cíclico. Assim, #G ' 9 e e 

a igualdade vale em ! lI , com G "' 
2 z 3. A 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 13: Observemos que 
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G C {atbj 1 o · o · < 1 < m, < J 2, ab = ba) ( l) 

Logo, #G _:::_2m. Mas, se (a} n (a)b 'I Ç' entao G =<a>, isto 

é, G é ciclico. Se <a> n <a) b = tP então # G > 2m. Portan-

to, vale a igualdade em (1). Assim, G ="" z x z 2 onde f: G 4 z x z2 m m 

é o isomorfismo dado por f(aibj) = (ai-j, (ab)j), com (a)= Z 
m 

e < ab > = Z 2. ... 

Estas demonstrações completam o 19 Caso. 

29 CASO: d 2 e G NÃO ~ ABELIANO 

Consideremos as desigualdades 

(l) 

e 

( 2) 

Por hipótese, G ~ Q e h~~ 1 f h~. Pelo Lema 8, pelo me-

nos uma de {1) e (2) vale. Pelo Lema 9, podemos supor que ambas 

valem, substituindo, se necessário, h 1 por 

Se o(h 2 ) I' 4 ou se 
-2 I h 2 , então podemos supor que 

hi I h;2, substituindo, se necessário, h 2 por 
-1 

h 2 : as desigual 

dades (1) e (2) se preservam, pelo Lema ll (i) • 
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Nesse caso, faremos j = 2. As condiçÕes (a) e (b) -sao va-

cuosas, (c) válida por hipÓtese, (d) também, (e) e (f) são (1) e 

(2), respectivamente. 

Podemos então supor que h 2 = h2 = h-2 
1 2 2 e De 

h~ h~ temos que ambos comutam com h 1 e com h 2 . Assim, 

2 

"' 
então 

-1 3 
Como h1 l, ou (h1 h,) 

"' 
3 

l ou (h 1h2) "' l. Pelo Lema 

ll(i)' trocando h1 
-1 

por h1 se necessário, podemos supor que 

3 

"' 
l, (l) I 2 l , (h1h2) preservadas e e também 

4 
h1 = l e 

2 2 
h 1 = hz. 

Vamos agora substituir h 1 por h 1h 2 e fazer j = l. Pe­

lo Lema 13, abaixo, h 1h 2 não é involução. Pelo Lema ll(ii), (2) 

é preservada, mas não {1). Provemos (a) - (f). 

A propriedade (a) já verificamos que vale. A propriedade (b) 

também: se (h 1h 2 ) 2 = h~ 2 h~ então G, o grupo < h 1 ,hz >, e 

isomorfo a Q, pelo Lema 8. De fato, (b) vale. As propriedades 

(c) e (d) são vacuosas. A propriedade (e) é trivial, pois j = l. 

A propriedade (f) segue do Lema ll(ii). 

A demonstração do Lema 14 abaixo, conclui a demonstração do 

29 Caso. 

LEMA 14: Sejam a2 b2, a4 = 1, (ab) 2 = l, então <a,b > e abe 

li ano. 
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DEMONSTRAÇÃO! Por hipótese, abab = 1. Ainda, abba ~ a(bb)a ~ 

aa2a = a 4 = 1. Destas duas igualdades temos: ab = ba, logo, <a,b> 

e abeliano. Á 

3'? CASO: d 3 

Pelos Lemas 8 e 10, podemos supor que pelo menos um de 

( hz,h3 > e não quaterniônico. Suponhamos 

que existe exatamente dois quaterniônicos. Ajustamos a nota-

ção a fim de que < h1 ,hz > = ( h 1 ,h 3 > = Q F- < hz ,h 3 > • Assim, pelo 

Lema 8, trocando h 2 
-l -1 

com h 3 , se necessário, h 2 h3h2 ~ h 3 • Por 

tanto (f) é verdadeira. 

Seja e j ~ 2, então (a) a (d) -sao vacuosas. 

Ainda, se (h 2h 3) 2 = l, pelo Lema 14, <h 2 ,h 3 > é abeliano. Por­

tanto, pelo Lema 15, abaixo, G = Q x z 2 . Logo, {h 2h 3) 2 ~ 1. Pro 

vemos (e) e (f). 

(e) 

(f) 

Suponhamos, agora, que no máximo um de <h 1 ,h 2 >, <h 1 ,h 3 ) 

e <h 2 ,h3> e quaterniônico. Ajustemos a notação para obtermos 
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Seja j = 2, entao (a), (b), (c) e (d) sao vacuosas. Prove 

mos (e) e (f). 

(e) Suponhamos que Então, do Lema 8, 

cessário. 

(f) Suponhamos que caso 

anterior, substituímos h 3 por h 2h 3 . Agora valem (a) até (f) e 

H e livre de involuções. 

A demonstração do Lema 15, abaixo, completa a demonstração 

do 39 Caso. 

LEMA 15: Seja G=<a,b,c) tal que <a,b> ;:::: <a,c> Q e 

(bc) 2 = l. Então 

DEMONSTRAÇÃO: Do Lema 14, (b,c) é abeliano. Então 

a 4 = 1, ba 
-1 -1 

a b, ca = a c, bc = cb} ( l) 

Assim, n = # G _::::. 16, Mas <a,b} n <a,b) c= :J pois caso con-

trário, G = ( a,b). Analogamente, (a) n <a) b = cp, portanto, 

# <a,b) = 8; logo, n = 16 e a igualdade em {1) vale. 
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A função f G -+ Q x Z2 definida por 

= (aibj-k, (bc)k) e um isomorfismo de G em Q -' 

c' ibj k) 
~-\a c 

Zz. 

49 CASO: d > 4 

Pelos Lemas 8 e 10, podemos supor que nem todos os três 

grupos ( h 1 ,hd-l > e 
-sao o grupo Q. Per 

mutemos h 1 ,hd-l e hd conforme a necessidade, de forma que 

( l) 

Analogamente, substituindo h 1 por h 2h 1 se necessário, 

podemos supor, pelos Lemas 8 e lO, que nem todos os três grupos 

-<hr,hz>, (hl,hd-1) e <h,,hd-1) sao o grupo Q. Se <hl,hz> 'I 

" Q, façamos j ~ 2. Se (hl,hd-1) 'I Q ou se hz ,hd-1 > " Q, f a 

çamos j ~ d - l e permutemos h, com hz se necessário, de 

forma que <h 1 ,hd_ 1 > ~ Q. Em todos os casos, {1) vale e valem 

também 

(2) 

e 

2 < j < d - 1 ( 3) 

De (2), pelo Lema 9, podemos supor que (e) vale, substi--

tuindo h 1 por h.h1, se necessário. De (l), podemos supor que 
J 
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(f) vale, substituindo hd por hd-lhd, se necessário. Final­

mente1 de (3), (a), {b), (c) e (d) são vacuosas. 

A demonstraÇão do 49 Caso, completa a demonstração do Te o-

rema 2. ..&. 

TEOREMA 3: Os grupos Zn z x Z 2 (m > 2) e Q x z 2 , têm repre­
m 

sentações regulares gráficas orientadas. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja Zn =<a>. Do teorema da condição suficiente 

para RRGO (seção. 3) segue que X é uma 
<a>,{a} RRGO para zn 

FIGURA 3: Uma RRGO para Z5 . 
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Seja G " z X Zz (m > 2) e H = {a,b) onde < a ) = z e m m 

( b ) = z 2 • Então xG,H e uma RRGO de G. De fato, Únicos -os ver 

tices adjacentes a 1 
-l 

sao a, a e b { 1, a) e (1 ,b) -sao as 

Únicas arestas que saem de 1, (a 
-l 

'1) e (b' 1) sao as únicas ares 

-l 
tas que chegam em 1 e a r' a pois m > 2 (Figura 4) • Assim, 

todo <P em Aut 1X fixa a e fixa b. Pelo teorema da condição 

suficiente para RRGO, XG, H 

a 

-l 
a 

e uma RRGO de 

FIGURA 4: As adjacências de 1 para uma RRGO de 

zm x z 2 (m > 2) • 
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Seja G :=!! Q x Z2 , com Q = <a,b > e z 2 =<c>, onde a 2 = 

= b 2 = (ab) 2 • Por simplicidade, denotaremos (a,l), (b,l) e (l,c) 

por a, b e c respectivamente. Seja H = {a,b,c,ab,abc}. Con-

sideremos o subgrafo Y de xG,H gerado por H (Figura 5). 

a 

b 
ab 

b 
a 

c 

abc 
ab 

c 

ab---___~ abc 
c 

FIGURA 5: o subgrafo Y de XG H gerado por H, onde 
' 

G=<a,b> x <c> e 

H = {a,b,c,ab,abc}. 

Seja ~ um automorfismo de xG,H que fixa L Então, 

r.p (H) = H. Mais ainda, c, ab e abc estão fixos pois c é a Úni 

ca fonte de Y e ab é o único vértice incidente a 5 arestas, 

abc o Único a 3 arestas. Segue que a e b também estão fi~. 

De fato, Aut Y {1}. Pelo teorema da condição suficiente para 

RRGO, XG,H e uma RRGO de Q x Z2 . .. 
Com os Teoremas 2 e 3 demonstrados, atingimos o objetivo 

desta seçao, a saber 
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COROLÁRIO: Todo grupo gerado por seus elementos de ordem Eli1.ior 

do que 2 e distinto de z~ e de Q tem uma RRGO. 

7. REPRESENTAÇÕES REGULARES GRÁFICAS ORIENTADAS PARA OS GRUPOS 

DIEDRAIS GENERALIZADOS NÃO ABELIANOS 

Na Seção 5, demonstramos o Teorema 5.1. Para qualquer gru-

po G de ordem maior do que 2, precisamente wna das seguintes 

afirmações ocorre: 

(i) G e gerado por seus elementosdeordemmaiordoque2; 

(ii) G é o grupo diedral generalizado cujo núcleo e ge-

rado por seus elementos de ordem maior do que 2; 

(iii I G -e um 
n z2. 

Na Seção 6, demonstramos que todo grupo nao diedral genera 

lizado, distinto de e Q , admite uma RRGO • 

Nesta Seção demonstraremos o seguinte resultado: 

TEOREMA: Seja G um grupo diedral generalizado (de ordem maior 

do que 2) cujo núcleo A e gerado por seus elementos de 

maior do que 2. Então G admite uma RRGO. 

A demonstração está dividida em três Lemas: 

ordem 
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Se A adrni te uma RRGO com gerador de A 

então G admite uma RRGO. 

LEMA 2: Se A ~ Z~ então G admite uma RRGO. 

LEMA 3: Se A ""' Zrn x Zz {m > 2) então G admite uma RRGO. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA: 

19 CASO: A é distinto de 
2 

z 3 , de Q, de de z x z2 e de 
n 

Pelos Teoremas 6.1 e 6. 2, A tem um gerador H livre de in 

voluções tal que xA,H representa A. Pelo Lema 1, G tem uma 

RRGO. 

29 CASO: A -e (n > 2). 

Pela demonstração do Teorema 6.3 (caso G ~ Zn), X (a),(a} 

representa zn , e {a} não é involuti vo. Novamente pelo L8ma 

1, G tem uma RRGO. 

39 CASO: Nenhum dos anteriores. 

Pela definição de núcleo, A é abeliano, logo A nao e nem 

Q nem Q x z 2 • Logo, ou A é z~ ou zn x Zz e, em ambos os 

casos, G tem uma RRGO, pelos Lemas 2 ou 3. 



A demonstração do teorema de fato se reduz a demonstração 

dos Lemas l, 2 e 3. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 1: Suponhamos que A admite uma RRGO X 
A,B 

com H I H 
-1 

gerador de A. Sejam b E GIA e s ~ H u {b}. En 

tão S I S 
-I 

H I H 
-1 b2 ~ pois ~ 1. Mostremos que y ~ XG,S e ' 

uma RRGO de G. 

Sendo G diedral generalizado, o Índice de A em G e 2 e 

portanto G \A = bA = Ab. Ainda, os elementos de A sao ligados 

a elementos de Ab somente através de arestas da cor em S n Ab = 

= S r'lbA, isto é, arestas da cor b. Corno b 2 = 1, tais arestas 

aparecem em pares de arestas antiparalelas, isto é pares da for-

ma { (x,y) 1 (y,x) }. 

Seja l.fJ um automorfismo de Y que fixa 1. 

Seja z ografo xG,s\s-l=XH,H\H-1. Assim, z pode 

ser obtido a partir de Y pela remoção de todos os pares de ares 

tas antiparalelas, inclusive todas as arestas de cor b. Logo Z 

e desconexo: nenhum vértice de A é ligado a vértice de Ab. Mais 

ainda, pelo Lema 2. 3. 5 o subgrafo XA H \ H-I de Z é fortemente 
' 

conexo, pois H\ H-
1 

gera A. Logo, xA,H \ H-1 é urna das compo-

nentes de Z 1 e a componente que contém o vértice l. 

Por outro lado, da hipótese sobre '.fJ e da definição de Z 

segue que <p é um automorfismo de Z que fixa 1. Logo, '.fJ (A) = A. 
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Consideremos a restrição 'P I A de <P a A. Corno <P (A) = A 

e <p é um automorfismo de Y, então <PIA e um automorfismo do 

subgrafo de y gerado por A, a saber, , XA,H Mais ainda, ~IA 

fixa l. Sendo xA,H uma RRGO de A, pela definição de grupo 

f.l.p.f.' >'IA = l. 

Assim, <P fixa cada elemento de A; em particular, fixa ca-

da vértice de A adjacente a 1 em Y. Como b e o Único vértice 

·adjacente a 1 que não pertence a A, op fixa b também. Logo, 

'P fixa cada elemento de S. Como esta conclusão vale para cada 

'fJ em Aut 1Y e como G = <s>, então Y, isto é, xG,S 

RRGO de G. lo. 

é urna 

~ interessante observar (ainda na notação do Lema 1) que se 

(a 1 ,a2 ) E AXA,H então (a 2b,a 1b) E AY. :ce fato, se (a1,a2) E ~.H, 

-1 
existe h E H tal que a 1h = a 2 . Logo, a 2bh = a 2h b = a1b, ou 

seja, (a2 b,a 1b) E AY. Este fato, fica evidenciado nos exemplos da 

Figura 1 que nos permitem comparar a RRGO de z 4 x z 2 com a do 

diedral generalizado do núcleo Z4. 



_, 
a 

/ 
l 

b ab 

~ 
a 

- l 
a 

~ 

f 
' 

ti 
l 

j _-} 

,{I 
;/ 

-l 
a b 

a2b 

b ab 

·~ 
a 

RRGO de z4 x 

X G,{a,b} 

Zz RRGO do diedral gen.§_ 

ralizado de núcleo Z4 

X G, {a,b} 

FIGURA 1: Uma comparação entre as representações de 

z4 X Zz e do diedral de núcleo z4. 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 2: Sejam 
2 A = (a ,b ) ~ Z 3 e 

ja 
-l 

H = {c a, c a , cb, ab}. Consideremos o subgrafo Y de 

gerado por H. 

-1 
c a ca _.-->----..._ 

• .---- --........~. ab 

I~ 

Lb 

FIGURl\ 1: O subgrafo Y de X gerado por H. 
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-1 
ca,ca ,cb 

e ab estão fixos, pois 
-1 

ca e o Único vértice isolado de Y, ca 

e o Único adjacente a três arestas, enquanto ab, a duas arestas 

e cb a urna ares ta (Figura 1) . Portanto Aut Y = { 1}. Pelo teore-

ma da condição suficiente para RRGO, xG,H e uma RRGO de G . ._ 

DEMONSTRAÇÃO DO LEMA 3 : Sejam A=<a,b) " z X z,. onde < a > = 
m 

= z 

mos 

m ' 
( b ) = Zz e c E G I A. Consideremos 

que b e c possuem ordem 2 ' a, ordem 

Formemos xG,H e seja ~ E Aut 1xG,H 

-1 
a b 

H = {a,b,c}. Observe 

par: m , 2 • 

Então ~(H) =H. 

a c 

FIGURA 2: Alguns vértices adjacentes aos geradores a, b e c. 

Suponhamos que o.p I H não e a identidade. Então b e c peE_ 

mutam e a está fixo. se b e c permutam então 
-1 

a b e ac tam 

bé~, pois são vértices adjacentes a b e a c respectivamente 
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-1 
com incidência de mesmo sentido. Mas, a b nao e adjacente a a 

e ac o e. De fato, pois caso contrário 

+2 
então, x = a- b; como m > 2, x ~ H. 

- l 
a bx =a ou 

-1 
ax =a b, 

Logo, 'P I H= l. Como <H> = G então xG,H e uma RRGO de G • ._ 

8. RESULTADOS NEGATIVOS: zi e Q. 

Nesta Seção analisaremos os grupos gerados pelos seus ele-

mentes de ordem maior do que 2 e que não têm uma RRGO, a saber, 

2 z3 e Q. 

Do teorema da condição necessária para RRGO, temos que se 

para todo conjunto gerador H de um grupo G, existir '{! E 

E Aut G - 1 tal que '.fJ (H} = H então G não possui urna RRGO. 

2 
Provaremos, tanto para G = Z 3 como para G = Q, que para 

todo subconjunto H de G, gerador ou não de G, existe um auto-

morfismo op de G não idêntico e que fixa H. Removida a restri 

ção de H ser gerador, podemos supor que O < # H ..::_ # G I 2, com-

plementando H, se necessário. Ainda, como todo automorfismo 'P 

fixa a identidade, podemos supor que l ~ H. Assim, podemos su-

por que O < # H < # G I 2, pois se # G for par e # H ~ # G/2 

podemos complementar H e/ou remover o elemento 1. 

TEOREMA: Sejam G um dos grupos 
2 

Z 3 ou Q, H um subconjunto de 

G tal que 1 )i H e O < # H < # G I 2. Então existe um automor-

fismo 'fi de G tal que op ;' l e op (H) ~ H. 
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DEMONSTRAÇÃO: Seja 2 
G = Z3 . Neste caso, 1 <#H< 4. 

Listaremos abaixo os possíveis H, a menos de automorfismos, 

e os automorfismos de G correspondentes, onde z~ = <a,b >, 

com < a > ~ < b ) """ z 3 • 

O CONJUNTO H 

# H - 4 

-1 -1 
a,b,a ,b 

-1 
a,b,a ,ab 

-1 -1 
a,b,a . ,ab 

-1 
a,b,ab,a b 

# H ; 3 

-1 
a,b,a 

a,b,ab 

-1 -1 
a,b,a b 

# H - 2 

a,b 

-1 a,a 

# H ; 1 

a 

AUTOMORFISMO CORRESPONDENTE 

~(a) ; b, ~(b) ; a 

~(a) 
-1 

; a , <P (b) ; ab 

~ (a) ; a, ~ (b) 
-1 

= ab 

<P(a) ; a, <P(b) ; ab 

<P (a) 
-1 

; a , <P(b) ; b 

<P (a) ; b, <P(b) ; a 

<P(a) ; b, <P(b) ; a 

<P(a) ; b, <P(b) ; a 

<P (a) 
-1 ; a , <P (b) ; b 

<P(a) ; a, <P(b) ; b- 1 

Em todos os casos, existe '{J em Aut G - 1 que fixa H. 
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Vamos agora analisar G ~ Q ~ <a,b ), com a 2 ~b 2 ~ (ab) 2 ~1 

e a" ~ 1. Podemos então supor que l ' # H < 3 • Podemos ainda 

supor que a' " H, pois <P(a2 1 ~ a' para todo '/) E Aut G, uma 

vez que a' e o único elemento de Q de ordem 2. 

Listamos abaixo os possiveis H a menos de automorfismos, e 

os respectivos automorfismos ~: 

O CONJUNTO H 

# H - 3 

a,b,ab 

-I 
a,b,a 

# H ~ 2 

a,b 

-I 
a,a 

# H = l 

a 

AUTOMORFISMO CORRESPONDENTE 

<P (a) ~ b, <P(b) ~a 

'I' (a) 
-I 

=a ,<P(b)=b 

<P(a) ~ b, <P(b) =a 

-I 
'I' (a) ~a , <P(b) ~ b 

<{)(a) ~a, <P(b) 
-I 

~ b 

2 
De fato, nem z 3 nem Q admitem uma RRGO. 

Com a demonstração do teorema fica demonstrado: 

COROLÁRIO: Se G ~ z~ então G tem uma RRGO se, e somente se 

2 
G ~ z3 e G ~ Q. 

No próximo Capítulo estudaremos os grupos n z,. 



CAPÍTULO 4 

OS GRUPOS 

1. INTRODUÇÃO 

Neste Capitulo concluiremos o _estudo das representações re 

gulares, gráficas ori.entadas. No Capitulo 3 mostramos que todos os 

grupos não isomorfos a z~ admitem uma RRGO, exceto o 

quaterniônico. Neste Capitulo mostraremos que todos os 

tem representações regulares gráficas orientadas exceto 

4 
e Z2. 

2 z3 
n 

Zz 
2 z,, 

e o 

admi 

3 
Zz 

Terminaremos o trabalho demonstrando inicialmente que Z~ 

n > 6 admite uma RRG. Analisaremos em seguida o caso especial 

do grupo 
5 2 

Z2. Finalmente, demonstramos que nem z 2 , nem 
3 

Z 2, nem 

z' 2 adrni tem RRGO. Os grupos e 1 z 2 , ciclicos, admitem RRGO 

{Teorema 3. 6. 3) . 

Cabem aqui duas observações importantes: 

(i) a toda RRG corresponde uma RRGO, (simplesmente sub.§_ 

tituindo cada aresta não orientada por um par de arestas antipa-

ralelas), 

(ii) para os grupos G ~ z~ todo subconjunto H de G sa 

tis faz 
-1 

H = H u H . Assim, a toda RRGO de G corresponde uma 

RRG de G, simplesmente substituindo cada par de arestas antiparalelus 
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por uma aresta nao orientada. 

COROLÁRIO: Seja G um grupo 
n 

Z 2 • Então G adrni te uma RRG, se, 

e somente se G admite uma RRGO. 

COROLÁRIO: Seja G um grupo 
n 

z 2 • Então G admite uma RRGO se, 

e somente se n < 1 ou n > 5. 

2. OS GRUPOS 
n Z2 , n > 6 

TEOREMA: Sejam n > 6, hl,hz, ... ,h geradores de 
n 

H = {hi I l < i < n} U {~hk+l I 1 < k < n} u 

Então X = X n e uma RRG 
ZzrH 

n 
para z 2 • 

e 

DEMONSTRAÇÃO: Seja XH o subgrafo de X, n ..::_ 6, gerado por H. 

Seja ~ E Aut 1X. Então ~(H) =H. Mostremos que ~ = 1. 

Observando as adjacências de cada vértice de temos 

que: 

(i) h 1h 2 e o Único vértice de grau 6, 
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(i i) h h e o único vértice cujos adjacentes têm n-2 n-l 

graus 6, 4, 4 e 2. Logo fixa e h 
2

h 
1

. Conse­n- n-

a 

64 

hj 

444222 

hlh2 

e a 

6422 

h2 

h zh l . n- n-

4422 

h, 

4422 4422 

hk ~+l 

o único adjacente comum 

4422 4442 4442 44 

h h h h 
n-3 n-2 n-l n ----------v---------

44 

~~+l 

I 

64 64 

FIGURA l: O subgrafo XH de X n gerado por 
Z2 ,H 

H, 

(os numeres ao lado de cada vértice indicam 

os graus dos adjacentes) . 



Como Adj h 
2

h 
1 n- n-

(Figura 2) e ~ fixa 

( 1) 

( 2) 

h n-2 

= 

h h n-2 n-1 

e 

e 

FIGURA 2: O vértice h h n-2 n-1 
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0 2':1 1} n- n-

e seus adjacen-r:es h :h 2 e 

h n-2 

h 2 • n-

ou 

h n-1 

h h 
n-2 n-1 

e seus adjacentes. 
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Vamos mostrar que (l) e impossivel. Se '/) permutar h n-l 

com h n-2 1 'i' permutará h com 
n 

h h n-3 n-2 e h h n-1 n com h n-3" 

Absurdo, pois os adjacentes de h h n-1 n e h n-3 possuem graus 

diferentes: 6, 4, 2, 2 e 4, 4, 2, 2 respectivamente. Logo oco r-

r e ( 2) • 

Agora, os outros dois adjacentes de h n-2 ' a saber h 
n-3 

e hn-3hn-2 ' têm graus distintos, logo, 'i' os fixa. Usando es-

te argumento para h l'h 3'h 4 , n- n- n- ... , hz temos que '{) fixa h ' n 

h 
4 

, h 
5 

, • • • , h 1 e também n- n- h 
1

h , h 4h 
3 

,h 
5

h 
4

, ... ,h2h 3 • n- n n- n- n- n-

Finalmente, b, o Último vértice de XH também está fixo. Portan-

to, l.fJ fixa cada elemento de H. Corno esta conclusão vale para 

cada l.fJ em Aut1X, então, pelo teorema da condição suficiente p~ 

ra RRG, X -e uma RRG para n z2 , n > 6. .. 

3. 0 GRUPO zi 

Vamos agora mostrar que se aplicarmos a demonstração do 

teorema da Seção anterior para z~ o subgrafo XH gerado por H 

não é totalmente assimétrico. De fato, observando a Figura 1 ve-

mos que 

é um automorfismo de XH · 



105 

hs / 
h!+ / 

11 
-'h 1h 2h 4h 5 

FIGURA 1: O subgrafo XH , gerado por H, do grafo X que seria 
5 

obtido na seção anterior, para o grupo Z2 . 
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5 
Mas, Z2 admite uma RRG, pois é possível encontrar um con 

junto H gerador de tal que 

O seguinte teorema demonstra este fato. 

-e uma RRG 
5 

para z
2

• 

TEOREMA: Sejam hl,hz, ... ,h5 geradores de 
5 z2 e 

Então X 5 e urna RRG para 
Z2 , H 

5 
zz. 

DEMONSTRAÇÃO: X 5 
Z2 ,H 

gerado por H (Fi-Seja XH o subgrafo de 

gura 2). Seja ~E Aut 1X 5 z2 ,H 
Então ~(H) ~H. 

Observando as adjacências dos vértices de XH , vemos que 

certamente estão fixos os vértices distintos de h 1h 5 ,h 2h 3h 4 ,h 1h 3 

e h 1h 2 . Mais ainda, o vértice h 1h 5 também está fixo, pois os 

outros três adjacentes de h 5 (fixo) então fixos. Logo, está fi 

Mais, a 

e h 4h 5 de H e nenhum vértice de X é adjacente somente aos 

vértices h 1h 2 e h4hs de H. De fato, seja z- ifJ{a). Então 

z e adjacente a e u 

e z possui apenas dois adjacentes em XH pois 'P é um automor-

fismo de 



/ 
I 

/ 
/ 

/ 
/ 

6422 

I 
I 

/ 
/ 

I 

'- 6664 

64 

FIGURA 2: o subgrafo XH de X 5 gerado por H 
Z

2
,H 

lado de cada vértice indicam os graus 
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544444 

(os numeras ao 

dos adjancentes; 

a linha pontilhada, as adjacências de vértices de XH 

com o vértice a não pertencente a ~) . 
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Os Únicos vértices adjacentes tanto a h 1h 2 quanto a h 4h 5 

outros vértices de H. De fato, se z e adjacente a h 1h 2 e ht.hs 

h 1h 2y, x, y E H. Logo, 

Se x = h 1h 2 , então z = 1. Contradição. 

então z é respectivamente, 

h 2 h 5 , hrhzh4h5 e hrh4. Mas cada um desses valores de z possui 

mais do que 2 adjacentes em XH. Contradição. Portanto, <P fixa 

cada elemento de H. Como esta conclusão vale para cada <P em 

Aut 1x, então, pelo teorema da condição suficiente para RRG, X é 

uma RRG para z' .. 2 • 

Para completar a análise dos grupos 
n 

Z2 , restam agora 

resultados negativos sobre z 3 
2 e 

4 
z 2 • :t: o que faremos 

próxima seção. 

4. RESULTADOS NEGATIVOS 

Para mostrarmos que nenhum dos grupos Z ~ r Z i e z" 2 

os 

na 

pos-

sue uma RRGO, basta mostrar que para qualquer que seja H gerador 
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de um desses grupos, existe um automorfismo não trivial do grupo 

que fixa H {teorema da condição necessária). Analogamente ao que 

foi feito na Seção 3.7, provaremos tal propriedade para todo sub 

conjunto do grupo G 1 não necessariamente gerador de G. 

TEOREMA: Seja n = 2,3 ou 4. Seja H c G. Então existe 

um automorfismo <.p de G, distinto de 1, e tal que <.p (H) = H. 

DEMONSTRAÇÃO: Por indução em n + # H. 

19 CASO: 1 E H 

Seja H 1 = H - 1. Pela hipótese de indução, Aut G- 1 con-

tém um automorfismo '-P tal que <.p(H') =H'. Ora, todo automor-

fismo fixa 1. Logo, '{)(H) = H. Podemos então supor que 1 % H. 

29 CASO: # H > % · # G 

Seja H' = G- 1 - H. Como 1 ~H, então# H' < % · # G < 

< # H. Pela hipótese de indução, Aut G- 1 contém um .automorfis 

mo <.p tal que I.{J(H') H'. Então <.p(H) = G- 1- H' =H. Podemos 

então supor que # H < % • # G. 

39 CASO: n = 2. 

Sejam a e b dois elementos de G - 1. Pelos dois casos 
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anteriores 1 % H e #H< 2. Assim, a menos de automorfismo, 

H = tP ou H = {a}. O automorfismo '.fJ que permuta b com ab (e 

fixa l e a) pertence a Aut G- 1 e fixa H. Podemos então su-

por que n > 2. 

-49 CASO: H nao gera G 

Nesse caso, H ~ K :::_ G, onde K "' 
n-1 z 2 • Pelo 39 caso, 

n > 2. Pela hipótese de indução, Aut K- 1 tem um automorfismo <P 

tal que <.p(H) =H. Seja a um elemento de G \ K, ll a extensão de 

r.p a VG em Aut G- 1 que fixa a. Então 11 (H) = H. Podemos en-

tão supor que H gera G. 

59 CASO: #H = n 

Pelo 49 Caso, H gera G. Sejam a e b dois elementos dis 

tintos de H. Seja 'P E Aut G- 1 o automorfismo que permuta a e 

b e fixa os demais elementos de H. Então 'P (H) = H. Podemos en 

tão supor que # H > n. 

69 CASO: nenhum dos _anteriores 

Pelo 39 Caso, n > 3. 
' - pelo 49 Caso 1 H gera G; pelos Casos 

2 5 ' # y, 2n n-1 Assim, 4 5 " 7. e n < H ' = 2 . n = e ' rr H ' 
possíveis H - seguintes, A menos de automorfismos, os sao os com 
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os respectivos automorfismos '{J que os fixa, onde G < a,b,c,d >. 

O CONJUNTO H AUTOMORFISMO 'P CORRESPONDENTE 

#H = 5 

a,b,c,d,ab a ~ b 

a,b,c,d,abc a - b 

a,b,c,d,abcd a - b 

# H = 6 

- H possui o elementos de com-

primento 2 : 

a,b,c,d,abc,bcd b - c 

- H possui apenas um elemento 

de comprimento 2 : 

a,b,c,d,ab,abc a - b 

a,b,c,d,ab,bcd c ~ d 

- H possui 2 elementos de com-I 

primento 2 : 

a,b,c,d,ab,cd a- b 

# H = 7 

- H possui o elementos de com-

primento 3 : 

a,b,c,d,ab,bc,ac a ~ b 

a,b,c,d,ab,ac,ad b ~ c 

a,b,c,d,ab,bc,cd a ~ d, b - c 

a,b,c,d,ab,bc,abcd a - c 

a,b,c,d,ab,cd,abcd a - b 
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- H possui um elemento de com-I 
primento 3: 

a,b,c,d,abc,ab,ad d ~ ad 

a,b,c,d,abc,ad,bd a - b 

a,b,c,d,abc,abcd,ab a ~ b 

a,b,c,d,abc,abcd,ad b - c 

- H possui 2 elementos de com-

prirnento 3: 

a,b,c,d,abc,abd,ab a - b 

a,b,c,d,abc,abd,cd a - b 

a,b,c,d,abc,abd,ac d - abd 

a,b,c,d,abc,abd,abcd a - b 

- H possui 3 elementos de com-

primento 3: 

a,b,c,d,abc,abd,acd a ~ b ~ c ~ a 

A demonstração completa a análise de grupos com relação a 

RRGO. A 

COROLÂRIO: 

G '/c 2 
Z2, 

Um grupo f in i to G tem uma RRGO se, 

4 2 
zz, z 3 

e Q. 

e somente se 
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