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1.1. INTRODUCAO

Un sistema telefonico tem por objetivo satisfa
zer as necessidades de comunicag¢ido entre assinantes que re
sidem numa determinada area. A ligacdo direta entre todos
0s assinantes torna-se invidvel por ser muito onerosa e
ociosa, uma vezr que a parcela de assinantes que deseja se
comunicar simultaneamente € muito pequena. A solucgao adota
da & ligar cada telefone a uma central de comutacio cuja
fungdo & estabelecer a comunicagio temporaria entre os assi

nantes da rede,

Por outro lado, a continua evolucghio das necessi
dades de comunicagao entre as pessoas faz com que os siste
mas telefonicos tenham sua estrutura fisica constantemente
alterada, a fim de que nio se estabelecam insatisfacoes de
correntes da queda de qualidade nc atendimento aos SEUS
usuarios. Assim, torna-se necessario um planejamento dtimo
para determinar esta evolucgao de tal modo que a qualidade
do sefvigo oferecido nao seja inferior a valores pré-fixa
dos (grau de servi¢o), ao menor custo possivel.

Um estudo global deste plancjamento, que nos

desse a evolucgao de cada um de seus componentes, reveste-sc

de grande complexidade devido ao grande nimero de variaveis
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discretas e nao linearidades envolvidas. Entretanto, algu
mas simplificagoes sao feitas de modo a tornar possivel o
plancjamento. Assim, a abordagem tem sido feita consideran
do-se uma decomposicdo do estudo no tempo e no espago. Esco
lhe-se um periodo de planejamento ¢ faz-sc um estudo do es
tado do sistema no instante final do periodo. Uma ocutra sim
plificacgado consiste em tratar o problema de evolugdo em va
rias etapas. As etapas consistem na determinacao de novos
centros de fios com suas zonas de filiagao e posteriormente,
partindo desta localizacgae, determinar o entroncamento en

tre centrais bem como o roteamento,

Sera objeto deste trabalho a abordagem apenas
do Problema de Localizacao de Centrais Locais (PLCL), sob

um horizonte de longo prazo (20-30 anos).

E bom lembrar que na pratica estes problemas
sae, em sua maioria, de grande porte, envolvendo redes com
grande nimero de candidatos em potencial para a localizagao

da central, e por isse dificeis de serem tratados.

A abordagem dada por ARAUJO enm [l] , para asolu
¢ao do PLCL, utilizou uma técnica de decomposigdo, que divi
de o problema em dois niveis. Num primeirc nivel resolve-se
o problema que fixa uma alternativa de localizagao (Progra
ma Mestre). O segundo nivel resolve um problema de fluxo de

- - - b . "

minimo que avalia o custo da solugao gerada na primeira ota
pa (subproblema}. O processc se¢ repete um nimero finito de

vezes até a convergéncia.
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0 programa mestre consiste na solugao de um pro

blema inteiro com variaveis binarias, cuja performance,
quanto ao tempo para convergencia, diminue na medida em que
o nimero de variaveis aumenta. Isto nos sugeriu o descnvol
vimento de um procedimento heuristico de solucideo ne sentido
de acelerar a convergencia (Capitulo 3). Quanto ao problema
de fluxo de custo minimo, envolvido no subproblema, procura
mos desenvolver um procedimento melhorado de busca de base
inicial factivel que trabalhando com um menor nimero de ar

{

cos, aproveitasse o conhecimenteo da base da iteracdo ante

rior {Capitulo 5).

Finalmen&e, considerando ainda ARAUJO [1}, veri
ficamos que no procedimento de escolha dos candidatos a cen
tral, este dividiu a rede em regives candidatas e tomou uma
secic de servico (nd) como represcntante de cada regiao. A
escolha destes elementos considerou as densidades de assi
nantes da rede. Além disso foram impostas restrigles proi

bindo a localizagdo de centrais em regides proximas.

Uma vez determinada a solugdo Otima para estes
candidatos (AJUSTE GROSS0), procurava-se refinar a localiza
¢ao, variando os candidatos dentro das regioes. Este proce
dimento apresenta desvantagens pois restringe a otimizagao
apenas aos componentes da regiac candidata ¢ nao a todos os
nos da rede. Dentro deste enfoque foi objeto do Capitulo 6
deste trabalho, o desenvolvimento de um procedimento automa

tizado de refinamento da solugao obtida no AJUSTE GROSS0,
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fazendo uma analise de pos-otimizacgdo sobre todos os nds da

rede,

1.2, MODELO DE REDE URBANA

Para que se faca o estudo da localizacgao de no
3
vos centros de fios{ ) locais numa rede urbana, primeiramen

te & necessario que se caracterize esta rede.

Ao nivel de interesse do problema aqui tratado,

uma rede telefonica pode ser compreendida pela figura 1.

Todo assinante da rede deve estar filiado a uma

central Local.

Um assinante com desejo de falar com outro, é

conectado através das centrais locais de comutacao.

As centrais locais sao interligadas por uma re
o
de de cabos, chamada xede de trnoncos. A cenfraf Tandem nao

tem assinantes filiados a ela; €& utilizada para estabelecer

(*) Entende-se por Cenfhe de Fios, o ponto para onde con
vergem as segoes de servigo de uma certa area  geografica.
Cada secdo de servigo ¢ conectada a uma central local. Um
mesmo Centro de Fios pode conter mais de uma Central (prefi
x0). No descnvolver deste trabalho vamos utilizar, por um
abuso de linguagem, o termo Cenfral Locaf para designar um

Centrho de Fios.,
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ligacdes entre as centrais com o objetive de baratear o cus
to do entroncamento. A central fransdito encaminha as chama

das interurbanas.

0s assinantes se ligam a uma central inicialmen
te através de cadixas de distrnibudicac que, por sua vez, se
ligam as secces de senvdgoe as quals se ligam aos centros de

fios.

As segdes de servigo, também chamadas cabinel
ou aamahics agrupam um certo namero de assinantes (algumas
centenas) e os ligam a uma central local através da nede

primanda, em geral uma nede de cabos subterrdnecs.

A rede secundaria € uma rede de cabos, em geral

aérea, que liga o assinante a secgac de servigo.

A area geografica determinada pelos assinantes
que se ligam a uma central Iocal & chamada de zona de §ilia

cdo {ou anrea de influencia) dessa central.

E possivel que hajam assinantes diretamente 11
gados a central, sem que estejam conectados as segles de

servigo; sdo os assdnantes diretos.

Na tentativa de caracterizar qual a rede que
realmente tem interesse para o problema de localizagao de
centrais locais (PLCL), podemos descartar a rede secundaria,

visto que ela nao influencia.a otimizacao do problema.

Configura-se, entdo, a rede primdria como a 7€

de de estudo para o problema de localizagdo. Nesta rede, ad



i1~ CENTRAL LOCAL DE COMUTACAQ J.

[71~ CENTRAL TANDEM

\*/ = CENTRAL TRANSITO
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“CAIDA DE DISTRIBUICAQ

o -
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£*7 "~ FRONTEIRAS DAS ZONAS DE FILIACAQ

Figura 1 - Modelo de Rede Urbana
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mite-se que um centro de fios possa vir a ser implantado so
bre um no (secao de servico) ou sobre uma aresta (dutv) da
rede primdaria. Porém, um resultado classico da teoria de lo
calizacao em redes, mostra que, nesse caso, a solugao de mi

nimo custo dar-se-a sempre sobre um né e ndo nas arcstas.

A rede de estudo com relevancia para a otimiza

¢do da localizaclo de centrais, & apresentada na figura 2.



-15-~

Figura 2 - Rede Primaria
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A definig¢ido da rede primaria no ano horizonte

deve compreender, numa etapa prévia, a previsio da demanda
de assinantes naquele ano, nas atuais segoes de scrvigo, as
sim como prever a demanda em regioes desabitadas e criar as

segoes de servigos necessarias nestas regifes.

1.3. FORMULACAO MATEMATICA

SegundoiARAUJO [1], o problema de localizacao
de centrails locais, pode ser formulado em duas versoes. A
primeira considerando o problema classico de transportes,
de programacao linear, e a segunda, um problema de fluxo de
custo minimo numa rede. A formulacdo aqui abordada sera a

segunda, que por sua vez, & também a sugerida por [1].

0 modelo considerado, conhecido como Modelo de
Fluxo de Custo Minimo, utiliza diretamente a rede primaria
mostrada na figura 2, onde cada seciao de servigo 4 tem uma
demanda de a,; assinantes e cada central j§ tem uma capacida
de de atender bi assinantes. O problema é fazer circular
fluxo na rede de modo a satisfazer as demandas a um custo
minimo., procurando respeitar as capacidades. Aqui, o custo
do cabo & definido sobre os arces da rede primiaria e nido so
bre os caminhos minimos da rede de transportc; Com isso, ¢

possivel levar em conta a capacidade dos dutos da rede de

cabos.
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ormulacdo matemitica seria:

min I )3 di.x.. + L z.8. + I a.{ L x..- 1% x.k+a,)
iel jel 11l ied 3] jed Jier 1) ker J
s/a
P x.. - I x., £z.b. + p, - a., V.eJ 1
iep 13 T gl KT TR T %0 (1)
I X - I X., £ -a., ¥.eI-J (2)
iel 1) ker K b
+ x.. £ C,. V.el, ¥.el ' {(3)
! ji ij i j
Z z. £ N max {4)
jeJ d
z. = 0o ou 1; YV.ed
3 J
(5)
.. >0 . V.el, V.eJ
i) 1 J
restrigoes adicionais sobre z {6)
J - Conjunto de p nds constituido pelas atuais centrais

e candidatos 3 centrails novas

I - Conjunto de todos os ndés do grafo
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dij - Custo por assinante do par de fios ligando o no i
ao no j

ﬁj - Custo fixo de localizacao da central

uj - Custo de comutagdc por assinante da secao de servi
Go J

aj - Numero de assinantes na secdao de servigo j

bj - Capacidade da central futura j. Para uma central
jd existente € a capacidade de ampliacdo

;

P; - Capacidade atual da central j. Para uma central fu
tura € zero.

Cij - Capacidade dos pares do duto (i,3)

N max ~ Namero maxime de centrais a construir

Variaveis

Xij - Numero de assinantes (pares) que passam no arco
(1,3)
zj - Variavel zero-um: se zjml entao a central zj sera

localizada em j (ou ampliada); caso contrario zj:O

Assim, a funcgao objetivo de (P) procura minimi
zar, simultaneamente, o custo dos cabos, os custos fixos e
o custo de comutacgdo. A primeira parcela fornece o custo dos
cabos em todos os arcos da rede. A segunda, o custo fixo de

localizacao ¢ a terceira o custo de comutacao.

Na parcela relativa a comutagao, a expressic as
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sociada ao custo aj, indica o numero de assinantes conccta
dos a central j, supondo que sSeus assinantes proprios estdao
a ela filiados e por ela sao comutados.

E possivel supor que uma central saturada sirva
somente como né, de passagem, para o fluxo de um grupo de
assinantes.

As restricoes (1) representam um compromisso eon
tre o fluxo nao ultrapassar a capacidade de cada central
jed, ao mesmo tempo em que deve satisfazer a demanda das se

.

coes de servigo. Suponha j um desses nos:

rox.
1el

i:::::::::: g ;:::::::::f

.+7.h.
P3T23Y5

- Se jeJ for uma central ja existente, sofrendo uma expan

sao {z. = 1),
({ j )

0 < I x..- ¥ X., £b. +p. - a
del 11 ger IKT ) ] j
- Se jeJ for uma central nova sendo instalada (Zj = 1)
0 < £ x.,. - & x,,  <b, «a. pois p, =0
iel M gker KT ] ]
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- Se jeJ for um local candidato a nova central mas cmnzj=0,

entao simplesmente a demanda ¢ satisfeita.

As restrigoes (2) procuram satisfazer a demanda

nas secoes de servico.

As restrigoes (3) incerporam limitagoes de capa

cidade dos dutos da rede primaria.

A restrigdo (4) limita o numero maximo de  cen

trais a construlr.

As restricgoes (6) ddo flexibilidade para impor

outras relagdes basicas sobre as variaveis z.

0 presente modelo ignora a existeéncia de uma 1¢
de atual satisfazendo uma certa demanda, POTEm esta caracte
ristica pode ser incorporada com uma adaptagao que nac apre

senta dificuldades tedricas.

Assim este modelo busca a melhor politica
de localizacgao, no ano horizonte, partindo de uma rede des
carregada. Na otimizagac nao consideramos os custos relatil
vos i rede ja implantada, pois esta parcela € constante em
todas as alternativas e, portanto, nao influencia a otimiza

cao.
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1.4. CONSIDERACOES SOBRE A SOLUGAO

Considerando que o problema (P) em estudo € um
problema de programagao linear mista de grande porte, optou-
se por uma técnica de decomposicido de BENDERS [2], que atra
vés da avaliagdo sucessiva de diferentes alternativas de lo

calizagao converge em direcado a uma solucgdo dtima.

Como pode ser visto na figura 3, a particac de
Benders divide a resolucao do problema em duas partes, que
pode ser vista como um esquema de decomposicao a dois ni
veis. Num primeiro nivel resolve-se um problema que chamare
mos de problema (ou programa) mestre, ¢ num segundo nivel

um outro problema que chamaremos de sub~problema,

PROGRAMA

MESTRE
&

—— Fixa uma alternativa de localizacgao

Y

SUB-~ Avalia a alternativa, achando as z

PROBLEMA " nas de filiacio.

to

Figura 3 - Partigao de Benders

A luz deste esquema, 0 que O programa mestre
faz com (P) numa certa interacdo € fixar as variavcis :j em
alguma soluc¢ao. Depois, o sub-problema precisa resolver um

problema de fluxo de custo minimo em (P).
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2.1. INTRODUCAO

No capitulo 1, apresentamos uma rede telefdnica
urbana ¢ alguns aspectos do planejamento de sua expansao.
Unma etapa importante deste planejamento a longo prazo e
aquela que determina a localizacgidao de novas centrais e/ou

ampliacao das existentes. Este problema, que chamaremos de

PLCL, visa determinar, para o ano horizonte:

» 0 numero de centrais a construir ou ampliar

. a localizagao e capacidade das novas centrais
p : o . ()

. a area de 1influencia de cada central

de modo « minimizar os custos de cabos, construgac (edifica
cao, ar condicionado, energia), terreno . e comutagao.

Este capitulo se prople a apresentar a técnica
de partigdoc de Benders que sera empregada para resolver 0
PLCL; realgando a idéia de decompesicgdo embutida no método

de resolucgao.

Uma idéia particularmente atraente para resol

(*) No caso em que se considera a existeéncia de uma rede
atual satisfazendo a uma certa demanda, as areas de influcn

cia das centrails podem aparccer 'misturadas'.
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ver problemas mistos & adotar um procedimento de particio.
As variiveis de fluxo sdo reais ¢ as variaveis de decisao
(localizar ou ndo) sdo binarias. Arbitramos uma localizacgio,
isto &, fixamos valores para z e, assim, teremos um proble
ma linear de fluxo de custo minimo nas variaveis reais  x.
A resolugao deste problema nos fornece os fluxos nos arcos
e o custo correspondente. Obtemos ainda as variaveis duais
do Programa Linear, que nos dao uma indicagao de como wmodi
ficar a localizacao anterior. Determinada nova localizagio,
nove programa de fl&ﬁo de custo minimo & resolvido. Isto &
repetido um certe numero de vezes até que algum critério de
parada seja atendido. Podemos imaginar o algoritmo consis
tindo de um PROGRAMA MESTRE que determina a localizagao
("z") a partir da informacdo (variaveis duais "u") forneci
da pelo sub-problema (problema de determinagao de fluxc de

custo minimo)}, conforme fig. 4.
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KMENICIQ )

1

Programa Mestre

{ .
Petermina "'z

Convergiu ou ~

5 o~ Nao
ltrapassoun 0 N°% e
de itcragjii}// z determina x,u

Subprograma |

Figura 4 - Algoritmo de Particao de Benders
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2.2, ALGORTTMO DE PARTICAO DE BENDERS

Desenvolver-se-a o procedimento de particido de
Benders para um problema genérico (PG1) abaixe, visando com

isto uma compreensao do método-.

min {cx + £(z)}

s/a Ax + F(z) 2 b

(PG 1) X > 0
7z £ 5
C - vetor 1 xn
X - vetor n x 1
. - vetor p x 1
A - matriz m X n
b - vetor m x 1
f(z) =~ funcao escalar do vetor z
F(z) - vetor de m componentes; sendo cada componente uma
fungao escalar do vetor z.
As funcoes f, F podem ser nao lineares. O  con
junto S pode ser, por exemplo, um subconjunto de EP1 com
componentes binarias (zero ou um). Porém, vamos supor, des

de ja, que:

1. S &€ um conjunto fechado e limitado

2. As funcdes f, F sao continuas em S.

Assim, temos um problema de programagio mista
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com varidveis reais ndo negativas x e varidveis binarias z.

Aqui a idéia consiste em fixar valores para z j=1,2...p,

K
e resolver o programa linear em X, até que algum critério
de parada seja atendido.

Devemos fixar vetores 2z € S tal que o problema

resultante seja factivel. Assim, determinaremos o conjunto

R dos vetores z, factiveis.
R = {z, zeS e El/xiﬁ/Axiwa{z)},

vamos considerar que R # 0.

2.2.1., Determinacao do Conjunto R

Procuramos valores de z tal que seja possivel

encontrar x > 0 que satisfaga a inequacao
(S1) Ax>b-F(z).

Vamos empregar o Lima de Farkas para determinar

um outro sistema (S7) tal que

(S§1) admite solucao <oty (S2) admite sclugao

Assim poderemos determinar o conjunto R pelos

valores de z tal que o sistema (Sp) tenha solugao.
Considerando o Lima de Farkas, podemos afirmar
que:

(1) x>0/Bx=a 72> (2) ua<0 para V u satisfazendo uB<0
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Para 1lustrar este fato vamos admitir que (2)
tem solugao. Seja B = (Bl’ BZ...BH) uma matriz representada
pelos seus vetores colunas. Imaginando que cstes vetores

formem o cone representado na figura abaixo, o vetor u esta

ra contido no cone complementar

e

Como devemos ter
ua<0 para ¥V u/uB<0, temos que ¢ vetor a estara

no cone formado pelos vetores §1’ BZ""gm'
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Aplicando esta idéia ao sistenma (S}), temos:

(Sl) Ax > b-F(z)

x > 0
Apos a introdugdo de varidveis de folga

Ax - x = b - F(z}

x>0, x>0

Defininde C = {u, uxt, u(A-1)<0}, um -cone polié

drico, podemos escrever (52), 0 sistema equivalente como:

[82) u{b-F(z)) < ¢ ¥V uel

Assim temos que procurar a factibilidade do sis
tema original (Sl) & equivalente a procurar a factibilidade

do sistema (SZ).

Sendo © conjunto R definido como

R = {zeS/u(b-F(z)) < 0, V¥V ueC}

T . . .
e sendo ul, 121,2...nr 0s raios extremos do cone C, tais

que para ¥ ueC, temos

Podemos escrever ueC e u(b-F(z)) £ 0 da scguin

te forma



-29-

=

Aiug (wa(;)) 20,2 20,4 =1, 2...n

I o R

Dado Ai 2 0, podemos reescrever R como:
R = {z, 255/u§(b—F{z))_§ 0, i=1,2...n1}

2.2.2. Projecgao em Z

Retornaremos 3 idéia inicial de fixar 2 e resol

ver (PGl). Reescrevendo (PGLl) como:

(PG2) min{f(z} + min{cx/Ax > b-F{z)}}
ZeR x>0

e fixande z, na minimizacao interna, podemos resolver

min c¢x max u(bh=-F(z))
primal s/a Ax » b-F{z) ou dual s/a uA < ¢
x>0 vz 0

Considerando ¢ problema dual, reescrevemos (PG2)

(PG3) min{f(z) + max{u(b-¥(z))/uA < c}}
ZeR uz0

Seja D = {u/u > 0, uA < ¢ o cenjunto de res



S

trigoes do dual e seja

{u?, i = 1,2...npl seus pontos extremos.

) T . - . -
0 conjunto {uj, i = l,Z...nr} ja definido, é

formado pelos seus raios extremos.

« Se D = @, o problema primal & ilimitado, e
também o problema original (PGl)

» Se D # @, o dual terd solucao finita. Se 0
problema dual fosse ilimitado, o problema pri
mal seria infactivel, o que nao & poessivel,
visto que a restrigao zeR assegura sua facti

bilidade.

Sabendo que a solucgao de um programa linear 11

mitado € um dos pontos extremos do poliedro de restrigdes,

podemos entao reescrever (PG3) como:

zeR uk
“ i

1<ignp

(PG4) min{f(z) + max wh (b-F(2))))

A maneira direta de resolver {PG4) seria fixar
um z factivel, calcular uip(wa(z)) para i = 1,2...np, ¢ de
terminar o maior deles. A seguir, somar este valor a f(z) e
guarda-lo. Repetir-se-ia o procedimento para todos os z fac
tiveis e escolher-se-ia aquele que resultou no menor valor
de (PG4). Sc o nUmero de z factiveis fosse muito grande, es

te procedimento direto e simples tornar-se-ia inviavel. Su
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pondo que z. = 0,1 j = 1,2...k terTamos, salvo restricocs
“ . - - k . -~ - .
adicionais,Z2” combinagoes possiveis de z. Supondo k = 30.

seriam aproximadamente 107 possibilidades.

Uma alternativa para se evitar esta enumeracao
completa € considerar o problema equivalente, onde T repre

senta o menor limitante superior.

(PG5) min T

s.a f(z}+uip(wa(z)) < T i = 1,2...np (1)
uir(wa{z)] < 0 i=1,2...0, (2)

z € S (3)
As restricgoes 2 e 3 exigem a factibilidade de z,
impondo a necessidade de que zZegR.

Tendo chegado a (PG5), apresentaremos sem uma

demonstracao formal a equivaléncia entre (PGS) e [PGL)

Equivaléncia entre (PCGl) e (PGS5)

a} (PGS) tem uma sclucldo factivelee=w-{PGl) tem uma solugao

factivel
b} Se {z*,T*) resolve (PG5) e x* resolve
min cx
s/a Ax > b-F(z*), x > 0
entao (x*,z*) resolve (PG1)
¢) Se (x*,z*) resolve (PGI) e T* = ¢x*+f(z*) entao (z*,T%)

resolve (PGS).
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2.2.3. Estratégia de Relaxacao

Resolver (PG5) apresenta a dificuldade de se de
terminar todos o0s pontos e raios extremos do conjunto de
restricdoes D. A estratégia de relaxagdo consiste em conside
rar um Problema Relaxade (PGR) contendo apenas alguns pon

tos e ralos extremos.

min T
- G Prnorra . .1 .
s/a f(z)+Ji (b=F{z)) = T 18AP,Ip {1,2. np}
PGR -
uy {b-F(z)) < O 1€IT’IT {1,2...nr}
z £ §
- k ..k -
Seja {(z, T7), uma solucgao de (PGR)
Dois casos sao possiveis:
k rk - i e L - - e
1) Se (z, T) satisfaz as outras restrigoes de (PG5) nao
incluidas em (PGR), entiao (zk, Tk) resolve (PG5). Neste
caso 2% = zk e resolvendo
min cx

s/a Ax 2 b-F(z%)

x > 0
teremos x* e portanto (x*,z*) ¢ a solugao Otima de (PGl)
k Lk . - . ,
2) Se (z7,T%) viola alguma restricdo de (PG5) procuramos de
terminar a restricdo mais violada. Sera aquela em que

{f(zk) * uip(b—F(zk)}, i=1,2.,..np} & maximo. Como zk

- - ky - .
esta determinado, £(z7) e constante e, portanto, tenta-
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-se determinar ui, tal que:

ui (b-F(zk}) = max up(b~F(zk))
1_<_i_-5np 1

Assim a restrigao a ser acrescentada é:

£(z) + uP (b-F(z)) < T

k
Caso © problema max  ub (me(zk]) seja ilimitado, entac
1<i<n
P
i
alguma restricao do tipo (2) de (PGS) (restricado de raio
extremo), foi viclada por nao estar sendo considerada en

‘ i . - . T
(PGR}. Deteryminamos éntao o ralo extremo Uy € acrescentamos

a seguinte restricac em (PGR)

we (b-F(2)) < 0

-

2.2.4. 0 Algoritmo
Recapitulando, queremos resclver:

min {cx + £(z)}
s/fa Ax + F{z) > b
x>0

z €5

S & um conjunto fechado e limitado.

f. F funcdes continuas em S.
) G
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0 algeritmo para resolver (PG1) compreende um
Programa Mestre que € o Programa Relaxado (PCGR) e um subpro

blema que € um problema linear na versdo primal ou dual.

Subproblema
Primal Dual
min cx max u(b—F(zk})
i . k
sfa Ax > (b-F(z7)) s/fa uA < ¢
x = 0 u > 0

Na iteracao k, resolvendo o problema Primal,
~ k . k
sua solucao x nos dara cx .
Resolvendo o problema dual, sua solucgdo ug nos
NI k . T c
fornecera uk{DmF[z )} & 0 raio extremo u, se for ilimitado.

Em programacdo linear, o valor Otimo do proble
ma primal € o mesmo do problema dual,

Resolvendo o problema primal, as varidveis
duais serao os multiplicadores das restrigoes que serao cm
pregados para gerar nova restricao do problema relaxado.

No caso em que o Primal € infactivel, obtere

mos dele o raic extremo do conjunto de restrigoes do Dual

Uk.
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Programa Mestre

Min T

s/a f(z} + u? (b-F(z)) < T iel ,Ip {1,2...n}
(PGR) g - P P

T o L. ..
us (b-F(z)} <0 iel ., I {1,2..‘nr}

z £ 5

Rescolvendo (PGR), na iteracao k teremos a solu
cao (zk, Tk).
Nomenclatura do Fluxograma da Figura 5

LS : Custo da melhor soluglo encontrada até a presente
iteracdo. FE pois um limitante superior para o valor

atimo.

XS, 7Z§: Valores x e z correspondentes ao LS

PP : Problema Primal

PD : Problema Dual

VPk : Valor do primal na iteracgao K
k

VD : Valor do dual na iteracao K.
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RESOLVER
PROGRAMA MESTRE
{PGR)}

P01 IRFACTIVEL  b—a— FIM

XS, LS, 7S —{  Fin )

RESOLVER
SUBPROBLEMA
R (PP} 0U  (PD)
Hy
ou PP — PGI ILIMITADO Aﬁ&wﬁw{:ii%lM
fLIMITADO —
£ ’
1P S1M {LIMITADG
K RN oy Pe o
ERFACTTVEL
?
Ls= vpl 4 £(2")
xs= xK
25= 2K
Y
RAD
X5, LS, 28 L Fin )
Figura 5 - Fluxograma de solugdo do PLCL - Algoritmo de Benders



0 procedimento definido pelo algoritmo acima
terminard apds um namero finito de iteragbes. A convergén
cia finita € assegurada pele fato de que o namero de pontos
extremos np e de ralos extremos D do politopo D, do conjun
to de restrigdes do Dual é finito. A medida que o algorIitmo
vali iterando, o (PGR) val ficando mais restrite, aproximan
do-se do problema (PG5). Se comegarmos com um (PGR) sem ne
nhuma restrigido, ap0s no maximo npmr iterag6es teremoes a
solugao do problema original (PGI); No fim do algoritmc um

dos tres casos pode ocorrer:

1) (PG1) & infactivel:

Neste caso, (PGR) sera infactivel em alguma iteracgao.

2) (PG1l) & ilimitado:
Resolvendo o Dual percebercmos a infactibilidade deste

na primeira iteracio.

3) (PGl) tem solucdc 6tima finita:
Apds resolver ¢ sub-problema, se o teste de otimalidade
falhar, acrescentamos uma restrigao ao (PGR). Novamente,
vemos que no pior caso a solugdo sera obtida quando

{PGR) = (PG5).

Como o problema relaxado ¢ cada vez mais res

trito, sua funcao objetivo T sera monotona nao decrescente
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e serd uma avaliagfo por baixe do custo da localizacio de
terminada pelo (PGR). O calculo do custo real é feito pelo
subproblema. Este custo pode aumentar ou diminuir de uma
iteragao para outra. A convergéncia se da quando o valor

avaliado pelo Programa Mestre se iguala a algum custo real

calculado pelo subproblema.

Este procedimento, apresentado ne fluxograma da
figura 5, foi aplicada por ARAUJO [1], para a solucgao do
proeblema de localizacao de centrais locais, utilizando como
fungao objetivo uma fungiao linear em z. Neste caso, bascado
em suas experiencias computacionais, . a funcédo objetivo uti

lizada foi o lado esquerdo da Gltima restrigac acrescentada

ao (PGR). No entanto esta opgao fol feita sem testas ocutros Casos.

Dentre os enfoques clédssicos de programagic in
teira enumerativa - decomposicio, plaﬁa de corte e teoria
de grupos - a abordagem escolhida por ARAUJO para resolucao
do problema mestre foi a primeira, baseada em experiencias
bem sucedidas para problemas de médio e grande portes, rela

tadas em GEQFFRION e MARSTEN [3], BEALE [4], BALINSKI [S],
e SALKIN [6].
0 algoritmo utilizado foi baseado no trabalho

original de BALAS [7] ¢ na versao melhorada de GEQFFRION 8 .

Nos capitulos seguintes apresentamos propostas
alternativas de resolucao do Problema Mestre e subproblema,

aquelas sugeridas em [1] .
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CAPTTULO III - RESOLUGKO DO PROBLEMA MESTRE ATRAVES DE UM

A dificuldade de resolucao de problemas mistos,
variaveis inteiras e reais, & um velho desafio dentro da
programac¢ao matematica e tende a se agravar com o aumento

do nGmero de variavels inteiras presentes.

0 nimero de iteragOes, para o método de Benders
atingir a convergéncia, tende a aumentar quando o nimero de
variaveis zero-um aumenta. Assim, podemos concluir que um
grande esforgo computacional & exigido para & rescolugdac do
problema mestre, a medida que o numero de variaveis tende a

crescer.

Mesmo considerando a simplicidade algoritmica
dos métodos de enumeracdo implicita, verificamos que a con
vergéncia do método se torna bastante demorada a medida que

cresce o numero de variaveis inteiras.

Observagoes como as anteriores motivaram o de
senvolvimento de um método de Benders heuristice, buscando
resolver o problema mestre através de uma rotina zero-um

heuristica sem degenerar, substancialmente, o critério de

otimalidade do método. Assim, o desenvolvimento desta roti
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na visou ter em maos uma ferramenta que permitisse um proce
dimento de otimizacao computacionalmente meis rapido ¢ capaz
de tratar redes maiores ou redecs com as quais o planejador

tenha pouca familiariedade.

As grandes ressalvas & utilizacdo de métodos
heuristicos residem na sua fragilidade e caracteristica de

gerar solugdes prdximas as Otimas, porém nao Otimas.

Por outro lado, a inprecisao dos dados reais
obtidos na pratica ira, dificilmente, justificar o incremen
to de custo de uma solugae exata, bastando, ac planejador,
em problemas de grande porte, a obtencao de solucgdes muito
proximas da Otima.

Assim, baseado num estude de comparagiao experi
mental de métodos heuristicos de programagac linear, elabo
rado por zaNAKTS[9] , onde foram analisados os algoritmos
propostos por SENJU-TOYODAL1G] | KOCHEMBERGER, Mc CARL e
wyMan[11] e HILLIER[1]] . optamos pelo método proposto por
KOCHEMBERGER, McCARL e WYMAN em vista de sua simplicidade

algoritmica.

Este caplitulo relata o desenvolvimento e resul

tados obtidos com a aplicacdo do método.

Sao feitos testes computacionais com problemas
cldssicos da literatura com a recde telefonica da Cidade de
Sao José dos Campos ¢ a rede telefonica da Cidade de Curiti

ba, comparando os resultados com os obtidos por outros algo
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- - - - .
ritmos exatos, 1nclusive o metodo de Balas.

3.2. Uma Heuristica para Programacdo Linear Inteira - Mctodo

Qg Kochemberger, McCarl e Wyman

Na construgao de modelos de programagido inteira,
frequentemente nos deparamos com Testrigoes de que todas as
variaveis devem assumir valores inteiros. Restricoes intel
ras sdo, geralmente, necessarias devido a natureza indivisi
vel dos Itens a serem otimizados. Assim, o problema a ser
considerado € o de maximizar uma func@o objetivo linear,
dentro de um conjunto de restrigOes lineares, sujeito & res
tricdo adicional que todas as varidveis sejam binarias (0

ou 1}.

0 problema tem, entao, a seguinte configuracao:

n
Max § «<C:x:
. 37
j=1
n
é D S s i = P |
s/a R ag5%5 2 by i 1,2 i
i=1
X5 = 0 oul jo=1,2...n
onde:
m : numero de restrigoes
n : numero de varidveis

: ganho associado a j-&sima variavel

a: recurso requerido por unidade de variavel j na



i-&€sima restricao,

bj: recurso disponivel na i-&sima restricio.

Esta heuristica propGe um métode simples de ob
tengao de uma boa sclugao factivel para problemas de progra
macdo linear inteira ou 0-1, 05 quais através de manipula

coes simples podem ser colocados na forma apresentada.
A id€ia basica do método € a seguinte:

- 0 vetor solugdo inicial & constituido por to
das as variaveis idguais a zero. A seguir, as variaveis sdo
incrementadas, uma por vez,com base no aumento da fungao
objetivo, provocado por unidade de factibilidade consumida.
Convém salientar, que embora nﬁé esteja explicito, o método

foi concebido para trabalhar apenas com a_ _ e b  nao negati
i] i -

vos, €aso que ocorre no problema abordado.

3.3. Resumo do Procedimento

1. Coloque o problema na forma apresentada.
2. Faga a solugao inicial xj = 0 para todo
j = 1,2...n

3. Calcule b, folga ou excesso da i-ésima  res

trigao

X a 1= 1,2,..m

jon
b
b}
&
fpud »
i
[ e



4. Calcule &, porgao de folga ou excesso, con

ij?’
sumida pela varidvel Xy na i-ésima restrigio.
a = a../b i=1,2...m
1] 13771
j = 1,2...n
5. Sendo ajq 2 0, calcule Rj, porgac total de
folga ou excesso consumida pela variavel X5 (em todas as
restrigoes) ou a porgac de factibilidade consumida por X5
m
Ry = I ajj j o= 1,2...n
1=1

6. Calcule Ej, variagdo na fungaoc objetivo pro
vocada pela variavel Kj’ por unidade de factibilidade consu
mida

Ej = CJ/R} jo= 1,2...n

7. Escolha o maior Ej, ou seja, a variavel que
di o maicr incremento so valor da fungdo objetivo por unida
de de factibilidade ceonsumida.

8. Avalie se a variavel X5 assoclada ao malor
Ej nao negativo,. quando incrementada torna o problema infac
tivel.

8.a. Se o problema se torna infactivel, entao
retorne ao passo 7, escolhendo o proximo maior Ci nao nega
tivo.

8.b. Caso contririo, incremente a variavel em
questao.

9. Volte ao passo 3 se a variavel for incremen

tada, caso contrario, termine o procecdimento.
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Devemos observar que como o algoritmo foi desen
volvido para programaggo inteira, ao scr utilizado em pro
blemas de programacao linear zerc-um deve-se ter o cuidado
de proibir o procedimento de incrementar cada variavel de
mais de uma unidade. Esta técnica também € utilizavel em
problemas mistos (variavels inteiras e rcais) meramente in
crementando as variaveis reais de quantidades {fracionarias

quando incrementos inteiros nao forem possiveis.

£ B -
Fluxograma Resumide do Mctodo

Lista de variaveis utilizadas:

3

M : Numero de restrigoes do problema mestre geradas

pelo sub-problema

N : Nlmero de variaveis do problema mestre

1 : Conjunto de indices das restrigoes I=1,2...M

J : Conjunto de indices das variaveis J=1,2...N

A(I,J) : Matriz de coeficientes do problema mestre

B{I) : Vetor de recursos disponiveis do problema mestre

C(J) : Vetor de ganhes do problema mestre, ou seja, 0s
coeficientes da Gltima restrigac gerada pelo
sub-problema (iltimo corte)

X{J) : Vetor solucgao; Xj = 0 ou.l

FOB : Valor da funcgao objetivo



IA

BBAR(I)

ABAR(I,J)

CBAR(J)

SOMAT1

SOMATZ

CALCI

-] 5~

Indice da varidvel candidata a scr incrementada
numa iteracdo

Vetor de folgas das restrigoes

Matriz da porgao de folga consumida, por varid
vel, em cada Testrigao,

Vetor que contém na posicido j, o aumento provo
cado na funcao objetivo, pela variivel xj, por
unidade de factibilidade consumida, numa itera
cao. ¢

Fungao que calcula a quantidade de recurso con
sumido pela solugao X(J) na restricgao I

Fungao que calcula & porgdo total de folga con
sumida pela variavel j ou ainda a porgao de fac
tibilidade por ela consumida

Subrotina que avalia os valores de BBAR{IY},

ABAR(I,J) e CBAR(J)



Programa Principal

( INTCIO )

‘i'

Entrada de
dados ~ A(1,J)
B{(IM.C(J),M,N

¥

Geragao do
Vetor X{J}
X(J)= 0 |
]

?

Inicializa FOB

e N? iteragoes
FORB=0(

0

|

1

Chama . !
SUBROTINA

CALC 1 !

!

i

%

CBAR (IA)

i

Y

O
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calculeo do maior
CBAR (1)
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Subrouting Calc 1

( IN;CEO )

§

BBAR(!})=8(1)~

vOA{;d)F X (1)
J

T

ABAR (1,0} =

A{1,J)/BBAR(])

CBAR{I,J) =

C{J)/ L ABAR(I, )
]

4;

Figura 6 - Fluxograma Resumido do MZtodo Hleu

ristico
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3.4. APLICACAC A PROBLEMAS TESTES

A fim de testar a implementacao do algoritmo
heuristico, este fol aplicado a problemas cldssicos da lite

ratura.

Os problemas testes foram sugeridos por PETER
sen[13]  weincarTNER[14] e sEnguo TovODA[10] |, cujos resul

tados saoc apresentados na Tabela 1.

Calcula-se a porcentagem de erro entre o valor
da funcgao objetivo obtido pela heuristica e o obtido elos
p

métodos exatos, como medida de eficiencia.

Pode-se observar gue mesme sendo levadas em con
ta as diferencas em rapidez computacional, o tempo gasto pe
la heuristica € muito menor que o tempo necessario para  a
solugdo do problema através dos métodos exatos examinados.
Somado a isto, pode-se observar que a porcentagem de erro
entre o valor da funcgio objetivo obtido pela heuristica e o
obtido pelos métodos exatos nunca fol superior a 3%, justi

ficando para a solugao destes problemas, o seu uso.



TABELA 1 - Resultados obtidos em problemas testes extraidos da literatura

) o : +
PROBLEMA N N TEMPO CPU (SEG) FUNGAO OBJETIVO ..
VARIAVETS RESTRICOES OTIMO HEURISTICA  OTIMO HEURISTICA
1.Petersen N.6 39 5 300% 1,087 10.618 10.315 2,87
1) .

2.Petersen N.7 50 5 2.1600 1,467 16.557 16.051 3,0
3.Weingartner N.1 28 2 1,89 0,273 141.548 141,548 0
4.Weingartner N.2 105 2 2@ 3,395 1.095.445  1.095.352 0,008
5.Senju-Toyoda A 60 30 ga® 5,761 7.772 7.761 0,14
6.5enju-Toyoda B 60 30 2410 8,29 8.772 8.640 0,94

(+) O tempo de CPU para heuristica foi obtide com PDP-1¢

(1) A solucdo Otima foi obtida usando o algoritmo de Balas com o computador SD§-930

(2) A soluga@o &tima foi obtida usando um algoritmo de programagioc dinamica do computa
dor IBM-7094
Utilizando ocutro algoritmo para a solucao, os problemas 3 e 4 gastariam respectiva
mente 406 e 16 vezes mais tempo de CPU[Q]

(3) A solucao Otima foi obtida através do IBM/MPSX em um computador IBM 360/75

-IS_
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3.5. APLICAGAO X PROBLEMAS DE LOCALIZACAO DE CENTRAIS LOCAIS

Como sabemos, a maioria dos problemas de locali
racao de centrais locais encontrados na pratica, sao proble

mas de grande dimensao.

Devido a este fato e também por este problema
estar sendo resolvido de forma conversacional, com a inter
ferencia do planejador na evolucgao da solucao, optou-se por
uma técnica de decomposigao (partigao de Benders), que atra
vés da avaliacdo sucessiva de diferentes alternativas de lp

calizacdo converge em direc@o a uma solucdo Otima.

A particio de Benders que divide a resoluc¢ado do
problema em duas partes, pode ser vista como um esquema de
decomposicao em dois niveis. Num primeiro nivel resolve-se

um problema que chamaremes de sub-problema.

PROGRAMA Fixa uma alternativa de

MESTRE localizacgao

SUR-PROBLEMA Avalia a alternativa achando
as zonas de filiagao
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A luz deste esquema, o que o programa mestre
faz numa certa iteragdo & fixar as varidveis zj em  zlguma
solugao. Depois o sub-problema avalia o custo desta solucio

resolvendo um problema de fluxo de custo minimo.

O programa LOCUS desenvolvido por ARADJC enfo
ca a localizagaoc de centrais locais como um problema de oti

mizacao em busca do O6timo global.

0 algoritmo heuristico foi implementado Como
uma rotina heuristica de soluc@o do problema mestre e inse
rida no programa LOCUS, gerando o programa LOCUS HEURTSTICO.
Utiliza-se a idéia de localizar as centrais em duas etapas.
Na primeira etapa, baseado numa analise prévia da rede, se
lecieona-se um nimero de nos candidates a central, seja por
serem nés que concentram assinantes, seja pelo conhecimento
da estrutura urbana da rede. Determinamos a solucgao Ootima
para estes candidatos e numa segunda etapa, chamada AJUSTE

FINO, refinamos a localizacéo.

No ajuste fino fazemos uma analise pos-otimiza
¢do com o objetivo de ratificar a localizagido fornecida ou
determinar uma melhor. Este procedimento se torna Dbastante
conveniente tendo em vista gue o método heuristice nao ga

rante o Otimo global, porém tem a vantagem de uma convergen

cia mais rapida que os algoritmos de enumecracido.

Deve-se observar que o conhecimento profundo do

problema pode sugerir boas solugoes iniciais, a partir das
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quais o processo sendo iniciado reduz o nimero  necessirio
de iteracgoes.

Trabalhou-se com a rede telefonica da Cidade de

Sio José dos Campos, de médio porte, composta por 327 nos o
364 arcos sem orientacdo. Apds exaustiva anadllise da rede fo

ram selecionados os candidatoes a instalacdo da central.

A seguir, foil arbitrado um conjunto de localiza
¢des iniciais factiveis, aqui referidas como localizagoes

de partida (LP), vis&ndo uma melhoria computacional.

¥

Foram testados 8 casos com varias "LP" e com
apenas uma "LP", com diversas configuragoes com o objetivo
de comparar o desempenho do Programa LOCUS HEURISTICO fren

te ao Programa LOCUS,

Nos 6 primeiros casos feram utilizados 9 candi

datos a centrais e nos dois Gltimos 15 candidatos.

Foram observados o numero de iteracoes e a con
vergencia @ solugdo Otima utilizando, inicialmente, 10 "LP"
diferentes para cada caso, ¢ finalmente, 0S5 mesmos testes
com apenas uma "LP", cujos resultades sao apresentados nas
tabelas 2 e 3.

-

De posse dos resultados das tabelas 2 e 3 foil
possivel observar que os dois programas se comportam dc  ma
neira diferenciada, o que nos permite fazer algumas conside

ragdes. Como ja fol dito foram arbitradas localizacgles de

partida factiveis, visando gerar restrigbes para o programa



TABELA 2 : Resultados obtidos nos testes com a rede de Sdc José dos Campos, com 10
localizacoes de partida

PROGRAMA LOCUS PROGRAMA LOCUS-HEURTSTICO .
CASOS Ne (1)  ITER.EM QUE N (1) ITER.EM QUE ERRO
ITERACOES ~ CONVERGIU  OBTEM GTIMD ITERAGOES ~ CONVERGIU  OBTEM OTIMO
1 21 SIM (*) 13 SIM Q) 0
2 24 SIM 22 15 SIM 15 0
3 23 SIM ) 13 STM ™) 0
4 21 ST™ 18 18 NEO *) 1.4
5 24 SIM 23 16 NIO 16 1.4
5 23 SIM Q) 14 SIM (*) 0
7 0 (23w - 14 NAO 11 13.1
8 0 ) o . 21 NAQ 13 9.0

(1} Convergéncia a solugdo Otima.
(2) 0O procedimento foi interrompide pois atingiu o nimero maxime de iteragoes permitidas.

(*J A solugd@o Otima estave entre as localizacOes de partida.



-56G-

TABELA 3 : Resultados obtidos nos testes com a rede de Sao Jose dos Campos, com 1
localizacao de partida

PROGRAMA LOCUS PROGRAM. LOCUS-HEURISTICO %

s (1)  ITER.EM QUE Ne (1) ITER.EM QUE ERRO
ITERACOES ~ CONVERGIU  OBTEM OTIMO ITERACOES ~ CONVERGIU  OBTEM OTIMO

1 22 SIM ) 15 SIM ) 0
2 23 SIM 15 12 NAO 12 1.4
3 21 SIM 17 18 NAG 7 3.1
4 22 STM 13 1 NEO 7 3.1
5 23 SIM 13 17 N0 6 3.1
6 21 STM 15 12 NFO 3 1.4
7 70 NAO - 9 NAD | 4 9.0
8 70 NEO - 20 NEO 4 11.0

(1) Convergéncia a solucao Otima,
{(2) O procedimento foi interrompido pois atingiu o nimero maximo de iteragoes permitidas.
(3) A solugdo Otima estava entre as localizagdes de partida.
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mestre. 0 objetivo deste procedimento ¢ o de fornecer a0
programa uma configuragao inicial de localizagdes que peormi

tisse uma mais rapida convergéncia.

[

Observando os dados das tabelas e 3 verifi

cou-se, com relagao ao numero de iteracoes, a nido scnsibili

-~

dade, dos dois programas, as localizacoes de partida.

Isto ocorre pois os dois programas trabalham
com linearizagoes externas, tendo como fungio chjetive o 1
timo corte gerado (ﬁgtima restricac). Assim, o0s programas

sO seriam sensiveis ds "LPs'" se estas fossem em nimero mui

to grande, ou seja, quando os cortes (linearizacoes exter
nas). fossem menos pobres, isto & quando as "LPs" ja tives

sem formado uma boa representacao da fungioe objetivo T.

Analisando a estrutura dos dols programas con
cluimos que o programa heuristico deveria incorrer cm ugn
maior numero de iteracgbes, uma vez que ele gera lineariza

¢Oes externas (restrigOes) mais pobres, contudo, o seu rigi
do critério de parada por infactibilidade compensa o nimero
de iteracgoes.

Ainda considerando as localizacgocs de  partida,
&€ importante notar que uma analise prévia da rede em cstudo
pode sugerir boas localizac¢oes iniciais, o que pode f{favore
cer a convergéncia do método heuristico, no que diz  resped

to a uma menor porcentagem de ervo.

Quanto ao aspecto de convergéneia, vonsiderando
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0s testes reallizados, verificamos que o programa hecuristico
50 convergiu nos cases em que a solugio Otima fazia parte
do conjunto de solugdes de partida, Nos casos em que o métg
do heuristico ndo convergiu, a melhor solugao obtida sempre
$e caracterizou por estar em um patamar, isto'é, foil possi
vel observar que ao chegar a uma configuracgac de localiza
¢Ao muito proxima da &tima, a menos de um elemento seria a
otima, nido houve mudanga de solucdo nas iteragdes subsequen
tes. Isto se deve a estrutura rigida do algoritmo que difi
culta excessivamente a troca deste Unico clemento que 5€
desvia da solugdo Otima, o que leva o procedimento a termi

nar sem atingir o objetivo.

Com base na comparacdao entre os dois métodos,
sugerimos a implementacao de um algoritmo misto, que utili
zaria tanto a rotina zervo-um exata de BALAS, comoe a& vrotinn
zero-um heuristica de KOCHEMBERGER, McCARL e WYMAN. Basica
mente a rotina heuristica seria utilizada at€ o momento em
que se atingisse o patamar e, a partir de entao, utilizar a

rotina exata.

Aplicacgao a uma Rede de Grande Porte

0 programa LOCUS-HEURISTICO foi utilizado na so
lugido do problema de localizagio de centrais da rede telefo
nica urbana da Cidade de Curitiba, composta por 586 nos e
744 arcos sem orientagao. (Figura 7)

Apos analise prévia da rede foram escelhidos 20

candidatos a central conforme o aprescentado na Pigura 8.
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Fei dada apenas a seguinte localizacgio de parti

LOCALIZACAD DE PARTIDA

NOS: 49 320 79 398 383 106 195 518 503 153

0 nimero m&ximo de iteragdes foi limitado em 50
e o problema foi submetido 2 solugdo através dos dois méto
dos (exato e heuristiico). cujos resultados s#Zo apresentados

na tabela 4.

TABELA 4: Resultados obtidos com os programas LOCUS e LOCUS

HEURISTICO na solucio de problema de Curitiba.

Ne DE ITERACAC EM OUE  CUSTO DA POLITICA
ITERACDES ~ OBTEVE MELHOR SOLUCAO DE
EFETUADAS A MELHOR SOLUCAO (cr$) LOCALIZACAO
LOCUS 50 18 79,300,601  19-320-79-398-154
-30-195-518
LOCUS 49-320-79-398-383
HEURTSTICO 7 1 71.840.017  106-195-518-505-

153

Analisando a Tabela 4 verifica-se que o método

heuristico ndo conseguiu gerar nenhuma politica de localiza
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¢ao melhor que a fornecida come localizagao de partida. Con
tudo podemos observar que sendo a "LP" uma solugio mulito

boa, proxima da Otima, o programa heuristico, desde a pri

meira iteracao se viu em um patamar interrompendo o procedi
mento com 7 iteragoes, assumindo como otima a localizacao
de partida, incorrendo em um erro de 2% sobre o custo da
melhor solugdo obtida pelo método exato. Por outro lade, em
bora o método exato tenha obtido melhor politica de locali
zagcdo ndo houve convergeéncia com o numero de iteragées por

£
mitidas. ’

Resumindo toda a experiéncia podemos concluir
que o método heuristico ndo cbteve uma boa performance na
solucde de problemas com esta configuragac, apresentando co
mo principal demérito sua ripgidez guanto a convergencia.

Uma sugestac que julgamos melhorar o desempenho
do método heuristico no que diz respeito ao numero de itera
¢oes, seria utilizar como fungao objetivo uma representacao

de T, menor limitante superior, considerade em (PG5) no Ca

pitulo 2.



4.1, INTRODUCAQO

Nos Capitulos I e Il apresentou-se a formulacio
do Problema (P) de Localizacgao de Centrais Locais {PLCL), e

sua abordagem segundo a Teécnica de Particdo de Benders,

A luz deste esquema vE-se que © sub-problema
consiste em um problema de fliuxo de custo minimo em
uma rede, seando necessdarin, para sva resolucao, um algorit

mo adequado.

0 procedimento de solugdo aqui utilizado foi ba
seado no trabalho de AUTHIEElSJ , cujo desenvelvimento &
apresentado a segulr uma vez que scu conhecimentoe se  torna

imprescindivel 4 compreensie dos capitulos seguintes.

4.2. FORMULACKO DO PROBLEMA

0 problema de fluxo de custo minimo (linear)

que aqui serad tratado, pode ser formulado da seguinte manei

ra:
a) Seja uma rede constitulda de n centros de

tratamento de matéria e m ligagdes direcionais entre cste

ui
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centros, por onde a matéria transita. Pode-sc associar a ¢s

ta rede um grafo G = (N,U), onde o conjunto N de nds corre

P

ponde aos centros ¢ o conjunto U de arcos orientados corres
ponde as ligagoes direcionais entre os centros., A estrutura
dessa rede fica inteiramente definida pela matriz de inci

dencia I(n,m)* do grafo.

b) No gréfo G(N,U) cade no i pode produzir, con
sumir ou simplesmente servir de passagem para a matlria. Sc
ja a; a quantidade de matéria associada ao no i. Se a; > 0
o né i serd produtor. Se g < 0, o n6 i sera consumidor, ¢

se a; = 0, sera um nd de passagem. Fica assim definido o ve

tor de recursos a (n,l1).
¢) E supcsto que a rede € auto-suficiente, isto
e, que T a; = 0. Caso num exemplo real exista um desbalan
1eN 7
ceamento entre produgao global e consumo global sera neces
sario completar a rede com a introducio de um nd ¢ alguns
arcos, chamados de fechamento, por onde escoara o custo nu

lo, o “"deficit” ou "superavit" de materia.

d) Para satisfazer a conscrvagao de matéria,

se 0 f e e

(*) E uma matriz onde as linhas estio associadas aos nds o
as colunas aos arcos. A coluna correspondente ao arco
u = (i,j) tera todos os componentes nulos a exceg¢io do
i—ésimo componente que tera valor +1 e do j-csimo  com

ponente que tera valor -1,
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em cada no da rede, € proeciso encaminhar a produgdo em dire

gao aos centros de consumo por intermédio das ligagdes oxi

b

tentes. A quantidade de matéria escoada pelo arco s chama

da {luxo no arcoe € represcntada por Xy -

e) Por razodes tecnologicas, o fluxo em cada ar

Co. Uy deve ser superior a um limite inferior bk e nao deve

ultrapassar um limite superior Cyes chamado capacidade do ar

co. Para o conjunto de arcos essas restrigoes se escrevem

b £ £ ¢, onde b(m,1) e c(m,l), representam o0s vetores de

l

H

limites inferiores e superiores.

f) 0 custo de transportar uma quantidade Xy
através do arco My & considerado proporcional i quantidade
transportada constituindo-se, assim, numa fungio de custo
linear dkxk. Para o conjunto de fluxos na rede definc-sc en
tao um vetor de custos unitarios d({l.,m).

0 problema aqui estudado consiste em determinar
como escoar o produto dos certros de producio até 0s cen
tros de consumo, através da rede existente, de modo a mini

mizar o custo total de transporte.

Matematicamente, ¢ problema de {luxo de CUSTO

- - «
minimo (linear) se apresenta como:

min z = dx
(1) s/a Ix = a

b o<

T
e}
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Considerando tratar-sc de um problema lincar de
grafos, utilizaremos algoritmos especificos para sua solu

cao,

4.3, ALGORITMOS DE FLUXO

Base do Sistema

'

Inicialmente, & preciso caracterizar as bases

do sistema Ix = a. A matriz de incidéncia I{n,m} apresenta

a caracteristica de possuir somente (n-1) linhas linearmen

te independentes. Isto se deve ao fato de I Ii = { onde
ieN

Ii & o vetor linha da matriz de incidencia 1.

Exatamente motivado por essa dependéncia linear
se exigiu, na formulagao do problema, para efeito de consis

téncia, que L ai = 0,
ieN

Reescrevendo o sistema, tem-se

L Ikxk = a (2)
kel

k - . . ] e
onde I e o vetor coluna da matriz de incidencia 1.

Logo, uma base de {2) serd composta de (n-1) ve

tores colunas linearmente independentes.

Chamando o conjunto de Indices associados a0s
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{n-1) vetores linearmente independentes de B, ¢ B seu com
plementar, podemos particiconar o sistema (2) da scguinte
forma
B B '
I"x, + I7x%x = a 3
=B =B = (3)

As variaveis de fluxo Xy sao chamadas variaveis

bdsicas se ke B e nao basicas se ke B,

O conjunto de arcos UB = {Uk/k e B} permite «ca

racterizar o grafo H(N,UR) associada 2 basec IB.

0 conjunto de restricoes do problema linear {1)

Ix = a b < x < ¢ (4)

S

Um vetor x satisfazendo (4) € chamado  SOLUCAD
FACTIVEL de (1). Supondo conhecida uma base IB pode-se¢  par
ticionar o sistema conforme (3). Atribuindo-se valores para
as variaveis fora da base Xgp {independentes) pode-se deter
minar os valores das variaveis basicas x (dependentes) pela
resolucao do sistema {3).

Particionando o conjunto de variaveis nio  bisi

i

cas em dois subconjuntos complementares (B B1 + B2) def1

-

ne-se como solugio bisica do sistema Ix = a relativa a buasc
B e o ; 1 Lo
17, a solugao do sistema que resulta da escolha das varia

veis ndo biasicas que seguce:
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xB., = bB

XBy = Dby
xB, = cF,
Uma vez que a partigao de B em El-e ﬁz ¢ arbi

triaria, varias solucgbes basicas corresponderdo a mesma base
B - o N - - . o
I7. Uma solugac BASICA FACTIVEL serd obtida quando as varid

vels bisicas satisfizerem a restricd

by 2 X

£ C

B =B

Finalmente, uma solucde basica factivel de (1)
que minimiza z = dx & chamada SOLUGAO BASICA FACTIVEL 0TI

MA.

Considerando o teorema fundamental de programa
gdo linear e considerando que as restricoes {(4) definem um

conjunto compacto, pode-se garantlr que se o problema (1]

tem uma solucdo basica factivel entde terd solucao basica factivel

dtima,
A busca da solucgido 6timaz & finita uma ve:z que
ira se limitar a procura entre as soluctes basicas factl

veis, as quais sido em numeroc limitado.

O principio do algoritmo SIMPLEX, para a rvesolu
¢ao de problemas lineares, consiste justamente em passar de
uma solucdo basica factivel a uma outra, de tal sorte, que
a funcio objetivo decresca a cada iteracio até alcancar a

solugido Otima.
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Para poder-sc avallar os cfcitos que as mudan
¢as, nas solugdes bhasicas, causam sobre o valor da fungao
objetivo, € preciso expressi-la em termos das varidaveis nio

1

basicas. Para isso &€ fundamental a utilizagio do conceito

de vetor multiplicador.

Vetor Multiplicador

. B . ; . .
Seja uma base I . Deseja-se exprimir a funcao
objetivo em termos exclusivamente das variaveils nao has i

cas, que sao varifvels independentes.

Reescrevendo o sistema Ix = a e a fungdo objeti

L " B
vo z = dx de forma particionada em relagao a base 17, tenm-

~5e:
B B
I'xp + I'xg = 2 (5)
B B
d7xy + dixg = o2 (6)
Subtraindo~se de (6) uma combinagao lincar das
linhas do sistema (5), onde o peso multiplicador de cada

linha i & ti, obtém-se:

(aP-t1Px, + (aPt1®)xy = z-ta (7)
£ 71 JXg - =7 5B -
onde, t(l,n) € o vetor de componcntes tj. A expressio )

€ equivalente a (6).

A fim de se obter a representagao da fungao  ob

jetivo em termos exclusivamente das varidveis nao hiasicas,



escolhecu~-sc o vetor multiplicader t de tal forma que:

3 :
a¥ P e g (8)
A reseolucgao do sistema (8) fornece o valor do
vetor multiplicador relativo a base IB. Como se tratam de

n-1 equagbes a n incdgnitas, existce um grau de liberdade o
que caracteriza uma infinidade de solugtes. Se t* € uma so

lucao de (8) entdo t*+ac também serd, onde a € un escalar

qualquer e e(l,n) &€ uwm vetor cujos componentes sao iguals
al. .
A solucao de (8) da-se o nome de vetor POTEN

CIAL e corresponde na teoria de programacio linear d4s varid
veis duais do problema primal., A multiplicidade dos poten
ciais associados a cada solucdo basica se deve a existéncia

de uma redunddncia entre as restrigoes (linhas) do sistena

Para caracterizar esta infinidade de potencials
utiliza-se o conceito de TENSAO, que corresponde a um vetor
©{1,m), tal que:

0= t1’

A tensao existe em qualquer arco do grafo porém
para os arcos basicos ela €& igual ao custo do arco.

Assim a qualquer arco bdsico ou nao basico, e
ve corresponder uma tensado para cada solucio biasica.

Logo, a cada fluxo associado a uma basc P cor

responderd uma Unica tensio © dada pelo companente
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tal que:
g =d (10)

Em sintese, qualguer vetor multiplicador ou ve

tor dc potenciails associados a uma solugdo basica do proble

ma (1) devera ocasionar tensfes nos arcos da arvore corres

pondente, iguals aos custos destes arcos.

Chama-se VETOR DE CUSTO RELATIVO ao velor
- ! ‘
d{l,m), definido por:

d=d-tI =4d-¢8 (11)

e que corresponde aos coeoeficientes da fungac objetivo modi

ficada (7). Loge, tem-se que para todo arco U {i,j) & B,

<

o custo relativo

&k = a*d - gl) . (£5-t4) deve ser nulo.

A determinacao do vetor de custo relativo, que
permite expressar a funcdo objetivo em termos das variaveis

nio bisicas pode ser feito a partir de qualquer vetor poten

cial satisfazendo {(8), percorrendo-se o0os arcos da arvore
H(N,UB), da seguinte forma:

a) Escolha, arbitrariamente, um no da arvore
H[N,UB}, atribuinde~lhe um potencial qualquer (por ecxcmplo

tiﬂ(})

b) Seja i um nd com potencial ja detcrminado ¢

j um nd ainda sem potencial



. se {1,j) eB dfaca tj = ti~o;

H

o se (j,1) e B faca t ; ti+d31

Assim, ao final € obtido um vetor potencial
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5d

tisfazendo (8) e a partir dal pode-se determinar as tensdes

e o vetor de custos relativos,

Critério de Ctimalidade

. - B . - . -
Seja uma base 17 e sejam as variaveis nao
cas em Bl e B2. Seja d, ¢ vetor de custo relative da
1 g,

B . L - - .
I”. Sejam as variaveis nao basicas escolhidas como:

[H

51 % by

2F2 T LRe

As variadveis hisicas correspondentes, Xy, 80 su

postas factiveis, ou seja,

bp £ Xp £ &y

Esta solucdo bdsica factivel serd otima se o ve

tor de custo relativo satisfizer as relagoes:

dg; 2 0

(12)
dyp = 0

ou seja, o custo relative das variiaveis nie basicas que ¢

basi

hasc

&1

tdo no limite inferior € ndo negativo, ¢ os das  variaveis



nao basicas que estdo no limite superior & niio positive. Is

to significa dizer que se qualquer uma destas variaveis seo

tornar basica nae irad provocar uma diminuicio no valor du
funcao objetive expressa em (7). Este fato caracteriza L

minimo local, porém, como o problema (1) & convexo este mi

nimo local & o minimo gleobal.

. - - . - B -
Seja uma solugao basica admissivel onde I7 & a

base e H(N,up) a arvore correspondente. Se as condicocs de
) -

otimalidade nao sdao satisfeitas € preciso mudar a solugio
basica factivel garantindo, entretanto a diminuigdoe do va

lor da funcao objetivao.

A filosofia do método simplex consiste em modi

ficar uma Unica variivel, fora da base, por vez. Escoihen

do-se a variavel fora da base x. que nao satisfaca o crit§

s
rio de otimalidade, fazemos com que a coluna corresponden
te I1° seja intreoduzida na base. Hsta coluna corresponde ao
arco u, da co-drvore (M’UB) pois s e B. A entrada de I° na
base pode ser interpretada come a introdugac do arco u, o na
arvore (N, U

0 grafo (N,U ) possuc agora um ciclo elemen

B+s

- . . 3 B : -
tar unico, denominado p”, assim a mudancga de fluxe da varia
vel X ¢ desejavel para diminuigio do valor da fungio obje

tivo. Ksta mudanca ocasiona uma variaguo de fluxo cm  todos

os arcos do ciclo.
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Assim, faz-se circular matéria pelo ciclo ub

atraves do arco ug Graficamente, isto € representado na

figura 9

- : s . -
Figura 9 - Ciclo u” {ormade pela introdugao do

arco u, na arvore.,

0 fluxo de U sende aumentado de ¢ acarrctara
aumento de £ em {m?,uﬁ} ¢ diminuicao de € em {ug,ul}. As

sim, enquanto X, varia de uma quantidade e {(€>0 se $5.Lj au

<0 se sz:ﬁz), as varidvelis basicas {dependentes) variariao
~ . . g

em consonancia. As que pretencem ao ciclo elementar 7 muds

rao de acordo com a circulacgdo de matéria. AS que nao  per

1

tencem ao ciclo permanecerac invariantes., 0 limite de variu
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cao de X quc mantém a saolucio factivel, deve ser obtido
quando dentre as variaveis de fluxe que se modificam, uma
atingir seu limite superior ou inferior. Casc a prdpria va
riavel X, seja a primeira a atingir seu limite, haverd mu
danga de solugdo basica sem haver mudanga de basc. Caso con
trario, seja x. & varidvel bidsica do ciclo u°, que limita a
variagao de fluxo, e que portanto saird da base. Na nova ba

5 - X
se a coluna I7 tomara o lugar da ccluna h,

A interpretacgido desta troca de base a nivel do

grafo & a seguinte: introdugdo do arco u, na arvore H =

(N’HB) constituinde o grafo (N,HB+S) e criando um ciclo ele

5 = s
mentar w . A supressao do arco v, € U gera um novo grafo
(N,ug) gue permancce conexo sem ciclos. [ a

- . - R .
arvore associada a nova base 17 .,

(N‘UB+5—T

Representacao de uma Base

Na programacdo lincar clissica a informagic fun
damental que caracteriza as solucgdes basicas a cada 1tera
¢ao € a matriz inversa da base. L esta informacgao que permi
te realizar os cdlculos necessarios a mudanca da base na

proxima iteracdo.

No caso de grafos, associa-se uma arvore

- , 0 he B - P . :

H = (N,UB) a cada base 17, O vetor multiplicador ¢ o veto:
de custos relatives podem ser obtidos, como foi visto, a

partir do conhecimento da drvore H. Jd a coluna que entra,

cxpressa em termos da base, corresponde ao ciclo elementar
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que a introdugao do arco correspondente ocasiona na arvore

H.

A mudanca de base que nz programacao lincar
classica corresponde a operacgoes matricials sobre a inversa
da basec, no caso de grafos € simplificada a passagem de uma
arvore (N,UB) a outra (N, U, ). TIsto ¢ feito através da tro
ca de dols arcos pertencentes ao mesmo ciclo, operacgac esta
muite mais eficiente computacionalmente.

I preciso, entretanto, representar, computacio

nalmente, a estrutura da 5yvore, de tal sorte que 0s calci
los necessarios para efetuar as mudancas de base sejanm 0s
mais eficientes possivels.

0 método aqui utilizado ¢ que serd representado
a seguir, & o proposto por GLOVER[16] , 0 gual & considera
do na litervatura como superior a todos os jd desenvolvidos,
tantoe do ponto de vista de rapldez computacional como o do

memdéria vtilizada. Ele permite representar a arvore poT

meio de dois indices associados acs nos do grafo.

4.4. REPRESENTACAO DE UMA BASE POR ME1O DE INDICES

Para apresentar os indices, que associados uo0s
nés do grafo, permitam a representacio de uma drvore € ne

cessario antes conhecer o conceito de ARVORE ORDENADA.

Em uma arvore, definindo-sc¢ um no como raiz &



1
~1
ot

!

possivel ordenar os demais de acorde com sua posicio relati
va. Assim, determinando-se a cadeia (Unica) que liga um nd
i @ raiz, cada no que faz parte dessa cadeia & chamado PRI
DECESSOR de 1.

0 conjunto de nos da cadeia, por sua vez, Cons
titui a ASCENDENCIA de 1. O predecessor adjacente de um no

& chamado PREDECESSOR IMEDIATO ou PAT.

Inversamente, s¢ j € um nd da cadeia de prede
cessores de i, i & chamado SUCESSCR de j. 0 conjunto dos
nos i que tem j como scu predecessor constitui a DESCENDEN
CIA de j. O sucessor adjacente de um no e chamado SUCESSOR

IMEDIATO ou FILHO.

Na arvore ordenada da figura ]0, onde o né 1 foi
escolhido como raiz, a descendencia do ndo 3 ¢ o conjunto
{4,2.5}, a ascendéncia do nd 4 & {3,1},

0O nd 2 ¢ predecessor imediato (Pai) do no 5 e

~

sucessor imediato {Filho) do né 3.

0

O, ©

Figura 10- Arverc ordenada
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Para a reproesentacgao da Arvore, como id foi  di

to, serao utilizados dois Indices associados a cada né i.

a) Predecessor Imediato de i, notado P(i).

Este Indice também chamado '"Pai de i correspon
de exatamente ao conceito associado 4s Arvores ordenadas,
0 pai da raiz & definido como zero.

b) Indice de ligacgiZo de i, notade T{i).

Este indice também chamado de "Fio' permite que
se percorra todes os nds da &rvore em uma sequéncia, partin

do da rvaiz, caracterizada da scouinte forma:
] =

Chamande 1* a raiz da arvere; seja a notagao:

T2(4%) = T(T(i™)), ..., TN¢i7) = T Lgisyy), etc ...

-

assim, examinando os nds do grafo na seguéncia:

{i*, T(i*), Tz(i*), Ce ey Tnml(i*)} associa-se a cada no
Th(i*), desta sequéencia, o conjunto de ANTERIORES {i~¥, T

. 2. h=-1,., s o, O ——
(i%)y, T°(i*) ..., T (i*)} e o conjunto de POSTERIORES

{Th+1(i*), Th+2(i*), L Tn_l(i*)}.

T(i) € um sucessor imediato de i se i possul su
cessor. (Caso contrario, T(1) € um sucessor imediato do pre
decessor de i mais proximo, cujos sucessores nao $ao ante

. . . S o s o L I X - T R R
riores a i. Salvo T (i*) = T(T (i*)}, que ¢, arbitraria

mente felto nulo.

UNICAMP
BIBLIOTECA (ENTRAL
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0 Indice P(i) acima definido permite caracteri
zar perfeitamente a arvore (N,UB) associada a base Ii, uina
vez que através dele reconstitui-se todos os nds e arcos da
base. A construcdo inicial destes Indices bem como sua atua
lizagao a cada mudanga de base podem ser realizada de manei
ra simples.

= : B
Dada uma arvore (N’UP) associada a uma basc 1
3

e escolhido um né raiz 1%, a construgdo inicial dos indices
P{.) e T(.) pode ser realizada através do seguinte algorit

mno .

v

PASSO INICIAL: Fazer P{17*) =0, T{i*) = 0,

PASSO REPETITIVO: Procurar um arco Uy € UB que

tepnha um nd extremidade i? e QO e outro no extremidade 17¢Q.

N Vel 3 - ol 1 ' i = 7 1 h T el ] = 4 3 C
Faca I(sz i, HEPS Ty, r(iy) i,, @ a+r{i,}
replta este passo.

¢ exemplo a seguir 1llustra este procedimento.

Seja o grafo (N,U)} da figura 11.
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Raiz R @f

onde N = {1,2,5,4,5} e u = {ul,uz,...,u?}

Figura 11 - Grafo (N,U)

Seia o n6 1 o nd raiz e seja a arvore {N,u

—t
y
f—

caracterizada por:
N =1{1,2,3,4,5} e uB = {ul,us,ug,u7}. A Aarvores
ordenada ¢ os indices P(.)} e T{.) seriam nestas condigoes

como o©os apresentados na figura 12.

1
! @ i 1 2 3 4 5
s ‘ .<;’I‘l] “‘L'l 3 - . ‘ ,:.v J—
0) e P(i)y| 0 1 2 2 4
* 2
- T(i) 2 4 0 5 3
i ‘11? Ve o
b s
a(E) / Fio

Figura 12 - Arvore ordenada ¢ Indices P(.) ¢ T{.)



O indice de ligagao T(.) permite percorrer 0s
nos da arvore em uma determinada scquencia dada por Pt
T 12 C = PR .

(i*y}, (1"}, ... onde 1% ¢ 0o no raiz. Durante a constru
¢ao do fio, caso um nd possua mais de um SUCCsSSOr, O fio
passara primeiro por um deles que ¢ definido come sendo 6]

mais a esquerda.

4.5. PROGRAMAGAO DO METODO

Serao apresentadas agora as operagoes que Ccons

tituem esta mudanca de base,

4.5.1. Procura do vetor (arco) que entra ma base (ﬁryorgl

Quanto mais sofisticado o critério de escolha
da varidavel a entrar na base, mais longo € o tempo de cilcu
lo para realiza-la. Porém, um critério melhor, pode dimi
nuir o numeroe de iteragﬁes ¢, eventualmente, compensar cm
termos do tempo teotal de computacao. Somente a experiencia
permite decidir qual o método mais eficiente.

De fato, estudos realizadOS[}7} tem mostrado o
importancia do critério de escolha da varidvel que  entra,
sobre a duracgao total da otimizagao.

Um critéric possivel ¢: assim que for cncontrua

do um arco que nao satisfaca as condigoes de otimalidade,
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deve-se explorar entre os arcos divergentes de scu no ori

gem, aquele que viola mais aquelas condigoes. Este parecce

ser o critério que melhores resultados tem d&do[ﬂSJ .

4.5.2. Determinacao do vetor {arco) que sai dabasc (ﬁrxgrgl

Para determinar o vetor que deve salr quando da
. . 5 B . . .
entrada do vetor 1% na base 17, basta lembrar que a expres
" 5 . B . ‘ . . 5
sao de I na base I~ e dada pelo ciclo elementar u que se
forma na 4arvore correspondente (N,Up). Para tanto, ¢ preci

so reconstituir este ciclo, o que € possivel utilizando-se

o indice P(.).

Seja u, T (1,3} o arco que entra e provoca o ci
clo u”. A partir das duas extremidades do arco que entra,
pesquisamos através do iIndice P(i), até a raiz, o primeiro
né comum (nd pai comum) as duas cadeias, que caracteriza O
conjuntc de arcos gque junto com U constituem o ciclo ele
mentar desejado.

Pesquisapdo agora sobre os arcos do ciclo, as
limitacdes que cada um impde a circulacgdo de matéria, deter
mina-se o valor maximo factivel de circulaglo |ec|, e o arco

u,.oque sali da base.

Graficamente, isto & apresentado na figura 135.
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}3’2(;§_J=1’-’2fj )O U]

ﬂ' S .
P{i) /C .5 ‘\.i)?’(j)
U3 ¥ 5
./'M\>
u "—“'. . P
® i
;
Figura 13 - Determinagao do conjunto de arcos

que compoem o ciclo u -

4.5.3. Atualizacao do Fluxo

. 5 .
No cicle u7 cada {fluxo Xy associado ao arco Uy

AY

deve ser corrigido de +|e| ou -|e| de acorde com a orienta
gao relativa ao sentide da circulagao. No exemplo da figura
11 anterior, {ug,ug} devem ser acrescidos de el enquanto

fu,,u,,ugl devem serx diminuldos de |e].

4.5.4. Atualizagao do vetor multiplicador (potenciais)

Seja H = (N,UB} a arvore associada 2 basc 17,
u e u sao, respectivamente, 0 arco que entra ¢ 0 que  Sal
da basc. A nova base & H' = (N,UB').
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Observando a figura 14, abaixo, notamos que C
par de arcos Uos U caracteriza um corte no grafo dade por
(AA). Cada um dos dois subgrafos & conexo sem ciclos, isto

&, & uma drvore.

O R = raiz

!
O Q
‘&\\ ,‘_/;e‘ ‘»\
u
~ I R N
g S A
, O——®

Figura 14 - Arcos u, e u, caracterizando os sub
grafos A e A

- Lo : -~ B!

0 vetor multiplicador relativo a nova basc !

deve ser tal que: di} = dij"(tintj) =0 (i,3) e Uy

Convém ressaltar que o antigo vetor multiplica

L. B " _
dor relativo a base @I satisfaz esta relacgao para as duas
sub-drvores constituidas a partir de A ¢ K. Resta  satisfa

— . . o 5
ze-las, entao, para o arco ug, cujo custo relativo ¢ Jd7.
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Para conseguir isto sem alterar o custo relati
vo dos arcos pertencentes as duas sub-arvores, basta alte

rar 0% antigos potenciails, segundo:

t. = t,.+d se 16 A
i i
t, o=t se 1ieX (que contém a
Taiz)
Esta modificagdo mantém sclidarios os poten

ciais dos nds pertencentes d mesma sub-drvore, sodente alte
rande um subconjuntc em relacgao ao outro. Assim, todos 0s
arcos cujas extremidades pertencerem ao mesmo subconiunto

(A ou A) ndo sofrerao alteragdes de custo relativo.

Os Gnicos arcos do grafo que terdo o custo rela
tivo modificado serao os arcos do cociclo definido pelo cor
te {(A,A). O sentido de variacdo dependera da orientacdo
de cada arco relativa a erientagﬁo do arco ug . Isto sugere
estratégias inteligentes para pesquisa, na préxima itera

cao, de arcos que sao candidatos a entrar na base.

Todo o calculo necessario a atualizagido dos po
tenciais, praticamente reside na identificacdo dos nods da
sub-arvore A, o que pode ser feito utilizando-se os Indices
T(.) e P(.). Estes nos constituem a descendencia do no n,.
extremidade inferior (filho) de u . Seguindo a partir de

n, pode~se determinar a sub-arvore dgindo da scguinte for

ma :
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- marcar o no n, . Fazer j = n,

~ Seja i T{j). Se P{i) ja esta marcadeo, entio

marque i. Faca j = 1 ¢ recomece. Caso contrario, a descen
déncia de n, ¢

{ T TZ’ .

nz: (nz): an.]ﬁ L J}

4.5.5. Reestruturacac da arvore

A operacio de pivotamento de Programacgic Linear
classica correspondera no caso de grafos a uma modificacao

dos indices P(.) e T(.) de modo a representar uma nova ba

se.
Antes de se analisar © caso que de uma troca de
base, & conveniente, por razdes didaticas, estudar o Caso

particular de uma troca de base em que o arco que entra ¢ O

arco que sail sdo adjacentes (tem uwm nd comunm).

Seja o exemplo da figura 13 a seguir, onde o ar
co que entra tem extremidades 1 e j, enquanto o arco que
sai tem extremidades 1 e k.

A reestruturacao da arvore apresentada na figu
ra 15 censistira dos seguintes passos:

Procedimento:
1. Identificar o ndé R, ANTERIOR IMEDIATO do no i
2. Identificar o no §, ULTIMO DESCENDENTE do nd i

3. Fazer T(R) = T(S); T(S) = T{j); T() =1



mew---- TFio

b e ¢ e ATCO quE entra

Arco que sai

Figura 15 - Reestruturagio da arvore
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4, Fazer P(i) = j

ApoGs a execugao do procedimento descrito, a no

va base bem como o novo tragado do "Fie" podem ser vistos
na figura 16. Estdo, assim, atualizados os indices P(.) e

T(.) para a nova arvore.

Raiz

Fio

— Arco

Figura 16 - Arvore reestruturada
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No caso geral, entrectanto, 0s arcos que s¢ t1o

cam na base ndo sdo sempre adjacentes. Perém, localizando-
se a posigao relativa do arco que entra ¢ do que sai € pos
sivel realizar a troca por meio de uma sequcncia de trocas

adjacentes.

Na figura 17, as extremidades do arco que entra
U, possuenm duas cadelas de predecessores gue se  encontram

no 'no pai comum', definindo o ciclo.

NO pail comum
! ///4;:) o pal co
Y /

P

Arco gue entra

Arco quec sai

Figura 17 - Ciclo formado com a entrada de RN
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0 arco quc sai, Ur’ situa-se na cadeia a cSqucI
da de U Isto significa que deve-se providenciar iniclal
mente a entrada de u, e a saida do arco adjacente a4 sua cs
querda, isto €, uy Depois Uy deve voltar a entrar c salr
seu adjacente a esquerda, U, Finalmente, u, volta a entrar
para entao sair definitivamente . Assim, para a troca de
base caracterizada pela entrada do arco u, e saida do  arco
u,. no exemplo da figura anterior, seriam necessarias 3 tro

cas do tipc adjacentes.

A programacao do método € constitulda das cinco
etapas descritas anteriormente, uma vez conhecida uma solu
Gio bdsica inicial. O diagrama apresentado na figura 18, re
sume a programacaoc do método de resolugde de um problema de

#

filuxo de custo minimo linear.
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Procura de uma solugdo
Fase 1 Basicu Inicial

Factivel I

0 teste de Sim ’ \
otimalidade fol™ e/ Finm
satisfeito 7 \ /

AN s

TS - .
[Procura uma
fvariavel que f
jentra na base

1

Cialculo da

;
i Nova Base

Procura uma
Fase 2 § variavel que '
551 da base

!

Atualizacgao
do
Fluxo

¥

Atuzlizacio do| Mudanga da
vetor | Solucgiio Basica
Multipliuadcd
|

y

r

Reestruturacio)
da
Arvore

Figura 18 - Resolugdo de um problema de Muxo

-~ - .
minimo lincar



4.6. CONSIDERACOES

Un problema de fluxo linear se escreve sob a
forma de um programa linear onde a matriz de restricoes € a
matriz de incidencia do grafo associado a rede estudada. A
wna base do sistema de restrigoes de igualdade corresponde
uma arvore na rede ¢ o vetor multiplicador assocliado a esta
base € um potencial que se deduz da prépria arvore. Uma nu
danga de solucao basica € uma operacio bastante simplifica
da em relacao ao caso geral da programacdo Tinear. A intro
dugio de uma variavel independente na base equivale a4 introe
dugdo de um arco na arvore associada a esta base, o que ge
ra uma "drvore aumentada' que possul um ciclo Gnico. A sU
pressao de uma variavel baAsica se traduz pela supressac de

um arcoe na “arvore aumentada', o gue gera uma nova arvore.

A grosso modoe as Operag6@s"4~4.1. e 4.4.2. cor
respondem a determinacdo de uma nova base enquantc as opera
coes 4.4.3., 4.,4,4, e 4.4.5., correspondem ao pivoteamento.
Em programacdc linear cléssica a duragdo de calculo para se
determinar a nova basc geralmente € peguena se comparado
com o tempo necessario para realizar o pivoteamento. No cu
so de redes, ao contrario, o pivoteamento sendo considera
velmente simplificado tende a tornd-lo equivalente em tempo

de calculo & procura de uma nova base,
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4.7. SOLUCAO INICIAL

Como ja foi dite, a filosofia do método SIMPLEX
para a resolugao de problemas linearcs ¢ de caminhar de uma
solugdo basica factivel a outra, sempre garantindo a melho
ra da fungdo objetive. E preciso, portanto, para a inicia
lizagao do processo que se disponha de uma solucido basica
factivel inicial. No caso da programacdo linecar classica o
esforgo para se conseguir esta solucado inicial & bastante
grande, muitas vezes superando o.prﬁprio trabalho posterior
de otimizacdo. No caso de redes, a busca da sclugdo biasica
factivel inicial também constitui um procedimento computa

cionalmente importante.

A idéia para a procura da solucao inicial & a
de montar um problema artificial associada ao problema ori
ginal, também linear, cuja solucdo fornega, caso exista,

uma solucgdo basica factivel para o problema original. Para
isso, o0s n nds do grafo original, coniunto N, sac particio

nados segundo dols sub-conjuntos complementares

N, = {ieN/a.-T1.b > 0O
1 /°1 i+ = ;
N, = {ieN/a.~1.b < O
2 / i 71 }

O prafo do problema artificial deve possuir,

alem dos nés do grafo original, mais dois artificiais; um

no FONTE (F) e outro no SUMIDOURO (83, L além dos m  arcos



arcos do grafo original
um arco artificial u .
m+i

gundo a regra:

cUfe

, para cada nd original 1 ¢ c¢riado

ligando este né ao no artificial sc

. Se i Ni et Um+i = {1,1)

. Se i szx:x Um+i = (5,1)

Finalmente, um ultimo arco artificial deve 1
gar o noé FONTE ao SUMIDOURO, U = ([I',5) de mode a "fe

char o grafo'.

A faigury 19

‘mtn+l

ilustra o grafo artificlal obtido.

Hl \\ NZ
[
‘ o A\ \\\\
/ ,,,A__\ﬁw_m\
/”/t | R
// d T
\ B .47// et . jE
)
I

Figura 19

- Grafo artificial



Os nos beN, sio nos produtores de matéria en
quante os nos i eNz sic nos consumidores. Uma solucio hasi
ca factivel para o grafo auxiliar ¢ facilmente obtida cs
coando~se a produciie dos nos produtores, através dos  arcos
artificiais, até os nos consumidores. Todes os arcos origi
nais sac utilizados no seu limite inferior.

E preciso, agora, definir uma fungao objetivo
apropriada para que, utilizando-se o proprio método SIMPLEYX,
- - ; . - - . - -,
seja possivel evoluir até a obtencao de uma solucao basica

| .
i
que $G empreégue arcos originais para o0 escoamento da matl

ria. A funcio objetivo para este fim pode ser a minimizacac

do fluxo nos arcos artificiais, isto €,

Min ¢ = I

x .
. m+i
ieN ©

Otimizando o problema de fluxo artificial, duas
opcbes podem ocorrer: 1) o valor O6timo ¢ & nulo, o que sig
nifica que foi possivel reorientar totalmente o fluxo de na
téria pela rede original. Neste caso, & precisc eliminar os
arcos e nos artificials, recuperando a rede original para a
"fase de otimizacdo'"; 2) o valor otimo ¢ €& positivo, o que

significa que o problema original € infactivel.
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5.1. INTRODUCAO

No Capitulo 2, apresentamos uma proposta de so
lugao do Preblema de Localizagao de Centrais Locais, utili

zando o procedimento de particao de Benders. Como foi visto

)

naquela ocasido, ¢ procedimento consiste em d;vidir & reso
lugao do problema em duas partes com um esquema de decompo
sicdo em dois niveis. Num primeiro nivel resolve-se um Pro
grama Mestre que determina uma localizagao, isto &, fixa va
lores para z, obtendo assim um problema linear de fluxo de
custo minimo nas variaveis reais x, chamaéo SUBPROBLEMA., A
resolucac do SUBPROBLEMA nos fornece os {luxos nos arcos, o
custo correspondente, bem como as varifveis duais do Progra
ma Linear, que nos dao a indicacao de como modificar a loca
lizagao anterior. Determinada nova localizagao, novo proble

ma de fluxo de custo minimo & resolvido. Este procedimento

¢ repetido até que algum critério de parada seja atingido.

Para a resolucio do SUBPROBLEMA gerado ¢ neces
sario que se¢ disponha de uma solugao bidsica factivel ini
cial o que envolve enorme estorgo computacional. Baseado
nisto, uma nova forma de abordagem destc problema fol descn
volvida e implementada computacionalmente, scndo denominada

FASE DI TRANSICAQ.
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No diagrama de blocos apresentado na figura 10,
podemos observar que a solugao do SUBPROBLEMA & composta de
duas fases distintas, Uma fase 1 que consiste na procura de
uma solugao basica factivel inicial, e uma fase 2 que & o

processo de resolugdo propriamente dito.

A FASE 1, como implementada, envolve um procedi
mento muito trabalhoso. Tomemos, por exemplo, um grafo com
N nds e M arcos originais. Na fase 1 introduz-se N+1 arcos
e 2 nos artificiais totalizando entdo uma rede de N+2 nos
¢ N+M+1 arcos. Dentre estes arcoes, M sdac arcos independen
tes nac basicos. Entretanto, na FASE 2, o numero de arcoes

.
independentes & de apenas M-N. Nao obstante, o procedimento
da Tase 1 € tao trabalhoso quante o da fase 2, Tembrando
que, a solughdo basica factivel inicial da fase 1 & muito o

bre em relagao & sua solucgio final implicando, possivelmen

te, num grande numero de iteragodes.

Reccordando que a cada SUBPROBLEMA gerado pela
Decomposigdo de Benders, o procedimento da fase 1 & executa
do sem aproveitar nenhuma das solugdes basicas obtidas nas

iteractes precedentes, nos parece razoadvel efetuar uma fuse

1 simplificada aproveltando alguma solugao anterior. Logo
assumiremos a exccugao de apenas uma fase 1 completa, 1o
inicio do processo e a partir de entao uma FASE DU TRANST

CRO.
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A FASE DE TRANSTCAO introduz ne grafo uma quan
tidade de arcos artificiais da ordem do nGmero dec nds cosco
lhides para a localizaco das centrais e nao do nimero to

tal de nds do grafo.

Vamos caracterizar o grafe em estudo consideran
do a rede primaria, definida no CapIitulo 1. A esta rede as
socia~se um grafo G(N,U) onde a cada segao de servico cor
responde um né e a cada duto um arce. O0s nos sdo distintos,
havendo nos que "produzem" assinantes ({secoes de servico)
e nos que '"consomem' assinantes (as centrais atuals e as
eventuais centrais a servem instaladas). E bom lembrar que
a rede primaria & qual nes referimos € uma “fotografia' da
rede no anro horizonte, onde deseja-se implantar novos cen

tros de fios,

1§ r

Vamos eleger apenas ""p" dentre os ''n” ndés comu
sende candidatos potenciais a novas centrais. Essa selegao
¢ possivel devido ac fato de existirem nds que sdo obviamen
te locals impossiveis de abrigarem uma central telefOnica.

—

E suposto que a rede €& auto-suficiente, isto &,

que £ a. = 0. Caso exista um desbalanceamento entre a pro
ieN

ducao global ¢ consumo global sera necessario completar 3

rede com a introdugdo de um nd ¢ alguns arcos chamados de

fechamento, por onde escoard a custo nulo o “deficit” de

matéria.
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5.2.1, Zona de¢ Filiacao Aumentada

Uma central se diz SATURADA quando seu dimensio
namento nao comportar mais assinantes. A partir deste ins
tante, se ndo houver capacidade para ampliacio, o nd corres
pondente a esta central ird, no modelo que cmpregamos, sec
ligar ao né onde esta instalada outra central, constituindo

o que chamamos de zona de filiacao aumentada (Figura 20).

Central saturada

Central nao saturada

O Secao de servigo gue compoe a Zona de Filia
cao (ZF)
/
/ . _— . -
’ Fronteira das Zonas de Filiagao
4
/
Figura 20 - Rede apresentando Zona de Filiagio

Aumentada,
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5.2.2, Idéia Basica

Para malor clarcza apresentarcmos a idéia do ml

todo através de um exemplo.

Seja uma solucao fornecida pela resolucio de unm

Problema Mestre numa determinada itcragao. Suponhamos que
por esta solugao, decidiu~se instalar centrais nos nos ca

racterizados por ICC; onde ICC e o conjunto de indices dos

nés onde estao instaladas as centrais da solugfo conhecida.

4
-+

5

Por hipotese, vamos supor que a capacidade das

centrais & maior que a demanda, ou seja:

fai < L bj

¥i jelCC
Por este fato vemes guo existe um desbalancen
mento entre a producao global e a demanda, e portanto, se

faz necessiria a introducdo de um no artificial N*, chamado
NO DE FECHAMENTO e arcos ligande as centrais a este nd. Por
estes arcos, denominados ARCOS DE FECHAMENTO, ird escoar o
"deficit” de matéria, a custo nulo, necessario para o balan
ceamento da rede conforme mostrado na figura 21. Os fluxos
que irdo passar pelos ARCOS DE FECHAMENTO representam as ca
pacidades ociosas das centrais. 0s arcos de fechamentoe pre
sentes na solugdo O6tima do caso ICC pcrtcncem-ﬁ arvore do
grafo, ou seja, estaeo na basec. Lstes arvcos tem o sentide do

nd de fechamente para a central.
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Scja, agora, uma nova solugio do programa mes

tre que determina uma nova estrutura de centrais.

Seja ICS, o conjunte de Indices dos nds onde se

rao instaladas as novas centrais que irao substituir as cen

trais da solucgido conhecida.

N

~—
™~ e
—
R
—

[gg| NG de fechamento

/N Centrais localizadas
- . . . —

4 Fronteiras das zonas de fillacao
i
s

/K/ Arcos de fechamento

ﬁ¢ Capacidade da Central j

b.

J

Figura 21 - Rede balanceada através do ndo de fo

chamento ¢ arcos de fechamento
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Nosso problema consiste em passar da solucido de

terminada por ICC para a solugao dada por ICS, sem a neces
. . . - -

sidade de buscar uma basc inicial factivel, pelo processo

descrito em 4.6.
Inicialmente, por simplicidade vamos supor que:

ICC M 1CS

jH

d

observando que z bj > Ia:z
' jelCS Vi

Vamos partir da solucao final Otima do caso ICC

para obter uma solucao inicial para o caso ICS.

Considerando que uma solugao substituta apresen
ta uma nova configuracac de centrais vamos chamar de ACC a
variagdo entre as capacidades das centrais da solugdo conhe

cida e da solucao substituta, ou seja

ACC = £ bj - £ bj
1CS icc

[REXY

Devemos considerar que a operacioc SO Sera poss
vel se as capacidades das centrais da nova solucao forem su
ficientes para atender a demanda, ou seja, que as novas cen

trais comportem toda a demanda.

0 que se pretende € transferir para as novas
centrais todo o fluxo de matéria que antes era atendido pe

las antigas. Esta transferéncia deverada sey feita arraves
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dos arces originais da drvore ¢ os arcos de fechamento. Da
ra se manter o balanceamento da rede, a variagao de capaci
dade das centrais, ACC, deve ser injectada na rede atraves

do no de fechamento.

Caracteriza-se, cntao, o problema: como proce
der a esta transferéncia para se chegar a nova configuracio

de centrais?
0 procedimento € 0 que se¢ seguc:

Os arcos de fechamento da solugao do caso 1CC
permanecem na base, porém tem seu sentido alterado fazendo
a matéria fluir das centrais antigas para o n6 de fechamen
to ¢ passam, a partir de entﬁa,ka ser denominados ARCOS AR
TIFICIAIS. O custo associado a estes arcos passa a ser infi
nitamente grande. Simultancamente, novos arcos sao introdu
zidos no grafo, ligando os nés, onde serdo instaladas as no
vas centrais, ao no de fechamento N*. O sentido destes ar
cos ¢ de N* para os nOs, e seu custo nulo, passando a nar
tir de entao a ser denominados ARCOS DE FECHAMENTO. Lstes

novos arcos figuram fora da base, estando no seu limite su
perior de capacidade.

Deve-se neotar também que o fluxo que ird circy
lar nos arcos artificiais, (Xj¥*) j e ICC, serd igual 4 utl
lizacao real da central conhecida 3, ou scja,

X - = b1 - {Xes: ., j & 1CC
( JN %ovo g ( N }%ntigo )
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ao passo que o fluxo nos arcos de fechamento seri

XN*j bi, j e ICS,

ou seja a capacidade total da nova central.

0 procedimente descrito acima pode ser ilustra
do pela figura 22.

Configura-se, entao, o problema de se retirar
da base os arcos artificiais e fazer entrar os arcos de fe
chamento. Isto serd feito atraveés de um processo de otimiza

cdo do tipo "RIGM" clissico do método SIMPLEX.
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Nk
ANTES X }
}\ o
N //
/
/
!'
\ D m 1 k 1
Z:k.__ ._...ﬂ._.__.,ou.m._@..... O‘_- - o - Q.____._.,.q - O_‘_
%1 Rf{ 1 ~ g\q ‘63
ﬁ? “3 P m 4 “k "1
b.
J
o 1% i
DEPCIE X A+ A CC
/"/ﬂ T h S
f‘)/ ™
Xy, D= Xossea R S
FN#F= 1S N*j¢ ¢ N*i= b,
/ )
/{Custo g \(Limite Superict)
f . (Fora da Base.
f Custo Zero
! P m 1 kK é
I () S - S g S SRSVRINY o (PP ! -
ITTRTRTTRTR L
aj ap a. ay ay . a;
1

A :  Demanda do no i

hj :  Capacidade da central j

/"'/
//4/ : Arco artificial
- w v

Arco de fechamento

4

ACC ¢ Variacao da capacidade das centrals
N S . Ces
N : Fluxo no arco artificial

Mo s " ;
N*i  : Fluxo no arco de fechamento

Figura 21 : Procedimento de Fase de Transicgao
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5.2.3, Desenvolvimento

Chamemos de £ os custos normais e de M os cus
tos infinitamente altos, lembrando que os custos dos arcos

de fechamento szo nulos,

Durante a FASE DE TRANSICAC havera duas fami
lias de nos; nos de BAIXO POTENCIAL e nos de ALTO POTEN

CIAL. Na configuragao inicial da FASE DE TRANSICAQO teremos:

Pot(N*} = 0

Pot{i} = M Yi e ICC

Qualquer outro nd estard ligado a uma central
por e-~caminhos, donde, inicia]ménte, todos 0s nds legitimos
estarac com alto potencial e apenas © no N*, de fechamento,
estard a baixo potencial. No desenrclar da FASE DE TRANST
CAO este vaixo potencial deve "contagiar' os demais nes .
Baseado nisto, podemos observar que um arco de fechamento é

candidate a entrar na base. lsto & comprovado verificande o

seguinte:

CN*i = 0 1eiCS

onde C & 0 custo dos arcos de fechamento

N*L

Ou,. = POL(N*) = Pot(i) = 0-M = =M, ielCS

N*1

onde Oy, ¢ a4 tensao no arco.
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Temos cntao:

0 custo rclativo do arco.

[$31

onde C, ..
N¥1

Como o arco de fechamento(N*,1Jestd no limite su
perior, ecle tende a diminuir scu fluxo. Existe um c~caminbo,
pertencente a arvore, entre 1 ¢ algum jelCC, como podemoes

observar na figura 23,
L

N*
e [X e Fervg = o
/-"/ - A I
! ~

XjN* .é‘ ﬁ\ NI b

'

i

k e e - Caminho |

\ Pot (i) = M

i 1ce N0 e\ 1 1CS
74 B2 m 1 k

b,
7

ZCS ¢ Central antiga a ser descartada

é?; 1 Central nova

Figura 23 - e-caminho entre ielCS ¢ jelCC
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Como sabemos devemos ter

*pi F Fmp 2 Yim S 1 * Nix

portanto temcs qgue © limitante de fluxo no ciclo s5eri
B = X sendo o candidato a sair da base. O no “i" foi cap

turado pela familia de nods de baixo potencial. Sai o  arco

(i,k), e o arco (k,i) & candidato a entrar na base, pois:

- C%‘ .
Crg = ¢
0y ; = Pot{k) - Pot(i}) =M - 0 = M
Crs = Cpy = 9y 7 8 - M= =M<
logoe o arco (k,i) deve entrar na base tendo seu fluxo au

mentado a partir do seu limite inferior. Esta situvagéo apa
rece ilustrada na figura 24,

0 fluxo que irTa passar no ciclo sera limitado
por B = Xi 4, € O noé k ¢ "capturado' pela familia de nés de
baixo potencial fazendo o arce (k,l) salr da base.

A menos de situagtes particulares, o procedimen
to se repete e apds alguns passos chegaremos a situacao

apresentada na figura 25.
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Cy
A Pot{i)=0
e
- .
A‘/ \\‘\
/ “\\
4 :

J// "V\

\

1 1CS
. i’E {
J Mﬂgﬁ,_ﬂo..;._..@m,,hm Q“-’E - Q u@,& \/‘,%“W-' “l__ ﬁ
i Ice P i 1 k N
bé

s » Arco candidato a entrar na base

Figura 24 : Aryco (k,i) candidato a entrar na base

N
'MWWNNWLEQ&%N%
N
4 @\
;";f '}é \ﬂ.
/ B/
; e
|
]
f Pot(p) =
Pot(j) =M e e O e f \ Pot (i) =0
i P m 1 k |
jelcC ie1cs

Figura 25 : Arco (j.p) candidato a entrar na basc
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sendo, . = &
Jp

[

ij Pot(j) - Pot{p) = M - ¢

[ E

..o=0C. -0, = - (M=g} = -M < < (
ip T Yip T %p T & 7 (me)

Assim (j,p) € candidato a entrar na base, ou s¢

ja, finalmente os nds originalmente no e caminho entre '"i"
e "j", tem suas demandas telefOnicas desviadas para "i".

Existemitduas alternativas para a limitagao do -
fluxo B, a circular, agui zpresentadas ¢ que serao detalha
das em 5.3.

Assin,

= min{X. ., X.e-: :
a) se B = XjN*’ zeramos o fluxo no arce artifi

cial eliminande assim a infactibilidade

b} se B = x,.., satura a nova central.
}\’kL’

Assim, a partir do que fol apresentado podenos

fazer a seguinte assercdo geral:
Em uma arvore:

- Um nd "i", de familia de alto potencial se 1i
ra ao no de fechamento atraves de um arce artificial c al
g L

guns £ arces no caminho i —» N*, s& existem nos de familia

de alto potencial,
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- Um no j, de familia de baixo potencial se 1i
ga ao no de fechamcnto atraves de um arce de fechamento e
alguns e-arcos. No caminho j--»N* s6 existem nos de familia

de baixo potencial.

5.2.4. Generalizacao

Seja:

ICC (conhecida) -~ Conjunto des Indices dos nds
da solugac conhecida

ICS (substituta) - Conjunto dos Indices dos nds
da solucgdo substituta

ICP {Permanecem) - Conjunto dos Tndices dos nos
que permanecem na So0lugdo Co
nhecida

1Ch (Descartada)} - Coniunto dos Indices dos nds
que sao descartados na solu
¢ao substituta

ICN (novas) - Conjunto dos Tndices dos nos no

vos na solucgae substituta
onde:
ICP = ICC M ICS
ICh = ICC - ICP

ICN = IC5 - ICP

Esta situacado ¢ ilustrada na figura 26.



1CC I1CN

Figura 26 - Solugido conhecida e solugdo substi

tuta

Convém salientar que as ampliagOes de centrais
ja existentes sao consideradas como a localizacgdo de uma no

va central de maior capacidade.

Por outro lado, de uma iteragac para outra as
centrais pertencentes a 1CP merecem o mesmo tratamento algo
ritmico que as centrais ja existentes sem perspectiva de am

pliacao. Portanto, os conjuntos com os quais iremos cfetiva
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mente trabalhar sao ICD e ITCN, merecendo as centrals novas
(ICN) arcos de {fechamento e as centrgis descartadas (1CD)
arcos artificiais.

Dentro desta perspectiva, apresentamos a segulr

o fluxograma resumido de método (Figura 27).

o



ENTRADA DE DADOS — DADOS SOBRE AS SOLUCOES
CONHECIDA E SUBSTITUTA GERADOS PELD
PROGRAMA MESTHRE NAITERACAO EM CURSQ.

§

CONSTRUCAD DOS CONJUNTOS
ICC — 1C8 — ICP — ICN — ICD

v

CALCULO DA VARIACAD DA DEMANDA ENTRE A
SOLUCAD CONHECIDA E SOLUCAOQ SUBSTITUTA
ACC = ¥ bj — ¥ b

. JeICR jeeD

H

ATUALIZACAD DA DEMARNDA ATRAVES DO
NO DE FECHAMENTO
Apgr= Appst ACC

)

DETERMINACAQ DOS CUSTOS DOS ARCOS ARTIFICIALS
aIG MY
BIG M2 10 *MAX Cjj * N2 DE ARCOS

!

CRIA ARCOS DE FECHAMENTO LIGANDO N*AD NO
iclCN

SEMTIDO:N*+i ic¢ICN

CUSTO NULG

ARCOS FORA DA BASE

FLUXO Xpsj = biiclCN

FLUXO IGUAL A CAPACIDADE DA NOVA CENTRAL
ARCO NO LIMITE SUPERIOR DE CAPACIDADE

& & @




BUSCA ATRAVES DOS INDICES P (J E T()
{ITEM 4.3}, PARA CADA NOVA CENTRAL i,

i elCN, QUAL E ACENTRAL A SER
DESCARTADA}, je ICD, QUE ELA DEVERA
SUBSTITUIR DETERMINANDO MNA REDE A CADEIA
DOS NOS INTERMEDIARIOS ENTRE AS CENTRAIS,
ESTA MEDIDA SIMPLIFICA O PROCEDIMENTO

EVITANDO A CHAMADA DE DIVERSAS SUBROTINAS
DO PROGRAMA DE FLUXO DE CUSTO MINIMO,

é

VERIFICA SE A CAPACIDADE DAS NOVAS CENTRAISE
SUFICIENTE PARA ATENDER A DEMANDA EXISTENTE,
CASO NAQ SEJA SUFICIENTE, A TROCA DE CENTRAIS
EIMPOSSIVEL £ A NOVA SCLUCAO GERADA
PELO PROGRAMA MESTRE TORNA O PROBEMA
INFACTIVEL,

ALTERA 0§ ARCOS DE FECHAMENTD DAS CENTRAIS 4
SEREM DESCARTADAS |, J ¢ ICD, TRANSFORMANDO-08
EM ARCOS ARTIFICIAIS,

e CUSTO :INFINITAMENTE ALTO (BIG #}

o SENTIDO:j-N* | c¢iCD

o FLUXO :Xjy+ = bj — Xn+*j j ¢ 1CD, FLUXO IGUAL
A UTILIZACAO REAL DA CENTRAL A SER DESCARTADA
0S ARCOS ESTARAOC:

e NA BASE :SEjE CENTRAL NAQ SATURADA

s FORA DA BASE:SE | E CENTRAL SATURADA

¢
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IDENTIFICA 05 ARCOS INTERMEDIARIOS NO
CAMINHO ENTRE ANOVACENTRAL E A
CENTRAL DESCARTADA.

G ULTIMO ARCO DO CAMINHO, G ARCO
ADJACENTE A CENTRAL DESCARTADA, DEVERA,
PARA QUE SEJA POSSIVEL DESLOCAR A
CENTRAL, TER SEU FLUXO INFERIOR A
CAPACIDADE DA NOVA CENTRAL.
INVERTE O SENTIDO DOS ARCGS IDENTIFICADOS
E ATUALIZA O FLUXO, DESVIANDO A DEKANDA
DA CENTRAL ANTIGA PARA ANOVA

Y
ATUALIZA G FLUXG NA REDE

i

REESTRUTURA A ARVORFE
T

EXISTE
AINDA ALGUM
S WO DE FAMILIA

DE ALTO

BUSCA UM ARCO PARA ENTRAR NA BASE COM
CUSTC RELATIVO OE “O8DEM M
e ARCQO OCIOSO CONM CUSTO RELATIVO =-- M << Q
s ARCO SATURADO COM CUSTO RELATIVO =M >> O

€

UTILIZARNDO UM PROGRAMA DE FLUXG DE CUSTO
MINIMO ADAPTADO {SEM FASE 1)
s EFETUA A TROCA DE CENTRAIS
o ATUALIZANA REDE
s FLUXOS
& POTENCIAIS
s CUSTO RELATIVD

s REESTRUTUNRA A ARVORE .
® AVALIA O CUSTO DA NOVA SOLUGAQ

Figura 27 - Fluxograma do Método de Fase de Transigao
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5.3. A SUPER-ITERAGAO

PRy J—

Nos itens precedentes, neste capitulo apresen
tamos o desenvolvimento do mctodo da FASE DE TRANSICAO. A
segulr vamos pensar em grupos de iteracoes com o chjetivo

de poupar calculos intermediarios.
O arco que entra na base deve ter um custo rela

tivo da ordem de grandeza de 'm", sendo que os seus nos  ex

tremidades devem ser de familias de potencial diferentes,
{ .

H

Este arco pode ser:

a) Um e~arco

s \\=
= . : = 1
C}. N M 4 Cnxg (0
A' e O... — _O ..”\”"R'\?‘A
i k 1 i
Pot (k) = M Pot(l)} =¢
onde : Zé}w central descartada

ééx - caentral nova

- -wm-—0— arco candidato a entrar na basc

Temos entao:
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<)
Il

K1 Pot{k) - Pot(l) = M-g¢

~ = " —— o ™ T\ — = - L
Cpy = Cpq78yy = & (M-¢) M o< D

logo arco (k,1) deve entrar na base aumentande seu {luxo a

partir de zecro.

b} Um arce de fechamento
);

H
o

INT O Pot{NF)
/}Mﬁ .
// A S

S0
N =
) g Xyri T by
/ .
A e i "““’*“
; i

Pot(§) =M Pot (i) = M+e

Temos entao:

1t
fon]

Cows = 0 Pot (N*)

Pot(1i) = M+eg

i

o
u

Pot (N*) - Pot(i) = 0-{M+e) = -M-g<<0

C = C

N*1 = 0-(-M-g) = M+e>>0

Nvi T Onxg

logo o arco (N*,1) entra na base, diminuindo secu [{luxo,

partir Jde seu limite superior,
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Apds algumas itcragles, em cada unma retirando

um arco ¢ na seguinte colocando seu "arco irmac” (arco com
sentido oposto) chegamos a uma SUPER-ITERACAO cnvolvendo um

arco ARTIFICIAL e um arco de FECHAMENTO, onde:

g = mlﬂ{ij*, AN*i}

Devemos salientar que cada SUPER-ITERACAD envol
ve um e sO um arco de FECHAMENTO e um e s6 um arco  ARTIFI
CIAL. Comsequentemente cada SUPER-ITERACAO envelve apenas

uma central antiga e apenas uma central nova. Assim,

05 s
guintes dois casos sdo possiveis:
1) se B = XjN*, acaba a infactibilidade
NLE
AL
~ .
N S N
STNFI N*1 TiN*

Am o aaat (O SRS () S o SN A
J

P m 1 1

onde Xy#i & o novo fluxc no arco (N*,1)
I

I1} se B8 = Xy« entao satura a nova central

/

X

JN* T NN

/
A'““""""O”“‘“’"'O e (7Y mw&
i P ' 1

i} 1

onde Xy ¢ o novo filuxo no arco (j,N*)
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t 1

Podemos observar que o no "m'', que caracteriza

C

um cabinet ou segao de serviges possui, ne nosso modele, as

sinantes que se ligam 4 central antiga j e 4 central nova
i. Esta ocorreéncia matemdtica que denominamos "cabinet re

partido” (CR), ccorre quando uma c¢entral satura, scndo que
o CR pode ser a propria central antiga.

A FASE DE TRANSICAO é entao caracterizada  por
uma sucessao de SUPER ITERACOLS, que & na realidade um  pas

so de SIMPLEX incorporande alguma complicacac adicional.
‘:, -

5.4. RESULTADOS CRTIDOS

r

5.4.1. Consideracdes sobre a implementacao do algoritmo

0 algoritmo da FASE DE TRANSICEO foi implementa
do em linguagem FORTRAN, originando o programa TRANIE, uti

lizando um Computader Digital PDHP-10.

O programa TRANZI fol incorporado ao programa
LOCUS, na parte relativa a resolugao do problema de fluxo
de custo minimo, em substituigao &s rotinas de construcio

de uma base inicial factivel.

5.4.2. Rede Exemplo

O programa TRANZE fol testado na soclugao dos

problemas de fluxo de custo minimo envolvidos no Problema
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de Localizacgao de Centrals Urbanas na Cidade de Curitiba.
Como ja foi visto anteriermente (Figura 7) a rede em estudoe

¢ composta de 586 nds & 744 arcos nio orientados.

Trataremos aqui dos resultados obtidos na solu
cao dos problemas de filuxo de custo minimo envoividos na
otimizagao. Serac aqui comparados os resultados obtidos pe
lo programa de solug@o do problema de fluxo de custo minimo
embutido no programa LOCUS (rotina SUBP) e os obtidos pelo
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programa TRANZIE.

Como ja foi dito, a cada iteracaoc do método de
Benders, uma politica de localizagho de centrais & gerada o
tém-se um novo problema de fluxo de custo minimo. Conside
rando que as politicas de localizagOes obtlidas sao idénti
cas, seja com ¢ programa LOCUS-SUBP ou com o programa LOCUS
~TRANZE, a andlise que iremos proceder visa avaliar a efi
ciéncia computacional dos mesmos no que diz respeito ac Nl
mero de iteracdes e tempo de CPU gastos na solugdo do pro
blema de fluxoc. Assim, iremos comparar a eficiéncia de cada
método na solucido deste problema associado a cada politica

de localizacao gerads.

0s dados a serem analisados se referem & solu
cio de 51 problemas de fluxo de custo minime associados a

51 iteracgdes do mftodo de Benders {Tabela 5).



wsultodos obtidos na solugio de 51 problemas de fiuso de custo winlmo - 1')2_

AYizande oo programas SUBE o PRANEDR

[l I oy £pE N . N s |3
; K ONITLAORA B METIEIRA oy T B

[ 1
FLIDENIO BN LRGN0

B D LR TERO 1l (1)
BARESOLUCAY [0 SUBPRYVILIMA RESOTIAC 0y SUGMEay

R AT [

ASEDE TRWNGIONY VAR D0 TINSICNY FAGE D CTRANSTORG  PASE DL TRWGICA) N0 DE 310paes oy o ey
2008 2058 (1 27,137 27,137 - - - -
2129 152 28,744 1,883 82,8 93,4 § 1 1
2032 Gy 27,715 1,014 56,0 96,3 8 2 i
2623 166 27,812 2,248 92,0 42,0 7 3 3
2059 238 27,172 3,352 BB, 4 48,0 5 5 5
2302 17% 31,341 2,254 92,2 52,8 4 & €
2233 383 79,820 5,204 82,8 82,3 7 3 3
1885 224 24,411 2,828 88,1 B8, 4 B 2 b
1957 76 26,327 1,015 96,1 96,1 5 5 5
2251 387 30,744 5,271 82,8 82,8 i} i 14
1891 *997 26,464 15,166 50,0 §2,7 4 11 11
2211 386 30,813 5,37% §3,3 82,5 5] & 11
2167 1176 29,125 18,657 45,7 36,0 oS il &
2249 587 29,959 8,237 73,9 72.5 g g 1:
2120 £85) 28,269 12,813 €9,0 54,7 . g 2 9
2146 79 29,718 5,308 82,7 82,1 i 9 8
2072 517 27,456 7,379 5,0 73,1 g 8 if
2381 351 31,923 5,521 83,0 82,7 1 4 7
2300 554 30,525 &, 186 15,5 73,2 # ¢ 17
2408 416 32,595 5,629 82,7 82,7 1 k9t g
2264 516 29,792 7,452 77,2 75,0 bl 6 1i
2146 464 79,933 6,351 78,4 75,8 & 1z £
2124 317 2%, 773 4,351 BS,0 85,4 i 5 1z
2191 501 36,438 6,975 7,1 PP ! o 4 &
2152 75 29,367 10,541 67,4 64,0 # & 9
2182 599 28,560 8,850 72,5 69,0 ¥ 11 &
2120 340 27,814 4,771 8,0 &72,8 # kK 13
2137 386 29,077 5,325 8z,0 61,7 # 9 7
2081 466 27,150 6,746 74,0 75,1 1 9 B
2142 385 28,366 5,155 82,0 B:.8 ¥ 9 g
2135 397 28,127 5,607 B, 4 BO,L 1 9 £
2085 366 27,315 4,958 82,5 81,8 g 1 1¢
2227 873 29,767 13,3492 61,0 55,0 1 11 £
2151 446 27,822 6,129 8,2 78,0 ¢ 6 12
213% *895 28,499 13,004 58,1 52,3 [ 1l &
2119 452 28,145 £,1 78,6 78,3 ¥ 8 11
2236 *831 29,851 12,0 62,8 60,0 & 9 8
2054 643 28,311 9,07 68,7 68,0 2} i &
2140 +592 298,223 12,972 56,3 55,6 # 11 7
2104 004 28,239 13,031 57,0 53,8 1 7 4
2074 552 27,544 7,458 73,4 72,4 4 1P &
1993 576 27,127 7,830 71,1 71,1 ¢ 7 1g
2154 G16 29,746 8,585 1.4 71,1 g i 7
2063 702 27,399 10,017 66,0 63,4 # 7 g
2117 428 26,635 6,162 79,8 78,5 g 1 7
2099 415 28,009 5,724 80,2 L T8 g £ 1y
2669 877 28,423 13,077 57,6 50,8 § 8 8
1969 465 25,735 6,391 FE .4 75,1 f 1 8
2112 464 28,180 6,425 78,0 77,6 1 3 9
2038 Fi5 27,4605 10,255 65,0 62,8 7 el
2154 396 29,592 5,367 - 81,8 B1,&

:

ci soqgundos

v partida fgual pars as duas versdes (usa FASE 13
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Como resultado imediato da Tabeola 5 podemos  ob
servar a real superioridade do programa adaptade com a FASE
DE TRANSICAO (PROGRAMA TRANZE) sobre o procedimento Conven

cional.

Na solugde dos 51 problemas lincares de fluxo
de custo minimo obtivemos, com a FASE DE TRANSICAO, uma  re

dugao média de 75% do nimero de iteracdes e de 72% no tempo

de CPU.
As trésgﬁltimas colunas da Tabela 5 represcentuam
as variacoes, da sclucdo de uma iteracao para a seguinte,

em termos do numero de centrais que permanecem, centrais no
vas e centrais descartadas. Observando entao estas colunas,

podemos verificar que nos casos onde o programa TRANZE rea

Lt

lizou um maior numero de iteracdes, (localizagbes 11, 1

k]

(]

15, 33, 35, 37, 41 e 47), houve uma grande mudanca enm ter
mos do ntmero de centrais novas, descartadas e que permanc
cem, em relagido a localizacdo anterior. Além disso, obser
vando o mapa da figura 7, constatamos que a posicdc dos nés
escolhidos nas duas iteragOes sao bastante distantes, justil

ficando assim um maior esforgo computacional para a mudanga

de solugao.

Assim, avaliando todas as experiéncias realiza
das, julgamos que o procedimento de FASE DE TRANSICAO possa

apresentar uma boa contribuicido a solugdo de problemas 1i

neares de fluxo de custo minimo, principalmente dqueles  us

sociados a redes de grande porte.



CAPITULO VI - AJUSTE FINO - UMA THCNICA DI POS-OTIMIZAGAO

6.1. INTRODUCRO

Nos capitules precedentes apresentamos técnicas
alternativas para a solugao do problema mestre ¢ de subpro
biema.

Considerando gue o problema mestre trabalha com

LR "

varidveis bindrias (0,1} procurando decidir dentre os n
nos da rede quais serao os que, ahrigando uma central, irdo
compor a localizacao otima, observamos que a principio to

dos os nds da rede sao candidatos a4 central.

r

Uma vez que o nimero de centrais a serenm Cons
-, - o . . n
truldas e sempre limitado, ¢ considerando que existem 2

possiveis solugdes para o problema, optamos por uma redugio
do universo de candidatos a central. Para tanto procedemos
a uma analise prévia da rede visando detectar nds potencial
mente fortes a instalacdo das centrals, seja por serem  pon
tos de concentragaoc de assinantes, seja pelo conhecimento
da estrutura urbana da rede. Assim, temos o nimero do candi
datos a central reduzidos a "p'" nos sclecionados nesta  ana
lisc prévia, Considerando-se que esta escolha levou cm  con
ta uma familiariedade do analista com a rede, e nao um pro
cesso de otimizaciio, foi desenvolvida uma técnica chamada

AJUSTE FINO, que faz uma pds-otimizacdo sobre os resultados



obtidos através da técnica de Benders.

Levande-se em conta que em uma rede telefloOnica
real, devido sua dimensao e complexidade, existe dificulda
de, mesmo para o planejador mais experiente, em garantir

que os candidatos escolhidos sao os mals representativos da

regido em que se encontram, tornou-se prudente a idéia de
um AJUSTE FINO que, através de uma avaliacaoc dos nods adja

centes aos escolhidos, pudesse ratificar a escolha ou deslo

car a central se conveniente. Este procedimento visa aten
der um compromissc entre economizar cabos para a ligacio

dos nés a4 central e impedir um acréscimo nos demais Custos

envelvidos. Assim, para cada central nova ¢ procedimento
foi aplicado, tentando deslocar um a um cada centro de
fios.

Para melhor compreensdo apresentamos o desenvol
vimento através de um exemplo. Assim, vamos considerar a zo
na de filiacdo de uma central localizada no no 1, na solu
cdo otima encontrada pelo método de Benders (Figura 28).

Como podemos observar na figura 28 a central lo
calizada no ndo 1 recebe todo o [luxo que trunsita na sua
zona de filiacdo, através dos arcos quc a ligam a scus nos

adjacentes.



-126-

@
1] -
S =2000 | IJ\!
P1,4 5 j
v |
16 I )
NG e, =4500 :
X1 4,=1000 () A o
10,4 N » .
\_ i N",! XS 2..::}530
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”-‘—-ﬂm’“__‘_‘v_ﬁ" 3 ¥ s -b"'"V" . -.\ —‘_\
/’Oxz <2000 ~@ *7,
- ’ blﬂ?SGDO
= |
('ij8’3 000
Y . ., arcos originais na arvore
'?J i’.j

NG de fechamento

=
%
Il

6> = nd pertencente a rede

central localizada na no |

>
it

(d——w—]) = arco de ligagao entre o noc i e o no

x, . = fluxo de matéria que transita no arco

Figura 28 - Zonade filiacdo da central dono |1

j

(i, 1)
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Cada arco possul um custo unitario associado
por unidade de matéria, cjj’ e que por simplicidade Vamos

supor igual para todos os arcos da arvere (base),

Assim, vamos analissr os nds adjacentes 4 cen
tral (nos 2, 3, 4) e verificar se um possivel deslocamento
da central para um destes nos implicaria numa diminuicio do

custo total da sclucao.

0 que se faz na realidade & verificar para to

dos os nds adjacentds se o custo de transportar toda a maté

ria, que passa naguele arco em direcdo a central, ¢ sufs
cientemente grande para justificar o deslocamento da cen

tral para o né. Ao se deslocar a central para este nd esta
remos exatamente economizando este custo. Lontudo, se o cus
to de desviar o fluxo dos outros nds adjacentes, até a nova

localizacdo da central, for superior & esta economia esta
b ) P 3

remos aumentando o custo total e ndo terd valido a pena.

Além do custo do transporte da matérié pelos ar
cos, temos que considerar o custo do terreno do local onde
se pretende construir a central. Como este custo pode va
riar de nd para no, o AJUSTE FINO deverd considerd-lo para

decidir se o deslocamento da central vale a pena.

Visando entado avaliar, a priori, a variacgao no
custo total da solugdo, provocado pelo possivel deslocamen
to do centro de fios, definiu-se uma medida chamada FATOR

DE DECISAO (CS1). Esta medida considera a localizagao da
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central, os fluxos provenientes dos ndés adjacentes, candida
tos ao deslocamento, ¢ ¢ custo de transportar matéria por

es5tes arcos.

Como fol apresentado na figura 28, a central RE
CEBE todo o fluxo que transita na sua zona de filiagao atra
vés dos arcos de seus nods adjacentes. 0 que o fater de deci
sdo pretende € verificar qual a ordem de grandeza do fluxo

.} que chega a central, a partir do nd adjacente i, em

(Xi_]

relacdo a utilizagfico real da central. Se este fluxo entran
te for alto, a2 idéia de deslocar a central para este nd  se
mostra bastante atraente, Contudo, nao basta esta constata

cdo, € necessario considerar o custo asscciado a utilizacgao

do arco,

-

Como ilustragao, consideremos o seguinte exen

plo (Figura 29)

|
j ¢2= 50
by - $.= 100
(E) w]‘b /D?Z:kw_fq (3
| $,=150
C=1000 ?
@

Figura 29 - Istrutura da rede antes do desloca

mento da central (ajuste [ino)
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onde ¢j = fluxo no arco que liga o nd adjacente i d central

= capacidade da Central
Temos entao que

Co= bpro,tasto,

se deslocarmos a central para o né 1, o Gnico fluxo que
1 e a central {Figura

altera € o fluxo no arco entre o nd

o

20).

?' {j)p_ = .30
- C.b 1 =5 () 0 ! ’
i1§ ----------- 0 '(\‘é\“ """"""" g . *’{ g
C=1000 A g,= 100
¢, = 150 :
Q
<)

Figura 30 - Fluxos nos arcos apos o deslocamen

to da central para o ng 1

0 nove fluxo no arco sera entiao igual a (i
tuinel

R

Assim, deslocamos a central para o nd 1 se¢ o fluxo or
isto ¢ sc

no arco for superior ao fluxo apds o deslocamento,

¢l > (C"¢1)
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ou seja se o fluxo original for superior a todos os doemails
que chegam 4 central,

Dentro deste espirito, o fator de decisio, CSi
foi definido a seguir:

{

CS. = (£ X,. + a, - 2 x..) c.. iel
' £el £3 : *

i
3
et
Tt
—

A A S s

onde:

Xﬁj = fluxo que parte do ndé £ (adjacente) em direcio
a central j

I = conjunto de nds adjacentes

aj = assinantes diretamente ligados a central

i = no adjacente sendo analisado

Cij = custo unitarie de transportar matéria pelo arco

i, j {arco que liga a central j ao nd adjiacente

i, que estd sendo analisado)

Convém salientar que o custo do terrenc nao [oi

aqul considerado, sendo adicionado no final do procedimento



de avaliagao do custo da solugiao alternativa (central deslo

cadal.

Tomamos entiao, CSk, c menor valor de CSi.

- Se CSk < 0 indica que o fluxo que chega a cen
tral j, a partir do nd adjacente k, € sozinho superior A 50
ma de todos os demais fluxos que chegam a central j e os as
sinantes ligados diretamente a ela. Portanto podemos deslo

car a central para o no k, garantindo que esta solucde € me

lhor que a anterior a menos da variacao do custo do terre
no.
- Se CSk > 0 nZe €& possivel afirmar sem a ava

liagdo do custo da nova configuragdac se esta solugdo €  me
thor que a antiga, .

Isto € necessdrin pois o desleocamento da cen
tral modifica as zonas de filiagao, o que pode melhorar ain
da mais a soluc@o e torna-la competitiva com a anterior.

Avaliamos entdo o custo da nova localizacdo e
se este for inferior ao custo da atual solugac, deslocamos
a central para o no k. Caso contrario, mantemos a localiza
cao atual.

Nao sendo possivel deslocar a central para o nd
k, passamos a analisar os outros nds adjacentes cm ordem
crescente de CSi‘

Ao final do procedimento, apds a avaliagao de

todos os nos adjacentes, se fol possivel o deslocamento pas
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samos a analisar os nods adjacentes a nova locoalizacgio, a
excessao do né relativo 4 antiga localizacldo ¢ repetimos o

procedimento.

6.3, DESENVOLVIMENTO

Voltando ao exemplo da figura 28, vamos proce

der todo o desenvelvimento do método.,

calcular os FATORES DE DECISAO (CSi) dos

Vamos
nos adjacentes 2, 3 e 4. Temos entdo
s, = I X, . * a. - 2 X..) c.. il
i (EaI £3 i 13) 1]
I i ¥ o C. . a. CS.
ij i j i
2 5500 2 - -1.000
3 2000 2 - 13.000
4 3000 2 - 9.000
Zxﬁ: = 10,580
*J

Como €S, < 0 sabemos que a central instalada no

2 pois o custo desta solu

no 1 pode ser deslocada para o no

cao sera inferior ao da anterior.

Assim, para deslocar a central para o nd 2, to
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mos que transferir todo o fluxo convergente ao ndé 1, para o
n6é 2, tanto o fluxo dos arcos originais como o do arco de

fechamento.

Podemos verificar que o procedimento de transie
rir a central para o nd adjacente € um caso particular do
procedimento de FASE DE TRANSICAO onde a central do nd 1 re
presenta a central descartada ¢ o nd 2acentral substituta.
Logo, conforme a figura 2§, € criado um arco de fechamento
com custo nulo, ligando o no 2 ao nd de fechamento. Lste
arco esta fora da basec no seu limite superior, igual & capa

cidade da central a ser descartada.

0 arco de fechamento do nd 1 tem seu sentido in

vertido, custo infinitamente alto e fluxe igual a real ocu

pacao da central.

N%’
iq
PDx ) 4=200077 00 xy s, =15000
><]D =1000" ! : N
’19 ; \j N N2
R N\
- a L*J\\ A ‘\
L C},N*EM N -
X N f < =1500
5y 9,3=1000 ' xy yr=11500 LT A
e, y e -
- S 2 _6)
. \® "“’““m/ fz"a L= N Xg 9=2000
<§yf“' *3 1= 2000 x2 "5500/ - . ’
/ (7\; 2000
ES X =
Xg 321000 b,=15000 P
¢ j =1 ,j=N*
Figura 31 - Criacao do arco artificial ¢ drCo

de {echamento



O arco (N*,2) entra na base, formando um ciclo.
0 fluxo no arce {2,1) limita a circulacio de matéria c con
sequentemente sai da base gerando a situacgao apresentada na

figura 32.

"
1 N
o B
1.\\ =7 . - oy
1,4 2000 Wit
xiﬂ,aﬁ 1000 GQPWW“W”WGZL\ 3 \5 _;—{FN’Z“O 3) =1500
\\,&" ;y],N MJDUD f.r“l ngz—

I A

’Z /\ ,,/. -
j]i)*..muhwuhfzfﬁwqﬂ -<E>x6 ,=2000

pe¥ : b,=15000 -
e ’ x = ;’:/ ™ = .?_ '
Xg 3 %agp 3 = 2000 (D g 4= 2000
— _ N
(§9X8,3” 1000
Ci,j: 2 i=1 , j= N*¥
Ci,N*: M CN*,Z: 0
Figura 32 - Arco {(2,1) limita o fluxomnociclo

Considerandc que:

Pot(l} = M

Pot(2) = 0O

- = bl . 3 i- E

O12 Pot (1) Pot (0) M
CIZ = CIZ_OIZ = 2-M = «M<<()

0 arco {1,2) entra na base formando unm civlo.
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0 arco (1,N*) limita a circulagio de matéria ¢ sai da bhasc.
Finalmente, a central foi deslocada para o nd 2, conforme

a figura 33, a seguir:

"
X -
11, 42000 N
*10,4=1000 % | L
10 : E | |
A
® ! :
, | ety =1540

5
X =3000 { e
y,1° ‘ ,
, PO AN S

Owg *1,2" R
g 5=1000 1 =2000 . OF = 1500
’ bo=15000 7 7>
2
J
(?}x8’3:zoau

Figura 33 - Nova solugao (Central deslocada pua

ra o nd 2)

A seguir avaliamos o custo da nova solugao atra
vés de um PFECM, dncluindo o custo do terreno e confirmamos

o deslocamento da central.

~

Passames a analisar os nos adjacentes uo no 2,
i excecdo do ndo 1, e repetimos todo o procedimento tentando
melhorar ainda mais a solugao.

‘No caso da central a ser deslocada estay satura
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da, o procedimento & analogeo ao descrito na fase de  transi
¢ao; contude, considerando a simplicidade desta situacio se
comparada a fase de transicao, desenvolvemos um procedimen

to simplificade para efetuar este deslocamento (lfigura 347},

Fora da base no limite inferior

x3 1T 2 SF‘B\”\' ' ® = 5549 P @'
¥ \"\\ - ) ) % -

)zﬁk—j‘:_i e BT 6 1 2000

ﬂ,.d/»/ f WJ\___/\

T, g 500
@y~ byrosoo AT
@ X 5 ;4‘7 3600

X, = 2000 3

Figura 34 - Solucao com Central Saturada nond |

Calculande o CSi dos nds adjacentes a central

do n¢ 1, obtemos:

1 X, - ¢, a. Cs,
1] 1] ] 1
2 2.000 2 - 12,000
3 2.500 A - 10,0600
4 5.500 2 - -2.008
= - o ] (
lkij 16,000




E—e.?
—_ £ -
i

Como CSQ < 0 vamos deslocar a central para o na
4. Para tanto, criamos um arco de fechamento com custo nu
lo, ligando o nd de fechamento ao nd 4. Fazemos cste  arco

entrar na base com fluxo igual a capacidade da central,

0 arco (4,1) €& retirado da basc sendo substitul
do por seu oposto arco (1,4), onde ira transitar um fluxo
correspondente ao fluxo que chega ao nd 1, menos o que pas
sava pelo arco (4,1). ApOs a atualizagdo dos fluxos a cen
tral fol deslocada para o nd 4 resultando na situacdo da fi
gura 35, observando que novamente a central saturou; tendo

seu arco de fechamento fora da base noe limite inferior.

Convénm salientar qué este exemplo tem objetivos
apenas diddticos uma vez gue na pratica n@p deve ocorrer a
situagao de uma central nova saturar.

De qualguer forma € bom lembrar gue o procedi
mento descrito acima, para centrais saturadas, € o mesmo pa
ra o casc de deslocamento de central nao saturada. A dife

renga sO existe a nivel de reestruturagido da drvore,

Fora da base no limite inferior

;
0 : (&) x, ,-2000
- ;=500 ¥ ©

’ 3

(:) 4T =3000

Figura 35 - Central deslocada para o no 4 ¢ sa

OGO

turou
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6.4. RLESULTADOS OBTIDOS

6.4.1. Fluxograma Resumido do Método

C procedimento descrito nas segbes anteriores &
apresentado na figura 36, através do fluxograma simplifica
do do programa FINURA, rotina que realiza o Ajuste Fino, cu

ja implementacgao discutiremos adiante.



JUS——
INICIO )

!

ARMAZENA RESULTADOS DA SOLUCAD
OTiIMA ATUAL

1 — DADOS RELATIV(OS AQS HOS:
e POTENCIAL, PAL, FIO, ARCC QUE LIGA AO PAI

7 — DADOS RELATIVOS ADS ARCOS ORIGINAIS £
AOS ARCOS DE FECHAMENTO
o FLUXO, FOLGA, 5E PERTENCE A BASE,

ARMAZENA O CUSTO DA SOLUCAD DO PROBLEMA
DE FLUKXO DE CUSTO MINIMO ASSOCIADD A

SCLUCAD OTIMA ATUAL VS B VEL

O E CENTRAIS
ASEREM
ANALISADAS

o

E?

¢ TOMA-SE UMA CENTRAL AINDA NAD ANALISADA |
e CALCULA O FLUXO QUE CHEGA A CENTRAL |

& = X xijj el

- CONJUNTO DOS NOS ADJACENTES A CENTRAL
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/DO DE NOS ADJACENTES

N

CALCULA 08 CS1 ASSDCI ADOS
AOS NOS ADJACENTES
CSI (i) = (@ j— 2 Xj) Cij icl

[
4

TOMA O MENOP CS E O NO ADJACENTE
CORRBESPONDENTE -
CSE (1A}, NO ADJACENTE 1A

s DESLOCA A CENTRAL P/O
NO 1A

e AVALIA O CUSTO DA NOVA

SOLUCAD = VSBNOV

CSIIA) < O

VEBVEL = V3BNOV

AVALIA O CUSTO DA NOVA
SOLUCAQ SE A CENTRAL i
FOSSE DESLOCADA P/IA VAP/1

q




TOME QUTRO NO
ADJACENTE
COM 0 PROXIMO
MENOR CS8I

St
b

VAP 4

DESLOCA ACENTRAL PARA

VIANGOYVERVE
N O NOIA

g

i

VSBVEL = VIBNOV ]

EXISTE ]
NG ADJACENTE NAO -
ANALISADO? VAP
EXISTEM
\ S — —_
cenTRAIS NOVAS S MAS T
VNDA NAD ANALL K_ ‘

SADA

FIGURA 36: FLUXOGRAMA DO METODC DE AJUSTE FINO
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6.4.2. Consideragoes sobre a Implementacio do Algoritmo

0 algoritmo de AJUSTE FIND que originou o pre
grama FINURA foi implementado em linguagem FORTRAN utilizan

do um Computador Digital - PDP-10.

0 proeograma FINURA foi incorporado ac programa
SUBP, que resolve o problema de fluxo de custo minimo, ja
adaptado ao programa TRANZE,
0 programa SUBP foil utilizado para a avaliagido
{ -
sucessiva dos custos das solugées Com 45 Cenirais desloca

tima.

Oy

das, permitindo a decisao sobre qual seria a solucgao

6.4.3. Rede Exemplo

0 aigoritmo foi aplicado a rede telefonica urba

na da cidade de Curitiba. Como ja foi visto anteriormente,

esta rede ¢ composta por 586 nds e 744 arcos sem orienta
cao.

Apds detathada andlise da rede em estudo, foram
escolhidos 20 nés candidatos a central, com a restrig¢ao adi
cional que impossibilita a instalacao de centrais em candi

datos vizinhos,

Os resultados apresentados referem-se a aplica

H

!

cdo do algoritmo apds obtida a sclucdo Otima através da té«
nica de particac de Benders, restrita ao espago dos 20 can

didatos.
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Torna-se importante reafirmar que o procedinen
to de Ajuste Fino nio s¢ resiringe aos 20 candidatos, mas a
partir deles explora atraves de scus adjacentes, os demais

nos da rede.

A andlise que vamos proceder visa mostrar a efl
cicncia do algoritmo no sentido de aperfeicoar, em  termos
de custo, a solugdo obtida pela técnica de Benders. Esta di
minuicao se deve ap fato de que ao se deslocar a central de

um 16 para outro, estamos economizando cabos para a ligacdo

dos nés a central, sem incorrer em acréscimo nos Jemais cus

{4n

tos envolvidos na otimizacdo, a menos da variacdo no custo
do terreno.

Foram escolhidos como candidatos a central 03
nds apresentados na Tabela 6.

Antes do AJUSTE TINO, obtivemos comd solugac
6tima para o problema a configuragao de centrais apresenta
da na Tabela 7 e Figura 37.

Apos o procedimento de Ajuste Fino algumas cen
trais se deslocaram através de seus nds adjacentes chegando
a solucdo &tima final apresentada na Tabela 8. A trajetd
ria, segundo a gual as centrais se deslocam, ¢ apresentada

na figura 38.
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Candidatos n® dos nos
1 49
2 320
3 79
4 398
5 383
6 106
%7 134
5 30
g 185
10 264
11 er
12 19
13 518
14 : 369
15 563
16 72
17 578
18 173
19 125
20 56

Tabela 6 - Nos candidatos a localizacao das

centrais
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CENTRALS LOCALIZADAS ANTES BO  AJUSTE FINO

NOS; 49 320 79 308 134 30 19 578

CUSTO ASSOCIADO A LOCALIZACAO: Crs 7.030.960.100,00

Tabela 7 - Solucic Otima gerada pela Técnica de

Benders (Antes do Ajuste Fino)

CENTRAIS LOCALIZADAS APGS © AJUSTE FINO

NOS 48 320 78 398 106 477 18 578

CUSTO ASSOCIADC A LOCALIZAGAO: Crs 6.964.724.200,00

Y

Tabela & - Solucgdo otima apds o AJUSTE FINO
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6.4.4, Analise dos Resultados

Comparando~-se os resultados das tabelas 7 ¢ 8
podemos observar gue o procedimente de AJUSTE FINO fol  7res

ponsavel por uma economia de Cr$ 66.235.900,00 ou scja  cor

ca de 1%.

E importante observar que esta melhora no custo

da solucao fol obtida com um tempo de processamento de 4,082

segundos {tempo de CPU). Tal performance vem confirmar as
{

expectativas quanto a adoguagido do método & aplicagao e

problemas com esta configuragao.
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7.1. INTRODUCAOD

0 objetivo deste capitulo é fazer algumas consi
deragoes sobre as potencialidades des algoritmos desenvolvi
dos, bem como suas limitacoes, sugerindo pontos onde estes

podem ser aperfeicoados ou mais exaustivamente testados.

i
4

7.2. CONSIDERACOES SOBRE O METODO HEURISTICO DE SOLUGAO DO

PROBLEMA MESTRE

Como ja fei discutido no Caplitulo 3, o programa
LOCUS-HEURISTICO trabalha com linearizacdes externas, utili
zande o Gitimo corte gerade (Qltima restricdo) como  repre

sentacido da funcdo objetivo T a ser minimizada. Além disso,

por tratar-se de um procedimento heuristico, gera restri
goes mais relaxadas e consequentemente menes representati

vas da fungao objetive real T. Assim parcce natural sua in
sensibilidade, no que diz respeito ao numero de iteragoes,
ds localizacoes de partida (LP).

Esta constatagédo esta baseada no lato de que o
principal obstaculo em se trabalhar com linearizagio cxter

na ¢ a necessidade de um grande nlGmero de aproximantes para



150~

se obter uma boas aproximagdo da funcao que sc¢ quer represen

tar . Logo, seria necessdrio um numero muito elevado de
localizagoes de partida para se ter uma boa representagao

da fungio objetivo "modificada"™ e censequentemente diminuir
o nimero de iteragdes necessirias para a convergencia. As

sim, acreditamos que a eficiencia do métode aumente se  con

siderarmos como funcdo objetivo do problema o epigrafo da
funcao T, Considerando ainds o desempenho do programa

LOCUS-HEURISTICO, devemos observar que o algoritmo heuristi
co utilizado 586 permite a inclusio de variaveis na  mudanga
de uma solugido para outra ¢ nunca sua retivada. Esta res
trigdo parece justificar a ocorreéncia de patamares de solu
coes, discutidos anteriormente. Dentro deste enfoque julga
mos que a utilizacgio de uma heuristica mais flexivel, que
evolua de uma solucdo pars outra, através de inclusideo ou re

tirada de varidvels, venha enriguecer o procedimento da oti

mizacgao.

Finalmente, embora tende sido observada a
nio sensibilidade do programa LOCUS-HEURISTICO as localiza
¢oes de partida, no que diz respeito ao tempo de convergén
cia, & importante notar que uma cuidadosa analise prévia
da rede em estudo, pode sugerir boas localizagoes de  parti
da que venham favorecer a convergéncia do procedimento hen
ristico, no que diz respeito a uma menor porcentagem de er

TOU



7.3. CONSIDERAGOES SORRE A FASE DI TRANSICAO

Como sabemos a filosofia do metodo SIMPLEX, pa
ra a resolugao de problemas lincares ¢ de caminhar de ama

solugdo basica factivel 4 outra, sempre garantindo a wmelho

ra da fungio objetivo, sendo contudo necessario, para a
iniciallzacao do processo, que se disponha de uma solucgio

basica inicial factivel.

No procedimento cliassico de busca de uma base

inicial factivel em uma rede de N nos e M arcos’ =io introdu

-

zidos, além dos originails da rede, 2 ndés e N + 1 arcos,consg
tituindo uma rede de N + 2 nos ¢ M + N + 1 arcos, Dentre es

tes arcos M sdo independentes nao basicos. Considerando que

o método SIMPLEX retira um arco por vez, a-Fase 1 (busca da

yase inicial factive erd ne minime N + 1 iteracooes.
I 1 factivel)} t omnm C

d

A FASE DE TRANSICAQ, como implementada, intro
duz na rede uma quantidade de aréos artificiais da ovdem do
numero de nds escolhidos para a localizacao das centrais e
nio do nimero total de nos da rede. Desta forma é possivel
afirmar a superioridade do método de FASE DE TRANSICAO S0

bre o procedimente convencional.

Analisando os resultadoé obtidos nos testes rea
lizados com a rede telefonica de Curitiba verificamos o bom
desempenho do método de FASE DI TRANSICRG, o qual obteve ¢m
niimero de iteragoes uma reducao média de 75% ¢ de 72% no

tempo de CPU.



-152-

Cabe ainda ressultar que nas iteracoes onde 0
método de PASE DE TRANSICAO obtove uma menor eficicncia,

constatou-se uma grande variacao cntre as scluctes  conheci
da e substituta, tanto no gue diz respeito ac nimero de cen

trais envolvidas, quanto nas localizacoes das mesmas.

7.4. CONSIDERACOES SOBRE 0 AJUSTE FINO

Tentandd minimizar os efeitos de sc dividir a
rede em regioces candidatas e se trabalhar com um nd repre
sentante de cada regiao, foi desenvolvide o procedimento

heuristico de AJUSTE FINO, que executa uma analise de pds-

otimizacao sobre todos os nos da rede. .

A principal vantagem observada nos testes reall
zados foi o fate de se conseguir ampliar o universo de can
didatos, aliviando as restrigﬁes-originaiﬁ, sem incorrer em
um peso maior para o nrograma de otimizagao. Lsta caracte
ristica se mostra bastante valida quande associada a proce
dimentos heuristicos de otimizacdo, ou quando se tem que 1i

dar com redes de grande porte, com as quals o planejador

nao tem grande familiariedade.

Considerando os testes realizados, verificou-se
que apds a realizagao de um AJUSTE FINC, a reincidéncia do
procedimento nido alterou a solugao ja anteriormente cncon

trada. Contudo, mudando-se a ordem-de escolha da - central,
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que ird iniciar o procedimento, a ﬁaluqﬁo s¢oaltern. Assim,
julgamos que uma avaliacao de alternativas de escolha da
central inicial seja conveniente, buscando a melhor pml?ti
ca de localizacoes. Este procedimento poderia ser implemen

tado computacionalmente sem nenhuma dificuldade teorica,
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