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RESUMO

O acoplamento entre polarizagao e flutuagdes em tem
peratura em cristais ferro e antiferroeletricos que apresentam
transi¢oes de fase estruturais & cstudado através do formalismo
de Mori., Partindo de consideragoes termodindmicas, escolhemos
come variaveis dinamicas as componentes de Fourier da polariza-
¢ao local, da primeira derivada temporal desta polarizacgao lo-
cal e da temperatura local (esta Ultima definida em termos da
componente de Fourier da densidade de energia local). Discuti-
mos leis de conservacgao para estas variavels e a relagao entre
elas e as quantidades microscdpicas que descrevem a dinamica de
redes, a saber, o©s Operadores campo de fonon e momento de fonon.,

Encontramos uma expressac para © fator de estrutura
dinamico que tem a mesma forma que agquela deduzida por técnicas
de fungao de Green. No limite de longos comprimentos de onda e
longe da regido critica o fator de estrutura dinamico apresen-
ta um par de Brillouin e um pico central, enquanto gue proximo
a4 regiao critica o par de Brillouin desaparece e¢ o pico central

diverge.



ABSTRACT

The coupling between polarization and temperature
fluctuations in ferro and antiferroelectric crystals which
undergo structural phase transitions is studied through
Mori's formalism. Using thermodynamic considerations, we
choose as dynamical variables the Fourier components of the
local polarization, of its first time derivative and of the
local temperature (the latter defined in terms of the Fourier
components of the local energy density}.

We discuss conservation laws for these variables
and their relationship to microscopic qguantities describing
the lattice dynamics, namely, the phonon field and phonon |
momentum operators.

We obtain an expression for dynamical Squcture
factor which has the same shape as the one derived using
Green's functions. In the long-wavelength limit and far from
the critical region the structure factor exhibits a brii.ouin
patr and a central peak, whereas close to the critical region

the Brillouin pair vanishes and the central peak diverges.
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INTRODUGAO
1. 0 Modo "Mole®

Ha muito tempo ja se sabe que determinadas classes
de cfistais sofrem transicoes de fase estruturais quando subme
tidas a variacgoes de temperatura., Entretanto, ainda hoje as
principais caracteristicas destas transigoes sdo objeto de mui
tas investigagoes.

Entende-se por transicao de fase estrutural a mu-
danga de simetria no cristal quando sua temperatura 2 reduzida.
Os cristais com estrutura das perovskitas do tipo ABO3, por
exenmplo, na fase de alta temperatura apresentam estrutura cibi
ca, transformando-se com a redugao de temperatura em uma estru
tura tetragcnal ou trigonal(l).

Farece ser consenso que as transigoes de fase es-
truturais resultam da instabilidade de um modo normal vibracio

(2)

-nal da rede, conforme foi sugerido primeiramente por Cochran

(3)

e Anderson . Nas proximidades da transigao, a frequéncia des
te modo tende a zZero, e a forg¢ga restauradora para este meodo de
deslocamento anula-se, permitinde aos atomos ocuparem novas po
sigoes de equilibrio. Este modelo de modo "mole” ("soft") tem
sido muito utilizado para a descricao das transigoes de fase

(4)

estruturais

(2)

A analise de Cochran estd baseada fundamentalmen
te na relagdo LST (Lydanne-Sachs-Teller). Esta relagao, em sua

forma mais simples, pode ser escrita como

2
“Lo _ e(0)

2 € () g
w - :




onde w o € W sao as frequéncias dos modos Opticos longitudi

nal e transversal pertinentes ao problema, e€(0) & a constante
dielétrica estatica e e(w») & a constante dielétrica para altas
frequéncias.

Experimentalmente, sabe-se gue w independe da

LO

tenperatura,e uma vez que £(0) segue a lei de Curie-Weiss pa-

ra cristais ferroelétricos, a saber,

e
e(0) = 55 ’
@]
obtemos
w2 o« (r-17) (3)
TO o ! ‘

onde C & wna constante e TO € a temperatura de Cur.e (que para
transicaoc de fase de segqgunda ordem coincide com a temperatura
de transicgao, TC = TO). Vemos entao que, quando T -+ To’

Wy T 0. é
A validade das proposi¢oes de Cochran( ) e

(3)

tem sido comprovada experimentalmente em cristais

{3)

Anderson

da classe perovskita (ver Fig. 1).
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Fig. 1 - Dependéncia de temperatura do modo que pertence ac can

to R = (%,%,%) da zZona de Brillouin, acima da tempera-
tura de transigao TC = llOOC, nc titanato de estroncio

(G. Shirane e Y. Yamada, Phys. Rev. 177, 858 (1969})).

2. O Modelo de Pytte e Feder

Conforme ja dissemcs anteriormente, uma das classes

de cristais que exibem transicoes de fase estruturais, e gue tem

pE

sido estudada com crande intercsse, &€ a classe das perovskitas.
Unoki e Sakudo(6), investigando os mecanismos relacionados com a

iransigao do titanato de estroncio SrTiO3, deduziram, atraves de

cnicas de ressonancia de spin eletrdnice, gque a transigac da

oL

t

fase cubica para a fase tetragonal & acompanhada por rotagoes do



W

octaedro formado pelos oxicénios ao redor dos trés eixos cubi-

cos {ver Fig. 2).

» A
oY
o0
(a) (b)
Fig. 2 - (a) C&lula unitaria da estrutura perovskita ctibica com

cs lons B na origem. (b) Deslocamentos de angulo reto
(rotagoes) dos ions de oxigénio ao longo das faces do

cubo.

(7)

Fleury e cc—autores propuseram um modelo para a

transig¢ao de fase do SrTiO

(6)

30 © qual estabelece gue a cstrutura

de Unoki e Sakudo & uma consequéncia da instabilidade de um
modo "mole'.

Um dos primeircs trabalhos tedricos a respeito da
relagdo entre a tecoria do modo "mole” e a estrutura de Unoki e

Sakudo(6) foi feito prr Pytte e Feder(C). Estes autores propuse

ram un hamiltonianc iodelo tendo as seguintes caracteristicas:

(a) O hamiltcniano descreve as rotagoss do octaedro formado pe
los oxigénios ao redor dos tré&s eixos clibicos;

(b) Leva em conta as interacoes entre os icns de oxigéenio e os
icns A {ver Fig. 2a) atraves da inclusac no hamiltonianc de

fermos anarmonicos de quarta ordem. Introduzindo aproxima-



¢oes de campo molecular, o hamiltonianc modelo tem as seguin
tes implicagoes: (a) o modo pertencente ao canto R da zona
de Brillouin & triplamente degenerado para T > T, (fase ch-
bica}; (b} para T < 'I'c este modo divide~se em dois ramos

{(ver Figs. 1 e 3); (c) a frequéncia deste modo aproxima-se

de zero quando T ~+ T

30
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Fig. 3 - Dependéncia de temperatura dos modos "moles" abaixo da
temperatura de transigdo T, = 110°K para o SrTiO, (P.A.
Fleury, J.F. Scott e J.M. Worlock, Phys. Rev. Lett. 21,

16 (1968)}).

Estes resultados do hamiltoniano modelo de Pytte e
Feder ja haviam sido previstos pelo modelo de Fleury e co-auto-

res(7) (proposto com base em dados de espalhamentc Raman).



3. 0 Modelo de Szabo

Uma vez que a cnergia de um modo normal vibracional
e prcporcional a sua freguéncia, a energia do modo dptico trans

2
verso "mole", para o gual w

« (T-T decrese m a diminui-
TO ( c)' gsce CO

cao da temperatura.

9
Szabo( ) relacioncu a perda de energia dos modos

-

"moles" com diju

4A)

do de culor: a energia destes modos flue para
um banho térmico produzindo flutuagles em temperatura.

Assim sendo, deis tipos de acoplamento devem ser con
siderados: o primeiro entre os fonons Optices "moles" e todos
os oulros modos de fonons, e ¢ segundo entre os fonons 6pticos
"moles" e as flutuagOrs em temperatura. O primeiro & considerado
via o hamiltoniano, e o segundo atraves de uma equacao de difu-
sac de calor. Isto pode ser melhor entendido especificando as

e . - . . 9
principais etapas do procedimento teorico seguido por Szabo( ):

{a) Reescreve-se o hamiltoniano de Pytte e Feder{a), para os
cristais da classe das perovskitas, em termos de coordenadas
ormais, acrescentando um termc anarmonico de terceira ordem
que descreve a interagao entre os fonons oOpticos "moles" e os
‘onons eclstices. Os outros tipes de interagao entre fomons sao
desprezados por Szabotg), argumecntando gue & mais forte a tro-
ca de energia entre foncns Opticos "moles e fonons aclsticos;
(b) A partir do novo hamilioniano, encontra-se uma equagao de
movimento linearizada para as coordenadas de fonons opticos
"moles" envolvendo uma funcac de Green retardada destes fonons;
{c) Recorre-se a uma eguacao de transporte generalizada de

. {
Beltzmann deduzida por Niklasson e Sjolander'nn, da gual se



obtem uma ecuacao de difusao de calor gue acopla as flutuacoOes
em temperatura com as coordenadas de fonons Opticos "moles";
(d) Finalmente & deduzida uma cxpressao para a transformada de

Laplace da fungao de Green.

Resulta gue o fator de estrutura dinamico apresen-
ta, além do par de Brillouin usual, um pico central devido 3as
flutuagoes em temperatura.

A existéncia do pico central e do par de Brillouin
tem sido revelada em espectros de espalhamento de neutrons pe
lo SrTiOB(ll)

X P (12 )
H)¥0, ’

e ecm espectros de espalhamento de luz pelo

mais conhecido como KDP.

4, Formulagao Alternativa

Sabe~-se da literatura gue algumas propriedades fisi
cas dos materiais sao afetadas quando estes saoc submetidos 3
variagao de temperatura. Em particular, para os materiais fer-

(13) gue a polariza-

roelétricos, experimentalmente & conhecido
¢ao (momento de dipolo elétrico por unidade de volume) & bastan
te sensivel as variagoes de temperatura. Assim, podemos pensar

em acoplamento entre fli lagdes em iemperatura e polarizacdo Lo

Gl

Nesie trabalho, investigarcmos este acoplamento e
suas conseqguéncias utilizando uma técnica alternativa que dis-
pensa a consideracdao de uma equagao de transporte generalizada
e as técnicas usuais de funcgoes de Green. Trata-se do formalis

(14

mo de Mori , gue no presente contexto envolvera a dnamica

de redes de cristais anarmonicos e a solucgao das egquagles de




movimento pertinentes usando uma equagao de Langevin generaliza
da.
(14)

A aplicacac do formalismo de Mori envolve a es-
pecificagdo de um conjunto de variaveis dinamicas e o seu suces
so dependera de estarem estas ou nao perfeitamente adaptadas a
uma realidade fisica. Assim, ﬁendo em vista o acoplamento entre
flutuagoes em temperatura e a polarizacan local, decidimos esco
lher as componentes de Fourier da polarizagao local {e sua deri
vada) e da temperatura local como o conjunto de varidveis dini-
micas (esta ltima & definida em termos da componente de Fourier
da densidade de energia local). )
A presente escorha & consequéncia de uma analogia

. - , 15
com um estudo sobre sistemas paramagneticos feito por Lovesey( )

utilizando~se do formalismo de Mori(l4). 0 conjunto de variaveis
aindmicas escolhido por ele & formado pelas componentes de
Fourier da magnetizagao local (e sua derivada} e da densidade
de energia local.

C principal objetivo deste trabalho & portanto mos-

trar que com uma escolha adequada de variaveis dinamicas, isto

e, supostamente adaptadas a uma realidade figica, o formalismo

de Mori(l4) produz os mesmos resultados encontrados por
S:«zabc:s(9 ) especificados no final da segao anterior.

E importante ressaltarmos gque tanto a formulagao de
Szabo(sa) como a presente sao, conforme sera justificado no

Apéndice A, validas na fase onde T > T conhecida na linguagem

de teoria de cristails ferroelétricos como fase paraeletrica.
Com a intencao Je apresentar um trabalho autoconti-

do, no Capitulo 1 recordaremos o formalismo de Mori{ld) e a sua

ligagdc com a tecoria de resposta linear de Kubo. Também discuti

remos a aproximag¢ao markoviana da qual faremos uso.




No Capitulo 2, recordaremos o formalismo da diniAmi-
ca dos cristais anarmbnicos e sua relagd@o com as componentes de
Fourier das densidades conservadas (polarizacgac e densidade de
energia locais). Também apresentaremos uma possivel justificati
va para a nossa escolha das variaveis dindmicas, a saber, as
componentes de Fourier das densidades conservadas baseando-se
em uma discusssac sobre as .flutuagdes termodindmicas nas varia-
veis de energia total dos niicleos e a polarizagdo total dos mes
mos na presenga de um campo elétrico externo estaitico e unifor-
me, bem como o uso da aproximagao markoviana.

Finalmente, no. Capitulo 3 aplicaremos ¢ formalismo

de Mori(l4)

partindo do conjunto de variaveis dindmicas especi-
ficadas anteriormente. Isto resulta em uma suscetibilidade die¥
létrica que mostramos ser fungao de coeficientes de transporte
conhecidos, a saber, os coeficientes de viscosidade e condutivi
dade téermica. Mostramos também que as expressoOes para a susceti
bilidade e a decomposicao do fator de estrutura dindmico em
trés componentes espectrais (par de Brillouin e pico central)
tém os mesmos a3pectos'qUQ aquelas obtidas por Szabo( 9).

No Apéndice A mostraremos a equivaléncia entre os
produtos escalares (2.2%a) e (2.35}) no contexto de teoria de
resposta linear.,

No Apendice B apresentaremos as principais etapas
para a deducao da transformada de Laplace da fungao de Green
retardada de coordenadas de fonons "moles™.

Os Apéndices restantes serac dedicados ao calculo

dos produtos escalares entre as variaveis dinamicas, bem como

aos métodos e criterios utilizados.
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CAPITULO 1

FORMALISMC DAS FUNCOES DE CORRELACAQ DE MORI

1.1. O Operador de Projegédo
0 formalismo das fungoes de correlacao de Mori(l4)
consiste em reescrever as equagoes de movimento para as varia
veis din@micas em termos de uma equagao de Langevin generali-
zada. Para isto, & necessario introduzir o operador de proje-
~ (16} e : D oA
cao definrido no espago de Hilbert das variaveis dinamicas.

Denotaremos por (I,G*) o produto escalar entre

duas variaveis F e G, tendo as seguintes propriedades:

(F,G*) = (G,F¥)*, (G,G*) = 0 , {1.1la)
$ C.F.,G*) = % C,(F.,G* , ' 1.1b
(j 574 ) ; 5 (F- ) { )

onde 0s Cj's sac constantes.
A equacgao de movimento para uma variavel dinami-

ca A(t) tem a forma

d .
3¢ A(E) = iLA(t) . (1.2)

onde L & o operador de Liouville, e & definido por
oz
iLF = ih[I‘,H]

no caso quantico, e por



iLF =

no caso classico. Os colchetes denotam o comutador, H & o ha-

miltoniano do sistema, ;j e gj sao a posicao e o momento da
2 S e T b = _8_ - 3 8 = ,___gi_,_ _,_a__
j-ésima particula e V; = {ij' Gy ! éz.) e ﬁﬁ = (BPX P BPY '
] b j ] ]
9 = g
=p ) $ao0 os gradientes.
“]

Os resultados deste formalismo independem da defi
nigao do produto escalar. Entretanto, o produto escalar deve

satisfazer a condigao
(LF,G*} = (F,{LG]*) , (1.3a)

isto &, o operador de Liouville e hermitiano no espago de
Hilbert das variaveis dinamicas.
0 operador de Liouville & uma constante de movi-

mento:
— L = 0 . {1.3b)

Considerando as variaveis dinamicas como vetores
no cspago de Hilbert, a projegao de um vetor G na diregao do
eixo A & definida por

- . -1

POG = (G,A*)-{(A,A*) " -A ] (1.4}
onde P & o operador de projecac no espago de Hilbert das va-
ridveis dinamiceas,.

O operador de projegac possui as seguintes proprie




dades:

P2 = P (idempoténcia) ‘ (l1l.5a)
o o}
(POF,G) = (F,[POG1*) {(hermiticidade) . {(1.5b)

A definigdo (1.4) possui a seguinte interpretagao
-+

- . . - 4 a.b, p - >
geométrica: dados doils vetores a e b, (;—:) L e paralelo a b
NN b.b
* a.byz> - o .
e a - {-)b & ortogonal a b (ver Fig. 43,
b.b
Fig. 4 - Interpretacdo geométrica do operador de preoje

¢a0o.

A propriedade (1.3b) do operador de Liouville nos

permite escrever a seguinte solugao forma: da Eg. (1.2):

0 operador(l7)



13.

& conhecido como propagador. A varidvel dinamica muda de A pa
ra A(t) sob a agdao do propagador M(t).

0 resolvente {(transformada de Laplace} de M(t) @

M(2) = (z—iL)“l : . (1.7)
0 operadcr
Qp = (1 - PO} | (1.8)

tambem & um operador de prbjegéo. Este operador projeta uma

varidvel arbitriria ¢ na direcao perpendicular ao eixo A, is-

-

to €,
(Q,G/A*) = 0 : (1.9)

A Eg. (1.8) também.pode cer escrita na forma se-

guinte:

g +pP_ =1 . (1.10)
Logo, podemos escrever a identidade

iL = (QO + PO)iL .

Inserindo esta identidade na Egqg. {1.7), o resol-

vente também pode ser expresso Como

M(z} = {z2-{Q  + PD)iL]_1 .
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Recorrendo a identidade de operadores

_1” .

Fl-g?t-rtleret ,
com F = z - (QO + Po)lL e G =z - QOlL, encontramos
~ _ I B A R S |
M(z} = (z QolL) +{z-1iL) PolL(z QolL) .

A transformada de Laplace inversa do resolvente en

tao da .

ar i (1.11)

Q iLt (t _ Q iLT
M(t) = e O +f e1L(t T) o}

P 1L e
o o

A discussaoc acima constitui a base para deduzirmos

a equagao de Langovin generalizada.
1.2. Egracao para A(t)

Diferenciando a Eq. (1.6} obtemos

Ao aey = ehira = elLt(Qo+PO)iLA , (1.12)

onde usamos a Eqg. (1.10).

Segue das Egs. (l.4) e (l1.6) que

elLtPOiLA (iLa,A*) - (a,a%) L. olTt,

i

il

iQ-A(t) ]
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onde

1

iQ (iLA,A*) * (A,A*)} (1.13)

i

& a frequéncia.
Com estes resultados, a substitui¢ac da Eg. (1.11)

para o propagador na Egqg. (1.12} produz

5 0_iLt.
3t At} = i2.A(t)+e QolLA +
£ Q_iLt
+ f =Ty 41 &9 o iLadr . (1.14)
0 &) O

0 segundo termo do lado direito desta equagao &

conhecido como forga alea+*iria,

QOiLt
f(t) = e QOiLA . (1.15)

Da propriedade de idempoténcia (1.5a) de PO seqgue

que

£lr) = Q f(¢) .
Entao, de acordo com a Eg. (1.9),

(£(t),Aa*) =0 ' (L.16)
isto &, a forga aleatdria f£(t) & ortogonal a variavel A,

A integral que aparece na Eq. (1.14) envolve o ter

Mo POiL f(t). Usando a definigao (1.4) segue gue




l6.

il

P iL £(t) PiLQ  £(t)

(iLQo £(t) ,A*) (a,Aa*) t.a .

Usando a propriedade de hermiticidade de I, e P, expres

sa pelas Egs. (l.3a}) e {1.5b) obtemos

P iL f(t) = - (f(t),[iLQOA}*);(A,A*)_l-A
= - (£(t),£%)-(a,a%) 1. :
onde
£ = £(0) = ;LQOA .

Substituindo este ultimo resultado e a definigdo
(1.15) na Eq. (1.14) finalmente obtemos
d t

ar A(t) = iQ-A(t) - I elt)A(t-t)dt + £(t) ' (1.17)
0

onde

p(t) = (£(t),£%).@a,a%) L (1.18)

é a cﬁamada fungdo memoria.

A Eq. (1.17) & conhecida como equagdo de Langevin ge
neralisada.

Tomando o produto escalar da Eg. (1.17) com A, segue

da Eq. (1.16) que




fi C{t) = ifn.cl(t) - f w{1)-C(t-1}drT ; {1.19)
at 0 |

cnde
C{t) = (A(t),m*) (1,20}

& a definigao usual de fungao de correlagao,

A Eg. {1.19) sera o nosso ponto de partida para o
calculo do fator de estrutura dinamico.

Em geral, a descrigao fisica de um sistema exige a
especificagdo de mais que uma variavel dinamica. Nestes casos
A & uma mailriz coluna representada pelas n variaveis
Al,Az,...,An ¢ A* & sua hermitiana conjugada. O conjunto de n
variaveis define um subespago no espago de Hilbert das varia-
veis dindmicas, e a proje¢ao na direcao deste subespago & da-
da pela definig¢ao (1.4), onde (A,A*)_l & a inversa da matriz

n por n
(A,A*) = [<Ai,A;>] , (i, = 1,2,...,n) ,

e os pontos indicam multiplicacao de matrizes (por exemplo,

Bgs. (1.13) e (1.18)). A partir de agora usaremcs & notacgao
<;> para o produto escalar entre as variaveis dinamicas, e

conservaremos a notagao original (,) para o produto escalar

entre a matrizes coluna formada por estas variaveis.

1.3. Aproximag¢ao Markoviana

A aproximag¢ao markoviana consiste em aproximar a



fungao memdria (1.18) por uma funcao delta:

onde T representa algum coeficiente de transporte. Substituin
doc esta expressao no segundo termo do lado direito da Eg.

{1.19) tcmos

t T
[ Td{t).Clt-1}d1 I g{T)T&{1).C(t-1)drT
0 —_—

=%F.C(t)
onde
. oo -ixt
gt} = g; I_m §+ie_ dx ] g -~ 0
1, t>20 .
-2, t=0 ,

Evitaremos o fator meio reescrevendo a aproximag¢ao

markoviana como
w{(t} = 2Fé& (&) . (1.21)

Se a funcdo de correlagao decai npum tempo T., esta

= ™

arroximagdo sb6 & valida guandc Re ! < T;l (ver Fig. 5).




C(t}

~
/4(13

Y

Fig. 5 - Interpretacac da aproximagao markoviana.

A aproximagao (1.21) pode ser estendida para o caso
de muitas variaveis, onde I & uma matriz n por n.
Na pratica, devemos ser cuidadosos na escolha das
.- - . - . P -1
varidveis dinfmicas de tal forma que a condigaoRe T < Te
seja sat‘sfeita. As densidades gque obedecem lelis de conserva-
cao, isto e,

3
ot

A(T,t) + V:J(z,t) = O

. 4,17
satisfazem cste requ151to(l P17

. Denotamos por A ({t) a compo
ncnte de Fourier da densidade conservada A(?,t) dependente do

cspago e do tempo. Entac

- L = _
A (1) + 1g-F (v) = ¢ :
d qd

> - . -,
onde J (t) e a componente de Fourier do fluxo J(r,t) corres-
[}

pondente a A(r,t). Notamos gue quando ]31 =g+ 0, i+(t) = 0,
g
entao A _(t) tem um tempo de vida infinito. Em outras palavras,
g

A+(t) cdecail lentamente no limite de g pegueno (no caso presen .
g
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te sera pequeno comprrado com o inverso dos deslocamentos nu-

cleares em torno das posigées de equilibrio no cristal).
1.4, Fator de Bstrutura Dinamico

Consideremos um sistema na presenga de um campoe exX-
terno E(t).Seja A a variavel dinamica com a qual o campo inte
rage. A energia de interagidc € dada por

Hl(t).=—A E(t) .

Entao, a energia do campo externo dissipada no sis- .

tema, isto &, a absorcgdo do sistema, & proporcional & parte

(18)

imaginaria da suscetibilidade dinadmica , sendo esta, no
contexto de teoria de resposta linear(l9), definida por
* +. ~iwt '
Xpp (@) = 8 I <A(t);A" > e T¥tat , (:.22)
0
onde
+ 1 B PN -3H_+
<F;G>= = <e F e G >dA ;
8 1o
e < > indica uma média térmica:
<F> = Tr (e PHp) srr (e FH) . (1L.23)

Supondo que as funcoes de correlagao sao nulag no

limite t » =, a Eq. (1.22) & reduzida a



)(AA({U) = £l iw ém(w) - CAA(O)] . (1.24)
onde

Coplw) = [O Cpptt) e rutgy ,

C,. (t) = <A(t)-A+>

AA - r

O fator de estrutura dinamico & usualmente definido pe

la transformada de Fourier da fungao de autocorrelagéo C__(t):

AR
-1 -ipt

S{w} = 57 f_mFAA(t) e dt .

~ . - ~ - (16,17)
As fungoes de autocorrelagao sao funcgoes pares '

logo

S{w) = ;IRe C. . {w)

i AR :

Tomando a parte imaginaria de XAA(w) dada pela Eqg.

(1.24) e usando este Ultimo resultado cobtemos

¥ = 7fw S{u) ' (1.25)

onde

xiA(w) = Im XAA(m) .

Notamos entado que a determinagao da absorcgac do sis

tema requer o conhecimento de uma fungac de autocorrelacgao.
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Assim sendo, as fungbes de correlacao desempenham um papel cen
tral na descricao dos processos fisicos dependentes do tempo.
Para finalizar, observamos gue a fungéo resposta, ou
equivalentemente a suscetibilidade.definida pela Eq. (1.22},
depende unicamente das propriédades do sistema em equilibrio,

ou seja, na auséncia de perturba¢Oes externas.



23,

CARTTULO 2

CRISTAIS ANARMONICOS E DENSIDADES CONSERVADAS

(20}

2.1. Dinadmica de Cristais na Aproximacac Harmdnica

Consideremos um cristal contendo N cé&lulas unitéarias
com r atomos por célula. Este sistema possui, portanto, 3Nr
graus de liberdade.

Denotaremos por ﬁo(ﬁ) a posigao de equilibrio da
g~&sima célula unitaria relativamente a uma origem no cristal
e por ﬁo(s) a posigdo de equilibrio do s-&simo nicleo relati-
vamente a origem da célula unitaria {ver Fig. 6).

Segue imediatamente que a posig¢aoc de equilibrio de

qualgquer niicleo do cristal & dada porx

RO{RS) = RO(R) + Ro(s)
e
Ro(S)
ﬁz(ﬁs)
Ro(2)
0

Fig. 6 - Posigdo de equilibrio do s-ésimo nucleo da i-esima

celula unitaria.

A dinamica dos nicleos pode ser descrita em termos
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-+ i
dos deslocamentos u(zs3;t) dos mesmos em torno das suas posi-

¢oes de equilibrio e dos momentos candnicos conjugados Ples;t):

ﬁ(ﬂs:t)

ﬁo(gsl +u(s;t) ,
Bes;t) =M  ulss;t) o

onde M & a massa do s-&simo nlicleo. Para simplificar a nota-
¢ao, de agora em diante abandonaremos a dependéncia temporal
. + >
explicita de u, P e ﬁ, e a retomaremos sempre que houver ne-
cessidade.
A energia cinética total dos nucleos tem a forma usual
2 .
Patﬁs)
= = 2
T Y =R ’ (2.1)
Ls0 [
onde ¥ (&s) @ a componente cartesiana g do momento Birs).
A energia potencial dos nucleos ¢, que depende de
-+ . - .
R{fs), pode formalmente ser expandida numa serie de Taylor em

torno das posigoes de equilibrio ﬁo(gs):

¢ =0+ ¢a(£s) ua(ks) +
fsa

1

+ = T T o] (2s;4's') u (23) u (2'g!
2t Lso f's'a! o ) a( ) ai )

+ ... ’ (2.2)

- . -+
onde u (fs) @ a componente cartesiana g do deslocamento u (fs),
o 3

¢ & a energia potencial de equilibrio dos nicleos e



25.

a &
au (fs)3u ,{8's") !
o o o

& L {ks;e's')
oc

(1}

e o subindice "o" indica que as derivadas sio calculadas na
configuragac de equilibrio.
A aproximag¢ac harmdnica consiste em truncar a expan-

sdo {2.2) nos termos de segunda ordem nos deslocamentos nuclea

res.

Na configuracgao de equilibrio
@a(ﬁs) = 0. ' .
Entdo, das Egs., (2.1} e (2.2), o hamiltoniano descre

vendo a dinamica dos nicleos, na aproximac¢io harmdnica, & dado

por

H=1T4+ ¢
Pg(ﬁs)
=0, I =g +
J={s} 5
+ 21, % & ,(2s;f's')u (Ls)u,(2's') .
* fso L's'at %O « ¢

{2.3)

E usual expandir ua(is) e Pa(Rs) em termos de coor-
denadas normais ou cecordenadas de fonons. Entao o hamiltonia-

no (2.3) assume uma forma que lembra aguela de um oscilador




harménico. Para isto, & necessario introduzir a matriz dinami

>
ca D(k):
' - 1 Tt
D ,{ss'|k) = ———— ¢ ¢ ,(fs;8's ) x
ol A — '
FMSMS' £

x e © © , (2.4)

onde kK & um vetor pertencente & primeira zona de Brillouin.
> - . —~
No que segue, w(kj} e e(s!ﬁj) sao os autovalores e
autovetores, respectivamente, da matriz dinamica:
|+__2+' —)-,:O 5
T [Daa,(ss k) ~w (kj)és 8 .]ea[slkj) , (2.5}

s’ ao

As freguéncias w(Kj) possuem a seguinte propriedade:
w(-kK9) = wiki) . (2.6)

Os autovetores sac escolhidos de tal forma gue obede

cam as segulintes relacoes de ortogonalidade e fechamento, res-

pectivamente:
5 ex(s|k9) e (s]kj') = & (2.6a)
Flelki) e (s]k] Y , .6a
sa
N 1T >
§ e, (s | k3) ea(s|kj) 8,010 csr . (2.6Db)

As expansoces de uﬁ(is) e P_(Ls) em termos de coorde
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nadas de fonons Q(kj) e P(kj) sio

N L ikKGR_(2)
ua(ﬂs) = I e (slkjiQkjle , {2.7a)
s kj
.
M - ik.R_ (%)
P (2s) =Y —ﬁsi % ea(s;R‘j)P{féj)e © , ~ (2.7b)
K3
onde
P(k3) = Q(k3) .
A condigaoc de realidade
* =, = |—+.
ea{s|kj) e, (s'-k3) ‘ (2.8)
implica que, das Egs. (2.7a-b},
+ -, . '
Q (k3j) = Q(-kj) ' {2.9a)
4+ > -+, :
P (kj} = P(~k])} . (2.9b)

A substituigao das Egs. (2.7a-b) no hamiltoniano
{(2.3) juntamente com as Egs. (2.4-6) e as Egs. (2.8} e {2.9a-b)

produz

g [T ENPED+ el Gt E Doy . (2.10)
K3

jon}
il
o -

onde igualamos a zero a energia potencial de equilibrio ¢o.

Na deducao da Eg. (2.10) também & usado © seguinte
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fato:

ik.R () .
e = N A(k) ’ (2.11a)

[t

onde &(ﬁ) & o delta de Kronecker definido por

k¥ =0
= 1 se ou
A (K) k =kt (2.11Db)

I

0 outros casos,

e k' & algum vetor da rede reciproca.
Usendo as Egs. {(2.l1lla-b), as expansces (2.7a-b) podem

ser reescritas na forma

N 1 R -ik. O(R)
Q(kj) = — I [e*(s|kjle Tu (Ls) ,
2,50', o3 o
R e* (s|Kj) -ik.R_ (%)
P(Ry) = 2 3 [T . © 1P _(18) .
YN Lsa M ¢

S

Destas equacgoes, das relagoes de comutagac fundamen

tais
[ua(ks) ' ua.(k's'] = 0 ,

[Pa(is) ) pa,(g's')l

li
o
-

f
i_l
-
o]
o
(=23

[u (2s) , P, (2's")]
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e das Egs. (2.lla-b) seguem as seguintes relagtes de comutagao:

[olki) , o(%'31)] =0 , (2.12a)

[P(X3) , P(X'3")] =0 , | (2.12b)

(2.12c)

[0(kj) , P(k'j')] = ih a(’ﬁ—ﬁ')sjj,

O hamiltoniano {2,10) pode ser diagonalizado pelo mé

todo padrdo dos operadores de criagao e aniquilagao, respecti-

vamente:
+ /(R") T S
a’ = -“:‘—z—hl— Q" (k3) = St P (K3) . (2.13a)
%5 V2hg (K3)
| = |
a = ORI (%) + = P (%) | (2.13Db)

2h

k3 V2hw (k3)

De acordo com as Egs. (2.12a-c), o hamiltoniano (2.10)

nas novas variaveis toma a forma
H = %‘ I heo(k3) [al a, + %—] . (2.14)
Ky k3 k3 |

0 autovalor de H, isto &, a energia total dos ni-

cleos, &

E= 1 |n(kj) + %]hw(ij) '
K3



30.

onde 'n(ﬁj) 2 o autovalor do operador de numero a. a_

v+

u
E g
(N

a_ |n(ki)> = n(&j)|nkji)> . | (2.15)
J kJ

a

m+

e 1n(§j)> o respectivo autoestado.
Se tomarmos a Eg. (1.23) como a definigac do processo

de média, entao, na aproximag¢ac harmdnica,

+ — 3> o
<a, a, > =n_ &(k—k')ajj. ’ (2.16a)
ki k'3° kJ
<a, al > = (0, +1) s(R-K")e.., , (2.16b)
Xj k'3 X3 33 | |
onde : ' .
e (k5) -1 “ |
nooz (efhetkdl _oqgy” , (2.17)
>, :
k3 '
e
N -1
B = {kBT) .

Os operadores de criacdc e aniquilagdo possuem as se-

guintes propriedades:

/n(k)+1 |n(k3)+1> , (2.18a)

+ >
a, |n(kj)>
kJ

a, |n(Ei> = Aa®&3) [nEi-1s : (2.18Db)

kj

Uma vez que o conjunto {1n(ﬁj)>} de autoestados & or-



31.

tonormal, segue das Egs. (2.l6a-b} que

BBy een By 1> =0 ' (2.19a)
<l ee By > 70 ' (2.19b)
onde
£y 7 %k, 3. ou A, !
1-1 s
171
i = l,2ftl.,2n+l !

sendo que n dos £,'s sao operadores de criagdo (anigquilacgao) e
os restantes de aniquilacgao (criacao).

As Egs. (2,l3a—b) também podem ser escritas como

ki) = /Y———1la, +a" ] , (2.20a)
2w{k3) k3 -kj
p(ky) = i/ 2l o At ) : (2.20b)
kK3 K3

onde foram utilizadas as Egs. (2.9%a-b).

Os operadores

+
A, =a, + a++ = A ' {(2.21a)
k3 k3 ~k3J -kJ
+
B, =a, - a++ = -B R (2.21b)
K3 X J -kJ -KJ

conhecidos como operador campo de fonon e operador momento de fo
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non, respectivamente, sao de grande importancia na descrigao de

cristais anarmonicos.

Substituindo as definigoes (2.2la-b) nas Egs. (2.20a-b)

encontramos
Qks) = /—2 A , (2.22a)
20 (k3) k3
p(k3) = -i hmék ) B, g (2.22b)
. 7

Por sua vez, a substituicdo destas no hamiltoniano
(2.10) produz
+
I

z hw(ij}IAi A, + B_B,
K9 ki kj . kj Kj

st
il
]

e nas expansoes (2.7a-b) produz

[ eu{s|ij) iiE.ﬁO(rz) _
ua(is) = V> z e A, (2.23a)

S T3 /o (59) k)

2N ﬁj

> >
A —ik.R_(®)
P (2s) = ~i/ 5% & Vo (K5) ea(s|k§)e o'y .
+
kj

(2.23b)

Atraves das Eqs. (2.l2a-c) e (2.22a-b) podemos mos-

trar que

(A, A, 1 =1IB, ,B, 1 =0 , (2.24a)




L
fad

(A, ,B

] = le, a0 1 = 28(k-k") &, . (2.24b)
k3 ! ‘

2.2. Din3mica de Cristais Anarmbnicos

O formalismo da dinadmica dos cristais harmonicos podc
ser estendido para os cristais anarmonicos considerando os ter-
mos de ordem superior aos de segunda ordem no deslocamento na
expansao (2.5).

Neste caso, temoes

o) 1
onde
Pf’ﬁs) 1
H = I — —+357 L z ¢, (Ls;ets™) . ou_(&s)u ,(R's') '
o) tsa “ s 2! gsa 2's'a’ o o o
_ 1 . .
Hl =37 . z , ) , r @ala2a3(ilsl,2252,£353).uul(ilsl)uaz(ﬂzsz) ua3(£3s
15191 #2%2%2 *3%3%3
M L L T 0, o (BySyiRSi0a5yi0,8,) X
- $.5.0, £.8 1%2%3% *

1810 55,0y B38505 28,0,

xu {f.s.)u (A.s.) u. (f.8.) v (£,8,}
ey Il o, 2720 Tog 3737 Ta, 4 4
Cpia A 1., (20)
A substituigao das Egs. (2.23a-b) em H e H; produz
1 + +
= = .2
Hy 7 i hu(k)[AkAk + BkBk] , (2.25}
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(3) ko
VT (kg ik, ikg AL A

A +
1 k

ky Kq

(4)
+ T v (k,ik.;k,tk,)A A
k-k. K.k 177277374 Tk

Ay ,  (2.26)
172535 1

A
k2 k3 4

onde abreviamocs k = (ij).

Os termos V(B)(kl;k

. (4) =~
2,k3) e V ‘kl’kz’k3'k4} sao de-—

finidos por

3
v ek = G 9V (R L
/&{kl)w(kz)w(k3)
S E1RY G (Sl R))
e ) ¥ P b4
ara213 11£2£3 515253 /Yy MM M

S1 82 %3

»

e (s,]k;) ¢ (£18,32,5,i8,5,) %
0y 3173 GOy im1772T27 373

P > >
ellkl;ﬁo(gl}+k2.§b(az)+k2;ﬁo(z3}]} .

o

{ﬁ%-N v éLJ4 1 X

(kK ikyikqik,) -
1t ﬁzzkl)m(kz)m(k3)w(k4)

X ) X z e, (sl[kl)>{

(a0 1850at, 815,548, 1

e (s,lk) e (s3k3) &, (50K,
2 o5 4
b4 ‘/ ; X
M_ MMM _
81 Sy 53 5y




L.
Ln

S £.8,) ®

(£18178,8,i 4837 8,8,

¢>r
R e S
A I o > [ o e
1[kl.RO(il)+k2.Rb(22)+k3.RO(R3}+k4.RO(R4H

% e } %

b o
x Bk HeythgHky)

A dinamica dos cristais anarmonicos pode entaoc ser
descrita pelos operadores A, € By . As equagoes de movimento des

tes operaderes podem ser obtidas de acordo com as definigoes:

.1
A = Eﬁ'['Ak'}ﬂ ,
.
B, = 1y [By/H) .

As Egs. (2.24a-b), {2.25) e (2.26} conduzem as seguin

tes equagoes de movimento

Ak = -iw (k) By , (2.27a)
s - 6 (3, _v.1 .
By = 1[m(k)Ak+h T v { k,kl,kz)Ak Ak +
k. k 1 2
172
+ 8 b v(4)(—k-k +k.:kx. }a A A | (2.27b)
h S e e Lihle "l " . .
klk2k3 1 %2 ™3

Estas equagoes serao muito uteis no calculo dos pro-
dutos escalares entre as variaveis dinamicas qgue especificare-

mos na proxima Segao.



2.3. Densidades Conservadas

(14)

No contexto do formalismo de Mori , construiremos
um conjunto de variaveis dinamicas a partir de denstidades con-
cervadae, de tal maneira que possamos utilizar a aproximagac
markoviana discutida na Segao (1.2).

A densidade conservada A(;,t) deve satisfazer a lei

de conservagao:

3

LA, +V.3EE =0 (2.28)
ou equivalentemente
A (t) + iq.J (v) =0 ,

4 q

onde 3+(t) & a componente de Fourier do fluxo 3(?,t) correspon

q -
dente a Al{xr,t):

e
- 3
A (t) = J AT, ) e " HT a’r ,
q v
LF >
3 (e = J T3, ey e 9T giy ,
gq v

e V & o volume do sistema.

=
Frequentemente escreve-se uma densidade local A(r,t)

(21}

na forma

AlF,0) = 23 {alF; (©), 5, (0D, 5 (2%, (£)) ,
i

onde a(?i(t); ?i(t)) representa alguma propriedade molecular



ou atomica dependente da posigao e do momento da i-&sima particu
la do sistema. A presenga do anti-comutador {,} na UGltima equa-
gao leva em conta o fato gque ;i(t) e ﬁi(t} ndo comutam; a funcio
delta indica o carater discreto do meio.

Assim, podemos escrever a poelarizagao local num cris-

tal, devido ao movimento dos nucleos, como

P(T,t) = 1 e, Bigs;t)s (r-Rigs;t)) )
s

onde e e a carga do s-ésimo nlcleo.

0 momento de dipolo elétrico total &

J B(F,t) d°r = 3 es{?(gs;t)
v gs

d 3
3t J B(r,t) d°r = 1(t) '
v
ond:
I(t) = ¢ e Rigs;t) = 3§ e_ ulLs;t) ,
S
is 0s

A . T . .-
pois RO(AS)e um vetor fixo. Em se tratando de um naterial diele

triceo, a corrente de carga total T(t) =z 0. Portanto
4 J B(3,t) a°r = 0 ,
dt v

isto &, © momento de dipolo total & conservado. Isto significa

que 5{;,t) satisfaz a Eg. {2.28).
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e - . i
Agora, consideremos E{r,t) um campo elétrico externo
aplicade ao cristal tendo a forma
E(F,t) = gg e W7 deT
onde £ & um vetor unitario na diregao do campo.
A energia de interacao resultante do acoplamento en-

tre o campo elétrico externo e a polarizacgao local pode ser ex

pressa como

n, (&) =~ | BH.EE, 0 a’r
int
v -
= -[ L e_ &.0(gs) e 4 R{RS)]E vt ,
Ls
onde
B(¥) = P(r,0) .
'Consequentemente, de acordo com a tecoria de resposta
linear(lg),la funciao de correlagdoc relevante sera

B A
<p (t);pts = L J <eMp (rye Mptian ) (2.29a)
> =+ B -+ -
q 0 q d
onde
. > -ig.R(es)
P = T e, e.uf{Ls) e * (2.29b)

a L3

& a preojegao da componente de Fourier da polarizagao local na

diregao do campo.
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A energia cinética {(2.1) e os termos resultantes da

expansac (2.2) satisfazem as equagées(Zl)
T = 3 % 5§§%§§T D (L) = I T(s) , (2.30a)
tsa o Ls
1 a¢n ’ '
¢ = I = =————1u {(&s} = ¥ ¢ (23} , (2.30b)
n ﬁsan Buu{ks) o s n
onde
6 = = 3 b o (.8,:...:%.8 ) x
n _ n! 0 s "’2 s o Aye--0p 1 1" """ n"n
151% n"nn
xu {(L.s.) . u (2. s5) .
al 171 n nn

Analogamente & polarizagao local, poedemos escrever
para a densidade de energia local:

HE,E) =5 & {{TUsit)+2 ¢ (8si6)],6 (E-R(s;t)) ) .

ks n

o

A energia total dos nicleos & conservada:

3

g J H(E,t) d°r = 0 i
v

dt

A componente de Fourier da densidade de energia local

(3]

H, 5-% £ {[T(rs)+E @n(xs>},e'iq°ﬁ(ﬁ5)} . (2.31)

3| Ls n




Para finalizar esta segao, escreveremos P, e H em

d d
furn: so dos operadores B e Bk'

Substituindo a Eq. (2.23a) na Eq. (2.29) obtemos

5
P, = L Yk(q)?—\k , (2 328)
X
onde
> >
3 e 2 ik.R_ (&)
Yk(a) = /.h— y .8 g-elsik) . o y

>
-iq-R{Zs) . (2.32b)

Substituindo as Egs. (2.23a-b) na Eg. (2.31), e efe-

tuando manipulagcoes algébricas, encontramos(zl)

=T + é 3 (P 2.33
H—) Tt - g (2.33a)
q q n=2 g
onde
1 'y > +
T, S g I he(kD i, (@), BB ' (2.33b)
q kk
(2) _ 1 3) hwe(k') AF
¢’F> = 1 Zl kkk|(q) hUu(.k ) Ak k! ' (2'33(:)
q kk
o= 1 p a @ v gk, ik AR B (2.334)
3 Kk' Kokg 273
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(4) _ > (4) '
¢ = I T Ao (g Vi ik k,ik, ik, AL A A A '
3 Kk' k,kk, kk 2773140 Tk TRy Tk Tky
(2.33e)
L

1 Julk R ) o -itkek ). R (1)

Akk.(a) =R i(kl) ;; [é(s]|k).€(s]k") e © ] %

Lo :

% ewlq.R(..J-lS) . (2.33f)

As variaveis P_ e H_escritas nesta forma serac mui-

- . q gq
to uteis para o calculo dos produtos escalares,
2.4. Escolha das Variaveis

Das Egs. (2.29b) e (2.31), notamos que as variaveis

P_eH estao ligadas com quantidades microscopicas, o momen-—

9 9
to de dipolo elétrico e a energia de cada nidcleo respectivamen

te. Porém, no limite de longos comprimentos de onda, isto e,
a + 0, P e H, tornam-se variaveis macroscdpicas, momento de
q qd

dipole elétrico e energia totails, respectivamente. Assim sen-
do, o nosso ponto de partida para a escolha do conjunto de va
ridveis serd a termodindmica, uma vez que esta & uma teoria
gque lida com variéveis estritamente macroscopicas.

Comegamos considerando um cristal na presenga de um
campo elétrico externo estatico e uniforme de intensidade E.
Denotaremos por P a projegac do momento de dipolo elétrico to
tal na diregdc do campo. Desprezaremos as variacoes de volume
e pressao no cristal éupondo que estas sao menos importantes

que as variag¢oes em P e E. Assim, por exemple, guanao escre-

- . ¥ hang
vemos CP para o calor especlfico a polarizagac constante,



significa que o volume também & mantido constante.
A matriz densidade do sistema acoplado campo exter

no-cristal e dada por

£ (Ep-H)
- &
p‘z r
onde
‘7 = Tr [eB(EP_H)]

& a fungao de particao.

por definigao

P = Tr [pP] '

onde a barra sobre P indica o seu valor médio.

Usando o resultado

97 —
{(—) = B ZP ’ (2.34)
JE 7
encontramos

ELy = stFh = o) ?
o]

T

= B<P;P> . {(2.35)

No Apéndice A mostramos gque a definicac acima @&
idéntica a definicao (2.29%a) no contexto da teoria de resposta

linear.



Novamente usande a Eg. (2.34) obtemos

= B<P;H> i (2.36)

Analogcarente, usando o resultado

(g—g—) = EP - A ,
E
encontrames

28y =E(P2 - P 2) ~ (PH - PH)
aB E

= E<P;P> - <P;H> ; (2.37)
22y = E(PE - PH) - (H2 _ i
3B E

= E<P;H> ~ <H;H> . (2.38)

Substituindo as Egs. {(2.35-38) na identidade(22)
B _ B _ B -1
¢H 5B 3H oP 3P
(=) = (o) - G G | G ,
3B p IB g SE CRIM 9E"
obtemos
5H <P H>2
d - Sfihe .
(BB) = <P:p> <H;H> . (2.39)
P
Mas
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oT 38l

("é'-g)P = ﬁ ('gl'f) = -KBT CP (2.40)
P
onde
_ ,9H
Cp = (53
P a'T p
& o calcr especifico a polarizagdo constante.
Combinando as Eqgs. {2.39) e (2.40) obtemos
c. = ey - SBiE>2 (k. 7%) "L 2.41
p ; <P P> B ) . {2.41)

Este resultado gsera muito importante para 0s nossos propositos.

As eqhag&es termodinadmicas utilizadas acima para a
descricdo de processos termodinimicos sdo validas somente com a
hipOtesce fundamental de que estes processos sao reversiveis ou
quase-estaticos. Entretanto, todos os processos termodinamicos
que ocorrem na natureza sac irreversiveis (para maiores detalhes
a re5peito desta e das seguintes colocag¢des ver Ref. 23)..

Em geral, os processos irreversiveis sao acompanha-
dos por mecanismos de dissipagao de energia, que resultam na
transformagao de uma forma de energia em outra.

Devemos entdc especificar quais sao os mecanismos
de dissipacao de energia e a forma como estes seraoc considera-
dos na escolha do conjunto de variaveis dinamicas.

De acordo com a visao termodinamica gque estamos ado
tando, duas formas de energia devem ser consideradas, a saber,
meeanica e térmica.

Com a finalidade de compreendermos melhor os meca-

nismos de dissipacao de encrgia luminosa num meio material to-
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memos um exemplo bastante comum e facilmente observavel. Ao encosg
tarmos o dedo numa lampada acesa sentiremos o vidro mais guente
do gue se esta estivesse apagada. Isto significa gque parte da
energia luminosa que penetra num meio material & convertida em
energia téermica.

Agora voltemos ao caso da interagao de um campo elé
trico externo com os momentos de dipolo elétrico da rede crista
lina tratada na secao anterior. A energia do campo transferida
aos momentos de dipolo elétrico tende a aumentar as amplitudes
de vibragdo dos mesmos. Assim, os momentos de dipolo eletrico ex
citados se aproximam mais dos seus vizinhos de maneira que, por
repulsio eletrostitica entre os niicleos, as amplitudes de vibra-
cao dos vizinhos também aumentardo. Entdo, € razoavel pensarmos
qué a energia do campo elétrico externo convertida em energia
térmica se propaga no cristal através do movimento vibracional
dos momentos de dipolo elétrico. Este mecanismo de dissipagao de
energia térmica leva o nome de difusac de calor,

Se o meio no qual um momento de dipolo elétrico esta
inserido interage com este, istoc &, se os momentos de dipclo in-
teragem uns com 0s outrosg, podemos tratar estes como osciladores
harmdnicos amortecidos. Assim, a energia mecanica pode ser dissi
pada se atribuirmos ao meio a existéncia de fricgao interna (vis
cosidade} .

Resumindo: consideramos dois mecanismos de dissipa-
¢3o de energia, a saber, difusao de calor e fricgao interna.

Passarcmos agora a considerar formas anallticas para
estes mecanismos de dissipagao de energia na escolha do conjunto
de variaveis dindmicas.

A hipdtese fundamental que faremos € que o resultado




(2.41) continua vélido(IS)

se tomarmos as variaveis P e H depen
] - - b} - - -
dentes de g, sem perder de vista que estamos interessados ro 1i

mite de longos comprimentos de onda. Assim, podemos escrever

+
['CP_};H_*)[ _1
_ H s - 9 g 2
CP(q) = <H+,Hﬁ> ———MT*I——— (KBZ ) . (2.42)
q g <P_;P_>
g9 g
Esta equagéo pode ser reescrita como
2
+
KBT2 i‘(P—r'H—r)I 5
= j<H;H> - —3 | [c (@) (2.43a)
Cp (q) R <p :P} P
9 g
<7 ;T > , (2.43Db)
>
9 q

onde T & uma variavel definida em seguida. Uma vez gue o lado

direito da Eg. (2.43a) depende apenas das variaveis P, e H e

9 g
razoavel supormos

Substituindo isto na Eg. (2.43b}, por comparagao,

facilmente encontramos

(P_}:Hj)
- -1
alg) =% —24 -9 l1c_(a] '
<PB ;P+> P
~+ s
a g
1
bi{gq) = # .
Cp Q)

Arbitrariamente escolhemos




+
] -]
A p | lopla] . (2.44)
:P >

a+
Q4
N

o
= 1

Existe uma relacido termodindmica entre flutuagoes

em temperatura e o calor especifico a volume constante gue e

analoga a Eg. (2.43a}, a saber,(24)

2
5 K_T

<(AT) > = —%—~ .
v

Bssim podemos pensar em T, como sendo a componente

g
de Fourier da temperatura local.
A Eg. (2.44) também pode ser escrita como

<P ;H >

c.(gpr +—2-2 p ==

P > + -+ >

q <P_iP_ > g g
a g

Derivando ambos os lados com relagao ao tempo obte

mos
<P ;H+>
. -+ = i N
Cp(q)T+ + ~—9——%— P, = -ig.¢, '
g <P_iP,> g q
q g

e - )
onde £, e a componente de Fourier do fluxo correspondente a
q

H(r,t). Esta equagdo nos lembra ura equagao de difusac de ca-

r(23)

lo . Esta & uma razdo a mais para icentificarmos T como

9
sendo a componente de Fourier da temperatura local.

Assim, levaremos em conta a difusdo de calor incluin
do T, no conjunto de variaveis dinamicas.

q - - -
Devido a interpretacgao menciocnada na Introdugaoc, a

saber, que as polarizagdbes locais sao afetadas pelas flutuagoes




em temperatura, incluircmos P, no conjunto de variaveis dinami-
cas. Além disso, P, & a variadvel com a qual o campe externo se
g -

acopla e, pela teoria de regposta linear, a dissipacao de ener-
gia do campo no cristal sera dada pela funcgao de correlagao des
ta variavel.

Da mecanica elementar, sabemos que a forma analitica
malis simples de forga de atrito que se opce ao movimento de um
corpo @ proporcicnal a sua velocidade. Uma vez que P, esta rela

gq
- ’ - .
cionado com os deslocamentos ¢os nucleos, P estara relacionado

q
com as velocidades dos mesmos. Assim, levaremog em conta a fric-
¢ao interna incluindo P, no conjunio de variaveis dinamicas.

0 formalismo de Mori entaec sera aplicado a seguinte

matriz coluna

. {2.4%)

[lo R o Rt o 4
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CAPITULO 3
O FATOR DE ESTRUTURA PELO FORMAILTSMO DE MORTI

3.1. Preliminares

A conexao entre a teoria de resposta linear(lg) e o

(14) & feita através da seguinte definicio do

formalismo de Mori
produto escalar entre duas variaveis dinfAmicas arbitrarias do
espa¢c de Hilbert:

B _
<F;G+'> = BI—J <eAHF e—AHG+> dr ' (3.1)
0 .

ondle < > & definida pela Eq. (1.23).
Esta defini¢do satisfaz as propriedades (1.la-b) do
produto escalar.

Consideremos o seguinte operador
-\ H
o) = r,e™ .

Derivando ambos os lados com relagao a A, e integran

do o resultado de 0 a § encontramos a chamada identidade de

19
Kubo{ ):

B

[F,e_BH] _ e—BH J eAH{H,F] e—AH
0

di

— B T - B
= =ih e BH I eAH F e AH di .
0

Multiplicando ambos os lados desta identidade por
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G+ e tomando a mé&dia térmica obtemos
+ T '
<[F,G' ]> = ipgh <F;G > . (3.2)

Esta & uma importante propriedade do produto esca-
lar (3.1).
Se F e G sdao duas variaveis com propriedades defini

(173

das de simetria sob reversao do tempo , isto &,

F » e F ’
G » £,.G ' guando t » - t ,
entao

' (3.3)

onde ep e, = ¥ 1 s3c as assinaturas de F e G sob reversao do
tempo.

= +1, e G impar,

Se F tem assinatura par, Ep

e. = -1, entao <F;G+> = 0. Este @ o casc dos deslocamentos

(25)

G

ua(is) e dos momentos Pu(is)

3.2. A Matriz de Freguéncias

Os deslocamentos uatis) tem assinatura par sob re-

versao do tempo e os momentos P_{%s) impar, logo




[l
[

H » H p guando t > - t.

Entao, de acordo com a Eg. (3.3) temos

<P+;§:> =0
qa 4

<é+;H:> =0
9 g

Consequentemente, da definigao (2.44) para T_ segue

q
que
+
+ + <P+:H ” + 1
F = P . -_ 9. % <p . -1
<P,,T. > [<Pa’H*> SR <P*'Pa>][CP(q)] 0 ,
9 d d g q g
<P+?Hi>
<p_;7> = [<put> - T <p Tl (@]t = 0 .
g g g g <P_:;P.> g g
g g
Em outras palavras, P+, ﬁ+ e T+ formam um conjunto
q g el
de variaveis cortoconais. Assim, da Eg. (2.45), temos
. + ']
<P ;P > 0 0
- -+
qa d
- * 4
(A,A%) =| 0 <P ;P> 0 ,
qa d
+
0 0 <T+;T+>
a g |

o
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s + -1 )
<P_;P_> 0 0
9 g
-1 -
(A, 2%) "= 0 <p,;pt¥>"1 0 . (3.4)
a d
0 0 <p ;rts7h
s
L 4 94
Também temos
- .
0 <P ;P+> 0
T
qa g
(h,a%) = | -<b ;%> 0 <k ;17> (3.5
q d q g
- . |
0 <T, iP > 0
| gqa 9 . ]
onde usamos a seguinte propriedade do produto escalar:
<ﬁ;G+> = - <F;é+> .
Por definigao
i = 7 * ‘.‘rhl
iQ = (A;A )-(ArA ) -
Entao, das Egs. (3.4) e (3.5) encontramos
y 0 l 0 L
c, {a) .
ig = |-02 (@ 0 E - <b ;80> , (3.8
KBT q g
<?+;§i>
0 4.9 0
<Pa;Pa>
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onde usamos a Eq. (2.43b), e
<é ;é+>
2 > T
Qgla) = ——9—-§~ . (3.7)
<P+;P+>
g qg

¥

3.3. A Matriz  Fungao Memdria

De acordo com a definigao (1.4) do operador de pro

jecdo, podemos escrever

(l—PO)lLA = (l—PO}A = A-iQ.A

Substituindo a Eg. (3.6) nesta equacgao teremos

) 1
0
_ ) c_ (aq)y .,
(1-P Jila = P +02(qQp + - <P ;1> T . (3.8)
fe} > O > 57 T -
d g KT 9 9 qg
<t bt
. pa p .
T, - LB,
q <P+;P*> q
qa q d

Agora, recorremos a discussao da Segao (2.3) a res-

peito da conservacgao do momente de dipolo el&trico e da energia

-+ -+ >
totais. Denotaremos por 1 _, o, e 6, as componentes de Fourier

q 9 q
dos fluxos associados As variaveis P+, §+ e H+ respectivamente:
q q q

Lol
-+
il

o

O+
el



L -r -+

P, + 19 o, = 0 .
| q

- L

H, + iq . 8+ =0
g gq

Definindo um novo fluxo

c.lay oy

-i§.5 = -i(.0 +Q2uyp + <P TS T , (3.9)
-+ - 0 -+ 2 >
q q q  KgT 9 9 9
o segundo elemento da matriz coluna (3.8) sera —i&.3+.
a
Da Fg. (2.44) obtemos
b bt i bt
- 4.9 p =lB - 3L rpllc @ h
q <P,iP,> g g <PLiP,> g
g 49 g g

Assim, analogamente & Egq. (3.9), podemos definir um

-+

< iBos
~i4.8, = - 4.6, - - P, , (3.10)
q a <P_iP,> @
q g -
s
1g.0,
e o terceiro elemento da matriz coluna (3.8} sera - 6+Ta%—

P

Portanto, a matriz celuna forga aleatdria em termos

dos nevos fluxos, de acorde com a definigao (1.15), tera a for-
ma
T 0 i 0 ]
(l—PO)iLt + 5 2 0%
f(t)=e -ig.o_ | = |-ig.o,(t) .
d .4
-+ L >
ig. e, ig. 6, (t)
- _4d - g9
Cplg) Cp(g) ‘




Por definicao

(F(t),£%).(n,Aa%) "L .

e ()

Entdo, da Eq.

. ~ 5
ria, em termos das correlagoes entre os fluxos o e

q q
forma
i 1
0 0 0
e{t,q) =10 wzz(t,q) w23(t,q)
LO ¢4, (t,q) w33(t,q)J
onde
- se .
g.<5, (£):56.>.9
' (th) = _q _ q ;
22 <P ;PF>
+" "
q d
C_(q) - -
0o lt, ) = S § . <5 )3 g
K_T q q
B
5 F4
4.<b_ (t);0.>.4
\932(t!q} = 9 : _E :
c.{q)<P ;P >
P &
q
3 ¥ +
q.<6, (£):6.>.9
w33(t,q) z q2 g .
KgT™ Cplq)

3.4. Exvpressao para y(w,q)

Aplicando a transformada de Laplace a Eq. (1

L
(93]

(3.4) segue que a matriz-fungao memd

§+, tera a

(3.11)

.19}
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obtemos
C(z).c"lw) = [z—isz+®'(z)l'l .
com .
C(0) = (A,A*) .
Mas, das Egs. (3.6) e (3.11) encontramos
z~iQ+g (2) =
2, -1 0 1
C,(q)
—_ 2 - — P » ..+
= {0, (q) 246 55 (2,q) $,302,9) + 5= <P T, >
KBT q q
<'i:‘ ;:.P+>
N + 57
< —>;P+>
qa g i
(3.12)
onde
Je<o, (£):67>.9
Gzz(z,q) = I . q.+ 4 e %t at ' (3.13a)
0 <P ;P >
g g
o C_(q) 2 L
523(z,q) = [ P 5 §,<3+{t);§:>.a e %t gt '
' 0 KBT g g
- 4.<8, (1) ;00>
— -Zt
w32(z,q} = q g e % dt ’




5?0

o a.<-{;+ (t) ;_-6_-:} .a
$45(2,q) = I g S| e 2t (3.13b)
0 KT CP(qJ

A matriz {3.12) tem como determinante:
:pts
-+

]
;P+>

-

}a'

<

Z[ ZMZZ{ZJQ}][ZQBB(qu)} - z[("P'32(qu) -
<

>

Lswhd

e
g9

2

- - . 4
- [p23{z,q)+cp(q)<P+,T+>] + QO

(@) [ 246 44(2,q)]
4 g

Eliminando as primeiras linha e coluna da matriz

{3.12) obtemos o primeiro cofator da respectiva matriz cofato-

ra:
<t ;b7
-+ -
[246,, (2, Q[ 24P, (2, )] - G4, (z,q) = =16 (z,q) +
<P ;P >
> ->
9 g
c {a) .
+ - > <D ;T+>] .
-+ -
KBT q g
Dividindo pelc determinante encontramos
Cep (=) Miz,q) (3.14)
+ - 3 t .
<P_;P_ > zM(z,q)+Qo(q)
9d 9
» .+
) <T,:P > i | CP(qJ o
O(z,q) =84, (z,q) = — L3118, (z,q)+——— <P ;T>] . (3.15b)
<P_;P_ > KBT g q
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Com a finalidade de obtermos expressoes trataveis
para S (w,9) e x({w,q), algumas aproximagOes $ac necessarias. A

primeira delas & supor que a correlagdo entre os fluxos E* (flu
- g
xo0 da derivada da polarizagao) e ¢_ (fluxo de energia) ndo contri

bue apreciavelmente para as flutuagoes em temperatura de manei

ra gque

632(z,q) =0 = 623(z,q) . {3.16)

Esta aproximacao merece alguns comentarios. Fazen-

-

- , - 5 .
do uma rapida inspecac nos fluxos ¢ e @ , descobrimos que o
p 5 N q
. . . q 9 - )
primeirc pOssul assinatura par e o segundo 1mpar. Entao, ins-

tantaneamente temos

Pox ouﬁro lado, em gqualguer instante de tempo
w32(t,q) e @23(t,q) sac de ordem superior a q2 (15'26). Portan
to, no limite de longos comprimentos de onda (3.16) & uma boa
aproximagao.

A segunda aproximagao consiste em tratar as fungoes

memoria éij(z:q) como fungoes fracamente dependentes de z (apro

xima¢do markoviana), isto &,

vij(z,q) = lij(q) '
1,3 = 2,3 .
Definindo, de maneira usualtz?}, os coeficientes de
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transporte

oo -~ -~

<> + -z '

niz,q) = %f <g—d EJ:(t) ; g 3_3 e %tat ' (3.17a)
0 q q

> o iy e -

Ty(z;q) = % I <3+(t);é:> e tht ' (3.17b)
0 g q )

as Egs. (3.1l3a-b) podem ser reescritas, na aproximagao markovia

na, como
2+ © >
r,,(q = Y& dnld.q ; (3.18a)
BM“ <P ;P >
>
9 g
+<—>()+
F33(q) =V QEXT%T—Q ' (3.18b)
onde
_ 1
M:;EMS ,
8
.1
e:rZes i
s

sao fatoregs de massa e carga, respectivamente e usamos a notagao
© para .tensores,OS fatores M e e foram introduzidos na Eq.
(3.17a) com © objetivo de fazer com gque ﬁ(z,q) tenha unidades

de viscosidade (massa/comprimento x tempo).

Da literatura(27)

sabemos que a transformada de
Laplace das componentes do tensor de tensao vezes R/V produz um

L3
coeficiente de viscosidade. Assim, podemos imaginar n{q) como



&0.

sendo o coeficiente de viscosidade. Analugamente concluimos gue

v (gq) & a condutividade térmica. De fato, foram considerados dois

mecanismos de dissipacao de energia, logo, como era esperado, de
- 4 . . *_} I

veriam aparecer dois coeficientes de transporte: nlgl) associado

- . — . <+ - . —

a fricgao interna e y(g) a difusao de calor.

Nestas condigoes, as Egs. (3.15a-b) mudam para

Q(q)
M{z,q) = z + T (q) + i L (3.1%a
E 224 z2+T 55 (q) ’ )
2 a4 2
Cpla) I<PE'T5>|
G(g) = -~ s ) (3.19b)
KBT <P+;P+>
g g

A resposta do sistema a aplicagao do campo externo

pode scr wedida através da suscetibilidade x{w,q) e a determina

‘mos de acordo com as Bgs. (1.24), (3.14) e (3.1%a) colocando

z = iw. Quando isto & feito, cbtemos

2. . .
Mlw,q) = {~w +1[Fzz(q)+F33(q)]+F22(q)F33(q)+@(q)}/[1w+F33(q)]

Cpp (0/aQ)

<P ;P+>
>
9 49

Z2 3
= i{-w +1{Tzz(q)+r33(q)]w+F22(q)F33(q)+9(q)}/{m -

, 2 2
—1[F22(q)+T33(q)]w —[F22(q)f33(q)+@(q)+90(qﬂw +

2

!



61.

X(quj = Bl iw épp(wfq)_‘(}-} ;P>

-
g

O+ +

It

» - . . 2
B<P5:Pi>[w*l T33(q)]/{w3~1[Fzz(q)+T33(q)]m -

2 , 2
- 1T, (@T45(q) + O(q) + Qg(x)]w + i T,5(q) Qo(q)} .

(3.20)

A expressdo para a transformada de Laplace da fun-

cdo de Green retardada de coordenadas de fonons "moles" obtida

{2)

por Szabo tem a forma

ret.
D |
ep (Lw)

I}

R > + o, > i -+
(i ae) ) g Py denfinl g, geyiue) g w) gy ,2 -
¢ @

_ q-n(pw) -g E-H(uw)-a v 2 _
{ v C¢ + T ]<Kj|0>[ +M{(pw) ] w
5> -
- 9—1%—“1—9 M (pw) } i (3.21)

onde p representa a coordenada do fonon "mole", ? e ﬁ-o coeficien
te de viscosidade e a condutividade térmica respectivamente,
p=+{g, j=1,2,...,3r}, v o volume da primeira zona de Brillouin,
C o calor especifico a volume constante, e o significado de
]<Kj|0>|2 esti descrito no Apéndice B.

Notamos gue as Egs. (3.20) e (3.21) ficam muito se-
melhantes trocando w por — w em gqualguer uma delas, diferindc le
vemente &; "nas nas coconstantes que apareCem nas duas equagoes, di

ferenga esta gue ilustramos na tabela abaixo.
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TABELA 1
Presente formulagao - Modelo de Szabo
2+ o -+ > o -+
P lq) = Ve2 g.n (q) .gq P (u) = q.nfug).qg
22 s <b_ ;B 22 v
a g
-+ 6( ) > > e( ) >
- q.y (a).qg _ g.y p .
Fazl@) =V C (q) Fazln) = ===
(4
. - . 2
C {CI) |{P+= +>I- 2
O(q) = Pg e GE‘T—"|<01K.>{
K.T <p P > . J
B + >
q dg
2
Qo(q} M{u)

Observamos que tanto 122(q) e F33(q) como Fzz(pq)
e F33(uqJ sdo proporcionais a viscosidade e & condutividade tér
mica, respectivamente.

A semelhancga entre Qg(q) e M{u) torna-se mais apa

rente se nos recordarmos de gue a susceptibilidade isotérmica &

dada por(zz) Xqp = (%%) e tambem das Egs. (2.35) e (3.7). Assim

T

<§ ;§+>

2 -+

<P ;P >

> 7T

q 4

- o+

<PLiP_>

=B ’
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onde

H

XplQ) = B <P ;
d

+>
e
g
Na nossa formulacd@o foram introduzidos alguns pari-

metros, quals sejam:

{a) a massa Ms e a carga e dos ntcleos;
{(b) a frequéncia w(k) do modo normal k = (ﬁj);
{c) as componentes de Fourier das energias potenciais anarmdni-

(3) (4}

cas V (kl;kz;k3) e V (kl:kz:ka:k4);
(d) as constantes de Boltzmann Ky» de Planck h e a temperatura

média T = l/KBB do cristal.

Observamos que Y {w,qg) depende de Qg(q) e de O(q).

Estas quantidades por sua vez dependem dos produtos escalares

<P ;P+>, <ﬁ ;§+>, <§ ;ﬁ+>, <§ ;ﬁ+> e <H ;H+>. Devemos entao ex
-> -+ -+ -+ -+ -+ > > -+ > —
q g 9 4dg 9 g 9 g a g

plicitd-"os em funcac dos pardmetros especificados acima. Esta

- . - . ES
tarefa sera realizada nos Apendices C e D, exceto para <H_ ;H >.

9 g
Na Secao D-6 encontram—se as razoes pelas guais nao calculamos

+ — - . .
<H,;H >. Isto nao afetarad os coeficientes de transporte, uma

qa d -
vez que sabemos que este produto escalar € nac nulo,

3.5. Expressao para S (w,q)

Agora analisaremos o comportamento do fator de es-
trutura dinamico fora e dentro da regido c¢ritica. Uma vez gue
estamos interessados nos modos com baixas frequéncias proximo a

regiloc critica, isto &, os modos "moles", a nossa analise sO se
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ra valida no limite de baixas frequéncias. Também sO sera valida
no limite de g » 0, onde & valida a aproximagao markoviana e
Ya,{t,q) = 0 = o, 5 (t,q).

Suporemos gue a frequéncia Qo(q) depende criticamen
te da temperatura prdximo de q = 0, isto &, comporta-se comc &%,
£ = {T-TC)/TC, x > 0, Acreditamos que isto possa ser mostrado se
paradamente para cada tipo de estrutura cristalina gue apresenta
transi¢do de faée estrutural, pois cada uma possui um tipo de di
namica propria que determina a transigao (no caso das perovskitas,
por exemplo, sao as rotagoes do octaedro formado pelos oxigénios}.

(22)

- 6 -
Tambem suporemos que n{q) e ?(q) comportam-se criticamente

—x -
com a temperatura como § ~,. x > 0.
Ent3o, fora da regiao critica (T » TC) tomamos

Qo(q) > P22(q), F33(q). {(ver Egs. 3.18a-b)

As raizes do denominador da Eq. {3.18) sao

wy = 898, + T[Ty, (a) + Iyyl@)] (3.22a)

_ 1 i !
w, = 5 (sl+82) + 3 [I‘zz(q)+1“33(q)] + 1/2 (51'52) , (3.22b)
-l sy + i r @ (@IS ) (3.22¢)
w3 7 Wi, 3 Lot/ Tha3id 2% 172 ’ .
onde
S, = [ R+ (Q3+r%) /2 1/3 ,
5, = (r-(g3+r?) 172 1/3 '
1,2 2 . L2 -
Q = 5T, (@45, (@) T, (@ 55 (@) =30 (@)] :
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R= (1, (@4 55 @117, (@ 5@ @] -

, 2 2 i 3
- 31 Ty o (@ vai@} = 55 [T, (@47 55 (q)] '
2 _ 2
vi(g) = ©{g) + Qo(q) ' {3.23a)
o? (@) = 22 /() . (3.23b)
Fora da regiao critica onde
Qo(q} > Fzth), F33(q)
temos
1 2
Q = - 3V (q) r
R = L 02(q) [Too (@) 4T, (q) =3 1 (q)a’ ()]
8 g 22 4/ T 33%4G 334 q
Consequentemente
R? 3 2 .2
5 = [Pzz{q)+F33(q)—3F33(q)u (q)]© <€ 1
Q 4v - (g}

ou R < Q3. Ertao, expandindo S, e S, em poténcias de R2/Q3 e

conservando apenas os termos de primeira ordem obtemos

i 2
o - -5 [I‘22(q)+[‘33(q}-—3I‘33(q)a (q)l ’

pof~ O

2 iv{g)
V3

Uy
0
1

12

20
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Substituindo estes resultados nas Egs. (3.2la-b)

chtemos
w) = 4 F33(q)a2(q) '
w, = -viq) + 3 {r22(q3+[1-q2(qJ]r33(q)} :
0y = via) + 2 T, (@ 1=a® (@) 1T, (q)) .

Assim sendo, a suscetibilidade dielétrica din@mica

dada pela Eg. {3.19) pode ser decomposta numa soma de tré&s compa

nentes espectrais:

Cl(qJ . C,(q)

X(w,q) = B<P ;P > { +

+
>7 " 2 1 2 ,
qa g w-ilgy(@a’(a@)  w=v(@~F{,, @+ L-a"(q] 5 (@)}

C3 (q) }

-

w+v(q)—%{F22(q)+{l—az{q)]F33(q)}

onde
¢y (@ = il 1=a® (@) g5 (@) v ()
1'd g 33 q '
c, Al@ = {x v(@-i1-a3 ()T, (@ }/2v% (@)
2,3 33 ?
(0s diferentes termos resultando de uma decomposigao em fragoes
parciais da suscetibilidade dindmica, seja ela dielétrica, mag

nética ou mecdnica, sao conhecidos como componentes espectratis).

Assim, da Eq. (1.25), o fator de estrutura dindmi-




co & dado por uma soma de tres termos:

[l*az(q)]T33(q)
ste,q) = - SRR
v {g) w +T33{q)a q)

- -+ i - - 2
& g Tpwiei@il @l
viglw 2

2 1 2
fw-vig)] “+ T {Fzz(q)+[ l-a (q)]r33(q)}

1 2
Fr, (@ 10" (gl g5 (@)

Latv ()1 45T @)+ 1-a® (@) 1T, (@)

2
- ____._CE.__Q___{ [l_a (q)]r33(q){w—v(q)] .

2
2iv T (g (q) }

21 2
P Lomv (@) T, (@) H 1= (@) T

[l*uz{q)]T33(q)[w+v(q)}
+ } .

21 2 2
[ w+v (g)] +3{T22(q)+ll*u (q)]F33(q)}

Designaremos © primeiro destes termos por Sc(w,q),

o segundo peor S_(w,g) e o terceiro por S_{(w,q). Temos

B R
- o+
‘PE' Péi [l—ath)]T33(q)
So(w,q) = —F-—9- my 2 — _ (3.24)

™7 (g) w +T33(q)ﬁ (g)

Efetuando manipulagoes algebricas SB(w,q) e SR(w,q)

podem ser simplificadas na forma seguinte:




- - 2
(P_‘-;Pj\/ \Jz(q) —_ (?‘_..4(_91_ — UJ2
S tw,q) =~ [1-a®(PIT (@)~ —~ :
R 2 33 2 2 22 2
v (g) [w™=¢"(g}] "+a” (q)w
onde
2 2 az( ]
o) = v v Sy :
alg) = T (@ + [1-a®(q)) T, ()
= 22 477433
Uma vez gque estamos considerandoc o caso
QO > T22(q), F33(q) podemos escrever
- v+
e (q)
- 9 9 alg
Splw,a) T 572 7 2 3 : (3.25)
fw™v (g} "+a” (@lw
- o+
<P+:P+> X \)2( ) m2
Tve(q) [w-vT{g)] T+a”{g)w
Para w = 0 onde Sc(w,q) € maxima temos
S g (w,q) s T
N L U D '
c\ws4 v (qg)
uma vez que 0 < az(q) < 1, peis, de acordo com as Egs. (3.23a-b},
1
«?(q) =
2
£ola)

Os raximcs e minimos de SR(u,q) sao aproximadamente

dados por w = v(g) - E%ﬂl e w = - vig) + Eéﬂl. Qualguer gue seja

w temos
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S, (w,q) P (q) 2

R 2 33 w

_ = [1-02(q)] =3 [1-9" .
S5glw/q) alq) viiq)

Em particular, para w = v(g) - Eéﬂl onde SR(m,q) & maxima

_a(q)
SR(v(qJ 2 yq) , P33(q) .
= ;l-a (q)]";TaTﬂ £1 .

_alq)
SB(v(q) 2 )

0Os maximos de SB(Q,q) sao aproximadamente dados por
w = * v(g). Nestes pontos SR(i vig),q) = 0.

Assinm sendo, podemos tomar SR(w,q} < Sc(w,q),
SB(w,q) para os valores de w onde as mesmas fungoes sac finitas,
de maneira que podemos desprezar SR(w,q) em {w,q).

Consequentemente, © fatoé de estrutura dinamico se-
ra dado por uma componente central (conhecida como linha
Rayleigh) gque tem forma de linha lorentziana e por um par de
Brillouin que tem forma de linha de ressonancia{e nao de linha

lorentziana) :

Sw,q) = S,{w,q) + Sy(w,q)
L] .+
<P ;P > [, 2
) &y [1-0%(q)]T 44 (q) .
2 (g 0l @ ot (g
| <ﬁ+;bi>
+ —9 9 a(g) )

i [w2_v2(q)]2+a2(q)w2

A frequéncia para a qual SC(m,q) vale metade do

seu valor maximo & obtida, d2 acordo com a Eq. (3.24}), fazendo-se
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1 _ 1
- 2 4
2 T3;(@)a (@)

2. n2 4
w3 (q)a” (q)

Dal, facilmente encontramos que a largura da linha

Rayleigh & dada por

Aptla) = 2 F33(q)32(q} .

Analogamente concluimos que as larguras das linhas

Brillouin sao igualmente dadas por

ﬂB(q} = a(q) .
= T (q) + [1-a%(g)}] T..(q)
224 91 T33d :
Notamos que, das Egs. (3.l8a-b), a largura da linha

Rayleigh & diretamente proporcional & condutividade térmica, en-
guanto gue uma parte da largura das linhas Brillouin & diretamen
te proporcional ac coeficiente de viscosidade e a outra parte &
diretamente proporcional & condutividade térmica. Estes resulta-
dos estao ilustrados na Fig. 7.

As intensidades integradas das linhas Rayleigh e

Brillouin sao respectivamente definidas por

oo
Ip = [“m sc(w,q)dw '

H
10

l (2o
3 [ SB[m,q)dw .

— D

0Os polos de sc(m,q) sao w = * i F33(q)a2(q}. Esco-
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AN Tvig)

. Sla,w)
(P PP

[1-a%(q)]
F33(q)a4(q}

: R
T ;
1/a{q) Ag{q) i Ag (q)
| i
L _— | Y !

|

1/a{q)

L

-viq)} 0 v‘(ql

2
Fig. 7 Fator de estrutura dinimico vezes -3 em fungcaoc da

ffequéncia; A linha Rayleigh esta centrada em w = 0,
ﬂR(q) = 2 T33(q)u4(q) & sua largura e sua intensidade
maxima & [l-az(q)]/F33(q)a2(q) . As linhas Brillouin es-
tao centradas em w = * v(g), suas larguras e intensida-
des maximas sao igualmente dadas pox

by = Tyt + [1-a? (@1, (@, [1-a?(@1/ry;(@a’ (@)

B
respectivamente.

lhendo o contornc de integragao abaixo:

i Fala) a? ()

//..
- -~ -

-] r33(Q) a2 (Q)

w
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obtemos
<é ;ﬁ+> .
> > l"‘OLz( )
I, = —a—de 55-A . (3.26)
viilg) o (q)
Os polos de SB(w,q) sao aproximadamente dados por
w = vi{g) + 1 2%?l e w = - v(g) * i é%?L. Escolhendo o contorno

de integrac¢ao abaixo:

'\
. aflq)}
+ ——e S .
-v(q)+i(-]—(ég—) vigl+i—
L ] [ ]
[ ]
’ v(q)—ig—(—q—)-
_alq) 2
—~vig)—i 5
obtemcs:
<§+:ﬁi>
1B=—-92—q— . (3.27)
2y (q)

As Egs. {3.26) e (3.27) produzem uma razao de Landau-

Placzek do tipo

IR _ l—az(q)
B az(q)

Szabo(9 ) obtem este mesmo resultado, mas em lugar

de o®(q) definido pela Eq. (3.23b) temos a’(u) = M{u)/[M{y)+6)
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(ver Tabela 1).

Também segue das Egs. {(3.26) e (3.27) que a intensi

dade integrada total vale

<P ;b+>
a ﬁ_ 1 +
IC+2IB = > 5 = <P+?P+> ’
vi(gq) a”(qg) q q

onde na segunda igualdade usamos as definigdoes (3.7) e (3.23Db).
Este resultado satisfaz a propriedade geral do fator de estrutu-

ra dinamico:

oo @ © .
I Sw)dw = [ dw fL [ <A(t);A>ewlwtdt
—r ) m —
= <A;A>
= CAA(O) .

bentro da regiao critica a situagéo se inverte, is-
to e, QO(q) < Pzz(q), F33(q). Substituindo a expressao (2.44) pa
ra T, na expressao (3.,19b) para ©(g) poderemos ver que
@(q)qO:[CP(q)]_l. Uma vez que C,(q) diverge proximo a regido cri
tica(zz) também temos @{q) < Fzz(q), F33(q). Nestas condigoes, a

suscetibilidade dieletrica dinamica (3.20) toma a forma

X(wlq)

Assim, da Eq. (1.25) segue imediatamente que

+ « |
<P :P >
+>'" s T (q)
22
S(w,q) = —1—4 5 :

2 2
m 0w 4r5, ()]
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Vemos entao que dentro da regiac critica o par de
Brillouin desaparece restando apenas o pico central, sendo que
este diverge gquando w + 0, Isto significa que toda energia das
linhas Brillouin & transferida para a linha Rayleigh dando ori-

gem a divergéncia do pico central.
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APENDICE A
EQUIVALENCIA ENTRE 0S PRODUTOS ESCALARES

Mostraremos a equivaléncia entre os produtos esca-

'

lares (2.2%9a) e (2.35).

Comegaremos definindo a funcac f£(B) através de

eB(EP—H) - e-BH

£{B) o (A-1)
que satisfaz
ad H -RH
a5 £8) = P Ep &7BH £(p) .
Integrando de 0 a B com a condigao inicial £(0) = 1,
segue que
B A _ -am
f(B)=l+EJ e P e f(x)ax .
0

Esta equagao integral pode ser resolvida iterativa-
mente fazendo a substituicao f(A) = 1; o resultado & entac nova-

mente substituide em f£(XA), e assim por diante. Considerando ape-

nas os efeitos linea:es(lg) no campo eléetrico externo E encontra
mos
B ~AH
£(B) =1+ ] e EP e ax .
0
Substituindo este resultado na Egq. (A-1) obtemos
ap— - B 1 -
GB(EP-H) _ ~BH .o I Mp Mgy _ (A-2)
0
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Entdo, a fungao de partigao definida por

Z' = Tr{eB(EP_H)]

torna-se, de acordo com a Eq. (A-2),

B -
Z' = Z(1+E J <eAHP e

0

AH) dx) = Z(1+RE<P>)

(A~3)

onde na segqgunda igualdade usamos a propriedade da invariancia sob

permutacao ciclica do trago, e

BI{]

%2 = Trle .

<p> = Tr{ pP] .
} e—BH

p = Z -

Usando as Egs. (A-2) e {(A-3), a matriz densidade de

finida por

EP-H
Zf
torna-sge
B Al ~AH
p' = p[l+E(( e""P e dx-p<P>) 1] (A=4)
0

onde consideramos apenas os termos lineares em E.

Introduzindo a Eg. (A-4) na definigao
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P = Trl[p'P]

facilmente obtemos

- B o -
P = <p> + BE([ <eMP e AHP>dA-<P>2J .
0
Se
<P> = 0
entao
- (B _
P = BE J <eAHP e AHP>d)\ = BE<P;P> . (A-5)
0
Para materiais ferroelétricos a condigac <P> = 0 sd

& valida para T > TC (fase paraclétrica); para materiais antifer
roelétricos <P> = 0 para gqualquer temperatura.
Derivando ambos os lados da Eq. (A~5) com relagac a

E obtemos

Comparando esta equa¢aoc com a Eg. (2.35) completamos
a prova da equivaléncia entre os produtos escalares no contexto

de teoria de resposta linear.
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APENDICE B

0 FORMALISMO DE NIKLASSON E SJIBLANDER

Neste apéndice apresentamos um resumo do formalismo

(10)

tedrico de Niklasson e Sjdlander para o tratamento das pro-
priedades de transporte de cristais anarmonicos, formalismo este
que utiliza técnicas de fungao de Green. Estabelecemos também

(9)

contato com o trabalho de Szabo r que faz uso do referidoe for
malismo.

Niklasson e Sjolander (N-S} utilizam o método de
Kadanoff e Baym, que consiste em aplicar artificalmente ao sis
tema fisico em analise {(no caso, um cristal anarmdnico) uma
perturbagéo externa infinitesimal, com a finalidade de afastia-lo
do equilibrio termodinémico,_estudando—se.entéo 0 seu retorno ao
equilibrio,

Utilizando a notagao de N-S, as grandezas fisicas
gque nos interessam sao os deslocamentos atomicos G(R,t), onde R
localiza os pontos da rede, e os deslocamentos médios <G(ﬁ,t)>,

onde a média & calculada para um ensemble de equilibrio.

As seguintes definigSes sao relevantes (a,B = X,y,Z):

1. Fungao de Green ordenada no tempo

++'_‘_, -1 > _ + > _ > \
DaB(Rt,R't y={(-ih) <T{uu(R,t) <ua(R,t)>}{uB(R,t) <uB(R )1
onde T & o operador de ordenamento temporal
T{A(E)B(t")} = A(E)B(t") t > t'
B(t")A(t) t <t



¥
+

e

L

2. Fungoes de Green avancadas e retardadas

D3 (Rt R ') = —(=ih) Y <fu (B.t):u. (BR',t')) £ <t
0B ; i u, . ,uB(R ; 11>
=0 £t > t!
5 -1
DEB(“t,f{'t‘) = (-ih) <Iua(R,t),ua(§',t'}]> t >t
= 0 L <t

[ onde [A;B] e o comutador dos operadores A e B.

\ 3. Fungao espectral de fonons (equilibrio) AGB(qu

‘ sy 217 Tes e e
| Daﬁ(qﬂ) M J_w ' {w'—w—ie w'—w+ie} A

A \Fém‘) l+no(m') no(m‘)

onde ¢ & um numerc infinitesimal positivo, M & a massa atomica

e no(w) & o numero de ocupagao em equilibrio, isto &,

n_(w) = Lexpha/k ) -11 71
- > - < -
4. Fungoes DaB(qw) e DaB(qw)
(Gw)
. )
D), Q) = I -2 (1))
A (qm)
< gmoy - 2mi B T .
DO‘.B(qw) = M w HO(LL))

Introduzindo uma perturbacac externa infinitesimal
J(R,t), N-S obtém uma equagido de movimento para a fungao de
Green ordenada no tempo e fora do equilibrio, a saber (notagao

matricial)

_
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a2

at

> > > > > >
DRLRE) + £ | aem@hRen.p@be ki) =28 s(e-t') 1
2. 1 171 M Tz,
=& L RR
Ry

Nesta equagao Mug(Rt;R't') € a aquto-energia ordena-

da no tempo:

. RR RER
MaB(Rt;R't') = S{(t—t"){e( )+ I B¢ ) <u (R,t)> +
o B 2 a B ¥ ¥
. Y'Rl
e e &
- RR' R R, L.
+ (—ihy/2) T T 9 } D (R, E;RE) + ...}
> > Yo 2
aB yv o
YRy 6R2

RR R. 6D . (Bt,Bt)
v (-ih/2y 5 oz o(. 173 .__Y.‘L_-Lﬁ_}

b
Rk, @Y 8 S,
1 2 .

L

onde os ¢ sao derivadas do potencial interatdmico gue aparecen
na descrigﬁo de cristais anarménicos) e L indica © contorno da
integragao temporal (-« a +», retornando a -«),

Adotando a notagac 1 = {ﬁ,t), i (ﬁ',t'), N-S5 en

tdo chegam & equacado

2 2 -
(§-7— =) D(L,1Y +j a(l"y {M(1,1").D(1",1")~D{1,1").M(1",1")]}

ot at!

—C0

- r A(1) {M (1,1 .07 (1,1 -D (1, 1") .M (1",1')} = 0

~ - - - N N - >
(a integracao envolve também a somatOria sobre as posigoes R")
N-S demonstram gue a segunda integral constitui uma integral
de colisao de Boltamann generalisada.

0 passo seguinte consiste em simplificar a eguagdo
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de movimento, mantendo na mesma somente os termos lineares em

<ﬁ(ﬁ,t)>. Além disso, todas as fungdes envolvidas sao decompos
tas numa parte gue descreve o estado inicial da fungao no pas-
sado infinito (situagdo de equilibrio) e noutra parte gue des-
creve a situagao de ndo-equilibrio, parte esta que & represen-

tada colocando uﬁa barra na notag¢ao original; por exemplo,
D(1,1') » D(l,1') + D(1,1")

E possivel, formalmente, definir fungoes espectrais
- a — - - . * -
e numeros de ocupagaco de fonons para situagoes fora do eguilli-
bric termodinamico a partir dos elementos diagonais das fungoes

D>(l,1') e D<(l,l'); explicitamente (j = xx,yy.,22):

.+
o Aj{qw,éﬂ)
M W

Dgcaw;ég) [1 + njtaw;69>]

.+
ori Aj(qw,ﬁﬂ)
M

>
DY (Gwida) = [n(quide)]
Nas relagoes acima (G,0) se refere aoc fonon indivi-
F o2y =
dual e (0,3) a forgca externa.
Para pequenos desvios de uma situagac de equilibrio
termodinamico,

Hﬁ(&m?é@) = [eXP{Bhw+aj(§w:69)}-l]-l

Introduzindo a notacdo 1 = (q+8/2,0+0/2) e
1t = (5-6/2,m—9/2), N-S obtdém a seguinte equagdc para a fungao

uj(aw;éﬂ)=



{—2‘(: 7. (L)-M. {1 . —)!,_'I W T +"J._': ; - a) . +"1 _"*J =
+ J( ) J{ )}xj(q )noiu,[l no(m)laj(qu,QQ) Lj(Q;“) Oj(QJ,QQ)

2
¢ N i _ 1 r =R 'y r e
S { 2.L,Q+I\/I;(l) Mj(l )] {[no(l) no(l )]Dj(l}Dj(l )4{1‘10(1 ) no{m)]Djil)Dj(l ) +

+[n_(2)-n_(1ID3L)DEAY) M. (Gu;on
5 o 5 ; ) 3 Qu; Of2)
onde Lj(a,Q) € um operador de colisdo de Boltzmann generalizado,

xj(am) @ a suscetibilidade e

Mo (qw;0n) = T & ) <u., (0,2)> (B-1)
J i 3 3 J

N-S5 aproximam o opcrador Lj(é,ﬁ) pelo seu valor pa-

ra 6 =0, @ = 0, cobtendo:

> >

L. (8,0) .o, (Qw,0m :gg_z_h_ ; dgdq, e dw,dw,

3 .aj qﬁ! ML v 27
3135

—_—

2

% (W x, @L,uy. &
- \dy : ' ¥. (g ,w4)
J ]1 17 1 ]2 2772

l e
19 9%

> > >
X 6(u—1m1+u2)ﬂ(q+ql+q2)! lI’(_ T
33 3,

Pre [1+no(w)]Il+no(wl)][1+no(w2)]

x {a~(§w;aﬂ) + o (alwl:aﬂ) + . (ﬁzmz:éﬂ}]
J I Js

onde v & o volume da primeira zona de Brillouin.

0O operador Lj(ﬁ,O) 2 hermitiano e um dos seus auto-

valores & 0, com autofungaoc normalizada |0>. A funcgao J(amzéﬂ) e
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considerada uma funcao vetorial com componentes aj(aw;aﬂ),
1 =1,2,3 e L{B,O) um operador tensorial.

E possivel expandir u(aw;aﬂ} em termos das autofun-
¢Bes normalizadas de L(0,0), que denotamos por {v>, com

v =290,1,2,..., isto &,

o = |0>a_ + I |v$a
o 3 v

onde A r@rdnrens sao coeficientes que dependem apenas de (5,9}.

O produto escalar entre dois estados & definido por

+
=y {99 (Qw ¢ & A s - _
<f|g> g Jv fzﬂ fj {q,w) I (q"”mﬁ (q,m)no(m) [l+no(w)] (B-2)
Szabo( 2) adaptou o formalismo descrito acima para

descrever o comportamento de 6<w{a,m)>, a variagao do valor mé
dio da coordenada do fonon Otice "mole", e para calcular o fa-
tor de estrutura S (aw)-
vy
Em sua equagao (13}, Szabo aproxima a funcgao
- - - - - ~ —_— - —~
SMj(qlzl;qz), guc e analoga a fungao Mj(qw;QQ) de N-S (relacgao

(B-1) deste apéndice)}, por
- -> - ->
SMj(qlzl,qZ) i Kj (qlzl,qz) S<p (pz) > '

onde j = {ai), a sendo o vetor de onda € £ © ramo a que perten-
ce o fonon.

0 fator de estrutura calculado por Szabo c¢nvolve o
parametxo be = V<Kj|0><0|Kj> onde v & o volume da primeira zona
de Brillecuin, |0> & a autofungao normalizada com autovalor 0 do
operador L({,0) e o produto escalar <0]Kj> & dado pela relagao

(B-2) deste apéndice.
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APENDICE C

) METODO PERTURBATIVO PARA O CALCULO DOS PRODUTOS ESCALARES

Antes de iniciarmos o calculo dos produtos escalares

€& necessario desenvolvermos um método perturbativo para tal fina-

lidade. O método (28’

. ) . . AH
consiste em expandir a expcnencial e e

truncarmos a expansao nos termos de segunda ordem, isto &, propor
cionais a (V(3)}2 e V(4).

Comegamos por escrever

onde H; & dado pela Eqg. (2.26)}, sendo Hy e H

4 as partes propor-
cionais a VIB) e V(4)

respectivamente.

Consideramos a fungao t (i) definida através de

AH A(HO+H

+H,) AH
e - e | 3 4

=e ° F()) ) (C~1)

Derivando ambos os lados com relagao a A encontra-

mos
-AH AH
d - o Of
FE) =e  “ztHde £
Integrando ambos oz lados com relagao a A, com a
condicao inicial £(0) = 1, segue que
A —AlHO AlHO
£{x) = 1+J0 e (Hy+l,: e f(Al)dAl .
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Assim, transformamos uma eguagao diferencial em uma
equagao integral. Esta Ultima pode ser resolvida iterativamente
fazendo a substituigao f(kl) = 1; o resultado & novamente substi
tuido em f(Al); continuando este processo obtemos uma série de po

téncias em (H3+H4}:

A

oo A ' n-1
E(A) = 1+ I J [H3(-}\l)+H4(——}\l)]...I [Hy (= _ )+, (-2 __ ) )x
n=1 70 0
X dA 1 e diy y
onde usamos a definigao -
AHO —AHO
g(ix) =z e g e . (C-2)
Parando nos termos de segunda ordem ohtemes
A A Al A
fx) = l+[ H3(—Al)d)\l+f H.B(—Al}l H3(-J\2)d}\2dxl+l Hy(=x)dx;
0 0 : 0 0
(C-3)
Entdo, nesta aproximacaoc a Eg. (C-1l) torna-se
AH AH A
e’ = e % © H,(=A;)dx, +
3 1 1
0
MH_ M
+ e J H3(—kl) J H3(-A2)dkzdkl +
0 0
)\HO A
_ . -4
+ e jo H, (=hy)dxry (C-4)
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Para obtermos uma forma geral e aproximada do produ

to escalar entre duas variaveis arbitrarias F e G & necessario

- +

efetuarmos a multiplicacao de eJ\H J\HG .Primeiro escrevemos
-AH +

explicitamente eAHF e e XHG com eAH dado pela Eg. (C-4):

' por e

A J\HO ,\HO A )\HO X Al
e P = e Ft+e [0 H3(—-J\l)F d)\l+e IOH3(—A1)IO H3(-?\2)F dlzdkla»
J\HO A
+ e [ H4("A1)F d)&l )
0
. M L SAE_ O N ~ME_ () 1 .
e G'= e G [ H3()\l)G d)\l+e J 1{3(;\1){ }13(A2)G d}‘\zdhl—
0 0 0
—AHO A +
- e IO Hq(kl)G dAl .

Em seguida efetuamos a multiplicacao destas eguacoes,
. 2 -
desprezamos os termos de ordem superior a H3 e H4 e tomamos a me-
dia térmica:
AH ~AH_+
e G ~» =

<e

A AH -\H

AH —AH . +
=<e PFe Br»| e °Fe °H,(H,)G>dr, +
0 301 1
SUN: | -AH_
+ | <e PH_ (A )F e PG >dr, +
o 374 1
ML AE -AH .
+ J <@ F e H3(A1)H3(%9G >ah2dkl +
Jo Jo
P! AH_ -AH_
+ JO IO <e H3("11)H3(-k2)F e Gbﬂhzdkl -
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A pA J\HO —)\HO +
- f I <e 1{3(—2\1)]3‘ e H3(A2)G > dAzd;\l -
040
A AH -AH .
- J <e °F e OH4(A1)G> d)\l-i-
0
A AH - XH +
+ <e 2 H,(-x)F e ©9Gcax .
4 1 1
0
ou
crBp omAHGE,
A .+
= <F(AYG>-] <F(AYH,(A,)G >dA, +
0 3'71 1

A +
+ <H, (A=XA,)F(X)G >dA, +
0 3 1 1

A
A 1 +
+ J I <F{}\}H3 (Al)H3{)\2)G >d,\2d>\l+

040
A Al 4.
+ JO IO €H3(k—7\l)H3(k“l2)F(3\)G >dl2d)\l -

Xt o
_I J <Hy (A=A F ()1, () Ghar iy

0 2

A
<F(OOH, (A6, +
]0 4 1 1

A
- + -
+ ]qu(;\ A E)G S ’ (C=5)

onde usamos a definigao (C-2) .-



Mas, por definicao

Tr [ p&]
_ e PH
p = 7
Z = Tr [e'—BH]

Portanto, pela Eg. (C-1),
_ Po £(-8)
b= SEERST .
(o}
._BH
Po = 73
e}
-BH
Z_ = Tr[e O]

<g>0 Tr[pog]

Da Eq. (C-=3) vem gue
[JB (Ay) JB ( "
1- H, (A,)dx =~ H, (x,) I
0 3°71 1jg 371 0

88.

' (C-6)
r I (C_7)
B
H3(x2)dx2dxl+fo Hq(Al)dkl]
{C-8)
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até sequnda ordem, scgue que

-1 B B Al
<f(—>\)>0 = 1+I0<H3(Al)>odkl - IO IO <H3(A1)H3(A2)>Odkzdxl +
B (B B
+ IO IO<H3(A1)H3(A2)>deszl + I0<H4(kl)>odkl .
{C-9)

Introduzindo as Egs. {C-8) e (C-9) na Eq. (C-7), até

segunda ordem, a matriz densidade toma a forma

B

p = Do{l+JO[<H3(Al}>O—H3(Al)]dAl+
g M |
+ Io Jo {H3(k1)H3(12)-<H3(Al)H3(A2)>01dA2dA; -

’B - S
- J I <Hy{Ay) >, Hy(A)drdhy + lo[<H4(kl)>O-H4(Al)]dA1} . (C-10)

Conseguimos entao escrever a matriz densidade pertur
bada em funcdo da matriz densidade harmonica (nao perturbada) e
de médias termicas harmdnicas de termos perturkativos.

Usando a expressao para H3, dada pelo primeiro termo
da Eq. (2.26),
(3) .

\Y% (kl,kz,k3) <A

<Hy(A])> = ()3, ()AL () :

Ky 2 3

5
kikykq

Agora, recorrendo a Eg. (2.18a) vem gue

<H3(h1)>0 = 0
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A matriz densidade {C-10) entao torna-se

8 g 2

1 _
p = po{l-JO H3(Al)dll+fojo [H3(A1JH3{12)“<H3(A1)H3(A2”2Jdkzdhl +

A

R
+ Jo [<H4(Al)ﬁ;H4(Al)Idkl} .

Empregando esta @ a Egq. (C-6), a média térmica da va

riavel arbitraria &, até segunda ordem, serid dada por

B B (1
<E> = <g>0—f0<ﬂ3(kl)g>odxl + Io Io <Hy (A ) H5 (A, E8> dh,drg -
B 1
- <g>o IO Io <H3{A1}H3(A2)>Odl2d}l +
R _ B ,
+ Io <H4(Al)é>odkl - <E>, Io <H, o> day (C-11)

Acabamos entaoc de explicitar a média térmica de uma
varidvel arbitraria £ em funcao de médias térmicas harmonicas da
mesma variavel e de termos perturbativos. A vantagem disto & que
as médias térmicas harmdnicas podem em principio ser calculadas
exatamente,

Assim, as médias termicas que aparecem na Eg. (C-5)
podem ser explicitadas em termos de médias termicas harmonicas
utilizando a Eqg. {(C-11}). Isto & o que faremos em seguida.

0 integrando gue ocorre no quarto termo e todos os
outros termos subsequentes da Eq. (C-5) sao médias térmicas que
podem scr substituidas diretamente por médias térmicas harmdni-

cas, uma vez gue estes mesmos integrandos sao termos de segunda



ordem.
Por outreo lado, tomando £ = FUJG+ e empregando a
Eg. (C-1l1}, © primeiro termo da Eg. (C-5) toma a forma
+ g +
<F(RLIG>=<F{MIG> - | <H, (A, IF(A)G>_ dx, +
0 371 0 1
X
B 1 *,
+I I <H3()\1)H3(}\2)F(?\)G Od}\zd)\l-
040
A

B 1
+
<F(x)G >OJO [0<H3(A1)H3(k2)>0 d)\2d}\l+

B +
+ J <H4(A1)F(}\)G >Od}\ -

0 1
+ B
- <F(A)G:%)JO<H4(A1)>O diy .
Igualmente, tomandoc £ = F(A)HB(Al)G+o terceiro ter-
mo da Eg. (C-5), até segunda ordem, toma a forma -

A + A +
J <F(J\)H3()\l)G >d7\l =J <F(AYH, (A, G > dx, -
0]

AR 4

0
Repetindo o mesmo processo com o terceiro termo da

Eg. {(C-5) onde g = Hya=2)F(2) GT obtemos

A A
+ _ _ -+ -
jO<H3(A—11)F(A)G >dAl = JO<H3(}\ ?&l)FU\)G >Od3\1

A (B
+
- Io 1O<H3(,\2)H3()\—}\1)F(7\)G>O dr,dhy .
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A substituigao destes resultados na Eq. (C-5) pro-

duz
H —
<eMp e™MES = 1 (I, (0 +1, () , (c-12a)

onde separamos o0s termos de ordem zero, primeira ordem e segunda

ordem:
I () £ <F(uGH
o = o P {C-12h)
A A B +
13(1) z J0<H3(A-A1)F(AK;>O dkl - [O<ﬁ3(A1)F(Ak;>O dkl -
A +
- !0<F(J\JH3(A1)G > diq ' : (C-12c)
g 1 .
- ¥ - T f ) e
_4(1, = Jo Io <II3(}\1_)L3{)\2)I‘(7\)G > d>‘2d"‘l
g 1
- <F(A)é¥o IO [0 <H3(A1)H3(A2}>O dkzdll +

A 4B
+
+ I f <H3(AZ)F(2\)HB(A1)G >dJ\2dAl -

eh B
- _ - -+
J <Hy () Hy (-2 PG> dayda, +

PPl .
1 I <F(A)I-13(A1)H3(A2)G >O dxzdxl +

A
e b + -
+ J IO <H3(A"A1)H3(A AZ)F(A}G n)dlzdll
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oA N
- J J <H3(A—kl)F(A}H3(lzﬂ3>O dlzdl +

0 o L
B 4 + B
+ J0<H4(A1}F(J\)G > dAl - <F(MG >5 I0<H4(Al)>o d)\l -
. A ' +
- JO<H4(X-A1)F(AE ﬁ) dkl . (C-12d4)

As Egs. (2.27a-b) para By e By,

do produto escalar, as Egs. (C-11) e (C-12a-d) serao de fundamen

a propriedade {3.2)

tal importédncia para o calculo dos produtos escalares entre as

variaveis dinamicas.



APENDICE D

CALCULO DOS PRODUTOS ESCALARES

D.l. Critérios e Aproximagoes

Temos sempre enfatizado que os resultadeos para o fa-
tor de estrutura dinamiio derivados pelo formalismo de Mori(lé)
no Capitulo 3 sao validos no limite de longos comprimentos de on-—
da, onde vale a aproximagaoc markoviana, bem como a aproximagao
@32(2,q) =0 = @23(Z,q). Portanto, no cadlculo dos produtos escala
res entre as variaveis dinamicas também tomaremos o limite de
q +~ 0.

Na Segao 2.3 mostramos que a componente de Fourier

da polarizagao local em termos dos operadores campo de fonon pode

ser escrito como

q k
onde
5 e - oa iK.R (1) .=
is J_; Yio (k)
Riss) = B_(1s) + Gtis) = B (2) + R_(s) + GiLs)

- . >

0 modulo dos deslocamentos nucleares u({is) mesmo em

cristais altamente anarmonicos nao deve ultrapassar o valor de
mais ou mencs um terco do parametro de rede devido a repulsao

eletrostatica entre os nlcleos. Por outro lado, o modulc dos ve-



= - -
tores RO(S) possuem valores comparaveis ao parametro de rede, uma
=+ - -
vez gue Ro(s) representa as posigoes de equilibrio dos atomos re-
lativamente 3 origem da cBlula unitaria (ver Fig. 6). O parametro

de rede & da ordem de 1A e, portanto, [E(Ks)| e [ﬁo(s)] ~ 1A, Na

Bt . - _-3 -
regiao da luz visivel g ~ 10 A l. Conseguentemente, a.ﬁ (s} e

0
-+ - -3
g.uf(fs} ~ 10 7.

Tendo isto em vista, aproximamos a exponencial

S T )
—1q.(RO(S)+u(LS))
e pela unidade. Entao

k- ).RO(R)

o Rt

. /1 e z.a(s|x)
Yk(Q) = ‘jﬁ 3 p— —___'i—- e
Ls /MS v (k)

Fazendo a soma em & e usando a Eg. (2.1la) vem que

Nh 1 £.8(slk) = =
v @& =/ B8l o (k-8 . (D-2)
K 2 s /ﬁ; Yw (k)

0 mesmo ocorre com a quantidade Akk,(a) dada pela
Eq. (2.33f) gue aparece nas expressoes (2.33a-¢) para a componen

te de Fourier da densidade de energia local:

@ = /UKy a(s|) .a(s|k) A -E-) . (D-3)
S
Os critérios gue scguiremos para o calculo dos produ
tos escalares estac relacionados abalxo em ordem hierarquica de

precedéncia:

a) Se possivel usamos a propriedade {3.2) do produto escalar;
b) Se conveniente usamos as Egs. (2.27a-b) para os operadores Ak
(=) Bk;

c) Esgotando-se estas duas possibilidades partimos diretamente
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da definicao do produto escalar na sua forma aproximada dada
pelas Egs. (C-12a-d).

D.2. Calculo de <ﬁ+;§ >

+
—
9 g

A propriedade (3.2) do produto escalar permite-nos

escrever

Lembrandc que A

K = -iw(k)Bk, segue imediatamente da

Eg. (D-1) que

P = -i T v, (d) wik)B , (D-4)
a K k k

onde Yk(a) & dado pela Eg. (D-2).

Da relagao de comutagao (2.24b) facilmente obtemos

2.

. 2
<b_ ;b i Iy, (@) © wk) .

d

+

> =
>
q

Através do uso da propriedade de fechamento (2.6b)

dos autovetores &{s|k) mostra-se que

2
e
-+ 2 _ Nh 5 ___r
s s
Portanto
e2
<p ;pt> = Ny 3 .
> > 8 M

*] g ) b=
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D.3. Calculo de <P_;P_ >

q

Q4 +

Neste caso nao podemos aplicar a propriedade (3.2)

e entdc usamos as equag6es de movimento (2.27a-b),

+ - -+ +
<P_;P_> = L[ v {(qQ)y¥, (@)<Aa ;A > . {D-6)
a a Kk ' k k' k'k

A Eg. (2.27b) também pode ser escrita como

N i &6 (3 , . .
By T o Bk T weg L L VU kikyiky)a A
k K, 1

2

8 (4
T Re (k) v LV
1%2K3

k3)Ak Ak Ak . {D-7)

(~k;k,;:;k
ol 1 Koy %5

o ¥

Tomando-se o produto escalar desta eguagao com A,

.t
i

vem que
+ i = Lt _
<Ak,Ak,> = 2090 <Bk,Ak,>
6 (3) v . a
= ReTRS T Y (—k,kl,kz)cAk Ak ,Ak,>
k. k 1 ™2
172
8 (4) ok okl At
" Re (%) z v ( k'kl'kz'k3)<Ak Ak Ak ,Ak.> .
klk2k3 1 72 73

(D-8)

O primeiro termo desta expressao pode ser calculado

usando a propriedade (3.2) do produto escalar e a relagao de co-



mutacdo (2.24b). O resultado &

i -+ 2
SO0 PP T ERo o Ckke : (b=7)
Usando novamente a Eg. (D-7), © cegundo termo da
Eq. (D-¢ até segunda ordem torna-se
6 (3, .+ . ot B
W (0 z Y ( k’kl’k2) <Ak Ak 'Ak% =
k; k. 1 72
172
61 (3) , L.\ . K
ho(Khw (kY L V7 (Fkakgiky) <Ry Ay 5Byt
k.k 172
172
b2 pon v gk v kxR
1 1 1
o (Kw (k') k k, X1k
x <A By ;A;,A;,> X (D-10)
172 1 2
Das Egs. (3.2) e (2.24b) segue imediatamente gque
<my By iBr> = - T%H <[A, Ay B>
1 %2 * 172
- % (<By >0y g0+ <Ay 28y ) =0 ’
5 1 f1 2 2
uma vez gue <Ak> = 0.
Assim, o segundo termo da Eg. (D-8) & de segunda Or-=

+ .+
dem e, portanto, o produto escalar <A, A ;A LA > pode ser calcu
' kp ko' Ky K

lado na aproximagdo harménica. No final desta Secao mostraremos
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ue, na aproximagao harmonica
¥

+ 4 ﬁ(kl)+ﬁ(k2)+l E(kz)fﬁ(kl)
<B Ay BB = 2 lepre ey Y B e R e (kL)) X
1 %2 ®1 %3 1 2 1 2
x (8 8 , + & 8 ) .
kyk]Tkoks kokykok
Portanto
_ 6 (3) (. . At s =
huw (k) kzk v ( k'kl’kz] <AklAkz'Ak‘>
179
. |
S 2 v ek kv ek k) x
8h w (k) w (k') k.K

12

ﬁ(kl)+5(k2)+1 ﬁ(kz)—ﬁ(kll

* [w(kl)+w(k2) * w(li-w(kz)l . (D-11)

Uma vez que o terceiro termo da Eq. (D-8) & de se-

gunda ordem, temos

8

BTN kpiky) <By B By iBy> =

(4}
z v {(~k;:k-;
1 k k2

1K2K3 1

-8i

TR ®ek) i

5 V(4){-k;kl:k

1K2K3

. +
:k.)<A_ A A ;B
2'73 kl k2 k3 k

Mas, das Egs. (3.2), (2.24b) e (2.16a-b),
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v kxx ky)<A, A A .

R T . ; =
hl’xl‘-(k) k kK l‘ 2 k k k3’ k'

L 72

= R z V(4)(—k;k';—k
Bh "w(k)w (k") Ky

1:kl)[2n(kl)+l]

(D-12)

A substitui¢ao das Egs. (D-9) e (D-11-12) na Eqg.

(D-8) produz .

+ o 2 L, , _
<Ak,Ak_> = Tt (5 [5kk,+cl(k,k )+C, (k,k )] R (D-13)
onde
_ 24 (4) -
- L] = - = N PN | I, .
C, k') = = g Y (-kik';-k;ikq) [2n(k1)+11 '
k
1
cotsry =22 s v ok kv Tekksk,) x
2 20 (k') K.k ) 1772
w 1%2
R UL Tl
w(kl)+w(kl) w(kl)—M(kz)
Substituindo a Eg. (D-13) na Eq. {(D~6&) finalmente
ocbtemos
+, L 2 52 2
0> = D ogng @17 P g Yk )
g dg k kk
x [cyksk') + cz(k;k‘)] '
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onde Yk(q) & dado pela Eq. {D-2).
Com IYK(E}|2 dado pela Eg. (D-5) isto também pode

ser escrito como

2
e
+ N s 1 2 >k
<P ;P > = (=L ==) L + I e v ()Y (q) x
3 4 Bog Mgk wl(k)  xeePhokl TR
x [Cy(k;k") + Cyk;k')]
Consequentemente, a frequéncia 2, (q) sera
. . 1/2
<p ;bt> 2 71
q 3 - 1 N . °s 2
o (q) =[—2—2 = {1 + (g 2 =) L gy x
© <p+;Pi> k mz{k} B S Ms kk' Bho (k)
4 g
~1/2

- *
.xT'k(qW-k,(q)[Cl(k:k )+C, (ki k )13

Para finalizar esta seg¢do, passaremos ao calculo de

<A, A :A+,A+,>. Uma vez que este produto escalar ocorre em combi
kl k2 kl k2 : =

nacao com um termo que & de segunda ordem (ver Egq. (D-10})), ele

sera calculado na aproximag¢ao harmonica:

' B AH -3H
<Ak Ak ;A;,AE,> = % J <e OAk Ak e OAI,A;,>O dx ’
12 1 72 0 1 2 1 72
onde H & o hamiltoniano harmonico.
Por definigao
-RH_ -BH_
<g> = L <nle ®t|n>/L <nle | n> .

n n
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onde |n> & um autoestado de H, e

De acordo com a definicao (2.21a do operador campo

de fonon
+ _+ + + + + + +
A A, = (a_,+a_ ) (a (ta_ ) = a,,a ,ta, ,a_, ,ta_ ,a  +
kl kz kl kl k2 k2 kl k2 kl k2 kl k
+ a.— la_ ' L]
ky =k
- ~AH + _+
Operando com e 9 A" . AT, sobre In> e usando as
kl k2

Egs.{2.12a-b}, produz os quatroc termos seguintes:

~AHO
i> = e a,.,a., |n>» =
| xyoexy |
_, —AE Ah[w(ki)+m(ké)l
= /n(-k]In(-k}) e Ve | --c (n(=kD)=D) ... al-k)-1)..0>
~XH N |
|2> = e a, n> =
*‘18]‘2
. B M (k) -w k)]
= -k mE)+) e e e (kD=1 .. k) s,
1 2 1 2
~Al
|3> = ©

+ - =
e akid'ké | n>

=B Ah{o(k]) (k)]
S+ n (k) e e loea kD41 o (k=D e>

i
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—-\H
+ +
|4>= e %a,a, |n>=
akj 5
-AE —Mhlw(k])+ (k)]
= Y(n(x!)+L) (nki)+1) e e | ... (k41 ... (n(k3)+1) ...
| 2 1 2
onde E_ & o autovalor de H_.
n © -gH - AH
Por outro lado, o resultado de <nle e ©a_ A
ki &y
€ a soma de outros quatro termos:
-{B-A)H
<1°| = <nje © afk atk =
12
. —(B-NE
= <oou (k=D ... (nl-ky)-1) . | /n(—kl)n{—kz) e ,
~{B-A)H
<2'l = <n|e o a+ o=
| | %,
, —(B-ME
= <oan(n(=ky)=1) ... (nlky)+1) .. J /:(-kl_) (n(k,)+1) " e .
—-(B-A}H +
<3'| = <n|e © a =
| | akl 2
_ . —(B-ME_
= <...(nlky+) .. (n(=ky)-1) .. .| /(n (ky+ln(-k,) e ,
= (B-MH
<4'| = <nje =
| | %, %,

- (B-AE

<oon (k) +D) oL i)+ L k) HD) (n(ky)-1) 7 e
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Assim, executando a media térmica obtemos

M w(k))+uky) ] Mo lky) —wlk,y) ]

tn(k D (k) +1]e +

)

{n(k))n(k,)e

L

—Aﬁ[w(kl)—m(kz)}

+ [n(x )+115(k2)e +
1
5 elllE |l )4 tey) )
+ [n{k,)+1]l[n(k,)+1]e }(é . 6 ,+6 , 6 )
1 2 klkl k2k2 klk2 kzkl
onde n(k) = (e PHw(k)_3y-1

Consideramos agora a integral com relagdo a ) do

primeirc terme da expressac acima:

n(ky)n(ky) !B Milw k) +oik,) ]

=} dy =
g3 0 :
_ n{k,)n(k,) (eBﬁ[w(li+w(k2)]_l)
Bﬁ(w(kl)+w(k2J)
Uma vez gue n (k) (eBhw(k}-l)—l segue que

SBhw(k) _ n{x+1
n(k)

Consequentemente

Bhlw(k11+w(k2)]

n(kyIn(k,) (e ~1) = n(ky)+n(k,)+1



Manipulando cs outros termos de maneira anadloga,

finalmnente obtemos

. Rk )40 (k) +1 1 (k,)-n (k)
A A A A, > =2 -
Py Mk By | h{w(k ) ru(k)T © Bh(w(kl)—m(kz})] *
x (5, o8, L.+ 8 )
kkp kpky o TkpkykoRy

D.4. Calculo de <P ;H+>
a0
q d

A componente de Fourier da densidade de energia lo-

cal em terinos dos operadores A e Bk {ver Eq. {(2.33a})) com

Akk,(a) dado pela Eg. (D-3) torna-se
H = I A (d) (D-14)
5 k. k q Wk x [ -
q  kyk, 102 172
onde
_ 1 + (3)
i = = hw(k) (A, A +B_ B ) + z (k ik ,k YA, A A
kiky, 4 Kpke Rr R xpk, 3 ko k3 ky
+ - (4)(}{ k ik ko)A A A A {D-15}
' VL e S O ’ -
k3u4k5 2 73 74 75

Da Eg. (D-1) temos

+
N Yy (@ AR (@ <A iy > : (D~16)
g ko kyky 1 273 1 S2%3

Devemos entac calcular
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+ 1 + +
<A, > = = hal{k,) (<A, ;A A >+<A, ;B B >} +
kl k2k3 4 3 kl k3 k2 kl k3 k2
*
+ b V(3) (—kz;k4;k5}<Ak ;A; AI A; > +
k4k5 1 5 74 ™3
. _
T AR (-kyik,ikgiky) <Ay Ar AT At At s
k,.k .k 1 6 "5 T4 T3
47576
{(D-17)

Comegamos calculando <A ;A+ Al af at >, Este produ
ki kg kg Ky k4 =

to escalar vem multiplicado por um termo de sequnda ordem e por-

tanto pode ser calculado na- aproximagac harmdnica:

Je OAk e piY

4
i
[

1 JB AH =)H

|

IB<Ak ()a; A AT Al > ax .
0 1 5 74 73

Assim, de acorde com a Eqs. {(2-19a-b) a media tér-
mica que aparece na integral acima e nula, uma vez gue esta mé-
dia s0 envolve termos com um numerc par (Iimpar) de operadores de
criagdo e um nbmero impar (par) de operadores de aniquilagao.

Portanto, na aproximagao harmdnica,
+ .+ _
K Ak > = 0 . (D-18}

Aplicando a Eq. (D-7) ao penlltimo termo da Eq.

{(b~17) teremos
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*
z V(3) (—kz;k4;k5) <Ak ;A; A; A; > =
k4k5 1 5 74 73
1 (3)* . + + _+
= r Vv (-k,ik,i1ke) <B. ;A A A > -
w(kl) K I 27475 kl k5 k4 k3
475
6 {3)* (3) '
- ) z A" (~kaik,:k-)V {(-k.:;k!;kl) x
hm{k15 k k. k'k! 5 17172
475 L2
+ 4+
X <A, A, ,:A, A, A >
ki k2 k5 k4 k3

Pelas mesmas razoes gque levaram 3 Eq. (D-18),

+ o+ L+

A A A A > =0

Y ' .
ki ko' kg ik, ks

<A
Recorrendo & Eq. (3.2) e & relagdo de comutacio

(2.24b) temos

1 + o+ 4
= ————<[B, ,A A A 1> =
Bhw(kl} ki "k ky kg

2 + _+ + 4
= e [ <A, A, & +<A, A >
ma(kl) k4 k3 klkS k5 k3 klk4

+ o+

+ <A, A, > § ] .
kg kg kpky

Portanto
5 V{3)*(-k2:k4;k5) <Ay ;A: A; A; > =
k4k5 1l 5 74 73
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(3)*

= gy L8 v gk k) <t At s 4
Bhw(kl) k4 _ 4 k4 k3
+ ¢ v'3) (=ky ik 5kg) <A; NI v(3}*(—k2:k4:k5)<A; A; > ]
k 5 73 k,k 5 74 173
5 475
2 (3)* + _+
= [2 £ V (~kyikyiky) <A A > +
Bhw(k (kL) kq 4 k4 k3
v 6 v ik k) <Al At 51 . (D-19)
173 k4k 5 74
5
Aplicando a Eq. {D-7) acs dois primeiros termos do
lade direito da Eg. (D-17) teﬁos
+ i +
<A, ;A A > = ———<bB A" A > -
kl k3 k2 w(kl) kl k3 k2
6 - (3)
- 5T LV (=% 1k, ke <A A, ;A A >
ho (k) k k 1774775 kg kg' Tk Tk
5
8 (4) +
- I \Y (<kskyikgikg) <A A A ;AL A >
G
+ i s + 6 (3)
<A, B B » = <B ;B B » - ——F—— ) v (—k :k ,k ) x
kl k3 k2 w{kl) kl k3 k2 hw(kl) k4k5 4
. N () ik ks |
X <Bp By iBy By > = e Lo Vi kyikyikgike) x
4 75 3 72 k,k.k
47576
X <A, A B
k4 k5 k6 k3 k2
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Ce acordo com a argumentagao usada para a dedugao da

Das Egs. (3-2) e (2.24a-b) vem que

. + - +
«<B, ;B, B, "> =0 = <B, ;A A >
k) "Tky Tk, Kyt ks kg
Assim,
+ 6 (3)
<A, ;A A > = - & —— L V (-k.:k,:ke) x
kl k3 k2 hw(kl) k4k 1774775
5
X <A, A 'A+ A, > {(D-20)
kg kg k3 Tk,
+ 6 (3)
<p, B B > = - X Vv (-k.:;k,r1k.) x
kl k3 k2 hw(kl) k4k 177475
5
X <A, A —B+ B, » (D-21)
kg kg’ kg kp
Levando as Egs. (D-18-21) na Egq. (D-17) obtemos
3wlk,)
+ 3 (3)
<A, ;U > = - 5~ 1 L v (-k,ik ikg) X
k" Tkokg wlky) Ty g 1 >
475
% (<a. A ;T A+ BB )51+
ky kg' TRy Ky k3 ks
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2 (3} * + _+
+ ——1[(2 z Vv («~k.:k, :k.}) <an, A > +
Bhw(kl) k4 274771 k4 k3
_ (3)* + _+
+ 6 5V (~k,ik,:k.) <A, A, >l .
klk2 k ¥ 27475 kS k4
475
! {D=22)

Devemos entdo calcular <A AT .> e <A A, :

k7K' ky ky'
+
(Ak,Ak, + B;,Bk,)>. Comegamos primeiramente com <A A
172 172 172
(A;,A;, + By ,B,)>,
172 1 72

Uma vez que este produto escalar ocorre em combina
gao com um termo de primeira ordem, consideramos apenas Io(l) e

I3(k) nas Egs. (C=12a-4),

. 8 |
+ 1 l
<A, A, ;A LA > = = FI () +1,(0) 1 aéx
kl k2 kl k2 B Jo (o} 3
onde
+
I (x) = <A, (QWYA, (AYA, A >
o kl kz kl ké o :
A +
I,{x) = j <H, (A=2y)A _ (A)a_ () A > dx
3 o M3 1 A M B Aki 370 1

B +
[ <Ha (A, (A, (DAL A > d

0 1L X2 1 K2 1
- <A (WA, GOH, YA A > d) .
o Py M 30 P Pso




Igualmente a Eg. (D-18) tcros Is(k) = (. Entao
g M H -AH
+ 1 O o .+
<A A A, A > = = I <e A A e A, A > dA
kl k2 Ky k2 g 0 kl k2 kl k2 o
hnalogamente
5 XH -+ H
+ 1 J e o _+
<A, A, ;B B .,> = = <a A, A e B, B, ,> _ di
kl k2 kl k2 R o kl k2 kl k2 (o}
Conseguentenmente
<h. A -(A+ A ,+B' B [}» =
I I 1 1 ]
Ky k' kg Ry Ry K
8 AH 3H
1 [ o + +
= = <e A A e (A, A, ,+B B> di
B 0 kl k2 kl k2 kl k2 o)
Mas
+ + + + +
A, A, +B B, (a, ,+a , ,){a_,+a ,,)+(a_,-a_ ) (&, ,-a_, ,]
kl k5 kl k2 k1 -k3 ky T-k5 kl —kl k2 —k2
+ +
= 2(a,,a, ,+ta ,,a ) '
kl K5 »kl k2
+ + + +
A A = a, a, +a, a +a a  +a a
kl k2 kl k2 kl —k2 —kl k2 —kl ~k2
De acorde com as Egs. (2.1%z-b) temos
+ +
<a. A ;{an A +B_,B ,}> =
k) ky' TRy Ky Rk
R xH -AH
2 f o + + o + +
= = <e (a, @, +a_, a3 e {a_ ,a p,Fa . a > di
3 0 Ky Ko kl k2 kl k5 k2 ky"o




Tcmos
-3H
1> = e 3 k'aik' [n> =
o oy ek melk)]
=/nEk) (kD e Ve [ RD - k) D>,
A 4
12> = e 1 ] ]1’1> =
aklak
\ - =B —}.h[w(k‘l} —w(k'z}]
= /ink{+hnky) e e [een i) o G -D e
~(g-MH N
<3} =z <n| e © a =
| R
e —(BNE
= <...(n(kl)+l)...(n(—kz)—l)...[/(n(kl)+l)n(—k2) e ,
-{B-A)H
+
<4] = <n} e ©a =
*)%,
e mBAME]
= <...(nlk-D .k . ] /n(—kl) (n(k,)+1e

Lee T,
< s { + + ¥ B }> =
AklAkz' Ak:‘LAk2 B}(i —ké

(B
J [<3l1> + <32 + <4l + <4]2>] d
0

™|
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2 ﬁ[w(kz)—u(kl)]

[ - - /
S k) DAk B, 58 0 | e an +
3 1 2 kln%q(zkl kok ks’ )
_ _ (B ﬁ[w(kl)—m(k2)I
+ nik.yn{k, )+1) (& \& , 8 ) e axrl
i 2 R I L LA N
n (k. )-n{k,)
- g%[umkl)_TEgT] Gy 4€6k k“@k_kﬁ—k}v) '
2 1 17752 R N TR
onde na ultima igualdade usamos eehw{k) = (n{k)+1)/n{k).

Levando este resultado ao primeiro termo do lado di

reito da Eq. (D-22) teremos

12 m(kB) nik
T Bhikp !

2)—E(k3)

o ) . (D-23)
w(k3)*u(k2)

+,+ . =
Uma vez gue <AkAk,> ocorre em combinaga® com um ter

me de primeira ordem podemos empregar a Bg. {C-11) escrevendo

+
aa’al > = <ala

+
K k! k

0 segundo termo do lado direito da eguagdo acima se

anula (ver Eg. (D-18)). Lego
+ +
ApBpe” = Bphyg
- <A~kA—k'>o
= (2n(k)+1)§ _

kk'
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Consequentemente, o segundo termo do lado direito da

Eg. (D-22} torna-se

2 (2 v ks ok, s okL) (2T (k) 41) 4
Bliw (k) 17 727 73 3

+ 5 g v ik, -k, (200K, +1) ] (D-24)

k. k 2774 74 4
173 x
4
As Egs. (D-23) e (D-24) produz
12w(k,) n(k,)=-n(ky)
+ 3 2 3 (3)
<A, U > 7 = gy — I v (=k, 7=k, ki) +
ky'Tkyky Bhw (k) " wlky)-wlk,) I A
2 _ (3)% 0 .y . -
+ s (K )) f2 v (kyi=kyi-kq) (2n(kg)+1) +
+ 8 v ok ik, -k, (2RGk,) +1) ]
k .k 2747 74 4 .
13k
4
Substituinde isto na Egq. (D-17) finalmente cbtemos
+ 2 > >
<P ;H > = I —_— y. (q)a} {aq) C,(k,;k,ik,) +

3 & kK, K, Bhw (k) "ky kqksy 1171072073

+ L

kyk

@2r @ o,y :
142 2

P
- Y
Bhw(kl) kl 1

onde
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e . - (3)* b . =
Cy(k ikysky) = 2[v (ky5=Ky5-ky) (2R (k) +1) -
(7 (k) -n (ko)
_ (3, .. 2 3
Bw(k3) v { kl' kz,k3] w(k3)-w(k2)] ,

C, k) = 5 v T ik k) 2Rk )4 1)

2p) = ] 2ikyi=ky 4 .

4

D.5. Calculo de <ﬁ+;H
q

+>
-+
q

Pela propriedade (3.2) do produto escalar,

<P ;H
.
g

. -} )
> = —r <{P+;H+]> .

+ 1
it
g ihg g q

A componente de Fourier da densidade de energia lc

cal e

I {[T(s) + 1 ¢ _(1s)] , e id-RUs), )
L5 n h

sl
el
n

H =

Em conformidade com a aproxima¢ao que vem sendo segui
da, isto &, a.ﬁ<gs) e ﬁ.ﬁo(s) <1, H pode simplesmente ser escri

q
ta como

-ig.R_()
H, = I e ©  IT(s) + ¢, (25)] .
q s n

Uma vez gue a energia de um nicleo comuta com a ener

gia total, isto &,




[Ts) + L ¢ Us) H] = 0 ,
n
segue gue ﬁ+ = 0, Conseqguentemernte

g

<P ;I'-I+‘> = 0
+ -+
qg 4d
Estes resultados implicam em um coeficiente de
transporte F33(q) = 0 (ver Egs. (3.10), (3.170) e (3.18H). Neste
caso devemos entac reconsiderar a nossa aproximag¢ao levandc em

-5 - —
conta o termo de primeira ordem em g, isto e, a.ﬁ(ﬂs). Entao

>
—iq.RO(E)
H = I e [T(ts) + £ &_(gs)] +
—- Tl
| ks n
=
-ig.R_(2}
; % I e ° " ilr(s) + £ o (gs) , -ig.u(2s)]])
25 n
Uma vez Jue
. =
{?1(5&,5) . H] — }II..MP—(’Q‘S_)_
s
temos
—1%.?{0(2)
. L _ 1 e . ; pas
H = 5 I 3 ([[T(es) + L @n(xs)] , g.pls)}
g is s n

Lembrando gque para q.u(es), a.ﬁo(s) <1
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chtemos

e
. 1 -
<; [p ,87] == 5 -2 ¢.8us) J.P(us)
ihg - + B
d g Ls s
onde usamos o fato que E.E = 0, isto &, o vetor de onda € perpen

dicular ao campo elétrico. Portanto

Agora introduzimos nesta expressac a Eg. (2.23b),

<éa;ﬁ;> - % oz Tper (&) <BBY > , (D-25)
onde
=
Tkk.[a) = b/ (K wk™) I §§_ £.e(s|k) G.a*s|k A (k-X") .
=) 5
(D-26)

- - S + - o
Para o calculo da media termica <BkBk,> sera utili

zado a Eq. (C-11),

B
+ _ + _ _ +
<BkBk,> = <BkBk,>O Jo qHB(Al)BkBk,>O dAl +
bt
g 1 N
+ [ J <H3(k1)H3(A2)BkBk,>O dr,dh, -
0 /0
N 8 (1
- kBkBk‘>o JO [0 <H3(A1)H3(}2)> dkzdkl +
B + 4 8
+ Io <H4(A1}BkBk,>o dhl - <B Bk,> Io <H4[Al)> dkl
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Igualmente & Eq. (D-18), o segundo termo da equagao

acima anula-se. £ imediato mostrar que

<B, BY

X k'>o = (2n(k}+1)35

kk! )

Usando a relagao de fechamento (2.6b) para os auto-
valores &(slk) e E.a = 0 podemos mostrar que Tkk(a).Z 0. Nestas

condigoes, a Eg. (D-25) toma a forma

A .
B 1 , +

(D=-26)

Comegamos primeiramente a calcular a segunda destas

duas integrals,

B +
IO <H4(ll)BkBk.>o dkl =
B A-H -x.H
= ) V(4)(kl;k2;k3;k4) I <e 1 OAk Ak Ak Ak e 1o X
klk2k3k4 0 1 72 73 74
+
x B By > diq
Temos
+ + + +
A, A A A = {a, +a ) (a, +a_, ) (a, +a_, )la, +a_. ) =
ki "k, kg kg I I T S R T Tl
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= (a, a +a, a , +a_. a_ +a a } X
kl kz kl k2 kl k2 —kl -k2
+ + 4
x {(a_ a_ +a, a ., +a_, a +a , a )
k3 k4 k3 —k4 k3 k4 —k3 “k4 d
+ _ _ + _ - + _ _ + + +
BkBk' = (ak a_g a_k,) a,.ap ., aka_k, a—kak'+a—ka—k'

Substituindo isto na integral acima, sobrevivem ape
nas os termos contendc igual nimero de operadores de criacgao e

aniquilacgao,

AH -)H

g
(4} o + o_+ _+
= T - . . -
LN v (kyik,yikyiky) JU[ <e aklakqak3a—k1e Ay
;l xza\.S..q P «
— <e)\H a a a+ a e—;\HO + a+ > +
kl k2 —k3 k4 -k"k'" o
AH -3H
o + + O +
+ <e a a_a. . a. e a,a, > _ +
kl kz -k3 k4 kK"k'"" o
Al -AH
o + + o _+
+ <a a a a_ a_ e a_ a_ ¢ >
kl k2 k3 k4 k =k' o
<(2l“ a a a a e-kH a_+ a+ > +
kl —k2 k3 k4 -k'k'"0
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o + + +
<@ a, a a, a e a,a, > _ +
AH —-AH
<e ay aik ay, atk e ajka K>
1 TR2 K3 TRy KO
<éAHO a a+ a’ + e"lH a, a > -
kl —k2 —k3 --k4 k =k'"o
AH ~\H
o _+ o _+ _+
<e a a a, a e a.,a > +
-—kl k2 k3 k4 -k k' o
<eAH°'a+ a, a 'a+ e_lH a a+ >+
—kl k2 k3 —k4 kk'"o
AH -3l
o + + O +
<@ a a, a, a e a ,a >
~kl k2 k3 ~k4 -k"-k'" ¢
<eAHO a+ a_ a’ a+ e"AH a, a >+
—kl k2 —k3 —k4 k™-k""o
Al -AH
o + + O +
<e a, a, a a e a a, > _ +
kl k2 k3 k4 k'k'"o
<eAH° a+ at a a e-lHO a+ a >
- — -— — 1
kl k2 k3 k4 Xk -k'" o
e)\H a+ a+ a al e-AH a, a >
. —— ¢ el — l
kl k2 k3 k4 k'-k'"o




b=
B
b—

\H AH
B + + + o
<g a‘kla_kz —k3ak4 e k k,>0]dkl
O resultado desta integragao e
—2hl @ (kq )+ (k)]
e +1) (B (k) +1) (B k) +1) S - ° -y 8 5 § +
3 2 1 Rl (k) (Ky)) Kqimky Ky oK k!
—2h[ w +w (k)]
£ R(ka) (0 +1) (k) +1) el Moy s
3 2 1 h{w (ky) 4w (ky)) kK4 KoK kK
ghlw (k) wik.))
bRl B +D) (k) +L) A ot 5 +
n0y) 0y 1 Rl w k) 0 gy, -k, k!
ghlwik mﬂk )i
= = - (e ~-1)
+ niksy) (n(k,)+1) (n{k,)+1) - 8 6 § +
3 2 1 h{w (k3)-w(kl)) kak' Uk, Ky kK
—ghlw (k) 4w (k)]
b Ak k) Bk )41 & F 5 5 5 +
3 2 1 wiky)Hwlks)) kqi—k —koky ko k!
ehlwik,}—w k)]
b R DA () (B (k4D S ‘ )] 5 5. .8 +
3 2 1 I (ko) wiky)) k3.—k4 kK kK
ﬁﬂw{k %ﬁﬂklﬂ
+ h} n *1)6 A g
(ky) +1n{k }( +l) & - 3 ' _
hu( BENCHY Kymk, Kok kg, k
ahl (kz) s (k3) ]
o - = (e -1 5 < 5 +
- B kyAk,) BikIHD) S e : S, pab
3 2 1 h (i (k) Hw (ko) ) —k4K Kok ki Ky
—Bh{u(kz}ﬁu(k3)]
- (e ~1)
+ (kg +D) (k) +1In (k) Ty Ty ék3I kékzk,é - +
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shlwik )*x{kz)]

1
=z = LT (e )« .
+ (Al D) )+ Aky) s 8 0 6 6 +
3 2 1 h(u(kl}—w(kz)) k3, k4 k2k -klk
Eﬁllw(kl)—w(kz)l
+ (n n n (e -1) 5 8 8
(n(k4)+1) (n(k,) +link,) T T g _ y -
3 2 1 B e (k3 =0 (ky)) koK, Ky K Kk
Ehl w (ky )+ (ky) ]
— s - (e =
- niks) (k) +D)n(k,) — - 6 by o8y p t
3 2 1 B (kT Hw(ks)) k3K Ky 7k, koK
Bﬁ[m(kz)—m(k3)]
- — = (e 1)
+ (nik)+Dnk,nik,) — § .8 8 +
3 2 1 h(w(kz) w{k3]) k3k —kzk —klk4
Sh[m’:l}—m(k3)]
+ Ry DR 0GR R T Sy ok Sk
R R 3 244
Bl w (ky) 0 (k)]
- - - (e -1)
- (Miky)+Lin k) nlk,) - 6 kS Sk kT
3 2 1 Bk (ky)) T kik
Bh w (k) +w (k) |
- (e —1} & g &
- nik,in{k,in{k.} - . "
3 2 1 i (o (k) (k,)) —kqk, kK Kk
Usando e”hm(k) = (H(k)+l)/ﬁ(k) teremos
N _ (1 (k) +0 (ky)+1) _
N [—(3n(k3)+l} "“TETEITIETE;TT + 2(n(k3)+l) X

{B(kl)—ﬁ(kz)) ]
¥ —— L] & 8 § +
(o (kY —w k) kg
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(ﬁ(liuﬁ(k3))

l —
vy Ll D) oy em )

(2ﬁ(k2)+1) x

(H{kl)+ﬁ(k3)+1)

] 8 ) 3 +
{w(kl)+m(k3)7_ -k k

Kye=kg koK'

(n (k) -n(ky))

1 -
+ = [2(n(k,)+1) ~ ] 6, L 8. 46, L -
) 3 (k)= (k))7 Tkyomky Kok Tk, -k
1 _ ~(n(ky)+n(ky) +1)
- jT { (2n(kl)+l) (w(k2}+w(k3)) ] 6-—]{3](6](2]{16]{1.-]{4 +
1 (ﬁ(kl)—ﬁ(k3))]
+ = [ (n{x,)+1) 8 .8 8 Lt
f 2 (wlky)-w(ky)) kak 'k, kR -k
1 - (R(ky)~n(ky)) |
1 (ﬁ(k1)+ﬁ(k2)+l)]
- = [ (n{k,)+1) 8 R S .
h 3 (w(kl)+w(k2)) k3,-k4 -kzk klk
Finalmente obtemos
B +
[0 <H, (A))B, B, > dr; =
B 2 . (4) Stk s = (n{k')-n(k))
= };‘: T v {(~k:k'; k4;k4)[ (4n(k4)+3) (w(K)-w (k')
4
- wrogen GEERERA e
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Seja agora a seguinte integral
- A

B M1
+
jo IO <Hy () H3 (O ,)B By > A ,dh, =

= (3) sk k (3) Sk
= I T VI kpikyika) VT (k ikeike) X

X Ii Izl <eAlH0AklAk2Ak3 o 2T Ak4Ak5Ak6el2HOBkBkl>O @ ,d

Temes

AklAszk3 = (akl+aikl)(ak2+atk2)(ak3+atk3) =
- aklakzak3+aklak2aik3+aklatkzak3+aklatk2a+k3+ai%lakzak3+
+ atklakzatk3+aiklaik2 k3+a—klatk2atk3 ‘

AkquSAke = ak4aksak6+ak4ak5aik6+ak4atksak6+ak4atk5atk6 +
+ atk4ak5ak6+a_k4akSatk6+a_k4atk5ak6+atk4atksatk6 '

BB = (apmal) (-l ) = dagema g malagrala,
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A substituigao destas expressoes na integral acima
produz a integral de setenta médias térmicas harménicas naoc nu-
las envolvendo os operadores de criacao e aniquilacdo.

0 resultado desta integrac¢ac depois de agrupados os

termos &
1 (3) (3) /
E =V (=k:k':k,) V (k.;-k,;k,) I cC.ilk;k';k.;k,)
2 1 1 2'r72 = i 1’72
k,k, h _ n=2
172
(D-28)
onde
Cz(k;k';kl;kz) =

3 { 1

= (m(kziqﬂ{k)—w(k'}) w(kz) {(n(k2)+1)(n(k)+l)(n(k')+l}-n{k2)n(k)n(k')} -

(ri(k) +n (k") +1) )
{w(k)+s(k'))

- (k) +nlky)+1)

C3(k:k';kl:k2) =

(n{k)-n{k"))
(wik)—wi{k"))

_ 1
B (w(kl)4w(k2)+2w(k)—w(k'))

{(E(kl)+ﬁ(k2)+l)

nik) (n(k)+1}
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+ "mesmo termo com kK e k' trocados",

C ik ik sky) =

3

" R e AR |

n{Knk') _ @&+ k" )+1),
n (k) +1}) n (k)

X

[ (R(0)+1) (k) +D) (R ky) +1) - (K)n (kg dn (k
o (w (K 0y )+ (k5))

2

(n(k)+n{k' )+1) 4

R TR T A O S =R ’

Cg (k; k! kl kz) =
_ 1 Alontk’) (nlhey) +9n ) H5)

(w(kl)+m(k)+w(k')) ¢ m(kl) {w (k) +w (k"))

(9n(k,)+4)  _ _
+ — 1 mk)+nk"+1)} '

w(kl)
Ce kik'ikyiky) =
1 n (k) o

= o — - [2E&)+Lnk ) nk) kD] +

T ke wlky)) fwelky)
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e i [ +DA KD -2 (k) Mk +1)] = (k) +3n k)4 BED-nG))
G0 1 2 @00 ~0 ("))

+ "mesmc termo com k e k' trocados®,

S VL I TN "
¢, ik 3k 7k,)

1

= (n{k')-n(k))
(w(k2)+w(k)—w(k

{wik)=w(k'})

nk.,) -

4-WTEET [(H(k)+l)5(k')h4ﬁ(k)(ﬁ(kr)+l)} +
2
(n (k) +1) _ _ o
* g LR HDR K 0 GO+ +

+ "mesmo termo com k e k' trocados",

Substituinde as Egs. (D-27) e (D-28) na Eg. (D-26)

finalmente obtemos

__]:_. >

q (4) .
i T (@ 122 v ekikerk

<ﬁ;;ﬁj> z
ky

q g kk'

177k X

b

5 V(3){—k;k';kl) V(3)(kl;-k2;k2) x
kyky

1
- LI =
Cl{k,k ,kl) + h

Ci(kik'?lekz}] )

W
{1 s B

2
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onde
o ) - (n(k'}-n(k)) _
Cyplkikliky) = (nlk)+3) ey )
= (n{k)+n(k')+1)
(4n(k,}+2) {w(k)+w (k")) '

oS Ci's para i # 2 estao definidos acima e Tkk,(q) & dado pela

D.6. Sobre <H+;H >

q

ad +

De accrdo com as Egs. (D-14) e (D-15} temos

<H -F+> = )X A (5) A*. (3) < -¢+ >
SRS .k k. .k k.-k.'"k.k r
d g klk2k3k4 172 374 172 374
onde
. +
<y " > =
kyky ' Tkyky
1

+ + + +
= — hw{k,)hw(k <A A ;A A > + <A ;B, B, > +
16 2 4 P T P klAkz K, kg

+ + + + (3) ,(4)
4+ <B, B. :A A > + <B, B, ;B B, >] + o0o(V 'V )
kl k2 kq k3 kl k2 k4 k3

No presente contexto, os produtos escalares envol-

vidos na equagdo acima sd podem ser calculados partindo-se dire
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tamente das Egs. (C-12a-d}. Estas equagdes no total contdm guinze
termos. Cada um destes termos geram um nilmero muito grande de mé-
dias térmicas harmbnicas quando introduzimos as definig¢oes dos
operadores campc de fonon e momento de fonon em termos dos opera-
dores de criagdo e aniquila¢do, como vimos na segao anterior. E
isto parece ser impraticavel. Esta & a razio pela qual ndo calcu

lamos <H ;H+>.
-+ ==
g g
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