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ERRATA 

Onde se Lê: 

F-convexo fechado 

EVT não arquimcdiano 

B também ê 

Leia: 

F-convexo, equilibrado e fechado 

também e 

EVT normado ndo arquimediano EVT nonnado 

Se g E B, 

t:/K+l 

i = 1, ... ,n 

To;nemos f "'g 
n+l kn+l 

sobre K e consideremos 

é E(ij 
(ver Prolla [ 17]) 

(ver Prolla [17]) 

lC(T) C JC(y[ n ,T]) 

~E 6 
e c 

xET- 1 (x) ET- 1 UV)" T-l(V) 

localmente F-convexo 
m n 

y(U)" u L (U n B ) 
n=l k k 

xE 

n=l 
p m 
~ (V n B ) + !: 

k=l k k k+l 

Seja (E,T) um espaço nor
mado. Se existir ... 

U == {Un; n E 0,1, ..• } 
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+(U nB 
n n 

)+ ... +(U nB ) 
n +2 n +2 

o o o o 
Portanto, se 11·11 forn.a., 

entao (E;n,<l---

2.5(iii) 

P
11 

(x) 

k""l 

Se g E V, 

E/k+l 

i= l, ... ,n-1 

Consideremos 

é EG l 

(ver Prolla [ 16]) 

(ver Prolla [16 J) 
JL(T) CL(y[n,T]) (verProp. 1.22) 

O E~ 
e c 

x E T-l(ÀV) "\T-l(V) 

normado na o arquimediano 
m n 

y (li) u " (Uk 
(1 Uk) 

n=l k=l 
p m 

xE ~ (Vk n Bk) + L 

k=l k=l 

Se existir 

U " {u ; n " o, 1,. _.} 
n 
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V+VCU nv 
n n n+2 n-1 

· ·· + (Un +2 n Un +2) 
o o 

Portanto (E;/l,T) ... 

2.4(ii:í) 

p(x) 

k=O 
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Onde se Lê: 

B B 
n n+l 

(Vk n Bl) n (V l n B 1 ) < n+ n+ 
n m 
U ~ (V. 

j=l j~l J 

a 
n 

a 
n 

n B.) 
J 

pn(x,y) < p. (x)p (y) 
- Jn n 

p(xy) ~ p(x)q(x) 

b E ll..(T) 

Definição 4.8 

u 
n 

x E E 

localmente m-bornívora 

4.18 

us u su. 

p(g1,g2) 

Se x 1 f x2 

Leia: 

B B 
k n+l 

(Vk n Bl) • (V 1 n B ) < n+ n+l 
00 

u 
n=1. 

À 
n 

À 
n 

n B .) 
J 

p (x y) < p. (x)p. (y) 
n - Jn Jn 

p(xy) ~ p(x)q(y) 

B E IL(T) 

Definição 4.] 

vn 
X E U 

topolÕgica 
-4.18; e portanto e localmente m-

bornÍvora 

US U SU onde S ê a bola unitária 

de (E,Il) 

p(g1 • g2) 

Se x
1 

= x2 
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INTRODUÇÃO 

Se E e um espaço vetorial munido de duas topologias de espa-

ço vetorial topológico, digamos q e T ' a noção de -y-convergen-

c ia é introduzida da seguinte maneira: diz--se que a rede (x } 
a 

y-converge para x E E, e escreve-se se e T-limi 

tado e x ~ x na topologia n. Surge então o problema de cara c
a 

terizar a y-convergência por meio de uma topologia de EVT sobre 

E, isto e, obter uma topologia de EVr.r sobre E de tal maneira 

que 
y 

X___,. X 
a se e somente se x ~ x 

a 
nessa topologia. 

A noção de y-convergência no caso real ou complexo foi intro-

duzida e estudada por Fichtenholz, Alexiewicz e Semadeni no caso 

em que as topologias n e T provém de normas 11 • 11 e ·li*' res 

pectivamente {Ver [1], [2] [3] , e l8]}. A solução do problema 

acima citado foi obtida por Wiweger [20] e [21] e Persson [15] 

que batizaram a mais fina das topologias de EVT que fornece a y-

convergência de "topologia mista". 'I'anto Wiweger como Persson con 

sideraram topologias n e T localmente convexas (E real ou com-

plexo). O caso real ou complexo não localmente convexo foi estuda 

do por Iyahen [lOJ . 

A utilização de uma noçao de "lirr_ite-indutivo" foi introduzi-

da por Garling l9J • 

Nesta tese estendemos o estudo das topologias mistas para o 

contexto dos espaços vetoriais topolÓgicos sobre un anel de divi

são não trivialmente valorizado (F,j. j). 

' 
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No § l caracterizamos a topologia mista y [n, 1] como um exem-

plo de limite indutivo generalizado e estudamos alguns casos par-

ticulares, como por exemr,lo aquele em que I E, nl e (E, T} 
-sao espa-

ços localmente F-convexos no sentido de Monna [11], Van Tiel [19]. 

No § 2 caracterizamos sistemas fundamentais de vizinhanças da 

origem para a topologia mista y [n, 1] • 

Os espaços de Saks reais ou complexos foram originariameEte 

estudados por Orlicz [12] e [13] e Orlicz e Pták [14] • Neste ca-

so 1 é induzida por uma pseudo-norma ou F-norma (isto é, a condi 

ção de homogeneidade é substituída por outra mais fraca mas que 

garante continuidade da multiplicação por escalares), e portanto 

a topologia mista associada não é localmente convexa. Em sua mono 

grafia [7] , Cooper adota em sua definição de espaços de Saks o 

ponto de vista localmente convexo: um espaço de Saks e uma terna 

(E;n,ll.ll I onde E é um espaço vetorial (real ou complexo}, n e 

uma topolcgia localmente convexa em E, e 11 .11 e uma verdadeira 

norma sobre E tal que 2 bola uni târia {xEE;IIxll<l} é fecha 

da e limitada na topologia n. No § 3 fazey,os um breve estudo no 

presente contexto, e caracterizamos um sistema fundamental de se-

minormas que define a sua topologia mista y [n, 11 .11] . Um dos pri~ 

cipais exemplos é o de Cb(X;E), espaço de todas as funções conti 

nuas e limitadas, definidas num espaço localmente compacto e 0-

dimensional X e com valores num espaço norma do E, n é a topo lo-

gia compacto-aberta e 11 .11 e a norma do supremo. Mostramos que 

nestas circunstâncias y[n,ll .li] coincide com a topologia estrita 
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B definida em Soares [18.1 por meio de pesos induzidos por funções 

nulas no infinitc;. 

Uma questão que naturalmente se poe e a seguinte: se E e uma 

álgebra sobre (F, I .1) e n e T são topologias de álgebras topológi 

cas, em que circunstâncias a topologia mista y[n,L] é wna topo-

logia de álgebra topológica. Esta questão e outras correlatas são 

estudadas no § 4 . 

Finalmente no § 5 estudamos o espectro da topologia mista de 

Cb (X; E) mencionada acima, quando E é uma álgebra normada sobre 

(F, I . I). O caso real ou complexo foi estudado por Prol la [17] no 

contexto das álgebras de Nachbin. 



§O -PRELIMINARES 

Em todo este trabalho, considerarerros espaços vetoriais 

um anel de divisão não trivialmente vulorizado (F,, J· I). 

sobre 

DEFINIÇÃO 0.1, Um subconjunto A de um espaço vetorial E é di to 

F-tonve.xo se para quaisquer x, y e z em A c para quaisquer o., 

S e y em F com C1 + Ô + Y = l, lo:!< l.f I G I < l e 

ocorrer ax + Sy + yz E A. Se (E,T) e um EVT que possui uma base 

de vizinhanças F-convexas de origem, então (E,T) é chamado um EVT 

loealme.nte. F-convexo. 

DEFINIÇÃO 0.2: Um subconjunto A de um espaço vetorial E é dito 

De.m~convexo se existir um escalar À E F* tal que A + A c ÀA. 

Se (E 1 c) e um EVT que posstü um sistema fundamen-tal de viz_i_nhan-

ças semiconvexas da origem, dizemos que 

-óem-<-c.onvexo. 

(E, T) é um EVT loc_cdJnen.te 

PROPOSIÇÃO 0.3: Se (E,T) e. um EVT loc.câme.nle F-c.onve.xo, 

(E, T) ~ .toc.a.tme.nt:e. ,_) e.mic.onve.xo. 

DEMONSTRAÇÃO' Seja U uma base de vizinhanças F-convexas da ori-

gem em E e seja U E U. Vamos mostrar que U é semi convexa. Como 

O EU, se x e y então em U, temos x+y==l·x+ l·y- l·O Eu. 

Logo U + U c U e portanto (E,T) é localmente semiconvexo. 
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DEFINIÇÃO O • 4 ' Dizemos que um EVT (E, -r) e quMe.-c..onve.xo se existir 

um conjunto F de partes equilibradas, semiconvexas e -r-limitadas 

de E formando um sistema fundamental de subconjuntos c-limitados 

de E. 

Observamos que existindo F como acima, é possível ser encon-

trada uma família f• cujos elementos são também c-fechados. 

PROPOSIÇÃO 0.5, Se. (E,T) e um EVT toc.alme.n.te. F-c..onve.x.o, e.n-tão 

(E,T) e. qua-se.-c.anve.xo. 

DEMONSTRAÇÃO' Seja B E IL (T) e seja s
1 

c E sua envoltóriu. F-

convexa e equilibrada. Seja V uma vizinhança fechada e F-convexa 

da origem em (E,T). 

Então existe 8 > O tal que B c ÀV sempre que À E F* com 

Como ÀV e F-convexo, fechado e contém B, temos 

Portanto s 1 E IL(T) 

Além disso, como B1 e F-convexo, e também semiconvexo. Con-

cluimos então que (E,T) é quase convexo. 

PROPOSIÇÃO 0.6, Se -(E,T) e Wl1 EVT nã.o aJtqLÜmecU..ano loc.atmc.n-te t-<. 

mLtado, então (E,T) e qua-:':.e. c.onvexo. 

DEMONSTRAÇÃO' Sejam B E TI. {'r) e V uma vizinhança limitada, f c-

chada e equilibrada da origem em (E,T). Então existe 6 > O tal 
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que B c ÀV sempre que 1>..] 2. O, À E F*. Seja Ào E F* com 

essa propriedade e seja B
1 

À
0

V. Temos BC B
1

, B
1 

C L(T) 

pois V é T-limitada, e B
1 

e fechado e equilibrado. 

Como v e urna vizinhança da origem em (E,T), B também e, e 

Bl + Bl E lL I T) • Logo existe ó I > o tal que para qualquer 

w E F* com I w I > 6 I ' Bi+B1 c )JB 1 • Portanto Bl e semiconve 

xo. Assim, (E 1 T) e um EVT quase-convexo. 

COROLÂRIO 0.7: Se. (E,l) é um EVT noJtmado n.Ci.o allqu_{_me.d,Lano c.ntão 

(E,T) ê._ qua.6e.-c.onve.xa. 

DEFINIÇÃO 0.8: Uma sequência U = (Un)nEJN de subconjuntos nao 

vazios de um espaço vetorial E é uma c_oJI.da em E se: 

a) para cada n E JN, -U e equilibrado; 
n 

b) para cad& n E JN, Un e absorvente; 

c) U +U c U para todo n E JN; 
n+1 n+1 n' 

d) para algum À E F, com O< ]\] < l (e portanto pa-

r a todo À E F*), dado Un E U, existe Um E U , m > n, 

tal que U c ÀU • m n 

U é chamado o n~E~.>Jmo nÔ de U. 
n 

DEFINIÇÃO O. 9: Uma corda U = í U
11 

)11 E JN em um EVT (E,T) e dita 

T-:topo.fóg-éc_a se para cada n E JN, u
11 

e uma T-vj_zinhança da origem em E. 

,,. 
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DEFINIÇÃO 0.10: Uma corda U = (Un)nElli em um EVT (E,T) é dita T-

boJLriZ.voM se, para cada n E JN, U é um subconjunto T-bornívoro de E. 
n 

DEFINIÇÃO 0.11: Seja E um espaço vetorial e sejam T e f-1 duas tq::o-

logias de EVT sobre E. Dizemos que· a topologia ]J é T-óe,c.hada. se \J 

admite um sistema fundamental de vizinhanças T-fechadas da origem. 

DEFINIÇÃO O .12: Um espaço topológico (X, T) e chamado 0-di.me.nõ.i_ona..t se 

cada ponto de X PJSSui uma base de -r-vizinhanças abertas e fechadas. 

DEFINIÇÃO 0.13: Seja X um espaço localmente compacto e 0-cli.rrensional. 

Denotaremos por Cb (X; F) o espaço das funçÕes contÍnuas e limitadas 

definidas em X com valores em F. Definiremos sobre Cb (X;F) as seguintes 

top:Jlogias, que serão eventualmente abordadas no decorrer deste traba.lho: 

l) a .topoiogJ.a. da. c.onveJtgê.ncA.a. unióomne. 4obJLe. X, definida pela norma 

11 f 11 
00 

~ sup I f (x) I 
xEX 

e denotada por a; 

2) a -topo.tog.i..a. da c.on.veJtgên.cJ.a u.rU.6o!W1e. 1.1ob1Le. M pa.Jt.tu c.ompada1.1 de. 

X,_ definida r:elas seminonnas 11 f 11 K oo ou seja, pK (f) = sup I f (x) I onde K per-
' xEK 

corre a família de tcdos os subconjuntos compactos de X, denotada por K; 

3) a topo-tag/..a Mtlt,U.a, denotada por 8, definida pelas seminormas 

p~ (f) ~ sup l~(x)f(x) I, onde~ percorre o espaço C (X;F) 
xEX o 

das funções de 

Cb(X;F) nulas no infinito. 

As topologias K, B e a satisfazem: (a) K c B c a. 

Para mostrarmos que K c B, considererros a K-vizinhança da origem, 

W = {f E Cb (X; F); sup I f (x) j < s}. Mas dado o compacto K de X, 
xEK 
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existe um compacto-aberto V tal que K c V. A função caracte-

rística de V pertence a C (X;F) e e tal que ~(x) ~ l, 
o 

x E K e ~(x) =O se x ~V. Seja ~ = {~}. Considerando a 

vizinhança da origem dada por 

temos que se 

U = {f E Cb(X;F) w,c 

g E U 
O>,c então 

sup l~lx)g(x) I < E. 

xEK 

Portanto, se x E K, 

lg(x) I = I ~(x)g(x) I < E, 

do que segue que g E W. 

Vamos mostrar agora que 8 c o. Seja 

Consideremos a B-vizinhança da origem dada por 

U = {f E Cb(X;F) 
ó,E 

rnax sup 1~ 1 (x)f(x) I < c) 
l<i<n xEX 

e consideremos a a-vizinhança da origem dada por 

V= {f E Cb(X;F) 11 f 11 < 
00 

[ 

M }, 

se 

8-



onde 

Por 

-6 -

M = max { 11 <P 
1 

11 oo , ••• , 11 r.p il } . n oo 

Se g E B, temos, para todo x E x, 

Logo 

I<Pi (xlglxl I < M 

g E U 
$,o 

Com efeito, seja 

o 
M 

E • 

11 f 11 < M} E IL I 0 I • 
w 

(a), temos K C B sobre B. Falta mostrar que sobre B, 

6 c K. Seja A c B um conjunto §-aberto não vazio e seja f E A. 

Então existe uma S-vizinhança da origem tal que 

onde 

(f + O, I n B c A c B, .,o 

I {<P , ••• ,'{) } c C (X;FI. 
n o 

Seja k > l tal que li r.p i li < k , i = l, ... , n. 
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Para cada i~ 1, ... ,n, consideremos o conjunto compacto 

K. 
l 

{x E X 1~. lxl I > 
l 

Seja K = K1 n n K 
n 

que e um conjunto compacto, onde temos, 

para todo X E K, I~. lxl I > 
l -

E 
ZM + k , para todo i=l, ... ,n. 

Seja 

Se h E (f + V) n B, temos 

sup 
xEK 

1 t ixl I < 
E 

K+l 
) . 

g h - f E V e llgll
00 

~ llh- fll
00 

< 2M, 

pois h e f pertencem a B. 

Vamos mostrar que 

temos 

g E U 
ó,E 

l~i (x)glxl I < k 
E 

k+l 

e 

1'1'· (x)g(x) I < 
l 

E 

2M+ k 

Seja x E X. Para tcx1o i =l, ... ,n, 

< E, se x E K; 

2M < E.: f se X 5l K. 

Logo, h E (f + Um ) n B, o que completa a prova. 
'i' 1 C 

,. 
! 
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DEFINICÃO 0.14; - -Se um corpo nao arquimediano nao trivialmente 

valorizado (F,]·]) for um espaço topológico localmente compacto 

de Hausdorff, então será chamado um c.o!Lpo loc.al.. 

TEOREMA 0.15: Seja (F,]·]l tLm ane.J'_ de. divil,éio néi:o tJtJ.v,la.ime.nte. 

valo~izado n~o a~quime.diano. Seja (E, 11 • 11 ) um e~puç_o de Banac..h 

.60bJte{F,]·[J.Se.jam X ume.õpaç_u T
1 

0-dime.n.õional e K um .6ub-

c..onjun;to c.ompac.to de X. Então, paJta :toda banç.ão c.ontlvw.a f : K-+ E, 

-
exLste uma (lunç_ão f c Cb (X;E) .tat que f /K ~ f 

11 f 11 ~ 
00 llf 11 K,ro, 

Para uma demonstração deste teorema, precisaremos dos segu1n-

tes lemas: 

I,EMA O. 16: S r_j am F, E, X e K c..om o Então 

Cb(X;E)/K '6echado em C(K;E) 

DEMONSTRAÇÃO: Seja g uma função de Cb(K;E) pertencente ao fe-

cho uniforme de Cb(X;E)/K e seja {g
11

; n E rn} uma sequência 

de funções em Cb(X;E)/K que converge uniformemente para g sobre 

K. Para cada n E IN, consideremos função -
E Cb(X;E) tal a gn 

que gn/K ~ gn Queremos mostrar que existe f E Cb(X;E) tal 

que f/K ~ g. 



C~nsideremos uma subsequência de funções de {g;nEJN} 
n 

tais que llg -g 11 < II1J 11, onde 
kn+l kn n 

e uma sequência em E 

convergente a zero. Afirmamos que existe sequência 

em Cb(X;E} satisfazendo: 

I l l f /K ~ g 
n kn 

( 2) 11 f -f 11 < 11 u 11 , para cada n E ]\) . 
n+ 1 n oo n 

(f ' n E N} 
n 

Vamos supor encontradas f 1 r ••• ,f
11 

em Cb(X;E) satisfazendo 

(l) e (2), isto e, f./K ~ 
l, 

i=l, ... rn e 

'I'omemos 

e fechado 

em X • 

!!; claro que 

llf. -f.ll < II]J.II, i=lr···rn· 
l+l l 00 l 

sobre K e consideremos o conjunto 

G 
n 

K C G 1 pois r sobre K r 
n 

11 g -f 11 

kn+l n 
< 11 ]J 11 

n 

Vamos definir então a função fn+l de X em E por 

fn+l(x) gk (x), 
n+l 

se X E G 
n 

se X E X\ G I 
n 

aberto 
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que é continua, porque Gn e .:;_berto e fechado, e e limitada. 

Em Gn , temos 

pela definição. 

Em x\ G , temos 
n 

11 f -f li = n+ 1 n co 

llf -f 11 < llw 11 
n+l n n 

sup 
xE X 

11 f (x)+w -f (x) 11 
n n n 

11 w li • 
n 

Disto e da construção de fn+l decorre que fn+l satisfaz 

as condições (1) e (2). Como Cb(X;E) e completo, a serle 

00 

converge uniformemente a uma função f E Cb(X;E). 

Para cada x E K, temos: 

f (x) ~ lim fn+J (x) = lirn 
X-++= 

~ g (x) 

Logo f/K = g/K, o que mostra que f e a função procurada. 

LEMA 0.17: Seja.m F, E, X e. K c.omo 110TtoJtema 0./.'5, Então Cb(X;E)/K 

~ den~o em C(K,E). 

DEMONSTRAÇÃO: Chamando W = Cb(X;E)/K, temos que W(x) E ' 
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r a todo x E K, pois W contém as constan-tes. Além disso, o f a-

to de X ser T 
1 

e O~dimensional, implica que a subálgebra ~~ de 

C(K;E) separa pontos em K. Estamos pois nas condiçÕes do Teore-

ma 3.5 [18] de onde segue o resultado. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 0.15: Consideremos uma função f : K ~ E 

contínua. Dos Lemas 0.16 e 0.17 segue que existe uma funçao 

h E Cb(X;E) tal que h/K f. 

O conjunto Y ~ h- 1 ( B (O , li f 11 ) ) 
00 

e aberto e fechado, por ser 

h contínua e (E, 11 · 11) não arquimediano e temos claramente K c Y. 

Tomando então 

r 
h (x) r se X E Y e 

-
f(x) ' 

l o ' se xEX\Y, 

temos f E Cb (X;E), f/K = f e 11 f li oo = li f 11 K,oo , como querÍarros. 

DEFINIÇÃO O .18: Seja E um espaço vetorial e sejam n e T duas 

topologias de EVT sobre E. A terna (E; n, T) e um e.ó paço v e.toJtia.t 

bitopofôgic..o (EVBT) se IL (<) c IL (n) 

OBSERVAÇÃO: Esta nomenclatura foi introduzida por Iyahen [ 101 . 

EXEMPLO 0.19: Se n C T então (E;n,T) e um EVBT. Em particular, 

(Cb(X;F); K,a) é um EVBT. Outros exemplos serao vistos nos parágra
fos l e 2. 



§l-A TOPOLOGIA MISTA y[n,T[ 

Seja {(E\,T\); À E A} uma familia de espaços vetoriais topo

lÓgicos sobre o mesmo anel de di visão não trj_vialmente valorizado 

(F, I· j). Seja E um espaço vetorial sobre (F, I· I). Para cada \E A, 

seja i\ : E\ ~ E uma transformação linear. A topologia limi~e. 

indu-tivo T ,oobJte E c.om Jte . .opei...to ã 6amZ-tia { (EÀ,TÀ,iÀ); À C:: A}, 

(ver J3albi [ 4 1) é a mais fina topologia de EVT sobre E tal que 

cada transformação iÀ é continua. O limite indutivo desta f~lia 

será denotado por L_±m{(EÀ,TÀ,iÀ); À E/\}. Como em Garling [ 9], 

generalizando esta definição, temos: 

DEFINIÇÃO l.l' Para cada À E A, seja M, um subconjunto de EÀ. 
A 

Seja j À a restrição de i À a MÀ . A .topotogia Lú11i-te. i11duLé-

v o ge.n.e.Jtalizado induzida sobre E pela família 

À E A} 

e a mais fina das topologias de EVT sobre E para a qual cada U!Tk:t 

das transformações j\, de (M\,T\J em E, é·contínua, onde L). 

denota a tO!JOlogia induzida sobre M\ por TÀ. 

Para construir essa topologia, consideremos o conjunto 

a E I} 

de todas as topologias de EVT sobre E para as quais cada 
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transformação i À 
e contínua. Se (E,T) e o limite indutivo 

então para cada À E A, iÀ e contínua e portanto jÀ = iÀ/MÀ e 

contínua também, isto e, T E C) e portanto G ~ ~· 

Seja f, ~ sup (Ta ; a E I}. Por Bourbaki I 5 J f, e urna topo-

-logia de EVT sobre E, já que todas as T o sao. Afirmamos que a 

f, EG Com efeito, seja v um aberto básico em S. isto 

onde J e um subconjunto finito de I e para cada a E J, 

um T -aberto. Para cada À E A temos 
a 

n 
uEJ 

-1 -
Agora, cada conjunto j À (V a) é T À -aberto, pois T a 

- -1 -tao, para cada À E A, jÀ (V) e aberto em MÀ na topologia 

portanto j À e contínua. Logo S E b . 

e' 

V e 
a 

A 

T 
À 

e 

OBSERVAÇÃO 1.2: Como já observamos acima, a topologia limite in

dutivo T está em <S . Isto mostra que 

T C f, . 

OBSERVAÇÃO 1.3: Consideremos (G,lJ) um EVT e E um espaçovetorial 
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sobre o mesmo anel de divisão (F, I· I) Consideremos a aplicação 

f :E~ (G,w). A topologia imagem inversa de 11 pela função f em 

E, denotada por 
-1 -

f (l-l) é aquela cujos abertos sao os subconjuntos 

f-l {A), A E IJ. ~ claro que a topologia 
-1 

f ( 1J) torna f contínua e 

e a menos fina das topologias em E para as quais isso acontece, 

Considerando agora a transformação 

temos, pelo precedente, que 

e contínua e portanto 

EXEMPLO L 4: Seja (E,Jl) um espaço vetorial topológico. PD.ra cada 

À E A seja ~\ um subconjunto de E e seja TÀ = n. Consideremos 

a transformação identidade i À em E e J :\ a inclusão de 

em E. Neste caso, se Ç e a topologia limite indutivo generali-

zado sobre E com respeito à família 

temos as seguintes propriedades: 

(l) ncf, 
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DEHONSTRAÇÃO: Esta propriedade é claramente Sdtisfeita, pois 

é o supremo de ~ 

12 I palla c..ada À E A. 

DEMONSTRAÇÃO: Por {l), temos ~c €. 

Reciprocamente, se A e ~-aberto em MÀ, 

onde V é um E; -aberto em E. Então € c j ~ 1 

então A= V Í1 MÀ, 

(t;) para cada À ~ A. 

A 

De (B), vem que S c n. 

(3) E; e_ a ma-t-6 6i.na :topotog.<.a de_ EVT -6obJte. E :ta.t que. (2) 

-e ve.JLdade.-tJta. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja ~1 o conjunto de todas as topologias 

EV'r sobre E tais que 

para todo À E A I* I . 

Por 12 I , E, E~. Logo ~1 ~ ~. 

Seja E, ' ~ sup 51 . É claro que s c i; ' . 

Suponhamos agora que T E<::, 
1 

Então 

para cada À E A, donde 

T de 
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é contínua para cada À E A. De fato, seja A um subconjunto 

T-aberto de E. Para cada lFA .-lr)= !1-a,]À\A é um subconjun-

to 

T E 

T-aberto em MÀ 

<':6 e portanto 

L c' c ' oqo, s t, . 

e por I* I , j: 1 
(A) ' e n-aberto em MÀ . Assim, 

T c S. 

DEFINIÇÃO l. 5: Seja E um espaço vetorial sobre (F, I· I). Sejam 

n e T duas topologias de EVT sobre E. A .topolog-éa mJ..t.t.a defi-

nida em E por n e T , indicada por y [ n, T] , é a topol03ia limite 

indutivo generalizado induzida sobre E pela família 

onde, para cada B E IL {T), EB E, T 
B 

n, iB e a identidade em 

E 

OBSERVAÇÃO 1.6: Da Definição 1.5 e do Exemplo 1.4 segue-se que a 

topologia mista y [ n ,T] satisfaz as seguintes propriedades; 

(a) ncy[q,TJ 

(b) y [ n, T l e n coincidem nos conjuntos T-limitados de E. 

I c I y [ n,r] e a mais fina das topologias de EVT sobre E 

que gozam da propriedade (b), isto é, se 11 e uma topo-

logia de EVT sobre E que coincide com n nos conjuntos 

T-limitados, então ~c y [n,T]. 
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Seja E um espaço vetorial sobre (F, I· I). Sejam n e T duas 

topologias de EVT sobre E e 13 = {BÀ; \ E A 1 c IL (T) . Para cada 

À E A, sejam E À = E e T\ = fl. Seja ainda i, :E, ~E a apli
' ~ 

cação identidade e J À a restrição de i\ Indicaremos 

por y [ n,T;B] a topologia limite indutivo generalizado induzida 

em E pela família {(EÀ,TÀ,t\,B/,); À E A}. Claramente, temos 

r tn,T:IL(Til =r ln,Tl. 

PROPOSIÇÃO l. 7 : -c_ wn -6Ú-

;te.ma 6ctn.dame.nta.C. de. .6ubc..onjultto-6 T-.timA..tado.o de.. E, e.rdão 

y [ q,T;F] C y [ n,-r;BJ. 

DE~10NSTRAÇÃO: Pela definição de y [ n, T; B 1 , basta mostrar que 

jÀ : (B\,Tll -+ (E, y [ n,T;F]) e contínua para cada B\ E B. Como F 

e um sistema fundamental de T-limitados, dado existe 

Ló E F tal que BÀ C L
6

. Pela definição de y [ n, 1; F] , a trans-

formação jô: (L 6 ;íl)..,. (E, y [n,T;F]) 

jÀ ~ j
0

/B também é. 

Logo y [ r], T ; F ] c y [ ll , T ; B ] • 

e continuu e 

COROLÁRIO 1.8: Se. F e. F' óao doJ..ó óJ..ó-tc.ma-6 6tJndame.n-taJ..~s de. ótJ._b-

eOJljun-toh T-llmi-tadoh de. E, en-t~o 

y [ll 1 T;F] ~ y [n,T;F'J y [ n, -r 1 • 
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Em pa.Jtt-i.c.ufa.n, y [ n, T; F] y I n,T] 

F de. T-limltado-6. 

OBSERVAÇÃO 1. 9: !'1ostramos acima que a topologia mista y 1 n, T J 

está determinada por qualquer sistema fundamental F de subcon~ 

juntos L-limitados de E, no sentido de que y[q,T;F] = y [ q,T]. 

PROPOSIÇÃO 1.10: Seja E um e.f..paç_o \.le.:toJtial -60b!Le. (F, 1·1) 

Tl, 1 e. S .topologia-6 de. EVT l.lob!Le. E, Se ll.. {T) C JL (i;) 

yln,sl c yln,TJ. 

S e_j am 

e.n.tão 

DEMONSTRAÇÃO: Por definição, a topologia y [ n,E;] coincide com n 

nos elementos de IL (E;) e portanto nos elementos de IL (T). Mas 

y [ n, T l e a mais fina das topologias de EVT sobre E que cci·n-

cidem com n nos elementos de IL (T). Logo y [ n,(] c y [ n,T]. 

COROLÂRIO l.ll' Se IL (T) = IL (!;) en-tão y I n,T] = y In,!;]. 

COROLÂRIO 1.12' se I; c T, en-tão y 1 n, 1; 1 c y 1 n, T J . 

DEMONSTRAÇÃO: Do fato de f;: C T segue que IL (L) c IL (I;:), e o 

resulta do segue da Proposição 1.10. 

COROLÁRIO 1.13: Se. 1"t deno-ta a .topolOgia .tonelada a,Hoc..iada a 

T e.m E {ve.JL PJLolla [17]) e.n:tão t 
~([n,Tl c y[n,T ]. 
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DEMONSTRAÇÃO, O resultado e verdadeiro, pois 

COROLÁRIO 1.14' Seja TB a -topo.C.ogA..a buJtno-C.Õ!:]ic.a. at.-6oc.-iada a T 

( v C'_ h_ PJtoLta [ 1711. St 0 " uma topologia de EVT t.ObJte.. E tal q ll e_ 

T c G c s 
T ' e.n-tão y r f! I(} l - y r n, TI . 

DEMONSTRAÇÃO, Se T c a c TS ent~o 
' IL (T 6) C TL (o) C IL (1). Mas 

da construção de TG (ver Prolla [1611, IL(T) ~ IL(T"). Logo 

IL (a) == lL (L), e portanto y [ n,o] = y [ n,T]. 

t 
COROLÁRIO 1.15: Se_ Tq é a topologia quahe.·-tone_.tada ai.J.6oc.iada 

t 
aTem E {veJL Baibi [ 4 J), e_lt-fÕ.o y [ n,Tq J = y [Jl,T]. 

t 
DEMONSTRAÇÃO: Da Proposição 6. 6 Balbi f 4 ] , segue que T C Tq C rp 

o resultado segue então do Corolário 1.14. 

PROPOSIÇÃO 1.16: Na,6 lwtaç_[ic.J:, da Ve.{Júúç.ã:o J .I, U!.ja ~ a topo-

{(E:\,TÀ,iÀ,MÀ)i .\E/\}, 

Se.ja (G,v) um EVT t.ob:u: u me..hmo a11e.-L de divLtrão {F,I·I). Uma 

L'taru,6oJt.maç.ão t--tne.a!L T :B-->- G pe.,c:te.nc.e. ao c.-6paç_u L{(E,Ç), (G,v)) 
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e: c.ont.'tnu.a. MaÁ..h ainda, e.ntJte. toda-6 a-5 :topo.togÁ..ai.J de EVT 

E, ~ ~ a ~ni~a ~om ei.JI.Ja p!topJtiedade.. 

J.JOb!te. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos a transformaç~o TE l ((E,~); (G,v)). 

Para cada À E A, temos (MÀ,~À) = {MÀ,€J, o que torna a aplica-

continua. Disto e da continuidade de 

T, decorre que a aplicação T ojÀ 

Seja agora T :E-+ G uma transformação linear tal que pura 

cada À E A, a aplicação T ojÀ é contínua. Corno T leva (E,i;) 

em (G,v), T e continua se, e somente se, tivemos ]J c E;,, onde 

- 1 "" lJ = T (v). Logo basta provarmos que 1-1 E o isto e, que 

e continua. Isto segue do fato que todo subconjunto ].l-aberto de E 

e do tipo 
-i 

T (A), onde A e v-aberto em G. 

Vamos mostrar a segunda parte. Para isso consideremos o con

junto (S de todas as topologias c de EVT sobre E tais que para 

e contínua. Seja 

o conjunto de todas as topologias T' de EVT sobre E tais 

que para todo EVT (G,v) e para toda aplicação linear T:E-~G, 

TE f ( (E,T' ), (G,v)) se, e somente se, a aplicação 

e contínua. 
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Observemos incialmente que ~~ c~. Com efei-to, 

T' F. ()•. Tomando G =E, \J = T' e considerando 'l' a identidade 

sobre E, '!' pertence então a .c ((E,T'), (G,-v)). Resulta que 

A 

'r o j, 
J' (MÀ,T)) ~ (E I T 1 

) 
A 

e contínua, para todo À E I. . Logo T' E <"?. 

Como i; ~ sup 0 ' resulta então que 

( l) T 
1 

C ~f oara todo TI E tE),. 

Afirmamos agora que para qualquer T' E 19 I e qualquer 

T E E) , temos T c .. ' ou seja Id ' ' (E, T 1 ) ~ (E' TI e contínua. Com 

efeito, seja T' E 6· e T E C'J. Como T E C'J, temos que 

Id o j À i) (HÀ,~ÀI ·+ (E' TI 

e contínua. Mas C'J· ' logo decorre dai que Id: (E, T') __.. (E 1 r) 

e continua e portanto T c T'. 

Aplicando a observação anterior a topologia S sup ~, temos 

( 2 I oara todo T' E <S ' . 

De (l) e (2) vem que CS ' = {E,} , como queríamos. 

COROLÁRIO l. l 7 , Seja E um e.J.Jpaço vetoJt.{af Dob1cc. (F, 1·1) Sejam 

11 e T dltah .topologia-5 de EVT 1:.obJte.. E e (G,\J) um EV1' 
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!((E, y [n,T]),(G,\1)) ,se_, e l.OmC.ftt:e. -Se., DLW JtC.-6-tJtiç_ão a c.a.da efe.

me.n-to de TI. (T) é c.onLZrwa. Ai..nda mai-6, c.n:tJte. -toda-6 a~.:> topologia.t. 

de. EVT .6obne. E, y [ n,T] ê a únic.a c.om e..t.!.la p!top!Liedade.. 

Observamos que, na verdade, o resultado acima continua verda-

deiro se tomarmos apenas um sistema fundamental BcJL(r). 

COROLÁRIO l.l8o Sejam (E,r) e (G,v) como no CMoléiúo 1.17. Se 

IL (T) p0.6.6u.e. um -6.-i.-6-te.ma 6u.ndame.ntaf de. c.o11juf'd0-6 n-me..L'L-tzâve.-i.-6, 

então T ê y [ n,t]-c.on~tZnu.a. -6e., e -6omc.n.te. -6e_, T ê y [n,Tl--6eque.lt-

c_j_a..tm e.n.te. c. o nt:lnu.a. 

DEMONSTRAÇÃO: Se 'I' e y[n,t]-contínua, claramente T e y[n,rl-

sequencialmente continua. 

Reciprocamente, suponhamos que T e y fn,t]-sequencialrnente 

contínua. Por hipótese existe sistema fundamental B de subcon-

juntos T-limitados que são n-metrizáveis. se B E B, segue qL 

T/B e ~-seguencialmente contínua. Como n é ~-metrizãvel, T/B 

e ' -n -contlnua, o que impl.ica, pelo Corolário 1.17 que T e 

y [n,T]-contínua. 

PROPOSIÇÃO 1.19' Seja E um elpa~o veci:OJL~al ,:,ob!Lt (F, I· I). Sejam 

n e. T dua.t. -topofogia1. de. EVT 1.obJte. E. Então 

'{ [n,TJ = y [y [n,T],T). 
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DEMONSTRAÇÃO: Por definição, y [ n, L.] e a mais fina topologia de 

EVT sobre E tul que, para cada B E IL (r), (B, y' [r,,r]) ~ (B,~). 

Por outro lado, y [ y [ n ,c] , T] e a mais fina topologia de EV'l' 

sobre E tal que para cada B E lli(T), (n, Y [y [q,T],Tj)=(B, Y fn,T]). 

Então (B, y [y [n,L·], T])- (B,n) para cada B E JL(t). Por-tanto 

y[y ln,tl. ri c y[n,T]. 

Consideremos agora a aplicação identidade 

I (E,y[yfn,r].r])~(E,y[n,rl). 

Para cada B E IL ( T) , a restrição 

I/B 
A 

I B, y I n, r 1 ) 4 IE, y I n, r 1 ) 

é claramente contínua. Logo, pelo Corolário 1.17, I e contínua, 

donde y [q,r] c y [y [n,T], T]. 

I F' I • I ) 

c.onjunZo c_qu-tli..bJtado e. .6e..mic.onve..xo de. E. A -l':Jtavt-6/ÍO!Lmaç.ão S :o:: T/M 

~ uni/ÍoJtme.me.nte.. contZnua em M .6e, e .6omente .6e, E continua na ohi-

g e.m e_m N. 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos supor inicialmente S contínua na origem. COJro 

M é semiconvexo, existe À E F* tal que M + M c ÀM. 

Seja V uma vizj_nhança equilibrada da origem em G. Da 
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continuidade da aplicação x ~ Àx, segue que existe uma vizinhan-

ça equilibrada W da origem em G tal que \W c V. 

Como S é contínua na origem, existe uma vizinhança [] da ori-

gem em E tal que S (U n M) c W. Consideremos a vizinhança U 1 da 

origem em E dada por U' = ÀU e seja a E M. 

Se x E (a+ U') n M, então 

(x-a) EU' n (M- M) C ÀU n ÀM C À(U n M), 

desde que M e semiconvexo e equilibrado. Então 

8 (X - a) E S ( À ( U n M) ] C À W C V. 

Assim S(x) E S(a) +V e portanto S e uniformemente contínua em 

M. Claramente temos a recíproca. 

PROPOSIÇÃO 1.21: Se.Ja E u.m e.ópaç.o ve.:toJt-Lal f.obJte. (F, [·I) 

Jam n e. T dua.ó topoiogia-6 de. EVT .t.ob11.e. E. Se.ja B um -6L6tema 

óundame.n-ta..t de. t,ubc.onjun,to-6 T-R..-tmLtado-6 de. E que. ,oão 

e. e.quiiibJtado.6 e. L,e.ja F o c.avtjunto de. :toda!> a-& c.ottdM 

e.m E -ta{_l;, que. paJta c_ada B E B e. paJta c_ada n E JN, 

.ó emic.o nv e.xo.t. 

U o= (Un)nEJN 

U ng e. 
n 

uma íl-vizinhanç.a da oJt.ige.m e.m B. En.tíio o c.onjun;to A de. .todoJ.; D.6 

noJ.; de. .toda-0 a-6 c_oJtdaJ.; de F ê: um -6--i..b:te.ma tíundame.ntal de. vizinhan-

ç.a-0 da o:tige.m paha a topologia y [ n,1] e.m E. 

DEMONSTRAÇÃO' F e um conjunto dirigido. De fato, sejam U o= (Un)nEJN 
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e V = (V ) duas cordas de F. Seja W = (WnlnEIN corda em 
n nElli 

E tal que para cada nErn w =U nv 
' n n n 

Seja B E B. Como 

- -u n B e v n B sao n-vizinhanças da origem em B segue que 
n n 

W n B = (U n V ) n B = (U n B) f1 (V n B) 
n n n n n 

A 

e uma n-vizinhança da origem em B. Logo W E F. O conjunto A c 

então um sistema fundamental de vizinhanças da origem para uma 

topologia de EVT sobre E. 

Afirmamosque yF=y[Jl,T]. 

Conforme Observação 1.9, a topologia y [n,T] está determi-

nada pelo sistema fundamental de L-limitados B, isto é, 

Y [ ll,T) = Y [ ll 1 T;B). 

1) Vamos provar inicialmente que T F C y [ n 1 l J • 

Conforme a definição de y [n,T;B] ' basta provarmos que para 

cada B E B, a inclusão iB (B, n I _, 
(E' T FI e continua. Seja 

Então i;1 (Un) 
A 

li E F. para cada n E IN, u (l B ~ e uma n- v.izinhan-n 

ça da origem em B. Assim iB é contínua na origem. Como B e se 

miconvexo e equilibrado, segue do Lema 1.20 que iB é contínua. 

2) Para provarmos que y [ n, T; B] c 1 F , consideremos a apl~ 

caçao identidade I de (E,TF) em (E,y [n,T;Bl). Seja V uma 

y [n,T;B]-vizinhança da origem. 
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Seja W = (W
0

)nElli uma corda y [n,L;B]-toJ?OlÓg.ica em E com 

w
1 

c V. Então para cada n E rn, W e uma 
n 

y [n,T;B] - vizinhança 

da origem. 

Agora pela definição de y [ n, T; B] r para cada B E B 

clusão 

' 

I · (B,íll -+ {E, y [ n,T;B]) é contínua. Assim, B . 

a in-

e uma n-vizinhança da origem em B e portanto W E F, ou seja, W 

e 1F-topológica. Nas então w
1 

e TF-vizinhança da origem e por-

tanto, o mesmo e verdadeiro para V. Logo I e contínua. 

COROLÂRIO 1.22: Se-Jam E, n, T 1 8 e. F c.omo na P!Lopo-6iç.ão 1.21. 

Se (E;n,T) 6o!t um EVT bLtopolÓgic.o e. m o c.onju.n.;to 6oJtmado. pe..taJ.. 

F que. .&ão t-bohn:Z.voh.a.ó, e.n:tão T = y [n,T]. 
ll1 

DEMONSTRAÇÃO: m é um conjunto dirigido, pois se as cordas 

V ~ (V ) EJN n n-
estão em m então a corda 

IV 

é também T-bornivora; além disso, se para cada 

Vn n B são n-vizinhanças da origem em B, então 

W n B ~ (U n B) n (V n B) 
n n n 

também o e. I.Dgo W E m. 

n E JN, u n B 
n 

e 
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Vamos mostrar agora que a topologia T gerada por 
m 

e a 

topologia mista y [ n,T j = y l n,T ;8]. Pela Proposição 1.21, bas-

ta demonstrar que T = T 
m f 

A inclusão T c TF e evidente, pois m c F. 
m 

Reciprocamente, seja U E F Pela Proposição 1.21, 

y [n,T]-topológica e portanto y [ q,T] -bornívora. Como 

U e 

(E i ll, T) 

e um EVT bitopológico, temos IL(T) c IL('y ln,T]). Assim sendo, 

U e T-bornivora, logo U E m. 

PROPOSIÇÃO 1.23: SeJa E u.m e-6paço ve..ton,i_all:JobJte. (F,I·Il. Então 

(E;n,T) e_ um EVBT -6e., e -!:.ome.n.te -!:.e., n C TS, 

DEMONS'l'RAÇÃO: Seja (E;n,T) um EVBT. Então 

Decorre disto que a aplicação identidade I 

limitada. Como (E,TS) é bornológico, 

n c T S. 

I e con·ti.nua. 

e 

Portanto 

Reciprocamente, seja ll C TS. En·tão IL (T) ~ IL (TG) C IL (n) 

o que mostra que (E;n,T) e um EVBT. 

PROPOSIÇÃO 1.24: Se.ja E um e.-6paço vetoJcJ._af ,soblce. (F,!· I). Sejam 

n e L dua-6 .topo.C.ogia.õ de. EVT }.}obJte. E. En:tão (E;n,-r) e um 

EVBT ,se.,e. -6ome.n.te. -6C., JL(L) C JL(y In T]). 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos inicialmente que (E;n,T) e um EVBT. 

Seja B E IL(-r) e consideremos as sequências {x·nEIN} 
n' de 
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elementos de B e {À·nEIN} n' de elementos de F* tal que 

I À I -+ O. Como B E JL (L) , a sequência {À x n E :rn} e -r-con-
n n n 

vergente a zero. Segue-se daí que o conjunto 

L ~ {À X 
n n 

nE IN} U {O} 

e T-limitado. Portanto, pela definição de y [n,Tl, temos 

(L, ' y In, TI I ~ (L,nl I lI . 

Agora, como B E IL(n) por ser (E;n,T) um EVBT, a sequência 

(À X 
n n 

n E JN} converge a zero também na topologia n. De (1), 

a sequência {À X 
n n 

n E IN} 

Logo B C IL ( y [ Tl 1 T ] ) • 

converge a zero na ·topologia y! n,T J. 

Consideremos agora JL ( T) C 1L (y [ f], T] ) . Como da def.inição de 

y[n,Tl temos n c y [ n, T] , segue gue IL ( y [ n, T] ) c IL ( n) 

Logo IL (T) c JL (q) e portanto (E;n,-r) é um EVBT. 

COROLÂRIO 1.25: Se_ (E;n,T) ê um EVBT, e.n.-tão (E;y [ f],T], T) -também 

o Q • 

COROLJ\RIO l. 2 6 ' EVBT, c.n-tão t:e.mo-6 y[q,TjC s 
T . 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 1.24, temos JL(LB)"" IL(T)C JL(y [Jl,T]). 

Logo a aplicação identidade I (E,TB) --+ (E, y f Jl,T]) é limita-

da. Como (E,TB) é bornológico, I é continua. Portanto y [Jl,T] c TB. 
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COROLÁRIO l. 27 ; Se (E; ~ , T ) ê_ um EVBT, en-tão temo,:, 

y [n, y [n,T]] c y [n, c]. 

DEMONSTRAÇÃO: Como (E;n,T) e EVBT, temos IL(T) c IL(y[,J,T]). 

Então, pela Proposição 1.10, temos ~{ [ n, y [ n, y] 1 c y [ n, T 1 , como 

queríamos. 

A proposição 1.24 nos mostra que em todo espaço vetorial bi

topológico (E;n,L) se tem IL(T) c lli(y[n,Tl). Gostaríamos de sa 

ber sob que condições sobre E, n e T é válida a igualdade. 

Vale o seguinte resultado: 

TEOREMA 1.28: Seja (E;nrr) um EVBT. Se. (E,T) e um EVT q ua.t. e 

c.onve.xo C.LLJa topologia ê. n-úe.c.hada, e.ntã.o n.. (T) = lL {y [ n,T]). 

Para uma demonstração deste teorema precisaremos do seguinte 

lema: 

LEMA 1.29: Sejam E, n e T c.omo no Te.oJtc.ma 1. 28. Se WlW -6e.que_n-

c.ia {x 
n 

nEm} de e.fe.me.nt:o.6 de. E c.onvellge. a ze.l!.o na t:opofog-<.a 

y [n,T], e.n..tão o c_onju.n.to {x 
n 

n E IN) ê T--Li.Jni.tado. 

DEMONSTRAÇÃO; Seja {x 
n 

n E rn} sequência y [ Tl, T]- convergente 

a zero em E e seja V uma T-vizinhança n-fechada da origem em E. 

Se o conjunto 

uma subsequência 

{x ; n E IN) 
n 

{xk(n);nEIN) 

não e T-limitado, então existe 

tal que para todo 



n E IN, existe \ E F* com l\nl > n, mas xk(n) 'i' \ V. n - n 

Para cada n E \ IN, v 
n 

e n-fechada, logo existe 
~ 

uma sequen-

c ia {Un; n E IN} de n-vizinhanças da origem tal que 

Seja À E F* fixado com O < I À I < 1. Seja V = (Vm)mEThf uma 

corda c-topológica tal que V 
1 

c V e V 
1 

c À V para todo 
m+ m 

Consideremos também uma corda n-topológica 

zendo e n c 'Un 
um+l A m 

para cada m E JN, o conjunto 

w 
m 

= n 
nEIN 

para todo m > l. Vamos 

( \ v 
n m + 

m > 1. 

satisfa-

definir, 

Afirmamos que (I)= (Wm)mEJN é urna corda y [n,T]- topológica 

em E. Para verificarmos, vamos mostrar incialmente que W e uma 

corda: 

I ll a) Pa)l_a c.ada mE m, w 
m 

~ 

e. e.qu..i.iibhado. 

Com efeito, seja ÀEF* com O< IÀI < 1 e seja m E lli. 

Então 

\W 
m 

c n \(\v 
nETIJ n m 

+ Un) c 
m 

n 
nEIN 

porque para todo n, m E rn, \ v 
n m 

e 

(), v 
n m 

-

w 
m 

sao equilibradas. 
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Wm e equilibrado. 

-I l) b) PaJta c_ada m E lli, Wm e ab.õoJLve.nte.. 

Basta observarmos que, para cada mE IN, temos 

e V e absorvente. 
m 

I 2) PaJta c.ada 

w 
m 

:o n 
nEJN 

À v 
n m 

::J v 
m 

mE IN, w + w c w 
m+l m+l m 

De fato, se x E Wm+l + Wm+l então 

X E n (À v 
n m+l + un ) 

m+l + n (À v 
nEIN n m+l 

+ un ) 
m+l 

c 
nEJN 

c n [ :\.n (Vm+ 1 + v 1 ) 
n un )J c + (Um+ 1 + 

nEJN 
m+ m+1 

c n (À v + Un) 

nEJN 
n m m' 

porque e V são cordas. 

Portanto X E Wm 

I 3) PaJta algum À c F, o < I À I < l I e da :C paJta todo ) E F*), 

dado m E JN, exi.óte. p > m -tal' que w c )W 
p m 

Isto e claro, pois, da construção de un e de v ' dado mEJN, 
m m 



temos 
n 

0
m+1 

wm+l = 

c 
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e V C ÀV 
m+l m Assim, temos 

n (À v 
nElli n m+l 

+ un ) 
m+l 

c 

n (H V + ÀUn) = ÀW 
nEJN 

n m m m 

Portanto W e uma corda em E. 

Consideremos agora um sistema fundamental B c IL (T) cujos 

elementos são semi convexos e equilibrados. Sejam B E B e m E JN. 

Como B é L-limitado, existe 

que IÀI > n . Assim, - o 

n 
o 

n 
n=l 

n E JN 
o 

tal que 

[ (À v + un) n B] 
n m m 

e uma n-vizinhança da origem, pois para cada 

B C ÀV 
m 

sempre 

m E lN, (À V + ~I nB 
n m m 

contém o conjunto Un n B, que é uma A-vizinhança da origem. 
m 

Logo, pela Proposição 1.21, a corda W é y [ r),T]-topolÓgica. 

Agora, para qualquer n E rn, o conjunto ),nv + Un contém w1 e 

de (A) vem que xk (n) t;l Àn V + Un, para todo n E lli. Portanto 

xk (n) r:J W 1 para todo n E IN". Como W 1 e y [ n, T j -vizinhança da 

origem, isto contradiz o fato de 

na topologia y [ n, T] • 

Logo {x 
n 

n E JN} E JL(T). 

{x · n E JN} 
n' 

convergir a zero 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 1.28: Da Proposição 1.24, temos 
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IL 1 T 1 c IL IY In, T 1 I. 

Vamos mostrar a segunda. inclusão. Para isso consideremos um 

subconjunto y [n,T]-lirnitado B de E, uma sequência { x · n E rn } 
n' 

de elementos de B e uma sequência {À 
n 

n E IN} 

Seja ~ E F* tal que I~ I < l. Vamos construir 

c ia {~ n E IN} em F* da seguinte maneira: para n 

existe um Único 

tomemos então 

k E IN tal que 
n 

2k -2 
I~ n I < 

ti = jJ 
n 

2k 
n e vamos provar que 

to, seja c > O dado. Como ]:\n] -+O, existe 

para todo 

temos 

Ou seja, 

para todo 

n > n , temos 
o IÀ I < c. n 

21, -2 

I" n I < I I e Àn ' 

2k 

Seja 

I nl . ~ 1,-21 ,.. < E • 

n > n 
o 

2 <rlul <s, 

Mostramos então que 

n > n 
o 

em F'* com 

uma sequen-

cada nEm, 

tal que 
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Além disso, para cada n E rn, existe v E F tal que v1J 
n n 

v 
n 

e a sequência ilvl:nEIN} 
n 

Como B E 1L (y [ ri, T] ) e 

converge a zero. 

{x 
n 

n E IN} e sequência em n' 

{V X 
n n 

n E IN} converge a zero na topologia y [ n, T] • Pelo Lema 

1.29, o conjunto n E IN} 

converge a zero na topologia T e portanto, dada uma T-vizinhança 

equilibrada V da origem em E, existe n 1: E lli tal que para to-

do n > n
1 

, 

IN} 

_.temos lJnXn E v. 

vem que para cada 

< 1. Logo À X 
n n 

Da construção da sequência 

n E rn, ou seJa, 

E V para todo 

que implica que {À X 
n n 

n E m} converge a zero na topologia T. 

Isto mostra que B e t-limitado. 

TEOREMA l. 3 O : Sejam E, n e. T c.om.o no Te_one.ma 1. 2 8. Uma .óe.c1ue.n~ 

c.-i..a em E ê. y [n,Tl-c.onve!Lge.nte a zeJt.o -5e., e. J.Jome.nte. -óe., ê T-.t_{_m,l 

tada e n-c.onvengente a ze.Jto. 

DEMONS1'RAÇÃO: Seja {x 
n 

n E m} uma sequência y [ n, T] -conver-

gente a zero em E. Pelo Lema 1.29, ela é T-limitada. Ainda mais, 

como n c y [ n,T], segue que {x ; n E IN} 
n 

converge a zero na 

topologia n. 

A reciproca segue imediatamente do fato de n e y fn,T} 

coincidirem nos subconjuntos T-limitados de E. 

EXEMPLO l. 31; Seja (F, I· ll um anel de divisão -na o trivialmente 
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-valorizado nao arquimediano. Um exemplo de uma terna que satisfaz 

as hipóteses do Teorema 1.28 pode ser dado por (Cb(X;F);K,a) 

onde X é um espaço topológico localmente compacto, K denota a 

topologia da convergência uniforme sobre as partes compactas de X 

e a a topologia da norma sup-11 · 11 oo , onde 

11 f li~ sup I f (x) I , 
xEX 

para toda função f pertencente ao espaço Cb(X;F) 

contínuas c limitadas de X em F. 

das funçÕes 

Com efeito, sabemos que K c a, o que torna a terna 

um EVBT. Como (Cb(X;F), a) e normado, segue do Corolário 

O, 7 que e um EVT quase convexo. 

Além disso, se S denota a família de semino_rmas { PK : K c X: 

compacto} que define a topologia K, vale 11•11
00 

= sup S. Logo 

a bola unitária B de (Cb (X;F), 11 •li c) é K-fechada do que segue que 

a topologia definida pela norma 11 • 11 
00 

em (Cb(X;F))é K-fechada. 

Do Teorema l. 28 conclui.mos que a e y[K, o] possuem 

os mesmos limitados. 

Vamos dar agora uma caracterização de uma topologia relacio-

nada com 1' [ n 1 T] no caso em que {E 1 n) é localmente semicon vexa. 

Seja B um sistema fundamental de subconjuntos T-limitados de 
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-E que sao equilibrados. Consideremos a coleção W de todos os 

subconjuntos não vazios, equilibrados, absorventes e semiconvexos 

W de E tais que para todo B E B, o conjunto w n B e uma 

n-vizinhança da origem em B. Vamos mostrar que W constitue um 

sistema fundamental de vizinhanças da origem para alguma topolo-

gia de EVT sobre E que é localmente semiconvexa. Para isso, te-

mos: 

(O) W 7- cp, pois E n B = B e uma Ti-vizinhança da origem em 

B e E e semiconvexo, equilibrado e absorvente. Além 

disso, ~ >' W, pois o " ~-

I l) Vado~.> w
1 e.m W, ex-i..-:'Jte w E W ta.! qu.e 

O conjunto W = w1 n w2 .e claramente equilibrado, absorvente 

e nao vazio. Vamos mostrar que e também semiconvexo. Como w1 e 

são semiconvexos, existem a 2 E F* tais que 

e 

Sejam X e y elementos de w. Então X + y E a1W1 porque X e 

y estão em w, e X + y E a2W2 porque X e y estão em w2 

Seja a E F tal que la0 l ~ max{ja
1

j, I a 2 j l. Assim, o 
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x + y E a w n a w
2 

= a (W n w
2

) = a W, 
o 1 o o 1 o 

o que mostra que W e semiconvexo. 

Além disso, para todo B E B, temos que 

e uma n-vizinhança da origem em B como intersecção de duas delas. 

Logo w c W. 

(2) a) Todo etemento w E W e e.qui.i-éb:wdo e ab<'.oJLve.nte .. 

Isto vem da definição de W. 

(2) b) Vado w E W, exi•t• v E W tal que V + v c W. 

Com efeito, como W e semiconvexo, existe a E F* tal que 

W + W C aw. Tomando 
-1 

V = a W, temos claramente v + v c w e v 

é equilibrado e absorvente. De W + W c aW vem que 

-1 
a (a W) , 

porque W é equilibrado. Logo temos V + V c aV e portanto V e 

semi convexo. 

Resta-nos mostrar que para todo B E B, o conjunto V n B e 

uma n-vizinhança da origem em B. Com efeito, se B E B, então 

W ri o:B é uma Tl-vizinhança da origem em aB. Logo existe uma f)-Vi-

zinhança U da origem em E tal que U n (aB) c W n (aB), ou seja, 
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(a- 1w) n B e uma n-vi-

zinhança da origem em B. 

Logo v E W. 

I 2 l c) PMa algum À E F, com O< IÀI < l, dado W E W, 

v E W tal qu~ v c ÀW. 

Consideremos À E F com o < I À I < l fixo e tomemos 
o o 

"' claro equilibrado, absorvente - vazio. v ~ À w. que v e e na o 
o 

Além disso, existe a E F* tal que w + w c aW. Logo 

V+ V~ À W + À W ~ À (W + W) C À (aW) ~ a(À
0

W) aV 
o o o o 

porque jÀ
0
aj = ja.\0 j e W é equilibrado. Logo V e semiconvexo. 

Vamos mostrar que para todo B E B, V n B e urna n-vizinhança 

da origem em B. De fato, se B E B, w n (À-lB) é uma ~-vizinha~ 
o 

ça da origem em 
-1 

À
0 

B E 8. Logo 

gem em E tal que u n (À- 1B) c 

existe uma n-vizinhança U da ori

W n (À-
1
8), ou seja, 

o 

(À U) n B c (À W) n B ~ V n B. 
o o 

-Com isso mostramos que V n B e uma n-vizinhança da origem em B. 

Logo v E W. 

De (O), (1) e (2) e usando o Teorema 2.15, Prolla [17], con-

cluimos que a familia W forma um sistema fundamental de vizinhan 

ças da origem para uma topologia de EVT localmente semiconvexa 
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sobre E, a qual denotaremos por y' [ n, T J • 

PROPOSIÇÃO 1.32' Se. B E B 

jB (B,n) ~(E, y' [q,T]) 

é. c.on.tlnua. 

DEMONSTRAÇÃO' O resultado segue claramente da definição de (ti e 

do Lema 1. 2 o . 

Observamos que se (E, 1) for um EVT quase convexo, da Propo--

sição 1. 32 e da definição de (E) , obtcomos y 1 
[ n, T] E ~ , isto é, 

Denotemos por (55c a família de todas as topologias de EV'.l' 

localmente semiconvexas w sobre E tais que para cada B E G a 

inclusão 

PROPOSIÇÃO 1.33' 

é continua. 

Se (E,T) (Ío!t um EV'r qtwDe-c.onve.xo 

Y ' [ 11,1] = sup "'Dsc 

então 

DEMONSTRAÇÃO' Suponhamos que os elementos de B sejam semicon-

vexos. Da Proposição 1.32 segue que )' 1 l n,T] E b Considere-se · 

mos agora u E r:-1 • Se V é uma p-vizinhança equilibrada e senü ~se 

convexa de origem em E, da definição de ~se se(rue que pura 

todo B E B, o conjunto V n B "" j; I (V) e uma n-v.Lzj.nh,l.nça da ori.gem 
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em 8. Logo, da definição de W segue que V E W e portanto V e 

uma y' [ n, L] -vizinhança da origem em E. Portanto l.1 c y' [ n, T] • 

Isto completa a demonstração. 

COROLÁRIO l. 34: Su.ponhama-6 que. o-6 e.te.me.nt:o1.1 de. B ~;;ao -ée.m...i.c.onve.xo-6 

e que. (E, T) -e um EVT loc.alme.nte. f..e.mlc.onve.xo. Então: 

(a) ncy'[n,Tl 

(b) n e. y' [n,T] c.oinc.ide.m lJObJte. O!J c.onjuntoh T-.t.-ón-dado.ó 

de. E 

(c) y' [ f],T] -e. a mai6 áina da6 topologia!.~ de. EVT loc..a..tm e.nte. 

-6C.mÁ..C.OI1VC.X.d-6 QUC. C.OÁ..nc.ide.m C.Om f] 60bJte. 06 c.onjunto-6 T-

limitado/.~ de. E. 

DEMONSTRAÇÃO: (a) Segue imediatamente da Proposição 1. 32 e da Pro-

posição 1.33. 

(b) Seja B E IL(T). Então existe s
1 

E B tal que B c s
1

. 

De (a) f temos n c y I [ n f T J em B 
1 

, portanto em B. 

Para mostrarmos a segunda inclusão, consideremos uma y '[n,T]-

vizinhança da origem em B_ 1 E B, que é do tipo V n s 1 , onde V e 

uma y' [ n, T] - vizinhança da origem em E. Mas então existe W E W 

tal que W c V. Logo, V n s1 :J W n s 1 e portanto V n B 1 

~-vizinhança da origem em B
1

. Logo (y'[n,T]) c A em B. 

e uma 



(c) Se u é outra topologia de EVT localmente semi convexa 

sobre E que coincide com n nos elementos de n.. (L), temos 

A 

J. (B,n) ~ (E,o) 
B 

contínua para cada B E B. Logo o que implica g .Je 

acy'[n,T]. 

Se B é um sistema fundamental de subconjuntos T-limitados s~ 

miconvexos equilibrados de E da construção de y' [n,·t J, indi-

caremos tal topologia por y' [ n,t;B] e vamos mostrar que y' [n,T] 

independe do sistema fundamental de L-limitados equilibrados B. 

y' r n, T; s 
1
1 = r' [ n, T; B 

2
1 = y' r n, T 1 • 

DEMONSTRAÇÃO; Seja B E B 
1 1 

e consideremos .::1 inclusão 

jB : (B
1 
,í;) -+ (E,y' [ r.,T;B

2
]). 

1 

Dado B1 E B existe Bo E B2 tal que Bl c B2 . Da definição de 1 " 
inclusão 

A 

y' [n,T;B
2

JI a jB (B 2 , n l ~ (E, Y' [ n,-c;B 2 J l e conti-
2 

nua. Logo jB = jB /B 1 e contínua, o que implica que 
1 2 

y ' [ n, ·t ; B 
2 

J c r ' [ n , T ; B 
1 

l . 
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Analogamente mostramos que 

PROPOSIÇÃO l. 36: Supo~hamo~ que. todo elemento de -B e ~em{. c. o n.v ex o, 

que (E,Tl) ê. um EVT loc.almente. -óem--ic.onve.x:o e .óe-Ja (G,v) ou.tho 

EVT loc_a!me.nte. .6e.mic.onve..xo -60bhe. (F, 1·1). Uma .t!Lan.-66"o!lmaç.ão Une.aJt. 

T: E---)- G ê y 1 [n,T]-c.on.t.Znu.a -6e e -6ome.nte. -6e. TIB ê.. n-c.O~IWa 

paha .todo B E B. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja B E B. Se T e uma transformação linear 

y' [ n, T] -contínua, como n = Y' n, T] sobre B, segue que T/B é 

~ . 
n-contlnua. 

Suponhamos agora que para cada B E B, T/B é n-contínua. Se-

ja V urna v-vizinhança equilibrada e semiconvexa da origem em G. 

Por hipótese existe uma n-vizinhança U da origem em E tal que 

U n BC (T/B)- 1 (V) - T- 1 (V) n B, isto e, T- 1 (V) n B e uma n-vi-

zinhança da origem em B. Pela definição de W, para que 

seja uma y' [n,T]-vizinhança da origem em E falta mostrar que 

T-
1 

(V) e equilibrado, absorvente e semiconvexo. 

Se À E F e tal que O< IÀI < l, como v é equilibrada, se-

gue que 

o que implica que T-l (V) e equilibrado. 
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Seja x E E. Como V e absorvente, existe 6 > O tal que pa-

ra todo À E F com IÀI > ô, T(x) E ÀV. Logo 

Portanto T- 1 (V) e absorvente. 

Como V é semiconvexa, existe 6 > O tal que para todo aE F 

com ja[ > O, temos V+ V c av. Seja x + y E T- 1 (V) + T- 1 (V). 

Fixando um tal a ~ a ·temos 
o 

T (x) + T (y) C' v + v c a v donde 
o 

-1 -1 
T(X + y) ~ a z com z E v, isto e X + y ~ T (a

0
z) ~ a T (z). 

o o 

Logo, X + y E a T 
o 

-1 
(V) ' o que implica que 

para todo S E F com I st > I CL I I por ser T-
1 

(V) equilibrado. PO.E_ - o 

tanto T- 1 (V) é semiconvexo. 

-1 
Assim, T (V) e uma y' [ 11, T] -vizinhança da origem em E e 

portanto T é y' [ n,l]-contínua. 

Suponhamos agora que (F, I·]) e não arquimediano e (E, n) e um 

EVT localmente F-convexo. Uma análise da construção da topologia 

y' [ n,t] mostra que, tomando a coleção w 
o 

de todos os subconjun-

tos não vazios, equilibrados, absorventes e F-convexos W de E 

tais que para todo B E B, W n B é urna n-vizinhança da origem em 

B, W0 é um sistema fundamental de vizinhanças da origem para uma 

topologia de EVT sobre E que naturalmente é localmente F-convexa. 
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Denotaremos esta topologia por Yp [ 11 ,T]. 

Claramente temos n c y F ( n I T J 

tos de JL ( T) • MaiS ainda, y F [ n r T ] 

e ambas coincidem nos elemen-

é a mais fina das top:::>lcx.:rias 

localmente F-convexas sobre E com essa propriedade. 

TEOREMA 1.37: Seja (E;n,T) um EVBT tat que (E,nl e (E,1) 

EVT 1 s loc.aime.n--t:e. F-c.onve.x:o-6 e. T ê: n-6e.c.hada.. Então 

IL I 1 I 

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração deste teorema e análoga a do Teore-

ma 1.28, onde é usado o seguinte resultado: 

LEMA l. 38' Sob a-6 h~póte.-6e.~ do Te.ohe.ma 1.37 -612. {x 
n 

uma ~e.qu~neia e.m E que. conve.nge. a ze.no na topologia 

então {x • O E lli} Q: T-f.Jmitada. 
n ' 

n E rn} 
-e 

DEMONSTRAÇÃO' Seja {x 
n 

n E lN} sequência Y [ n,T]-converge~ F ... 

te a zero. Vamos mostrar que ela é T-limitada. Para isso, consi-

deremos uma L-vizinhança equilibrada, F-convexa e n-fechada V da 

origem em E. Se {x · n E rn} não fosse -c-limitado, existiria n ' 

uma subsequência {xk (n) ; n E IN} tal que para todo n Em, exis

tiria Àn E F* com I Àn I _::: n, mas xk (n) rj Àn V para todo n E rn. 

Seja {u 
n 

n E IN} uma sequência de n-vizinhanças 

bradas e F-convexas da origem tal que xk(n) rj ÀnV + Un 

cada n E m. 

equili-

para 



Seja 

w 
nErn 
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I À V + U
11

1 
n 

e seja B um sistema fundamental de conjuntos T-limitados de E. 

Se B E B, então B C para algum n
0 

E rn. Logo 

no 
WílB= n 

n=l 
(U n B) , 

n 

' 
do que segue que W n B e uma n-vizinhança da origem em I3. 

Como 

w :0 (1 

nEJN 
(À V) 

n 
:0 v 

que é absorvente. Logo W é absorvente. 

Vamos mostrar que W e equilibrado. 

À E F com 

ÀW 

porque, para cada 

e temos: 

(ÀÀ V + ÀU ) c 
n n 

n E rn, À v 
n 

e 

n 
nETI>J 

u 
n 

Para .isso consideremos 

(ÀV+U), 
n n 

~ 

sao equilibrados. 

Observamos também que W é F-convexo. De fato, se 

x + y E w + w, então e yEÀV+U 
n n 

para todo n E rn . Logo 
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X + y E À (V + V) + (U + u ) c À v + u 
n n n n n 

para todo n E rn, porque V e Un são F-convexas para cada n E lli. 

Logo x + y E W, o que mostra que W é F-convexo. 

Da construção de YF [n,TJ seque que W é uma 

vizinhança da origem em E. Mas por hipótese, 

-para todo n E lli, o que implica que xk(n) ft W para todo n E JN. 

Isto contradiz o fato de {x 
n 

poloqia Yp [n,T]. 

n E IN} convergir a zero ria to-

TEOREMA 1.39: Se_jam E, n e. T eomo no Te.oJte.ma 1.37. Urna f..C.({ue.:~ 

c.ia e.m E é Yp [ ll 1T] -c.onveJr.ge.n.te a ZeftO, ,_)e_ e. -õome.n..te. -:'le ê T-t),

m~.tada e n-c.onve.Jtgen.te a zeJto. 

DEMONSTRAÇÃO: Este resultado segue do Lema 1. 38 e sua demonstração 

é análoga à do Teorema 1.30. 



§ 2 - BASES DE VIZINHANÇAS DE y I 11, TI 

Sejam (E,T) um EVT sobre (F, 1·1) e IL (T) a famJ.lia de to-

dos os subconjuntos T-limitados de E. Se n é ou·tra topologia de 

EVT sobre E, vimos no § l que a topologia mista y [ n, T J tem as 

seguintes propriedades: 

( l) coincide com n nos elementos de IL (T) 

( 2) Y [ ll 1 T) é a mais fina de todas as topologias que gozam 

da propriedade (1). 

Vimos também que a topologia y [ n,T] pode ser determinada 

por um sistema fundamental de subconjuntos T-limi·tados de E. 

Ainda mais, Y [ ll r T] independe do sistema fundamental de T-limi-

tados escolhido para sua construção, [ver Obs. l. 9 I . 

Estamos interessados agora em encontrar um . " sJ.S .:ema fundaroenta1 

de vizinhanças da origem para y [ n ,T]. Se n for localmente F-

convexo e IL (T) possuir um sistema fundamental de conjuntos que 

são F-convexos (e isto ocorre, em particular, sempre que (E,T) for 

localmente F-convexo) gostarÍamos que "( [ q, T] também fosse lo-

calmente F-convexa. 

Vamos caracterizar ent.ão um sis·tema fundamental de vizinhanças 

da origem para y [ Jl,T} no caso em que IL (T) possue um sistema 

fundamental enumerável 1:). Sem perda de generalidade, pode;::1os 



escolher B = {B 
n 

nEW} e À E F com O < I À I < l, 
o o 

tais 

que, para todo n E lli, sejam satisfeitas: 

(a) 

(b) 

I c) 

B + B C B 
n n n+l 

B c À B 
1 n o n+ 

B e equilibrado. 
n 

Para isso, seJa c ~ {c 
n 

n E m} um sistema fundamental de 

T-limitados equilibrados de E. Vamos construir o sistema funda-

mental enumerável B ~ {B · n E JN} 
n ' 

da seguinte maneira: t~s 

e suponhamos escolhidos B1 , ... ,Bk tais que (a) e I b I 

estejam satisfeitas para k ~ 1,2, ... ,n -1. 

Como o conjunto B + B + À-lB +C 
n n o n n+l e T-limitado, existe 

p E JN tal que CP contém tal conjunto. Pondo B 
n+l 

(a) e (b) verificadas para k =n. 

c 
p 

Com o sistema fundamental BC IL(T) assim definido, 

temos 

vamos 

construir uma base de vizinhanças da origem para uma nova topolo-

gia a qual denotaremos por y* [n,yJ e mostraremos, no Corolário 

2.6 que ela coincide com a topologia mista y [n,Tl definida 

inicia~te, no caso em que IL (T) possui um sistema fundamental 

enumerável. Em seguida mostraremos algumas propriedades que sao 

satisfeitas pela topologia y* [n,T]. 

Para obtermos y* [n,t], consideremos a família A de todos os 

conjuntos da forma 
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oo n 
u l: 

n=l k=l 

onde U = {U ; n E rn} e uma sequência arbitrária de n-vizinhan 
n 

ças de origem em E e B = {B ; n E IN} 
n 

e uma seguência funda-

mental crescente de L-limitados n~o vazios satisfazendo (a), (b) e 

(c) 

Vamos mostrar que a família 1\ determina um sistema fundamen-

tal de vizinhanças da origem para uma topologia de EVT que sera 

indicada por y* l n I T J . Temos: 

(o) A origem pertence a y(U), logo y(U) # 0 

(l) Dados 

y(U) = U e 
n=l 

existe um conjunto y(W) E A 

y (V) u 
TI"" i 

tal que 

y(W) c y(U) n y(V). 

n 
l: (V n B ) 

k=l k k 

Com efeito, tomemos a sequência {w
0 

; n E IN} de n-vizi-

nhanças da origem com w = u n v 
n n n 

para cada 

w n 00 n 
y I w I = u l: (Wk n nk) c u L: I ( o

1 
n Bk) 

n=l k=1 n=l k=l <: 

00 n 00 n 
c u l: (Ok n Bk) n u l: (Vk n Bk) 

n=1 k=1 n=1 k=1 

n E TIL Assim, 

n (Vk n Bk) ) 

= y I U) n y ( Vl. 
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(2) a) Cada conjunto y(U) e equilibrado. 

Para verificarmos, consideremos À E F com O< IÀI < l.Te-

mos: 

~ n 
Ày(U) = u l: (Wk n ).Bk) c 

n=1 k=1 

~ n 
c u l: (Uk n Bk) = y ( U) ' 

n=l k=1 

pois, para cada n E IN, U e B 
n n 

-sao equilibrados. 

Cada y{U) é absorvente. 

De fato, seja X E E. Seja k E IN tal que X E Bk . Como 
o o 

uk e absorvente, existe o > o tal que para qualquer À E F* 
o o 

com I À I > ô X E ÀUk Seja o um tal À com I À I > l e tome-
o 

mos 6 = I À I • Então para qualquer ~ E F*, l11 I > o' 

X E ~(Uk n Bk ) 

o o 

pois Bk e equilibrado. Assim, 
o 

~ n 
X E ~ u l: (Uk n Bk) = llY(U). 

n=1 k=1 

( 2) b) se y ( U) E A, então existe y (v) E A com 

y(V) + y(V)c y(U). 
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w n 
u L: 

n:=l k=l 

Para cada k E IN, seja vk uma n-vizinhança da 

vk + vk c uk+1 

Assim, se 

. Consideremos 

ro n 
y ( V) = u í: 

n=l k=1 

X E y(V) + y(V), 

p 
X E Í: 

k:=l 

(Vk (1 Bk) . 

para algum p e para algum m em lN. Logo x 

y = y1 + ... + yp com yk E vk e yk 

e 

z = z + ... + z com zk E vk e zk 1 m 

Suponhamos m < p. Temos: 

E 

E 

origem tal que 

y + z onde 

Bk 

Bk . 



c 
oo n 
u 2: 

n=l k=1 
~ y I Ui • 
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E 

(2) c) Para algum À E F* com O < ]À] < 1, dado y(U) E A, 

existe y(V) E A 

Seja y (U) dado e escolhamos 

com y(V) c lq(U). 

À E F* 
o 

como na definição de B. 

Para cada k E IN, existe uma n-vizinhança Vk da origem tal que 

Se X E y I V) então n E IN. 

Então 

X E 

Portanto, 

De (OI, 111 e (21 

n 
L (Uk n Bk) c y(U), e então 

k~2 

xEÀy(U). 
o 

e usando o Teorema 2. 15 Prol la ll 7 J , con-

cluimos que a família A de todos os conjuntos y ( U) definidos COlTK) 

acima forma um sistema fundamental de vizinhanças da origem para 
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uma topologia de EVT sobre E. 

DEFINIÇÃO 2.1: Como já observamos, a topologia acima obtida sera 

então denotada por y* [ n,T]. 

EXEMPLO 2.2: No caso particular em que T é proveniente de uma 

norma 11 • 11 em E, podemos tomar B = {Bn ; n E m} da seguinte 

maneira: escolhamos com 

p = IÀ0 [. Tomando, para cada n E IN, 

l 
2 

B = {x E E 
n 

satisfaz, para todo n E IN as condições: 

I a) B + B c B n+l n n 

(b) B c À B 
n o n+l 

I c) B n 
e equilibrado 

I d) B ~ 

n 
-n 

À0 B, onde B ~ {x E E 11 X li < 

e chamemos 

11 xll 
-n 

< p } , B 

1}. 

DEHONSTRAÇÃO' (a) Se x E B + B 
n n 

entâo x = y + z com y c 

z em B e 
n 

11 X 11 < 11 y 11 + 11 Z 11 
-n -1 -n -(n+l) 

< 2p < p p - - p 

e portanto Logo B + B C B 
n n n+l 

(b) Se X E B 
n 

então 11 X 11 
-n 

< p donde 



-54-

-1 -n 
< p p 

- (n+ 1) 
p • 

Assim, 
-1 

).xEB
1

, 
o n+ 

e portanto 

(c) ~ evidente . 

(d) Se X E À-nB 
o ' então Ànx E B, 

o 

Portanto, '11 X 11 < 
-n Logo X E B p 

n 

Se, por outro lado, X E B façamos 
n 

v Àn x e obtemos 
o 

llv 11 n 11 X li n -n 
p < p \jJ -

Assim, v E B e portanto -n 
X E À B. 

o 

Isso mostra que 

donde 

X ~ 

1. 

n 
11 Ànx 11 < 1. p 11 X 11 ~ o 

À-n:\nx -n 
~ À v com 

o o o 

EXEMPLO 2.3: Se (E,T) possui uma vizinhança T-limitada U da ori-

gem, então a sequência fundamental B pode ser escolhida tcmando-se 

B :::: a U, onde {an : n E IN} é uma sequência de elementos de F* 
n n 

satisfazendo 

Para isso, escolhamos Ào E F com O< ]\
0

] < 1 e dada uma 

sequência {bk : k E JN} em F* com jbkj ~ + oo, escolhamos a se-

quência {an}nEJN da seguinte maneira. Seja a 1 = b 1 . 

Seja B
1 

= a
1
u. O conjunto é L-limita-

do. Decorre daí que existe 6 > O tal que para todo À E F com 
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I À I > 8 ' AI c ÀU. Como lbkl ~ + 00 existe k2 > kl ~ 1 tal que 

lbk I > o 1 e portanto AI c bk u. Chamando a2 ~ bk e B2 = a 2U, 
2 2 2 

temos: 

(a) e 

Suponhamos escolhidos k 1 < k 2 < ••• < kp tais que 

B + B C B 
n-1 n-1 n 

para todo n = l, ... ,p. 

O conjunto A ""' B + B p p p 

e 

+ À-lB 
o p 

raciocínio anterior, existe k > k p+l p 

mando analogamente ap+l 
~ bk e B 

p+l 

(a) B + B c B e 
p p p+1 

(b) B c Â B 
p o p+l 

Uma vez escolhido {a 
n 

n E lll} 

de {bk }kElll ' temos que la I ~ + 00 

n 

B .
1 

c À B 
n- o n 

e T-limitado e pelo mesmo 

tal que A 
p c bk u. Cha 

p+l 

p+1 ap+ 1u, temos: 

como a subsequência {bk }nEJN 
n 

e claramente a família 

B .:::::: {B ; n E IN} e um sistema fundamental de subconjuntos L-li
n 

mi tados de E. 

Desde que tenhamos escolhido U como uma vizinhança T-limitada 
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e equilibrada da origem, temos também satisfeita a condição (c) da 

página 46. Assim, se {U ; n E IN} é uma sequência de vizinhanças da 
n 

origem para uma topologia ~ de EVT sobre E, os conjuntos do tipo 

oo n 
u ~ 

n=l i=l 
formam um sistema fundamental de vizinhan-

ças da origem para a topologia y* [ n, T] sobre E. 

PROPOSIÇÃO 2. 4: 

(i) n e meno-5 6ina que y* [ n , T J • 

(ii) y* In, T 1 e n c._oinúdem no~ ,:.ubc.onjun..:to-6 T-WnUado-5 de E. 

(iii) y* I n , TI 
-e a m a-Z..s {Íina topologia de EVT que coútc.í. .. de c_Oin 

n no-5 -Subconjunto-S T-limitado,:. de E. 

DEMONSTRAÇÃO: (i) Seja U uma n-vizinhança da origem em E. Existe 

sequência u
1
,u2 , ••. ,un, ... de n-vizinhanças da origem tais que 

U1 + U2 + ... + Un CU. Tomemos 

00 

y(U) ~ u 
n=l 

Se x E y(U), então 

n 
x E ~ (Uk n Bk) 

k~l 

para algum n E IN. Logo 

n 
x E 2: Uk C U. 

k~l 

(ii) Como n c y* [n,T], basta mostrarmos que y* fn,tl c n 
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-nos T-limitados nao vazios de E. Sejam B E IL (T) 

Seja 

y (U) 
w n 
u ); 

n=l k=l 

e 

Escolhamos k E IN 
o 

tal que B - n C Bk . Consideremos 
o 

que e n-vizinhança da origem. Vamos mostrar que 

(x + W) n B c (x + y(U)) n B. 
o o 

Se X E n B, então X E B donde 

e X E X + W donde X - X E W 
o o Assim, 

X - X 
o 

X E X 
o + (W n X 

o 
C X 

o 
+ y (U). 

Portanto, 

x E (x + y(U)) n B. 
o 

x E B, 
o 

(iii) Seja v uma topologia de EVT sobre E que satisfaz (ii) 

e seja V uma v-vizinhança da origem em E. Con~ideremos uma se-

quência {V 
n 

n E IN} de v-vizinhanças da origem em E tal que 

para todo n E IN. 

Como n c v nos elementos de B, escolhumos uma sequência de 

' 
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!l-vizinhanças ul, ... ,un'''" da origem tais que 

para todo k =1,2, ... 

Assim sendo, temos 

Então y (U) c V, o que completa a demonstração. 

COROLÁRIO 2. 5: Se c:xi~ .t;_tL he.qtLê:nc.ia ~undame.n.tal CJ1WneJLâvei B C lL {T), 

[a)' I b I e I c I da 

( l) i11de.pe.nde. da e.-ócolha de_ B. 

( 2) Se ~ 1 E ' 

e.n.tão 

( 3) y* ( f],T] C.O-Útc.;de. c.om a .topo.tog;_a mJ..J.:,;ta y [ n ,T]. 

TEOREMA 2.6: Se ex.i-5.tJ..h. -6equ.ê:nc.;_a 6u.n.damenúd'. B c JL {T) em E 

ÓO!t.mada pOIL c.onju.nto-5 n-6e.c.hado.6, e.ni:ão temo.ó JL(y[n,T]) C lL(T). 

Para uma demonstração deste teorema precisaremos do seguinte 
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lema. 

LEMA 2.7: Sob a hi.pÔtC..lJe rio Te..o!Le.ma 2.6, ttma. .!:>e.quêJrc--ta (x
11

; n EJN} 

c.o~tveitge. a ze.Jto l?-rn {E,y [n,T]) -5e. e l;,Ome.n.te. -:Se. {x; n E IN} E n., (c) 
n 

e_ c.onve.Jtge. a ze.Jto e.m (E,n). 

DEMONSTRAÇÃO, Se {x ;nErn) 
n 

converge a zero na topolog-ia 

y [ n,T], então converge a zero também na topologia n, por ser n 

menos fina que y [ n,T). 

Suponhamos agora que (x 
n 

n E rn} ~ 1L (T). Então exj_st.e sub-

sequência n E IN} tal que para todo k E IN. 

Como por hipó-tese Bk e n-fechado, existe uma sequência 

{Uk ; k == 1 , ... , n} 

de n-vizinhanças da origem em E tal que para cada k E IN, 

Consideremos uma sequência {Vk 

origem tal que: 

k E IN} de n-vizj_nhança.s da 

k > l. 

Então para cada k > l, 



y (V) 

Assim, 

U (V 
1 

n 
p~1 

U (B
1 

p~1 

x í" y(V) 
nk 
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para cada k E IN, o que contradiz a hipótese 

de { x ; n E lli} ser convergente a zero na topologia y ( n, T] . 
n 

Reciprocamente, seja {x 
n 

nEIN}EIL(T). Por Proposição 

2.4.(ii), n e y[n,T] coincidem neste conjunto. Assim, do fato 

de {x 
n 

n E IN} convergir a zero na topologia n, segue o re-

sultado. 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 2.6, 

que para todo B 
n 

e 

Seja B ~ {B ; n E IN} c IL (TI tal 
n 

n-fechado. Consideremos um conjunto 

B E TI.. (y [ n,T]) em E. Se B '1- rr. (T), então existe uma sequência 

{x n E IN} em B tal que X í" À B para todo n 
n n n n 

o n E 
n 

IN} e uma sequência em F* com IÀnl 4 + ~ ' 

I À -
1 

I 4 o e como B E IL(y[n,T]), a sequência 0- 1x 
n n n 

e y [ r] 1T]-convergente a zero. Pelo Lema 2, 7 1 o 

n E IN} e T-limitado, logo existe k E rn 
o 

E IN, onde 

Mas entao 

n E IN} 

conjunto 

tal que 



para qualquer n E IN, 

o que é uma contradição. 

-6 1 -

-1 
>..n xn E Bk . Mas então 

o 

TEOREMA 2.8: Se ex-Ü-U.Jt uma -se.qtte.nc.--ea 6un.da.me.ntat B C IL(T) 

6oAmada po~ c.onjrtnto~ n-limitadoh e ll-6e.chado~, e.nt~o 

IL(y[q,T]) = IL(T). 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Teorema 2. 6 temos que IL ( y [ n, L] ) C IL ( T) . 

Por outro lado, segue da hipótese feita que IL(T) C IL(q) 

Pela Proposição l. 24, temos IL {L) C IL (y [ q, T]) como queríamos. 

Se A for um subconjunto n-compacto e T-limitado de -E, como 

n e y[n,T] co:Lncidem nos L-limitados, temos que A e y [ n,T]-

compacto. Vamos ver agora que sob as hipóteses do Teorema 2.7 a 

recíproca é verdadeira. 

PROPOSIÇÃO 2.9, 

n·o!Lmada pO!t C.Onjun.to-6 n-6e.c_lwdoó, então .todo -~ubc.onju_n.to y [ T],T}-

c.ornpac.to de. E ê q-c.ompac.to e T-i.úni.tado. 

DEMONSTRAÇÃO: Se A C E e y [n,TJ-compacto, então e y ln,TJ-

limitado. Pelo Teorema 2.6, A é também T-limitado. Pela Proposi-

ção2.4.(ii) ne yln,Tl coincidem em A. Logo l1. e também 

Tl-compacto. 
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DEFINIÇÃO 2.10: Om espaço vetorial topológico (E, T) e chamado 

.oc.m.t.-Monte.t se seus limitudos são relativamente compactos. 

PROPOSIÇÃO 2.11' Se (E;n,T) ê EVBT e. (E,y [ n,L]) é he.mi-Montcl'.., 

e.nt~O todo .6ub~onjunto T-limitado n-6e.~hado de. E ê n-~ompa~to. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja B E IL {T) um subconjunto n-fechado de E. Pela 

Proposição l. 2 4, B e y [ n, T] -limita do e como n c y [ n, T] , B e 

também y [n,TJ-fechado. Como por hipótese (E,y [n,T]) e semi-

Montel, segue que B é y [ n, T] -compacto. Logo B é n-compacto. 

PROPOSIÇÃO 2.12: Se e.xih:tÁ.Jt .6e.quê.nc.ia fiu.ndame.n:tal BC IL (T) em 

E 6oltmada polt c.onjun.:to.6 n-c.ompac.to.6 então (E,y [ n,T J) 

Monte{. 

DEMONSTRAÇÃO' Seja B = {B 
n 

n E IN) sequência fundamental de 

T-limi tados que são n-compactos. Seja B E IL (y [ n, T ] ) e seJa I3 

seu fecho em (E,y [ q,T]). Pelo Teorema 2.6, B é T-limitado. Logo 

existe n E IN tal que B c B , onde B é compacto. Pela 
n n 

Pro-

posição 2.4. (ii), B e y f f],T]-compacto. 
n 

Assim sendo, B 

y [q,T] -compacto, o que completa a demonstração. 

COROLÁRIO 2.13: Se. e.xÃ_-ótih óe.qu.ênc..ia. 6u.ndame.n.ta.t B c ~ (T) 6oJr.-

mada po!L c_onjun.to-6 n-fimi.tado-6 e n-&ec..hado-6 e -óe. (E,nl 6oll -6e_II1Á_-

Montei, ent~o (E,y [n,T]) ~ Ae.mi-Monte.l. 
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DEMONSTRAÇÃO: Seja B = {B 
n 

n E IN} sequência fundamental de 

r-limitados tal que para cada n E rn, B é n-fechado e n-limi
n 

tado. Como (E,n) é semi-Hontel, Bn é n-compacto para cada n E JN. 

Estamos, pois, nas condiçÕes da Proposição 2.12, de onde segue 

que (E,y ( n,T]) e semi-Montel. 

COROLÁRIO 2.14: Se. (E;n,T) ÓO!t EVB'r e. -6e. e..x..üi-{JL -t.e.quê.nr_..i.a Su.n-

dame.nta,t B c IL (T) /ÍO!Lmada po!L .6ubc.onjurl-to.ó n-c.ompac.to.6 de. E I 

então (E,y [ n,T]) ê_ .6e.m.L-Monte.l .6e e. home.nte. he. todo ~.>ubc.unjun;to 

T-l,im.{_tado TI- 6 ec.hado de. E ê n-c_ompac.to. 

LEMA 2.15: Se. (E;n,T) e EVBT e. .6C. (E,T) é boJtnoiÔg,i..c.o (em pa!L-

t-<..c.ula!t .6e. (E,T) C: nofLmado) C.11.tão y [ n,T] c T. 

DEI10NSTRAÇÃO: Consideremos a identidade I : {E,T) ~ (E,y [ n,l j) 

e B c E um subconjunto T-lirnitado. Como (E;n,T) é EVB'r segue, 

pela Proposição 1.24, que B é y [ n,-c J -limitado e como (E,-c) c 

bornolÓgico, I é continua, do que segue o resultado. 

PROPOSIÇÃO 2.16: Seja (E,L) um e.ópaç_o no!Lmadu. Se. e.xihLi.JL wnc.:. ,JC.-

r_ntão tCy[n,T]. 

DEMONS'l'RAÇÃO: Pelo 'reorema 2. 6, JL (y [ n, T j ) C IL ( T) . Logo, a 
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identidade I : (E,y [n,T]) -+ {E,T) e continua pelo fato de 

(E,y [n,T]) ser bornolÓgico. Decorre daí que T c y [n,T] 

Vamos apresentar uma nova descrição das vizinhanças da origem 

para y [ n, T l no caso em que ~ (T) possui um sistema fundamen-

tal enumerável. 

Para isso, consideremos uma sequência li ~ { u 
n 

de n-vizinhanças equilibradas da origem em E e B 

nEO,l, ... } 

{B 
n 

n E rn} 

uma seguência fundamental crescente de subconjuntos L-limitados de 

E, satisfazendo (a), (b) e {c) da página 46. A família A" de to-

dos os conjuntos do tipo 

y" (B) n n 
n=l 

(U + B ) 
n n 

constitue um sistema fundamental de vizinhanças da origem para uma 

topologia y" [ n, T l de EVT sobre E, pois 

I o l B 

'" 
u n n (U + B ) c o 

n=l 
n n 

(1) Vado6 y"(ll) 

00 

y" I V) v n n (V + B ) 
o 

D""l 
n n 

exi~te y''(W) E A'' tal que y"{W) Cy"(U) Cy"(V). 

Com efeito, se tomarmos a sequência {11 
n 

n"' O, 1, ... } de 



n-vizinhanças da origem tal que wn u n v 
n n 

temos 

00 

y" (W) = w 
o 

n n IW + B 1 ~ (U 
o 

(1 v ) Íl 
o 

n (U 
n n=1 n n 

c (U n v 1 n 
o o 

00 

n 
n=1 

n=1 

[lU + B I n (V + B I I 
n n n n 

n v 
n 

c [U n 
o 

n (u 
n=1 n 

+ B I I n 
n 

I v o 
n n (v + B I I 

n=1 n n 

=y"(U) ny"(V). 

+ B ) C 
n 

I 2 I a) Cadn. -y'' (U) e_ equ{fibnado e ab~oJtven-te .. 

Seja À E F com O < l\1 < l. Então 

00 

À y" (U) ÀU n n (ÀU + ÀB I o n=1 n n 

00 

c u n n (U + B I , 
o n=1 n n 

-pois, para cada n=O,l, ... ,u 
n 

e B 
n 

sao equilibrados. 

Logo Ày''(U) c y''(U) e portanto y''(U) ~equilibrado. 

Consideremos agora x E E. Seja n E JN 
o 

Como a sequência B é crescente, para todo 

xEDCU+B 
n n n 

tal. 

n > n 
o 

que X E B 

temos 

n 
o 
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Como cada Une absorvente, para cada i= O,l, ... ,n
0 

-1, existe 

(;i > O to.l que para todo À c F com I À . I > o . , 
l - l 

'romemos 

6 = max{0
0

, ••• ,ón _
1 

,1}. 
o 

Assim, para todo À E F com l\l ~ ô, ocorre que x c ÀUi 

todo i= 0,1, ... 

I 2 I b) s (!_ 

Se 

Segue-se então que 

r1 À(U 
n=1 n 

+ B I 
n 

=Ày"(U). 

y" (U) E A", e.nt:ão exL5.:te. y" (V) E A" 

y" lVI + y" lVI c y" llll. 

w 

y" (li) -~ u 
o 

n n (U 
n 

+ B I 
n n=1 

c.om 

escolhamos uma sequência {V 
n 

n 0,1, ... } de n-vizinhanças 

origem tal que 

e 

v + v c u 
n n n+ 1 ' 

para 

da 
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para todo n E rn, e seja 

y" I VI = v 
o 

n 
00 

n (V 
n n=l 

+ B I 
n 

Se x E y''(V) + y''(V), ent~o x = y + z com y e z 

e y c z em V + B para todo n E IN. Assim 
n n 

e para todo n E IN, 

Logo 

X = y + z E V + B + V + B C U + B 
n n n n n+ 1 n+ 1 • 

X E U 
o 

n n 
nEIN 

(U 
11 

+ B I 
11 

y" I UI • 

em V 
o 

(2) c) Pana al'.gum \ E F c_om o < I À I < l (e_ daZ pa!La todo 

Seja 

À E E'*), dado y 11 (U) E A", exL6:te y" (V) E A11 ta../!_ 

que y" (V) c Ày" (UI. 

y" ( U) - u 
o 

n n (U 
11 

n""l 
+ B I 

n 

dado c seja À E F com O < j.\ I < 1 escolhido da definição de 

B. Por hipótese, para cada n = 0,1, ... , existe urna n-vizinhança 



v 
n 

da origem tal que 

da origem tal que 

Assim, como para cada 

y" I V) = v 
o 

-Ày"IU). 
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V C ÀU 
1 n n+ 

e existe urna n-vizinhança 

n E m, B c ÀB 1 , obtemos n n+ 

PROPOSIÇÃO 2.17: Sob a.ó c_o~td-tç_Õe.-6 ac.-t.ma., ytt [n,-r] y* (n,TJ. 

v 
o 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos mostrar inicialmente que y"(n,T] c y* [1l 1T], 

em cada conjunto Bk E B. Para cada k E JN, temos 

00 

y" I Ui n Bk = [ uo n n IB + u I l n Bk = 
n=l 

n n 

k 
= u n n IB + u ni n Bk ' o n=l n 

' 
que e uma n-vizinhança da origem em Bk. Segue então da Proposição 

2.4. (iii) que y" [n,-rJ c y* [n,T]. 

Consideremos agora uma y* [n,T]-vizinhança da origem dadapor 



y(U) 
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oo n 
u :E 

n=l i=l 

Para cada n = 2 1 3, ... , consideremos uma n-vizinhança V da ori
n 

gem tal que v + v c u 
2 

. Se 
n n n+ 

X E 

00 

n (V 
n n=l 

x E y"(V) então 

+ B ) 
n 

o que implica que para cada n > l, X possui uma decomposição 

X Yn + z com Yn 
E v e z E B 

n n n n 

Vamos definl.r x1 z1 x2 = z2 - z 1 , ••• ,xn z - z n- 1' 

e temos: 

e portanto 

Logo, 

X 
n 

e 

X = z 
n 

Assim temos 

n 

z 1 + z 2 - z 1 + .•. + z - z + y 
n n-1 n 

·-Z +y X 
n n 

Yn-1 - Yn E 

- z E B n n-1 

v 

n 

X 
n 

n 

+ 

+ v n-1 

B 
n-1 

X E U n B 
n n+ 1 n+ 1 • 

c v 
n-1 

c B + 
n 

( l) 

+ v n-1 
c u 

n+1 

B c B 
n n+1 
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Seja agora n
0 

escolhido tal que X E B Então 

e 

Logo, 

De 

Yn X - z E B + B 
n no n o o o 

yn E v c u 
n n +2 

o o o 

yn E u n B C 2 I n +2 n
0

+2" 
o o 

(li e C 2 I , temos 

+ ... + n B I 
n +2 

o 

c B n +1 
o 

c y (UI . 

Isto mostra que y* [ n,T] c y" [ n,T]. 

no 

c B 
no +2 

+ 

TEOREMA 2.18: Se ~ (T) pol.:dr.Ú .. uma -6e.quê.nc.1a t)undame.ntai 6o1Lmada 

poJt c.o11j"u.nto,s TJ-6e.c.hado..s, e.n.tão a .topoiog..ta y [ nrrl e_ n-6e.c.hada. 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos tomar um sistema fundamental de vizinhanças 

da origem para y" f T), T] 

y" ( U) :::: 

formado por conjuntos do tipo 

n 
n=1 

(U 
n 

+ B I 
n 
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onde BCIL(T) e formado por conjuntos n-fechados, e 

li = {U n=O,l, ... } 
n 

é uma sequência de n-vizinhanças n-fechadas da origem. 

Como cada conjunto y"(U) desse tipo é claramente n-fechado, 

segue que y" [n,cl e n-fechada e consequentcmente, Y [n,cl e 

n-fechada. 

PROPOSIÇÃO 2.19: Se. n fio !L foc.alme.VIte. F-c.onve.xa e a -0 e.quênc.-ta 

n E lli} pude.IL .óe.IL e..-::,c.ofhJ_do . .tal qu.e. paJta 

.todo n E JN, B 
n 

é F-c.onve.xo, e.n:tão y [~,T] ê .C.oc.alme.n.te. F-c.on-

vexa. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos uma ~( [ n, T] -vizinhança da origem 

y I li) = 

w n 
u L 

n::o:1 k=1 

onde, para cada nElli,B 
n 

e F-convexo. Como n e localmente F-

convexa, existe uma sequência uI = {Uk_ i k E rn} de n-vizinhanças 

F-convexas da origem tal que U' C U 
k k para cada k E rn. A vi-

zinhança y {U') da origem é F-convexa vist0 que para cada n E IN 

o conjunto u' n B 
n n 

é F-convexo. Ainda mais, temos y((l') c y(U) 

do que segue que y [n,T] é localmente F-convexa. 

PROPOSIÇÃO 2. 20: Sejam E, n e T c. o mo na Phopo~iç.ão 2. 79. En~tCio 
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y ln,TI = yF In T). 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos mostrar incialmente que Yp [n,l] c y [ n,T]. 

Mas y F { n, T] = n nos subconjuntos y-limi tados. Então pela Ob-

-servaçao 1.6, temos Yp [ n,T] c y [n,T]. 

Para mostrarmos a segunda inclusão, lembramos que, Yp [n,-rl 

e a mais fina topologia de EVT localmente F-convexa que coincide 

com n nos subconjuntos T-limitados de E. Além disso, 

coincide com n nos subconjuntos T-limitados e pela Proposição 

2.19, é localmente F-convexa. Logo y [n,T] c Yp [n,'f J 



§3- ESPAÇOS DE SAKS 

Seja E um espaço vetorial sobre F e sejam n e T duas to-

pologias de EVT sobre E. Se n é determinada por uma família de 

semi normas, gostaríamos de encontrar uma família de seminormas que 

define a topologia y [ n, T] • Para isso vamos pedir que E, ll e T 

satisfaçam a propriedade: 

( *) A topologia T é definida por uma norma 11 · 11 a topo-

logia n é determinada por uma família S de seminormas 

p tais que 

H 11 ~ sup {p(f); p"' s}, 

para todo f E E. 

Quando a norma 11 • 11 e não-arquimediana suporemos que a fa-

mília S acima pode ser encontrada de modo que cada semi norma 

p E S e não-arquimediana. Diremos então que vale a propriedade 

( *) n. a. 

Observamos que numa terna (E;n,T) como acima sao verdadeiras 

as seguintes propriedades: 

(1) PaJw ;todo n.u.me.llo !Le.ai r > O, a baia 6 ec.hada 

r em (E,T) ~ n-iimitada. 

Isto e verificado imediatamente, pois para qualquer 

B de. 'W.-{.o 
r 

x E B , 
r 

,, 
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com r > O fixado, temos p{x) < 11 x 11 < r, do que segue que n c T. 

( 2) B 
r 

-õao n-6ec.hada-:<.. 

Com efeito, consideremos o net {x
6 

; 6 E fi} em B , 
r 

n-con-

vergente a um elemento x de E. Como para qualquer 6 E 6, x 6 E Br' 

temos, para todo p E s, p(x
6

) _.:: 11x
6 

li <r e portanto p(x) <r. 

Logo, 

e portanto 

11 x 11 ~ sup (p(x) 

X E B 
r 

p E s} < r 

Segue da propriedade (1) que (E;~ 1 L) e um EVBT, e da pro-

priedade (2) que a topologia T, dada pela norma 11 · 11, e n-fe-

chada. Portanto, se 11 · 11 for não arquimediana, então (E;Y],T) 

satisfaz as condições do Teorema 1.28, e portanton..(-r)=ll.,(y[n,T]). 

DEFINIÇÃO 3.1: Se (E;n,T) satisfaz a propriedade (*) (respectiv~ 

mente (*) não arquimediana) diremos que (E;n,T) é um e-:'.pa~o de. 

Sab.-6 (respectivamente e.-6pa.ç.o de. Sa.k.-6 não aJtqu.-Lme..d,{ano J 

Se a topologia T for proveniente da norma 11 • 11 , poderemos 

denotar a terna (E;n,T) por (E;n, 11 ·li). 

EXEMPLO 3.2: Seja {E, 11·11) um espaço normado sobre (F,]·j). Seja 

~ um conjunto de funcionais lineares contínuos sobre E tais que 
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llx 11 = sup l~ixll. 
tpEc!J 

Seja r, a topologia definida em E pela família S de seminormas 

x __,._ I 'P (x) I quando 'P percorre 1l. Então (E; n, 11 · 11 ) é um espaço 

de Saks. Como exemplo, seja E ~ ~oo o espaço de todas as sequên-

cias {x
11 

n E JN} com x E F tais que 
n 

11 x 11 oo = sup 
n 

I X I < 00 
n 

Neste caso, 1J ser a o conjunto de todos os funcionais lineares 

contínuos x = (xm)mElli 4 x 11 1 para cada n E IN. 

EXEMPLO 3.3: Consideremos a terna (E;n, 11 ·li), onde E e o espaço 

vetorial de todas as sequências {x 
n 

n E IN} com X E F 
n 

que 

= L lx I < oo, 
n 

n=l 

n e a topoloqia definida pela família S de seminormas 

pn(x) = 

Temos: 

00 

11 X 11 

n 
~ 

i=l 
e 

lx I = sup n 
n 

n 
)~ 

i=l 

11 X 11 = 

lx I = 
l 

11 X 11
1 

• 

sup p
11 

(x), 
n 

tais 
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o que implica que a terna (E; n, 11· li ) e um espaço de Saks. 

Consideremos agora um espaço de Saks (E; n, 11 · 11) e S uma f a-

mília de seminormas n-contínuas que definem a topologia n, fech~ 

da por supremo finito e tal que 11 · 11 = sup S. Observamos aqui que 

S é um conjunto dirigido. 

Para cada par de sequências {pn ; n E IN} e {À 
n 

de para cada n E IN, pn E s e À E F* com I À I n n 

caçao 

p x ~ sup { IÀ l- 1
p (x); n E IN} 

n n 

e uma seminorma sobre E. 

n E IN}. on -
~ + oo, a apli-

Seja y [ n, 11· :11 a topologia definida sobre E pela família s 

de todas as seminormas p assim definidas. 

Observamos que a família S e um conjunto dirigido. 

PROPOSIÇÃO 3.4: Se (E;n, 11·11) ê um "'paço de Sak-6 e y [n,ll·ll] é 

a topologia de6inida pela 6amZtia s a~ima, ent~o 

y ln,ll·lll c y ln,II·IIJ. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja B = {Bn; n E IN} uma sequência fundamental 

de subconjuntos 11 • 11 -limitados de E satisfazendo (a) , (b) e (c) 

da definição de B. 

Usando a Proposição 2.5. (iii), basta mostrarmos que 
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y [ n, 11 • li ] c n em cada elemento B' E B. Seja V uma y [ q, 11 • 11] ~ 

vizinhança da origem em B' dada por 

-
V==B'n{xEE p (x) < l) -

n 

onde, para cada 

00 

B' n n {x E E 
n=l 

n E rn, p E s 
n 

e n E rn} e sequência em 

Como B E IL ( 11 · 11 ) , existe 8 > O tal que para qualquer À E F*, 

com IÀI ~O, temos B' c ÀB, onde por B denotaremos a bola uni 

tária fechada de (E, 11 · 11) . Logo existe n E m I tal 
o 

todo n > n , 
o 

visto que li • 11 

Assim, 

B'CÀBC{x 
n 

sup S e 

00 

B' c n {x 

e portanto 

00 

B' n n {x 
n=l 

n=n o 

P lxl < I~ I l n n 

p E S. 
n 

no 
== B' n n {x 

n=l 

que, para 
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' 
que e uma n-vizinhança da origem em B'. 

Logo, y ln,ll·lll c y [ n,T]. 

PROPOSIÇÃO 3.5: Seja (E;n, 11•11) um e.Jpaço de SakL 

(a) pana cada x E E, pa~a cada e > O ~ pana cada p E S 

X = y + Z 1 p (z) o lly 11 < p(x) + c. 

(b) -B de (E 1 11 • 11} e n-c..ompac.A:a. 

Se {a) ou {b) e6Lé..ve.h veh/.J)J.c.ada, en:tão 

y I n , 11 • li l c y I n , 11 · 11 I • 

DEMONSTRAÇÃO: (a) Vamos supor inicialmente que está satisfeita a 

condição (a) e vamos provar que 

y" In, li • li l c y [ n, 11 • 11 ], onde y"[n,II·IIJ 

e a topologia definida em 2.17, supondo-se que n e dada por uma 

família s de seminormas e B ~ {B 
n 

; n E IN}, com B ~ u B, sen-n n 
-n o I À I l 

do un ~ 

À ' para algum À E F* com < < 2 ' 

Consideremos então a y" [n, 11 · 11]-vizinhança da origem dada por 



onde para cada 

pn E s. 

Seja À E 
o 

y" (li) ;=; u 
o 

n=O,l, ... , 

F* tal que 
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n n 
n:o:l 

(U + jJ B) I n n 

U = {x E E 
n 

I !. I < E o 
o - o 

p (x) 
n < E J ' n 

para cada n E 

> o e 

IN, seja 

l E F* tal que E + ll
11

] < I u11 1 • Seja X E E tal que 
n n -

P (x) 
1

-1 
sup{ I !

11 
p

11 
(x) n = 0,1, ... } < 1. 

Por hipótese, para cada n E rn, existem yn e z em E tais que 
n 

X = y + Z 
n n ' 

p (z I = O e 
n n 

Assim, para todo n = 1,2, ... , temos z E u e 
n n 

o que implica que X E U + jJ B. 
n n 

Para n = O, se 

p (x) n 0,1, ... }<1, 

então p (x) < IÀ I, do que segue que x EU 
o - o o 

-
Logo, X E y" ( U) e portanto {x; plxl < -

l} c y" (U) 

-plica que y" (li) e uma y In, 11 · 11 ] -vizinhança da origem 

Logo, y [!l,T] c y rn,Tl . 

o que im-

em E. 
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(b) Suponhamos agora que B e n-compacta. 

Seja U uma y [ n, 11 · 11] -vizinhança aberta da origem em E. Corro 

y [n,T] 

p
0 

E s e 

e n coincidem sobre os 11 · 11 -limitados de E, exis·tem 

s > O tais que {x ' p I x) < d n B c U n B. 
o 

Suponhamos encontradas p 1 , ... ,pn E S tais que 

n 
n {x 

k=l 
pk(x) < IÀ IJn w B cu n w B, k n n 

k = 1, ... , n- l. 

Queremos provar que existe p 
1 

E S 
n+ 

tal que 

n+1 
n {x 

k=1 
< I Àk I } n w 

1 
B c u n w 1 B. n+ n+ 

Vamos supor, por absurdo, que nao existe uma seminorma nestas 

condiçÕes. Então para qualquer q E S, o conjunto 

c 
q 

n 
n 

k=1 

e nao vazio. Como o conjunto w 
1 

B I U n+ 

q(x) < n} n (f"n+lB \ U) 

e y [n, 11 • 11]- compacto e 

portanto n-compacto, pela propriedade da intersecção finita existe 

um ponto X 
o 

em lw B I u) n n c 
n+l qES q 

e portanto 



X E 
o 

n 
n 

k=l 
{x 

- 8 1 -

< I À I l. n 

Temos então q (x
0

) < n < illn I para cada q E S, o que imp1ica 

< I w I . - n 

Logo x E U n ll B e portanto x E U n ll 1B, 
o n n+ 

o que e uma 

contradição. 

Assim foi construi da, por indução, uma sequência {p
0

; n E IN} 

de seminormas de S tal que 

n 
n {x 

k=l 

para todo n E ll\1. 

Logo, para todo n E Th1, temos 

{x 

Portanto existe uma y [ n, 11 · 11 ] -vizinhança U da origem dada 

por U = {x : ~(x) < l} que estã contida em U. 

r~oqo y [ n, 11 • 11 ] c y [ n, 11 • 11 ] , como queríamos. 

OBSERVAÇÃO 3.6: Por este resultadoepx 3.4vimosquese (E;n,ll•ii) é 

um espaço de Saks onde uma das condições (a) ou (b) da Proposição 

3.5 ~ satisfeita, então uma base de vizinhanças da origem para a 

topologia y [ n, 11 · 11 J pode ser dada por conjuntos do tipo 



n {x E E 
n=1 
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onde {\ ; n E IN} e uma sequência em 
n 

P* com 

{p · n E IN} e uma sequência de seminormas n-contínuas pertenn' 

centes a S. 

EXEMPLO 3.7: Vamos dar um exemplo de um espaço de Saks nao ~-

mediano onde está satisfeita a condição (a) da Proposição 3.5. ~ 

fácil ver que a terna ( 2u:,i n, 11 • 11 co) do Exemplo 3. 2 onde n e a 

topologia localmente F-convexa definida pela famÍlia de seminor-

mas não arquimedianas {pi ; i E lli}, onde pi (x) = I x
1 

I e um 

-espaço de Saks nao arquimediano. 

Sejam E > O, x E E e i E IN fixados. Se tormarmos 

y = (x 1 , ••• ,:x:i ,O, ... ) e z = {O, ••• ,O,xi+l'xi+2 , ... ) 

em !!_ ternos : 
00 

X = y + z, p.(z)~lz.l 
l l 

o 

e 

11 y 11 = sup max < jj X 11 + E. 

i l.:::_j:s_i 

Logo (ico;n, 11 • 11
00

) satisfaz a condição (a) da Proposição 3.5 

e portanto uma base de vizinhanças da origem para a topologia mis-

ta y [n,ll· 11
0

) pode ser dada por conjuntos do tipo 



onde {À 
n 

00 

n {x 
i==l 
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n E lli} e uma sequência em F* com [Ài-++oo 
n 

EXEMPLO 3. 8: Já vimos que a terna { ~ 1 ; ll, 11 • 11 
1 

) do Exemplo 3. 3 é 

um espaço de Saks. Vamos mostrar que aqui também a condição (a) da 

Proposição 3. 5 está satisfeita e vamos apresen·l:ar uma base de 

vizinhanças da origem para y [ n, 11 • 11 1 ] em 1 1 . Da mesma forma, 

fazendo, para cada x E !(,
1

, E: > O e i E lli, 

e z = (0,0, ... ,O,xi+l' xi+ 2 ,. · .) 

obtemos 

11 y 11 

X - Y + Zr 

sup 
i 

i 

i 
~ lx I ~O 

k 
k~l 

e 

;; /xkl < 
k=l 

11 X li < 11 X !I + E • 

Assim, (X, 1 ; n, 11 • 11 
1 

) satisfaz a condição (a) da Proposição 3. 5 

e portanto uma base de vizinhanças da origem para y ( n, 11 • 11 
1 

] e 

dada por conjuntos do tipo 

00 

n 
i=l 

{x E 9., 
1 

i 
L 

k~J 

onde { \
11 

n E rn} é sequência em F* com I \,I -+ + = 

EXEMPLO 3. 9: Daremos agora um exemplo de um espaç~o de Saks no qual 
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~satisfeita a condiç~o (b) da Proposiçâo 3.5. Seja (E, 11 ·li) um 

-espaço normado sobre um corpo local nao trivialmente valorizado 

(F, I • I ) tal que 11 E 11 c I F I e seja E* seu dual. 

Para cada ~E E*, definamos a norma 

II'P 11 = inf {r > O; l~(xll<rllxll). 

Seja n a topologia fraca w* que é definida em E* pela família 

de serninormas ~ ~ l~(x) I, x E E. 

Vamos mostrar que 

11" 11 ~ sup I~ (xl I . 
11 X 11 < 1 

Se 11 x 11 < 1, temos l~(x) I <r, do que segue que 

sup { I~ (x) I llxll<ll<r 

para todo numero real positivo r. Logo, 

sup li<P(x)l; .llxll < l) < 1111'11. (l) 

Tomemos agora r = sup { ['P (x) I; ll x 11 < 1} e x E E arbi·trá-

rio. Seja À E F tal que I À I ~ 11 x li • Então 
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e portanto I -1 
'I' I~ x) I .::_r, ou seja < r, o que irrplica 

11 'I' (x) 11 < r 11 x 11 • 

Da definição, segue que 

11'1'11 <r~sup{I<Pixll 11 X 11 < l}. I 2 l 

De (l) e (2) temos 

II<P 11 sup I<P (x) I· 
li X 11 < 1 

Isto mostra que a terna (E*;w*,ll· 11) e um espaço de Saks. 

Como {F,j ·]) é localmente compacto, pelo Teorema de Alaoglu, 

para todo r >O a bola fechada de raio r em (E*, 11 ··11) é w*'-compacta. l.Dgo 

(E*;w*, 11 •li) satisfaz a condiç~o (b) da Proposição 3.5. 

Assim uma base de vizinhanças da origem para a topologia mista 

y I w *; li • 11 I 

onde {Àn 

em E pode ser dada por conjuntos do tipo 

n {lJ? E E*' 
i=l 

n E JN} e uma sequência em F* com 

X. E E COffi li X. 11 < l. 
l l 

e 

EXEMPLO 3.10: Vamos dar outro exemplo -de espaço de Saks onde a con

dição (a) da Proposição 3.5 é satisfeita. Consideremos o espaço 
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Cb(X;F) das funções contínuas e limitadas definidas sobre um es

paço topológico localmente compacto e O-dimensional X e conside 

remos sobre Cb(X;F) a topologia compacto-aberta K e a topologia 

a da convergência uniforme sobre X, proveniente da norma li • li 00 

Para cada f E Cb(X;F), temos llf li ~ sup pk (f) ' onde K per-
00 

k 

corre a família de todos os subconjuntos compacto de X. Assim, 

onde S e uma família de seminormas que define a topologia K sobre 

Cb(X;F). Isto mostra que (Cb(X;F), K,ll • 11"',) é um espaço de Saks. 

Para mostrarmos que esta terna satisfaz a condição (a) da Pro-

posição 3.5 1 consideremos dados f E Cb{X;F), e> O e K C X 

compacto. Seja A um subconjunto compacto-aberto de X tal que 

K C A e 

sup lf(x) I < pK(f) + o. 
xEA 

Seja ~E Cb(X;F) a função característica de A. 

~(x) = 1 para todo x E K e ~(x) =O para todo x ~A. 

Então 

Definindo as funções h(x} = [ 1- ~(x}]f(x) e g(x)= ~(x}f(x) 

temos: f = g + h; pK(h) = O e 

11 g 11m = sup ig(xll ~ 
xEX 

sup lf(x) I < pK(f) + E. 

xEA 
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Assim a condição (a) está satisfeita e portanto uma base de 

vizinhanças da origem para y [K,cr] pode ser dada por conjuntos do 

tipo 

u ~ n {f E Cb(X;F) 
nEIN 

onde {À ;nEIN} 
n 

e uma sequência em F com IÀ I·+ +oo e {K ·nEJN} 
n n' 

e uma sequência estritamente crescente de compacto-abertos de X. 

TEOREMA 3.11: Se K e. a J.:.ao topof.ogia-6 de.6-út!.da.ó .t.obJte. Cb(X;F) 

c. orno no Exe.mpio 3.1 O, e.n.:tão S "" y [ K, cr] • 

DEMONSTRAÇÃO~ Vimos em 0.13 que S e K coincidem sobre os o-l.imi-

tados. Logo S c y [K,cr] 

Vamos mostrar que y [ K, o] c B. Seja U uma y [ K, Q]·-vizinhança 

da origem. Pelo Exemplo 3.10, existe uma y [K,o]-vizinhança da 

origem u
1 

c U do tipo 

e as sequências 

n 
nEIN 

{f E Cb (X;F) 

{K ; n E IN} e {À 
n n 

propriedades lá enunciadas. 

Vamos definir uma função limitada cp 

n E IN} satisfazem as 

X -+ F pondo 
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se 

~ ( x) 
-1 

À ' n 
se 

o' se 

que e contínua. Com efeito, seja 

tão X E u H ' onde H1 ~ K1 o nEIN n 

x E K - K 
n n-1 

x E X \ u Kn, 
nEIN 

x
0 

E X. Se 

e H ~ K - K 
n n n-1 

U K 
nEJN n 

' para 

en-

n >l. 

Logo, algum j ~(xo) 
-1 

Dada vizinhança para E IN, temos ~ À . • uma 
J 

W do ponto 
-1 

À. 
J 

em (F, I· ]l, podemos escolher uma vizinhança W' 

-1 
de À. tal que 

J 
W' c W e 

-1 
Àn 1 w', para todo n 'I' j. Assim 

-1 
sendo, <P (W 1 ) = H. ' 

J 

e contém o ponto X • o 

Se E X\ U K 
nElli n 

que e um 

Portanto 

então 

subconjunto aberto ·e fechado de 

~(H.) c w. 
J 

~(X ) ~ o. Seja então v uma 
o 

zinhança do zero em (F, I • [). Como 
- 1 

À ~ O, existe n E lN n o 

que para todo n > n , 
o 

-1 
Àn E v. Seja 

n 
o 

A=X\ U Kn 
n=1 

que e um conjunto aberto e fechado e contém x
0 

Se X E ]} 

X 

vi-

tal 

e 

X " 
X ' o 

temos ~ (x) para algum Portanto cjl (x) E V, 

ou seja, cjl(A) c V. 

Logo <P e continua. 
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Da construção de rp decorre imediatamente que 

Assim a aplicação 

f->p.(f) 
~ 

= sup ll1(x)f(x) I 
xEX 

~ E C (X;F) 
o 

e uma seminorma para a topologia S. Considerando então a B-vi-

zinhança da origem u
11 

{f~ Cb(X;F) : p~(f) ~ 1}, temos que se 

E U g -·· ~'1 então 

sup I~ (x) g (x) I < l. 
xEX 

Portanto, para cada n E IN, temos 

sup 
xEK 

n 

I g 1x1 I = sup 
xEK 

n 

Logo g E u. 

sup 
xEK 

n 

sup 
xEK 

n 

l~ix)g(x) 

L'-1os·tramos assim que a topologia estrita definida no §O e a 

topologia mista y [K,cr]. 

Na verdade este resultado continua verdadeiro mesmo quando i3 

estj_ver definida sobre o espaço das funções contínuas e limitacJas 

definidas em X e com valores em um espaço normado (E, 11 ·li), em 

lugar do anel de divisão (F, I· I). 



§4- TOPOLOGIAS MISTAS DE ALGEBRAS 

DEFINIÇÃO 4.1: Seja F uma anel de divisão. Uma ãigebna E sobre 

F é um conjunto que possui uma estrutura de espaço vetorial sobre 

F, no qual está definida uma aplicação (x, y) ...;. x · y de E x E -+ E 

satisfazendo, para quaisquer elementos x, y e z em E e a em 

F, as propriedades: 

(li (X + y) Z xz + yz e x(y + z) = xy + xz 

(2) n (xyJ = (ux)y = x(ay). 

Uma álgebra E é dita ah~oc~at~va se a multiplicação satisfi

zer também a propriedade: 

(3) x(yz) = (xy)z para quaisquer elementos x,y e z e'll E. 

Dizemos que E e comutat-i.va se for satisfeita: 

(4) xy = yx para quaisquer elementos x e y em E. 

E e uma â.ige.b!La c.om -identidade se existir um elemento nao 

nulo e em E chamado elemen-to -Lde.n.t-i.dade. de E tal que ex= xe = x 

para todo x E E. 

DEFINIÇÃO 4.2: Uma O.ige.b!ta .topofôg-i.c.a sobre (F, 1·1) e um par (Etc) 

onde E é uma álgebra sobre F e T e uma topologia de EVT sobre 

E tal que a aplicação (x,y) --+ x • y de E x E em E é contínua. 
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DEFINIÇÃO 4.3: Uma álgebra E e dita uma ã.tge.bha YlDhlliada se E é 

um espaço normado CUJa norma 11 · 11 satisfaz, para quaisquer ele-

mentos x e y em E, li xy li ::_ li x 11 o li y 11 o 

Se E for uma álgebra com identidade, suporemos que 11 e 11 = l. 

Claramente, toda âlgebra normada é uma álgebra topológica. !-1ais 

geralmente, (E,T) é uma álgebra topológica se E for uma álgebra 

e T for uma topologia de EVT sobre E dada por uma família de 

seminorrnas r tal que dada p E r existe q E l, satisfazendo 

p(x y) < q(x)q(y), 

para todo par x e y em E . 

Com efeito, se U e uma vizinhança arbitrária da origem, exis-

te r tais que 

U ~ {x E E; p. (x) <E, i"" l, ... ,n}. 
1. 

Para cada i = l, ... 1 n, seja q
1 

E 1' 

acima. Então 

satisfazendo a propriedade 

v {x E E q.lxJ<I-ci 
l 

e tal que V · v c u. 

Seja E uma álgebra sobre F e sejam n e ·1: duas topologias 

de EVT sobre E com n c T. Como vimos no § l, as topologias n 

e T dão origem a uma nova topologia y [n,Tl de EVT sobre E, a 

qual foi chamada topologia mista determinada em E por n c T. 



-92-

Veremos a seguir algumas condições sobre E, n e T que to r-

nam (E;y [ n,T]) uma álgebra topolÓgica. 

LEMA 4.4: Seja E uma âJge.bha ~ob!t.e (F,I·Il. Se T é umatopolog,é_.a 

de. EVT taf que. a mu.t.tiplic.aç_Zio (x,y) -+ xy e. c.on:tZnua na ohige.rn, 

e.nt~o (E,T) e uma ~lge.b~a topol6gic.a. 

DEMONSTRAÇÃO' Sejam (x ,y ) E E x E e U uma y-vizinhança da ori
o o 

gero em E. Seja V outra vjzinhança da origem tal que 

v + v + v c u 

e consideremos uma T-vizinhança equilibrada W da origem satisfa-

zendo WW c v. 

Como W é absorvente, existe 6 > O tal que se 

I À I > 6 , ternos {x ,y } c ÀW. Escolhido e fixado 
o o 

l, 
-1 -1 

> temos que À X E w e À Yo o 
E 

remos x E x + 
o 

À- 1w e y E Yo + À- 1w. Então existem 

w tais que 

Logo, 

e y == y + À-
1w'. 

o 

xy :::: X y + 
o o 

-1 
À wy

0 

-1 + x À w' o 
-1 

+ À 'wÀ w'. 

Mas 
-1 

À wy 
o 

-1 x À w' o 
-1 

== (À x ) w' 
o 

E WW c V; 

EWtVCV; 

À E F com 

À E F com 

w. Conside-

w e w' em 
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e 

pois W é equilibrada e 

Concluímos que xy E x y + U, e portanto (x,y) ~ xy 
o o 

-

e con-

LEMA 4.5: Seja (E,T) uma â.tge.bha -tupolÔg.{c.a. Se. U e uma t- V-<-Z--t.-

nhanç.a da OILÁ..gem e. B ~ T-l-Lm-Ctado, então exA..-6:te u.ma t-v.Zzinharu;a 

v da on.).gem .tal que VB c U e BV c U. 

DEMONSTRAÇÃO: Como {x,y) ~ xy e contínua, existe uma T-vizi-

nhança w da origem tal que ww c u. Como B e -r-limitado, existe 

ó > o tal que para qualquer À E F com I À I 
Seja um deles À 

o 

e 

como queríamos. 

fixado e seja v -1 
À

0 
W. 

VB. c 

BV C (À W) (À-
1W) = WW CU, 

o o 

> 6 ' terros B c ÀW. -

Então 

TEOREMA 4.6: Seja E uma ãtgebJta .õobJte_ (P, 1·1) r_ n e T dtLa-6 :to-

pof.ogJ.cu. de EVT fJOb!Le. E. Suponhamo!.l que. T e de.fÍJ._núia poh uma no,~ma 

ilubmuJ'..t.ZplJ.c.at.-i.va 11 • 11 e que B = {B 
n 

n E IN} um 



óundame.n.-t:al de. .t.u.bc.on.Jun.to.6 T-limi:tado.t. de. E .t.a:ti.t.óaze.n.do a.ó ptw-

p!t"-edade~ (a)-(d) do Exempto 2.2. Supon.hamo.ó que. paha c.ada n-v~ 

z-<-n.han.ç.a U da ohig e.m e. paJt._a c.ada n E IN e.xL6:ta uma n-viz-<-n.hanç.a 

v (V n B )B cu. En.:tão (E; y [ f1 1 T]) é. wrra n n 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema 4.4 1 basta provarmos a continuidade da 

multiplicação na origem. 

Seja 

00 n 
u ~ u k 

n=l i=1 
(u. n B. 1 

l l 

urna y [n,T]-vizinhança da origem (ver 2.1). Lembramos 

propriedade (d) , 

B ~ {X E E : li X li < l}. 

À E F com 
o 

Consideremos a aplicação 

v Thf x IN -* Thf definida por 

v(i,j) = (i + j) (i + j + 1) 
2 

para cada par (i I j} E m X IN . 

+ j f 

que da 

e 

injetora 

Queremos encontrar n-vizinhanças v
1

, ••• ,Vn da origem tais 

que 

(Vl. n B.) (V. n B.) CU (" ") n B 
1 
.. 

1
• (A) 

l J J v 1,] v l,J 

Usando o Lema 4. 5 para B 1 e uv ( 1, 1) I obtemos~ n-vizinhança 
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v
1 

da origem tal que 

Além disso, corno 11 • 11 e submultiplicativa, ·temos 

pois B e equilibrado e v ( 1, 1) 4 > 2. 

Logo, 

u 
v(1,1) 

n 8 v ( 1 , 1) · 

Suponhamos escolhidos V11 ••• ,Vn satisfazendo (A), para cada 

par i, j < n. Seja 

n+1 

u = i~l uv(i,n+l) 

uma n-vizinhança da origem. Pelo Lema 4.5, existe uma n-viziru~ça 

Vn+l da origem tal que 

Assim, para cada k, 1 < k < n + l, temos: 

C B 
1 

(V 
1 

n B 
1

) C U C U ( . 
1

) , n+ n+ n+ v l,n+ 

para todo i, 1 < i < n + 1. 



Além disso, 

Logo, 

Tomando 

temos: 

00 

vv = u 
n=l 

00 

c u 
n=1 

00 

c u 
n=l 

por (A) • 

Logo, vv c u. 
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c Bv(k,n+l)' 

00 n 
v = u ); {v. n B. ) , 

l l 

n 
); 

i=l 

n 

n=l i=l 

(V. n B.) 
l l 

); (Vi n Bi) (V j 
i, j = 1 

n 
); (U I. . ) n 

i, j=l v l,J 

n 

n 
L (VJ. n BJ. ) c 

j=l 

Bj) c 

B I . . ) ) ' v l,J 

EXEMPLO 4.7: Seja X um espaço topológico localmente compacto e 

s = r 1 K, .cr l a topologia estrita sobre Cb(X;F). Por exemplo, 
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quando X e O-dimensional, vide Exemplo 1.31. Vamos mostrar que 

(Cb(X;F), Sl satisfaz as hipóteses do Teorema 4.6. 

Se f f g E cb (X;F) I temos 

llfgllw= sup [flx)g(x) [ 
xEX 

< sup [flxl [ sup [glxi [ -- llf llw • llg 11"' · 
xEX xEX 

Portanto 11 • 11 e submultiplicativa. 
00 

Agora, seja B = {f E Cb(X;F) ' 11 f 11 < p-nl. onde p = [i, [ n m o 

e O < jÀ
0

1 < ~ e escolhido para a definição do 

sistema fundamental B = {B ; n E ThT} 
n 

de (J -limitados ele 

Cb(X;F). Consideremos a K-vizinhança da origem dada por 

pK(f) < s}, 

onde K é um subconjunto compacto de X e E > O dado. Escolhamos 

i5 > O tal que 

se f E V n Bn e g E B 
n 

então 

e 

sup [f I x) [ < o 
xEK 

sup[glxl[ 
xEK 

< sup jg(x) I < p-n 
xEX 

o que implica que para todo X E K, [flx)g(x) [ 

to f g E U. 

-n 
< óp , e portan-

Pelo Teoremil 4.5 (Cb(X;F), S), e então, uma álgebra topolÓgica. 



DEFINIÇÃO 4.8: Seja (E, 11·111 uma álgebra normada sobre (F' I • I I 

e seja n uma topologia de álgebra topológica sobre E tais que 

existe um conjunto S de seminormas 11-contínuas que define a to-

pologia ll satisfazendo 11 • 11 = sup S. Sob essas condições, o es 

paço de Saks (E;rt, 11· 11) sera chamada uma â.tge.b!La de. SaR.-6. 

TEORE:tvlA 4.9: Se.ja (E;n,ll• 11) uma âfge.bJta de. Sah-& ~ta! que. n e.J:tii 

i E I} de 6 e.m-én.o1Lma.6 ~ que. 

paJta :todo p. (xy) < p.(x) p.(y) 
l ~ J J 

paJta todo pafL x e y de. e.fe.me.n.:to-5 de. E. Se. uma da.ó c.ond-iç.ÕCA [a) 

.tema t)undame.ntal de. /5 e.m.-Ln.otuna.6 r que. de.6-éne. a topotog-i..a. y [ n ,11 • 11] 

.taf__ que. dada p E r, e.x-í-5:te. q E r .6a:t.-L.66aze.ndo p(xy) < q(x)q(y), 

pa!La :todo pa!L x, y E E. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 3.5, uma família de seminormas que 

define aplicações x 4 Ptx) onde 

p(x) 

y [n,ll_· H] pode ser dada pelas 

~ sup IÀ l- 1
p (x) onde 

n n n 
{À ;nEIN} 

n 
é uma sequência em F 

com 1Àn1 ~ + 00 e {pn n E IN} c s. 

Seja ~ E F tal que I" I > l. Vamos definir uma sequência 

{"n n E IN} em F pondo lln ~ lJ2n e tal que para cada nEJriJ, 

I" 12n < Como e como 

seque que I "n I ~ + 00 

Além disso, para cada n E IN, e 



Consideremos, para cada n E lli, jn E I tal que 

< p. (x)p (y) 
l n n 

Assim, dada 

I , I - 1 ~(x) = sup An pn(x), 
n 

temos, para quaisquer x e y em E, 

p(xy) = sup IÀnl-
1 

pn(xy) 
n 

< sup 
n 

, n
1

-1 
I o P. (x) 

ln 

= q(x)q(y). 

< sup 
n 

sup 
n 

IÀ l-
1
p. (x)p. (y) < 

n J J n n 

n
1

-1 
I~ p. (x) = 

ln 

COROLARIO 4.10: Soú aó hipô-te_!.:Je.!.:J do Te.o!t..e_ma 4.9, (E;y [n,II·IIJ)~ 

uma â.tge.bJta topofôg-<_c.a. 

Sejam dadas agora E uma álgebra sobre F, T uma topologia de 

EVT sobre E e m : E x E-+ E a aplicação dada por m(x,y) = xy, 

para todo (x,y) E E x E. 

Consideremos as seguintes propriedades: 

(l) m Z .t.e.pa!utdame.nte. c.ontZvtua. 

(2) m ~ hipoc.ont2nua, isto e, para cada T-vizinhança U da 

origem e para cada subconjunto T-limitado 13 de E, existe 
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uma T-vizinhança V da origem em E tal que VB U BV c U. 

(3) m ê eon.tlnua. 

Claramente (3) ~ (2) ~ (l). 

Numa álgebra topológica, a condição (3) está satisfeita por 

definição. Vamos introduzir, seguindo [ 6 ] , uma classe de álge

bras para as quais (2) está automaticamente verificada e que contém 

propriamente a subclasse das álgebras topolÓgicas constituída pe-

las álgebras normadas. 

Se (E, 11 • 11) é uma álgebra normada e n é L~ma topologia de EV'l' 

sobre E passaremos a estudar algumas propriedades da topologia 

y [ n' 11 • li J que são herdadas da topologia n. 

Inicialmente veremos algumas definiçÕes: 

--L"": 
~J 

Ln 
DEFINIÇÃO 4.11: Chamamos de átgebna s-~opotõgi~a a uma álgebra E ~J 
munida de uma topologia de EVT que toma a multiplicação em E, 

separadamente contínua. 

Claramente, toda álgebra topológica e s-topolÓgica. 

DEFINIÇÃO 4.12: Um subconjunto A de uma álgebra S -topolÓgica 

(E,T) ~ m-bon~Zuono a e~quenda se para todo subconjunto limitado 

B de E existir O > O tal que para todo À E F com 

tivermos BA c ÀA. A.nalogarnente deÍine-se con-Jun:to m-bonrúvono ã CÜ.Ju!) __ .ta. 
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DEFINIÇKO 4.13: Uma álgebra s-topolÕgica (E,T) é chamada 

m- boJu~.-Ivo!La ii eAqttVtda (resr:ectivamente à diAU;ta) se possuir um siste:tm fun-

darrental de vizinhanças da origem consistindo de conjtmtos m-}y)rnívoros à es 

guerda (respectivamente à direita). Direrros que (E,T) é Loc.CÜJ11e.n;tc. m-boruUvoJLa 

<..~possui um sisterra fundanental de vizinhanças da origem consistinto de conjun-

tos m-bornívoros à esquerda e á direita. 

OBSERVAÇÃO 4.14: Seja (E,T) uma álgebra topológica cuja topologia 

é dada por uma família r de seminonnas tal que dada p E r existe q c r 

satisfazendo, para tcx:io x, y em E, p(xy) _:s_ p(x)q(x), Então (E,T) é local-

mente m-bornivora. Com efeito sejam B E IL (T) e U uma vizinhança da orj_ 

gem. Então existe p
1

, ••• ,p
11 

E r e c.: > O tal que U ::J {x E E : p. (x) <c} , 
l 

i ""1'' .... ,n. Para cada i = l, ... ,n, existe qi E r tal que pl. (xy) < p. (x)q. (y). 
- l l 

Mas dados O< ó < 1 e V= {x E E :q. (x) <0}, existe lJ >O tal 
l -

que B c ÀV sempre que I À I > ~. Disto ·temos BU c HJ para todo 

À E F com IÀI 2:_1-1. Logo Ué m-bornívoro a equerda. Analogamente mo~ 

'cra-se que U é m-bornívoro a direita, do que segue o resultado. 

OBSERVAÇÃO 4.15: Se {E, 11 ·li ) e uma álgebra normada então e local-

mente JTJ-bornivora. Isto segue claramente de 4.14 e da D.2finJ.çRo 4.8. 

OBSERVAÇÃO 4.16: Em uma álgebra localmente m-bornívora {E,T) a mul 

tiplicação e hipocontínua. 

De fato, sejam b E IL (T) eU uma l-vizinhança da origem em E. 

Por hipótese existe 6 > O tal que para todo À i::O F com I À I 2:_ ó, 

tem-se BU c ÀU. Fixando um tal \ e tomando a T-vü~hL"lança da origc._:n~ 

dada lXlr V=À-
1
0, temos BV = B(À-TU)C U o que implica que a muli~iplicação 



- 1 o 2-

hipocontinua à esquerda. Analogamente provamos que a multiplica

çao e hipocontinua à direita. 

PROPOSIÇÃO 4.17: Sejam (E,n) e (E,T) dua.& âlgeb!ta.6 s-topolÔglc.M 

(E, y [n,T]) ~ uma âlgeb~a s-topol5glc.a. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja 

u 
oo n 
u L: 

n=1 i=l 

Então 

uma y [n,T]-vizinhança da origem dada como em 2.1, e seja x E E. 
o 

Para cada n E IN, seja 

e s-topológica, dada 

j E IN 
n 

tal que X B 
o n 

c B. 

existe uma n-vizinhança 
Jn 

u 
n 

Como (E,n) 

da origem 

tal que X U 
o n 

Considerando a y [ n, T J -vizinhança da origem 

dada por 

temos 

X v 
o 

onde m 

Logo 

00 n 
u 2: 

n=1 i="l 

00 m 
c u L 

n=l k~1 

v ~ 

(xo V i 

(Uk n 

oo n 
u L: 

n=l i=l 

n xoBi) 

Bkl 

max { j 
1 

, ••• , j n} . 

X V C U. (1) 
o 

(v. n B. 1 
l l 

00 n 
c u L (U. n B. I c 

n=1 i=l ]i ]i 
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Analogamente mostra-se que dado y E E 
o 

e U, 

y [ n, T] -vizinhança W da origem tal que 'i'ly c u. 
o 

existe 

( 2 I 

De (l) e (2) decorre que (E, y [n,T]) ã s-topolÕgica. 

uma 

TEOREMA 4.18: Se. (E;n,T) é uma â.ige.b~ta de. Sah..ó .:ta.t que. (L6 .:Sem-i.-

-e uma 

â.lge.b~a loealme.nte. m-bo~niuona. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 4.17 I (E I y r n I T 1 ) é uma álgebra s-

topolÓgica. Pela Proposição 3. 5, uma base de vizinhanças da origem 

para y [n,T] pode ser dada por conjuntos do tipo 

u = n {x E E 
n=1 

onde para cada n E rn, a t= P*, 
n 

la I ~ + ~ e p E s. 
n n 

Seja U uma y [n,T]-vizinhança da origem des·te tipo e seja 

L E JL (y [n,-r]). Como (E;n,T) é um espaço de Saks, IL (T) possui 

uma sequência fundamental de conjuntos n·-fechados. Portanto, pelo 

Teorema 2.6, LEIL(T). Seja B a bola unitária de (E ,T). 

Então existe ô > O tal que para todo À c F com I\! .:. C, temos 

L C \B. 

Se x E E e b E L, temos para cada n c lli, 

p (xb) < p (x)p (b) < pn(xlllb 11 < la I l!,j, 
n n n n 
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isto e, xb E ÀU. Logo U é m-bornívoro à esquerda. Analogamente 

mostra-se que U é m-bornívoro à direita, de onde segue o resul-

tado. 

Já vimos no Exemplo 4.7 que (Cb(X;F), S) com X localmente com

pacto é uma álgebra localmente m-bornívora. Observamos aqui que 

(Cb(X;F); K,ll• 11
00

) satisfaz também as hipótese do Teoreoma 4.18. 

TEOREMA 4.19: Se.ja (E;n, 11·11) uma ã...ige.bna de. SaR..ó pa!ta a qual e..ótâ 

hat-t.õúe.-U:a uma dah c.on.d.-Lç.õe.~!J (a) ou. (b) da P!topo;..,[ç.ão 3.5 e .óu.-

pon.hamo.ó que. a 6amllia S de. .óe.min.ottma.ó n-c_on-tlnu.a-6 c.om 11·11 == supS 

.t;,at,i..õóaz a 6 e.gu..-tnte. p!top!LJ..e.dade.: ( *) e.x.{.ó:te. q E s ta./' que paha 

toda p E s, e pa!ta :todo pah X e y em E, p (xy) < p(x)q(y). 

Seja r a c.o!Ltr... e.t. po n.d e.n.:t e fiamZl-La de .6 e.minonma-6 que. deü"-ne 
-
y In, li · 11 J . En-tão e.xi...õte. uma .6 e.nú.noJtma y [n,il· 11]-c.on-tlnua -

q ta./' 

que p (xy) < p (x) q (y) 

E. 

paJta ~odo p E r e pana ~odo paJt x e y em 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 3.5, as seminormas de r sao do 

tipo 

x-+ i:)(x) 

onde {pn ; n E lli} é uma sequência em s e Àn -+ + = em F. Seja 

S' a família das seminormas n-continuas dada pelos múltiplos es-

calares positivos dos elementos de S. ~ claro que cada seminorma 
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de s 1 e Jl-contínua e s 1 satisfaz a propriedade ( *) . 

Consideremos a seminorma 

x-f éi(x) ""sup 
n 

-1 I IÀ I 111, qlxll, 
n n 

onde q é dada por hipótese. f: claro que q e y [n, 11·11]-contínua 

por ser n-contínua e tem-se, para toda p E r e para quaisquer 

X e y em E ' 

J?(xy) = sup 
n 

Isto completa a prova do teorema. 

< p(x)q(y) 

COROLÂRIO 4.20: Sob ah hipÕ-te.6e..6 do Teol(.e_ma 4.19, (E,y [n,ll· 11]) 

ii. uma ii.C.ge.bha loc.aime.n..te m-boJtn.LvoJLa. 

TEOREr--11\ 4.21: Seja (E,T) uma â.tge.bna nohmada e heja (E, n I wna 

â.tgebha s-.topulÕgic.a .tal que a bola u.nl.tânia B de (E, T) 

n-fJecJwda e ,_sa._:t;._,:,tíaz, pana todo c.onjun.to U de. tuna ba,:,e LL de n -v-c 

ún{üutç.ah da oJtige.n1, a c.ond-Lç.ão UB u BU cU. E;,tão (E,y ln,·;:]) e 

uma ã-tge.bha loc.alme.rde m-boJLnlvoJw. 

DE~10NSTRAÇAO: Pela Proposição"4.1.7, (E,y [n,T]) c uma álgebra 

s-topolÓgica. Por Proposição 2.17, uma base de vizinhanças da ori-

gem para a topologia y ln,TJ pode ser dada por conjuntos do tipo 



onde (Un 

gem e (an ; 

Seja u 

n ~ 

n ~ 

uma 

u u 
o 

0,1, ... } 

0,1, ... } 

vizinhança 
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n n 
n=l 

e uma 

e uma 

(U 
n 

n a B) 
n 

sequência 

sequência 

da origem desse 

de n-vizinhanças da ori-

em F* com I a I ~ + 00 

n 

tipo e seja L um sub-

conjunto y [n,T]-limitado de E. Como B é n-fechada, pelo Teo-

rema 2. 6, L é T-limitado. Então, para algum À E F*, temos 

L c ÀB. Assim sendo, 

LU n n n 
n=1 

(LU n La B) C ÀBU 
n n o n (ÀBU 

n n=l 

c À [ u 
o 

n n (U n a Bl I 
n=1 

pois para todo n = 0,1, ... , 

n n 

BU C U 
n n 

Analogamente mostra-se que UL c U. 

C ÀU, 

n Àa BB) 
n 

c 

Segue-se então que (E,y [n,T]) e uma álgebra localmente m-bor-

• DlVOra. 

EXEMPLO 4. 22: Vamos dar exemplo de uma álgebra E e duas topolo-

gias n e T definidas sobre E, satisfazendo as condições do Teo 

rema 4.21, tornando portanto (E,y [n,T]) uma álgebra localmente 

m-bornívora. 

Seja (E, 11 ·li) uma álgebra normada e (E,n) uma álgebra s-topo-

lógica definida por uma famllia r de seminormas satisfazendo 
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(l) existe pEr tal que llx I[ < p(x) para todo x E E. 

(2) q(xy) < llx 11 q(y) para todo x, y em E e q E r. 

De (l) segue imediatamente que a bola unitáJ:-ia B de (E, 11·11) 

e n-fechada e de ( 2) , que UB u EU c U para todo conjunto U de 

um sistema fundamental U de n-vizinhanças da origem. Lo<Jo as hi-

póteses do Teorema 4. 21 estão verificadas e portanto (E,y l '1,11· li l J 

é uma álgebra localmente m-bornívora. 

EXEMPLO 4.23: Um exemplo concreto da situação anterior e o se-

guinte: tomemos E= Cb(X;P), onde 

X ~ {t E F lt I < 1}; 

T a topologia em E dada pela norma 11 • 11 
00 

o que torna (E, T) urna 

álgebra normada; e ll a topologia em E dada pela família de sern.i-

normas 

Observamos que 

sup 
xEX 

]f (x) I 

llf 11
00 

~ sup ]fix) I 
xEX 

nEmu{o}. 

Assim, T C 11, do que segue que a bola unitária c-fechada de (E, T) 
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Afirmamos agora que para cada U pertencente a um sistema fun 

damental de n-vizinhanças da origem em E, se B denota a bola 

unitária de (E,T}, então BU u UB c U. Com efeito, seja 

Se 

u 

f E B 

U ~ {f E E sup I f ( x) I 
xEX 

n 

e g E U, temos 

pn (fg) ~ sup 
xEx 

< sup 
xEX 

I f ( x) I sup 
xEX 

lf(x)g(xll 

I g(xl I 

< 11 f li p (X) < l • C ~ C • 
oo n 

< 

Além disso, (E,n) e uma álgebra s-topolÓgica, 

< 

ou seja fixa-

do f E E, 
o a aplicação (f

0
,g) -+ f

0
g é contínua na origem. De 

fato, dada 

u ~ {h E E sup I h (xl I lxln < é: } I 

xEX 

seja 

lxln 
E 

v {h E E sup I h (xl I < } 
xEX 11 f

0
11 oo 

Se g E v, temos 



sup 
xEx 

j(fg)(x)j 
o 

~ 1 o 9 ~ 

sup i f (x) I • 
xEX 0 

< 11 f 11 o 00 

sup 
xEX 

jg(x) J 

E. 

Pelo Teorema 4. 21, (E, y [ ll, T] ) e então uma álgebra localmente 

m-bornívora. 

DEFINIÇÃO 4.24: Seja E um espaço vetorial sobre F e sejam n e 

t duas topologias de EVT sobre E. Consideremos a famllia N' de 

todos os conjuntos da forma 

w 
m n 
u ); 

n=l i=1 

onde {On 

da origem e 

n E JN} e uma sequência arbitrária de n-vizinhanças 

{a ; n E JN} 
n 

e uma sequência em F com 

:E: fácil ver que N consti t.ue um sistema fundamental de vizinhan-

ças da origem para uma topologia de EVT sobre E. Vamos denotar 

essa topologia por w. 

PROPOSIÇÃO 4.25: Sejam E, n e. T c.omo na Ve6iniç.ão 4.24. Entào 

ll c w. 

DEMONSTHAÇÃO: Dada uma n-vizinhança V da origem, existe uma n 

vizinhança u 
I 

da origem tal que u
1 

+ u
1 

c V. Da mesma forma, 

existe uma n-vizinhança u2 da origem tal que u
2 

+ u
2 

c u
1

, Assim, 



para cada n 

u + u c 
n n 

{U 
n ; n E IN} 

temos 

Logo 

E IN 

u 
n-1 

de 

- 1 1 o-

existe uma n-vizinhança U da origem tal que 
n 

Concluimos, então que existe uma sequêncj_a 

n-vizinhanças da origem tal que, para cada n E JN, 

00 

u 
n 
:E 

n=:1 i=1 
(U. n a. U) c V 

l l 

e portanto n c w. 

TEOREMA 4.26: Seja (E,n) uma álge.b!ta noJtmada e. (E,T) uma éltge.blta 

s-~opol~giea paJta a qual e.xi~~e. uma ba~e. U(T) de. vizinhançaA da 

u que. ab.óo!Lve.m o.ó c.onjunto.ó 

us u su. Então (E,w) ~ uma ~lge.bJta loc.alme.nte. m-bonnZuoJta. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja 

00 n 
w ~ u :E 

n=l i=1 

uma w-vizinhança da origem onde para cada n E IN, u ~ a s para 
n n 

algum a E F* sendo s a bola unitária de (E, n) • 
n 

Seja L um subconjunto w-limitado de E. Como n c w, L e 

também n-limitado e portanto existe ô 
1 

> O tal q~e pc.tra tcXlo À EP 
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com ]\] > 5
1 

, L c \S. Assim, para cada n c: IN, 

LU C \ Sa S c À o: S "" .\ U 
n n n n 

Por hipótese existe 02 > O tal que para todo 1-1 E F com 

US u SU c IJU. Assim, LU c \SU c ÀiJU para todo \ e 

para todo ;..t em F com j). j _::. O 1 e 

n a uI ~ LU 
n n 

n La u 
n 

CvU navU"" 
n n 

c 

v[U naU], 
n n 

para todo v E F com jvj > 5. 

Logo, 

L í'J -

ro n 
u í: 

n=l i=l 
(LU. nLaU) 

J. n 
c 

n 
u í: (Ui 

n=l i=l 
na.U) -

l 
'JW. 

Analogamente mostramos que W L c -vW para todo v E F com 

i v I > o. 

Logo W e um conjunto m-bornivoro e portanto (E,w) e uma âl-

gebra localmente m-bornívora. 
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COROLÂRIO 4 . 2 7 : Sejam E, n e. T c.omo no Te.o!Le.oma 4.26. Então 

a multiplicação e.m (E,w) ~ h~poc.ontlnua. 

DEMONSTRAÇÃO: Segue do Teorema 4.26 e da Observação 4.16. 

EXEMPLO 4.28: Vamos dar um exemplo da situação do Teorema 4.26. 

Consideremos a álgebra Cb(F) das funções contínuas e limitadas 

definidas em F e com valores em F. Seja f E Cb (F) tal 

f{x) = x para todo x E F. Consideremos também a subâlgebra 

de Cb (F) 

Seja n uma topologia em E induzida pela norma 

llg 11 ~ sup lgixl I· 
xEF 

~ claro que (E,n) é uma álgebra normada. 

Seja T a topologia definida sobre E pela semi norma 

p(g)~ suplhlxll· 
xEF 

e g = fh , temos 2 2 

sup lh 1 (x)g 2 (x) I < llg 2 11 pig 1). 
xEF 

que 
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Analogamente obtemos p(g 1 ,g
2

) _.2_ llg.111p{g
2
). Com isto acaba;nos 

de provar que {E,r) e uma álgebras-topológica. 

Observamos ainda que dada uma T-vizinhança U da origem e con 

siderando a bola unitária S de (E,n}, se g
1 

E: U e g
2 

E S, te-

mos p(g
1
,g

2
) .:::_ llg

2
11p(g

1
) < p(g

1
), o que implica us cu. 

AnaJ.ogar,1ente temos SU C U. 

Então, pelo Teorema 4. 26 se tu e a topologia correspondente a 

q e T como na Definição 4.24, (E,w) e uma álcrcbra localmente 

m-bornívora. 

EXEMPLO 4.29: Seja (F, 1·1) um anel de divisão -na o trivialmente 

valorizado não arquimediano. Já mostramos, no Exemplo 4.28, que 

(E,T) é uma álgebra s-topolÕgica. Vamos mostrar que a multiplica-

ção em (E,T) não c hipocontínua. Para isso vamos definir uma se-

q uência {g 
'1 

n c IN} de funções dadas por 

r -1 
E B(O, la 12 1 a n x, se X 

j 
n 

gn 
2 

a se X 9' B(ü,la I I n n 

onde {a 
n 

n E TI'J} é uma seCJuência em F com 

Claramen-te temos g
11 

E Cb (F) , para cada 

p(g ) 
n 

-í 
~ I a I . 

n 

l<la17+w 
n 

n E IN 

Assim 1 
{g . n , n E rn} converge a zero na topologia 1. Mas 
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-2 
{g · n E IN} 

n ' 
nao e T-convergente a zero, pois para todo n E IN, 

Consideremos uma T-vizinhança V da origem dada por 

U = {g E E p(g) < 1} 

e o conjunto 

n E IN} E IL (T). 

Para qualquer T-vizinhança V da origem, existe n
0 

E IN tal que 

para todo n > n , g E V, mas 
- o n g g 'i' U pois 

n n ' 
p(g~) = l. 

Isto contradiz o fato da multiplicação ser hipocontinua em 

(E,T). 

Este e um exemplo de uma álgebra s-topológica que não e topo-

lógica. 

TEOREMA 4.30: Seja (E,n) u"ma â.tgeb!La s--topol.Ogic.a c.uja mulLi.pii-

c.aç.ão C. {úpoc..ovt-tZnua e .0e_Ja (E,T) w11a ã-tgebJta nofLmada c.u.ja 

c.ontZnua. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja 

y ( U) = 

ro n 
u E 

n=l i=l 

baia 

-e 
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urna y [n,c]-vizinhança da origem em E onde Ué uma L-vizinhança 

limita da da origem em E e seja B um subconjunto y ln, T] -limi-

tado de E. 

Como n c y [n,T], B e também n-limitado e como (E,n) tem 

multiplicação hipocontínua, para cada n E IN, existe uma 

zinhança V da origem tal que 
n 

BVn U V B C U n n 

n·-vi-

Agora, dada a L-vizinhança U da origem em E, como (E,T) e 

uma álgebra normada, exist.e uma L-vizinhança W da origem em E 

tal que WW c U. Ainda do fato de (E,T) ser normada e de possuir 

a bola unitária n-fechada 1 segue do Teorema 2. 6 que B é também 

L-limitado. Logo para algum À E F, temos B c ÀW. Escolhendo uma 

L-vizinhança da origem 
-1 

V = À W, temos 

e 

Logo, ·tomando, 

y I V) 

ternos: 

BV C ÀWÀ-lW -- WW CU 

oo n 
u L 

n=1 i::::::l 
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oo n 
By(V) = U L 

n= 1 i= 1 
(BV. n a.BV) C 

c 
n 

u L (Ui 
n=l i=l 

e, analogamente, y(V)B C y(U). 

l l 

n a.U) = 
l 

y (U) 

Assim sendo, a multiplicação em (E,y [n,Tl) e hipocontínua. 



§ s - o ESPECTRO DE 1 cb IX; EI, y 1 K, o] I 

DEFINIÇÃO 5.1: Seja (F, I· ll um anel de divisão nao trivialmente 

valorizado. Um espaço topológico (X,T) é dito F-u.t-tna-JLe.guia_JL se 

-dados um ponto x em X e um subconjunto T-fechado M em X nao 

contendo x, existir uma função f E Cb(X;F} tal que f(x) ~O e 

f(M) ~ (1}. 

PROPOSIÇÃO 5.2: Se.ja X um 12..-5paço -topolÕg-êc.o. São uiuivaf.e.n-te.-5: 

-(a) x e 

lb I -x e F-uLtJLa-Jt.e.guiaJt, qua.tque.Jt qLte. ,_se_ja o anel de. di-

v,L&ão val.oJtiza.do {F', I · I) . 

(c) x e F-td-tJr.a.-Jtegu.la.Jt, pa!La algum ane.l de. di_v-êt,ão va.-

.to!Li_z.ado e não-a!tqu.J..me.d-i..an.o (F, 1·1). 

DEJI10NSTEAÇÃO: (a) * (b); 

Suponhamos. que o espaço topológico (X,T) seja O-dimensional. 

Seja x E X e seJa M um subconjunto fechado de X que não contém 

o ponto x. Seja M' o complementar de M. Por hipótese, existe um 

conjunt.o aberto e fechado U C M' tal que x EU. Seja (F, I· il um 

anel de div_i_são -na o trivialmente valorizado e seja f a 

função F-característica do complementar uI de u. Então f E cb (X;P) 

pois U' é aberto e fechado, f (M) = { 1}, porque M c U' , e f (x)= O, 
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pois x ~ U'. Logo (X,T) e ultra-regular. 

(b) => (c) f': óbvio 

(c) => (a) : Consideremos um ponto X E X e uma T-vizinhança o 

aberta u de X em o X. Como (X, T) e F-ultra-regular e o comple-

mentar U' de u e T-fechado, existe uma função f E Cb (X;F) tal 

que f (x
0

) ~ o e f (U') ~ l. 

Consideremos a bola unitária aberta V""' B(O,l) de (F' I . I ) • 

Corno (F, I· [l é nao arquimediano, V e uma vizinhança aberta e fe-

chada do zero. O conjunto 
-1 

W = f (V) é aberto e fechado em (X,T) 

e W c u, o que prcva que (X,T) possue um sistema fundamental de 

vizinhanças da origem abertas e fechadas. 

OBSERVAÇÃO: Em vista da Proposição 5.2, diremos que um espaço to

pológico é ultra-regular se ele for O-dimensional. 

PROPOSIÇÃO 5.3: Se. (E,T) ê u_m e..Dpaço -topoiÔgi.c.o uLt!La-Jte.gufaJL, e.-11-

;tão -T e a ;topologia 61Lac.a ge.!Lada po!L Cb(X;F), pa!La todo anef de 

divi~~o (F, I· I) n~o t~iviafmente uafonizado. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja n a topologia fraca sobre X gerada por Cb (X; F) . 

Pela prÓpria definição, ·temos n C T. 

Vamos provar agora que T c n. Para isso, consideremos um sub-

conjunto T-fechado M de X, M 1- X e x um ponto do complementar 
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M1 de M. Por (X,T) ser O-dimensional, existe uma vizinhança 

T-aberta e -r-fechada U de x contida em H'. Seja f a função 

característica de U, que e T-contínua e portanto n-contínua pela 

definição de n. Logo U = f-
1 

{{l}) é rt-fechado e, sendo também U 

a imagem inversa do complementar do conjunto {O}, segue que U e 

n-aberto. Assim M1 é aberto e portanto M é fechado. 

De agora em diante, neste parágrafo, (X,T) será um espaço to

pológico T
1 

e O-dimensional e (E, 11 ·li) uma álgebra associativa 

normada não arquimediana sobre um anel de divisão não trivialmen-

te valorizado (F, I · I) . 

Observamos que do fato de (X, T) ser T 1 e O-dimensional segue 

que Cb(X;E) separa pontos em X. 

DEFINIÇÃO 5.4: Seja A uma álgebra sobre (E, 1·1). Om ideal à es-

querda I de A é dito ne..gui..afL se A possuir uma identidade a 

direita módulo I, isto e, se existir um elemento u E A tal que 

para qualquer x ~ A, xu - x E I. 

Analogamente definimos quando um ideal a di.reit.a em A e rcgu-

lar. 

LEMA 5.5: Todo {de.ai.. (à dA.jU!.i..:ta ou à e..óque.Jtda) Jte.gui..c:Ul de. Cb(X;E) 

~um Cb(X;F)-m5dulo. 

DEMONS'l'RAÇÃO: É análoga a do Lema 3. l de Prolla ! 17] . 
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LEMA 5.6: Seja W c Cb(X;E) um Cb (X;F) -módulo. En-tão palla -toda 

óun.Ç-ão f E Cb(XiE), f peh.tenc.e. a. y [K,a]-ade.Jtê.nc.-La. de W ~.>e e 

~ome.n.te. ~.>e, pana. c.a.da x E x, f(x) pe.Jt.te.nc.e. à ade.Jr.ê.nc.ia de. W(x) 

em (E, 11 • ,11 ) • 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam x E X e c > O. Se f está na y [K,o] ade-

rência de W, segue-se que f esta na K-aderência de W, pois 

K c y [K,o]. Portanto, dados o compacto I\= {x} e s > O, exis-

te g E W tal que llg(x) - f(x)ll < s. Assim 

aderência de W(x) em (E, 11 ·li). 

f' (x) pertence a 

Consideremos agora uma função f E Cb(X;F) tal que para cada 

x E X, f(x) estâ na aderência de W(x) em (E, 11 ·li). 

Consideremos também o subconjunto a-limita do B = B (O, 1 + 11 f 11 ) 

de Cb(XiE). ~claro que f E B. Sejam K um subconjunto compacto 

de X e O < E < 1 dado. Pelo Teorema 3 .. 5 [ 18] , f/K es~tá na 

K-aderência de W/K. Então existe g E W tal que pK(g -f) < ~

Temos claramente pK (g) ~ 11 f 11 + E: < 11 f 11 + l. 

Seja 

que e um conjunto aberto e fechado e contém I<. _Tomando g E Cb(X;E) 

dada por g = XA · g, temos g E W, g(x) = g(x}, 

g(x) ~ Ü SG X~ A. 

Logo llgll < 1 + llfll, ou seja, g E B. 

se X E A e 
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Concluímos então que g E W n B e pK(g- f) < E. Logo 

Como as topologias K e y [ K, a] coincidem sobre B, segue que 

f está na y [K,cr]-aderência de w n B e portanto está na y[K,aj-

aderência de W. 

DEFINIÇÃO 5.7: Seja (A,T) uma álgebra topolÓgica sobre um anel 

de divisão (F, I· I). O e.ópe.c.tJto de A e., por definição, o conjunto 

!J. (A, T) de todos os homomorfismos de álgebra definidos em A e sobre 

F, contínuos e não nulos, equipado com a topologia u(A*,A). 

TEOREHA 5.8: Se.ja X um e..6paç.o .toc.afme.nte. c.ompac.,to e. O~d-Ú;Jt~iLó-éoncc[. 

X X LI (E o li o li I 

DEMONS'I'RAÇÃO: Consideremos a aplicação 

G X x 1\(E, 11·11 I ~ 1\(Cb(X;EI, y I K,al I 

definida por G(x,hl ~ h o O , para cada par (x,h) E X x 6(E). 
X 

{a) G e injetora. 

Com efeito, consideremos os pares (x
1

,h
1
) I- (x

2
,h

2
} em X xt,(E). 
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Se x
1 

f:. x
2 

, então h
1 

(v) I= h
2 

(v) para algum v E E. Escolha

mos f E Cb(X;E) tal que f(x 1) ~v. Temos, então 

o o l I f) 
x2 

Se x 1 I= x 2 , como X é ultra-regular, escolhamos <P E Cb (X;E) 

com ~(x 1 ) =O e ~(x 2 J = 1. Seja u E E tal que u% Kern (h 2 J 

e seja f E Cb(X;E) tal que f(x 2 ) = u. Tomando 

temos 

e, 

oó )(g)= 
xl 

Assim sendo, G e injetora. 

(b) G e sobrejetora. 

Seja H E 6(Cb(X;E), y [K,a)). Por ser H 1 O um h orno-

morfismo. contínuo, o conjunto M = Kern H c Cb(X;E), que e um 

ideal maximal regular, e próprio e fechado. Pelo Lema 5.6 existe 

x E X tal que M(x) I= E, ou seja, M(x) c E e próprio. 

Seja f E Cb(X;E) uma função tal que H{f) = 1. Então f e 
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uma identidade módulo M, pois, para todo g E Cb(X;E), temos 

H(fg- g) ~ H(f)H(g) - H(g) ~ 1 • H(g) - H(g) ~O 

e portanto fg - g E M. 

Para cada u E E ' seja u* ~ uf E Cb(X;E) e vamos definir uma 

função h 'E + F como h (u) ~ H (u*), para todo u E E. 

-Se u, e u2 sao elementos de E, temos: 

o que mostra que h é multiplicativa. 

Seja I= Kern h. 

Se u ~ Ir então H(u*) = h(u) = O, o que implica que u* ~ M. 

Escolhamos g E C, {X;E) tal que g (x) = u. :g claro que gf- g E M 
D 

e então uf(x) - u E M(x). 

Agora, (uf) (x) u*(x) E M(x). Segue-se então que 

u- u*(x)- [ uf(x)- u] E M(x) c M(x). 

Como M(x) c E e próprio, temos que h~ O. Disto, e do fa-

to de h G E' ser multiplicativa, segue que h E 6(E, 11 •li). 
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W = kern (h o O ) 
X 

Queremos mostrar que 

M c W. Se g E Cb(X;E) é tal que g ~ W, então h(g(x)) f O, don

de g(x) ~ I. Além disso, temos I c M{x) C M{x), M(x) e próprio 

e I é maximal. Decorre daí que I = M(x). Mas então g(x) ~ M(x) 

e pelo lema 5 .· 6 g ?!- M. Logo, M c W. Como M e maximal e W e um 

ideal próprio fechado, segue que M = W. Logo H = h o ó , ou se-
x 

ja, G(x,h) = H. 

(c) G e contínua. 

Para provarmos, consideremos um par {x , h ) em X x !J. (E, 11 · 11) . 
o o 

Dados s > O e uma função g E Cb (X;E), escolhamos uma vizinhança 

V de h
0 

em 6 (E, 11 · 11) tal que para qualquer h E V, 

I ih- h )(g(x lll <E. o o 

Seja W uma vizinhança de g(x ) em E tal que 
o 

I h (W - g I X ) ) I < E' o 

para todo w E w e h E v. 

Consideremos também uma vizinhança u de em X tal que 

g(x) E W para todo x E U. Então, se (x,h) E U x V, temos que 

g(x) E W e h E V, donde 

lhlg(x) - g(x ) ) I < E. 
o 
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Assim sendo, para todo par (x,h) EU x V, temos: 

lhlglxll -h (g(x li I < o o 

< lhig(xl - g(x I I + (h- h lg(x I I < o. 
o o o 

(dl 
-1 

G e continua. 

Com efeito, consideremos o net (H I 
0 

de funções de 

que é convergente a H E 6(Cb(X;E), y [K a]). 

Como G é sobrejetora, existe um net (x I 
a 

em Xeumnet [h I 

em 6(E) tais que H = G(x ,h ) e existe um par (x,h} em 
a a a 

xxii(E,II•III 

tal que H = G(x,hl. 

Seja f E Cb(X;EI tal que H(fl = l e seja 

paratodo a>a
0 

IH
0
(fllr'ü. 

Se r.p e uma função em Cb(X;F), temos 

e, para todo a > a o 

~f E Cb (X;E) 

a E ~ 
o 

o. 

tal que, 
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= l'lx )h (f(x ))[h (f(x ))]-
1 

= 
a a a a a 

=h (I'(X )f(x ))[H (f))-
1 

a a o: a 
-1 

= H (I' f)[ H I f)] . a a 

Portanto. 

converge a 

H(l'f)[H(f)J-
1 

= H(l'f) = h(l'(x)f(x)) = I'(X)h(f(x)) 

= I'(X)H(f) = I'(X). 

Como X é ultra-regular e ~E Cb(X;F) e arbitrária, pela 

Proposição 5.3 segue que X -+ X. 
a 

Consideremos agora u E E. 8 claro que uf E Cb(X;E), e, para 

todo a > a , temos 
o 

h (u) 
a 

-1 
h (u)h (f(x ))[h (f(x ))] = a a a a a 

=h (uf(x ) )[H (f)]- 1 
o a a 

-1 
=H (uf)[H (f)] , 

a a 

o que implica que ha(u) ~ H{uf) · l ~ h(u). 

Logo (x ,h ) ~ (x,h) e portanto 
a a 

-1 
G e uma função contínua 

do espectro de (Cb(X;E), y [K,a]), sobre o produto cartesiano 
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X X A I B ' 11 • li I • 

COROLÁRIO 5.9: Seja X u.m e.6paço i.oc.a.!me.nte. c.ompac.to e 0-d_{_men-

,.)~ona.t. Ex.-L5te. u.r11 home.omoJL6L51110 e11t:Jte. X e. o e-:'lpaç.o 

6(Cb(X;F), y[K,O]), 

dado pela tJLan~6oJtmação h (x) = ó 
X 

Aqui (X,T) será um espaço topológico localment-e compacto e O

dimensional e (F 1 !. I) um anel de divisão não trivialmente valo

rizado não arquimediano completo. 

to de" todo h 06 e.le.me.nto-5 X de X pa!La Dó qua~D g (x) - o paha 

-toda fÍU.f1Ç_ã.o g de" I . Então uma 6unç.ão f de. Cb(X;F) C..6:tá na 

y [K, o]- ade.!té:n.c.,út de I -se., e. .6ome.nte. "e, f (x) = o pa11..a todo x E Z (I). 

Para uma demonstração deste teorema veremos inicialmente o se 

guinte lema: 

LEMA 5.11: Sejam I e Z(I) c.omo no Te.oJte.ma 5.10, ma.o c.on.6ide.fte_-

mu.o X u.m e.-6paço c.ompac_to. Se. uma 6ujl]_ç.ãü f E C (X;F) ~ taf que 

f (x) O pa!r..a todo x E z (I), e.VLtíio f u,tã na ade..JLênc.;__a dt>- I. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja f C C(X;F) tal que f(x) =O para todo 

x c Z{I) e .seja O < s < 1. Consideremos o subconjunto compacto 
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!'_ = { x E X ' I f I x) 1 :'_ E} de X • 1': claro que A n z 1 I) = ~ • 

Para cada x E A, escolhamos h E I 
X 

tal que h lx) = l . 
X 

A 

família {Vx}xEX formada pelos conjuntos abertos e fechados 

V = {x E A : Ih (xl-li < t.} e uma cobertura para A Como A é 
X X 

compacto 1 existem x
1

, ••• , xn em A tais que A c V 
1 

u ..• u V n, on 

de Vi denota o conjunto i=l, ... ,n. 

Consideremos a família {w., i 
l 

l, ... ,n} de conjuntos aber-

tos e fechados dada por wl = vl, 

k 
u w. 1 ' l-

i=l 

que e disjunta e ainda cobre A. Consideremos também a função 

h' (x) = xw h
1 

(x)+ ••. +x h {x), para todo x E X, onde por h
1 

es-
1 Wn n 

tamos denotando a função h i = 1, ... , n. 
xi 

Obtivemos assim uma função h' em I , pois para cada 

i= l, ... ,n, h 1 E I e xw. E Cb(X;F). Além disso, h' (x) tO 
l 

para todo x E A. Pelo Teorema 0.15, existe k' E C(X,F) , com 

-1 k' (x) = [h' (x)] para todo X E A e O< lk' lxl I < Ih' lx) 1- 1 

para todo x E X. 

Se h= h'k', temos que h E I, h(x) =l para todo x E A e 

11 h li < l. 

'remando a função g = fh em I, temos 

lflx)-glx) I ~ lflx) I. ll-hlx) I - O, 
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se x E A e jf(x)-g(x) j < <::.1 =E, se x '1- A, ou seJa, jf-g <c, 

do que segue que f pertence à aderência de I . 

DEMONSTRAÇÃO DO 'l'EOREMA 5.10: Seja f E Cb(X;f') uma função per

tencente à y [K,o]-aderência de I. Do fato de K c y [K,ol, segue 

que f Gstã na K-aderência de I. Para cada elemento a do conjU:Q. 

to -r-fechado 

Z I I) ~ n 
gE I 

-I 
g I o I 

consideremos a função 6 
a 

definida por ó (f) ~ f (a) . 
a 

Seja VE = {\E F : JÀ] < E} e consideremos uma K-vizinhança 

í'l da origem em Cb (X;F) dada por 

< E } • 

Se f E W, então ]6a(fl] ~ lflal] <c, o que implica que 

6 (f) E V • 
a c 

Istc; mostra que O e K-contínua e p:nLanto é 
a 

continua. Agora, se aEZ(I)r então o a (g) = O p3.ra todo g E I. 

Logo, da y [K, o]- continuidade de 6 , temos 
a 

6 I f) ~ O 
a 

para toda 

função f per-tencente a y[K,o]-aderência de I. Assim f(a) =O, 

para todo a~ Z(I). 

Suponhamos agora que f(x) = O para todo x E Z (I) c vamos 

provar que f está na y [K, a]- aderência de I. 

Seja B::::: B(O,IIfll ) 
w 

e seja K um subconjunto compacto de X . 

como I é um ideal de \ b (X;F), o conjunto I/1\ e um ideal de 
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C(K;F). Com efeito, sejam f E I/K e g E C(K,F). Da definição, 
-

existe f E Cb(X;F) tal que f/K =f e pelo Teorema 0.15, exis-

te uma função g E Cb(X;F) que e a extensão de g a X . Mas I é 

ideal de Cb(X;F), logo gt E I, do que sEgue que 

gf = g/K . f/K E I/K . 

Como f/K =O para todo x E Z(I/K), vem, pelo Lema 5.ll,que 

-
f /K pertence a aderência de I/K. Então existe h E I tal que 

Além disso, temos claramente p (h) < ilfll+l. K -

Seja H 
- -1 

(h-f) {B(O,l)), que e um conjunto aberto e fechado 

e contém K. Tomando h E Cb (X; F) dada por h= x
11

.h temos 

-
h E I, h(x) = h(x), se x E H e h(x) ~ O se x ~ H. 

Logo llhll < l+llfll isto e, h E B. 

Concluirnos dai que h E In B e pK(h-f) < s o que implica 

que f está na K-aderência de I n B. 

Como K e y[K,o] coincidem sobre B, concluimos que f está 

na -r [K, a]- aderência de I n B e portanto está na y [K, o]- aderê.!:!_ 

cia de I 
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