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INTRODUCAQ

Um dos célebre; resultados obtides por P.A. Smith por velta de
1939 diz que o conjunto dos pontos fixos de um difeomorfismo perio-
dico primario de IR"™ & n3o vazio. Por difeomorfismo periddico prima-
rio de uma variedade diferenciavel entendemos aqui um autodifeomor-
fismo periodico dessa variedade, de periodo p", onde p & um niimero
primo e n gﬁgiéum numero natural; a no¢ao de (auto)homeomorfismo pe
riodico primario de um espaco topoldgico @ analoga. Smith foi entio
levado a conjecturar que todo difeomorfismo periddico (primarioc ou
nao) de R" tem pelo memos um ponto fixo.

Em 1958 P.E. Conner e E.E. Floyd construiram um espago compac-
to (de dimensao finita) e aciclico em relagéola homologia de Cech
sobre os inteiros, e um autohomeomorfismo periodico naoc primario des
se espago sem pontos fixos. Utilizando a nocao de cilindro iterade
de uma aplicacao simpiicial, eles conseguiram também "deformar" o
seu exemplo e obter um complexo simplicial localmente £finito, de di
mensaoc 4 e contratil, e uma aplicacao simplicial e periddica nao
primaria desse complexo nele mesmo sem pontos fixos. Em seguida,eles
lancaram mao da teoria das vizinhangas regulares de J.H.C. Whitehead
e modificando o exemplo precedente obtiveram uma variedade topologi
ca contratil e um autohomeomorfismo periﬁdica nao primario dessa va
riedade, sem pontos fixds.

Esﬁe exemplo formeceu fortes indicacoes de que a conjeturé de
Smith seria finalmente respondida na negativa, faltando demonstrar

ainda que a variedade construida por Conner e Floyd era realimente

. - m - - .
(difeomorfa a) IR, para algum m, Esta parte da construgao fol com -



pletada-poucos anos mais tarde por D.R.J. MecMillan, E.C. Zeeman e
J. Stallings. Por outro 1335, G.E. Bredon observou no seu recenteii
vro "Introduction to Compact Transformation Groups" que e possivel
inserir nas construgoes de Conner e Floyd um complexo simplicial £fi
nito L de tal maneira que o autohomeomorfismo peridodico naoc primz -
rio em questao tenha como conjunto de pontos fixos um subespago pos
suindo o mésmo tipo de homctopia qﬁe L. Em p;rticular, se L for va-
zio, recupera-se o resultado principal de Conner e Fleoyd.

Qutra observagao interessante feita.por Bredon & gue o primei-
ro dos espagos construidos ﬁor Conner e Floyd serve témbém para as-
sinalar limites para o campo de validade de uma das consequEnciés do
famoso teorema de ponto fixo de Lefschetz, Tal consequéencia & que
toda autoaplicacao continua de um espago compacto, triangulavel e
contratil tem (pelo menos) um ponto fixo. Utilizando © espago men -
cionado no inicio do segundo paragrafo desta Introdugao podemos ver
que esse resultado deiza de ser valido se omitirmes a hipotese ~ de
triangulabilidade e substituirmos a hipotese de contratibilidade pe

_~ - v .
la de aciclicidade com relagac a homologia de Cech,

Resumindo, podemos dizer que o nosso tema principal @ o assina
lamento de limites para o campo de validade dos teoremas de pontos
fixos de Smith e de Lefschetz. Pareceu-nos que o tema, além de sua
importancia especifica na teoria dos grupos de trans formagoes, pode
ria ser de muito interes;e a alunos que desejam iniciar-se nesse ou
em outros ramos da topologia algébrica e, talvez ainda, a pessoas

ativas em algum campo da geometria ou da topologia. A apresentagao

feita por Conner e Floyd mo seu artigo original & contudo muito con

zer incompleta,

e

m dissv, per assim &

1}

cisa, e, 2l a que o ultimocelo



da censtrucao so veio ser forjade peor MecMillan, Zeeman o Stallings
Guatro anos mals tarde. N6 seu livio, Bredon faz uma apresentagﬁode
conjunto, incluinde nido somente a sua idéia de introduzir mas cons-
trugoes o complexo simplicial I acima relacionado, mas também men -
cionando contribuigoes posteriores devidas a JlM. Kister, Conner, D,
Montgomery e especialmente a W.~C. Hsiang e W.-Y. Hsiang. Contudo 0
objetivo pfincipal de Bredon nao fol fazer uma analise detalhada do
exémplo de.Conner e Floyd, mas o de prevenir o leitor das dificulda
des que surgem no estudo dos grupos de transformacoes, limitando-se
a esbocar, em tres paginas, os passos mais importantes da constru -
cao.

0 objetivo desta tese &, entao, apresentar, de um modo que es-—
peramos seja considerado acessivel pelos leitores, os resultados de
Conner, Floyd € Bredon mencionados acima, Como o nosso desejo _fof
produzir um texto ¢ue pudesse ser lido sem muitas dificuldades por
pessoas que se iniciam no estudo da topologia, optamos pela ineclu =
sao de.todos os detalhes das construgoes. A organizagao do trabalho
responde também a esse desejo. Assim, na primeira parte desta tese
fazemos um resumo de alguns conceitos e resultados basicos sobre com
plexos, homotopia, e grupos de transformagoes. Na segunda parte con
sideramos alguns metodos de comstru¢ao de espagos, principalmente 1i
mites inversos, colagenéa.jungaes, e cilindros de aplicagoes simp li
ciais. Finalmente, a terceira parte contém uma exposicao detalhada
do exemplo de Conner e Floyd. Nossa apresentacao culmina com os teo
remas (6.3.4), (7.1.10), (7.2.7) e (7.3.2). Neles, os espagos sobre
08 quais existem autohomeomorfismos periodicos nao primarios 5em

pontos fixos sao, resumidamente (para os enunciados precisos cf.loec.



cit.), 08 seguintes:

(6.3.4): Espago topoldgico compacte e aciclico em relagao a
homologia de Cech sobre os inteiros;

(7.1.10): _Complexo simplicial com uma quantidade enumeravel de
vertices, localmente finito, contratil, e de dimensao > 4;

(7.2.7): Variedade C sem bordo, contratil, e de dimensio > 4y

(7.3, 2): Espacgco euclidianc r",

Quero externar agqui meu agradecimento ao Prof. Hugo H.Torriani
pela proposicao do trabalho e pela orientagao. Agradego ainda ao
Prof. Antonio Conde, que me orientou em 1974, e aos colegas Antonio
- Carlos do Patrocinio e Sueli Irene Rodrigues Costa pelas sugestoes
e incentivo.

Agradeco o apoio da Fundacao de Amparo a Pesquisa do Estado de
Sao Paulo (FAPESP) atrﬁvés da congcessao de bolsa de estudos, sem as

quais este trabalho nao teria sido realizado.
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1.1.

CAPTTULO 1
- COMPLEXOS

Complexos Simpliciais.

Referéncias principais: Eilenberg-Steenrod, Cap. II;

Glagser, Cap. 1. .

(L.1.1) Definicoes. Seja E um espago vetorial real.

i) Um conjunto finito'{vo,...,vn} de pontos de E & dito

s a2V =V sS40
? !n o

estar em posic¢ao geral se os vetores V=V VoV,

linearmente independentes. {(pos abusc de linguagem diremos que

0s ponto vo,vl,...,vn estao em posigao geral)

ii) Sejam n um numero natural > 0 e vo.vl,....v n + 1
. bt ' 1

pontos de E em posiggo geral. Entac o conjunto

a, =1, Ofaifl}

n
[vo,...,vn] =.{v-;E: v = Z a;v. 5 ;

I i=0
e chamado o n-simplexo em E gerado pelos pontos Vs VyserasV -

| 14

A dimensao de um n-simplexo e o numero n. Por convengao o ¢on
junto vazio sera considerado como um n-simples em E, com n=-1,

e portanto de dimensao ~1.

Nas definigcoes seguintes a eXxpressao "Seja A=E%’:”’ﬂﬂ
um n-simplexo’ significa "Seja A o n-simplexo em E gerado pe-

los pontos VO,...;vn de E em posicao geral".

iii) Sejam A = [}0,...,vn] um n—-simplexo e v um ponto de

A. Deduz-se de (ii) que v pode ser expresso (de modo unico) co

mo v = a v +,..%¥a v com a +a.+...+*a =1 e (0<a.<l. .08 numeros
Qo 0 nn o 1 n -i-

a ,2 a g20 chamadae as coordenadas baricentricas de v.

-2 -
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PO _ I o . . . _
iv) Seja A = (Vg»e-+»yV, i um n-simpliexo. 0O simplexo gber-

to associado a A & ~ conjunto dos pontos de A que tem todas as

suas coordenadas baricéntricas estritamente positivas. 0 sim
plexo aberto associado a A sera denotado com <A> ou com <V _,...,v_>.
0 n
Note que se A & um O-simplexo entao <A> = A.
v) Sejam A = [vo,...,vn] um n—-simplexo e k um nimero na

tural tal que 0<k<n. Entac o k-simplexo em E gerado por um sub
coﬁﬁunto de k elementos de {VO,...,VH} g dito uma k-face de A,
As 0-faces de um simplexo sao chamadas vertices. Convenciona —
se que o conjunto vazio & a (-1)-face de qualquer simplexo. Pa
ra indicar que Al 2 face de Az escreveremos Al < A2 s e  para

indicar que A, & face propria de Ay, isto &, que A, & face de

1

1
Az, distinta de A

escreveremos A ':A2 .

2° 1

{1.1.2) Observacao. Segundo Eilenberg-Steenrod, p.54, um n-sim

plexo e um conjunto V = {AO,...,An} de n+l objetos . chamados
vértices, juntamente com o conjunto de todas aplicagoes «:V +R

n
satisfazendo E Cﬁ(a_j_) = 1 e K(Ai) > 0 para todo 1 = 0,...,n.

i=0

Esta definicao & equivalente a apresentada em (1.1.1),
associando a cada ponto v de um n—-simplexo [}0,...,vnj a apli-
cagao ¢:'{V0,...,vn} — R definida por cfi(vi) = coordenada bari
céntrica de v em relagao a v,

Dessa forma, as demonstragﬁes feitas em Eilenberg-Steen

rod, com a modificagao acima, se aplicam a terminologia deste

trabalho.

(1.7.3) Definicoes. Seja E um espago vetorial real.

i) Um complexo simplicial em E & um conjunto K de sim —




plexos em E tais.que:
a) 8¢ A 2 um simplexo de K entao todas as faces de A
pertencem a K;
h) Se A e B sao simplexos de K tais que <A>N<B> # ¢
entao A = B.
(ii) Seja K como em (i). Se o conjunto K e finito (respec
tivamente infinito), o complexo simplicial e chamado complexo

simplicial finito (respectivamente conplexo simplicial infinil

to).

(iii) Seja K um complexo simplicial. A dimensao de K e o

supremo das dimensoes de seus simplexos. Denotaremos a dimen-

sao de K com dim K. Notemos que dimensao de K pode ir de -1
ate +
(iv) Seja K um complexo simpliicial, Segundo o item (i),

R nao & um subconjunto de E, mas podemos associar a K o seguin

~

te subconjunto de E:

k] =\ a

AeK

Pode-se demonstrar que |K| = L~J<A> . Chamaremos |K| de espa-
AgK
co associado a |K].

(v) Um subcomplexo de um complexo simplicial K & um com

plexo simplicial L tal que L C K. (Note que [L| c ]K S N
(vi}) Se X & um complexo simplicial e r & um numero intei-

ro » -1,0 r—-esqueleto de K, denotado Kr, & o conjunto

r

K" = {AeK: dim A < r}



L

T - . . .
Prova—-se que K e um subcomplexo de K e que dim Kt < dim K,

(1.1.4) Definicoes.

(i) Sejam A e B simplexos em E com vertices distintos e
tais que a totalidade de seus vertices estao em posicao geral.
0 simplexo em E gerado por estes vertices e, chamado a jungﬁo

("join") de A e B e sera denotado A.B.

Note que se A & um p-simplexo e B & um g-simplexo entao A.B &

um (p+q+l)-simplexo.

(ii) Sejam K e L complexos simpliciais em E tais que para
quaisquer A¢X e BelL, os vertices de A, juntamente com OS
veriices de B estao em posicao geral., Entao a jungao de K e L

" & o complexo simplicial K.L em E definido por:

K.L = {A.B;: ACK, BelL}

(1.1.5) Definicoes. Seja K um complexo simplicial.

(i) Se AeK entao a estrela, St(A,K), de A em K & o sub

comptexo de K-definido por:
St(A,K) = {CeK: existe BeK com A<B e C<B},

isto €, St(A,K) & o subcomplexo de K constituido de todos os

simplexos de K tendo A como face, maig todas as faces desses

" simplexos.



(ii) A estrela aberta, SE(A,K), de um simplexo A de K 2 o

conjunto

s¢a,ky = U <B>, onde BeSt(a,K), BN<A> # ¢ .

(iii).Um complexo simplicial K & chamado localmente finito
se para qualquer véertice v de K, St(v?K) g formada por um nu-
mero finito de simplexos. (Note gue todo complexo finito & lo
calmente finito),.

(iv) Se A & um simplexo de K entao o elo ("link.") de A

em K & o subcomplexo:

2k (A,K) = {CeSt(A,K): ANC = @}

(1.1.6) Definicao. Sejam K e L complexos simpliciais. Dezemos

que L e uma subdivisao de K, e escrevemos L = =K, se:

(i) x| = |u}

(ii) Para todo AcL , ekiste BeK tal gque AC B.

(1.1.7) Definigoes.

(i) Seja A um simplexo de um complexo simplicial K. 0

complexo complementar de A em K & o complexo simplicial defi-

nido por:

K - {BekK : <B> ¢ $%(a,K)}

]

Q

(11) Seja é o'subcomplexo de K cujos simplexos sao as fa
ces-pfﬁprias de A e seja P = Rk(A,ﬁ). Rode—se demonstrar que
(AL,PYUQ = K e (A.PNQ = AP,

(iii) Sejam ac<A> e L = a;(A.P)\)Q. A mudanga de X para L

-~
o im A

I R P . P T S Fxrta., £ .o
Fe1dedd €Lelencday de X em a. (Vide LiIguvray.

rt

¢ chamada uma s




Pode-se demunstrar que L e uma subdivisao de K. Uma subdivisao

estrelada de K & qualquer subdiviszo de K obtida por uma se

quencia finita de estrelagoes elementares. Uma subdivisao es-

trelada de K sera denotada com oK

P

Nas definigoes abaixo o Ttem (iii) nao foi encontrado

nas refereéncias.

(1.1.8) Definicgoes

¢

(1) Seja A = [ao,...,aK] un k-simplexo (k # - 1}. O'bari.

centro de A & o ponto:

k
b(A) = } a

(ii) Sejam K um complexo simplicial e 5d(K) o complexo sim

plicial cujos simplexos sao do tipo:

B o= [b(a),...,ba )] ;

onde r e um numero inteiro satisfazendo -1<r<dim Ke.AdQHf.”<Ar

sao simplexos de K. Sd(K} & chamado a primeira subdivisao ba-

ricentrica de K ,

Definimos, indutivamente, a n-ésima gsubdivisao baricén_

trica de X, como o complexo simplicial: -



§a% (k) = Sa(sd™ L (k). com
1 _ .
Sd"(K) = Sd{(X)
(111) Sejam Ll e L2 subcomplexos de K tais que Llf\Lz = @,
Consideremos Sd(Ll) e, para cada AELI, seja:
8, = {BeK : Beflk(A,K) e B ¢ Ll}
A primeira subdivisao baricentrica de K relativa a Ly modulo
L, e a subdivisao de K definida por:
Sd(K,L,,L, = U (8d(A).B) U {DeK: existe Cek - U (a.B)
acL AcL
1 1
o Bes
BESA TTA

tal que D<C}

[y
=

Indutivamente, definimos a n-csima subdivisac baricentric

K relativa a Ll modulo L2 por:

' -1 -1
Sdn(K,Ll,Lz) = 8d(sd® (K,LL,LZ), g™ (Ly),L,), com
. ] _
7 (K,Ly,L,) = Sd(K,Ly,L,)
Note que esta subdivisao nao altera L, (vide figura) e que
Sdn(Ll) e L2 sao subcomplexos de Sdn(K,Ll,Lz).

L \\\\
“‘\“ /’

o

2




A partir de agora consideraremos E como um espago veto
rial real normado, com norma || | (e portanto E & um espaco

metrico).

(1.1.9) Definigao. Sejam K um complexo simplicial e K] (co

mo em {1.1.3 (iv))). A topologia induzida sobre |KI pela topo

logia de E sera chamada a topologia metrica de [Kl (ou, por

abuso de linguagem, de K). O subconjunto IKf de E, munido des
sa topologia, & entac um subespago topologico de E, que sera
denotado com [Klm . B topologia que considera_como aberto um
subconjunto de |K| se e somente se a intersecgao dele com ca-

da simplexo de K & aberto em ]A|m (isto 2, a intersecgao & um

[

aberte de A com a topolegia induzida de E) chamamos topolegia
fraca de K (ou, por abusec de linguagem, de K). Daqgui para fren

te, 20 escrevermos IK|, estaremos entendendo o conjunto VKJmE

nido da topologia fraca.

(1.1.10) Proposicao. Seja K um complexo simplicial em E (esp.

vetorial real normado).
(i) A aplicagao identidade i:]|K| =+ IK]m e continua, isto
&, a topologia fraca & mais fina que a métrica.

(ii) A topologia fraca e a metrica coincidem se e somente
se K & localmente. finito (em particular elas coincidem quando
K e finito).

(iii) Se K & finitec entio |K| = [K!m e compacto.

(iv) Seja L um subcomplexo de K. Entac o subconjunto [L]

& fechado em [K| e em |K|m_.



{(v) Seja v um vertice de L. Entac S%(V,K) e aberto em[K;
e em !K| .
: m
Alem disso a familia {Sg(v,K): VEKO} {onde kK° & o c-esqueleto)

€ uma cobertura aberta de [K| e de |K[m

Demonstracao. Ver Eilenberg-Steentrod, p. 75.

(1.1.11) DBefinicao. Seja K um complexo simplicial. A malha

{("mesh") de K & definida por:
mesh (K) = sup {diametro de A}
AKX

Note que se K ¢ finito entao mesh(K) < o

{1.1.12) Proposigao. Seja X um complexo simplicial de .dimen-

mesh(K). Se K & tal  que

T
n+i
mesh(K) < « entao lim mesh (84 (R)) = 0.

1 -»co

sao n em E. Entao mesh (8d{(K)) <

Demonstracao. Ver Eilenberg-Steenrod, p. 63

(1.1.13) Definicoes

(i) Seja X um espaco topologieco. Uma triangulacao de X &

um par (K,h) onde K & um complexo simplical num espago veto-
rial normado e h:{X| '+ X & um homeomorfismo. Quando K & finito
X & chamado poliedro.

(i1l) Seja A um subespago de X. O pgf (X,A) & dito triaagu
lévél se existe uma triangulacao (K,h) de X e um .subcomplexo
L de K tal que o par (L,g), onde g & a restricao de h a |L| ,

e uma triangulacdao de A, 0 par (X,A) & finitamente triangula-




se existe uma triangulagao (K,h) como acima tal que o comple~
xo simplicial & finito. (Note que um espa¢o triangulavel & Ffi

nitamente triangulavel se e somente se ele @&compacto.)

(1.1.14) Proposicdo. s" & triangulavel

Demons tracao. Ver Maunder, p. 36

(1.1.15) Proposicao. 0 par (I,9I), onde I = [p,l] e 3Ll = {0,1},

& triangulavel.

Demonstracao. Basta considerarmos o complexo simplicial em R

gerado pelos pontos 0 e 1 e tomaremos h como a identidade.

{1.1.16) Definicao. Sejam E um espaco vetorial real e Sum suh-
conjunto de E. 8§ & chamado um n-planoc se § = a + H onde .a &

um ponto de E e H & um subespago n—-dimensional de E.

. . + - T
Introduzimos agora uma estrutura simplicial em R, con

veniente para os nossos propositos posteriores.

(1.1.17) Estrutura Simplicial Regular em r". Sejam d um nume-

ro real estritamente positivo e v sV v n+l pontos em

1,.- "3

R™ tais que "vi—vj” = d para todo par (i,j) tal gue 0<i<j<n

Pode-se provar qué estes pontos estao em posiggo geral e en-
tao determinam um n simplexo em R™. Fixemos n+l pontos nestas
condigoes e consideremos todos os k—plahos {0<k<n) determina-
dos por estes pontos e todos os pontos obtidos por reflexao

dos pontos iniciais nestes planos. Indutivamente, consideremos

os k-planos (0<k<n) determinados pelos pontos ja obtidos e to



_.12_

dos os pontes que provem dos antericres por reflexao nestes
planos. Temos entao;'construida indutivamente, uma Sequéncia
de pontos em R™. Ao complexo simplicial cujos vértices sao os
pontos assim determinados e cujos simplexos sao aqueles gera-
dos por vertices que estao dois a dois a distancia d, chama-

mos estrutura simplicial regular de R

)
/N =
‘vﬂ Vi .
(1.1.18) Proposigac. Seja A = B%ﬂ...,wn] um n-simplexo da es
) . P - - LT - r i L
trutura simplicial regular de IR e B = two""’WkJ uma k-tfaca

de A. Entao o conjunto C, obtido de A por reflexao no k-plano
. - - . il
determinado por B, & um n-simplexo da estrutura regular de R

tal que ANC = B.

Demonstracao. Se refletirmos os vértices de A no k-plano men-

cionado obtemos n+l pontos que estao dois a dois a .digtancia

d, pois reflexao preserva distdncias; os pontos refletidos ge
. IL =~ s . .

ram um n-simplexo de R, que pertence a estrutura simpliecial

4

regular de R"™ por definigao. A segunda afirmagao & Sbvia.

(1.1.19) Definicao. Sejam K e L complexos simpliciais. Uma

aplicacdao f:|K| - |L| @ dita uma aplicacido simplicial de K em

L (e denotada geralmente por f:K»L, a nao ser quando quiser-
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mos rassaltar os espagos associados, quando entao escrevereg~
mos explicitamente f:|K| > [L].) se as condigOes abaixo forem
satisfeitas:

(i) Para cada vértice v de K, f{(v) e vértice de L.

(ii) Para cada simplexo A de K, £f(A) & simplexo de L.

(iii) Se v & um ponto do simplexo [}0,...,vﬁj de K e

v =] a, v, , entao f£(v) =} ajf(vi) (isto é, f & linear nos

simplexos).,

(1.7.20) Proposicao. Sejam X e L comﬁlexos simpliciais.

(i) Seja f uma aplicagao simplicial de K em L. Entzao f &
continua tanto se considerarmos !K[ e |L! ambos com a topolo-—
gia fraca quanto se considerarmos ambos com a topologia matri
ca. {

(ii) Qualquer fungao f1:ﬁ0+L (Ver (1.1.3(v1i))) pode ser
_estendida por linearidade nos simplexos a uma funcao continua
(tanto na topologia metrica quanto na topologia fraca)

f: |K|>|L|. Se, além disso, f leva vértices de um simplexo de

1

K em vértices de um simplexo de L, entzo f & simplicial.

Demonstracao. Para (i) ver Eilenberg-Steemrod, p. 75 ; para

(ii), ver op.cit, Teor. 4.4, p. 58.

(1.1.21) Proposicdo. Sejam K e L complexos . simpliciais . e

£: K>1L uma aplicagac simplicial injetora. Entao f preserva a

.dimensao dos simplexos e leva baricentras em baricentros.

11

-~ 2 .
LALTIAS

119
ot
[
109

+ A — am o [ =
Demaons -,‘s"a{; 0. A priiiestra 4

trivial. Para demonstirar
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a segunda notemas que se A = [}0;.,.3vn] e um simplexo de K

eptao:

17 Lo¥ e
£ ( gov.) - — _Zoftvi) = b([Ev ), (v D)
= 1=

pois f(vo),..qf(vn) sao vertices distintos de um simplexo de
L. (Note que a segunda assergao pode ser expressa pela relagao

£(b(A)) = b(E(A)).).
A proposigac seguinte sera usada em (7.1.6) e (7.2.2).

(1.1.22) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliciais e

f: K»L uma aplicacao simplicial injetora. Entao £:3d(K) =+ Sd(L)

e uma aplicag¢ao simplicial.

Demonstracao. Pela proposicazo anterior f leva vértices . de

Sd(K) em vertices de Sd{(L). Seja agora x = £, b(AO)+...+tnb(An)

um ponto de um Simﬁlexo [ﬁ(AO),...,b(An)] de Sd(k) cnde

A, = [éo""an 1, A = [ao,...,ak seendy 1,04,
o 0 1

sao simplexos de K com 0 < ko < kl <ove< kn e n < kn . Des-

sa forma

h k
. - t0 Q tn 11
f(X) = f1 (m) E ai +...F (k +1) S. ai:l
- O & ] n O
-t t t
- o n n
= GaT et E A% e (T ax ]
- (2] n n
t, t t _
= . YELa Y —_— - b
(et Tt T Ele e () £y



h_ _ k
G (" N

n
cee (o) ) ()
n Le]

1‘1 h

1 1
E £a )+ vt (g7 ) £(a;))
o Q

k +1

=t b(f(Ao))+...+tn b(f(An)) =t f(h(AD))+...+tnf(b(An)).

Assim f & linear nos simplexos. Alem disso se EKAO)“..JNAnﬂ 2
Gm simplexo de Sd{(K) entao ao_<A1 < v <An sao simplexos de XK.
Dessa forma f(A1)<...<f(AH) sao simplexos de L pois f E.simplg
x0s de L pois f & simplicial e injetora.e portanto

: 1
EXCICRD IR S CIC NN

£[b (A_) 5. ..,b(An):l

"

[b(£a ), .. blsCA )]

e um simplexoc de Sd{(L). Assim f leva simplexos de Sd(X) enl
simplexos de Sd{L) e portanto £f:5d(K) »Sd(L) e simplicial.
(1.1.23)'08fiﬂi§§9. Sejam K e L complexos simpliciais e

£ IK|-+|L] uma aplicac¢ao continua. Uma aplicacao simplicial

gt K+L & chamada uma aproximacac simplicial de £ se para to-

do x em |Kl e todo simplexo A de L, o fato de f£(x)e<A> impli-
car que g{x)eA. (Note que se v & vertice de K tal que f(v) &
vertice de L, entao g(v) = f(v).

Alem disso, se definirmos d(f,g) = sup{d(£(x),g(x)): xec|K|} te

mos que d(f,g) < mesh(L).)

A proposicio seguinte serd utilizada em (2.3.5).

m
o
=
]
Q
g
a3
pak
1)
H
o
n
'—l
=:
o
—
=]
g
H
By
'—I
i)
<

(1.1.24) Proposicao. Se K &

I

= -l L] ki 7d
580G vVertices distintos de X en
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 n .
se [ st{v,,K) # @.
i=0 * .

Demonstracao. Ver Eilenberg-Steenrod, Lema 3.7, p. 57

(1.1.26) Teorema da Aproximacao Simplicial Sejam K e L comple

xos simpliciais tal que K & finito e f:|K| » |L| uma aplicacio
continua. Entao existem neN e uma aplicagao simplicial

g:SdE(K) + L que @ uma aproximacaoc simplicial de f.

Demonstracac. Ver Eilenberg-Steenrod. Cor. 7.4, p. 65 .

(1.1.27) Definicao . Seja L um subcomplexo de K. O subcorjunto

0 - y Ld -
aberto N(L,K) = L)o St(v,K) de |KI e chamado a vizinhanca re
: vel .
gular de I em K, Se k & um numere natural, a k-gsima vizinhan

ca regular de L em K e o subconjunto aberto

NE(L,R) = N(8dM(L), $a¥(K)) (note que N°(L,K) = N (L,X).

(1.1.28) Definigcao. Seja L um subcomplexo de K . L & chamado um

subcomplexo total ("full subcomplex”) de K se L contem cada sim

plexo de K cujos vertices estao todos em L.

{1.1.29) Proposicao. Sejam K um complexo simplicial e L um sub

complexo de L. Entao Sd(L) & um subcomplexo total de Sd(K).

Demonstragdg. Ver-Eilenberg-Steenrod, Lema 9.4, p.71

(1.1.30) Proposigao. Sejam K e L complexos simpliciais e f:K»L

K| - || & um homeomorfis-

uma aplicagao simplicial tal que £f:

mo. Entao £ Y: L+K & uma aplicagao simplicial.
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Demonstracav. Ver Eilenberg~Steenrod, Teor. 4.7, p.59 .

Complexos Celulares

Referencias; Glaser, p. 9 e Munkres , p. 71 .

(1.2.1) Definicoes. Sejam E um espacao vetorial real normado e

S um subconjunto de E,

(i) Se para quaisquer dels pontes x e ¥ em S, 0 Segmento
de reta unindo %X a y esta cortado em S, dizemos que S & conve-
O .

(ii) Se S & um conjunto convexo, a dimensac de S € o menor

n tal que existe um n-plano de E contando S.

(1.2.2) Definicao. Seja E um espago vetorial real normado. De-

fipimos uma celula em E por inclugae na dimensac. UIma celulsa de
dimensdo zero em E & um ponto de E. Se K>1, uma célula de dimen
¢330 k¥ em E @ um subconjunto compacto, convexo e de dimensao k
de E, cuja fronteira topol6gicé (que chamaremos de bordo da cé
lula) e a uniao de um ntmero finito (nao nulo) de celulas de di

mensao k-1 com interiores disjuntos (estas sao chamadas as

(k-1)-faces da celula), Ainda indutivamente, se 1<i < k uma

(k-i)-face de uma célula de dimensao k e uma (k-i)-face de uma

(k-i+1)-face da célula considerada. As O-faces sao chamadas vér

tices. {(Note que se k>0, um k-simplexo & uma céelula).

(1.2.3) Definicoes. Seja E um espago vetorial normado.

(i) Um complexo celular em E & uma colegac K de célulasem

4

E satisfazendo:
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a) Se Re K entaoc todas as faces de B estao em K.

b) Se Be DeK entao BEND = ¢ ou BNAD & face de Be de

(ii) Seja K um complexo celular em E. Associamos a K o sub

conjunto [KI de E definido por:

K] = Ua

AeK

(iii) Seja K como em (ii). A dimensao de K , denotada dimkK,

e o supremo das dimensoes de suas c&lulas.

(iv) Seja K como em (ii). Um subcomplexo de K & complexoce

lulary L em E tal gue LCK.
(v) Seja K como em {(ii) e r um nimero natural. 0 r-esque~
leto de K (denctadc com Kr) g o subcomplexzo de K formado pelas

celulas de K de dimensao menor do gque oun igunal a v,

(1.2.4) Definicao. Sejam K e L complexos celulares em espagos
vetoriais reais normados E e F, respectivamente. O produto car

tesiano de K por L & o complexo celular K x L em E x T, defini

do por

KxL = {AxB< ExF : AeK , BeF}.

(1.2.5) Definicdo. Sejam A uma célula em E e Vysee.,V 08 SEUS

vertices. O baricentroc de A é o ponto b(A) de A definido por:

1
+Ooo+—_v »
n

n

1
bA) =V

-

(1.2.6) Proposicdo. Sejam A e B células em espacos vetdriais

reails hormados E e F respectivamente., Entao b{AxB) = (b(A),b(B))



Demonstracag. Sejam ViseeesV  OS vertices de A e Wysew oW 0s
nel . .

vertices de B. Entao AXB tem w.n vertices que sao og pontos

(vi,vj) (1<igm , 1<j<n). Logo:

1 m,n 0 ™ 4 D
b{(AxB) = -n_E z (Vi,w.) = Y z Y Z (v, ,w.)
' i,j=1 i=1 i=1
m n m
1 X 1 1
SIS B S S oi=1
, @
= (— I v, B(B)) = (b(a),Db(B)) .
1=1
(1.2.7) Definigcac. Uma subdivisao de um complexo celular K em

E &2 um complexo celular L em E tal gue:

(ii) Para cada celula Ael existe uma celula BeK.

(1.2.8) Proposicao. Sejam K e L complexos celulares em E :tais

que |K| = |1},

Entao K e L tem uma subdivisao comum.

Demonstragao. Ver Munkres, Lema 7.7, p.74 .

(1.2.9) Proposicao. Seja K um complexo celular de dimensao fi-

nita. Entao K admite uma subdivisao chamada primeira subdivisao
baricentrica que € um complexo simplicial.
Esta demonstragao & um caso particular daquela que se

encontra em Munkres, Lema 7.8. A demonstracao (que e analoga a

=

- . o . U S frro. RN
4 LnClarda &qul puryue pusteriormenten {Vex {7.2.2}}

"

de lce. cit.) se
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necessitaremos saber exatamente como escrever um simplexo des

sa subdivisao (Ver (1.2.10)).

Demonstracao. Procederemos por inducao sobre a dimensao m de

- -

K. Se m=0 au m=1, K ja e um complexo simplicial. Seja L a pri
méira subdivisao baracentrica de mel; entao L & um complexo
simplicial, Se ¢ & uma m-célula qualquer de K, o borde de C
esta contido em Km_l; sejam Ay s Ay,..A os simplexos de L
que recobrem esse bordo. Se b{(C) e o caricentro de C, acrescen
tamos a L os simplexos Al .b(C),...,Az.b(C) (onde . indica a

jungao). Fazendo isto para todas as m~celulas de K, temos um

complexo simplicial que & uma subdivisao de K.

(1.2.10) Observacao. Da demonstragao anterior deduzimos que os

simplexos da primeira subdivisao baricentrica do complexo ce-

- m o . 1 -
lular K sao de forma [B(“o)’°"’b(tk)]’ onde Co<Ci<...<Ck sao

celulas de K e a notagao Ci <Cj indica que Ci ¢ face propria

de C. .
]

Complexos C W

Referencia: Spanier, pp. 145 e 401.

Para cada nimero natural nZlemcrevermmmtBn%{X€BF:”xH§1}

e Sn_1 = {xer" :‘”x” = 1}.

(1.3.1) Definigdo. Sejam X um espago topoldgico e A um subes-

pago fechado de X. Dizemos que X & obtido de A por adjungao de

n-celulas {e?l_, onde n>0, se:




2=

; . no- .

(i) Para cada i, Sj e um subconjunto de X.
[ =11 s - n . - . . .
(i1) Se &, = e"NA, entao e, - &7 & disjunto de e~ - &
J 3 ] ] 1 E

para j # 1

(iii) Para cada j ha uma aplicacao

£ 3™,y o el . &D
(chamada aplicacao caracteristica) tal gque fj(Bn) = e? s fj
aplica B"~S" homeomorficamente sobre e?ﬂé? e e? tem a topolo-
gia conduzida por fj e a aplicagao inclusao é? C-e? .

- n . ) .-

(iv) X = AtJ{LE ej}, e a topologia de X . e  :.coerente com
’ o . - . -

{A,1e.}} (isto &, uw subconjunto AL de X & aberto em X se e

somente se UNA & aharto em A o UNe® & aherta em o7 para to-
. ] -]

do j).

(1.3.2) Definigoes.

(i) Um complexo CW relativo (X,A) consiste num espago to
pologico X, um subespago fechado A e uma sequéncia{(XJUk}k >0

de subespacos fechados de X tais que:

a) (X,A)° & obtido de A por adjungao de 0O-células.
b) Para k_1, (X,A)k e obtido de.(X,A)k_1 por adjungao de
k-celulas. |

¢) x =U(x, 0k
k

d) A topologia de X & coerente com {(X,A)k}k C (isto e,

. . o L
um subconjunto W de X & aberto em X se e somente se WN(X,A)



& aberto em (X,A)k para todo k).

(ii) Sejam X e {(X,A)k}k como na parte (i). Entao (X,Afpg

chamado ¢ k-esqueleto dc X relative a A,

(iii) Sejam X e {(X,A)k}k como na parte (i). Se X = (X,A)n

para algum n dizemos que a dimensao de X-A e menor do que ou

igual a n e escrevemos dim(X-A) < n .

{iv) Um complexo CW (absoluto) X & um complexo CW relati-

vo (X,%). O k-esqueleto de um complexo CW (absoluto) X & deno

tado Xk .

(1.3.3) Observacdo. Se (X,L) & um par simplicial (isto e, Se

L e um subconplexo de um complexo simplicial K) entdo ha um
. i k _ k

complexo CW relativo (|K|,|[L|) com ([K|,IL][)" = [K UL|. Em

particular se K & um complexo simplicial entio [K| & um com=

plexo CW (absoluto). (Ver Spanier, p.401.)
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CAPTTULO 2

HOMOTOPIA

Definicoes e Propriedades Fundamentais

Referéncias principais: Conde, Eilenberg-Steenrod, Hu, Lima,

. Mildor, Spanier.

(2.1.1) Definicoes. Sejam X e ¥ espacos topologicos e f e g

aplicacoes continuas de X em Y.

(i) Dizemos que f & homotdpica a g (notacao: f = g) se
existe uma aplicagzo continua H: XxI +Y (chamada . homotopia)
tal que H(x,0) = f(x) e H{(x,1) = g(x) para todo x em X.

(ii) Sejam A um subespago de X e T e g tails que f(a)=g(a)

para todo a¢A. Dizemos gque f & homotOpica a g relativamente

a A {(notagao: f = g rel A) se a aplicagao H do item (i) satis

faz H(a,t} = f(a) = g(a) para todo ac A e todo tel.

(1ii) Se denotarmos por v o conjunto das aplicagoes con-

"o _1mo,

tTnuas de X em Y ent3o as relagoes "="e” = rel A" sao relagoes

de equivaléncia en YX .

(2.1.2) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliciais,

£: |K|] » |L| uma aplicagao continua e g: K-+L uma aproximagao
simplicial de £ e A o seguinte conjunto:s
A={x¢e [K|: g(x) = £(x)}

Entao g = f rel A.

Demonstracao. Ver Eilenberg-Steenrod, Teor. 7.6, p.65 ; Spa-

- nier, Lema 2, p.126

-2%~



(2.1.3) Definicoes.

(1) Sejam X e Y espagos topologicos, A e B subespacos de
X e Y, respectivamente, e £: A+Y uma aplicag¢ao continua. Di-

zemos que f e deformavel a B em Y se existe uma honotopia

F: AxI =Y tal que F( ,0) = f e F(A,1)C B.

A aplicagao T & chamada uma deformacac de f a B em Y.

(i1) Sejam X um espago topologico e A e B subespacos de X.

Dizemos qgue A & deformivel a B em X se a aplicagao ~ inclusao

jA: A->X e deformavel a2 B em X. Dizemos que A & contratil ge
B se reduz a um ponto e A & deformavel a B em X (e portanto a
inclusazo anterior & homotopica a uma aplicagao constante). Em

particular o espaco X & dito contratil se a aplicacac identi-

dade em X & homotGpica a alguma aplicacaoc constante.

(2.1.4) Definicao. Dois espagos topologicos X e Y sao ditos
ter o mesmo tipo de hemotopia ge¢ existem aplicagoes continuas

onde id, e

f: X+Y e g: Y>X tais que gof v > <

[H
=
="
]

1]
o
1)
ud
j=

idY sao as aplicagoes identidade em X e em Y, respectivamente.

A aplicacao f (ou g) € chamada uma equivaléncia de homotopia.

(2.1.5) Proposicao. Sejam A,B e C espagos topologicos - tais

que A tem o mesmo tipo de homotopia que B e B tem o mesmo ti-
po de homotopia qirie C. Entao A tem o mesmo tipo de homotopia

que C.

Demonstracao. Sejam f: A+B, g: B—+A tais que fog = idg e

gof = idA e pt B>C e q: C+B tals que pgq = idé e qop = idB.
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Entao paft A=-C e gyqt C>A sao tais que (poflo(gysq) =
= polfpgg8lod = Po idBoq = ppq = idd e analogamente th)o(pofyﬁdA.

(2.1.6} Preoposigao. Um espago topologico e contratil se e so-

mente se ele tem o meswmo tipo de homotopia que um ponto.

Demonstracao. Ver Spanier, Teor. 10, p.26

A proposigao seguinte sera usada em (5.1.7)

(2.1.7) Proposicao. Sejam X um espaco topoldgico e A, B, CeD

iy

subespagos de X tais que BcC, A e deformavel a B em X e C
deformavel a D em X.

Entao A & deformavel a D em X,

Demonstracao. Seja F: AxI +X a homotopia tal que F( ,0) & =

inclusao jA de A em X e f(A,i)c:B. Seja G: CxI +>X a homotopia
tal que G{ ,0) & a inclusao jc de C em X e G(C,1)< D. Difini-

mos uma aplicacao H: AxI - X por:

F(a,2t) para aelh e Oftf-%f
H(a,t) =

G(F(a,1}), 2t,1) para acA e%gtgl

Seja t =-%—. Como F{a,l) €C para acA, temos F(a,2.-%—)=F(a,l)

='jc(F(a,1)) - G(f(a,l), 2.4%~" 1). Segue dai que H & continua.

Alem disso

H( ,0)

F( ,0) = jA

H(A,1) G(F(A,1),1) < G(B,1) < G(C,1)c< D

Portanto H & uma deformagao de A .a D em X,



-

{2.1.8) Definig¢Ces. Sejam um cspago topoldgico X, A um subspa

co de X, jA a inclusao de 4 em X, idA e idX as aplicagoes iden
tidades em A ¢ em X, respectivamente.

(1) D izemos que A & um retrato de X se existe uma apli-

cagsaec continua f£f: X~>A tal que £oi, = id, (isto g, f(x) = x

para todo x £€A). A aplicagao f & chamada uma retracao de X em A.

- (ii) A & chamado um retrato de deformacao de X se existe

uma retracgac f de X a A tal que jAof o idX . Neste caso f &
chamada uma retracao de deformacao.
(iii) A & chamado um retrato de deformacao forte de X se

existe uma retragao f de X a A tal que Jpof = idy rel A. Nes-

te caso f e chamada uma retracao de deformacao forte.

3

(2.71.9) Proposi¢ao. Sejam X um espago topoldgico e A um retra

to de deformacdo de X. Entdo A tem o mesmo tipo de homotopia

- que X.

Demonstracao. Segue das definicoes acima.

(2.1.10) Proposicao. Sejam K um complexo simplicial, L um sub

complexo total de K e N(L,K) a vizinhanga regular de L em K
(Ver (1.1.27). Para cada xeN(K,L) temos x = E ajvj (vj vérti
‘ i

ce de N(L,K)). Definimos entio

v(x)

d.,
1

i
[

£(x)

P
3 vix) i1

Em cada caso a soma e tomada sobre os vertices de L. Entao f(x)e[Ll



e f & uma retracao de N(L,K) em |L|. Além dissc a homotopia
h: N(L.KYxTI =+ N(L,K) definida por
hix,t) = t.f(x) + (1-t)x

mostra que !L] e um retrato de deformacac forte de N(L,K).

Demonstracao. Ver Eilenberg-Steenred, Lema 9.3, p.70

{(2.1.11) Definicado. Sejam X e Y espagos topologicos, A um sub
espaco de X e f: XY uma aplicagao continua.

(i) Uma homotopia parcial de f & uma homotopia F:AxI > Y

tal que F(x,0) = f£{x) para todo xeA.

(ii) A & dito ter a propriedade da extensao de homotopia

em X com respeito a Y se toda homotopia parcial H: AXI~»Y de

toda aplicacac continua f: XY tem extensao - continua
fi: XxT +~Y tal que H{x,0) = f(x) para todo xeX.

(iii) A & dito ter a propriedade absoluta de extemnsao de

homotopia em X se A tem a propriedade de extensao de homotepia

em X com respeito a qualquer espacgo Y.

(2.1.12) Proposigao. Se (X,A) e um par finitamente triangula

vel (Ver (1.1.12 (ii))) entdao A tem a propriedade absoluta da

extensao de homotopia em X.

Demonstracao. Ver Hu, Prop. 9.2, p.l4 .

(2.1.13) Definicdo. Sejam M e N variedades c¢® sem bordo e f e

g aplicagoes ¢~ de M em N. Uma homotopia C* entre £ e g & uma

- - f-m — . ar . . owT . - - .
ap.‘.l.{:ag.au v PL MXL "N LdEdl gue o La, U

e
|
[
~n
23
-~
j¢4]
hi
Fah
L
-
[
o
l
oo
—~
bt
s
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para todo xcM.
* - - o +
Se existe uma hometoplia C entre f e g diz-se que £ e g =san

-, . o
homotopicas C .

Pode-se provar (Ver Lima, p.23) que a relacao "f & ho-
- - oo - Lt N -~ . .
motopica ¢ a g" e uma relagao de equivalencia no conjunto das

aplicagdes € de M em N.

2.1.14) Proposicdo. Sejam M e N variedades Cm, sem bordo,
(

compactas.
(i) Toda aplica¢ao continua de M em N & homotopica a uma
. - o
aplicagcao C de M em N,
. . - ee] -~ - .
{ii} Se duas aplicagces £ de M em N sao homotopicas, elas

— - ] oo
sao homotopicas O

Demonstracao. Ver Lima, p.25 .

Grupos de Homotopia

Referencias principais: Hu, Spanier.

- - n
Se n e um numero natural n>l, denotaremos com I o cubo
P . . n n . ’
unitario n-dimensional e com 81 o bordo de I . Sejam X um es
pago topologico e xos:X. Sejam Pn(X,xo) o conjunto de todas as
T4 o~ 4-'-. n- - I — .
aplicacoes continuas «: I =X tais que =(3I7) = x e mn(X,xo)
¢ conjunto quociente de Pn(X,xo) pela relagao de equivalémncia
n'l"l'

"homotopia relativa a 3I ". Se =,B € Fn(x,xo) definimos

« % B: IV >X por



| e

(m(zrl,tz,...,tn) (0 < ty <
(4B) (5,00t ) = S

- L )
[B(ZL]_ 1) tzr-"stn) (2 _< tl S 1’ 0 f tz""’tn i ]')

s 0.5 Tyseee,t < 1)

Se =« g TH(X,XO) definimos cc—1: PR por:

-1
@ T(ty,eea,t ) = < (lmt by, et ) (0€ gyt < 1)

(2.2.1) Proposicao. Sejam «, B, =', B' e y elementos de I‘n(X,xo). '

(i) «%B e T_(X,x) e "1 T(X,x,).

(ii) Se = = «' yel 3I" e B = B' rel 31" entao

wkB = «'*k8' rel STI°.

(iii) (=#B)*y = =% (B*y) rel I,

(iv) Seja & = Tn(X,xo) tal que E(tl,...,t ) X para to-

Demonstracao., Ver Hu, p,108

Se « g Fn(X,xo) denotaremos por Dﬂ a classe de homoto
pia rel 31" de = em ﬂn(X,xo); e se BEPH{X,XO), definimos E@].
[B] = [?*B]. Entao, pelas propriedades acima, (ﬂn(X,xo), .)

torna—-se um grupo.

(2.2.2) Definigcao. O grupo ﬂn(X,ko) ¢ chamado o grupo de ho-

motopia (absoluto) n-dimensional de X com ponto base S, - Pa-

ra n=1 , WT(X,KG) e chamado o grupo fundamental de X com pon-

to base x .
——-—-—————0
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{2.2.3) Proposican. Sejam X, Y e¢ Z espacos topoldgicos e x.
w
um pornto de X,

(i) Seja f: X =+Y uma aplicacao continua tal que fG%) =y ,
0

e para coda n > 1 seja f#3n:’?n(x’xo) ﬂ*ﬂh(Y,yo) a aplicacdo
defini foc )= Tforc] . Entd & i
finida por EW,N(L J) [fomJ . %ntao f#,n e um homomorfis-

me de grupos.

(ii) Se id: X+X & o homeormorfismo identidade, entaoc a

. - e - - . . .
aplicagao 1d#’n Wn(X,xo) ﬂn(X,xo) e o automorfismo identida

de para todo n.

. (iii) Se g: Y+Z & uma aplicagao continua tal que g(y )=z

0
e f e como na parte (i), entao (gof)#,Il = 84 o 0 f#,n para
todo n.
(iv) Se £,f': X+Y sao aplicagoes continuas = tais que
= - ' = = '
f(xo) g(xo) e f f' rel {xo} entao f#,n f#,n para todo n.
(v) Se X & contratil, entao Wn(X,xo) = (} para todo n.

(vi) Se n>2, nn(X,xo) & um grupo comutativo.

Demonstracao. Ver Hu, Prop. 5.2, p.113 , para (i) Proper-

ties I ~ II, p.114 , para (ii) e (iii); Property V, p.117, pa

ra (iv); p. 109, para (v); e Prop. 2.1, p.109, para (vi).

(2.2.4) Proposicdo. Sejam n e X como no comego desta secgdo e

0: I>X um caminho em X ligando x = c(0) a Xy = g(l). Entao

0 induz um isomorfismo ot wn(X;xl)-+ﬂn(X,x0) que depende sO

- T T .
HumuLui b

[ .
Well
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O

N L IV T .01 q -
= de TeliLX_,%x42 de R
AR R |

4]

1 .. _v L.
vz Llas
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A demonstracao completa pode ser encontrada em Hu, p.p
126~128, Mostraremns aqui apenas como e feita a construcao do
isomorfismo posto que precisaremos explicitamente dele na prop.

(2.2.7) abaixo.

11

Demonstracas. Seja « ¢ wn(x,xl) e £: (1%, 91™) —>(X,x1) um re

presentante de =. 0 fato de ser f{(x) = x = g(1-0) para todo
x € 31" nos leva a definir uma homotopia parcial $:97T" x T+ X
de £ (Ver (2.1.11 (i)) ) por ®(x,t) = o(l-t) para todo xedl"
n ny - e .

e todo tel. Agora, como (I, 81 ) e um par finitamente trian
gulavel, 31" tem a propriedade absoluta da extensao da homoto
pia em I" (Ver (2.1.12)). Portanto pode ser estendida a uma
aplicacao continua F: I%x1 »X tal que F(x,0) = f(x) para todo

X £ " e F(aln,t) = g{l~t) para todo teT1,.

Seja agora g:(In,SIn);+(X,x0) a aplicacgao definida por
g(x) - F(x,1) e.seja £ a classe de g em ﬁn(X,xb). . Definamos
*entao Un(m) = B. Pode~se demonstrar {(Ver loec. cit.) que B de-
pende somente = e da classe de hcomotopia rel{xo,xl] de o (em
particular, B nao depende de f nem de F), e que o é um 1iso-

morfismo.

Sejam X um espago topologico comexo por caminhos e x e
y dois pontos  de X;_ Entao existe um caminho ¢:I +»X ligando x
a vy e pela proposigao anterior temos um isomorfismo
T (X,¥) 2 wn(X,x)f Portanto, se X & conexo por caminhos, pode
mos omitir a referencia aos pontos base e falar simplismente

no grupo de homotopia (absoluto) n—-dimensional de X, que.seja

denotado-ﬂﬁ(X).

W
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(2.2.5) Definig¢ao, Sejam X ¢ Y espagos topologicos - conexos
por cominhes ¢ £: X ~=+Y uma apliczocac continua. Dizemos que f

e uma equivalencla fraca de homotopia se o homomorfismo indu-

zido
f#’n: ﬂn(X,x)-+ﬁn(Y,f(x))

e um isomorfismo para todo n > 1.

(2.2.6) Proposigao. Uma aplicagao continua entre complexos

CW @ uma equivaleéncia fraca de homotopia se e somente ge &

uma equivalencia de homotopia (Ver (2.,1.4)).

Demonstracao. Ver Spanier, Cor. 24 , p.405

0 resultado seguinte nao foi encontrado nas referencias.

-

Ele sera utilizado em (5.2.4).

(2.2.7) Proposicao. Sejam X um espacgo topolagico e {X.}.

J3ed

"uma familia de subespagos de X indexada por um conjunto diri-

gido J. Suponhamos que a familia satisfaca:
(i) Xj e conexo por caminhos para todo j em J.

{1i) X = \JjeJ Xj

{(iii) Para cada j em J existe um aberto Aj de S tal que

xjcajcx para toédo k>j .

k
(iv) Para todo j em J existe k em J tal que k>j e Xj e con
tratil a um ponto de X, (Ver (2.1.3(ii)) ).

Entao X & conexo por caminhos e ﬁn(X) = 0 para todo n>l .
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Demonstracéo. Se ¥ e x, estao em X existem i, keJ tais que

- k]
] iy

oK, . ‘_ u_---.- . oo - J -_,-‘ . - > . 7 L X, - .
Xot.AJ e %, £ X . Seja A tal que £>)] e £>k., Entao KJC;AZ e

XUC X, por {(iii), logo X s Xy EXQ. Como Xg & conexo por cami-

£
nhos existe y: I = Xg iigando X, & ¥y - Se iR 2 a inclusao de
X, em X entao i£ o Y e um caminho em X ligando ¥, a x; . Por-

tanto X e conexo por caminhos,
Sejam X, um ponto qualquer de X, i &€J un indice tal que
Tt T
x £X. , « uma classe em 7T _ (X, x ) e £:3(I7, 31 )=(X,x )} um re-
0 i n 0 o
presentante de «. Pelas hipoteses (ii) e (iii) existe uma co-

bertura aberta {Aj} de £(1™) e como 1" & compacto e f & con

ielJ

tinua, podemos escolher uma subfamilia finita A, ... A,
_ 1y Iy
tal que f(IMYaa, V...UA., . Como J & um conjunto dirigido

.]1 JT_" '

existe kel tal que k3j1’°"?k2jr , e, pela  hipotese (iii),

- - n .

. , : c X .

X. C A, C,kk ,...,XjC: AJ C.Xk i portanto £(I ) Yn Seja

Ji 1 r

2eJ tal que £3j e &>k; entdo x_ecX, e £(I")C X, . Pela hipdte

se (iv) existe meJ tal que m>% e KR & contratil a wum ponto

Tr

yeXm.. Logo existe uma homotopia FQ: X2x1-+Xm deformando a in
ao 1.: > a i ao <y>: > 3
clusao L, Xg Xm a aplicacao <y X£ Xm que leva todo pouto

XEXE no ponto yeXm (Ver (2.1.3 (11}))}) ). 8Seja g: I +X o cami-
nho em X definido em X definido por o(t} = FE(XO , L—t)
(0<t<l) .

Como Fg(xo,l) = <y>(xo) = v e FQ(XO,O) = lg(xo) = X, , 0 ca

minho o liga vy a X - Seja ot ﬂn(X,xo)-+ﬂn(X,y) o isomorfis-

mo induzido por o(Ver (2.2.4)).
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2.3.

- 3_{'}_

Entao F & continuz, F(x,0) = Fﬁ(f(x),O) = i, (£{x)}) = £{(x) pa

n on : n |
ra todo xel e F(31 ,t)y = FR(I(BI Y.ty = Fi(xu’t) = g{l-1)
para todo tei, pela definigao de o.

Pela definicao de o (Ver fim da proposicao (2.2.4)) temos
Un(x) = [F( ,1)] . Mas para todo xeI" vale F(x,lkﬁg(fhd,l)=y
e portanto [¥( ,1)] = 0. Assim Uriﬁ) = 0 e como O ‘e isomor-
fismo temos « = 0, donde ﬂn(X,xo) = 0, Como X € conexo por ca

minhos concluimos que 7 (X) = 0 para todo n>l .

0 grau de uma Aplicacao

Referencias principais: Conde, Lima, Milnor.

Sejam M e N wvariedades Cm, orientadas e de mesma dimen
sac, e suponhamos que M & compacta e sem borde. Sejam f: M- §
uma aplicacgao Cé 2 yeN um valor regular de f (que existe pelo
teorema de Sard). Eutao f_l(y} tem um numero finito de pomntos,
e, se ng_l(y) a derivada Df(x) estabelece um isomorfismo en-
tre o espago tangente a M em X e o espago tangente a N em y.

Seja n a dimensao comum de M e N.

. . ~ -1
Dizemos que [ preserva a orientacao em xef (x) se quando to-

n n . .

mamog cartas ¢:U+R , com xeWU , e P:V+R , com yeV, dos dtlas
- . . [+ .

que dao as estruturas de variedade C orientada de M e N, res

. . — . .. __1 .
pectivamente, entao o jacobiano de Yof ¢ em ${(x) tem deter-—

minante positivo. Dizemos que f inverte f inverte a orientacgao

-1 , - .
em xef " (y) se esse determinante e mnegativo.

Prova~se facilmente que as definigoes acima nao dependem das

i~ PR

. [l + - ™ . iy P B | rr Y = 1
cartas tomadas. oe SLZg: Mmoo & d lungad 5indsr (isud n

gz} =

My
[

s &



e x>0 e siglx)z -1 se x<0 e sig(0)=0 ) definoce entao:

{l sc £ prescrva a crientagac om X.

. . -1
D £(x)=g det J{(Pof =
SLE (x)=sig ( (Yofcd )¢(X)) l_l se f inverte a orientacao em x.

onde det(J(wcfo¢'1)¢(Xﬁ indica o determinante jacobiano no pon

to @(x).

(2.3.1) Definicgao. Sejam M e N variedades C , orientadas e de
mesma dimensao, e suponhamos que M & compacta e sem bordo. Seja

f:M>N uma aplicagao c” e yEN um valor regular de f. Entao o grau

de f em v & o nimero:

deg(f,y) = z sig D f(x)
-1
xtf T (y)
Kote que a somatoria tem seniido pois £ {y) & finito,
(2.3.2) Proposigao. Sejam M e N variedades ¢® de mesma dimen-

sao, orientadas e sem bordo. Suponhamos que M & compacta e N &
conexa. Sejam f:M»N uma aplicagao C*” e yee z N valores regula-~

res de f. Entao

deg{f,y) = deg(f,z).

Demonstracao. Ver Conde, p. 83.

(2.3.3) Definigao. Sejam M e N variedades C© de mesma dimen-
- sao, orientadas e sem bordo. Suponhamos que M & compacta e N &

conexa. Sejam f:M->N uma aplicaggo C” e yeN um valor regular de

f. Entaoc o grau de £ & o numero:



Y.

deg(f) = deg(f,y).

(Note que, pela proposicao anterior, a definigao tem sentido).

(2.3.4) Proposicao. Sejam s' a circunfer@ncia unitdria no pla

. L - . — - - ].
no complexo e k um numero inteiro. Entao a aplicacgao f:SléS

P !
definida por f(z)=z( tem grau k.,

Demonstracan. Se k=0 entao £ & constante, e tomande como valor

regular um ponto de S1 distinto de 1, por definigao, temos
deg(f)=0. Se k + 0, consideremos as parametrizzcoes
hl:(O,Zﬂ)+Sl, dada por hl(t)=exp(t)=costrﬁ,sen t(ahzz(—l,l}451,

dada por hz(t) = /T—tg]+it, cujas imagens.hl(O,Zﬂ)=Sl—{l} e

fo
[a
Pl
tn

. . ki TP
hz(—L,1}={cose+1 seng: “m§"<e< > } formam uma cobertu

Alem disso h;lohzit)=arc sen t e (h_ ¢h.) (t):(l—tz)_'Q >0 para
todo -1<t<l, Dessa forma hl e h2 sao cartas coerentes de 5,

Observemos agorauque h;lofohl(t)=sen k t e h;lofoh2(t)=
=sen[k(arc sen t)]. Se tomamos y=l na definicao (2.3.1), obte~-
mos f~1(1)={cose+i senf:8=0,2V/k .., 2ﬂ(k—1)/k}.

Entio (hglofohzi (o) =k e (h;lofoh13 (3% =k, .. . ,
(k;lof hli (2ﬂ£5i12)=k. Se k>0, em todos os pontos de f_l(l),f
preserva a orientacao e portanto deg(f)=1+...+1=k. Se k<0, em

todos os pontos de f_l(l), f inverte a orientagao e portanto

deg(f)=(-1)+...+(~1)=(~1) Ik l=k.

{2.3.5) Proposicao. Sejam M e N variedades ¢” da meema dimen-

s20, orientadas e sem bordo. Suponhamos que M & compacta e N &

- oo —~—
conexa. Sejam f e g aplicagoes C de M em N, Se f e g sao homo
topicas C® ent3oc ambas tém o mesmo grau,

Demonstracao. Ver Conde, p. 85.
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(2.3.6) Teorema {Hopf). Seja M uma variedade ¢* de dimensdao m,
compacta, conexa, orientada e sem bordo. Entaoc duas aplicacoes
o m o~ - 0 ' -

C” de M em & sac homotepicas C se e somente se elas tem o mes

mo grau.

Demonstracao. Ver Conde, p. 126,

— [eal
(2.3.7) Definicao. Sejam M e N variedades ¢ de mesma dimen~
sao, compactas, orientadas e sem bordo. Suponhamos que N & co-
nexa. Sejam f£:M>N uma aplicagaoc continua e g:M*N uma aplicacgao

o - . bt - -
C" homotopica a f. Entac ¢ grau de f e ¢ numero:

deg(f)=deg(g)

Note que, dada f, (2.1.14(i}) garante a existencia de g; a tran
sitividade da homotopia, junto com (2.1,14(ii)) e (2.3.5) garan

tem que deg{(f) estad bem definido.

(2.3.8) Teorema. Seja M uma variedade C% de dimensaom, com

pacta, conexa, orientada e sem bordo. Entao duas aplicagoes con
m bt — 3 -

tinuas de M em § sao homotopicas se e somente se elas tem o

mesmo grau.

Demonstracao. O resultado segue da transitividade da homotopia,

de (2.1.14) e de (2.3.6).
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3.1. Grupos de Transformacgoes.

Referencia principal: Bredon, p.p. 1 e 32.

(3.1.1) ggfinigéo. Um grupo topolopico e um espaco de Hausdorff

G comrﬁﬁé”multiplicagao continua GxG»G, a qual torna G um grupo,
e tal que a aplicagao G*G que leva geCG em ngeG e continua. 0
elemento identidade de G seri denotado por e. (Pela hipotese de
separagao, todo grupo topologico finite negessariamente teﬁ a to
pologia discreta. Por outro lado, qualquer grupo pode ser consi-

derado um grupo topologico, tomando_nele'a topologia discreta).

-

(3.1.2) Definigao. Um grupo topolbgico de transformacoes e

uma terma (G,X,8), onde G & um grupo topolagico, X & um espago

de Hausdorff e 6:GxX~X & uma aplicacao continua satisfazendo:

(i) o6(g,8(h,x))=6(g.h,x) para todo g,heG e xeX;

(ii) 6(e,x)=x para todo xeX.

A aplicagio 6 & chamada uma acao de G (ou uma G-agao)so-

bre X. 0 espa¢o X munido de uma G-acgao & chamado um G-espage (a

esquerda)._UsualmenEe esecrevemos gx em vez de 8(g,x).

(3.1.3) Proposigao. Seja {(G,X,0) um grupo topologico de trans

formacoes. Entao para todo g em G, a aplicacao Bg;X+X definida
por %@(x)=gx & um homeomorfismo de X (com inverso %,_1).

-

Demonstracao. Ver Bredon, p. 33.

-38-
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{3.1.4) Defiunigao. Um homeomorfismo h:X-+X & chamado pericdi-
. — el
co se exlsfe um numero natural n>l tal que f =fofeg...o0f:X-+X(com

posicao n vezes) & a aplicacao identidade e f© & diferente da

identidade para todo m<n. O nimero m & chamado periodc de h.

Seja Z o grupo dos inteircs e n um numero natural > 2.

Usualmente denotaremos 0 grupo quociente Z/nZ por Zn.
(3.1.5) Proposicao. Seja h:X»X um homeomorfismo. Entao

(i) Se h nao & periodico, h induz uma agao de Z sobre X.

(ii) Se h & periddico, de pericdo n, h induz uma acao de Zn sobre X.

Demonstracao. No caso (i), definiremos uma agao 8:ZxX-X por

: m, . T T . .. m o .- ,
O{m,x)=h (x), onde h e a identidade, h e a composicgae itera-.
da m vezes de h, se m>l, e e a-composigao iterada |m| vezes de

1 - T o g » ’ —~ - - - o .
h gse m<l. No caso (il1) define-se uma agao de maneira analoga.

{3.1.6) Definigao. Sejam X e Y G-espagos e f:X»Y uma aplica

gac continua. Dizemos que f & G-equivariante se f(gx)=gf(x) pa

ra tode geG e xeX.

(3.1.7) Definigao. Sejam X um G~espago e x um ponto de X. A

G-orbita de x & o conjunto G(x)={gx:geG}. Um ponto x€G & um pon-

to fixo da G-acao se G(x)={x}. O conjunto dos pontos fixos da

aggo de G sobre X sera denotado por F(G,X).

(3.1.8) Proposicao. Sejam h:X+X um homeomorfismo e Fix(h) o

conjunto dos pontos fixos de h. Entao a G-agao induzida por h



3.

2.

....&U_

(ver (3.1.5)) satisfaz F(G,X¥)=Fix(h}. Coloquemos G=7 se h nan a

periddico e G=Z  se h ¢ periodico de periedo n.

~ ~ T
Demonstracao.Notamos que se h{x)=x entao h (x)=x para todo r:Z;

“portanto Fix(h) estd contido no conjunto dos pontos fixos de h'

para todo réZ, Entao:

Fix(h)={x&)ﬁh(x)=x}: {\{kEx:hr(x)=x}={x€x:hr(x)=x}para todo
reZ

reZl= F(G,X).

Acoes Simpliciais

Referéncias principais: Bredon, p. 115,

#

{3.2.1) pefinicgao. Sejam ¢ um grupo discreto (isto &, um gru
po com a topologia discreta), X um complexe simplicial num es-
pag¢o normado E (Ver (%.1.3)) e 9:leK|+|K1 uma agao de G sobre

[kl (ver (1.1.9)). Dizemos que 6 & uma agao simplicial se pa-

ra cada g€G a aplicagao 8g:|K1+lKl definida peor Bg(x)=gx e uma
aplicacao simplicial (Ver (1.1.19)). Um conjunto simplicial K

munido de uma G-ag¢ao simplicial & chamado um G-complexo simpli-

cial,

(Como, para cada geG, € € simplicial e também & um homeomor=—

fismo, Gg leva simplexos de K, preservando a dimensao).

(3.2.2) Proposic¢ao. Seja K um G-complexo simplicial. Entio a

‘agao simplicial de G sobre K induz uma agao simplicial de G so

bre a primeira subdivisazo baricentrica Sd(X).

Demonstréqﬁo. Consequéncia imediata de (1.1,22). |



(3.2.3; Propgsicide. ({Ver frodou, pp. 115-116). Scja K um G comple

¥xo simplicial. Entao as afirmagoes {(I).e {(II) sao equivalentes.

(I) Para qualquer geG e qualquer simplexo AgK, g deixa
AefAfixo ponto a ponto.
(IT) Se geG e v @ um vértice de K tais que v e gv pertencemn

a um mesmo simplexo entao v=gv.

Egmgﬂi}ragao. Suponhamos (I) verdadeira, Sejam gcG e v um ver-
tice de K tais que v e gv pertencem a uln mesmo simplexo. Entao
[v,gV]EK e portanto gﬂ][v,gv1ﬁ[g_1 v,v]= AcK e g(A)={v,év].Por
(1) g deixa ANg(A)Y={v} Fixo ponto a ponto, isto a, gv=v.
Suponhamos agora (IL) verdadeira. Sejam geG e AcK. Se
Aneg(a)y=¢, (I} wvale trivialmente. Se ANg A)%@ entao ANg(A) € um
simplexo de K. Seja v um vértice de K contido em ANg{A). Entao
gvegi{A) e portanto v e gv pertencem a g(ﬁ}. Assim_{v,gv} 2 fa
ce de g(A), logo v e gv pertencem a um mesmo simplexo, donde
v=gv por (II1). Entao g deixa fixo qualquer vertice de ANg(A),e

por linearidade g deixa ANg(A) fixo ponto-a ponto.

(3.2.4) Proposicao. (Ver Bredon, Prop. 1.1, p. 116). Seja K

um G-complexo simplicial. Entao a acao induzida na primeira sub
divisao baricentrica Sd(K) (Ver (3.2.2)) satisfaz a afirmagao
(I) (e portanto a afirmacao (II)) da proposigao (3.2.3).

Demonstragac. Sejam geG e AcSd(K), e consideremos A\g(A). Se

ANg(A)=¢ entao (I) esta satisfeita. Se Aﬂ;(A)%¢ entao ANg(A) &
um simplexo de Sd(K). Seja w um vertice qualquer de ANg(A). En
tao gweg(A) e portanto w e gw pertencem a g(A). Assim [w,gw] e
face de g{A), loge um simplexc de 8d(¥). Dal segue gue evistem

i

3
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.3

L Az £ K tails que Al i-AZ (isto o, Al

b(Al):w e b(Az)gW. Entac b(ﬂg)“gb(ﬁl):b(g(ﬂl)), e como o bari-

A e face de Az), tal que

centro & um ponto do interior do simplexo, temos A2=g(Al). Ain

da, como g mantém a dimensaoc dos simplexos e A, < A2=g(Al) va-

1
le A1=g(A])=A2 ¢ portanto w=b(Al)=b(A2)=gw. Entac g deixa fixo
todos os vertices de ANg(A) e, por 1ineafidade, g deixa ANg(A)

fixo ponto a ponto.

0 Teorema da Aproximacao Simplicial Equivariante.

Referencia principal: Bredon, p. 68.

0 resultado seguinte, que & uma variagao de uma asser-
gao que aparece nc Exercicio 6 de Bredon, p. 68, recebe o nome

de Teorema da Aproximagao Simplicial Equivariante,

(3.3.1) Teorena. Sejam K e L complexos simpliciais fini-
toes € G um grupo discreto agindo simplicialmente sobre K e so-
bre L. Seja f:|K|~|L| uma aplicagao continua G-equivariante.En
tao existem um nimerc natural r > 1 e uma aproximagao simpli-
cial ¢:Sdr(K)+Sd(L) de f que E:Gwequivariante e tal que
¢:|K]+]L1 & homotopica a f.

Demonstragac. Consideremos 3d(L) e a cobertura aberta

0 o - -
U={St(w,8d(l)): w & vertice de Sd(L)}

- - -1.,.9 . e -
de |L|. Entao £ Liy=(e Yst(w,8d(1)): w & virtice de SA(L)} &
uma cobertura aberta do espago compacto |K| (Ver (1.1,13(ii}).

Sejam 2 > 0 o nimero de Lebesque de f_l(U) e r um nimero natu

M
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ral > 1 tal que mesh (Sdr(K)) < g {Ver (1.1.12)). Como EderGQ

o]

exigte apenas um numero finito de vértices, existe apenas Ui
- .. - . . o} - .
numero finito de G-orbitas em [Sdr(K)] . Escolhameos um vertice

v para cada orbita e chamamos V ao conjunto {v. ,...,v_ } des-
n

13
ses vertices.

Se A e um simplexo qualquer de Sdr(K), o seu diametroe

menor que g pela escolha de r (Ver (1.1.11)). Portanto, se v,

e um vértice gqualquer de V e Ba(vi) ¢ a bola aberta de centro
v, e raioc £, temos Sg(vi,Sdr(K))CBE(Vi). Fela escolha de 2¢
existe um vérticg u. de 8d(L) tal que Bg(vi}Cfnl(S%(ui,Sd(L))L
Escolhe mos um desses ui e definimos ¢(vi)=ui. A seguir wvamos

. -, . r . ,
definir ¢ para qualquer vertice v de S§d (K). Para 1sso necessi
taremos das consideracoes seguintes. Como v pertence a uma das

Avhi Teateyno : o/ Erey
C~nrhitas em 47 (¥) | existe zel tzl gue VBV, . DeSt\viﬁﬁ (X2

K

- o s} 1] .
CE l(St(ui,Sd(L))), temos f(St(vi,sa?(K)))CSt(ui,Sd(L)) e portanto

o o
gf(St(vi,Sdr(K)))CgSt(ui.Sd(L)). Como f € equivariante obtemos

o T Q
E(gSt(v,:8d (K)))CgSt(u,,5d(L)) (1)

Se agora colocamos Au ={A€Sd(L):ui€A} e Agu ={BeSd(L):
i i
:guiEB} temos g Au ={gA Sd(L):ui A}, e como uieA implica que
i
gu.egA entao gA C A . Por outro lado g 1A ={g g Sd(L) :
i u;” gug gu,
tgu.,eB}, e como ‘gu.eB implica que u.eg— B, temos g_lA CA e
i i i gu;~ Tuy
portanto A Cg A . Degcsa forma g A=A - , donde
guy uy Tuy Tguy

L}g<B>=LkgB>=kJ<C>-

BeA CcA
n. gu

.
b=

B EAU .
1 s 1
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Como St{u, ,3d{i)) =\ ,;<B>, obiemos

o o
gSt(u,,8d(L)) = St(gui,Sd(L)) (2)
Analogamente deduzimos que:
o © r © r
gSt(vi,Sd (K)) = St(gvi,Sd {(K)) (3

Assim, de (1), (2) e {(3) obtemos
0 r o .
f(St(gvi,Sd (K)))CSt(gui,Sd(L)) (4)

Aoenrs epaot
HB0Ya @357

tamos em condigcoes da definir a(v).

in
3]

Lembramos

que v=gv., e que ¢(vi)=ui. Entao definimos ¢(v)=gui. Para demons

trar gque ¢ esta bem definida, suponhamos que Vg4 Vs =8, V; - Por {4),

° T 0 T, °
T(8t{v,5d " (K))) = f(St(glVi,Sd (K))k:St(glui,Sd(L))

o o
f(St(v,Sdr(K))) = f(Sg(gzvi,Sdr(K)))CSt(gzui,Sd(L))

o

8]
donde ¢=|=f(St(v,Sdr(K)))CSt(glui,Sd(L))ﬂS(t)(gzui,Sd(L))

Por (1.1.24), {gyu,

i
-1
g

=2z

s gzui] ¢ simplexo de Sd(L). Como a transla

e L]
e g1

i

D por

I
Il
J=

.. . ~ r -1
e nlicial e preserva dimensoes, lg, "g.u.

2 %1 1’“11 ©



simplexo de SA{(L). Pela proposicao (3.2.4) vem que g;lglui=uf

donde g,u, =g u . Portanto ¢ esta bem definida. Agoraestendemos

2
¢ por linearidade aos simplexos de Sd"(X). Obtemos assim uma
aplicagao simplicial ¢:Sdr(K)+Sd(L) bem definida, e, por cons-
trucao £(Sg(v,8dr(K)))CS€($(V),Sd(L)) para cada vertice v de
Sd"(X). Entac pela proposigao (1.1.25), $ € uma aproximagao sim
plicial de £. Além disso, se v & um vértice de Sd"(K) e g’ G en
tao g‘m{v)=g'(gui) para um geG tal gque V=gV, s enquénto gue
¢(g'v)=¢(g'gvi)=(g'g)ui; portanto g'¢(v)=¢(g'v). Assim, por 1i
nearidade, g'¢{(x)=¢(g'x) para todo ponto x em |SdrK], e entaoc

¢ € G-invariente. A afirmacao de que ¢ €& homotopica a £ sejue

de (2.1.2).
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CAPITULOD 4

NVERSOS, COLAGENS E JUNCOES

Limites Inversos

Referéncias principais: Dugundji, p. 427; Eilenberg—~Steenrod ,

p. 212; Wellace, pp. 182 e 217.

(4.1.1) Definicao. Um conjunto preordenado & um conjunto A

munido de uma relagao binaria, denotada >, que & reflexiva e

transitiva.

(4.1.2) Definicao. Um sistema inverso de grupos & uma fami-

lia de grupos abelianos {Ga} indexada por um conjunto pre-~

Qe A’

ordenado A, tal que para todo par de indices o, Bed com B>u,
existe um homomoriismo ﬁaB: GB+Gu satisfazendo as condigoes:

(1) o, & a identidade para todo OgA;

o
(i) FGBDHBY = WGY quando ¥y > 2 > a.

T ]_ 1 t a ) - - .
al sistema serz denotado {Ca’ ﬂaB, Al

{(4.1.3) Definigao. 0 limite inverso do sistema inverso de

grupos {Ga’ WGB’ A} & o subgrupo, denotado Lim Ga’ do produto

carteslano (forte)aziGa={{gahmA:gaEGa} subgrupo este formado
pelos elementos {ga}ueA €;§£ Gu cujas cocrdenadas g, satisfa-

‘zem a relagao gazﬂaé gé sempre que B > q.

(4.1.4) Definicado. Um sistema inverso de espagos topoldgicos e

uma familia de espagos topologicos {Ea}aeA’ indexada por um con
junto preordenado A, tal que para todo par de Indices a,fea, com

B > o, existe uma aplicacgac continua ﬂas:Ea+Ea satisfazendo as

.—4 7.—
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condigoes:

(i) L € a identidade para todo ctAj

11 ] anao > .
(1i) ﬁaBgWBY “uB gquando y > B > q

Tal sistema sera denotado {E , 7 ,, A}.
< o ab

(4.1.5) Definigdo. 0 limite inverso do sistema inverso de es

pagos topologicos {Ea, ﬂ&B’ Al e o subespago, denotado i&p Ea,

do produto cartesiano (forte) ;zi E&:{{XQ}QEA:XGEEQ}’ subespa—
.Y
¢o este formado pelos elementos {xa} € yi Ea cuj as coordena
AEA

das satisfazem a relagao Xa=ﬂa8(xﬁ) sempre que § > a. Em

ach

>< Ea ¢ dada a topologia produte e em lim Ey e dada a topolo-
aEhA
gia induzida como subespago.

(4.71.6) ggfinigéo. Um ceonjunto dirigido & um conjunto preox

denade A tal que para qualsquer o, B E A existe YEA tal que

(4.1.7) Proposicgao. Seja {Eu’ﬁaB’ A} um sistema inverso de

espacos topologicos. Entao

(1) Se E & Hausdorff para todo gcA entao lim E & fachado
o] - o

(ii) Se Ea & compacto (neste trabalho um espaco compacto &
per definigao Hausdorff) para todo gehA, entao lim E & compacto,
<+ o

(iii) Se A & um cbnjunto dirigido e E, & compacto e Eu%¢ pa-

ra todo QEA, entac jim Ea+¢.

Demonstracao. Ver Dugundji, Prop. 2.4, p. 429, Eilenberg-Steenrod,

pp. 216-217, Wallace, p. 218.

0 resultado seguinte & um caso particular do Teorema da Conti-
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2
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- ’ ; M.. :
tuidade na teoria de homologia de Cech.

{(4.1.8) Teorewa. Sejam A um conjunto dirigido E{Eu”hB’ Al
. . ' - o4
um slstema inverso de espagos topologicos compactos,H (E } o
D o
p~esimo grupo de homologia de fech de Ea’waB* o homomorfismo

induzido em homologia por I e lim ﬁp(Ea) o limlte inverso

B’
o N - \: . B
de grupos {HP{E&)’HGB*’ A}. ¥ntao, para todo pEN,hp(llm Ea) =

= i \f E L]
¥1m Hp( u)

Demonstragag. Ver Wallace, Teor. 6~16, p. 227; Eilenberg-Steenrod,

Thecor. 3.1, p. 261,

Colagens

Referencia principal: Dugundji, p.. 127.

{4.2.1) NDefinicio. Seja {X 1} uma familia de espagns topo-—
f - O GEA . 3 -

logicos indexados por um conjunto de indices A. Para cada GEA,

damos a Xax{a} a topologia produto da topologia de X com a to

pologia discreta de {a}. Entao a2 unizaoc disjunta da familia

{Xa}aEA e o conjunto

7oex} = U xiah

aeEA GEA

com a seguinte topologia:llc z {Xa} e abertoé?ikﬂ({xa}X{a}) e
_ ach

aberto para tode OEA.

(4.2.2) Definicao, Sejam {Xa} uma fami-lia de espagos topold
gicos indexados por um conjunto A, B um subconjunto de AxA uma

familia de fungoes continuas {(chamadas fungoes de colagem) sa-
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tisfarzendo:

(i) Para todo {(a,B) B entao fuB:AaB—‘rXB onde A , e um fecha

do de Xa;
(i1) Pa{a toedo (a,B) 4 (a,y)eB entao AaB N AuY = ¢;
(i1ii) Para todo (o,B8) + {(y,8)eB entao faB(AaBﬂﬁfYB(AYB) = ¢;

(iv) Para todo (o,B) = (y,a)eB entao Aasfﬂ faB (AYq) = §.

X
]
£ (f
Qﬂ23)
(A
43 43)
£ty
Seja R a relagao de equivaléncia definida na uniao disjunta

¥ {Xa} por: "Se (x,a), (y,B)e ) {Xu} entao (x,a)R{y,B) (xpn)=
GEA oE A

=(y,8) ou £,(x) = 3.

Entaoc o espaco de colagem da familia de espagos {XO‘}QEApela fa

milia de fungoes {faB}(a,B)eB e 0 espago gquociente

U, -

{foB} o R

(A fim de nao carregar demais as notacgoes, identificamos{xahdu}

com X e um pouto xeXa com a classe de equivaléncia que corresponde a ele

o
( ’ fw 1
L S F s

SR
]_ a
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(4.2.3) Definicao. Sejam {XaJQEA e {iaB}(a,B)eB nas condi

coes da definigao (4.2.2), Y um espacgo topoldgico, e Fo:

Xa + Y (oeAd) uma familia de fungoes satisfazendo:
para todo (a,p)eB, Fa(x) = FB(faB(X))’ para todo XCA&G

(isto &, as fungoes da familia {Fa}ae coincidem nos pontos que

A

sao identificados pela colagem.) Definimos a colagem da fami-

lia de funcoes {F&}a como sendo a fungao

ch

U {Fa}: U {Xa} + Y
{faB} {fuﬁ}

dada por ¢ L,J IF D (2 =F (%) se xeX .
{£ 5 & @ &

Jungoes de Espacos Topolbdgicos

Referencia principal: Bredon, pp. 58-59,

(4.3.1) Definigao. Sejam A e B espagos topoldgicos mac va-
zios e I = [”,1] R. Seja R a relagao de equivalencia em AxBxI

definida por (a,b,t)R{a',b',t') se e somente se

(i) a = a', b =b', £t = t' gse t 0 e 1 3
(i1) a = a', t = t', se t = 0 ;

Entao a juncao ("join") de Ae B & o espago topologico
AxB - AxBxI
R

Denotaremos com T a aplicagao canBnica de AxBXI sobre A*B.
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t,o'?{ 'S de B

Ak

[

t co'pian de A

Damos a A*B a topologia quociente,

Observacoes
(a) Seja (a,b,t) a classe de equivaléncia de (a,b,t) AxbxI em
A*B, Para simplificar as notagoes, adotaremos as seguintes con.
vencgoes.

(i) Para todo te{(0,1), como (a,b,t) = {(a,b,t)}, escreve-

mos (a,b,t) em vez de (a,b,t).

(ii) Se t 0, come (a,b,0) = {(a,b,0), para tode beB}, es-

crevemos {(a,*,0) em vez de (a,b,0).

(iii) Se t 1, como (a,b,1) = {(a,b,1), para todo acA}, es-

crevemos (*,b,1) em ver de {(a,b,1).

(b) Notemos que A*B contém copias naturalmente homeomorfas a
A e B, a saber {(a,*,0): acA} e {(*,b,1): beB} respectivamente,

as quals sao fechadas em A*B,

(4.3.2) Obtém—~se uma sub-base para a topologia de A*B tomando
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uma sub-base de AxBxI e passando ao quocleute pela reiacao de
cquivalencia R, Tomando a sub-base de AxBxl formada pelos aber

xB_ xI_ onde A, & um aberto de A, B, & um aberto

tes do tipo Al 1¥14 i 1

de B e T, e um aberto de I e passando ao gquociente obtemos

A, %B xIl se {O,l}ﬂl1 = ¢ ;

1771
A1XB1XII== Alelx(Il—{O})LJ {(a,*,0): agAl} se OeI1 e 1éI1 H
R j Alelx(Il—{l})l) {(#,b,1): beBl} se lgll e OéIl 3
{ Alelx(Il—{O,l}) U {(a,*,0): ach, } U {(*,b,1) tbeB, } se

{0,1}CI1

{4.3.3) Definigao. Sejam A e B espagos topoldgicos nao vazios. En

tao definimos

QJ*B = {(*Qb!l): bgB} E)
A% ¢ {(a,*,8): acAl} ,

bp*d

W

]

¢

Damos a ¢*B e A%*p as topologias que 08 tormam naturalmente ho-
meomorfos a B e A respectivamente., Ainda, ¢*B C A*B e A% C A*B,
e ¢*B e A% sao exatamente as copias homeomorfas de B e A, res

pectivamente, mencionadas na observagao (b) de defimigao (4.3.1).

(4.3.4) Definigao. . Sejam A, B, C e D espagos topologicos nao

vazios e g A - B e h: ¢ - D aplicagoes continuas., Definimos en

tao g*h: A*C - B*D por

(g*h) (3,¢,5) = (g(a),h(o),t)

onde acA, ceC, tel.



{4.3.5) Proposicao. Sejam A, B, C, D, E e F espagos topologil

cos nao vazios.
(i) se g: A +B e h: ¢ »D sao aplicacoes continuas entao
g%h: A%XC = B*D & continua,
(ii) Se g;iA~> B, g, B = C, hy: D +Ee hy: B +F sao apli
cacoes continuas, entao (gz*h2)-(gl*h1) = (gz-gl)*(hzohl).
(iii) Sejam A e B espacos Lopoldogicos nao vazios e g: A - A,
h: B = B aplicagoes continuas e Fix(g), Fix(h) e Fix(g¥*h) os

conjuntos deos pontos fixos de g, h e g#h, respectivamente, En-

tao Fix(g#h) = Fix(g) * Fix(h).

Demonstracao. (i) Sejam

wor AwCxI - ARC e
1 e
ﬂz: BxDxI -~ B#D

as projegaes canonicas. Temos entao um diagrama comutativo.

gxhxid
AxCxI 7 > BxDxI
il RN
1 ‘\gi Tg
R gsh T
AgC > B%D

Como w=ﬂ20(gxhxid) ¢ continua, ¢=(g*h),n1,.e A*C tem a topolo-~

gia co-induzida por m, segue que g¥h e continua.
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(i1) Se {a,d,t)EcA*D entao

((g, &) %(b o)) (3,60 = ({878 (@; (b )(D,0) =

= (g,(g,(a)), l'lz(hl(d))_,'f) = (g,*n,) (g (a),h (D,E) =

il

(gz*hz)c(gl*hl)(a,d,f).

(iii} Temos

Fix(g*h)={{a,b,t)er*B: (a,b,t) = (glay,n(b),)} =

= {(a,b,t)ehA*B: {(a,b,t) = {(g(a),h(b),t) para t+0,1}

U{(a,#,o)EA*B: (a,%,0) = (gla),*,o0)}
U0 (5,0,1) ea*B: (%,b,1) = (%,h(b),1)} -
={(a;b,t)€A*B: a=g(a), b=h(b) se t40,1}

U{(a,*,0)es%B: a=g(a)} {(*,b,1)eA*B: b=h(b)}

Por outro,lado

Fix(g)*Fix(h)={agh: a=g(a) }*(beB: b=h(b) }=
={(a,b.t)rA%*B: a=g(a), b=h(b) se t=0,1}

L}{(a,*,o)sA*B: a=g(a)} {(*,b,1)cA*B: b=h(h)]



Portanto ¥ix{g*h)} = Fix(g)*ri=z(h)
{4.3.6} bS.PV&QaO. Sejam A e B espagos topologicos nio va-

t )EA*B tal que t +O 1. Pelas identificagoes da
5 a0 . =t ea h,3. : ¥ =
Qb ervagao.- (a) da definigao (4.3.1) temos (Xl’}l’tl) (Klﬂﬁ,tl).

t

C (0,1) vizinhancas de X, ¥ € i

Sejam U1 C A, UZC: B e U3

respectivamente. Entao leszU3 e uma viziphanga de (xl,y],t1L

como {0,1}(\ U3 = ¢ podemos fazer a identificacao UIXUZXU3 =

U1XU2XU3 {(Ver (4.3.2}). Entao leszU3 e identificada a uma

vizinhanga de (EIT;l,tl). Segue dai que qualquer aplicagao con

1]

n

tinua f: leszU3 + X induz uma aplicacao f: leszU3 > X, tam-

bém continua, que pode ser identificada com £, Para simplificar

a notagao escrevemos necse caso f em lugar de f.

oz . . m
(4.3.7) Proposicao. Existe um homeomorfismo de §"%§ sobre
TE L .
Demonstracao. A figura abaixo indica o que deve ser feito no
. o
caso em que n=m=0. Denotamos os dois exemplares de S com

{al,a2} e {bl,bz}. Sejam T: s%xs%x1 » 5%s5° 4 aplicagao cano-
nica e &:S0 + S, o homeomorfismo a ser construido. (Na figura

1

¢ deve levar o0s segmentos nNos arcos.,)

(6 by s 1) {8y byst)

1. (6,b,, 1) 1%, by ) .

ﬂu\ulﬂ : ’ (b(”’a!* O)
i b
_— —_ X

(.1“! ;0) tal %o ’ 4

E LA e ) / | ‘p(*) L;l)

{4,,%,0)

(z, ’gO)
{a, , b,.0) (o, by, 0Y a0 %y



¢

Consideremos agora O Ca5o g

. ~ n__m ntm+l .,
ja entac : § x§ xI 3 definida por

ral, utilizande a mesma ideia, Se-

D(x,y,t) = [(1,1) (X,0,...,0)+6(0,...,0,y) ] (1-2c+2¢2) 172
L T [ .,.___.J
w+] coordenadas,n+l coordenadas
onde xeSn, yssm e tel.
Entao ¢ esta bem definida para l—2t+2t2>0 para todo tel e
]I¢(x,y,t)]‘ = 1., Alem disso ¢ tem as seguintes propriedades

(i) ¢ & continua (Gbvio!); (ii) A restricao de ¢ a S xS x(0,1)

n

@ injetora e valem ¢(xl,yl,0) = ¢(xl,y2,0) para todo x €S @

yl,yzssm, e ¢(xl,yl,1) = ¢(x2,y1,1) para todo ylesm e Xlﬂ%ESn.

Com efeito, sejam (xl’yl’tl) e (xz,yz,

¢(K2’y9’t9}’ Entao

[(1-t )(xl,O,...;O)itl(G,...,G,yl)]‘

1

=[-e) (x,,0, 0, 0)+£,(0,...,0,y ) ] (12

l—tl B 1—t2
Logo X, = : X
3 1 T2
l—2t1+2t1 1—2t2+t2
t : . t
1 _ 2
/r______i Y1 /r______E\ Y2
V1-2t. +2¢ 1-2¢t +2t2

1 1 2

Tomando as normas euclidianas das igualdades

aue | 1x,
- Tl

=1y = lly =Ly, 1171 e que gy ep01e 1o

t2) tais que ¢(xl,y1,tl)=

ﬁ_2"1/2
(1~2t1+4t1)

2.-1/2
2+2t2) .

acima e lembrando

. sao >0,
2 z



...'_R'Q...

vem que
1—t1 ) 1“t2
/v 2 4o N 2
1 2t1+2t1 1-2¢ --2t2
(1)
! I
— p———
d€—2t1+2t1 Jﬁ 2L2+2t2

Das igualdades anteriores vem que tI:O se e sO se t2=0, e que

t; =1l se e 0 se t,=1. Entao tI%O se e so se tZ%O e t1+1 se eso

tz%i. Seja entao tlﬁﬂ,l (e portanto tz%O,l). Dividindo (1) mem
5 “2
bro a membro vem que = e poertanto t1=t

l—tl 1—t2

temes t1=t2 em todos os casos. Temos portanto

Resumindo,

5

(L=t1) (5505 04500+ (0,004,057 ) =(18)) (50,54, 0) %8 (0,402,057, -

Entao (l"tl)xl=(lﬁt1)x2 e tlyl=tly2. Assim, para tf+0,l vem que y, =y, e
X =Ky Para t1=0 vem que (xl,O,...,0)z¢(x1,y1,0)=¢(x2,y2,0)$(x2,0,...,0) e
portanto:xl=x2 ey ey, sao quaisquer, Para t1=l vem que (0,...,0,y1) =
=q(xl,y1,1)=¢(x2,y2,1)=(0,...,O,yz) e portanto V=¥, e %X e %,
sao quaisquer

(iii) $ ¢ sobrejetora. Com efeito, seja z=(zl"'"zn{%ﬂi’“"

n+m+1 - ] _ n+l ~
zn+m+2) em S e definamos wl—(zl,...,zn+lkIR e W,
n+l ~ 112 2_ _
=(zn+l""’zn+m+2)dm . Entao E[wlll +|[w2|1 —l.Se‘wr{O,.“,O)
m
temos [[W2||=1, o que implica Z?(D,...,wz) com w2€S .  Tomando

‘entao w'eSn+l arbitrariamente obtemos ¢(w',w2,1)=(0,“.,0,W2)=z.
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Se w2={0,...,0) YOO 8 1[w1i|21, 0 que implica z=(w1,0,...,0)c0m

It -~ m . .
leS . Tomando entao w"%eS arbitrariamente, obtemos ¢Uﬁ,w”,0) =

= (w;,0,...,0) = z. Se w1+(0,...,0) e w2+(0,...,0) ent501|le%o

W
e HWZH:_-J[—.O. Podemos escrever z=i|wli|4(._.._____]'___,0,‘_"0) +
W |y |
+ l!wzll 0,...,0,- 2-* . Fazendo )
Ty |
1-t ,
= =-!1W1|| e ﬁ_—f__ﬁ = l]wzll
1~2t+lt /{—2t+2t
obtemos
| ., ||
t = 2 e fo,1]

Ty 11+ w1 |

v, v, v, .
. —, = \ = (Wl,wz) = z, Assim ¢

Entac ¢% }
oy L1 Tl L Ty e ey i)
sobrejetora.

Considermos agora o digrama comutativo.

g0 x5y T ¢ %Sn+m+l
’,’7
i 3;
g% xs™x1 - glygnm e
R

onde T & a aplicagao canonica e ¢ & definida por ¢(x,y,t) =
¢(x,y,t). Entao % est? bem definida pois se t40,1 vale (x,y,t)=
={(x,y,t)}. Se t=0 e (xl,yl,O) = (x2,y2,0) vem que x,=X, por de

finigao de R e, pela propriedade (ii) de o,
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PO,y 01 =0 (%, y 0 =¢(x,,y,,0)=0(x,,y,.0)

Se t=1 e (xl,yi,l)é(xz,yz,l) vem gue y;=y, pela definigaoc de R

e pela propriedade (ii) de ¢ temos,

é(xl aylal):¢(xl syls 1)=¢(X2,3{2,1) =E)(?{Es y23 1)

Ainda-por (ii) ¢ & injetora ¢ por (iii) ¢ & sobrejetora. Como

n,.m . . . - ~
§ %S tem a topologia co-induzida por 7 e ¢ & continua entao ¢

fil

- . n ~ n m -
e continua. Como S , S e I sao compactos S x5 xI e compacto, e

- n,. . m - n+m+l - ~
como T & continua $ #§ e compacto. Como S & Hausdorff-e ¢

- ] - T n m 1'1+‘m+1 -
e bijetora e continua segue que ¢:5 %5 > § e um homeomor-—

fismo.

(4.3.8) Concluiremos esta secc¢ac analisando a estrutura de va-~

m Cn+m+]_ -

. ' .- i, . o
riedade diferenciavel em 87 *g Como S e uma wvariedade C

n+m+1

. - ~ n,..m - -
conexa, compacta e orientavel, e ¢:8 *5 =+ § e um homeomor

. n, .m : .
fismo, podemos dar a S %S uma estrutura natural de variedade

—~—

o] . - .
C conexa, compacta e¢ orientavel pela composigao de ¢ com as

m+n+l - . .
cartas de B . Com esta estrutura ¢ torna-se um difeomorfis-

[0}
mo C .
m, I . ~
Vamos agora escolher para S *5 uma orientacao que pos-—
sua como cartas coerentes (isto e, cartas cujas mudangas de

coordenadas tenham determinante jacobiano positivo) cartas obti

. . hud m
das de modo natural a partir de cartas coerentes de § e § . Se

jam x, szSn, Yys y2ESm e ty, t,E(0,1). Entao (Ver (4.3.6))exis

tem vizinhangas Ul’UZ’US’U4’Cl’°2 de xl,xz,yl,yz,tl e tz,respeg



wh b=

-y '
wj:U] - R e HZ:U2 + ®RY de Sn;e car

3:U3-+1Rm e ﬂé:Ua-+]Rm. Sejam id :Cp + C, e

tivamente; cartas coerentes
tas coerentes, T
id2:C2 - C2 as aplicagoes identidade. Como tys tz%ﬂ,l, us ando as

identificagoes de (4.3.2) temos as seguintes cartas de ghag™,

1) 3131=w1xn3xid1:U1xU3xcl +Imn+m+1, (xl’yl’t1)€U1XU3XC1'
11) ﬂlé}l:nl)':ﬂéxi dl:U]_){U&XC]_ > ]]?\11+nl+l, (Xl,yz, tl) EUIXUZLXC].'
ITI) EzBlzﬁzxﬂ3xid2:U2xU3xC1-+1Rn+m+l, (Xz,yl,tl)EszszCI.
IV) £241=n2xw4xidl:uzxu4xcl-+:mn+m+1, (x,,7,5t1) €U, xU,xC, .
V) 2132=w1Xﬁ3xid2:leU3x82-+1Rn+m+1, (XZ’YZ’t1)€U1XU3XC2'
VD) 3142““1X“4Xid2‘U1XU4X02"1Rn+m+l’ (xy,75st,) U xU, xC,.
Vii) £232=w2xw3xid2:U2xU3xc2-+]R“+m+l, (%595 t,) €U,xU,xC,.
VIII) Zzﬁ2=ﬁzxﬂ4xid2:U2xUﬁsz—*]Rn%m+l, (Xz,yz,tz)EUEKUéxcz.
Os dominios dessas cartas néé cobrem pontos de tipo (a,*.0) e
{*,b,1), mas elas sao suficientes para os propdsitos posterio-

res (Ver 6.1.53).

Estas cartas sao coerentes pois se, por exemplo, UlﬁU2+¢, entao

£ o £ 12 ((u, U,)xU

231 13177131 3xCy) = £, (U U, )xUsxC))

-1 . -1
com 3231c£131(x,y,t) = (ﬂzoﬂl (x),y,t), e portanto

- ]
CI(Lyg108 5 = 1
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A

-6

- H .)"1 = Tt . -1 o - o
Dai, Jet(u(£231 LlBl)) deL(J(W2 Ty Y} >0 pwis T, € m Sao coe

rentes., Analogamente para os outros casos.

Juncoes de Complexos Simpliciais

Nesta segEb generalizamos a construgao feita em (1.1.4(ii)).

(4.4.7) Proposigao. Sejam E e T espagos vetoriais reais. En-

tao &0,...,xq}CE esta em posigio geral (Ver (l.1.1(i)) se e s0
se {CXD,O,O),...,(xq,O,O)}CExeH{esté em posigao geral. Analoga
mente {yo,...,yr}CF esta em posicao geral se e s0 {(O,yo,lj,

.,(O,yr,l)}CExeH{estﬁ em posigao geral,

Demonstracao. Trivial.

{4.4.2) Proposigao. Sejam E e F espa¢os vetoriaisg reais. Se

{xn,.,.,xq}CE esta em posicao geral e {yo,...,y%CjF esta em pa~
sicao geral, entao {(xo,0,0)3...,(xq,O,O),...,(O,yo,l) s ey
(O,yr,l)}CExeﬂiesté em posicao geral,

Demonstragéo. Consideremos ©os vetores (xl?O,O)—(XO,O,O), .y

(Xq,oao)“(xoao,o),(Osyo,l)—XO,O,O),---:(0,y0,1)”(xo,0,0)- Se

—_— - - +¢|| - = 0)0
al(xl x0,0,0)+...+aq(xq XD’O’O)+bO( Xosycsl) +br( XO,Yrsl) (03 )

entao

T
al(xl—xo)+...+aq(xq—xo)~ -E bj x o= 0
i=0
) b0y0+ .+bryr =
T
lb. =0
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Lembrando que (xl—xo),...,(xq—xo) sao Jlinearmente independentes,
da primeira e da terceira igualdades wvem gque a =a,=...=a =0.Por

L q e
tanto

b0(~xo,y0,1)+...+br(“x0,yr,l} = (0,0,0)

Datl

T
bo(—xo,yo,l)+...+br(—x0,yr,l)*jzobj(—xo,y0,1)=(0,0,0),

o que implica

bo(o’0’0)+b1(0?y1“y0’0)f' . -+br(os}7r"yoso)=(ososo) )
ou sejda, hi(yl—y0)+‘..+br(yr—y0):0 e portanto bl =...= b =0 ..

Agora, de i b.=05 vem qua b =0.
j=o °

(4.4.3) Definicao. Sejam K e L complexos simpliciais nos es-
pagos vetoriais reais E e F, respectivamente. Entao a igngao de
K e L, dencotada K#%L, ¢ o complexo simplicial de ExFxIR definido
assim:

(i) Os vertices de K*L sao exatamente as triplas em ExFxIR
de forma (ai,0,0) onde'ai e um vertice de K, e (O,bj,l) onde bj
& um vertice de L; .

(ii) 0s simplexos de K*L tem a forma [ﬁo,...,Aq,BO,...,Br] ,
oﬁde A0=(a0,0,0),...,Aq=(aq,0,0) sao vertices de K*L tais que

[ao,...,aq] e um simplexo de K (que em particular pode ser va-



~bb-

zZio), e© BO=(O,bO,1),...,Br=(0,br,l) sao vértices de K*L tais qua
bo,...,b 1 & um simplexo de L {(que em particular pode ser va-
zio).

Para verificar que esta e uma boa definig¢ao imponhamos que

e
1]

we]
1

%55

[(VOsOQO):--es(Vq:UaO)s(osW091)9'°-9(01Wrs]—)] €

[(V;,O,O),..-,(vl;:‘o’o)s(oswésl)s""(O’Wmil)]

15

P‘”

~ . .. sy
estao nas condigoes da definigao e gue <A>Q<B>¥¢. Se wve<pa> <B>

podemos escrever

onde a. ai, b b£>0 para todo i,j,k e £, e _z ai+'Z b

k?

n ] 1=0

m
z a£+ Z b'=1, donde
= =()

h=0 a
T n q m
L bi= ) bl=ef0 e ) oa;= ] ap=d40
j=0 £=0 i=0 k=0
a 4...+2 = a'v'+ +alv!
q q o ©
b g +...%b w_ = b'w'+,, ,+b'w’
oto ror o n n
Entao - (b w +...+b w ) = E (b'wl+...+b'w!) e<w ,.
i y R 0o 0 r r c o 0 n o o’

—_ L
ﬂ<wé,...,w&> e portanto [ﬁo,...,wr]—[wé,...,wn] {(Ver (1

8N s T T 1
(v ,u,u;+...+avam,0,O)+bO(O,wo,1)+...+bn

..,wr>ﬂ

L1.3(01) 0
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E

e portanto r=n e, apfs conveniente reordenagac wk=w£
Por outro lado x=ml"(a v to.Fa v ):wl~(a‘v'+...+a'v')g<v v =N
d o o q g d o o m m o’ " g

1 . ! - . - y t -
> e portanto f . e = ‘e d = :
) poOY 0 Vg ,vql Lyo, ,vnl, onde g=m e,

n<vé,...,vn

apos conveniente reordenagao v;=vl. Assim A=B e portanto K*L &

complexo simplicial.

(4.4.4) Proporcao, Sejam K e L complexos simpliciais.
(i) Se ) & um subcomplexo de K e Ly & um subcomplexo de L

entao K,*L. e um subcomplexo de K#L. Em particular K*L admite co

1 71
mo subcomplexos copias de K e L, a saber, K*¢ e ¢*L, respectiva
mente.

(ii) dim(K*L) = dim K + dim L + 1.
(iii) Se K e L s&ao complexos simpliciais nao vazios entao
|[K*L| & conexo por caminhos.

Demonstracao. Ae propricdades (i) e (ii) seguem imediatamente de.

(6,4.3). Demonstremos apenas a (iii). Sejam XE[AO""’AR’BO"‘”
B_] e ye[Al,...,8),B!,...,B!] dois pontos de |K*L|. Como [A_,...,

A ,BO,...,Br] e convexo, x pode ser ligado a um ponto ZIELBU’°“’

k
Br] por um caminhe limear. Como [A;,...,Aé,BO,...,Br] & um sim

plexo de K*L e & comnvexo e como zla[Aé,...,Aé,Bo,...,Br},zl po-
de ser ligado a um ponto ZZE[Aé,.-.,Aé] por um caminho linear,

T - .
Como ZZEIAO,...,AE,B&,...,B;J, que e convexo, z, pode ser liga-
do a y por um caminho linear, Compondo convenientemente estes

tres caminhos, temos um caminho ligando x a y.
" {4.4.5) Definigao. Sejam K K, Ll’ L, complexos simpliciais
nao vazios. Se f1:|K1| > ]Ll| e f2:|K2| - [L2| sao aplicagoes en
a fini *f 2 * *
tao definimos fl_fz'tKl K| > |14 Ly} por

(f,%£,) (Z{ti(V'i,0,0)+§t:'i(0,wj,l))=§ t; (£, (v.) ,0,{})+§t:'i (0,8, ), 1)
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onde {vi}_é um cenjunte {que podz gser vazlio) de veértices de K
: : L

e {wj} e um conjunto (que pede ser vazio) de vértices de K,
0<t., ti<l e Jt.+Yt! = 1,
— i J— R U |
1 J
Como (f](vi),0,0) e (O,fz(wj),l) podem nao ser vertices de

Ll*L2 devemos demonstrar que a imagem da aplicagao f *f2 esta

1

realmente contida em iLlﬁLzl.Sejam, entao, fl(vi)zghik a) s onde
os a, sao veértices de Ll’ Oikikil e Lkik = 1, e ainda fi(wj) =
E n-gbg’ onde 0os b sao véertices de LZ’ Oiﬂjﬂil e E njﬁ:l' En

AT 2

tao

1_2 ti(fi(vi),o,o)*-g 10,8, (w.),1)

=3 ti(Ekik(ak,o,o))+g té(injg (0,b ,t))
1 k 1

= t. . ,0,0)+ th , 0,
1>,jk i 0 0 Jg i tae (00P0D)

. < + )
Je~ 1o PTikO 7Y e g L

§ ti(fi(vi),0,0)+§ tE(O,fz(wj),l)elLlﬁin

(4.4.6). Definicao. Sejam K e L complexos simpliciaisf:|K|-!L]
uma aplicagao qualquer. Definimos a aplicagao f*¢:]K*¢l-+lL*¢]

ror (f*¢)(vs0>0) = (f(v),0,0).

(4.4.7) Observacio. Sejam K L L, complexos simpliciais

1* 72

a i a a ko % ¥ a
, & L nao vazios. Entao a notagao f g.[Kl K2]-+]Ll L2| sera

entendida no sentido da éplicagao (4.4.5) quando K2 e L2.550n50

10 Ky

e K

‘vazios e no sentido da definigao (4.4.6) quando K, e L, sao va-



{4.4.8) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliciais nac va-

zios e f:|K| - |K| e g: |L| ~ || aplicagoes quaisquer e Fix(f),
Fix(g) e Fix(f*g) os conjuntos dos pontos fixos de f, g e f¥g ,

respectivamente. Entao,

¢ se Fix{(f) = Fix(g) = ¢

1t

(i) Fix(£+*g)

(ii) Fix(f*g) Fix(f)x0x0 se Fix{(f)+¢ e Fix(g) = ¢

0xFix(g)xl se Fix(f) =¢e Fix(g) + ¢

(iii) Fix(f*g)

(iv) Fix(f*g) = k) {(l—t)(Fix(f)XOX@+t(OxFix(g)xl)} se
tel

Fiz{f)}40 e Fix(g)té.

Demonstracao. Basta notar que

ziti(vi,o,m+§t3(o,wj,1)=(f*g) ()iti(vi,O,O)+§t5(0,wj,l))

Eti(o,g(wj) 1)

= Ftl(f(vl) ,0,0)“'
1 JJ

: = . - n
Se e somente se v f(ri) para ti+0 e Wj g(wj) para'%qo.

(4.4.9) Proposicd@o. Sejam K e I complexes simplicials nao va-
zios e f: K -+ L hma'aplicagﬁo qualquer. Entao Fix(£*d) =

= Fix{(£f)=x0x0.

Demonstragéo._Basta notar que (v,0,0)=(£f#%¢)(v,0,0)=(£(c),0, O)

(Ver (4;4.6)) se e somente se f(v) = wv.



(4.4.10) Proposicao. Sejam ¥ ¢ L complexos simpliciais nao va-
zios e fik » L uma aplicagao simplicial. Entdo £%¢: K*¢ » L#g €
uma aplicagao simplicial. (Portanto podemos usar a notagao

£xp ¢ [K*¢| + |L*¢].)

Demonstracao. Trivial.

(4.4.11) Proposigac. Sejam Kys K,p Ly L, complexos simpliciais
a - - . r : . ) . 1 " - L . . . . -

nao vazlos e fi' Ky =~ Ll e f2. &2 : L2 aplicagoes simpllcials
S . ~ B . j " - ..

Entao a aplicagao £, %f,: |K1 K21 > ILI Lgl e gimplicial. (Portan

to podemos usar a notacao f1*f2:K1*K2 > Ll*L?)._

Demonstracao. (i) Seja V um vertice de Kl*Kz. Se V=(v,0,0), on-

de v € um vertice de Kl’ temos (fl*fz)(v) = (fl(v),0,0). Como

[~

ice de L e portanto (fl*'fz)

mh
"
g
b=

1)

se V=(0,w,; 1)}

f & simplicial, £.(v) & um v

¢

onde w =

rt
[4M]

2men

m

3

pnt
i
o
fix

(VY & um vartice de L %L, . Ana

vertice de K_.. Assim fl*f2 leva vertices de Kl*K2 em vertice de

2

%
1...1 L2.

(1i) Seja A um simplexo de Kl*Kz. Entao A=]A1*A2| onde A, e

um simplexo de K, e A, e um simplexo de K, Entao
(fl*fz)_lAl*Azl B {(fl*fz)(}j €5 (v;»0,0) +_zt3(0’wj’l))
Ofﬁi,tiii, Zti+2t3=1, fosevsv ) =4, [w,eenw ] =4} =
= {Jt,(£,(v,),0,0) + Etjt(o,fz(wj)',l)

0%t 5t} <1, Z-tj + ) £ -1, [vo,...,vk] = A, .[WO,...,W;J = )} =



= {}Jti(aisoso) -+ Ei‘;(O,bJ,l)

0<t;ati<l, |ty + et =L fa.oa] = £ ), bosenb ] = £ (8] -

= £ (A, (A |

Como fl e f2 sac simpliciais, fl(Al) e um simplexo de Ll e fEUﬁ)

e um simplexo de L e portanto jfl(Al)*fz(A2)| & um simplexo de

2,

L]*L Assim (fl*fz) leva simplexos em simplexos.

¢

(ii1) 8B8eja % um ponto de simpleXo [V&,...,Vk,...,vm} de'Klﬂ%.

m
Entao x = ) A;V, onde Oikril ey Ay =L Reordenande convenien
i=0 ’
temente podemos escrever VO = (VD,O,O),...,Vk = (Vk,0,0), Vk+1=
= = 1 iy & 3 - .
(0,wk+l,1),...,Vm (O,Wm,l) onde ;Vi} e um conjunto {que pode

ser vazio) de vértices de K, e fw.} e um conjunto {que pode ser

-

vazio) de vertices de K- Entao

k m
£ *E) CPA v =(£%E,) (] A, (v;,0,0) + ] X, (0,w,,1)) =
1 i=0 i=l+l *

; 3
= A (f(v.),0,0) + AL(0,f, (w.),1) =

frg 1 1H iser = 2

k m o
= i)i=0 A (£,%6,) (v,,0,0) + i=1§+1 A (£ %E,) (0,u,,1) = izg N (E %) (V).

Agsim f_*f

¥, € linear nos simplexos.

(4.4.12) Proposigdon. Sejam Kl’ LI’ Ml, K2’ L2 e M2 comp lexos

gimpliciais nao wvazios e fl.:K1 - Ll’ 8¢ L1 > Ml’ f2: L2 f IMZ

# e 0%

aplicagoes simpliciais. Entzo (glaflj % \gzafz) = (81*82)6(ff“2”
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Demonstragao. Temos

1(gl*gz)b(flﬁf2)| (ii‘ ti(vi)oso) + § tg(o’wj’l)) =

i

(gl*gz) (3‘5.: ti(fl(vi)soso) + %? t;(O,f2(Wj),1)) =

i)

g t; (g0f,)(v,),0,0) + § €l (0, (g, ey (wy),1) =

- Lrd
[Ceyof )% Cepefp | (e, (v;,0,0) § €3(0,w,, 1)

para v. veértice de K, e w. vertice de L_.
1 i 3 1

(4.4.13) Proposicao. Sejam K, L e M complexos simplicliais e

f: X » L e g: L » M aplicagoes simpliciais. Entao (gof)*g =

= (gFP)o(£%¢) .

Demonstracao. Temos

[ (g*d)a (£%¢) | (v,0,0) = (g*$) (£(v),0,0) =

= ({(gof)(v),0,0) = ((gef)*¢)(v,0,0)

(4.4.14) Proposicao. Sejam XK e L complexos simpliciais, com K
nao vazio, e h,: K >~ K e h2: L »~ L aplicégaes simpliciais tais
que hj: k] - |K| e h,: |L| > |L| sao homeomorfismos periodicos.
Entzo hl*hzz K*L - k*L & uma aplicacgzo simplicial (Ver (4.4.11)

tal que hl*hz: |K*L] -+ |K*L| e um homeomorfismo periodico :.cujo

periode & o minimo multiplo comum dos periodos de hl e hz.

Demonstracdo. Segue de (4.4.12) se I4d e de (4.4.13) se L=¢.




veis (Ver (1.1.13)) e (K,h) uma triangulagiao de A e (L,g) uma
triangulagac de B, Seja hAg: |K*L| - A%B a aplicagao definida
por

r

yt!w

(h(gtivi) 5(p-c) ytt) se Jt140,1
)‘ t]'_ LR )‘ t;i A _] >

1]
o

(hﬁg)(yti(vi,0,0)+ft§(O,Wj,l))=\ (h(Qr;v.), *, 0) se Eté

1]
-4

e, g(etw), 1) ose il
L )] ]
onda cs v, sao vértices de ¥ e os v sao vertices de L.

Entao

(K*L, hAg) & uma triangulacic de A*B,

Demonstracao. Sabemos que h: }K| + A e g: iLi > B sao homeomor-

+ -1 -1 . -~ - . .
fismos e pertante h e g erxistem 2 cao0 continuas., Verificamos
1,

facilmente que a aplicacdo inversa de hAg & a aplicagao (hig) ~:

A*B lK*L! definida PoOT

r(1—c)(h"lca),0,0)+t(o,g'1(b),1)se t40,1
_ -1, — _ -1

(hag) “(a,5,6) = [(h "(a),0,0) se =0

(O,Q_l(b),l) se t=1

S\

Lembremos agora {(Vex (4.3.2))_que uma subbase para os abertos de

A*B 2 formada pelos conjuntes do tipo A xB xI,, onde A & um

aberto de A, B, € um aberto de B e I1 e um aberto de I. Observe
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mos também gque os abertos biasicos de ]K*Ll sao os abertos do ti

po

kw) {(l—t)(MlexO) + t(Oxszl)}

tEIl

& um aberto de |[K| e M, € um aber-

onde I. & um aberto de I, M 9

1 1
to de |L]. {(Ver (4.4.3)). Entao

(hag) "t (R = \J {(1-) (0 F(a)) %0%0) +£(0xg (B,)x1)}

teI1
-1 - -1, -
onde h (Al) e um aberto de |K| e g (Bl) e um aberto de |L|
pois h e g sao homcomorfismos. Assim a imagem inversa por hAg

de um aberto sub hasico @ um aberto. Logo hAg # continua.

Por outro lado,

(hﬂg)(lgi{(l—t) (,%0%0) + £(0x,x1) ) = B FE(H,) AT,

1

‘Assim hAg leva abertos em abertos e portanto hAg e uma aplica -
¢ao aberta. Entaoc hAg € homeomorfismo, e (KXL,h*g) & uma trian-

gulacac de A%*B.

(4.4.16) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliciais e n um

nimero natural >1. Entao (Ver (1.1.8(iii))

SAT (R*L,K*d, ¢*L) = Sd™(K)*L
e similarmente
n o n.
SAM(R*L, d*L,K*¢d) = K*Sd (L)
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Demonstragﬁo. Temos gque K*¥o=Hx0x0 e ¢*L=0xLzl {(Ver (4.4.4(1i))).
Entao (K#*¢) (¢*L)=¢ e tem Sentido falar na n-&sima subdiviszoba
ricéntrica de K%L relariva a K¥%¢mddulo ¢*L. Por (4.4.8 (D) te-

moes

SA{K*L,K*¢, ¢p*L) =

= kgj {Sd(AxOXO)’B}L/‘{DEK*L: ce (K*L) - LJ {{Ax0x0) B} com D<C
AeK AEK :
BESAXOXO BESAXOXO

onde o ponto * indica 2 juncao defirida em (1.1.4) e S, € o conjunto defini-

A

do em (1,1.8{(iii)). Mas em K*L, se AcK temos

1k {(Ax0x0,K*L) 20 0xLxl = ¢*L
Entao, como ¢*L e disjunto de K%¢, vem que

={be 1k (AxGx0,K*L) : B4K*¢1D ¢*L

S Ax0x0
Dai
(K*L)—igi { (Ax0x0)*B} U(*L)—lp){(AXOXO)'B} =
. ALK
BES 4 x0x0 Bs P,
= (RK*L) ~ (K*L) = ¢
PorEanto (K*L)-lh)- { (Ax0x0)*B} = ¢ e entao
A€K
BES

AxXOx0

Sd(R*L,X*¢,p*L) = L,} {5d(Ax0x0)-B}= .
: ALK
Bt OxLx1

- k} {sd(a)*B} = sd(k)*L.
ALK
BfL



-

L= L,) {sa(ay=p)] = 5d(X)*L.
ArK

BelL

Por indugao (Ver (1.1.8 (G1))) temos

SA" (R4L,R* g, p*L) =

= Scl(Sd(u_- L (B*L,K%¢, ¢F1.), Sd(n_l) (K%, d*L)

(n—-1)

= 5d(sd 0 *1, sa PP @y g, ¢n)

= sacsa®™ tayy AL = sa(x) AL,



CAPTTULO 5

0 CILINDRO DE UMA APLICACAD SIMPLICIAL

5.1. 0 Cilindro de uma Aplicacdao Simplicial

Referencia principal: Conner-Floyd.

(5.1.1) Proposicao. Seja K um couwplexo simplicial finito. En
tac os vértices de K podem ser parcialmente ordenados de tal

forma que os vertices de qualquer simplexo fixam totalmente or

denados.

Egmonstragao. Seja dim K=n. Consideremos os simplexos de K de

. ~ . e ! n .
dimensao n dispostoes numa seguencia qualquer Sl,...,Sk (exis-
n

- ., . . n
te um numero finito kn de tais simplexos). Tomamos Sl e damos

arbitraviamente uma ordem tofal a seus vartices. Tomamos s  se

T

n - , . -
gulr 52; aos vertices deste simplexoc gque nao pertencem a S1 da

mos arbitrariamente uma ordem total e dizemos que eles sao ma-

. - . 1 . ~
iores que todos os vertices de Sn' Procedendo por indugao, su-

- . n n - - -
ponhamos que todos os vertices de S1 .. Si (1<kn) ja te-
, , ~ n P
nham sido ordenados totalmente. Tomamos entao Si+i; aos verti-—
. -~ n n
ces deste simpleXo que nao pertencem a S1 . e Si damos ar-

bitrariamente uma ordem total, e dizemos que eles sao maiores

- n n ~ -
que todos os vertices de Sl .o Si' Entao os vertices de
n Il - - -
S1 ‘v Si+l estao ordenados totalmente, e portanto num nu-
. . - -~ . n
merce finito de passos todos os vertices da sequencia S1 caa

- —
Sk estarao ordenados totalmente.
I

Consideremos agora os simplexos de dimensao n-1 dades

_75_



- . - -1 n-1 . -
numa seqienclda arbvrtraria oo ,...,Sk -« lomamos o0s verticoces
B n-1
_ n-1 . - . . . .
de Sl que ainda nac feoram crdensdes e lhes damoe arbitraria-

mente uma ordem total considerando—os maiores que Lodos 08 Vér
tices ja ordenados. Seguimos agoera para esta sequencia o mesmo
i n

processo que para a sequencia olg...,Sk , terminando entao por

crdenar todos o5 vértices de simplexos de dimensao n-1 de K.

(Ver figura)

Considerando, sucessivamente as sequéncias de simplexos de di

mensao n-2, n-3, «.., 1, e aplicando em cada caso o procedimen

to anterior terminamos por ordenar totalmente os vertices de

K.

(5.1.2) Definicao. Sejam K e 1L complexos simpliciais finitos
e £:K + L uma aplicagao simplicial. Seja < uma ordem parcial
nos vértices de K que satisfaga a propriedade da proposigao

(5.1.1), Entao o cilindro da aplicacaoc simplicial f € o subcom

plexo de K%L (Ver (4.3.3)) obtido pela uniao

. {1) dos simplexos de K¥¢ Kx0x0;

(ii) dos simplexos de ¢*L 0xLxl;



(iii) dos simplexos gerados paf
(VDSOQO),""(vk’o’o)’(OSf(vk)S']')J""(O’f(vn)’]') 3 (1)

onde v0<vl<...<vn sao vertices de um simplexo de K e 0<k<n.No
te gue se f(vi) = f(vj) para algum i e j Lais gue 0<i<j<n a
lista (1) tera repetigoes).
(iﬁ) dos simplexos que sao faces dos simplexos definidos em
(iii).
0 cilindro da aplicacao simplicial f: K > L sera deno-

tado_Zf(K,IQ.'Os subcomplexos K%¢ e ¢*L serao chamados ¢ ini -

cio e o final do cilindre, respectivamente,

Exemplo. Sejam K e L os complexos da figura abaixo, onde a or-

dem dos vertices de X & vo<vl<v2<v3, e seja f: X > L a aplica-

M

cao simplicial definida nos vértices por £(v ) v Elv)=w ,
O

f(v2)=w0 e f(v3) =¥, .

(Note que Zf(K,L) depende da ordem considerada mo seu inicio.
Observe ainda que se K=Sd(M) para algum complexo simplicial M
entao podemos considerar a seguinte ordem parcial dos vertices

de K: sejam v e w vertices de K, entao v<w se e so se v=b(A) e



- 78~

w=b(3) onde 4L e D sao simplexos de M tais que A e face propria
de B. Esta ordem parcial tem a propriedade enunciada em (5.1.1)
e pode ser utilizada para a construgao de cilindros de aplica-

coes simpliciais. Tal ordem tera papel essencial em (7.1.4)).

——
ort
.
—

.3) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliciais finitos

e f:+ K - L uma aplicacdo simplicial. Entao
din Zf(K,L): maxn {l+dim K , dim L} .

Demonstracao. Trivial.

(5.1.4) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliciais finitos
tais que |K| e |L| sao conexos por caminhos; f: K = L uma apli

cagEo simplicial. Entao ]Zf(K,L)| e conexo por caminhos.

AERS

Demonstracao. Como |K*¢! & homeomozfo 4 !K! e |¢x1) 2 home omox,

s | ; ~ . '
K*¢| e |¢*L| s3ao conexos por caminhos. Dessa

fo a |L], entao

forma, se z, e z_, pertencem ¢s dois a EK*¢! ou a |¢*Ll, existe

1 2

um caminhe uninde z, a z_,. Sejam agora Z;y e z

1 2 pontos de‘K*Ll

2

tais que

216 [(v 50,00, 005 (v} ,0,0),(0,£(v ), 1) 5ee s (0,(v ), 1) ]

2, [(w 10,00, (v ,0,0),(0,£(w ), 1),ue, (0, ECw ), 1]

onde VorressV, @ W ,...,w Sdo como em (5.1.2(iii)) e O<k<n e

0<f<m. Como os simplexos sao convexos e portanto conexos por

caminho, existe um caminho unindo 2z, ao vertice (0,f(v_),1) de
n

1
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®*%L. Como (O,f(vn),l) C (Ggf(wn),l} pertencem a 9%XL entio eyxis-
te um caminho unindo (O,f(vp),l} a (U,f(wﬂ),l). Agora, como
(O,f(wn),l) e 7, pertemncem & um nesmo simplexo existe um cami-

nho ligando (O,f(wn),l) a z,.. Entao exigte um caminho unindozl

2

=3 22-

(5.1.5) Proposigao. Se Ky» Ky, L; e L, sao complexos simpli-

ciais finites naoc vazios e f: K, — L e g: Ky— L, sao aplica-
o 2 5 1 1 1 C 1 { 3 4 * i‘: J = T 4 —
goes simplicials entao sz*g(kl KZ’LI 12)1 e conexo por comi

nhos.

Demonstracao. Por (4.4.11), f=*g: KI*KZ - Ll*L2 e uma aplicacao

simplicial e tem sentido falar no cilindre de f¥*g. Por (4.4.4

(ii1)y, %Kl*Kzi e 1L1*L21 sa0 conexos por caminhos. Pela pro-

oatcan antord 7 (v, %% .1 %7, Y| & onprta anexo nor  cami-
posigac snterior 1”f*g“l ¥,sL *L,) 1 2 enrao co f ’
nhos.

(5.1.6) Observagao. Se K e L sao complexXos simpliciais fini-
tos nao vazios e f: K »+ L & uma aplicagao simplicial entao

fx¢p: K%¢ » L*¢ & uma aplicacao simplicial (Ver (4.410) e pode-

mos entao construlir Zf*¢(K*$,L*Qﬁ. Notemos que sz*¢(K*¢,L*¢)1

¢ homeomorfo a izf(K,L)] pelo homeomorfismo h:lZf*¢(K*¢sL*¢)|+
sz(K,L)l definido nos vertices de Zf*¢(K*¢,L*¢) : por

h{({(v,0,0),0,0) = (v,0,0) para todo vertice v de K e h(0,(w,0,0),1)
= (0,w,1) para todo vértice w de L e por linearidade nos sim-

plexos de Zf*¢(K*¢,L*¢). Alem disso esse homeomorfismo leva ho

meomorficamente o inicio e o final de Zf*¢(K*¢,L*¢), respeﬁti*

vamente no inicio e no final de Zf(K,L),

Para nao sobrecarregar a notacac, a partir de agora es
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crevemos Zf*g(ﬁlﬁK??LiﬁLﬁ) tanto para a situacao quando K,e L,
sao nao vazios, e g3 Ké + 1, esta bem definida, gquanto para a
situacao em qué K2 = L2 = ¢ e neste caso f*g representa a apli
cagao f*g¢.

I - P a5 : . . : =
(5.1.7) Proposicgao. Sejam f: X, » L., g: X, » L, aplicagoes

simpliciais entre complexos simpliciais finitos. Entao Z:Zf*g

* & & > f g -1 : * X & -
(Kl K LZ) e deformavel ao seu final ¢ (LlﬁLz). Se £ e ho

225

motopica a uma constante entac o inicio (Kl*KZ)*¢ de Z pode
ser contraido a um ponto do final ¢*(L1*L2) de Z. 0s mesmos Tre

*K *L, ) _no

sul tados valem quando K2=L2=¢ entendendo Zf*g(Kl 2,Ll 2

sentido da observacgao (5.1.6).

Demionstra¢do. Consideremos a ordem total nos vertices de Z da-

5a por

(1) Nos vertices de tipo (v,0,0), onde v & um vertice de
KI*KZ, definimos a ordem (vl;0,0) < (v2,0,0) ce e gomente ga
vy < Vo onde esta Gltima ordem € aguela considerada na cons-—

trugao do cilindro da aplicacgao simplicial f*g. (Ver (5.1.2)).

(ii) Nos vertices do tipo (0,w,1), onde w & um vértice de
Ll*Lz, tomamos uma ordem total qualquer e definimos (v,0,0) <
< (0,w,1) para todo vertice v de KI*KZ e todo veéertice w - de

*
L1 L2.

No simplexotl=[0,1] em R de vertices {0} e {1}, .damos
a ordem total {Q} < {1},
| Podemos considerar entao o complexo simplicial ZxI com
simplexos gerados por VDX{O}""’VkX{O}’ ka{l},...,vnx{l}, bg

d

1]

Vo < Vl < .. < Vn geram um simplexo de Z, e 0<k<n,
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Definimos agora F:‘ZXI‘ = 1ZIKI e tZ POT

F(Vx{U}) = § para tcdo vertice V de Z,

H

F(ve{lh V para todo vertice V de ¢*(L1*L2)

F(vz{1l}) (0,f*g{v),1) para todo vertice V={v,0,0) de

H

(K *K,) % ¢

Como f*g & simplicial,.F leva vértices de ZxI em vertices de Z,
e entao F pode ser estendida a |ZxI | por linearidade ncs sinm-
plexos. CObtemos assim uma aplicagac continua F:‘ZXII= IZEXI -
- 1Zl tal que F(x,0) = x e F(x,1)€¢*(L1*L2} para todo xngL
Portante F deforma |Z| ao scu final ¢*(L1*L2). (Ver (2.1.3)).

Supontiamos agora f homotﬁpica.a uma aplicagao constante
<p > i 1K1| a—}Lll {onde pg[Ll} ¢ a imagem de <p>) e seja h:

iKlixl > ]Lli a homotopia entre f e <p>. Entao, se K, e L, sao

nao vazios consideramos a homotopia H:|K1*K2|XI - Ll*Lzl en-
tre f%g e <p>%*g definida por
L - - t
H({ti(vi,0,0)+5tjt(o,wj,1),L)—Eti(h(qi,r),o,o>+2tj(o,g(wj),1) ,
onde os Vs sao vertices de K, e os v sao vertices de K-
Se K2=L2=¢, consideramos a homotopia entre f*¢p e <p>*¢ {(Ver

(4.4.6)) dada por

H((v,0,C},1) = (h(v,t),0,0)

para todo ve]Kll.
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Em ambos os casos obtemos uma homotopia entre f%g e <p>*g. (Ver
(5.1.6)).

Consideremos agora a restricao Fy da homotopia F, obti
da anteriormente a |(K1*K2)*¢IXI. Entao Fl(VX{O}) = V para to-

do vertice V de (Kl*K Y% e Fl(Vx 1) = (0,(f*g)(v),1) para to

2
do vertice de (KI*KE)*¢“ Entaoc a aplicacao FZ:I(KI*Kz)*¢1xI+?Z

definida por:
.
Fl((x,0,0),ET) para 0 < 1_5_1/2
Fy((x,0,0),7) =

(0,H(x,0,0),271),1) para 1/2 <1<l

esta bem definida e & continua. Ainda, FZ( ,0) & a inclusac de

AR Ykl 17
!(Kl k) ¢ em lz] e

* = % * *
F2(l(K1 Kz)* b 1) =0x(<p> g)([Kl Kzl)xl < 0x|p Lzlxl .
Ou seja,|(K1*K2)*¢l & deformavel, em |Z|, ao conjunto OxlpﬂQ]xL
Entretanto o conjunto 0X|p*L21X1 pode ser contraido,em
1Zl, a um ponto {(0,q,l), onde q=(p,0,0)€‘p*L2‘, pPela homotopia
G (Ox!p*Lzlxl)x1-+|Z[ dada por
6((0,t(p,0,0) + ¥ tJ!(o,wj,l),l),T) =

= (03(1_T)(t(P3030) + z t-fi(O,Wj,l))*i-I(p,O,O),l)

onde t + } té =1 e O_it,té < 1. Com efeito, G( ,0) & a inclu-
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2.

sa0 de Ox|p*L2{x1 em |zl e

G(0x p*L, [x1,1)=1(0, (p,0,0),1) J={(0,4,1) Je | (L *L,) | -

Entio, como |(K1*K2)*¢] e deformavel a Oxip*L2|xl e este é,por
sua vez, contratil ao ponte (0,q,1l) .de ]¢*(L1*L2)|, pela propo

sicao (2.1.7), !(Kl*KZ)*¢| € contratil a esse ponto.

0 Ciiindro Iterado de uma Aplicacao Simplicial.

Referéncia principal: Conner-Floyd

{5.2.1) Sejam K e L complexos simpliciais finitos e f:|K| »'|K|

e g: |L] » |L| aplicagGes para as quais existem nimeros natu-
. . . m -~ .

rais n e m tals que f: 8d (K) = K e g: 5¢ (L) - L sac aplica -

coes simpliciais, Podemos eantan construir o cilindro Z =

|

zf*g(Sd“(K)*Sdm(L),K*L) de f*g. (Ver (5.1.6) se L=¢). Entdo
o inicio de Z & (8d™(R)#sd™(L))*¢ e o final de Z & ¢*(K*L).

Consideremos agora Sd (Z,d*(K*g¢), [(Sdn(K)*Sdm(L))*¢]LJ

[¢*(¢*(¢*L)]) (Ver (1.1.8 )). Isto fornece um complexo simpli

cial Zl que tem como inicio (Sdn(K)*Sdm(L))*¢ e como final
SAT (0% (K*L), 0% (K*9) , p*(9*L)) =

= ¢*SAM(K*L,R*¢, 6*L) = ¢#(Sd" (K)*L) ,

por (4.4.16).

Consideremos agora Sdm(zl,¢*(¢*L),[(Sd“(K)*Sdm(L))*¢HJ

[¢*(Sdn(K)*¢)]). Isto fornece um complexo simplicial_22 gue
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a . e . 11 i1} . . .
tem como inteio (S4 (X)#8d (L))*¢ e come final

SA™(¢*(Sd™(K) *L), ¢*(G*L) , ¢*(5d (K) *¢) =

¢#5d™(8d" (K) 5L, ¢*L,8d" (K) *¢) =

1

ox (SaA™(R) *sa™ (L))

por (4.416).
Se |K| esta em um espago vetorial E; e [L| esta em wum

entao |K*L

espago vetorial E = |Sdn(K)*Sdm(L)[CE]XEEXBR=_E.

2’
Consideremos entao §: ExExIR » ExExTRo homecmorfismo di

finido por

Seja $s® a identidade de ExXExTR e cologuemos sP=go0...08 {composi
cao iterada p vezes) para todo nlmero naturai p>l. Seja SP(ZZ)
o complexo simplicial obtido de 22 pela aplicacgao de sP nos

. 2 —
simplexos de Z . Entao

(a) |SP(z®)|CExEx|p,p+1] .
(b) S((5d™(X)*8d™(L))*9) = S((Sa”(K) #34™(L)) x0x0) =
= 0x(Sd™(K)*5a™(L))x1 = ¢*(sd"(K)*sa" (L)) -,

isto e, S leva o inicio de Z2 sobre o £inal de 22.

UNICAME

213L10TECA GENTRAS
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(c) De (a) e (b) vem portanto que Sp(zé)f\ Sq(Zz) = ¢ pa-

ra [p-ql>z e sz /) sP*(z?) = sP((sa™(xy#sa’ (L)) *e) =

SPTL(pusd™ (k) #8a™ (L)) ).

De (a), (b) e {c) deduzimos gque

o

- Imt r 7
zf*g \;,!0 SE(z™)

P

¢ um complexo simplicial.

[a]

(5.2.2) Definigdo. 0 complexo simplicial zf*g construido aci

ma e chamado o cilindro iterado de f#*g.

o

. ™ . oo » 4 = - - L
(5.2.3) Proposicao. Seja Z2 o cilindro iterado Zf*g de f*g
. [ I
(i) Z e localmente finito.
- . o2 .4‘ - 1 - .
(ii) 2 tem wuin nuncre contavel de veriices,

(111) |zm1 &€ conexo por caminhos se l22| = lZf*g(Sdn(K)*SJnﬂJ,

K*#L)| € conexe por caminhos.

(iv) dim z° = dim 22 = dim Zf*g(Sdn(K)*Sdm(L),K*L).
Demonstracaoc. As partes (i) e (ii) vem do fato de ser 22 um
complexo simplicial finite. A parte (iii)} vem do fato de que

+ -
SP(ZZ)[W sP 1(22) 4 ¢ para todo numero natural p . A parte

(iv) segue trivialmente da construgao de Z .

(5.2.4) Proposigao. Sejam K e L complexos simpliciais fini-

tos onde K+¢ e iK! € conexo por caminhos, e f: |K| -+ IK[ e

g: |L| ~ |L| aplicagoes para as quais existem niimeros naturais
. 11 — - —~

me n tais que f: Sd (K) * K e g: Sdm(L) * L sao aplicagoes

simpliciais. Se £ ¢ homectepica a2 uma aplicagac constante entac



oz

o espaco do cilindre iterado |7 de f¥*g & contratil. (Se L=
pag | 24

entendemos que f*g = £#¢),

~ 2 : . .. . .
Demonstracgao. Seja Z” o complexo siwmplicial obtide em (5.2.1) e

para cada numeroc natural q>0 seja Xq=|22| k)lS(ZZ)|LJ... kj[sq
(Zz)l. Como IK] ¢ conexo por caminhos, lK*Ll @ conexo pPOr ca-
minhos se L=¢, pois & homeomorfo a |K|; se L, - R*L =

= ]Sdn(K)*Sdn(L)l & conexo por caminhos por (4.4.4(iii)). Pela
proposicao (5.1.4}), lZf*g(Sdn(K)*Sdm(L),.K*L)l = lzz| & cone-
xo0 por caminhos em qualquer casc. Dessa forma, como Sp(zz)/r\

p+l,. 2 : - - .
S (Z )%¢ para cada numero natural p>0, Xq e conexo por cami-

nhos.
Temos ainda que IZm!z- ] X e que X ¢ X para todo
q=0 q q =~ q+l
q. Alem disso, para cada q, © conjunto Aq = Izm\{w (ExEx{~o,q+
+ f ) é um aberto de lzm[tal gue X A < % .. Usando g ve
Z q q g+l -

zes 4as proposicoes (5.1;?) e-(2.1.7), deduzimos que Xq 2 defor
- 1 q 2 - . - . q'l'l 2

mavel ao final de lS {Z )l, que e o inlcio de |S (2 )|. Como
f & homotopica a uma constaunte, pela proposigac (5.1.7) este ul

Usan-

. - - +
timo espago e contratil a um ponto de |s4 1(22)| Cqu+1.

do a proposicao (2.1.7), obtemos que Xq & contratil a um pon-

to de Xq+l' Temos entao satisfeitas as condicoes da proposigao
=]
(2.2.7). Portante ﬂm(|2 1) = 0 para todo m~1l.
oo — —~
Como Z € um ponto {y} sao complexos simplicials entao
5.2}

[Z | e {y} sao complexos CW (Ver (1.3.3)). Por outro lado, a
“aplicacgao h: ¥ l + {y} defipida por hi{(x)-=y para todo xe 127
e tal que h# o’ ﬁm(Zm) > ﬂm({y}) & um isomorfismo para todoml,

ja que wﬁ(zw) = 0 e wm({y}) = 0. Entioc h & uma equivalénciafra



ca de homoropia e, usandoc & proposigac (2.2.46), h & uma equi-
-~ . » . . oo - . -
valencia de homotopia. Assim IZ | ¢ homotopicamente equivalan-

o - - L3
te a um ponto ¢ portanto [Z |e contratil.

{(5.2.5) Proposicao. Sejam K e L complexos simpliiciais fini-

tos onde K¢ e f: [R} - JK| e g |L| » 1L aplicacgoes para
as quals existem numeros naturais m'e n tais que f: Sdn(K)-+K
e g: Sd™(L) » L s3o0 aplicacoes simpliciais. Sejam (A) a cardi
nalid;é; de um conjunto A e k=% (vértices de Sd™(K)) + # (vér-
tices de Sdm(L)). Entac o cilindro iterado Z° de f*p pode ser

mergulhado linearmente (isto &, existe uma aplicacac simpli-

cial injetora que & um homeomorfismo sobre sua imagem) como um

. - - 2k~1
subceomp lexo da estrutura simplicial regular de IR .
_ ~ . 2k-1 . .
Nemanstracan., Ceonsideremos em 1R a cetrutura simplicial re-

gular (Ver (1.1.17)) tal que a distZncia entre dois vértices de
un simplexo & d. Consideremos agora o complexo simplicial 72
utilizado na construcdo de Z (Ver (5.2.1). Entio k @ o numero
de vértices do infcio de 2° ¢ tambem o numero de vertices do fi
2 e . =
nal de Z”. Notemos agora que qualquer vertice de Z pode ser
escrito de forma uUnica como Sp(v), para algum niumero natural
p>0 e algum vértice V do infcio de z?. Seja < uma ordem total
gualquer nos vertices do inlecio de Zz. A partir dessa ordem con
. - . 50 .

sideramos a seguinte ordem total nos vertices de Z : se Yi e

~ - - . v . 2 ~ m m -
Vj sao vertices do inlcio de Z°, entao § (Vi) < 8§ (Uj) se & 50

se Vi < Vj e sm(vi) < Sn(Vj) para todo n>m. Temos entao os VEE

® » - . [=+]
tices de Z dispostos numa sequenhc:a {wi} tal que Wiccwj_pﬂ
i=1

[

ra 1<



Consideremos agora um (2k-1)-simplexc, A1=[wl,}..,w2£L

da estrutura simplicial regular deIEl‘?k_1 e a (k-1)-face [wk+1’

2k~1

..,wzk] de Al. Como IR tem a estrutura simplicial regular

podemos 60551derar o (2k-1)-simplexo A2=[wk+1""’W2k’ ol s1?

'}"W3k] obtido de Al por reflexao no (k-1)-plano determinado
- ~a1 : r = |

relo (k-1)-simplexo ka+1,...,w2k]. Notemos gque Al(\ A2 [Wk+1’

...,wzk]. Seja agora A3=[w2k+l""’w3k’w3k+l"'"WAkJ o (2k-1)

~simplexo obtido de Az por reflexac no (k—-1)-planc determinado
pelo (k-1)-simplexo [W2k+1""’w3k;' Notemes que Azrm3:[W2k+1’

"W3k] e &N Ay=¢ pois os vertices de A, estaoc a uma distan
cia majior ou igual a d dos vertices de Ay

Indutivamente sejam

= r.'l s 5 - =T . Pl
I L}'(mﬂl)k-!'l"'""mk’r"mk+1_""’t'(m+1)kJ

um (2k-1)-simplexo ja obtido e

Aper © [kaﬂ’ Y YR (w1 ) k1T ""(m+2)k]

0 (2k-1)-simplexo obtido de Am por reflexao no (k-1)-plano de-
terminado pelo (k-1)-simplexo [wmk+l""’w(m+l)k]' Notemos que

Am (\ Am+1 B [ka+l""’W(m+l)k] e que Ay r\ Bas1 = ¢ para to-

do n tal que O<n<m-1, pois, nestas condigoes os vértices de Al

bl

estao a uma distdncia maior do que ou igual a d dos vertices de

A .
u:}



—0n_

Ead -~ . - - - (=]
Temos entao uma sequencia de vertices {Wi}i“1 da estru

tura simplicial regular de]Rzk_l. Definimos o mergulho

2k~1

o0 .
h: |2 | » IR por k(W.) = w, para todo i>l e por lincaridade
1 1 —

. [=s] —~ - [2s] -
nos simplexos de Z . Entao, por construgaco, h{(Z } e um subcom-

Zl-1
plexo da cstrutura regular da IR T,
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CAPITULD 6

ACOES SEM PONTOS FIX0S DE GRUPQS CICLICOS SOBRE ESPACOS EUCLIDIANGS

6.1. A aplicacgdo fug.

Referéncia principal: Bredon, p. 59.

0 objetivo desta secgao ser2 a construgac de uma apli-
cagac, com propriedades convenientes, a partir de duvas aplica-
¢oes dadas. Tal aplicagao tera papel central nas construgoes a
seguir.

Sejam A ¢ B espacos topologicos nao vazios e £: A - A
e g: B + B aplicagoes continuas. Consideremos as juncoes A*B e
B*A (Ver (4.3.1)) e a familia de espagos Xl = A¥B, X, = B*A e

2

Xy = A*B. Facames a colagem desta familia (Ver (4.2.1}) pelas

aplicagoes

Ci,t 0B C a*B > Bx¢ ( B*a ,

definida por Clz(*,b,l) = (b,*,0), e

Chyt ¢%A (. BRA » A%¢ ¢ A*B

definida por 023(*,3,1} = {a,®,0).
~ !
Obtemos entao o espacgoc (A*B) LJ (B*A) LJ (A*B)Y, no
C C
~ 12, 23
qual existem as identificagoes (%,b,1) = (b,*,0) e (*,a,1) =

Z (a,*,0).

Definimos agora a aplicagao

-91-
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L
A A%E -+ (4%B)

sy N ()
12 “23

(a,b,ff) para Oftéi—

2
3

Ma,b,t) = { (5,3,3t-1) para —— <t <

(3,5,3t°0) para -2 <t < 1

0 espaco obtido pela colagem e a aplicagac ), podemser
interpretados geometricamente pelas figuras abaixo; onde A=

= [0,1] e B= {0}

|
1
(ﬂ\‘,bj j—.} oL f
'
1

: \\A—:-\' B ;o r I f
I SN - /A [/ %,0)

{a,,0) .

R LT

2/3 .
1/3

A% B




Seja ainda T: B*A -+ A%B a aplicagac definida por 1(b,a,t) =
= (a,b,1l~1). Usando as figuras anteriores esta aplicagao pode

sey visualizada

Definimos ent@o f*id,: A*B > A*B por (f*idB)(ETh,t)=(f(a),b,t)

e idA*g: A*B - A®B por (iqﬁ*g)(h,bjz) = (Eté(b),t) e notamos
que (f*idB)(*,b,l) = (%, b,1) = T(b,*,0) = T(C12(*,b,l)) e ain-
da {1dA*3)(as*:0} = {a,®,0) = T{&5, 3,1} = T(C23(ﬂs*so}}-

Por (4.2.3) podemos entao definir a aplicacgao

. ! . sy AT
(f%id ) T (id %g): (A%B) (B*A) (A*B) =¥ A*B .
B %12 LCi's A C1o " Ca3

Usando as figuras anteriores, esta aplicagao pode ser visuali-

da assim:
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-

Chegamos agora a definigao central desta scecgao:

(6.1.1} Definigao. Com as mnotagces antericres, definimos unma
aplicagao fO g: A*B > A*B por fUOg = [’fﬁr } LJ %g (hﬂ*g) 5 A

Usando as figuras anteriores, esta aplicagao pode ser visuali-

zada.
AXB
, AXB
e —— ey
Fazendo as composigaes temos que ffig: A% -~ A*E tem pPoT ex-

pressao (fog)(a,b,t)=(ffa),b, jt) se U<t<%%; (fng) (a,b, t} =

= (3,5,2-31) se =~ <t<i e (fmg) (7,5, 1) ~(7,8(H),3t-D) se
2

Locr<l.

L<e<l

(6.1.2) Proposicao. A aplicacao £fRg: A*B + A*B e continua.

Demonstracao. Sejam T: AxBXI > A%B a projecdao candnica e

Xl = {{a,b,t) € AxBxT: Of_ ti%—} :
X, = {(; b,t) € AxBxI1: QL-<t <-%J s
2 17 3 - -3 ?
X, = {(a,b,t) € AxBxI; _g—itil }

uma cobertura fechada finita de AxBxI. Entao
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¥ = e T l

31 = {{a,b,u){:A*g, O_it:ijf} H
% . im . L 2 .
X?_ = {_(d,b,t)aA?B. =3 <t < 3 1
- _ . 2

X3 = {{a,b,t) e Anﬁz-ﬁ—f t <1}

€ uma cobertura fechada finita de A%B.

Por outro lade sejam hi: Ki + AxBxT (i=1,2,3) as apli-

cagoes definidas por hl(a,b,t) = (f(a),b,3t); hz(a,b,t) =
= (a,b,2-3¢t) e h3(a,b,t) = (a,g(b),3t—-2). Entao os diagramassg
guintes sao comutativos.

. h. A

xi e, AXBXI

' !

%, w
1 (i 1,2,3)
S"‘; - Y .*,D -'-'?.f | “i } 5 4[‘1*}3

Como as hi (i=1,2,3) sao continuas, as ﬂohi sao continuas. Por
outro lado o ii tem a2 topologia conduzida .pelas ﬁlKi, logo as
restrigoes (f[lg)|ii sao continuas. Como [(fc1g)|?i] (x) =
= [(f g)lij] (x) para todo xeii(\ ij’ 2 a cobertura {ﬁi} e fe
chada e finita, entao f g & continua.

A partir de agora estamos interessados no caso em que
A e B sao esferas e portanto variedades diferenciaveis. Nestes
casos A*B & homeomorfa a uma esfera (Ve; (4.3.7)), sendo a es-

trutura de variedade diferenciavel de A*B-a dada por (4.3.8).

{(6.1.3) Proposigéq. Se £: 8P > gF o g: 89 » g9 530 aplicagoes

~ — - w : [ .
C” entado a aplicacgao fag: sPxs? & ¢” nes pontos (a,b,t)esp*sq



tais que tﬂ;O,

3 T3

Demonstracao. De fateo, com zs identificagoes de (4.3.6) temes

fy

(f{a),b,3c) se 0 <t 4%% .
1 2
fmg(a:bst) = (agb,Q“Bt) se —5—‘(1:(-':'3— ’

i
i

2
L(a’g(b)’:jt“].) e -—é_.{t‘(l ,

. o
e cada coordenada e C ,

(6.1.4) Proposicao. se f: sP > 8P e g: s% 5 59 530 aplicacdes

c” entao a aplicagao fQg: sPas? , sPxgd g homotopica a uma

aplicagao c® F: sPxs® , gPasgd que & identica a filg fora de
T Ty e qPrgd g L 2

uma vizinhanca dos pontos (x,v,L)e8"%5" onde t—O,?r;E—,l,

o0

Demonstracao. Seja ¢: IR » IR uma aplicagac C cujo grafice & co

mo o desenhade na seguinte figurza. {("bump function')}.

e seja a: IR >R a aplicagao ¢~ definida por

0 (£) =Y (10E) +P(10(t=1)) +P (105D +P(10(e-1))

cujo grafico e



b

.-9 ?

-._:j

i,ﬁ/ A

. s

‘ 5 o N\ T

|2 L 7 41 A L3 12 17 27 2 A3 23
20 1o 30 Lo 3 & 3o 30 60 3 € 30

[+ &)
Seja ainda ¢: gPugt SP+q+1 o difeomorfismo C , comstruido em

(4.3.7) e (4.3.8). Escolhemos um ponto a esP? e um ponto pes? e

definimos F: sP»s% » gPxgt por

F(x,v, t) ='E.E)_1;

(1-a(0) [o(£00)] (xy,0) +al) .5(ab,5) )
f
/

/ 2.7

a

v{i~a{tii +o {u

-
Fa

o ——— Ll 1
Seja M= {(x,vy,t) ¢ sPxg9, t=0,-—§*,—:3— ou 1}
17
U= [0’715-) ) (__z_gf’_)U(_il’.ﬂd)U(ﬂ._,}_ ] ,
60 60 60 60 20

u,= [o,-10 {J L, 2y U (22 )20t
30 30 30 30 10

e v, = {(x,7,t) £ sPxs9; tSUl}

V.= {(X,y.t) e sPxs%: cev,]

2
Entao MCV,CV, e V; eV, sdao vizinhangas abertas de M. Além
disso F=fD g em Sp*sq‘—v2 pols oa(t)=0 se t:éUzZ e FE’(]S(a,b,-%—) é

[N

uma aplicagaoc constante em V, peis a(t)=1 se te€U,. Assim F
LR



uma aplicacao C pois fora de uma vizinhanga de M ela coincide
- . ~ - ~ [+4] -
com £ g, e composigau de aplicacgozsg C em Vz“Vl e e constante
em V..
1

Além disso F & homotopica a £ g. Com efeito, a aplica

cao G: sPxs%xy + sPxsY definida por

(1-Toodt) [$=(£038) | (X7, ©) +1. (L) %(a,b,féﬂ

(57,0, 0=3
o A1-1. 6(1)) *+2a2(e)

¢ continua e satisfaz C((x,y,),0)=(f0 g (x,y,t) e G({(x,y,t),1)=F(x,y,t).
0 resultado seguinte & uma peca essencial na construgao

do'exemplo de Conner e Floyd (Ver Conner-Floyd; Bredon, p. 59).

(6.1.5) Propesicgac. se £: sPugP o g 89489 s30 aplicacoes

oo —
C entao

. deg(fﬂ g) = deg(f) + deg(g) - 1 .

Demonstragao. Tem sentido falar em deg(f{1g) pois filg & contl

nua (Ver (2.3.7)). Seja F a aplicacgao construida na proposigao
anterior tomande¢ como a; e b1 valores regulares de f e ¢ em sP
e Sq, respectivamente (al e bl existem pelo teorema de Sard) .Na.
construgao de F tomamos entao a=-a, e b=—b1. Como F & homotopi
ca a f00 g temos deg.F=deg(fl g) (Ver(2.3.8)). Vamos portanto
calcula.r deg F. ‘

Tomemos centac o ponto (al,bl,f;) esPxrgd ¢ mos tramos que

1). Para que

e um valor regular de F. Calculemos F_l(al,b1,7f

(x,y,t) € F_l(al,bl,ﬁg) devemos ter
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/ e . v —— " 1
-1 [ Grale)) bl £0g) ] Gy, O +a(t) ey ,-by ,“?-)\ e
b — . : ) = (al,bl,hz_)

- W2 2

\ V/(lwu(t{; + g (L)

Sea (t)=1 teriémos (:; -b ;L) = (;H b 1) o gue e absurdo.
17 7172 17 2

Logo *(t) ﬂ=1, donde t+ 0, %%,i%,l. (Ver figura precedente).Pe

la relagac anterior e as definigoes de ¢ e ¢ (4.3.7) temos

(o)) (B8 58) ] Gy, O +alt) W-ay,-by ,—é—)

T = 9(ap.by, ;) (J2_ s @bl)
/_1 Ci(t)} "'0'- () (*)

Temos entao as possibilidades:

(a) Para O<t4%?, & igualdade (%) se torna (Ver(6.1.1l) e

(4.3.7))
1 /2 72
(1-e(£)) [(1730) (£(x),0) +36(0,¥) [-pmmemmm=tal{ £ (-5 8y, 57Dy
V1-6t+18t" S & S
.......... (_ials -_)'bl)
ﬁtl a(t)) +01 (t)
Portanto,
(1- (8)). (1-3t) .f(w) o () V7 a 5
- . _ VY2
/ L ; ! 1
Si-6er 1802 /(o () a2 () 2 Llma(0)) 2rai(y 2
'e
(1-a(t)).3t.y * _' w0 A s X
a g . 1
_1/1--6t+18t2 . %1'"&(1:)21'0.2(!:) 2 ‘/(l“a(t))ziraz(t) 2
Dal vem que
(1-36) (i-al6)) o (1) AR
e - = ————=— f(x) —( A -___+___)a
JI-6t+18¢% /(1ma(t)) “+a (6) /il_a(t)) + ol (0) 9o o/t



w

3t (- ) =( o () /2 +ﬁ')bl

/1-6t+18¢> /(-0 2 (o) Ll 24y 2 2

Tomando as normas destas duas ultimas igualdades lembrando que

]

|!f(x)l[ = I]yll = 1|a1![ = I|yll| 1l ¢ dividindo membro a

membro vem #};it = 1 e portanto t —%ﬂ. Comnmo a(i%) = 0 {(Ver

figura precedente) deduzimos que

F(x,y,m) = (£018) (5,750 = (£(0),5,5) = (aj,b) =)

-1 1
Portanto, x & £ (al), y = b1 e t = el
(b) Para %? <t 44%, procedendo de modo totalmente ana
logo ao anterior obtemos T = H%3 donde u(%?) = 0. Entao

1 1 1 1
F(X,y,jf) = (fflg)(x,y,jf) = (x,y,jf) = (al’bl’?f) .

1

Portanto, X=2a, y=b1 e t_if .

{c) Para %% < t< 1, procedendo de modo totalmente ana-

logo ao caso (a) obtemos t={%, donde a(%}) = 0, Entao

F(x,y,2) = (FOg) (6,7, = (x,8(3),5) = (ag,by,5)

-1 _5
Portanto x=a;, YEg (bl) e ? A

Resumindo,
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7 _——

Fia b, ) = (b, =) %ef a0 U {€a, b -} L ¢ 29 tyeg Lib )y
8127172 By e PR aD Il U (e, y,5m) iyeg by )]
Calculemos agora o jacobiano de F nos pontos de F

l(al,bl,if) existe uma vizinhanga de v ma qual

1 .
(al’bl’%‘)o
Se VEF—

- - . - "]_ T 5 .
F ¢ identica a fOg. Entac nos pontos de F (al’bl’%i) o jaco-
biano de F coincide com o jacobiano de fmig. Calculemos entao
estes jacecblanos.

(a) Em pontos do tipo (x,bl,f%),_com xef_l(al), temos

(f[]g)(x,bl,i%) = (al,bl,%j) e podemos tomar {por exemplo),car

. 1 . [~
tas do tipo 2131 em (x,bl,Yr) e do tipo 2232 em (al,bl,ir)(Ver
(4.3.8)). Dai

. -1 r . -1 -1
) - = W Hl T (T .
(£ 2320(tmg) £ 131) (wl,wz_t) L(TTZAT'_ x1dz)h (frog)e (T x_Tf3

...1
i j —l T wr 1=
3 1 x_dl_,J(.l,Az,,,

= [ prmgxidy)o (Fme)] (M) ) 13 w,) s ) = x i d,) (£ ) () 7y (0,0 ,3)

= ((myefer, D) (w)) 4wy, 30)

Entao, nestes pontos

T -1 "
J(wgofomy ™) 0

) -1 _
J(Lygqo(ED ol 3 = 1

donde

- -1 - -1
det(J(£2320(f[3 g)o£13l) = 3 det (J(TTzofoTl‘l }) + 0
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pols a

1 e valor regular de f. Além disso

sig [1et(I(Lyyyelf 8od)s)

)] = sig [dec(3(meforn; )]
Ou seja, (Ver (2,.3)) f ¢ preserva a oriehtagﬁo num ponto do
tipo (xl,bl,%f), onde xef_l(al), se e sopmente se f preserva a

. orientagac mo ponto X.
1 1

(b{ Para o ponto (al’bl’Tf)’ temos (fCIg)(al,bl,—E—)
= (al’bl’;%J ¢ entao podemos tomar, por exemplo, certas do ti-

po 16131 em (al,bl,—]z‘-) (Ver (4-3-8)). Daji

(8] 310 (£ 080T 5 ) (7w, 0= [(1axid) ) o(E g)o (] xr txid D] (o w,,0) =

- . RS DS WA : -1 =1
= Lkﬂ]xﬁSdel) o (£ 2g); (wl (wl),ﬂ3 (wg),L) = (ﬁlxﬂgxldl)(ﬂl (w]),ﬂ3 (vz)’gngt)=

b

(wl,w2,2*3t; . .

Entao, nesse ponto

J{( a(frjg)ui{]—l y = 1 )

‘131 317

donde
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poeis bl e valor regular de g. Alem disso

sig[ﬁet(J(f

1420(f£3g)CE1§1))]=Sig [det(J(ﬂlafs(fElg)oﬂlél))]

Ou seja, {(Ver (2.3)),f0O g preserva a orientacao num ponto do
tipo (;1,y1,%%), onde yEg_l(bl), se, e SO Se g preserva a orien
taggo no ponto y.

Conclutmos portanto que (al,bl,—%J 2 valor regular de F e, por

{(2.3.1) temos;

deg (Fy(apsbpa)) = 1§ sigldec(a(n 3] =
pef  (a ,b,172) F
1
= Voo sig [der(J(4 (FO08) o L1510 )
E 5138 Le"—(.‘]\ -2390\“[jg)0 1 1f i
P=(Xa'1s1/6 ) 3 p

131)

+ sig [aet(J(E (f3g) ok

131 T

.—1)

+ ) sig [det(I(Ly,,0(E0e) 0f] ) )]

p=(a;,y,5/6)
yeg"l(bl)

sig [det(J(ﬂzofoH;l)x)]+(“1) +

xeg"l(al)

1 . —1
+ i_ . sig [ﬁeth(H ogoT. ") )]
YEE 1(bl) L

= deg (f,al) -1+ deg(gsbl)

Pela definigdao (2.3.3) e a relacgao deg (fiyg) = deg F, obtida
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no comego desta demonstragao, deduzimos que

deg(fig) = deg(f) + deg(g) ~ 1

Acoes sem Pontos Fixos de Grupos Ciclicos sobre Esferas

-

Neste paragrafo mostraremos que sobre esferas de dimensao im-
par sémpre ¢ possivel estabelecer uma agao sem pontos fixos de
um grupo ciclico finito. Dessa forma concluiremos que sobre es
feras de dimemsao impar existem autchomeomorfismo periodicos

que nao tem pontos fixos.

(6.2.1) Primeiramente construiremns uma acao sem pontes fixos de um grupo

ciclico finito sobre 31.

. . 1 . -~ c
Censideremce S como a ¢ircunferencia unitaria no pla-
. el : ' . ~ .. -
no complexo e seja W §° =+ 8" a aplicacao definida por wn(z)~

i

Ti ..4 - bl
=7 .8 , onde n e um numere natural > 2, Entao temos
' - ) i .
(a) v, e um autohomectmorfismo de 87, Com efeito, o seu
1 2mi
inverso e dado por W {(z) = z,e O

(b} v e periodico (Ver (3.1.4)), de periodo n. De fa-—

27i.n
n o m . ..
ta, (Wn) (z) = {(z).e = B, € (wn) + identidade para todo
m < 1,
(¢) v nao tem pontos fixos. Com efeito, se z=w (z) =
2mi © o 27i "
= z.e I | entao e ¥ = 1 e dal n = +1, o gue contraria a nossa

escolha de n.

Entao, por (3.1.5) e (3.1.8), v induz uma agao sem

. 1
pontos fixos de Zn sobre 57,



~-105-

{6.2.2) A seguir construiremos uma agac sSem pontos fixos de Z
_ D

- . : . ~ - 2m+l
(onde n e como acima) sobre uma esfera de dimensao Impar S .

Procederemos por indugac. Por (6.2.1) ji sabemos que tals agoes

existem quando m=0. Suponhamos que existe uma agao de Zm sobre

Zm-1 SZm—l 2m-1 -

s e que Wé: + 8 & um gerador dessa acao. Seja

v st L st o autohomeomorfisme construido em (6.2.1), e
21— - -

wnﬁwéz stagmTLl Sl*Szm L aplicacgac definida como em (4.3.4),

Entac temos

- - + -
(a) wn*wé e um autchomeomorfismo de S2m 1. Com efeito,
2m-1 - a+ - ] -
Sl*S o=l g homeonorfo a S2m L or (4.3.7). Alem disso, wn*w; e
continua por (4.3.5(i)), e por (4.3.5(ii)) vale (wn*wé)_l =
-1 -1
= * 1
L (Wn) .
(b) wn*wé e periodico de periodo n. De fato, por
.. n n n . .
(£.2.5(ii}) valem (Wn*w;) = (wn) *{wé) = id*id = id e
(w_ e E = ) e nE 4 {g*id = id se 0<k<n
n on n n : '
{(c) wn*w; nao tem pontos fixos. Com efeito, poT
(4.3.5(1i11)) temos
Fix(w *wi)=Fix(w )*Fix(w') = ¢=d = ¢

Entao, por (3.1.5) e (3.1.8), Wn*w; induz uma acao sem

. 2m+1
pontos fixos de Zn sobre s °,
Resumindo, temos:
(6.2.3) Proposicao. Sejam m um nUmero natural e n um nimero

natural > 2. Entao existe uma acao sem pontos fixos de Z so-
a— n

bre 52m+1.
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Acoes sem Pontos Fixos de Grupos Ciclicos sopre Espagos Compactos

bl - r
Neste paragrafo mostrarcmes que dado um grupe ciclice

finito Zr, que nae & um p-grupo, existem um espago compacto e

aciclico X e uma agao sem pontos fixos de Z_ sobre X, Dess a
forma teremos assinalados limites para possiveis generaliza-
coes dos celebres resultados de P.A. Smith sobre agoes de P

grupos (Ver (6.3.5}).

(6.3.1) Sejam p e g numeros naturais 2 e primos entre si, e
seja r = p.q. Comegaremos por construix uma agao sem pontos fi

3 . 1 . - s
xo0s de Z sobre §7. Sejam S a circunferencia unitaria no pla-
T

no complexo e w_: st > st e w : st 5 gl as aplicagoes defini-

2mi 2mi.
das por wp(z) = z.e & e wq(z) = z.e 4 , Como em (6.2.1) temos:

- . 1
(a) wp e w_ saoc autohomeomorfismos de S57. ’
b | B

{(b) L sao periddicus de pericdos p e q respecti-
vamente.

(¢) Nem Wp nem wq tem pontos fixos.

Entao a aplicacao T=wp*wq: stxgt 5 slxs! tem as propriedades se

guintes:

3

(i) T & um autohomeomorfismo de S~ (Ver (6.2.2 (a))).

periodico de periodo r = p.q. (Ver (6.2.2(b))).

oy

(ii) 7T

(iii) T nao tem p;ntos fixos (Ver (6.2.2(c))).

Entao, novamente por (3.1.5) e (3.1.8), T induz uma agao sem

3

pontos fixos de 2 sobre S§7.
Pq
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. . ' . ~ 3 3
(6.3.2) A seguir construiremos uma aplicagao h: §° - $7, homo-
topica a uma aplicagao constante e que & equivariante com res-

peito a acao de (6.3.1). Como p e q sao primos entre si, exis-

tem inteiros m e n tais que np+mq=-1, Sejam entao £f: Sl > S1 e

1

g: S8~ S1 as aplicagoes definidas por f(g) an+l

e g(z) =

zmq+1. Por (2.3.4), deg(f) = np+tl e deg(g) = mq+i, Com estas

aplicagoes construamos a aplicagao f g: 81*81 > Sl*Sl, confor

me (6.1.1). Por (6.1.5) temos

deg(fD g)=deg(f)+deg(g)~1 = np+l+mg+i-1 = 0 .

Por (2.3.8) temos que fog: 53 - S3 e homotopica a uma aplica-

~ 3
¢ao constante ¢! 57 > 53.

Se WP e wq sao como em (6.3.1) temos

291 2¥i \np+1 np+l 2Wi
(fow?)(z)=f(z~e P )=(;.e P ) =g e P =wp(f(z))=(wbof)(z)

Isto e, f e v, comutam, Alem disso

q q

27 ( 2ri mg+l mg+l 2qi
Z.e ) =z .e = Wq(g(Z)) = (qug)(z)

(gowq)(2)=g(z e )=

Isto e, g € v comutam,

Sejam agora'(zl,zz,t) um ponto de Sl*sl e T=wp*wq (Ver

(6.3.1)). Usando a expressao de fg g obtida (6.1.1) vemos que

(Ver (4.3.4))

(I Se O ﬁtf%_

(To (F 0 8)) (7, 755 O =Cw 4w ) (F(z 2,530 =G (2 )V 5w, (25, 30) =



-108-

= (£ (z))) v (z)),30~(fo 2 G (203w (2,),0=((E0 B) 0T (2,2, 05

1

(11) SeTiti—gm

(To(fclg))(zl,zz,t)=(wp*wq)(zl,z2,2—3t)f(wp(zl),Wq(zz),2—3t) =

= (fQ g) (wp(zl) ,wq(zz) ) =(({(fog)eT (zl,zz,t) H

(I1I) Se = < t <1

L.n-)lM

rI'o(fclg))(zl,zz,t)-——(wp*wq)(zl,g(zz),3t—2)=(wp(zl),wq(g(zz)),Bt-2)=

-—-(wp(zl) ,g(Wq(zz)) » 3t=2)={fng) (wp(zl) ’Wq(zz) ,O)=((fag)oD) (zlgzz,t)

Portantotr°(fC18) = (fg)oT, e como T & o gerador da acao, fO g ¢ equiva-

riante, Entao h= feig & a aplicacgao procurada.

il

(6.3.3) Proposicao. Sejam N o conjunto dos niUmeros naturais e
h a aplicagao de (6.3.2). Seja {En, L M o sistema inverso
de espagos topologicos onde EIl = 33 para todo neEN e ﬂmn =t "
para n > m (Ver (4.1.4)), e seja E = lim En o limite inverso
desse sistema inverso. Entao E & nao vazio, Hausdorff, com~

pacto, e aciclico em relagao a homologia de Cech.

Demonstragﬁo. Como En=S3, que & nao vazios, Hausdorff e com-

pacto, E & nao vazio, Hausdorff e compacto por (4.1.6). Como
h é.homotépica a uma aplicacao constante por (6.3.2), os homo-

v L - - -
morfismos h,: Hj(Sg) - Hj(SS) que h induz em homologia sao tri

viais para todo jeN. Portanto todos os endomorfismos (ﬂmn)* .

— - v — * - -
= (hn m)* = h*n B de Hj(SB) (onde j,m,neN e m<n) sao triviails.
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for (4.1.3) temos

Ay M L3 L D
g;(Hj(s ).xmfh* (xn) para n> m]

. oY .3
MH}'(M:[{XE’}“@‘WN

= {{x_} x =0} = {0}

L]
mmeN"™ “m

v Y * v
Por (4.1.7) vale H,(lim §7)=1im Hj(s3), donde H,(E)=0 para to-

- . - . et - . b
do jeN. Portanto E e aclclico em relagao a homologia de Cech.

{6.3.4) Teorena. Se reN nao & a potencia de um primo, en-
tao existe um espaco compacto e aciclico com relagao a homolo-

» —
gig de Cech que admite uma agao sem pontos fixos de Zr'

-

Demonstracao. Seja E o espaco compacto e aciclico em relagao 3

L% i~
hemologia de Cech construido na proposicao (6.3.3)., Facamos r=

=p.q, onde p,qEN sa¢ primos entre s1 malores gque 1, € conside-

3

remos a aplicagao T: S~ = 83 construida em (6.3.1). Seja T

1

t+ E »E a aplicacao definida por

T, € {xn }neN) = {T(xn) }HEN

_, h—-m _ n-m . n—m
Como xm—h (xn) para n > m, vale T(xm)—T(h (xn))—h (T(ﬁQ).

{(Ver (6.3.2)). Portanto {Xn}ng cE lmpl%ca gque {T(xn)}n € E,

N eN

donde a imagem de T, esta efetivamente contida em E, Além dis-

:
50,
.. . s -1 =
(a) T1 possui inversa definida por T1 ({xn}nEN)
- 1 - ) . ) = .
{T (xn)}neNf A demonstracao gque a imagem de Tl egta cont;daem

_.1=Tr-_1 (=

E ¢ analoga a que acabamos de ver. Basta notar que T

pPortanto comuta com h.
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-1 - . ~ ~
Por outro lado, T, e T." sao continuas, pois sae as restrigoes

1 1
a ¥ das aplicagoes continuas K T: ><IZ -+ >< E e ><T_1
’ - AT AT n . i~
Iig i TLE v 1‘12}. l.-lt.N
><E - ><E , respectivamente, definidas por ><T({X ); Y=
n n n nelN
ngN nelN neN
_ | _ -1, L o3
= (1x)Y e X1 x )y = {77 (x )3 onde E_ =8 para
. neMN
todo neN. Portanto Tl & um automorfismo de E.
(b) T, e peridodico, de periodo r, pois cada coordenada

tem periodo r.

(¢) T, nao tem pontos fixos., Com efeito,

1

: =1 X -
le(Tl) L{Xn}nENE}‘:' {Kn}neN Tl({xn}neN)}
= 3 HE = T(=x ara = ¢
{{Yn}nEN X, (Yn) P todo neN} b,
pois T nao tem pomtos fixos.
Entao, por (3.1.5) e (3.1.8), T1 induz uma acao sem

pontos fixos de Zr sobre E. (Ver Bredon, Teor, 8-2, p.60).

(6.3.5) Um caso particulaf de um dos famoéos resultados de P.A.
Smith diz que se X & um espago compacto (de dimensao finita) e
aciclico com relagao a homologia de Cech, e T @ um autohomeo -
morfismo periddico de Z, de periodo p" (onde p & um nimero pri
mo), entao Fix(T)<4¢ . O teorema (6.3.4), devido a Conner e
Floyd, mositra que e;sehresultado deixa de ser valido se o pe-

riodo de autohomeomorfismo nao & uma potencia de um numero pri

mo.

(6.3.6) E interessante observar (Ver Bredon, Remarke, p. 60)
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gue como subproduto das construgoes de Coumer e Floyd podem-se
assinalar limites para o campo de validade do célebre teorema

de.ponto fixo de Lefchetz. Com efeito, seja E um espago trian-
gulavel compacto (Ver (1.1.13(ii))) e suponhamos que E & con-
tratil (donde E & aciclico em relagao 2 homologia singular e
tamﬁém com relagao a homologia de Eech; ver Eilenberg=-Steenrod,
Teoy. 10.1, p. 201, e Teor. 9.3, p. 250). Uma conseguencia do
teorema de ponto fixo de Lefchetz (ver Spanier, Cor. 8, p.196)
diz que toda aplicagao continua h: E - E (e, em particular, to
do automorfismo periodico) tem (pelo menos) um ponto fixo. Por
(6.3.4) esta assergao deixa de ser valida se omitimos a hipote
se da triangulabilidade sobre E e substituimos a hipotese de E
ser contratil pela de ser aciclico com relacio a homologia de

v -
Cech {(Ver tambem (7.1.11)).
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CAPTTULD 7

ACOES EXDTICAS DE GRUPDS CICLICOS SOBRE ESPACOS EUCLIDIANOS

Acoes Simpliciais de Grupos Ciclicos sobre Complexos Simpliciais

Sejam p e ¢ nlmeros naturais > 2 primos entre si e se-
ja r=p.q. Seja K o complexo simplicial em € determinado pelos

vertices

2L zfl(r-l)

e cujos l-simplexos sao segmentos retilinecs da forma

27 Lk 27 tk-1)

e e’ ]

— - - = . - ~-
Entao |[K| @ o poligono regular de r lados inscrito na circunfe

réncia unitaria em €. Seja A: [K| =+ st a projecao radial, isto
ZTri -k. ZTfi.k
e, A(x) = x/|x|. Notemos que Afe T )y = e T , para todo kegl,

E elaro que (K,X) & uma triangulacadao de Sl. Pela. proposicac

(4.4,15), (K*K,AAX) & uma triangulagao de 81*51 ~ 83.

(7.1.2) Proposicao. Sejam r € K como acima. Entao existe uma

‘agac simplicial sem pontos fixos de Zr sobre SAd(K#*K).

Demonstracao. Sejam A como acima, T: Sl*Sl - Sl*S1 o autohomeo

morfismo periodico, de periodo r e sem pontos fixos construido
em (6.3.1}), e T,: [K*K| - |K*K| a unica aplicagao que torna co

mutativo o diagrama.
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[K#K] Aas 878
I
|
Ty T
|
!
' |
v LA L4
| —glag?

~ - . - . -
Entac T2 e um autohomeomorfismo periodico, de periodo r, e sem

pontos fixos. Por (3.1.5) e (3.1.8), T2 gera uma agao sem pon-

tos fixos de Z. sobre o espaco topoldgico |K*K].

Por outre lado, os autohomeomorfismos Wp e wq de §° de
- . .
hzlk 221(k+q) Zilk
finidos em (6.2.1) satiSfazen1wD(e Y = e e wq(e y =
2ri, . _ 271 i .
—_%Ekk+pj _ rlk 2;£(k+q)
= e . Entao Twwp*wq satisfaz T(e s %,0) = (e »%,0)=
- - Tr- -
22 (k4q) 27 272 (ke4p)
= (e »*,0) e T(%*,e ,1) = (*,e s 1) . (Ver (4.3.4)).
2ﬂik

Além disso, os vertices de K*K que sao pontos do tipo (e * s0,0)

2ﬂik
ou (0,e r ,1) sao levados por AAX (Ver (4.4.5)) nos pon-
2:1k 21;1k 2:1k 2:ik
tos (A(e ),%,0) = (e »%,0) ou (*,A(e Y,1)=(*,e »1),
respectivamente (Ver definicao de = acima). Portanto, pela co-

mutatividade do diagrama T2 leva vertices de K*K em vertices de

K#K,

Temos entao

211 : 2wi(m+l)
Y . r
T2[(1—:)(e ,0,0) 4t (e 0
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Ly I " .
£ : LTFL
m —gm(m+l)

JTlalt-te ¥ s 1,%,0)

1

[(xan”

-

2n1n1 2:1(m+1)

Qa0 (e [rD e T v te ],%,0)

2wl 271
r T
e + C e

-1 (1-t)
QAN {w_{(—— )%, 0)
P / 2, .2

1-t) “+¢

(m+1)

#

2?Tl(m+q) 2T;l(m+q+l)

1 ,(1-t)e T + t e
( =i »%,0)
J(1-1) 2ot

1]

QAN

2'Hi(nﬁq) EIE(m+q+1)

(1-t)(e * ,0,0) + t(e © ,0,0)

it

Analogamente

T

1) + t(0,e ¢ ,1)]

T2 [(l—t)(O,e

:gli(mﬁp) Zrr_i(m+p+1)

= (I-t)(0,e © ,1) + t(0,e ,1)

Ainda

2mi 2mi

T, [(-©) ¢ © ,0,0) + t(0,e = ,1)]

271 21
” g1t —T
),t)

)y Xe T

a5 T)(k(e

2ri 2ri
-1 r T
s mle T e T Le)

f

i 21;]'. 21r1'in
O Ha (e T ) myte T )




~115-

2 il 24ri
- ~—=(m+q) —-(n+p)
- e e T e T t
2ﬁi(m+l) -Z%i(n+p)
= (1-t) (e ¥ ,0,0) + £(0,e .

Portanto T2 leva simplexos em simplexos e @ linear nos simple-
xos. Assim T2 & uma aplicagao simplicial.

Concluimos entéé que T2 gera uma acao simplicial sem
pontos fixos de Zr sobre K#%K. Por (3.2.2), esta acao induz uma

acdo simplicial sem pontos fixos sobre Sd(K+*K), ainda sem pon-

tos fixos.

(7.1.3) Proposicao. Sejam r, K e A como em (7.1.2), Entaoc

existem neN e uma aplicacdo y: |SA(K*K) | = |K#*K| =+ [Sd(R*K) | =

1 -

= |K*K | tal que:
(i) v @ uma homotdpica a uma aplicacio constante;
(ii) v € equivariante em relagao a agao de Z, sobre Sd(K*K)

construida em (7.1.2);

iii) vy S * - K) e simplicial.
(iii) sd™(5d(K*K)) S d{K*K) 1 1

Demonstracdo. Seja h: S'*S' > S'%S' a aplicacao simplicial cons

truida em (6.3.2) e h': |[RK*k| -+ |R*K| a Gnica aplicagac que

torna comutativo o diagrama:

IK:’:K] > ST S
1

i
i

h' | h
'

¢ -
IK=K] : > 8748
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Come AAA & um homeomorfismo e h & homotopica a uma aplicacgao
constante, h' & howotopica a uma aplicacao constante, Além dis

S0

1

h'oT,=(A0N) " Loho (AAX) o (AA2) ™ ToTo (AAN)

00 " hoD o (AN = (A1) o(Toh) g (AAN) =

1 1

oA =T, o ' ,

"

AN “0To (AN o (AAN)

2

pois h & equivariante. Assim, como h' comuta com o gerador da
acao de (7.1.2), h' & Zr—equivariante. Como \K*K] = !Sd(K*K)\
temos entao uma aplicacac continua b': [Sd(K*K)[ > ]Sd(K*K)hne

a Z_-equivariante e homotopica a uma aplicagao comstante.

p=}

¢

Por (3.3.1) existem neN e uma aplicagao simplicial

3

v: Sd"(8d(K#K)) - Sd(K*K)yZ —equivalente, e ' tal que
Y |Sd(K*K)[ - iSd(K*K)[ ¢ homotopica a h' e portanto homotﬁpi

ca 2 uma aplicagao constante.

(7.1.4) Nosso proximo objetivo & construir uma agao  induzida
por T, num cilindro iterado. Para que isto seja feito necessi-
taremos ordenar convenientemente o8 vertices de Sdn(Sd(K*K))*L
onde K e n sao os fornecidos pela proposigao {(7.1.2) e L & um
comflexo simplicial-finito qualquer.

Consideremos em Sdn(Sd(K*K)) a seguinte ordenagao: se
v e w sao vertices de Sd(Sd"(K#*K)) entac v < w se e §0 se
v=b(A) e w=b(B), onde A e B sao simplexos de Sdn(K*K) tais‘que

A e face propria de B. Esta ordem tem a propriedade enunciada



-117~-

em (5.1.1). (Ver & observacao fiﬁal em {5.1.2).) Entao, pela
definicac dos simplexos de Sdn{Sd(K*K)). (Ver 1.1.8) como sen
do aqueles do tipe [b(AD),..,,b(An)I, onde A e face propria
de Ai+1 (O‘ii_in—l), vemos gque 0s veértices de um simplexo qual
gquer de Sdn(Sd(K*K)) estac totalmente ordenados.

D mos agora aos vértices de L uma relacao de ordem par
cial satisfazendo a propriedade enunciada em (5.1.1}), e a0s

vértices de Sd"(Sd(K*K))*L a seguinte ordenacao: Se v € w §4a0

vertices de Sdn(Sd(K*K)) g u;,u, vertices de L,

1
(v,0,0) < (w,0,0) se e s0o se v < w;

(O,ul,l) < (O,uz,l)se e 80 se uy < w3

(v,0,0) < (0,u,l1) para quaisquer veéertices - v de

SAT(SA(K*R)) a u de L.

Esta & uma relacac de ordem sobre os vértices de SA™(SD(K*K)) *L
tal que os veértices de cada simplexo estao totalmente ordena-
dbs. Temos entao todas as condigoOes para a construgao do cilin
dro iterado Z~ (Ver (5.2.2)) da aplicagao y*id: |[Sd(R*K)=*L] ~
> 1Sd(K*K)*L[ onde v: |Sd(K*K)[ +!Sd(K*K)[ e a aplicagao cons-—

truida em (7.1.3) e id: L -~ L & a identidade.

(7.1.5) Proposicgao. Seja Z~ o cilindro iterado de

y*id: |Sd(R*K)*L| =+ [Sd(X#K)*L|. Entdo

- o« - . - -
(i) |2 | & conexo por caminhos e contratil

(ii) aim 2z° = 5+dim(L) > 4.

Demonstragao. (i) Como K % ¢ entao |K*K| ¢ conexo por caminhos




. - 1 -
por (&4.4.4{(iii)). Se L=¢, ]ZY*¢(Sdn+ (K*K)*¢,Sd(K*K)*¢)] e ho-

meomorfo a ;ZY(Sdn+1(K*K),Sd(K*K))I que e conexo por caminhos

n+l

per (5.1.4). Se L%@, como K*K%¢, entao {s5d (K*K)*L) s

Zysia
Sd(K*K)*L)I & conecxe por caminhos por (5.1.5). Entao, em qual-
quer caso, © cilindro iterado |2m| & conexo por caminhos por
(5.2,3(i1i)). Como Yy & homotopica a uma aplicacao constante
por (7.1.3(i)), |Zm| & contratil por (5.2.4).

(i) Por (5.2.3(iv)) e (5.1.3) sabemos que dim 2 =

= dim(Sdn+1(K*K)*L)+l = dim(R#*K) +diml+2 = 2dim(K)+3 = 5+dimL>4,

pois dim K=1 e dim L>-1.

(7.1.6) Proposicao. Seja T

2:Sd(K*K) * §d(K*K) o gerador da

agao simplicial de Z_ sobre Sd(K*K) comstruido em (7.1.2) e
id: L - L a identidade sobre um complexo simplicial finito L,
Entao

Tz*id: Sdn+l(K*K)*L - Sdn+1(K*K)*L ¢ uma aplicagao simplicial

gue preserva a ordem dos vértices dada em (7.1.4). Além disso

Tz*id e um autohomeomorfismo periodico de periodo r.

Demonstracao. A aplicacao T SAd{K*K) > Sd(K*K) e simplicial

2:

(Ver (7.1.2)) e & um autohomeomorfismo periddico de periodo r.
Entao, aplicando n vezes a proposicao (1.1.22) deduzimos qua

n+l
T2. sd

fismo periodico de periodo r. Entao, por (4.4.10) e (4.4.11)

(K*K) =+ Sdn+1(K*K) & simplicial e @ um autohomeomor -

+
1T,%id: sa" ke *L - 5a7TH(x*K) AL

& uma apiicacgao simplicial e por {(4.4.14) T *id &€ um homeomor-

2
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‘fismo periodico de periodo r.
. - . ' n+1
Sejam agora (v,0,0) e (w,0,0) vertices de 84 (K*K) *1,
tais gque (v,0,0) < {(w,0,0). Entac v=b(A) e w=b(B), onde A e B
sao simplexos de Sd"(K*K) e A & uma face propria de B. Alémdis
so T,(b(A)) = b(T,(A)), T,(b(B)) = b(T,(B)) e T,(A) & face

propria de TZ(B)’ pois T, & uma aplicacao simplicial injetora.

2
(Ver {(1.1.21)). Entao

(T,%id) (v,0,0) =(T, (b (A)) ,0,0) =(b(T,(4)),0,0) <(b(T,(E)),0,0)

1]

(T,(b(%)),0,0) = (T,*id)(w,0,0)

1), onde u, e u, sao vertices de L, entao

Se (0,u1,1) < (Q,u 1 9

2’

*1d) (0, uq,

_(T2 1)*(O,id(ul),1}<(O,id(u2),1)=(T2*;d)(O,uz,l)

- - ] n+l . -
Se (v,0,0) < (C,u,l}, onde v & um vevrtice de S§d (K#K) & u e

um vértice de L, entao
(Tz*id)(V,0,0)=(T2(V),0,0)<(0,id(u),1)=(T2*id)(03u,1)
Assim Tz*id preserva a ordem dos vertices dada em (7.1.4).

(7.1.7) Proposigao. Seja 2Z° o cilindro iterado de y*id. En-

o

g - - -~ - - - o« -
tao existe uma aplicagao simpliciral TS: Z =+ Z 9que e um auto-

homeomorfismo periodico, de periodc r.

. Por (5.2.1) existem um

Dembnstragdo. Seja x um ponto de |2°

nimero natural m e numeros reais tl,...,tk,t;,...,t; com com
0‘<ti,tj < l,z ti+2t3=1 com tl,...,tk nao simultaneamente nulos

tais que x pode ser escrito de modo unico na forma
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k g8 .
x= ] t,8T(U,,0,0) + ] t1sT(0,(y*id)(U), D)
=0 jmk ‘I o

- - . . n+l .
onde os U sao vertices de um simplexo de S5d (K*K)*L tais que
' n

Un < Un+l (0 <n <s8-1). Seja Tz*id a aplicagab de (7.1.6) e
definamos T3: Al - 7% por
T, ) £,87(U,0,0)+ Yorl.8T (0, (Y*id) (U.), 1))
i=0 j=k 7 3
k«. m ; S t
= ) £ 8T ((T,*id){U,),0,00+ ] t. ST(0,(T, *id)o(Y*id)(U.),1)
i=0 * 2 : jek 2 j

. ~ \ m - -
Como as aplicagoes Y*1id e 8 levam vertices em vertices T3 le-

va vertices em vertices. Seja

£=[$"(0_,0,05,...,8%(3,0,0),87(0, (y*1d) (U), 1) ,...,8™(0, (y¥d) (U), 1]

- () o -
uin simplexo de Z onde os U saoc tais que U < U 0 <n <g-1).
simpl , n q n a+1 (0 Sn<s-D)

Lembrando (4.4.12), (4.4.,13) e o fato que y comuta com T, (Ver

2
(7.1.3)) temos

T3(A)=‘?m((Tz*id)(Uh),O,O),...,Sm((Tz*id)(Uk),O,Oj ,
Sm(O,(Tz*ié)o(?*id)(Uk),1),...,Sm(O,(Tz*id)o(y*id)(us),l)]

=]§m((T2*id)(Uo),0,0),...,sm((Tz*id)(Uk),o,O) ,
570, (yrid)o(Ty*id) (U),1), .. -, S7(0, (y*id) o T, *id) (U}), 1) |

Como Tz*id e simplicial, os (Tz*id)(Un)sﬁo vertices., Alem disso, por (7.1.6),
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Tz*id preserva a ordem das vértices e portanto (Tz*id)(Un) <

< (T *id)(Un+l) (0 <n j_s*l). Dai sepue que TB(A) € um simple

2

oo
%0 de Z . Dassa forma T3 leva simplexos em simplexos e por de-
finigao & linear nesgtes simplexos. Assim T, & uma aplicacio sim

plicial de z° em Z .

Verifica-se facilmente que a aplicagac inversa de T, e

a aplicacao

1k s
HOT b ST(U.,0,00+ T £! S™(0, (y*id) (U.),1)) =
3 520 L 1 7k j i

k s
= T 6, D (),0,00+ et 570, (15 ) o (yHd) (U,),1)
1 =0 1 j:k J 3

Alem disso demonstra—-se de modo inteiramente analogo ao ante-—

-

- L

3

meomorfismo sobre_[zm]. Que T3'E periodico, de periodo r, e

rior que T e simplicial, donde concluimos gque T3 e um autoho’

imediato dos fatos de que T2 ¢ periodico de periodo r e que

k ]
n m m .
Ty( ]ty $7(0;50,00+ } £5 S7(0, (y*¥id)(U),1)) =
1=0 j=k
k 5
= ¥ t, s"™(rh*id)(U,),0,0)+ § t} S™(0,Th*id)o(y*id) (U.),1)
LT B 2 1 LT 2 N
i=0 j=k
(7.1.8) PrqpoSigEo.- Seja TB: 2% + 2% o autohomeomorfismo da

proposicao anterior. Entao o conjunto dos pontes fixos de T, e
extatamente o cilindro iterado da aplicagao ¢*id: ¢*L -+ ¢*L,is

- . - w
to e, le(T3) = Iz¢*idl'




temos

Vi $7;,0,00+] €} $™0, (ki) (U ), 1)

l

T,(Jt, 87(U,,0,0)+] t} sm(o,cy*id><uj),1)

N

Lty s™U(T,40) (U;),0,00+] ¢} Sm(O,(Tz*id)o(Y*id)(Uj),1)

I

L org 8T0(T, M) (1)) ,0,0) 4] £} 870, (YFid) o (T,¥id) (U,), 1)

Por (4.4.12), (4.4.13) e pelo fato de que Y comuta com T2. En-

- . -, ’ o]
Tao, como existe um modo unico de escrever um ponto de iZ |,te

mos que U, =(T *id)(U) (0 < i < ).

Se U,=(v,0,0), onde v & um vertice de Sdnﬂ(K*KL entao
(v,0,0)=(T2*id)(v,0,0)=(T2(V),0,0), donde v=T2(v), o gque e
absurdo peois T2 nao tem pontos fixos. Se Ui=(0,w,1), onde w &
um vertice de L, entao (T,*id) (0,w,1)=(0,id(w),1)=(0,w,1) e U;

¢ ponto fixo de T Assim Ui=(T2*id)(Ui) se e 50 se Ui=(0,w,1),

3

onde w ¢ um vertice de L, ou seja, se e somente se Ui e um Véﬁ

tice de ¢*L, Portanto os pontos fixos de T3 sao os pontos do
tipo
k o s
. 1 »
_Z t, S (Ui,0,0)+;z tj(O,(Y*ld)(Uj),l)
1=0 j=k

ondeIJn=(0,w,1) e vertice de $*L (0 <n is). Dai Qﬁ*id)(Um) =

= (0,1d(w},1) = (¢*id)(Un). Entao os pontos fixos de T sﬁopqg

3

tos do tipo
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k o s
I oty 5(U;,0,00+ )

tl (0, (¢*id) (U.), 1)
i=0 j=0 1

~onde os U (0 < n < s) sao vertices de ¢*L. Portanto, o conjun

to dos pontos fixos de T3 coincide com o cilindro 1iterado da

aplicagao ¢*id: ¢*L » ¢*L.
o]
p*id

Entac M tem o mesmo tipo de homo=-

o cilindro da aplicacao

7.1.9) Proposicao. Seja 2
( ) posic j
p*id: ¢*L » ¢*L e M=lzz*id|'

topia que |L|.

Demonstracao. Seja E o espago vetorial real normado onde

]¢*L1(: [Sdn+1(K*K)*L\(:_E. Entao MCExEx IR, e podemos definirx
uma aplicacao H: M - ExXEx IR por H(Sm(v,O;O)) = (v,0,n) para to
do vertice v de ¢*L e por linearidade nos simplexos de ZE*id*
Entao H & um homeomorfismo Sobre sua imagem H(M) e portanto M
e H{(M) tem o mesmo tipo de homotopia.

Sejam agora A=[Uo,...,Um1 um simplexoc de ¢*L com
U, < U1 < ev.e <UL (a ordem & a induzida pela ordem nos verti-
ces de Sdn+1(K*K)*L) ¢ B um simplexo de zz*id gerado por A, is

- L n n n

to &, B=[g (U,,0,0),...,87(U,,0,0),87(0,U, ,1),...,8 (O,Um,l)]
para k,neN e O<k<m., Entao

k m

= ' . ' '
HB)={] t;(v;,0,m+ ] €1(v.,0,m0D): Jr+]el=1, Oiti,tjilj

i=0 ji=k
donde
U H(B) = U {zti(v:,o,n)+ EtJ!(vj_.o_.ml)} = ax{0lx R

B gerado O<k <m

por A TeN
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Portanto H(M) = LJ (Ax{0}x R)
Ac¢*L

e

i T

B A aplicagao F:H(M)xXI - H(M) dada por F({v,0,t),T)=(v,0,t.7)

esta bem definida e & uma homotopia entre a identidade de H(M)e

uma retracao de H{M) sobre !(¢*L)*¢| = lL[. Entao H(M) tem 0
mesmo tipo de homotopia de 1L|. Portanto M tem o mesmo tipo que
|y,

(7.1.10) Teorema. -8ejam r um nUmero natural que ndo & uma

poténcia de um prim9 e L um complexo simplicial finito (que em
particular pode ser vazio). Entao existem um complexo gimpli-
cial infinito, com quantidade enumeridvel de vértices, localmen-
te finito, contratil e de dimensao maior do que ou igual a 4; e

uma agao simplicial de Zr sobre este complexo cujo conjunto de



pontos fixos tem o mesmo tipo de homotopia que \L[ {se L=¢ a

agcao nao tem pontos fixos).

'Demonstragﬁo. Basta tomar o complexo simplicial 2" construldo

em (7.1.5), a acao gerada pela aplicacao T z” + 2% construida

3
em {(7.1.7). Por (7.1.8) e (7.1.9), o conjunto dos pontos fixos

da acao tem o mesmo tipo de homotopia que |L|.

(7.1.11) Tomando L=¢ vemos que (7.1.10) fornece um exemplo de
um espaco triangulavel e contratil e de uma aplicacgao continua
h: E » E (a2 saber E=|Zm| e h=T3) sem pontos fixos. Portanto, a
consequencia do teorema do ponto fixo de Lefschetsz mencionada
em (6.3.6) tambem deixa de ser valida se, mantendo as hipote-
ses de triangulabilidade {(localmente finitai.e contratibilida-

de sobre E, admitimos que E seja nao compacto.

7.2. Agoes ¢” de Grupos Ciclicos sobre Variedades c”.

(7.2.1) Comservamos as notagoes de (7.1.10). Seja 4 (A) a car-
dinalidade de um conjunto A e k=ﬂ7(vérticés de Sdn+1(K*K) +

#(vertices de L).

Por (5.2.5) existem uma estrutura simplicial emmzk'—1 e um mer
. o Zk-1 =
gulho linear h: Z IR que mergulha a Z como um subcom-
- e w L
plexo dessa estrutura simplicial. Entazo h: Z > h(Z } e uma
aplicagzo simplicial que & um homeomorfismo e portanto

h—lz h(Zm) > 20 & também uma aplicagaoc simplicial (Ver(l1.1.30)).

Seja agoré T4: h(Zm) -+ h(Zm) a Unica aplicacao que

torna comutative o diagrama:
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* - h h(Z™)

[I%]
£

2

7% h h(Z)

simplicial pois Ty h e h ¥ gdo simpliciais.
{(b) T, 2 homeomorfismo periddico, de periodo r, pois T,

o e e h e homeomorfismo.

o1

Entao (a) T,

(c¢) Fix (T4) = h(Fix(TB)), e como h & um homeomorfismo e

Fix(T3) tem o mesmo tipo de homotopia que |[L| (Ver (7.1.10)) ,

-

entaoc Fix (Ta) tem o mesmo tipo de homotopia que |L|

(d) ]h(Zw)[ e contratil pois sz| & contratil (Ver(7.1.5).
(7.2.2) Proposicao. Sejam r, k e T, como em (7.2.1). Conside
remos em]Rr'(zk_l) =]R2k—1x...x132k_1 (o produto cartesianoe =

vezes) a estrutura simplicial dada pela primeira subdivisae ba

r.(2k—1), cujas celulas

2k-1

ricéntrica da decomposicao celular de R

sao A X.. . XA, onde A eea A sao simplexos de IR Entao a

1 1
aplicagio ¢: $d(h(z™)) - mFr(ZD)

@(x)=(x,T4(x),...,Tz_l(x)) 2 simplicial e um homeomorfismo so-

r{zk-1)

definida ' pdr

bre um subcomplexo contratil P de IR

Demonstragao. Obviamente ¢ & um homeomorfismo sobre sua ima-

gem pois cada coordenada ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem .

Mostremos entao que & & uma aplicacao simplicial. Como as
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Tg: h(Zw) - h(Zw)(O < § < r 1) sao aplicagoes simpliciais e ho
meomorfismos, as Ti: Sd(h(Zw)) > Sd(h(z™)) C:SdGEZk_l) saoapli
cacoes simpliciais (Ver (1.,1.22)) e portanto sao lineares em
cada simplexo de Sd(h(z")). Se Al,...,Ar sao simplexos de
D enedo b(agx. . xA) B (A s ,b(A)) (Ver (1.2.6)) e
Como T4 & uma aplicagao simplicial injetora T&(b(A))=b(T4(A))

para AeSd(h(Zm)) (Ver (1.1.2D)). Dai, para cada vértice b(a) de

Sd(h(Z7)) temos @(b(A))=(b(A),T,(b(A)) ..., T, *(b(A)))
(b (A))=(b(A) T, (b(A)), ..., Tp "(b(A)))
=(b(A),b(T, (A)),..0sb(TL L (4)))

=b(AxTé(A)x...xTZ-1(A)) ) ’

r{2k-1)

fﬂl(A) ¢ uma celula de IR e portanto

Mas AxTa(A)x...xT
4
b(AxTé(A)x...xszl(A)) & um vertice da estrutura simplicialcog
. 2k_ . . - "
gsiderada em]mr( 1) (Ver (1.2.9)) . Assim P leva vertices em
vertices.
Mostremos agora que ¥ leva simplexos de Sd(h(Z )) em
simplexos de rE(26-1) Seja A=[b(Bo),...,b(Bm)] um simplexo de

Sd(h(z”)) onde B0 <_Bl < ... <'Bm. Entao

dy=e([b(B),.--,6B)]=[2ME)),..., 2B N] ,

: . | r-1 . -~
onde @(b(Bi))ﬂb(gixTa(Bi)x...xTa (Bi))(O_E ix< m). Como T4 e

uma aplicacac simplicial injetora, T, Preserva dimensces.Assim,



para B, < B, temos
i i

+1°?

1 -1
BiXTA(Bi)X"’XTA (Bi)4: Bi+1XT4(Bi+1)X"'XT4 (Bi+l)
r-1 .
Chamando Ci—BixT4(Bi)x...xT4 (Bi) (0 <i.< m)} temos que

@([b(Bo),...,b(Bmﬂ )=[b(CO),...,b(Cmf1 com CO<Cf:...<Cm, e co-
ijr(Zkﬂl) tem a primeira subdivisao baricentrica,
[b(CO),...,b(Cm)] & um simplexo de IRr(Zk_l) (Ver (1.2.10)).Daf
segue que ¢ & simplicial e assim P=®(Sd(h(zm))) € um subcomple
X0 de]ﬁr(ZK_l). Além disso |P| & contratil pois

5d(h(z )} =|h(z )] & contratil (Ver (7.2.1(d))) e ¢ & homeo -

morfismo.

(7.2.3) Proposicao. Suponhamos queIRr(ZK_l) tem & estrutura
simplicial definida em (7.2.2)., Entao a aplicacao’
TS: IRr(zk_l) —— IRr(Zkﬂl) definida por T5(x1,...,xr)=(x2,...,xr,xl)

@ uma aplicacao simplicial que & um autohomeomorfismo periddi-

co, de periodo r.

Demonstracao. Obviamente T, e um homeomorfismo linear de perfg

5

do r; basta demomstrar entao que T, € uma aplicagao simplicial.

Por (1.2.6) wvale
To(b(A . 38 )) =Tg (5LA) 50 o,B(A ) =(b(A)) 100 ;b (A, B(A))
= b(Azx...xArxAl)

Logo T. leva vértices em vertices. Por outro lado, seja
it
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<uowa<C
1 m

Entac Ci=B?x...xB§ {0 <1 < m) onde

[b(CO),-..,b(Cm)I um simplexo deﬁRr(zk“l)’

r{2k-1)

nde C <C
o
sao celulas de IR

BE < B? para i < j, e dai
TS(Da(co),...,b(cm)])z[TS(b(co)),...,TS(b(cm))]
=T (T5(C )0 e b (T (C )]

Mas TS(Ci)=T5(B?x...XBE)=BEX...XB£XB§ <

Blx.. .XB§XB§=T5(B?KB§){. i .xBJ?) =T, (C;)

para j > 1. Assim, por (12.10}, [b(TS(co)),...,b(TS(cm))] & um

Ae]Rr(zknl), dende T5 leva simplexos em simplexos. Fi

nalmente T5 e linear nos simplexos, pois e linear em geral.

¥ (2k=1) RF(2k-1)

(7.2.4) Proposicdo. Sejé T.: IR a aplica-

5:

950 construida em (7.2.3). Entao

Fix(T5)={ (X, ,X)EIRI(Zk-l) :Xemr(zk—l)}

e além disso Fix(TS) € o espaco associado a um subcomplexo Q

de mE(2K-1)

m;(Zk—l)

- 1 . .
Demonstracao. De fato, (x ,...,xr)e e um ponto fixo

de T5 se e SO se

1 r

| 1
(x',eex) =T (e x D =0x%, L w L x D)
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i 2

- T .
0 que acontece se 2 80 se X =x =,.,=x , Para demonstrar a segun

r(2Zk~1)

da afirmagao, basta tomar o subcomplexo @ de IR formado

pela primeira subdivisao baricéntrica do complexo simplicial
cujos vértices sdo (Vis,...,vi) (v componentes) e cujos simple-

x0s sao do tipo [(vi,...,vi),(vi+1,...,vi+1)_:[ onde vj e vj_;
sac tais que [Viavi+l] & simplexo de RZK-1, Entdo Q= Fix(TS).

(7.2.5) Proposicgao. Sejam T,, ¢ e T, definidas em (7.2.1),
(7.2.2) e (7.2.3), respectivamente, e sejam P=®(h(zw)) e
@]h(zm) a restricao de ¢ a h(Zm). Entao T50(¢1h(2m))=@01‘4 e
T5([P|)=~[P].

Demonstracao. Seja xE]Sd(h(Zm)) |. Entao
(T508) (1) 775 (5,7, (8 5o, Th () =(1, ()5 0n s TE () 5%)
(T, (0 50y Ty (0, T, (1) =80T, () =(8T,) (1)
Ainda
Ty (} P ) =T (( [0(Z7) 1) =(To®)( Ih(Z) |) =(T,09 (|n(Z7) )
=0( [n(z") [)=]e0(z)) [=|?]

(7.2.6) Proposicao.’ A aplicacao Tg|p:P > P esta bem definida,
&€ simplicial e & um homeomorfismo periododico de periodo r, Além

disso Fix(TS]P) e o espaco associado a um subcomplexo Py de P

e tem o mesmo tipo de homotopia que [L].
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Demonstracao. Por (7.2.5) a aplicagao esta bem definida e en-
tao vale a comutatividade do diagrama (onde ® e a aplicacao de

"finida em (7.2.2})

h(z™) ® _up= en(z)) ¢ gR2k-D
T, Te|P
h(z%). ¢ , B

3

Por (7.2.1) e pela comutatividade do diagrama, TS]P e
simplicial e & um homeomorfismo periddico de periode r. Pelaco
mutatividade do diagrama vale Fix(T5|P)=@(fix(T4)) e como por
(7.2.1) Fix(Tﬁ) teﬁ o mesmo tipoc de homotopia que jL| entao
Fix(T5lP) tem o mesmo tipo de homoteopia que |L|. Alen disso

Fix(TSiP)=Fix(T5) [ |P|. Mas por (7.2.4), Fix(T5)=]Q1, onde Q
r(2k-1)"

€ um subcomplexo de TR . Assim Fix(TS[P)=lQ| [Pl=]Qq M P
pois Q ¢ P saoc ambos subcomplexos de]mr(kal), o que tambemim
plica que P1=Q{W P & subcompliexo deﬁmr(2kq1).

(7.2.7) Teorema. Dados um numero natural r que nao & uma

poteéncia de um primo e um complexo simpliecial finito L, exis-
o0 - . - —

tem uma variedade C (sem bordo) M, centratil e de dimensao ma

ior do que ou igual a 4, e uma agao ¢’ de Zr sobre M cuio con-

junto de pontos fixos temo mesmo tipo de homotopia que |Lj.

Demonstracao. Consideremos a estrutura simpliecial de]Rr(ZK_I)

como em (7.2.2) e os subcomplexos P, Q e P1 de ]:Rr(?'k”l), cons-

trpIdos em (7.2.2), (7.2.4) e (7.2.6), respéctivamente. Por
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(1.1,29), Sd(Pl) & um subcomplexoc total de Sd(Q) e por sua vez

r(Zk—l))

Sd(P) e 5d(Q) sao subcomplexos totais de Sd(R Dessa

forma a vizinhanga regular M=N{(Sd(P)}; SdGRr(Zk_l))) & um aber-

r{2k-1)

to de IR (Ver (1.1.27)), e como |Sd(P) | & um retrato de

deformacac forte de M {Ver (2.1,10)), M tem o mesmo tipo de ho
motopia que |Sd(P)|. Mas |Sd(P) |=|P| & contratil (Ver (7.2.2)),
logo M & contratil. Assim M é uma variedade Cm, sem bordo, con

tratil, de dimensao

r.(2k-1) > 2k-1 > k

1

= 4 (vertices de Sdn+ (K*K) + 4k (vértices de L)

> dim(Z7)=5+dim L > 4.

(Ver (7.2.1) e (771.5)).

Seja agora I, a aplicacao definida em (7.2.3). Por

(1.1.27) temos

—_ Q -—
roner (U sfwseaw @ Vy. U s, sam @Dy
v v
vertice de vertice de
sd(P) Sd(pP)
e como T & simplicial e também & um homeomorfismo tal que

T5(|Pl)=[P|,vem gue

T, (M) = U st(w,sdam? (PE Dy

LW
vertice de

Sda(p)
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Dessa forma TS]M: M~ M é urn difecmorfismo periodice, de pe-
ricdo r {(pois T5 2 uma permutacac e portanto um difeomorf{ismo
r(2k—1))

e M & um aberto de IR

Alem disso, por (7.2.4)

r(2k-1)

Fin(Te ) =Fiz(T) (Y =] | [\ N(8d(P),54( IR ))
=lsa@ |1 U sPv,sa(mE(E D)y
v
vertice de
Sd(P)
Como P1=P(\ Q, se v & vertice de Sd(P) que nao & vertice de

Sd(Pl) entao

o]
15d(Q) | ﬂ St{v,SdlR ,

r(2k—l))) - &

logo .

Fix(Ty 10 = {sa@I[U (Stcv,sac mFER1))))]

v
vértice de 8d(P,)
= LJ §E(V,Sd(Q))=: N(Sd(Pl), sda(Ql)).
v

vertice de sd(p,)

Mas [Sd(P1)|=|Pl\ € um retrato de deformagao . forte de

N(Sd(Pl),Sd(Q)). Portanto Fix(TS M) tem o mesmo tipo de homoto

ria que 1P1] gue, por sua vez, tem o mesmo tipo de homotopia que

|Li {(Ver (7.2.6)). Assin Fix(T5|M) tem o mesmo tipo de homoto-

pia que jL|.

Utilizando agora (3.1.5) e (3.1.8) deduzimos que TS[M
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induz uma agao ¢” (pois T5|M e Cm) de Zr sobre M, cujo conjun-

to de pontos fixos tem o mesmo tipo de homotopia que L.

Acoes ¢” de Grupos Ciclicos sobre Espacgos Euclidianos.

(7.3.1) Proposicao. Sejam r um nimero natural que nao & uma

potencia de um primo, n um numero natural positive, L um com-

plexo simpliecial finito e TS]M: M M o gerador da acao cons-
truida em (7.2.7). Entao a aplicacgao idx(TSlM):anxM—ﬂRan, de
finida por (idx(T5]M))(x,y):(x,(T51M)y) e um difeomorfismo pe~
riodico, de periodo r, cujo conjunto de pontos fixos tem o mes

mo tipc de homotopia que ]L[.

Demonstracac. Que idx(TS!M) e um difeomorfismo periodico, de pe
riodo v, & trivial pois id e TS]M sao difeomorfismos e T5|M &

peridodico de periodo r, por construcgao. Ainda
Fix(idx(Ts 1)) =Fix(id) xFix(Ty M) = m“xFix(TS M,

e a aplicacao continua F:Zmanix(TSIM)xI +]Ranix(T5|M), defi-
nida por F(x,y,T)=(T.X,y) & uma retracao de deformagao forte de
mpxFix(TslM) a {O}KFix(TB]M). Assim,imanix(TslM) tem © mesmo
tipo de homotoPia que Fix(TS]M) que, POor sua vez, tem O mesSmo

tipo de homotopia que LL[ (Ver (7.2.7)).

{(7.3.2) Teorema. Sejam r um numero natural que nao & a po
tencia de um prime e L um complexo simplicial finito (que am

particular pode ser vazio). Entio existem um numero natural m

~ o m . . .
e uma acao ¢ de Z_ sobre IR cujo conjunto de pontos fixos tem



-135-

o mesmo tipo de homotopia que |L|. {(Se L=¢ a agao nao tem pon-

tos fixos).

Demonstragao. Seja idx(T5|M):IRan +TR"%xM o difeomorfismo pe -
riodice, de periodo r, construido em (7.3.1). R™ & uma varieda
de Cw, sem bordo, contyatil, de dimensao ﬁ >1 e M e uma varie
dade C, sem bordo, contratil, de dimenszo maior do que ou
'igual.a 4. (Ver (?.2.?)). Utilizaremos agora o segulnte resul-
tado (Ver Stallings, Cor. 5.3, p. 487):

Se X e Y sao variedades Cm, sem bordo, contrateis, de
dimensves X e y respectivamente, onde X > 1l e x+ty > 5, entao
XxY & difeomorfa a IR: 7.

Fazendo X%Rn, Y=M, x=n, y=dim M e m¥n+dim M temos m>5,
concluimos que existe um difeomorfismo h de TR™xM sobre R".

Seja agora T6 a inica aplicagao que torra comutatiyo o

diagrama

ey idx(T | i) SR
h h
\ b
R® Tg o r"
Entao, pela comqtaf%vidade do diagrama e as propriledades de

idx(T5|M)'(Ver (7.3.1)), T6 ¢ um difeomorfismo periodico, de pe
riodo r, e Fix(T6)=h(Fix(T5|M)).-Como h e difeomorfismo e
Fix(T5|M) tem o mesmo tipo de homotopia que |L|, entdo Fix(T.)

. Assim; por (3.1.5) e

tem o mesmo tipo -de homotopia que |L
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(3.1.8), TC gera uma acgao ¢” de Zr sobre'mm'cujo conjunto de

pontos fixos tem o mesmo tipo de homotopia que [L[.

(7.3.3) Um caso particular de um dos celebres resultados obti-
dos por P,A. Smith por wvolta de 1939 (Ver Smith) diz que se T
& um difeomorfismo periddico de R™, de peffodo p" (onde P & um
nilmerc primo), entao Fix(T) % ¢. Smith conjecturou que todo di
feomoffismo periodico de R™ tem (pelo memnos) um ponto fixe., O
exemplo de Conner e Flo?d desenvolvido neste trabalbo, e o teo
rema de Stallings mencionado em (7.3.2), vieram (mais de 20
anos depois) a responder na négativa a conjectura de Smith. De
fato, tomamos um numero natural r gue nao & uma poteéncia de um
numero primo, e suponhamos agora que L=¢. Pér (7.3.2) existem
um nomero natural m > 5 e um difeomorfismo periodico Tg de "™,
de periodo r, tal que Fix(Ts)'= $
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