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INTRODUGAO

0 problema de determinar se toda agao de um grupo de Lie
compacto sobre um disco ou sobre um espago euclidiano possui
pontos fixos ficou em aberto ate que, por volta de 1940, P.A,
Smith demonstrou que a resposta € afirmativa nos casos em que
o grupo atuante € um toro ou um p-grupo finito. Visando a de-
terminar os limites para o campo de validade desses famosos
resultados de Smith, E.E. Floyd e R.W. Richardson construiram
em 1958 uma acao simplicial sem pontos fixos do grupo icosaée-

drico sobre um n-disco. Recentemente, G.E. Bredon observou no

seu livro "Introduction to Compact Transformation Groups' que
& possivel inserir nas construgoes de Floyd e Richardson um
complexo simplicial finito K de tal maneira que a agao em

guestao tenha como conjunto de pontos fixos um subespago pos-
suindo o mesmo tipo de homotopia que K. Em particular, se K
for vazio recupera-se o exemplo de Floyd e Richardson.

Uma pega fundamental na construcao desse exemplo € a de-
finicao de uma agao sem pontos fixos do grupo icosaédrico
sobre uma certa variedade diferenciavel X de dimensao trés ,
compacta, conexa, com bordo, orientavel, e aciclica sobre os
inteiros. A passagem dessa variedade a um n-disco € feita de-
menstrando que essa agac € simplicial e utilizando a teocria
das vizinhangas regulares de J.H.C. Whitehead. A construgaoda
acao de I sobre X & contudo bastante delicada e possui sufi -
ciente interesse como para justificar um estudo detalhado.

0 objetivo desta tese &, entao, apresentar essa parte
essencial da construgao de Floyd e Richardson de um modo que
esperamos seja considerado acessivel pelos leitores. Pareceu-nos
que o tema, alem da sua importancia especifica na teoria dos
grupos de transforma¢oes, poderia ser de muito inferesse a
alunos que desejem iniciar-se nesse ou em outros ramos da to-

pologia algebrica e, talvez, a pessoas ativas em algum campo



da geometria ou da topologia. A apresentagao feita por Floyd
e Richardson do seu exemplo no seu artigo original &, contudo,
muito concisa, o que dificulta a difusao desse importante re
sultado fora de circulos altamente especializados. No seu }i-
vro, Bredon modificou alguns detalhes, mas como seuy principal
objetivo ali era o de prevenir o leitor das dificuldades que
surgem no estudo dos grupos de transformagtes, e nao o de fa-
zer uma anilise detalhada do exemplo de Floyd e Richardson,ele
se limitou a indicar, em duas paginas, os passos mais Impor-
tantes da construgao.

A redacao deste trabalho respondeu assim a nosso desejo
de produzir um texto que pudesse ser lido sem muitas dificul-
dades por pessoas que se iniciam no estudo da topologia algé-
brica. Levando também em conta a grande diversidade das técnl
cas que entram nessa construcao achamos conveniente incluir
mui tos detalhes nas demonstragoes. No que respeita a organiza
¢ao deste trabalho, ela € como segue. No primeiro capitulo de
monstramos que o subgrupo de comutadores do grupo icosaedrico
I'coincide com I, e no segunde que o normalizador de 1 em
S0(3) é o proprioI. 0 terceiro capitulo exibe a esfera 33,
considerada como o grupo dos quaternios de norma 1, como o es
pago de revestimento universal de S0(3). No quarto capitulo se
demonstra que o espago S0(3)/I & uma variedade diferenciavel
de dimensao tres que possui os mesmos grupos de homologia so-

3

bre os inteiros que $°. A nossa exposig¢ao termina no quinto
capitulo, onde construimos a variedade X e a agao de I sobre
ela mencionadas acima. 0 objetivo principal desta tese apare-

ce enunciado no Teorema (5.19)._

v

Quero exprimir aqui meus agradecimentos ao Prof. Dr,Hugo
H. Torriani pela proposigao do tema deste trabalho,pela orien

tagao, e pelo interesse e o tempo que ele devotou a corrigir
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auxilio recebidos nos momentos dificeis,
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CAPTTULO I

0 GRUPO ICOSAEDRICO

0 objetivo principal deste capitulo e demonstrar gque o
grupo icosaedrico I & '"perfeito', ou seja, que o subgrupo dos
comutadores de I coincide com I. Para atingirmos esse objeti~
vo estabeleceremos um isomorfismo entre I e o grupo das permu
tagoes pares de cinco elementos. A nossa referéncia basica aqui
sera o Capitulo III do livro de Coxeter citado na bibliogra-
fia.

Observamos que todas as construcdes geométricas deste ca
pitulo sao feltas noIR3 e que o tratamento dado é relativamen

te informal, o que nao acontecera nos capltulos posteriores.

(1.1) Uma congruencia & uma bijegdo linear de IR3que pre-
serva distancias. Uma congruéncia T e dita direta ou inversa
conforme o determinante da matriz de T {em relagaoc a base ca-
ndnica de R>) seja estritamente positivo ou negativa, Cada ve
tor de uma base ortogona!l de R3 determina um eixo da base, is

to €, a reta gerada por ele. Uma inversaoc € uma congruencia

obtida pelta composigao de uma rotag¢ao de T radianos segundo

um eixo de uma base com a reflex2o num plano perpendicular ao

ei Xo.

(1.2) Passaremos a estudar agora os pcliedros regulares.
O0s poligonos regulares que compoem um poliedro regular s ao
chamados as faces do poliedro; os lados e os vertices das fa-

ces sao respectivamente as arestas e os Vveértices do poliedro.



Dado um poliedro regular, o seu centro € o ponto do qual ~ os
vértices estao a mesma distancia R,» ©s lados a mesma distan-
cia R1, e as faces a mesma distancia RZ' Suporemos sempre gue

o centro de um poliedro regular e a2 origem de R3.

(1.3) Entendemos por uma simetria de um poliedro regular

uma congruéncia que opera sobre ele, isto &, que leva o po-
liedro em si mesmo. 0 conjunto das simetrias de um poliedro
regular, incluindo a identidade, forma um grupo sob a opera-

¢ao de composi¢ao. Esse grupo € denominado o grupo das sime-

trias do poliedro. E claro que o subconjunto das simetrias

diretas do poliedro (isto e, as simetrias do poliedro que sao

congruéncias diretas) & um subgrupo do anterior.

(1.4) observemos agora que o grupo das simetrias de um
poliedro regular ¢ finite. De fato, o conjunto das simetrias
€ um subconjunto do conjunto das permutagoes des vertices do
poliedro, que sao em nimero finito. Em {1.9) calcularemos as
ordens dos grupos das simetrias diretas dos cinco poliedros

regqulares.,

(1.5) Observemos tambeém que as simetrias de um poliedro
regular sao ou todas diretas, ou metade diretas e metade in-
versas. Com efeito, sejam G o grupo de simetrias, H o subgru-
po das simetrias diretas e K o subconjunto das simetrias in-
versas do poliedro, de modo que G=HUK {reuniao disjunta). Se
K=¢, entao G=H. Se K$¢ escolhamos geK; ent3o g nao é a trans-
formagao identidade. Como a aplicagao H — gH € uma bijegdo,

H e gH possuem o mesmo numero de elementos. Mostremos q ue



gh=K. Se heH entao gheK, pois a composigao de uma simetria di
reta com uma inversa € uma simetria inversa. Portanto gHCK.
Por outro lado, se KeK temos g-1k€H, pois g-1eK e a composi -
¢30 de duas simetrias inversas e uma simetria direta. Como
k=g(g_1k) temos KegH. Assim G=HU gH (reunido disjunta), e as
simetrias de 6 sao metade diretas e metade inversas., Em outras
palavras, o grupo das simetrias diretas de um poliedro regu-
lar ou é todo o grupo das simetrias desse poliedro ou € um

subgrupo de indice 2 desse grupo.

(1.6) Denotaremos por {p,q} um poliedro regular para o
qual cada vértice € a intersecgao de g poligonos regulares de
p lados. Assim, o tetraedro regular sera denotado por {3,3},
o cubeo por {4,3}, o octaedro regular por {3,4}, o deodecaedro
regular por {5,3}, e o icosaedro regular por {3,5}.

Seja {p,q} um poliedro regular com N, vértices, N, ares
tas e N2 faces. Inscrevamos {p,q} numa esfera e consideremos
os planos tangentes a esfera nos vertices de {p,q}. As inter
secgoes dos planos determinam as N0 faces de um outro poliedro
que possui N, vertices e N1 arestas. Esse processo € chamado

2
reciprocacao e o poliedro obtido e o poliedro reciproco (ou

poliedro dual) {q,p}. Por exemplo, o cubo {4,3} ¢ ¢ poliiedro

reciproco ao octaedro regular {3,4}; o icosaedro reqguiar {3,5}¢

;_anKﬁfi}\C_m




reciprocoe ao dodecaedro regular {5)3}; e o tetraedro regular

e autoreciproco.

(1.7) Utilizando o processo de reciproca¢ac acima descri
to & possivel demonstrar que a cada simetria de um poliedro re
gular corresponde uma simetria do poliedro reciproco e vice-
~versa. Portanto, dois poliedros reciproces possuem o me s mo
grupo de simetrias e consequentemente o mesmo grupo de sime-

trias diretas.

(1.8) Por outro lado, pela algebra linear sabemos que da
da uma transformagac linear de R3 existe uma reta passando pg
la origem que e deixada invariante por ela. Em particular, to
da simetria direta de um poliedro regulé} pode ser caracteri-
zada por um angulo em relacao a um eixo que passa pclo centro
desse poliedro. Como essa simetria é um elemento de um grupo

finito, ela tem perfodo finito, logo o angulo que a <caracte-

riza deve ser da forma 2w —gm para r e s inteiros pesitivos

primos entre si. Portanto, o menor angulo de rotacao possivel
. 27 .

em torno de um tal eixo deve ser da forma ol Com isto ve-

mos que as rotacoes em torno desse eixo formam um grupo cicli

co de ordem s; dizemos entao gque o0 eixo & um eixo de s=rotacao.

Em particular para s=2,3,4 e 5 os eixos (e as rotagoes corres

pendentes) sac ditos digonais, trigonais, tetraganais e

pentagonais, respectivamente. A figura segquinte da alguns exem

plos destes eixos no caso do cubo {4,3}.
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(1.9) Calcularemos agora a ordem do grupc das simetrias
di retas de um poliedro regular {p,q}. Para isso liguemos o
centro do {p,q} (isto e, a origem deIR3) aos vértices, pontos mé-
dios das arestas e centros das faces, respectivamente, por ei

xos de g-rotacao, 2-rotacao e p-rotagao. Observemos entao que



o conjunto das simetrias diretas do poliedro {p,q} coincide
com o conjunto das rotagoes no sentido horaric em relacao aos
eixcs acima citados com angulos de rotagao MEEE—, T e 2T
(k, jeZ), respectivamente. Excluindo a identidgde €55as ﬁoti
coes envolvem entao q-1 valores distintos para k e p-1 para j.

~Além disso os vértices, pontos médios das arestas e cen-
tro das faces ocorrem em pares antipodais, exceto no caso do
tetraedro regular em gue cada vertice € oposto a uma face.Mas
ainda nesse caso (observe-se que para o tetraedro valem N0=N2

e p=q) o numeroc total das simetrias diretas, excluindo a iden

tidade, € dado por

_;__ [N, (q=1) 8 +N, (p-1)]

Usando as fdrmulas No - N1 + N2“= 2 (formula de Euler) e

qN, = 2N, = pN, (cf. Coxeter, p. 9 e 11}, deduzimos que a or-
dem do grupo das simetrias diretas de um poliedro regular
{p,qt & 2N, (cf. Coxeter, p. k7).

Em particultar, se chamarmos de grupo tetraédrico,de gru-

no octaedrico e de grupo icosaedrico aos grupos de simetrias

diretas do tetraedro, do octaedro {(ou do cube}, & do icosaedro
(ou do dodecaedro) regulares, vemos que esses grupos tem or-

dens 12, 24 e 60, respectivamente.

Estudaremos a seguir especificamente o grupo icosaedrico
como © grupo das simetrias diretas de um dodecaedro regular

(cf. {(1.7)).

{1.10) Um composto poliédrico {(ou simplesmente um compos-

to) & um conjunto de poliedros regulares iguais com centro
comum na origem deIR3. Por exemplo, as diagonais das faces de

um cubo sao as arestas de dois tetraedros, os guais, juntos,



formam um composto tetraédrico.

0 nosso objetivo € identificar o grupo icosaedrico, isto
€, 0 grupo das simetrias directas do dodecaedro regular, com o
grupoe alternado AS. Para isso construiremos primeiramente um
composto de cinco tetraedros com os vertices num dodecaedro re
gular. Mostraremes em seguida gque a cada simetria direta do
dodecaedro corresponde uma permutagao par dos tetraedros do

composto. Nossa exposicao segue de perto Coxeter, pp. h9-50.

(1.71) Sejam ABCDE e AEFGH duas faces adjacentes de um
dodecaedre regular. {Ver figura abaixo). 0s vértices BDFH for
mam um quadrado, cujos lados ligam vertices alternados de fa-
ces que sao pentagonos regulares. Esses quatro vértices for-
mam com suas antipodas um cubo inscrito no dodecaedro.

Consideremos agora um dos tetraedros inscrites nesse cu-

bo {ver figuras em {1.10)) e a reta que liga o centro do do



decaedro aoc centro da face ABCDE. As rotacoes do dodecaedro

segundo este eixo sao as rotag¢des no sentido horario cujos an

- ~ 2m b 6 8 . - ~
gulos de rotagaoc sao 5 » "5, —g— ou—g—, isto e, sao as
rotagoes pentagonais. A rotag¢ao pentagonal de angulo %f em

relagao a este eixo transforma o primeiro tetraedro da figura

abaixo no segundo, a rotagao de no terceiro, e as de
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G e 5 ne quarto @ no quinte tetraedros, respectivamente.
0s vinte vertices do dodecaedro sao distribuidos assim em gru

pos de quatro sobre os cinco tetraedros.

{1.12) Agora, uma inversao em R transforma o compostLo te
traedrico assim obtido num segundo composto inversamente con
gruente a aquele. 0s tetraedros do segundo composto correspon

dentes aos do primeiro podem ser vistos na seguinte figura.



Consideremos o primeiro composto e enumeremos 0s vértices
dos tetraedros de acordo com a ordem de construgao, isto é, os
vertices do primeiro tetraedro sao enumerados 1, os do segun-
do 2, e assim por diante. Enumeramos os vertices do segundo
composto da mesma maneira, mantendo a ordem nos tetraedros da
da pela inversao. Isto nos da uma enumera¢ao dos vértices do
dodecaedro por vinte pares ordenados ij (1 < i,j < 5), de mo-
do que 1j € um vertice do i-esimo tetraedro do primeiro compos

to e do j-ésimo tetraedro do segundo composto.



Pela propria construcaoc do composto tetraedrico, a cada
simetria direta do dodecaedro corresponde uma permutagao dos
tetraedros entre si. Em outras palavras, a cada simetria dire
ta do dodecaedro cérresponde uma permutagcao dos cinco primei=
ros digitos, uma vez que os tetraedros sao enumerados de 1 a

5.

{(1.13}) Agora mostraremos que a qualquer simetria direta
do dodecaedro corresponde uma permutagao par dos cinco tetrage
dos no primeiro composto. Ilsto mostrara que as simetrias dire
tas do dodecaedro podem ser consideradas como elementos do gru
poc alternado AS.
Uma rotag¢ao trigonal de angulo

27 - .
3 em relagao a um elixo
que liga dois vértices antipodais permuta trés tetraedros en-

tre si. Por exemplo, uma rotagao de em torno do eixo gque

YA
J 3
liga os vértices 45 e S5k leva o primeiro tetraedro do primei-~
ro composto no segundo (do mesmo composto),osegundo no tercei

ro, e este no prinmeiro,



Considerando separadamente os indices i e os indices i
vemos que esta permutagao € representavel pelo 3-ciclo (123)

de AS.

Por outro lado, uma rotag¢ac digonal em torno de um eixo
que liga os pontos médios de duas arestas antipodais permuta
dois tetraedros simétricos em relagao a esse eixe. Por exem-
plo, a rotagao digonal de m em torno do eixo que liga os pon-
tos médios das arestas 13-45 e 31-5h4 permuta os tetraedros 1
e 4, e os tetraedros 3 e 5 do primeiro composto. Logo podemos

representar esta permutacao por (14)(35).
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Finalmente, uma rotacgac pentagonal de G em torno de

um eixo que liga dois centros de faces antipodais permuta os
cinco tetraedros do primeiro composto de tal modo que a sua

representagao como um S5-ciclo & (12345).

(1.74} Deste modo podemos representar todos os elementos
do grupo das simetrias diretas do dodecaedro reqular como permu-
tagoes pares de cinco elementos. £ possivel demonstrar (por
exemplo, considerando geradores e relacoes) que essa represen
tagao e injetora, e tambem um homomorfismo de grupos. Obtém-se
entao um monomorfismo do grupo icosaédrico, que denotaremospor
I, no grupo alternado AS. Como a ordem de I e 60, esse monomor

fismo € um isomorfismo. Portanto podemos identificar I com AS.

(1.15) Como uma consequéncia imediata desta identificagao
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demonstravemos a seqguir que o subgrupo dos comutadores do gru
po icosacdrico I & o proprio I. Para isso tembramos que o sub
grupo dos comutadories [G,G] de um grupo G € o sub_gfupo gerado
pelos elementos abaqbp‘, com a,b em G. 0 grupo G € comutati-
VO s€ & somente se [G,G] = {e}, onde e ¢ o elemento identidade
de G.

No noesso caso, como I = A. e : A. e simples, os Unicos sub

5 5

grupos normais de I sao I e {e}l; e como I n3o & comutativo se

gue gue [I,IJ = I.'



CAPITULO II
0 NORMALIZADOR DO GRUPQ ICOSAEDRICO

0 objetivo deste capitulc é demonstrar que o normaliza -
dor em S0(3) do grupo icosaedrico I € o préprio I. Para atin-
girmos esse objetivo necessitamos da classificagao dos sub-~
grupos finitos de 50{3) e dos subgrupos infinitos fechadospro
prios de S0{(3). Veremos que [ e o subgrupo finito maximal de
S0{3) e que nao estd contido em nenhum subgrupo infinito fe-
chado proprio de S0(3). 0 fato de I nao ser normal em SO(3)

nos permitird obter o resultado desejado na Proposicao {2.14).

Comecamos por lembrar que se H € um subgrupo de um grupo

G, o normalizador NG(H) de H em G & definido por

N.(H) = {geG:gHg | = H}

Pela definigao, H & um subgrupoc normal de NG(H). Se H ¢
normal em G entao NG(H) = G. Quando o grupo G & um grupc topo
logico e H € um subgrupo fechado entao NG(H) e um subgrupo fe
chado. De fato, para cada heH, a aplicacao oh:G-+G definida

por ph(g) = ghg_1 é¢ continua. Como H & fechado, p;1(H) e fe-

chado para cada bheH, e como

() = Y o),
heH
NG(H) resulta fechado.
Quando nao houver possibilidade de confusaoc denotaremos
NG(H) por N(H).
A seguinte proposicac, cuja demonstragao pode ser encon-

trada em Wolf, pp. 86-87, nos fornece a classificacao dos sub



grupos finitos de S0{3).

(2.1) Proposicao: 0s Onicos subgrupos finitos de S0(3)

sao os ciclicos, os diedrais, o tetraédrico, o octaédrico e o

icosaedrico, a menos de isomorfismos.

A seguir classificaremos os subgrupos fechados, proprios
e infinitos de S0(3). _

Utitizaremos para isso a estrutura de grupo de Lie de
S0(3) (cf. Chevalley, p. 129). DPa teoria geral de tais grupos
sabemos que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é também
um grupe de Lie {op. cit., Cor., p. 135; ou Helgason, Theor.
2.3, p. 105). Como S0(3) é compacto {cf. Chevalley, Theor. 1,
p. 4) o problema se resume em classificar as subgrupos de Lie

compactos proprios e infinitos de $0(3), a menos de isomorfis

mos .
(2.2) Proposicao: Seja H um subgrupo fechado, proprioc e
infinito de 50(3) e coloquemos d = dim H. Entao d = 1 ou d= 2.
Demonstracao: Como dim SG0{(3) = 3 (cf. Chevalley, Prop.
6, p. 8) temos 0 < d < 3. Se fosse d = 0, H seria um espago to

poldgico discreto, e como ele € compacta resultaria que Hé Fi
nito. Logo d > 0,

Seja agora ®:H — S0(3) a inclusao e p um ponto qualquer
de H. Se fosse d = 3, H seria uma subvariedade {definida Como
em Chevalley, p. 85, ou Helgason, p. 23) de SO0{3) tal que a di
mensao dos espacgos tangentes HP e 50(3)@(P) ¢ a mesma. Como
dp : H_ —> S0{3) (p) e injetora ela resulta ser um isomorfis-

P .
mo, e pelo tecorema da funcao inversa (cf. Prop. 3.1 de Helgason,



- 17 -

p. 23) deduzimos gque o6& uma aplicacgao aberta. Assim g(H) e
um subespaco aberto, fechado e nao vazio do espago conexo SO(3)
(cf. Chevalley, Prop. 3, p. 37), e portanto &(H) (ou seja, H)
coincide com 50(3). Logo d < 3.

As unicas possibilidades para d sao entdo d = 1 ou d = 2,

comc gueriamos.

Antes de analisar o caso d = 1 enunciaremos alguns resul
tados que necessitaremos, dando referéncias bibliograficas pre

cisas.

(2.3) Lema: Seja G, a componente conexa do elemento neu-
tro e de um grupo topologico G. Entao G, € um subgrupo normal
fechado, e a componente conexa de um elemento geG € gGO.

A demonstracao deste fato pode ser vista em Rodrigues, p.

1h.

As definigdes (2.4) e (2.6) e o lema (2.7) podem ser en-

contrades em Husemoller, pp. 169-170.

(2.4) Definicao: 0 toro n-dimensional, denotado por Tn,

€ 0 grupo topologico quocienteIRn/Zn. Um n-toro € qualquer gru

po topoldgice topologicamente isomorfo a um toro n-dimensional. -

(2.5) Lema: Um grupo de Lie compacto, concxo ¢ abeliano,
de dimensao n, e isomorfo como grupo topoldgice ao toro n-dimen

sional T



Para a demonstracgao c¢f. Chevalley, Prop. 1, p. 212,

(2.6) Definicao: Um subgrupo T de um grupo compacto G &
um toro maximal de G se T e um toro e G = s%% s Ts_].

{2.7) Lema: Sejam G grupo topologico compacto e T um to-
ro maximal de G. Se T' &€ um toro de G entaoc T'C s 75! para ql
gum seG. Ainda mais, T' e um toro maximal de G se e somente se

T!' =5 T 5-1.

A seguinte definigao pode ser encontrada em Husemoller,

p. 172.

(2.8) Definigac: 0 grupe de Weyl de um grupo compacto G

€ NG(T}/T onde T & um toro maximal de G e NG(T) e o normaliza

dor do T em G.

A demonstragao do seguinte fato decorre do Theor. 7.1 de

Husemoller, p. 182.

. ema: Um toro maxima e e , € O grupo e
2.9) L U imal de 50(3) & 5 g d

Weyl de S0(3) e Zy-

Com o auxilio destas informagoes classificaremos.os sub-
grupos de Lie compactos, proprios e infinitos de S0(3) de di-

mensao 1.



- 19 -

(2.10} Proposicao: Seja H um subgrupo de Lie compacto e

infinito de SO0(3) de dimensao 1., Ent3ao H é topologicamente iso

morfo a S0{(2) ou a 0(2}.

Demonstracdao: Consideremos a componente conexa HO da iden

tidade e de H. Por (2.3) H0 & um subgrupe fechado (e portanto
de Lie) e normal de H. Se a dimensao de H, fosse nula, Ho se-
ria o conjunto unitario {e}. Como, por (2.3) as componentes co
nexas de H sao da forma gHO, com geH, o conjunto unitario {g}
seria a componente conexa de cada gegH. 1sso tornaria H um con
junto discreto infinito de'elementos, o que € um absurdo, pois
H é compacto. Logo dim Hy =1, e entao Hy ¢ localmente jsomor
fo ao grupo abeliano IR. Como HO e conex?, HO ¢ abeliano, e co
mo € tambem compacto, H ¢ isomorfo a S por {2.5}.

Como H_ = S1 @ normal em H, o normalizador N (51) de !

A _
em H & o proprio H. Sendo H um subgrupo de SO0{3) temos .
1 1 ] 1 1
H = NH(S )& NSO(B)(S ), logo H/S CNSO(3)(S Y/, Por (2.3},

a cada elemento de H/S ' corresponde uma componente conexa de

H. Mas, por (2.9), o grupo de Wey) NSO(B)(S1)/S1 & igual a
22. Logo H possui no maximo duas componentes conexas.
Se H € conexo temas H = H0 = S], logo H & topologicamen-

te isomorfo a $0(2). Suponhamos entao que H tenha exatamente
duas componentes conexas. Como S0(2) é a componente conexa da
identidade de 0(2), 50(2) & um subgrupo normal de 0{2), logo
0(2) NSO(B}(S])‘ Como 50(2) & um subgrupo de {ndice 2 de 0(2)

temos

1 1

z =0(2}/S1c_‘ M /S = Z

2 so(3) (3

2

1
), segue

1
Isto prova que 0(2) = NSO(S)(S ), e como Hf NSO(S)(S
que HC 0(2). Tomemos geH tal gue g¢H0. Entao g$0(2) e a compo
nente conexa que nao contem a identidade para ambos H e 0(2),

por {(2.3) e o fato que HO = 50(2). Portanto H = 0(2)}. Isto



completa a demonstracgao.

Para estudar o caso d = 2 usaremos algumas no¢oes sobre
algebras de Lie. Sabemos que um grupo de Lie conexo G & abelia
no se e somente se a sua algebra de Lie L € abeliana, isto €,
B,B] = 0 para todo A e B em L. (cf. Hausner-Schwartz, Theor.
11, p. 77). Também sabemos que a algebra de Lie de $0(3) é o
espa¢o vetorial das matrizes reais anti-simetricas de ordem 3
(cf. Chevalley, Prop. 5, p. 8). Por outro lado lembremos (cf.
Jacobson, p. 11} que se L é algebra de Lie de dimensdo 2 nao
abeliana entao existem geradores x e y de L tais que Bgy]=x.
Temos também que existe uma correspondéncia biunivoca entre
os subgrupos de Lie conexos de um grupo de Lie G e as subalge
bras das algebras de Lie de G (cf. Chevalley, Theor. 1, p. 109;
ou Helgasen, Theor. 2.1, p. 102). Estes.Fatos serdo utilizados

na seguinte observagao e na Prop. (2.12).

(2.11) Lema: Seja L a algebra de Lie de 50(3). Ent3o L

nac possui subalgebras de Lie nao abeljanas de dimensao 2.

Demonstracao: Seja O uma subalgebra de Lie de L nao abe-

liana de dimensac 2. Pelo dito acima Q admite geradores A] e

= = r - b - - _r -
_AZ tais que [ﬂl’Az] A]. Como A1 =S AZ sac antisimetricas po
demos escrever




Lego
[%1,A2] = A1A2 - AZAI
0 cqbymbye,  eqaptajc,
= -c1b2+b1c2 0 b1a2—a1b2
c]az-alc2 —bjaz+a1b2 0
A relagao [}1,A2] = A1 nos fornece © seguinte sistema

c1b2~blc2=a]

-c]a2 +a1c2mb1

b =c
Se fixarmos A1, sabemos que Az e uma solugao deste sistema i
near com coeficientes a bl’ <y Como A1 € um gerador,a],b1
e ¢ nac sao simultaneamente nules. Supondo por exemplo c1+0
e usandoc operagoes elementares sobre as linhas da matriz dos

coeficientes

0 €1 ~b, a4
—c] Q a} b]
b1 "a1 0 c,1
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Portanto o sistema linear acima admite solugoes somente quan-

2 ' -~ -
do a%+b§+c1=0. Entao, em particular, c, = 0, contradigao. Lo-
go nao existem subalgebras de Lie de L nao abelianas de dimen

sao 2.

0 seguinte resultado completa a descrigao dos subgrupos

" fechados proprios infinitos de S0(3).

(2.12) Proposicdo: $S0(3) n3o tem nenhum subgrupo fechado,

proprio e infinito de dimensao 2,

Demonstracao: Seja H um subgrupo fechado, préprio e infi

nito de S0(3) de dimensdaoc 2. £ claro gque a componente conexa

da identidade H, de H tem dimensao 2. Se H & abeliano, H, g um
2-toro por (2.5). Mas por (2.9} e (2.7) os toros maximais de
$0(3) tém dimensao 1. Logo H nao ¢ abeliano. Por outro lado,
ja vimos em (2,11} que a algebra de Lie de 50(3) nao tem sub-

algebras n2o abelianas de dimensao 2. Isto completa a demons-

tracgao.

Resumimos agora o conteldo de (2.2), (2.10) e (2.12) co~

mo segue.,

{2.13) Proposicao: 0s unicos subgrupos fechados, proprios
e infinitos de S0(3) sdo 0{(2) e s0{2).

Chegamos assim ao objetivo principal deste capitulo,



_23_

(2.14) Proposicao: Sejam I o grupo icosaédrico e N(I) o
normalizador de I em S0(3)., Entao N{I}) = I.

Demonstracaoc: Primeiramente demonstraremos que [ nao e

um subgrupo normal de $0(3). Consideremos para isso uma base
aortonormal {e],ez,e3} deIR3 tal que o eixo x gerado por e, se
ja um eixo digonal de rotagao no dodecaedro regular. A idéia
& considerar uma reflexao do dodecaedro em relacao ao eixo x
e conjuga-la por uma rotagao no R3 de angulo suficientemente
pequeno em relagao ao eixo z, observando que esse eixo, orto-
gonal ao eixo digonal, ndo & um eixo de rotacao no dodecaedro,
Demonstraremos assim que essa conjugagao nao pode pertencer a

I.

De fato seja

1 0 0
h =j0 =1 0
0 0 -1

a matriz da reflexao do dodecaedro regular em relagéo ac eixo

x. Tomemos um geS$0(3} cuja matriz em relacao a base fixada se

ja
cos 9 ~senf b
g = |senb cos@ 0 ,
0 0 i
- 2m . - - .
onde B & tal que 0 < @ < BT isto e, g e uma matriz de rota-

-¢ao de 8§ radianos em torno do eixo z. Temos

cos0 -senf 0 1 0 0 cos B seng 0
ghg [ senf cosB 040 -1 0(|=secng casd 0
4] 0 1 0 4] -1 4] i) 1
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cos 28 sen 28 0
= |sen 28 ~cos 26 0
0 0 -1

e observamos que esta ultima matriz € igual ao produto

1 0 0][ cos 26  sen 28 0O

0 -1 0f|-sen 20 cos 286 0 = hg'.

0 0 -1 0 0 1
Entao ghg_1 = hg', onde g' e a matriz indicada acima. Se ghg_1
pertencesse a 1 teriamos h-]ghg"]el, pois hel. Mas entao g!

pertenceria a I, o0 que & impossivel,pois pela nossa escolha de
8 vale 0 < 28 < 5“

dro regular que o deixa invariante &

, & o menor angulo de rotacao do dodecae-

Portanto I nao e

um subgrupo normal de 50(3) e N(I) esta contido estritamente
em $0(3).

Por (2.1), I é o subgrupo finito maximal de $0{(3) e n3o
estd contido em $0(2) ou 0(2), que por (2.13) s3ao os unicos
subgrupos fechados, proprios e infinitos de $0{(3). Como N(I)

é fechado e contém I, temos N{I) = I, como gqueriamos.



CAPTTULO III

0 REVESTIMENTO UNIVERSAL DE S0(3)

¢ objetivo deste capitulo &€ obter o espago de revestimen
to universal de S$0(3)}). Para atingirmos este objetivo introdu-
zimos algumas nocdes sobre a dlgebra dos quatérnios e identi-
ficamos a esfera unitaria 53 deIRLl com o grupo multiplicativo
dos quaternios de norma 1. Esse procedimento nos permite obter

3

uma representacac ortogonal f: $° — S0(3) que resulta ser uma
aplicagao de revestimento. A nossa exposigao segue de perto
Chevalley, pp. 38-39. 0 resultado final aparece enunciado na

Proposicao (3.11}.

(3.1) Definicdo: A dlgebra dos quaternios, denotada por
a

H, e atgebra sobre o corpo R dos numeros rcais definida por
uma base de quatro elementos eyr €1y €5, e que satisfazem

e €; = e;e = ei(Ui'i3) ;

eiz = - e (1iii3) ;

€18, = €3, €y, ey e ege, = e

como

com coeficientes a, reais, e e obvio que H & uma algebra de

dimensao 4 sobre IR. 0 gquaternio e, € o elemento unidade de H
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e a multiplicagao acima e associativa mas nao comutativa. Se

q € como acima, as condigoes g e, = e, g para 0 < i< 3 impli
cam a, = a, = a3 = 0. Logo o centro da algebra H coincide com
IR e

0

(3. 2) Definigao: Dado um guatérnio

As propriedades seguintes decorrem da definicao:

a) (ag+bq*) = aj+b§' para todo a,belR e q,q'eH;
b) (qq') = G'q para todo g,g'eH ;

c) q =q para todo qeH

definimos a norma N(g) de gq por

£ obvio que N(q) é um numero real nao negativo e que



_27_

N(q) = 0 se e somente se q = 0; e e facil | verificar que
N(gqq') = N(g)N(q'} (cf. Chevalley, p. 17}). A existéncia ¢ynq£”
ma implica que H € uma algebra de divisao, isto &, para cada
quatérnio ndo nulo q existe um (Gnico) quatérnio q_1 tal que
qq“l = q‘Iq = e . De fato, o gquatérnio (N(q))—]ﬁ € a inversa
de qeH, q+0.

Notemos também que se B &€ o produto interno usual no es-
pago vetorial real subjacente a H temos B{q,q) = N(g) para to
do qéH. Se escrevemos B{(g,q) = ”q[]z tenos entao N(q)=[1q”2 pa

ra toedo geH,

(3.4) Definigao: Um grupo de transformacoes &€ uma terna

(G,X,8), onde G & um grupo topolagico, X é um espaco de Haus-
dorff e B8:GxX—> X € uma aplicagao continua tal gque:

(1) 8(g,6(h,x}) = 68{gh,x) para todo g,heG e xegX;

(2) 8(1,x) = x para todo xeX, onde 1 é a identidade de G.
A aplicacao § € chamada uma agao de G sobre X. 0 espago X
com uma agéo 6 de G € chamado um G-espaco. Para cada xeX, 0

subespacgo
6(x) = {6(g,x)eX]|geG}

é chamado a S&rbita de x sob a agao de G.

Sejam agora H* o grupo multiplicative dos gquaternios naoc
nulos e K o subgrupo dos quaternios de norma 1. £ claro que po
demos identificar K com a esfera unitaria 53 deIRq. Por outro
lado, seia Hp o] subespagq dos quatérnios puros de H, ou seja,o

gerado por ey, €, e ey
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(3.5} Lema: Seja 0: S3xl-i"“-* H a aplicagao definida . por

6(q.q') = qq'q_] para todo qt—:S3 e todo q'€H. Entao © & uma
acao ortogonal sobre o espago vetorial real H que deixa inva-
riante Hp;

Demonstracgao: £ obvio que © € continua e satisfaz as con

3

digoes de (3.4}, togo 6 &€ uma agao de $° sobre H. Para cada
qu3 seja agora Gq: H-—> H a aplicacao definida por 8qbd=6khx)

para cada x€H. Como

N'(Bq(x})=N{qxq_1)=N(q)N(x)N(q_])=N(q)r¢(q)_1N(x)=N(x)

3

para todo q€57 e xEH, e como N{y) =”ylF para todo y&€H, vemos

gue cada Sq preserva a norma usual || || de cada vetor em H.Lo

go cada Bq e uma transformagao ortogonal deste espag¢o vetorial
real; isto €, 6 & uma acgao ortogonal de_S3 sobre y, Alemdis
so, para todo aosm e qu3 temos

1 -1

B(q,aoeo)Hq(aoeo)q =a_ qq ‘e _=a_e_
Assim 8 fixa o subespago de H gerado por ey de modo que ¢ com
plemento ortogonal deste subespaco, isto €, Hp’ e invariante

sob esta acao.

0 nosso proximo passo € mostrar que a agac O fornece uma

3

representagao ortogonal do grupo topoldgico S$~7.

(3.6) Lema: Existe um homomorfismo continuo f: 53— S0(3)
de grupos topologicos.

Demonstragao: Como 6 € ortogonal e o subespago gerado por

e, é fixado por 6, para cada quaternio q de norma 1 a matriz da

aplicacao Gq em relag3o a base ortonormal {eo,e],ez,eS} & uma
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soma direta [1]®ﬁh onde |1]| & o nimero 1 considerado como ma
triz e A{g) e a matriz ortogonal de ordem 3 da restrigao de
® ao subespagoc dos guaternios puros. Podemos entao definir
uma aplicacao f: §3 Q(B) por f(q) = A{q). Como 8qq.=6qo£h.
para todo q,q'ESB, temos A(gqq') = A(q)A(q'), logo f é um homo
morfismo de grupos., Na base fixada, para cada q=(aoﬁﬁ,§2,aﬂgs3,

A(q) se escreve como

_ 2 2 ] -
a tay-aj-ag 2(a1a2 aOaS) 2(a a2+a1a3)
2 2.2 2 i
A{q) = ZFa]a2+aOa3) a -ajta,-ay 2(a2a3 §0a1)
] 2_ 2. 2,2
2(a1a3 3,9, 2(aoa1+aza3) s -aj a2+63

Como cada elemento da matriz A(q) depende centinuamente de g
deduzimos que f € continuo. )

0 subespacgo $3 de m” é conexo {(cf. Chevalley, Lemma 1 ,
p. 36), e como f & um homomorfismo continuo, f(SS) esta conti
do na componente conexa da identidade de 0(3); isto e,

F(S3)c150(3). Logo f & uma representagac ortogonal continua de

3,

S
(3.7) Lema: C homomorfismo f: s3 SO0{3} & sobrejetor.
Demonstracao: Consideremos o quaternio q=(cos)\)e0+(sen7\)e1
de S3 onde AeR. Um calculo simples nos mostra gque a matriz de

5 .
q na base {80’61’82’83} e da forma

1 0 0 0

0 1 0 0

0 ] Cos2A ~sen2)

0 ] sen2A COs2M
UNICAMP

BINLIOTECA CENTRAY



Portanto

1 0 0

flg) = |0 cos2h ~sen2 i ,
o sen2i cos2i

e f(q) € uma matriz de rotacao no R> em torno do el xo x, gera

3

do por e,. Como A foi tomado arbitrariamente, f(S°) contem o

grupo G1 de todas as matriges de rotagoes em torno desse eixo.
Analogamente, f{53) contém o grupo G, das matrizes de rotacoes
em torno do eixo X gerado por €, Basta observar que, paraele

_mentos de s3 d4a forma q'=(cosk)eo+(~senk)e2, onde AdR, obtemos

cos2A 1] -s5enZA
f(q') = 0 L
senzi 0 cosfk

Provaremos que os grupos G, e G, geram SO0(3), o que implicara
que F(S3) = S0(3).

A idéia e analoga a utilizada em mecanica c¢lassica para
fatorizar, mediante os angulos de Euler, uma rotagac qualquer
como produto de tr&€s rotagoes que possuem uma expressao matri
cial simples. Sejam reS0{3) e M o ponto (1,0,0) de R, Se

r(M) = *M, entao reG,. Suponhamos F{M) + tM. 0 eixo x, e a re

i
ta determinada pela origem e r(M) determinam um plano que in-

terseciona o planco X9 Xg segundo uma reta R que faz um angulo
& com G eixo X Se
1 0 0
sy = (0 cesy  -—sena ,
0 senq coso,

entao 5 € um elemento de G, tal que 51(r(M)) & um ponto do
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plano x x;. Esse ponto esta a uma distancia unitéria da ori-
gem, e a reta determinada por ele e a origem forma um angulo

8 com o eixo Xy Entao

cos® 0 -send
5, = 0 1 0
sen§ 0 cos @
€ um elemento de G, tal que 52(51(r(M))) = M. Isto quer dizer
que s,sr € um elemento de 6,5 porque G, e o subgrupo de
$0.(3) formado pelas rotacoes que deixam M invariante. Logo
! . -1 -1
: o . - - 1 -
existe 51561 tal que 5,547 S,» Ou seja, r 54 5, 5 Por

tanto r pertence ao grupo gerado por G] e GZ' Assim o homomor

fismo 1‘:53---*+ $0(3) & sobrejetor, como desejavamos.

(3.8) Lema: 0 nuclteo do epimorfismo f: 53— s0(3) & iso
morfo a 22.
Demonstracao: Seja

um elemento do nicleo Ker(f) de f. Entao f(q) e a matriz iden
tidade 13 de ordem 3, e por (3.6) a restricao de Bq-ao subes-
paco dos quatérnios puros € a aplicacao idéntica. Portanto,pa
ra todo quatérnio r, temos qrq_1 = Sq(r) = r, donde qr = rq.
Isto e, q pertence ac centro de H, e pelo que foi dito antes
de (3.2) temos q = a e Como N{(gq) = 1, devemos ter a = *17.

Portanto Ker(f) & isomorfo a 2 como queriamos.

2,

Demonstraremos agora que o epimorfismo continuc F153_50(3)

é uma aplicagao de revestimento. Observemos primeiramente que
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53 e S0(3) sao conexos (cf. Chevalley, Lemma 1, p. 36, e Prop.
3, p. 37) e que S0(3) é localmente conexo por ser localmente

homeomorfo a R- {(op.cit., Prop. 6, p. 8).

3

(3.9) Lema: A aplicacao continua f: S$” - S0(3) € um ho-

meomorfismo local,
Demonstracao: Consideremos a ~ aplicagao continua

g:53x53x53-+ 53 dada por gfa,b,c)} = abc_1. Como 53 e um espa
co T

, existe uma vizinhanga W de e_ que nao contem - e . Por

ser uma vizinhanca, W contém um aberto W' que contém e, Pela

35345

continuidade de g em (eo,eo,eo} existe um aberto Z de $7xS

3

gue contem (eo,eo,eo) tal que ¢(Z)C W'. Consideremos agora vi
zinhangas fechadas Z],ZZ,Z3 de e, tais que 21X22XZ3C é. Entao
V = 21f122/\23 € uma vizinhanga fechada em s3. Como §° & com-

pacto, V € uma vizinhang¢a compacta de e, em 83 tal que

g(v,v,Vv}

f(q) flg'), vale T{q ql"i) = 13, donde qq'“1 = *+ e, por (3.8).
-1

Mas qq' = eoqq'—l pertence a VVV_1. Logo qq'_1 = e donde

VvV 1 nao contém e Se q, q'eV saoc tals que

q = q'. Portanto, a restricao f|V de f a V, que ¢ continua por
(3.6), é também injetora. Como V é compacta, f|lV & uma aplica
¢ao fechada de V sobre f{V) e e portanto um homeomorfismo so-
bre f{V)}.

Mostremos agora que f{V) & uma vizinhanga da matriz iden
tidade 1. em SO{3). Consideremos para isso uma vizinhanga aber

3

ta V, de e, em 53 tal que V. V. Entao A §3. (V U (-e )V ) é
3
S

compacto, porque UlL}("eo)VI & um aberto e
Seja ﬂ':-{ui}ial
de I3 em $0(3). Recordemos (cf. Kelley, p. 135) que uma fami-

lia C de conjuntos tem & propriedade de intersecao finita se

€ um compacto.

a familia de todas as vizinhangas compactas

e somente se a intersecao dos membros de cada subfamilia fini
ta de ¢ é nao vazia. Como A & compacto, se _ a familia
{f_1(Ui}f\A}i€Ide fechados de A tivesse a propriedade de in -
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tersecao finita existiria um elemento q em A tal que f(q) per
tenceria a U,, para todo fndice i (cf. op. ¢it., Theor. 1, p.
136). Logo terfamos f(q) = 13, 0 que & impossivel pois A n3o
contém Ker(f). Portanto {fp1(Ui)f\A}i€I nao tem a propriedade
de intersecao finita. Observamos que toda intersecao finita de
conjuntos f_}(Ui)rlA € novamente um conjunto desta forma; com
efeito,

Nelunnae = (e v na

= -
AN (Ui)r\A) - (ieJ | ied i

ied

e se J e finito, igh u, ¢ uma vizinhanga (compacta) de I3 em
SO0(3). Logo, existe uma vizinhanga compacta U de I3 em S0(3)

tal que f_1(U)f\A:¢. Portanto,

FU)C VLU (me )V

o 1g;VLJ(”eo)V ?

e dal segue que
u=f(f'1(u))g;f(v1)LJf((—eo)v1)g,f(V)LJf((—eO)VJ

Como Ker (f) :'{ieo} por (3.8}, temos-F(V1)=F({-e0)V1) e
f(v)
vizinhanga U de 13. Logo f(V) e, por sua vez, uma vizinhanga

de I, em S0(3). Além disso, flv :v = f(Vv,) & um homeomorfis

3
mo entre vizinhangas abertas de'e0 em 53 e de I, em 50(3); ou

f((-eo)V). Portanto f(VT)’ e a fortiori f(V), contém a

]

3

seja, T & um homeomorfismo local em e -

Se agora qES3 53.

Como flqV,) = flg)f(v,)e F(Vy) e uma vizinhanga aberta de I5 em

., av, € uma vizinhanca aberta de g em

So(3}, f(qV1} & uma vizinhanga aberta de f{q). A aplicagao

f](qV1): qVv,—> f(qV1) € uma bijecdo sobre f(qV,) polis 'F|V1
é uma bijecao, e & continua pois é restrigao da aplicagao con
tinua f: 53"“* $50(3). Alem disso, se V' & um aberto em qV1,V'

€ da forma gV, para um aberto V, em V,. Como a restrigao f]v1
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e um homeomorfismo sobre F(Ul)’ ela e uma aplicagao aberta,
donde f(VZ) e aberto em f(V1). Portanto f{qu)zf(q)f(vz)

aberto em F(q)F(U1). Entao f[(qv]) ¢ uma aplicagao aberta e

i

portanto um homeomorfismo. Em outras palavras, f & um homeo-

morfismo local, como queriamos,

(3.10) Lema: A tripla (53,f,SO(3)) € um revestimento

universal de duas folhas.

Demonstracao: Utilizando (3.6}, (3.7), o que foi dito an

tes de (3.9), e o fato de ser 53 simplesmente conexc (cf.
Lyra, Teor. 10.4, p. 50), vemos que basta provar que para ca
da AES0(3) existe uma vizinhanga aberta W de A em 50(3) tal
que f_](w) & uma reuniao disjunta de abertos W, w2 em 53
tais que f|wi: wi~—+ W sejam homeomorfismos para i=1,2.

Sejam A um elemento de S0(3) e qef_1(A). Se q'eSB, a re

lagac f(q) = f(q') implica q q'_1€Ker(f) = {ieg , donde g'=q
ou q'=-g. Como f € um homeomorfismo local por {3.9), usando
a notagao desse lema temos os homeomorfismos-ﬂqvfﬁvl—q’ﬁfﬂﬁ)
e fi('q)V1=('q)V1——+ HF(V1}, onde AF(V1) e uma vizinhanga aber
aberta W de A. 0s abertos W ,=qV, e w2=(—q)v] sao disjunffs ,
pois qyf(-q)yzimplicaria ﬁ="y2para y],yzev], donde ey Y, s
isto e, —eOEVVV_], uma contradigao. Logo f € uma aplicagao de

revestimento de duas folhas.

Podemos resumir o conteludo deste capftulo da seguinte ma

neira.

(3.11) Proposigaon: Existe uma representagao ortogonal

fro§3 —> $0(3) tal que a tripla (SB,f,SO(B)) € um revestimen

to universal de duas folhas.



CAPITULO 1V
A VARIEDADE J°

Neste capltulo mostraremo$S que 0 espago 23 = S0(3)/1 e
uma variedade ¢~ de dimensao 3, orientavel, e com a mesma ho-
mologia sobre os inteiros que a esfera usual s3. Em (h.1) a
(4.5) utilizaremos algumas tecnicas algebricas para mostrar
que I'/[I', I'] = 0, onde I' = fn1(1) e f: 53-—+ 50(3) e a
aplicagao de revestimento do Cap. III. Este resultado fornece
ra em (4.21) o primeiro grupo de homologia singular de 23. Em
(4.6) a (4.18) usaremos alguns fatos sobre revestimentos e
orientabilidade para mostrar que 23 & uma variedade C de di-
mensao 3 e orientavel. Finalmente, em (4,192} a (4.,27) utiliza
remos alguns teoremas fundamentais da teoria de homologia pa-

ra calcular os grupos de homolegia de XB sobre os inteiros.

(4 1) Sejam f: s3 S0{3) a aplicacao de revestimento
estudada no Capftulo [Il e I' a imagem inversa de [ < S0(3)
3

por f. Lembrando que ($°,f,50(3)) é um revestimento de duas

folhas (cf. (3.10}) e que I tem ordem 60 (cf. (1.9)), deduzi-

1

mos que ' = f '(I) & um subgrupo de 53 de ordem 120.

(4.2} Recordemos que {80,61,62,63} foi tomado como uma
base ortonormal da algebra H dos gquaternios sobre os reais, e
que {e1,ez,ea} é a base do subespago H_dos quatérnios puros
(cf. (3.4)). Como vimos em {3.6 ), para cada quatérnio q de
33, f(q) € S0(3) & a transformacao dada por f(q)q' = qq'q_1 pa
¥4 todo q' eIR>,

Observamos agora que
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tsto significa que f(e1) € a rotacao de 180° no R3 em torno do
ei xo X, gerado por e,. Analogamen te f(ez) e f(eB) saoc rota -
¢oes de 180° no R3 em torno dos eixos x, e x, gerados respec-

2 3
tivamente por e, ¢ e3.

(4.3) Em (1.11) construimos um cubo inscrito no dodecae-
dro regqgular. Segue dessa construgao que o grupo das simetrias
diretas do dodecaedro contem o grupo das simetrias diretas
do cubo inscrito, e portanto que ] contéem as rotagaes de 180°

, e x3. Pela conclusaoc de (4.2) dedu-
zimos entao que f(ei)EI, donde eigfﬂ1(1) =I'{(1 <i < 3).
Por outro lado, o comutador de e, e e, pertence a
-1 -1 . -
[P,I']. Como eq8ye, e, = ve , deduzimos que [I',I‘] contem

em torno dos eixos Xy X

{ ieo} = Ker(f). £ 6bvio que Ker{f) & um subgrupo normal de

5.

A seguinte asserg¢ao, cuja demonstragao -pode ser vista em

Rotman, Th., 2.17, p. 27, sera utilizada em (4.5).

(4.4) Lema: Sejam K um subgrupo normal de um grupo G e
p: &6 — G/K a projecao natural. Entao p define uma correspon-
dencia biunfvocé entre o conjunto de todos os subgrupos de G
que centem K e o conjunto de todos os subgrupos de G/K. Se o

subgrupe de G/K ceorrespondente a ScG é denotado por S*, valem:



(i) s* = S/K = p(S)
{i1) TC S se e somente se T *=S*, e entao (S:T)=(S*xT*) ;

{(iii) T é normal em S se e somente se T* & normal em S*, ¢

entao S/T = S*/T%*,

(4.5) Por (1) e (iii) de (4.h4) temos I'/[I',I']=I**/[1*,1']*,
onde I'*ﬁ-I‘/{ieo} e [I7,I']* = [I',I']/{ieo}. Pela propria
definigao de I' temos I'* = I. Por outro lado, como I'/[I',I']
é abeliano, I'*/[I',I']* é abeliano e como [I,I] € o menor sup
grupo H de I tal que I/H é abeliano, vale [I,I]Cj[l',l']*. Su
pdnhamos que exista um subgrupo L de I tal que [I,ch;Lg;B’,ljﬁ
Entac existiria um subgrupo L' de I' que, pela biunivocidade
da correspondéncia mencionada em {(4.4), satisfaria L'¢TI', I].
Como I/L & abeliano se teria ['/L' abeliano, contradizendo o
fato que [I',1'] € o menor subgrupo H' de I' tal que I'/H' &
abeliano. Logo um tal grupo L nao pode existir, e entao
(.10 [0, 1% |

Portanto, I'/[I',1'] = I/]I,I], e como este Giltimo gru-
po & triviai por (1.15),_temos_;'/[I',I’] = 0.

Consideraremos agora o espacgo quociente E3=SO(3)/I. Para
atingir o objetivo descrito no infcio do capitulo utilizaremos
o seguinte resultado da teoria de revestimentos, cuja demons-

tracao pode ser vista em Lyra, Exemplo 3, p. 98.

(4.6) Lema: Sejam G um grupo topoldgico conexo e localmen

te conexo por caminhos e H um subgrupo discreto de 6. Entao a
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projecao natural p: G- G/H & uma projecao de revestimento.

(4.7) Definamos agora uma aplicacao continua PMS3/IK—$0(3)/I

de modo que no diagrama

53 —-—-lc—-)-SO(B)

s3/1--Tlss003) /1

onde p, e p, sao projegoes de revestimento por (4.6), valha

f*0p1=P20f-Coloquemos para isso f*{g I)=f(g)l, onde g€S3. Co-
mo I’=f"1{1),é c]aﬁnque'f*esté bem definida, e injetora, e tor
na o diagrama comutativo. Além disso f* & seobrejetora, contj-
nua e aberta, pois T, P, € p, possuem estas propriedades por

(3.10), (4.6} e a Prop. 14.2 de Lyra, p. 97. Portanto f* & um

homeomorfismo.

(4.8) Consideremos agora a aplicagao 6: I'xs> —o 53 de fi

nida por 0(g,x)=gx para tode gel' e todo xS 3

, onde a justapo
sigac indica o produto quaternionico em s3. £ imediato verifi
car que 8 & uma agao de I' sobre 53 e que para cada ge I a

aplicagao 6 :$3— 53 definida por Bg(x)=a(g,x) e um difeomor

g
fismo de S3 (cf. Bredon, p. 33).

(4.9) Definigao: Uma agao 6:GxX-—X e dita propriamente

descontinua se cada ponto xg£X possui uma vizinhanga U tal que

UN (gl)=¢ para todos os elementos g de G diferentes da iden-

tidade e. Se esta condigao € satisfeita dizemos tambem que o
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grupo G age {ou atua) de maneira propriamente descontinua so-

bre X.

Decorre de Lyra, Exemplo 3, pp. 98-99, que a agaoc 6 de I!

sobre S5 definida em (4L.8) & propriamente descontinua.

{(4.10) Como s3 & simplesmente conexo {cf. Lyra, Teor.10.4,
p. 50) o revestimento (53,p1,53/1') € universal, Utilizando o
Cor. 17.8, p. 124, ¢ o Teor. 17,14, p. 127, de Lyra, e a asser
gao incluida em (4.9), deduzimos que w1(83/1'):1'. Por (4.7)

temos entao w1(z3)=I'.

0s resultados que seguem serao utilizados para munir 23
de uma estrutura de variedade C orientavel. A nossa referan-
cia principal a este respeito e Brickell-Clark,  pp, 119 e se-

guintes,

(6.11) Definicao: Seja M umavariedade C*. Dizemos que M

& orientavel no sentido da geometria diferencial (ou simples-

mente, orientavel) se existe um atlas A sobre M tal que para
todo par {U,¢}, (V,y) de elementos de A vale det0(¢¢_])>0 s0-

bre ¢(UN V). Um par (M,A) & denominado uma variedade orienta-

da. Uma orientagao sobre M € uma escolha de atlas A sobre M

que satisfaz a condicao acima.

(4.12) Definicao: Sejam V um espago vetorial real de di
mensac finita n e B={e],...,en} e B'={e;,...,eh} duas bases de

V, de modo que



: n
g, = A..e, , = 1, n
J i£1 ARSI ’
onde A = (Aji) & uma matriz real nao singular. A relagao de
equivaléncia "B ~ B' se e somente se detA > 0" nos fornece

uma particao do conjunto das bases de V em duas classes de equi_
valeéncia. Cada uma dessas classes € chamada uma orientacao de

V.

(4.13) Lema: Seja M uma variedade C de dimens3o n. Entdo

uma carta local (U,h) de M, onde U &€ conexa e ha(h!,...,hn)mE
termina para cada wel uma orientagao no espago tangente TwM ,
dada pela base {(3/8h1)w,...,(3/8hn)w} desse espago. Além dis

so, M e orientavel se ¢ somente se existe um atlas A sobre M
tal que para todo par (U,¢), (V,w)”de elementos de A com
UNV 4+ ¢, o determinante da matriz mudanga de bases determina
das por (U,4) e (V,w) em TwM’ wel NV, for estritamente positi
Vo,

Demons tragao: A primeira assercao decorre das definicoes.

Suponhamas M orientavel. Por {4.11) existe um atlas A sobre M
tal que para todo par (U,¢), (V,y) de elementos de A vale .
det D(w¢“]) > 0 sobre ¢(UNV). Mas por (4.12) isto quer dizer
que as bases determinadas em TmM, we U ﬂ'U, por (U,d¢) e (V,y}

pertencem a mesma orientacao de TwM. A reciproca e analoga,

(4.14) Definigao : Seja M uma variedade C°. Uma arjienta-
cao sobre M & uma aplicagao § que associa a cada mgM uma base
do espago tangente TmM determinada como em {4.13) por uma car
ta local (U,$) tal que U ¢ conexa e mel. Chamamos o par (M,8)

de wvartedade orientada.

Por (4.13) as definigoes que acabémos de dar sao equiva-
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lentes as introduzidas em (4.11}.

(4.15) Definigdo: Sejam M uma variedade C orientada (no

sentido de (4.14)) e @& um di feomorfismo de M sobre si mesmo.

Dizemos que & preserva a orientacaoc de M se para cada meM o

isomorfismo d& :T M— T M associa a-cada base de T M da
m o m . &{m) m

orientagao de M uma base de T@(m)M da mesma orientagao.

(4.16)Lema: Seja B:1'xS° — 57 a agao de I' sobre s3 da-

3

da em (4.:8). Entao para cada gel', o difeomorfismo %:S __+53

preserva a orientacao de s3.

3

Demons tracao: S° & orientada por e.g. Brickell-Clark Exam

ple 7.4.3, p. 120, Fixemos uma or:entagao sobre 53

Por (4 8) temos 8 {x)=gx para todo geI' e todo xESB, on-
de a Justap05|gao tndica o produto quaternlonlco. Escrevamos
9"(90’91’92’93) e x=(x 0r X1 Xg s Xg } Ha basi {e e, 2,e3} do Ca
pitulo III. Entao, def¥n|ndo ég: RY— R por © (x) gx,

uma extensao de Bg a RY e

¥

g (x) = gx = {90,91,92,93)(xo,xi,xlz,x3)

(9 %781 %1795%,783%3
g?xo+goxT-g3x2+gzx3 2

gzxo+93x1+gox2-g]x3 s

g3x0-gzx]+gzx2+gox3)
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Observamos que a matriz jacobiana de ég e dada por

- -
g, -9, -9, “95
94 9o "93 9,
92 93 9o "9y
95 ~9, 9, g,

2, 2 232
)

0 determinante A desta matriz vale (g§+g1+92+93 para gqual-

quer (90,91,92,93)81'. Como I ¢ 53 temos A=1, logo eg £ uma

transformagao ortogonal de Rh sobre si mesmo.

3

. 3 B :
Sejam xe$- e BX_{VX1,VXZ,VX3} uma hase de sz pertencen

te a2 orientagac fixada no infcio. Completemos Bx a uma base
—~ I_} . .

BX={VX1’Vx2’Vx3’X} de TXR = Rh; onde x“é um vetor unitirio
que pode ser visuvalizado como "apontando para o exterior'" de
53, Seja agora gel'. Como ég & uma transformagao ortogonal de
Rh scbre si mesmo, B'IDreserva orientacoes neste espago veto-

rial, e a matriz (éé(x)) da derivada

h b

8

- - !
com respeito as bases B de Tqu e Bé { x) de T+ (x)R+ tem de-=
i ’ g

terminante positivo.

Por outro lado, ~é(x) ég pois ég € uma transformagao 1i-
near. Como x e normal a T 53 e a transformagaoe {x) & ortogo-~
nal, o vetor 6'(x)x=gx & normal a Ty (S Logo a matriz

éé(x) e da forma d

(Gé(X)) ' 0



- 43 -

onde (Sé(x)) & a matriz de Bé(x) com respeito a base Bx de
sz3 e a base de T8 (x)53 composta pelos trés primeiros veto-
res de B3 (x) Entég det(éé(x))=det(eé(x)), donde det&%(xn >0

pois det(@é(x})>0. Como a restrigao de éé(x) a TXS3 coincide com eé(x),QE

duzimos que a base

= I ' 1
BSg(X) {Bg(x)vx], eg(x)VxZ’ eg(x)vx3}
de T 53 pertence a mesma orientagao de 53 que B_. Logoe ca

da Bg preserva a orientagaoc de S°, como queriamos.

A demonstrag¢ao do seguinte resultado pode ser achada em
Brickell-Clark, Prop.6.5.1,p. 98, e Prop. 7.4.6, p. 122.

(4.17) Lema: Sejam M uma variedade C~ e G um grupo de
transformac¢boes que atua de maneira propriamente descontinua so
bre M. Entao o espago quociente M/G & uma variedade ¢® da mes
ma dimensao que M e sem borde. Seja 6 a agao de G sobre M e
para cada gebl seja Bg o difeemorfismo de M definido como em
(4L.8). Entao M/G €& orientavel se e somente se existe uma orien

tagac sobre M que & preservada por cada Bg.

(4.18) Por (4.9), (4.16) e (4.17) temos‘que SS/I' e uma
variedade C00 de dimensao 3, sem bordo e orientavel. Transpor-
tando a EB a estrutura de variedade €~ de 33/1' por meio do
homeomorfismo f* de {4.7) deduzimos que 23 possui uma estrutu
ra de variedade € e que f* & um difeomorfismo. {De passo,obser
vemos que por ser 23 de dimens3o 3 a estrutura de variedadeC.

que acahbamos de definir & equivalente a definida sobre XB par
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meioc de p, € a primeira assercao de (4.17); cf. Lima, p. 175).
Pertanto, 23 & uma variedade C° de dimens3o 3, sem bordo e
orientavel., Notemos também que 23 & conexa {(logo conexa por

caminhos) e compacta.

Passaremos agora a estudar os grupos de homologia singu-

Far de 23 coem coeficientes inteiros.

(4.19) Como 23 é conexo por caminhos, por Vick, Prop. 1.4,
p. 9, obtemos HO(ZB,Z)=Z.

0 calculo de HI(XB,Z) segue do resultado seguinte, cuja

demonstracao pode ser achada enm Greenberg, Theor. 12.1, p.48.

(4.20) Lema: Existe um homomorfismo de grupos

X: ﬂT(X,XO)——+ H,{X,2) que leva cada classe de homotopia de

]
um lago vy na classe de homologia do I-simplexo singular y. Se
X € conexo por caminhos, X € sobrejetor e o seu nucleo € 0

subgrupo dos comutadores de T (X,xo).

1

(4.21) Seque de (4.20) que se X & conexo por caminhos te

mos um isomorfismo
H1(X,Z)~w1(X,xo)/[ﬁ}(X,xolﬁl(x,xo)]

Como W1(23)31’ por (4.10) e I'/[1',1I']=0 por (4.5), temos
(3, 2)=1/[1', 1']=0.
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No calculo de HZ(EB,Z) e HB(ZB,Z) serao utilizados 0s
trés resul tados seguintes. A demonstracao do primeiro deles

pode ser encontrada em Husemoller, Theor. 4.3, p. 251.

(4.22) Lema: Seja M uma variedade € . Entdo as duas con-
digoes seguintes saoc equivalentes:

i) M & orientavel no sentido da geometria diferencialj;cf,
(h.11).

ii) M & orientavel no sentido da topologia algébrica;para
a defini¢gao deste conceito nos referimos a op. cit., Def. 4.1,

p. 251, ou a Greenberg, pp. 111 e seguintes,.

0 segundo dos resultados que usaremos & essancialmente o
teorema da dualidade de Poincaré, para o qual nos referimos a

Spanier, Theor. 18, p. 297.

{4.23) Lema: Seja X uma variedade topoldogica de dimensao
n, compacta, orientavel e sem bordo. Entéo.para todo intejiro’

qg (0 <q < n) existe um isomorfismo Hq(X,Z);Hn“q(X,Z).

0 terceiro dos resultados que utilizaremos € o seguinte
corolario do teorema dos cocficientes universais para cohomo-

logia; cf., Greenberg, Cor. (23.14), p. 134.

(4.24) Lema: Se Hq_1(X,Z) e livre temos um isomorfismo
Hq(X,Z):(Hq(X,Z))*, onde A* dencta o grupo dual Hom(A,2) - do

grupo abeliano A,

URICAMPM

BBAIQTECA CENTRAL
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(4.25) Calculemos agora © grupo HZ{EB,Z). Por (4.18) e
{4.22) podemos aplicar (4.23) e obter um isomorfismo
H (23,2):H1(23,2); e por (4.24) temos um isomorfismo
H%(XB,Z):(HI(Z3,Z))* pois HO(EB,Z):Z & livre. Mas H1(23,Z) =0
por (k.21), lago H,(}?,2)=0.

No ¢alculo de H3(Z3,Z) utilizaremos o seguinte resultado,

que decorre do Cor. (22.28) de Greenberg, p. 121.

(4.26) Lema: Seja X uma variedade topologica de dimensao

n, compacta, conexa, orientavel e sem bordo., Entao Hn(X,Z):Z.
(4.27) De (4.18), (4.22) e (4.26) deduzimos que}%(z3gﬁ=2.

Resumiremos agora o conteiido deste capitulo na seguinte
proposicao, cuja demonstracao decorre de (4.18), (4.19),(4.21),
(4.25), (4.27) e de e.g. Greenberg, Cor. (15.5), p. 62.

(4.28) PPODOSiF50I Sejam I o grupo icosaedrico e 23 o es

paco SO0(3)/1. Entao £3 & uma variedade € de dimensao 3,compac
ta, conexa, orientavel & sem bordo, que possui a mesma homolg

gia sobre os inteiros que a esfera usual 33.



CAPITULO V
ACOES SEM PONTOS FIX0S DO GRUPO ICOSAEDRICO
SOBRE VARIEDADES ACTCLICAS

Comegamos este capitulo considerando a a¢ao natural do
grupc icosaedrico | sobre a variedade 23=SO(3)/I estudada no
Capitule IV. Utilizando o resultado principal do Capitulo II
mos tramos primeiramenfe gue o Unico ponto fixo dessa acgao e
I. A seguir observamos que essa agao conserva a métrica rieman
niana de 23, de modo que existe um 3~disco aberto U em 23
centrado em I que é deixado invariante. Isto nos permite obter
uma agao sem pontos fixos do grupo icosaédrico sobre a varie-
dade Cw, compacta e com bordo 23-U. Na parte final deste capl
tulo demonstramos que esta variedade € aciclica sobre os intel
ros.

Como foi mencicnado na !Introducao deste trabalho, a agao
do grupo icosaédrico estudada aqui & uma pega fundamental na
construgac, devida a £.E. Floyd e R.W. Richardson, de uma
agao sem pontos fixos desse grupo sobre um disco em um espago

euclidiano., Para mais detalhes a respeito desse exemplo refe-

rimo-nos a Bredon, pp. 57-58,

(5.1) Definig¢do: Seja (G,X,8) um grupo de transformagodes.
Un ponto xeX € um ponto fixo da ag2o 0 se §{g,x)=x para todo

geG. A agao 8 & livre (ou sem pontos fixos) se 8(g,x)=x impli

ca g=1, para todo xeX.

(5.2) Proposigao: Existe uma a¢do de I sobre XB cujo Gni
co ponto fixo & I.
Demons tracdo: Consideremos a acao ¢: 1 x 23~—+ 23 de I so

bre ZB dada por ¢{g',g1)=(9'9)I. Entio um ponto g de 23 e Ti

-q?..
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xado por essa agSO se e somente se geN{J). De fato, a relacao
(g'g) I=g1 para g'el e gle 23 significa que geN{]). Mas por
{2.14) temos N(I)=I. Logo 1523 & o unico ponto fixo da agao
. .

Agora estudaremos a estrutura riemanniana que pode ser
colocada na variedade 23 através da projecao de revestimento
piS0(3) — 23. (Em (4.7 ) esta aplicacac foi chamada pz). As
nossas principais refer@ncias para esta parte sao Bishop-

Crittenden, Cap. 7, e Lima, Cap. 9.

(5.3) Definigao: Uma variedade riemanniana & uma varieda

o
de C e cognexa M munida em cada megM de uma forma bilinear si-

métrica positiva definida < , >0 definida no espago tangente
Tmﬁ, tal que para qualquer carta local (xl,. XY de Mem m

as fungoes gij=<(3/8xi)m,(B/ij)m>m550 C”. A correspondéncia

m—r <, > e chamada uma métrica riemanniana sobre M,

(5.4) Definigac: Seja M uma variedade riemanniana. A dis~
tancia intrinseca d(p,q) entre dois pontos p,qgM &€ definidaco

mo
d(p,q) = inf 2(a) ,

- 1 .
onde a:[0,11*~+ M e uma curva C por partes em M ligando p eq,

=]

2(a) = Y<a'{t}, m'(t}>a(t) dt

Y
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Se M & uma variedade C conexa com uma métrica riemannia
na, a distancia intrinseca acima definida € uma métrica .scbre
M, e a topologia dada por ela coincide com a topologia origi-
nal de M (cf. loc, cit.}). Sabemos tambem que toda variedade pa

racompacta admite uma metrica riemanniana,

(5.5) Definigao: Um revestimento riemanniano & um reves-
timento (E,p,X) onde E e X sao variedades riemannianas, p €

uma aplicacgao Cm, e para cada weE e todo x,yETmE vale

<x,y>, = <dp(x),dp(y) o (w)

(5.6) Seja (E,p,X) um revestimento, onde E & uma varieda-
de Cm, p uma aplicagdo C e X uma variedade riemanniana. Entao
f admite uma métrica riemanniana natural induzida pela proje-
¢ao p de tal maneira que (E,p,X) se torna riemanniano. De fato,
para cada ponto w de E definimos um produto interno < , >w em
TwE por <x,y>w=<dp(x),dp(y)>p(w). Como p e t“ e o produto in-
terne < ,> () depende diferenciavelmente de pl(w), a corres-

pondéncia w—> < | >UJ & uma métrica riemanniana sobre E.

Um probiema menos trivial surge quando (E,p,X) & um reves
timento onde E & uma variedade riemanniana, X & uma variedade
c”, p & uma aplicacdo C e desejamos uma matrica sobre X tal
que o revestimento seja riemanniano. Para resclver esse proble

ma utilizaremos a seguinte definjgao.

(5.7) Definicao: Sejam E uma variedade riemanniana e G um

grupo agindo diferenciavelmente sobre E. Dizemos que a acio de



_..50 -

G sobre E & dada por isometrias se para todo geG, cada weéE e

T < > o=
todo Xx,y€ wE vale <x,y w d@g(x),deg(Y)>ag(w).

(5.8) se @ age por isometrias sobre a variedade riemannia
na E, cada difeomorfismo Bg(geG) é uma isometria do espago mé

trico {E,d}, onde d é a distancia intrinseca sobre £ (¢cf.(5.4)),

De fato, sejam p e q pontos de E,qg : D,1]‘—ﬂ-E uma curva C1
por partes em E Jigando p e g, e g um elemento de G. Entao
eg o [0,1:]—-—5» E & uma curva C1 por partes em E ligando

Gg(p) e Bg(q), e pelo teorema da fungao composta temos

1

J0f<d89(a'(t)), 185 (0" (o(0)) O

Q(egoa)=

]

=J0 J<at{t) ,af (t) z‘z(t)

dt = 2{q)

Portanto d(eg(p),eg(q))=d(p,q), como queriamos.

(5.9) Proposic¢ao: Seja (E,p,X) um revestimento onde E &
uma variedade de riemanniana, X & uma variedade C* e p & uma
aplicacio C°. Suponhamos que a agido do grupo Autl{E,p,X) sobre
E seja propriamente descontinua e dada por iscometrias. Entao
existe uma metrica riemanniana induzida naturalmente sobre X
que torna (E,p,X} um revestimento riemanniano.

Demonstracao: Seja m um elemento arbitrario de X e U uma

vizinhanga admissivel de m. Entao pdl(U) e uma reuniao disjun
ta de abertos de E cada um deles contendo apenas um elemento
da fibra p-1(m) sobre m. Chamando um desses elementos de  ©S
outros elementos de pw](m} sao da forma gl{w) onde g pertence

ac grupo Aut(E,p,X) dos automorfismos de revestimento (E,p,X).
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Com efeito, por ser a acido de Aut{E,p,X) propriamente descon-
tinua, o revestimento (E,p,X)}) e regultar {(cf. Lyra, Teor.17.14,
p. 127), logo Aut(E,p,X) age transitivamente sobre p"1(m)(cf.
op. cit., Teor. 17.9, p. 124). Denotando por V a vizinhanca de
w que e difeomorfa a U, podemos denotar os demais abertos de
p-1(U) por g{V) para geAut(E,p,X}.

Como p & um difeomorfismo local, a aplicagao dpw.fnmE aImX
e um isomorfismo para todo w'gp_](m), logo qualquer vetor tan
gente de T X & da forma dpw,(z) para um {0nico) zeTw,E. Agora
em TmE, onde w € o elemento de p“1(m) escolhido acima, esta
definido o produto interno < ,->w da estrutura riemanniana de

E. Definamos em TmX um produto interno < , >m por
<E,n>m= <x,y>w

para cada &, neT X, onde x,yeT E sao tais que £=dpm(x),n=m%ﬁy).
Devemos demonstrar que esta definigac n3o depende da escolha

de w. Seja entao w'=g(w) um elemento na fibra p-?(m), e
x',y’eTm,E tais que €=dpm,(x'}, n=dpw.(y'). Como p=peg vale
dp,=dp10dg,, Togo dpm,(dgw(x))=£=dpm,(x'), e como dpw, e um
isomorfismo resulta x’=dgw(x). Analogamente y’=dgw(y), e como
Aut(E,p,X) age por isometrias temos <x'3y'>w,=<dgw(x),dgw(y)>w,
=X,y Portanto, o produto interno < , > sobre T X esta bem
definido.

- . -~ Y - =) -
Alem disso, a correspondencia mr——<, > e C , logo e uma

m
meétrica riemanniana sobre X. Assim, o revestimento (E,p,¥X) é

riemanniano, como desejavamos.

(5.10) Corolario: 0 revestimento (SO(B),D,ZS) de (4.7 ) &
riemanniano.
Demons tragao: Por Lima, Exemplo 2, p. 252, sabemos  que

S0(3) possul uma métrica riemanniana natural, a saber, a indu-
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zida pela métrica euclidiana de Rg. Seja W: IxS0{3)— s50(3) a
agao de I sobre S0(3) dada por y(g,x)=gx. Cada elemento
3

gEICfSO(B) & uma transformagaollinear ortogonal de R’ e portan

to preserva o produto internc usual de m3. Como o produto in
terno usual de Tw80(3)=R3 {cf. Chevalley, Prop. 6, p. 8} ¢ o
induzido pelo produto interno usual de R9 para cada weS0(3) ,
¥ é dada por isometrias. Usando o fato de gue I=AUKSO(3)JMX3)

{(¢cf. Lyra, Teor. 17.14, p. 127} o resultado segue de (5.9).

{5.11) Proposicao: Seja ¢:Ix23——+ 23 a agao de I sobre 23
da Prop. (5.2). Entao existe um 3-disco aberto U de 23 cen

trado no ponto fixo I da agdo ¢ e invariante sob esta agao.

Demonst racao: Sejam d, e d as distancias intrinsecas das

variedades riemannianas S0(3) e Z3, respectivamente. Coma

p:S0(3)
(5.10), ela @ uma tsometria local. Portanto existe ¢'>0 tal

> 23 € uma projecao de revestimento riemanniano por

gue se
BE.(I)ﬁ{QI€Z3:d(gI,I) < ¢e'}

¢ o disco aberto em 23 centrade em I e de raio €', a restri-
cao p|p-1(B€.(I)) € uma isometria de p“](BE,(I)) sobre BE;U).

Logo, para quaisquer elementos gl, g'I de Be'(I) temos
d(gl,9'D=d (g,9") (1)

Para cada vel a apiicagéodwzz3——+ 23 definida por
¢Y(91)=y91 para cada gIaZB & continua sobre 23, & em particu-
lar no ponto I=yIl. Portanto, para cada y e ¢' como acima exis

te 5Y>D tal gque d(gI,I)<cSY implica

d(¢Y(gI),¢Y(I))zd(Y91,I) < g' (2)
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Seja agora e>0 tal que gf_min'{s',min{ﬁY,yel}} e tio pe-
queno que BZE(I) esteja contido numa carta local em I. Tal
€ existe por I ser finito. Demonstremos que U=B€(I) e invarian
te sob a agao de I, isto e (cf. Bredon, p. 33) que ¢_{U)=U pa
ra todo yel. Sejam entao yel e gle U, de modo qued(gl,I}<e<e’.

Por {1} temos
do(g,y)=d(gl,yl)=d(gl,I)<€ . (3)

Por outro lado, como d(gI,i)<s£6y, temos d(ygl,I)<e’ por (2},
donde d(YgI,YZI)=dO(Yg,Y2) novamente por (1). Masdth,Yzﬁﬂo(gﬂj

porque a acao de I sobre S0(3) é dada por isometrias {cf. (5.10)
e {(5.8)). Logo temos :

dlygl, D =d(ygl,v 1) =d_(g,y) <e

por {3). Isto mostra que ygleU, donde ¢Y(U)<: U. Como vel era
gualquer, vale tambéem ¢ _1(U)C: U, ou seja U ¢(U}. Entao

¢Y(U)$U, como querfamosydemonstrar.

A Prop. (5.11) nos permite restringir a aciao ¢ ao espacga
23—U. £ evidente que essa agao de I sobre 23—U & sem pontos
fixos e que Z3~U é uma variedade ¢ de dimensio 3, compacta e

com bordo,

(5.12) Definig¢ao: Um espago topologico X conexo por cami

nhos € ditec aciclico sobre o0s inteiros se HO(X,Z)=Z e

Hq(X,Z)=0 para todo g>1.

No que se segue escreveremos simplesmente Hq(X) e HY(X)

em lugar de Hq(X,Z) e'Hq(X,Z), respectivamente.
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(5.13) 0 espaco 23-U € conexo por caminﬁos porque € foi
escolhido de maneira que BZE(I) estivesse contido numa <carta
local (V,h) de I em E3, onde V & um aberto de 23 homeomorfo a
um aberto de R3 conexo por caminhos. Logo V-U & conexo por ca
minhos, donde EB-U também o €. Decorre entio de e.g.Vick,Prop.

3.0y .
1.4, p. 9, que HO(X .U)hZ.

{5.14) Para calcular H;(Z3"U) utilizamos a sequeéncia de
Mayer-Vietoris. Esta sequencia fornece a homologia de um espa
¢o X em termos da homologia das componentes de uma certa co-
bertura de X (cf. Vick, pp. 23-25). Sejam d,¢,U, BE/Z(I) e
335/2(1) como em (5.11) e consideremos os .  subconjuntos
A1=Z3-B€/2(I) e A2=83€/2(I) de ZB. Entao R1L182=z3, onde R de
nota o interior de A, e A1fW A2={9I€z3:€/2id(gl,I)<3€/2}.MEg£
vamos agora que 23—U & um retrato de deformacaoc de Al e que

Ué um retrato de deformagao de A, - Alem disso, Ay A, e do
2

mesmo tipo de homoltopla que S A sequéncia de Mayer-Vie-

toris pode entao ser escrita na forma
= H (2 —H (I3-v) e (U) —H (J3)—
*e 1 1 1 1 e

Como H1(82)20 e H1(23)=0 (cf. (4.21)) temosku(zg-u}@fH(U)z 0 .

Portanto H1(23~U)=0.

No calculo de HZ(ZS—U) e H3(z3~U) utilizaremos o seqguin-

te fato.

(5.15) Lema: Sejam X um espag¢c cenexc por caminhos, A um
subespago de X nac vazio e conexo por caminhos, e B um grupo

abeliiano. Entac a inclusao i: A—s ¥ induz um tsomorfismo



P*: HO(X,B) ~— H(A,B).
Demonstragao: Por e.g. Vick, p. 93, sabemos que

HO(x,B)=2%(X,B) e que se X é conexo por caminhos Z°(X,B) se
identifica com o conjunto das fungoes constantes sobre X com
valores em B, Seja i*:H%(X,B)—H®(A,B8) a aplicagio definida
por i*(¢)=¢oi para cada ¢eH®(X,B). Se yeH® (X,B) temos

i*(gp+p) =(p+Ploi={goi)+(Poi}, o que mostra que i* é um homomor
fismo de grupos. Seja ¢eH°(X,B) tal que i*(¢)=0oi=0. Entao
d|A=0, e como ¢ & constante sobre X temos ¢=0, logo i* & um
monomorfismo. Finaimente, seja peH®(A,B), coloquemos b=y(A),
e definamos ¢eH?(X,B) por ¢(x)=b para todo xeX. Entao

Y=¢|A=doi=i*(d), donde i* & um epimorfismo, como queriamos,

Tambem utilizaremos o seguinte resultado, que é essencial
mente o teorema de dualidade de Lefschetz (cf. Spanier,Theor,
20, p. 298). Lembramos antes (cf. op. cit., p. 297) que uma

variedade topologica n~dimensional X com bordo X & dita orien-

tavel se e somente se X-X & orientavel.

(5.16) Lema: Seja X uma variedade topoldgica n-dimensio-
nal, compacta, orientavel e com bordo X. Entio existem jso ~

morfismos Hq(x):Hn“q(X,?) para todo g (0<q<nj.

{(5.17) como (ZB-U)-(Z3—U). ¢ uma subvariedade aberta da
variedade orientavel 23, ela & orientavel, e portanto 23"U e
orientavel. Como o bordo (23-U) e homeomorfo a 52, (5.16)fq£

nece isomorfismos

Hy (23-uy=n ' (]3-v,52)
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Hy(17-0) =Ko (12,57

A sequéncia exata de cohomologia do par (23-U,52)
0— HO(F3-u,5%) B uo(33-u) - yO(s?)
Lonlpd-u,st) a5 — L.

Mas, como em {4,24), temos_HI(ZB-U):(HI(ZB-U))*, desde que
H0{23—U)=Z e livre. Como H1(z3—U)=0 por (5.14), deduzimos que
H](ZB-U)=O. Agora essa sequéncia é exata e h € um epimorfismo
por (5.15), logo & € a aplicagao nula e H1(Z3-U,32)=0. Pelo
primeiro dos isomorfismos acima temos entdo Hz(z3—U)=0} Por ou
tro lado, & claro que g € injetora, € como h & um monomorfismo.

2

por (5.15}, g € a aplicagdo nula. Logo HO(ZB-U,S )=0, e pelo

segundo desses isomorfismos deduzimeos que H3(23-U)=0.
Por (5.13), (5.14) e (5.17) temos o scguinte resultado,

(5.18) Proposicao: 0 espago 23-U ¢ aciclico sobre os in

teires.

0 seguinte teorema, que decorre de (5.18) e da observagao

feita antes de {(5.12), sintetiza todo nosso trabalho.

(56.19) Teorema (Floyd-Richardson): Existe uma agao sem
pontos fixes do grupo fcosaédrico sobre uma variedade ¢ de di
mensao 3, compacta, orientavel, com bordo, e aciclica sobre

os inteiros.
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