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INTRODUÇAo 

O problema de determinar se toda açao de um grupo de Lie 

compacto sobre um disco ou sobre um espaço euclidiano possui 

pontos fixos ficou em aberto atê que, por volta de 1940, P.A. 

Smi th demonstrou que a resposta é afirmativa nos casos em que 

o grupo atuante ê um toro ou um p-grupo finito. Visando a de-

terminar os limites para o campo de validade desses famosos 

resultados de Smith, E.E. Floyd e R.\o/. Richardson construíram 

em 1958 uma ação simplicial sem pontos fixos do grupo icosaé­

drico sobre um n-disco. Recentemente, G.E. Bredon observou no 

seu 1 i vro 11 1 ntroduction to Compact Transformation Groups 11 que 

é possível inserir nas construções de Floyd e Richardson um 

complexo simpl icial finito K de tal maneira que a açao em 

questão tenha como conjunto de pontos fixos um subespaço pos­

suindo o mesmo tipo de homotopia que K. Em particular, se K 

for vazio recupera-se o exemplo de Floyd e Richardson. 

Uma peça fundamental na construção desse exemplo é a de­

finição de uma ação sem pontos fixos do grupo icosaêdrico 

sobre uma certa variedade diferenciável X de dimensão três 

compacta, conexa, com bordo, orientável, e acíclica sobre os 

inteiros. A passagem dessa variedade a um n-di sco é feita de-

monstrando que essa ação é simplicial e utilizando a teoria 

das vizinhanças regulares de J.H.C. Whitehead. A construçãoda 

ação de I sobre X ê contudo bastante delicada e possui sufi 

ciente interesse como para justificar um estudo detalhado. 

O objetivo desta tese é, então, apresentar essa par te 

essencial da construção de Floyd e Richardson de um modo que 

esperamos seja considerado acessível pelos leitores. Pareceu-nos 

que o tema, além da sua importância específica na teoria dos 

grupos de transformações, poderia ser de muito interesse a 

alunos que desejem iniciar-se nesse ou em outros ramos da to­

pologia algêbrica e, talvez, a pessoas ativas em algum campo 
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da geometria ou da topologia. A apresentação feita por FI oyd 

e Richardson do seu exemplo no seu artigo original e, contudo, 

muito concisa, o que dificulta a difusão desse importante re 

sultado fora de cfrculos altamente especializados. No seu li­

vro, Bredon modificou alguns detalhes, mas como seu principal 

objetivo ali era o de prevenir o leitor das dificuldades que 

surgem no estudo dos grupos de transformações, e não o de fa­

zer uma análise detalhada do exemplo de Floyd e Richardson,ele 

se limitou a indicar, em duas páginas, os passos mais 

tantes da construção. 

A redação deste trabalho respondeu assim a nosso 

i mp o r-

desejo 

de produzi r um texto que pudesse se r I i do sem mui tas di fi cu I­

dades por pessoas que se iniciam no estudo da topologia algé­

brica. Levando também em conta a grande diversidade das técni 

cas que entram nessa construção achamos conveniente i n c 1 ui r 

muitos detalhes nas demonstrações. No que respeita a organiz~ 

ção deste trabalho, ela é como segue. No primeiro capítulo d~ 

monstramos que o subgrupo de comutadores do grupo icosaédrico 

I coincide com I, e no segundo que o normal izador de I em 
s3 50(3) é o próprio I O terceiro capítulo exibe a esfera • 

considerada como o grupo dos quatérnios de norma 1, como o es· 

paço de revestimento universal de S0(3). No quarto capítulo se 

demonstra que o espaço 50(3)/1 é uma variedade diferenciâvel 

de dimensão trêS que possui os mesmos grupos de homologia so­

bre os inteiros que 5 3 . A nossa exposição termina no quinto 

capítulo, onde construímos a variedade X e a ação de I sobre 

ela mencionadas acima. O objetivo principal desta tese apare­

ce enunciado no Teorema (5.19). 

Quero exprimir aqui meus agradecimentos ao Prof. Dr,Hugo 

H. Torriani pela proposi~ão do tema deste trabalho,pela orie~ 

tação, e pelo interesse~ o tempo que ele devotou a corrigir 
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e aperfeiçoar o manuscrito. Aprovei to a ocasião para agrade­

cer ao Prof. Dr. Antonio Conde pela orientaç~o recebida no 

primeiro ano de mestrado, e a inúmeros colegas e professores, 

em especial ao Prof. Dr. Francesco Mercuri, pelo incentivo e 

auxílio recebidos nos momentos difíceis. 

Agradeço à Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de 

São Paulo (FAPESP) pelo apoio financeiro recebi do durante to 

do o meu mestrado. Foi esse apoio que possibilitou a realiza­

ção deste trabalho. 



CAPITULO I 

O GRUPO ICOSAtDRICO 

O objetivo principal deste capítulo e demonstrar que o 

grupo icosaêdrico I é 11 perfei to 11
, ou seja, que o subgrupo dos 

comutadores de I coincide com I. Para atingirmos esse objeti­

vo estabeleceremos um isomorfismo entre I e o grupo das perm~ 

tações pares de cinco elementos. A nossa referência básica aqui 

sera o Capítulo III do livro de Coxeter citado na bibliogra­

fia. 

Observamos que todas as construções geomêtricas deste ca 

pítulo são feitas no IR 3 e que o tratamento dado é relativamen 

te informal, o que não acontece rã nos capítulos posteriores. 

(1.1) Uma congruência é uma bijeção 1 inear de IR 3 que pre­

serva distâncias. Uma congruência T é dita direta ou inversa 

conforme o determinante da matriz de T (em relação à base ca­

nônica de IR 3 ) seja estritamente positivo ou negativo. Cada ve 

tor de uma base ortogonal de IR 3 determina um~ da base, is 

to €, a reta gerada por ele. Uma inversão e uma congruência 

obtida pela composição de uma rotação de~ radianos segundo 

um eixo de uma base com a reflexão num plano perpendicular ao 

eixo. 

(1.2) Passaremos a estudar agora os poliedros regulares. 

Os polígonos regulares que compÕem um poliedro regular -s ao 

chamados as faces do poliedro; os lados e os vértices das fa­

ces são respectivamente as arestas e os vértices do poliedro. 

1 -
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Dado um poli edro regular, o seu centro ê o ponto do qual' os 

virtices estio i mesma dist~ncia R , os lados ~ mesma dist~n­o 
cia R

1
, e as faces à mesma distância R

2
• Suporemos sempre que 

o centro de um poliedro regular e a origem de m3 . 

(1.3) Entendemos por uma simetria de um poliedro regular 

uma congruência que opera sobre ele, isto é, que leva o po-

liedro em si mesmo. O conjunto das simetrias de um poliedro 

regular, incluindo a identidade, forma um grupo sob a opera-

ção de composição. Esse grupo é denominado o~~ das si me-

trias do poli edro. E: claro que o subconjunto das simetrias 

diretas do poliedro (isto e, as simetrias do poliedro que sao 

congruências diretas) é um subgrupo do anterior. 

(1.4) Observemos agora que o grupo das simetrias de um 

poliedro regular ê finito. De fato, o conjunto das simetrias 

~ um subconjunto do conjunto das permutaç~es dos virtices do 

poliedro, que são em número finito. Em {1.9) calcularemos as 

ordens dos grupos das simetrias diretas dos cinco 

regulares. 

poliedros 

(1.5) Observemos também que as simetrias de um poliedro 

regular -sao ou todas diretas • ou metade di retas e metade in-

versas. Com efeito, sejam G o grupo de simetrias, H o subgru-

po das simetrias di retas e K o subconjunto das simetrias in-

versas do poliedro, de modo que G=I-IUK (reunião disjunta). Se 

K=lj), então G=H. Se Ki<!J escolhamos gEK; então g nao e a trans-

formação identidade. Como a aplicaç~o H->- gH é uma bijeção, 

H e gH possuem o mesmo nUmero de elementos. Mostremos que 
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gH=K. Se hsH entao ghcK, pois a composição de uma simetria di 

reta com uma inversa ê uma simetria inversa. Portanto gHCK. 

Por outro lado, se ksK 
- 1 - 1 

temos g kEH, pois g EK e a composi 

ção de duas simetrias inversas ê uma simetria di reta. 
- 1 

k=g(g k) temos KcgH. Assim G=HUgH (reunião disjunta) 

Como 

e as 

simetrias de G são metade di retas e metade inversas. Em outras 

palavras, o grupo das simetrias diretas de um poliedro regu-

lar ou é todo o grupo das simetrias desse poliedro ou é um 

subgrupo de índice 2 desse grupo. 

(1.6) Denotaremos por {p,q} um poliedro regular para o 

qual cada vértice é a intersecção de q polígonos regulares de 

p lados. Assim, o tetraedro regular será denotado por {3, 3}, 

o cubo por {4,3}, o octaedro regular por {3,lf}, o dodecaedro 

regular por {5,3}, e o icosaedro regular por {3,5}. 

Seja {p,q} um poliedro regular com N
0 

vértices, N1 a r e s 

tas e N
2 

faces. Inscrevamos {p,q} numa esfera e consideremos 

os planos tangentes à esfera nos v.2rtices de {p,q}. As inter 

secções dos planos determinam as N o 
faces de um outro poliedro 

que possui N
2 

vêrtices e N
1 

arestas. -Esse processo e chamado 

reciprocação e o poli edro obtido ê o pol iedrc: recíproco (ou 

poliedro~) {q,p}. Por exemplo, o cubo {4,3} e o poli edro 

recíproco ao octaedro regular {3,4}; o icosaedro regular {3,5}ê 
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recíproco ao dodecaedro regular {5, 3 }; e o tetraedro 

ê autorecíproco. 

regular 

(1.7) Utilizando o processo de reciprocaçao acima descri 

to e possível demonstrar que a cada simetria de um poliedro re 

guiar corresponde uma simetria do poliedro recíproco e 

-versa. Portanto, dois poliedros recíprocos possuem o 

grupo de simetrias e consequentemente o mesmo grupo de 

trias di retas. 

vice-

mesmo 

si me-

(1.8} Por outro lado, pela âlgebra linear sabemas·que da 

da uma transformação linear de IR 3 existe uma reta passando p..::_ 

la origem que ê deixada invariante por ela. Em particular, to 

da simetria di reta de um poliedro regular pode ser caracteri­

zada por um ângulo em relação a um eixo que passa pelo centro 

desse poliedro. Como essa simetria e um elemento de um grupo 

finito, ela tem período finito, logo o ângulo que a c a rac te-

riza deve ser da forma 21T -'-para r e s 
5 

primos entre si Portanto, o menor ângulo 

em torno de um tal eixo deve ser da forma 

inteiros positivos 

de rotação possível 
211 

C o rn i s to v e-
s 

mos que as rotaçoes em torno desse eixo formam um grupo cícli_ 

co de ordem s; di zernos então que o eixo e um eixo de s-rotação. 

Em particular para s=2,3,4 e 5os eixos (e as rotaçoes corres 

pendentes) são ditos digonais, trigonais tetragonai s e 

~ntagonais, respectivamente. A figura seguinte dâ algunsexem 

plos destes eixos no caso do cubo {4,3}. 



; 
; 

; 
; 

' 
' 

J---f-----·------· 
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um eixo de 3-rotação 

I 
~--1---·---·-l 

__ : ...•. C- -( 

+ 
'--~-- -~~-----

um eixo de 2-rotação 

' ~-. 

um eixo de 4-rotação 

(1.9) Calcularemos agora a ordem do grupo das simetrias 

di retas de um poliedro regular {p,q}. Para isso liguemos o 

centro do { p 'q} ( - R3) - . isto e, a origem de I aos vert1ces, pontos me-

di os das arestas e centros das faces, respectivamente, por ei_ 

xos de q-rotaç~o, 2-rotação e p-rotação. Observemos ent~o que 
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o conjunto das simetrias di retas do poliedro {p,q} 

com o conjunto das rotações no sentido horârio em 

coincide 

d - - 2kn eixos acima cita os com angulos de rotaçao 

relação aos 
2 j TI 

TI e 
q 

(k,jEZ), respectivamente. Excluindo a identidade essas 
p 
rota 

çoes envolvem então q-1 valores distintos para k e p-1 para j. 

Além disso os vértices, pontos médios das arestas e cen­

tro das faces ocorrem em pares antipodais, exceto no caso do 

tetraedro regular em que cada vertice é oposto a uma face.Mas 

ainda nesse caso {observe-se que para o tetraedro valem N
0

=N
2 

e p=q) o nümero total das simetrias diretas, excluindo a iden 

ti da de, é dado por 

Usando as 

1 
2 

f6rmulas N
0 

- N + N = 2 
1 2 

" pN 2 
(cf. Coxeter, p. 9 e 

(fôr:mul a de Euler) 

11), deduzimos que a 

dem do grupo das simetrias diretas de um poliedro regular 

{p,q} é 2N
1 

(cf. Coxeter, p. 47). 

e 

o r-

Em particular, se chamarmos de grupo tetraédrico,de ~-

po octaédrico e de ~~o icosaédrico aos grupos de simetrias 

di retas do tetraedro, do octaedro (ou do cubo}, e do icosaedro 

(ou do dodecaedro) regulares, vemos que esses grupos têm or­

dens 12, 24 e 60, respectivamente. 

Estudaremos a seguir especificamente o grupo icosaédrico 

como o grupo das simetrias diretas de um dodecaedro regular 

(cf. (1.7)). 

{1.10) Um composto poliédrico {ou simplesmente um compo~­

to} ê um conjunto de poliedros regulares iguais com centro 

~mum na origem de IR 3 . Por exemplo, as diagonais das faces de 

um cubo são as arestas de dois tetraedros, os quais, juntos, 
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formam um composto tetraédrico. 

O nosso objetivo e cientificar o grupo icosLiêdrico, isto 

e, o grupo das simetrias diretas do dodecaedro regular, com o 

grupo alternado A
5

. Para isso construiremos 

composto de cinco tetraedros com os vértices 

primeiramente um 

num dodecaedro re 

gula r. Mostraremos em seguida que a cada simetria di reta do 

dodec<Jedro corresponde uma permutação par dos tetraedros do 

composto. Nossa exposição segue de perto Coxeter, pp. 1+9-50. 

(1.11) Sejam ABCDE e AEFGH duas faces adjacentes de um 

dodecaedro regular. (Ver figura abaixo}. Os vértices BDFH for 

mam um quadrado, cujos le1dos ligam vértices alternados de fa-

ces que s~o pentágonos regulares. Esses quatro vértices 

mam com suas <Jntípodas um cubo inseri to no dodecaedro. 

f o r-

Consideremos agora um dos tetraedros inscritos nesse cu-

bo (ver Figuras em ( I . I O) ) e a reta que liga o centro do do 
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H 

decaedro ao centro da face A!3CDE. As rotaçoes do dodecaedro 

segundo este eixo sao as rotações no sentido horário cujos an 
- - 2n 4n 6n 8n . ~ 

gulas de rotaçao sao --
5
-, --

5
-, --

5
- ou s-• 1sto e, sao as 

- - 21T rotações 

relação 

a Cai xo 

pentagonais. A rotaçao pentagonal de angul o---s-- em 

a este eixo transforma o primeiro tetraedro da figura 
h no segundo, a rotação de --
5
- no te reei ro, e as de 
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Os 
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2 3 

4 5 

e* no quarto e no quinto tetraedros, respectivamente. 

vinte vêrtices do dodecaedro são distribuidos assim em gr.:!_ 

pos de quatro sobre os cinco tetraedros. 

(1.12) Agora, uma inversão em IR 3 transforma o composto t~ 
traêdrico assim obtido num segundo composto inversamente con 

gruente a aquele. Os tetraedros do segundo composto correspo:: 

dentes <:~os do primeiro podem ser vistos na seguinte figura. 
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~--

2 3 

4 5 

Consideremos o primeiro composto e enumeremos os vértices 

dos tetraedros de acordo com a ordem de construção, isto é, os 

vértices do primeiro tetraedro são enumerados 1, os do segun­

do 2, e assim por diante. Enumeramos os v~rtices do segundo 

composto da mesma maneira, mantendo a ordem nos tetraedros da 

da pela inversao. Isto nos dâ uma enumeraçao dos vértices do 

dodecaedro por vinte pares ordenados ij (1 < i ,j :5._ 5) de mo-

do que ij e um vértice do i-esimo tetraedro do primeiro campo~ 

to e do j-ésimo tetraedro do segundo composto. 
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Si 

Pela propria construçao do composto tetraédrico, a cada 

simetria di reta do dodecaedro corresponde uma permutação dos 

tetraedros entre si. Em outras palavras, a cada simetria dire 

ta do dodecaedro corresponde uma permutação dos cinco primei­

ros dígitos, uma vez que os tetraedros são enumerados de a 

5. 

(1.13} Agora mostraremos que a qualquer simetria di reta 

do dodecaedro corresponde uma permutação~ dos cinco tetrae 

dos no primeiro composto. lsto mostrará que as simetrias di re 

tas do dodecaedro podem ser consideradas como elementos do gr_!:!. 

po alternado A
5

. 

Uma rotação trigonal de ângulo 2TI 
3 

em relação a um e i xo 

que liga dois vértices antipodais permuta três tetraedros en-
. - 21f • tre SI. Por exemplo, uma rotaçao de --

3
- em torno do e1 xo que 

liga os v8rtices 45 e 54 leva o primeiro tetraedro do primei­

ro composto no segundo (do mesmo composto) ,osegundo no tercei 

ro, e este no primeiro. 
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Considerando separadamente os índices e os índices j 

vemos que esta permutação é representável pelo 3-ciclo (123) 

de A
5

. 

Por outro lado, uma rotação digonal em torno de um eixo 

que liga os pontos médios de duas arestas antipodais permuta 

dois tetraedros simétricos em relação a esse eixo. Por ex em-

plo, a rotuçao digonal de 1r em torno do eixo que liga os pon­

tos médios das arestas 13-45 e 31-54 permuta os tetraedros -1 

e 4, e os tetraedros 3 e 5 do primeiro composto. Logo podemos 

representar esta permutação por (14) (35). 
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Finalmente, uma rotação pentagonal de em to r no de 

um eixo que liga dois centros de faces antipodais permuta os 

cinco tetraedros do primeiro composto de tal modo que a sua 

representaçao como um 5-ciclo é (12345). 

(1.14) Deste modo podemos .representa,r todos os elementos 

do grupo das simetrias diretas do dodecaedro regular como permu-

taç~es pares de cinco elementos. E possrvel demonstrar (por 

exemplo, considerando geradores e relações) que essa represe!::_ 

tação e injetora, e também um homomorfismo de grupos. Obtém-se 

então um monomorfismo do grupo icosa~drico, que denotaremospor 

I, no grupo alternado A
5

. Como a ordem de I é 60, esse monomor 

fismo e um isomorfismo. Portanto podemos· identificar I com A
5

• 

(1.15) Como uma consequência imediata desta denti fi cução 
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demonstr·al-emos a segui r que o subgrupo dos comutadores do gr..:!_ 

po icosaêdrico I é o próprio I. Para isso JembrLJmos que o sub 

grupo dos comutadores [G,G] de um grupo G é o subgrupo gerado 
- 1 - 1 

pelos elcn1entos aba b · com a,b em G. O grupo G é comutati-

vo se e somente se [G,G] ={e}, onde e é o elemento identidade 

de G. 

No nosso caso, 

grupos normais de I 

g ue que [I , I J = I . 

como 

sã o I 

I 

e 

= A e 
5 

{e} ; 

e simples, os únicos sub 

e como I não é comutativo se 



CAPITULO I I 
O NORMALIZADOR DO GRUPO ICOSAtDRICO 

O objetivo deste capítulo é demonstrar que o normaliza­

dor em S0(3) do grupo icosaédrico I é o próprio I, Para atin-

girmos esse objetivo necessitamos da classificação dos sub-

grupos finitos de S0{3) e dos subgrupos infinitos fechadospr2_ 

prios de 50(3). Veremos que I ê o subgrupo finito maximal de 

S0{3) e que nao está contido em nenhum subgrupo infinito fe-

chado prõprio de SD(3). O fato de I não ser normal em 50(3) 

nos permitirá obter o resultado desejado na Proposição (2.14). 

Começamos por 1 emb r a r 

G, o normalizador NG(H) de 

que se H e um subgrupo de um grupo 
-H em G e defini do por 

Pela definição, H e um subgrupo normal de NG(H). Se H é 

normal em G então NG{H) = G. Quando o grupo G é um grupo topo 

lógico e H ê um subgrupo fechado então NG(H) ê um subgrupo f~ 

chado. De fato, para cada hEH, a aplicação ph:G-rG definida 

( ) -1 - • - -1( ) - f por ph g = ghg c continua. Como H e fechado, ph H e e-

ch~do para cada hsH, e como 

n 
hcH 

- 1 
p h (H) 

NG(H) resulta fechado. 

Quando não houver possibilidade de confusão denotaremos 

NG(H) por N(H). 

A seguinte proposição, cuja demonstração pode ser encon­

trada em ~·lolf, pp. 86-87, nos fornece a classificaçi:io dos sub 

- 15 -
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grupos finitos de S0(3). 

(2.1) Proposição: Os Unicos subgrupos finitos de 50(3) 

sao os cíclicos, os diedrais, o tetraédrico, o octaédrico e o 

icosaédrico, a menos de isomorfismos. 

A seguir classificaremos os subgrupos fechados, prÓprios 

e infinitos de 50(3). 

Utilizaremos para isso a estrutura de grupo de Lie de 

50(3) (cf. Chevalley, p. 129). Da teoria geral de tais grupos 

sabemos que todo subgrupo fechado de um grupo de Lie é também 

um grupo de Lie {op. cit., Cor., p. 135; ou Helgason,Theor. 

2.3, p. 105). Como 50(3) é compacto (cf. Cheval\ey, Thcor. 1, 

p. 4) o problema se resume em classificar os subgrupos de Lie 

compactos prOprios e infinitos de 50(3), a menos de isomorfis 

mos. 

(2.2) f__!:oposição: Seja H um subgrupo fechado, prôprio e 

infinito de S0(3) e coloquemos d = dim H. Então d = 1 ou d = 2. 

Demonstração: Como dim 50(3) ""3 (cf. Chevalley,Prop. 

6, p. 8) temos ó < d < 3. Se fosse d =O, H seria um espaço to 

polÕgico discreto, e como ele ê compacto resulta ria que H é fi 

n i to. Logo d > O. 

Seja agora (!J:H -r 50(3) a inclusão e p um ponto qualquer 

de H. Se fosse d"' 3, H seria uma subvariedade (deFinida como 

em Chevallcy, p. 85, ou Helgason, s o I 3) ta I que a di 

mens~o dos espaços 

p. 23) de 

tan:entes Hp e S0(3) 1l(p) 
. 
c a me s llW • Como 

H ---+ 50(3) I) e injetor<~ ela resulta ser- um 
p p p 

pelo teorema da 

i somo r fi s-

função inversa (cf. Prop. 3 . 1 de HelQélson, 
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p. 23) deduzimos que $é uma aplicação aberta. Assim <f>(H) -e 

um subespaço aberto, fechado -e nao vazio do espaço conexo 50(3) 

(cf. Chevalley, Prop. 3, p. 37), e portanto q,(H) (ou seja, H) 

coincide com 50(3). Logo d < 3. 

As Únicas possibilidades para -d sao entao d "" 1 ou d 2. 

como queríamos. 

Antes de analisar o caso d = 1 enunciaremos alguns resul 

tados que necessitaremos, dando referências bibliogrãficas pr~ 

c i sas. 

(2.3) Lema: Seja G
0 

a componente conexa do elemento neu­

tro e de um grupo topo16gico G. Ent~o G ~ um subgrupo normal 
o 

fechado, e a componente conexa de um elemento gEG é gG . 
o 

A demonstração deste fato pode ser vista em Rodrigues, p. 

14. 

As definições (2.4) e (2.6) e o lema (2.7) podem ser en­

contrados em Husemoller, pp. 169-170. 

(2.4) Definição: Q !_?_c~ o-dimensional, denotado por Tn, 

e o grupo topológico quociente IRn/Zn. Um n-toro ê qualquer gr.!:! 

po topol()gico topologicamente isomorfo a um toro n-dirnensior~al. 

(2.5) Lema: Um grupo de Lie compacto, conexo c qbeliano, 

de dimer~são n, e isomorfo como grupo topológico ao toro n-dimcn 

sional T0 
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Para a demonstração c f. Chevalley, Prop. 1, p. 212. 

(2.6} Definição: Um subgrupo T de um grupo compacto G 

um toro maximal de G se T é um toro e G == U s Ts-
1

. 
sEG 

-e 

(2.7) Lema: Sejam G grupo topol6gico compacto e T um to­

ro maximal de G. Se T 1 é um toro de G então T 1 C s Ts- 1 para al 

gum ssG. 

TI "' s T 

Ainda 
- 1 

s 

m~li s, T 1 ê um toro maximal de G se e somente se 

A seguinte definição pode ser encontrada em Husemoller, 

p. 172. 

(2.8) Definição: O ..9....!:~2--~Weyl de um gr-upo compacta G 

e NG(T)/T onde T ~ 11m toro maximal 

do r do T em G. 

-
~onormaliz;;J 

A demonstração do seguinte fato decorre do Theor. 7.1 de 

Husemol ler, p. 182. 

(2.9) Lema: Um toro maximal de 50(3) e 5 
1 

' e o grupo de 

Wey1 de 50(3) ê z
2

. 

Com o auxílio destas informações classificaremos.os sub­

grupos de Lie compactos, próprios e in-Finitos de S0(3) de di­

mensao 1. 
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(2.10) ~~osição: Seja H um subgrupo de Lie compacto e 

infinito de 50(3) de dimensão 1. Então H e topologicamente iso 

morfo a 50(2) ou a 0(2). 

Demonstração: 

tidade e de H. Por 

Consideremos a componente conexa H da i den 
o -

(2.3) H
0 

é um subgrupo fechado (e portanto 

de Lie) e normal de H. Se a dimensão de H fosse nula, H se-o o 
ria o conjunto unitário {e}. Como, por (2.3) as componentes c~ 

nexas de H são da forma gH
0

, com g~:H, o conjunto unitário {g} 

seria a componente conexa de cada gEH. Isso tornaria H um con 

junto discreto infinito de elementos, o que é um absurdo, pois 

H é compacto. Logo dim H
0 

= 1, e então H
0 

e localmente isomor 

fo ao grupo abelianoiR. Como H é conexo, H é abeliano, e co o o . 
- -. I () mo e tambem compacto, H

0 
e Isomorfo aS por 2.5 . 

Como H
0 

= s
1 é normal em H, o normalizador NH(s

1
) de s

1 

em H é o prÓprio H. Sendo H um subgrupo de S0{3) temos 
I I I 1 1 

H~ NH(5 )CN 50 (
3
)(5 ), logo H/5 cN 50 (

3
)(5 )/5. Por (2.3), 

I 
a cada elemento de H/S corresponde tJma comp0nente conexa de 

H. Mas, por {2.9), o grupo de Weyl N50 (
3

) {S 
1
)/S 

1 é igual a 

z
2

• Logo H possui no m~ximo duas componentes conexas. 
I 

Se H é conexo temos H = H
0 

= S , logo H é topologicamen-

te isomorfo a 50(2). Suponhamos então que H tenha exatamente 

duas componentes conexas. Como 50(2) é a componente conexa da 

identidade de 0(2), 50(2) ê um subgrupo normol de 0(2), logo 
1 

0(2)c N
50

(
3

) (5 ) . Como 50(2) é um subgrupo de rndi ce 2 de 0(2) 

temos 

~ z 
2 

1 I 
Isto prova que 0(2) = NSO(]) (S ) , e como H c NSO(]) (S ) , segue 

que HC 0(2). Tomemos gcH te:;] que g4H
0

• Enti:ío gS0(2) é a comp~ 

nente conexa que não contém a identidade para 

por (2.3) e o fato que H 50(2). Portanto H 
o 

ambos H e 0(2), 

~ 0(2). Isto 



- 20 -

completa a demonstração. 

Para estudar o caso d = 2 usaremos algumas noçoes sob r e 

~lgebras de Li e. Sabemos que um grupo de li e conexo G e abel ia 

no se e somente se a sua álgebra de Lie L é abeli-ana, isto é, 

[A,B] = O para todo A e 8 em L. (cf. Hausner-Schwartz, Theor. 

11, p. 77). Também sabemos que a álgebra de Li e de S0(3) e o 

espaço vetorial das matrizes reais anti-simêtricas de ordem 3 

(cf. Chevalley, Prop. 5, p. 8). Por outro lado lembremos (cf. 

Jacobson, p. 11) que se L é álgebra de Lie de dimensão 2 nao 

abeliana então existem geradores x e y de L tais que [x,y]=x. 

Temos também que existe uma correspondência biunívoca entre 

os subgrupos de Lie conexos de um grupo de Lie G e as subálg~ 

bras das álgebras de lie de G (cf. Chevalley, Theor. 1, p. 109; 

ou Helgason, Theor. 2.1, p. 102). Estes fatos serão utilizados 

na seguinte observação e na Prop. (2.12) 

(2.11) Lema: Seja L a álgebra de Lie de 50(3). Então L 

não possui subâlgebras de Lie não abelianas de dimensão 2. 

_Q_emonstr_iição: Seja Q uma subâlgebra de Lie de L não abe-

liana de dimensão 2. Pelo dito acima Q admite geradores 

A
2 

tais que [A
1

,A
2

] = A
1

. Como A1 e A
2 

são antisimetl-icas po­

demos escrever 

o a I b I o a2 b2 

AI -a o c I A2 = -a o c2 I 2 

-b 
I -c I o -b 

2 
-c 

2 
o 
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Logo 

O c
1

b
2

-b
1

c
2 

~ -c
1

b
2

+b
1

c
2 

O 

c 1a 2-a 1c 2 -b 1a 2+a
1

b
2 

A relação [A
1

,A 2] = A
1 

nos fornece o seguinte sistema 

c
1

b
2

-b
1

c
2

=a
1 

-c
1
a

2 
+a

1
c

2
=b

1 

b
1

a
2 

-a
1

b
2 

=c
1 

Se fixarmos A
1

, sabemos que A
2 

ê uma solução deste sistema li 

near com coeficientes a
1

, b 1 , c 1 . Como A
1 

é um gerador;a
1

,b
1 

e c
1 

nao são simultaneamente nulos. Supondo por exemplo c
1
+o 

e usando operaçoes elementares sobre as linhas da matriz dos 

coe fi cientes 

o c 1 -b 
a ll 1 

-c o a 1 

: :J 
1 

b 1 -a o 
1 

se demonstra que ela e equivalente -a matriz 

o c 1 -b 
1 a 1 

-c1 o a 1 b 1 

o o o 2 2 2 
a

1
+b

1
+c

1 
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Portanto o sistema linear acima admite soluções somente quan­
2 2 2 

do a 1+b 1+c 1=o. Então, em particular, 

go nao existem subálgebras de Lie de 

são 2. 

c1 =O, contradição. Lo­

L não abelianas de dimen 

O seguinte resultado completa a descrição dos subgrupos 

fechados próprios infinitos de S0(3). 

(2.12) f_roposição: 50(3) nao tem nenhum subgrupo fechado, 

prôprio e infinito de dimensão 2. 

Demonstração: Seja H um subgrupo fechado, próprio e infi 

nito de 50(3) de dimensão 2. t claro que a componente conexa 

da identidade H de H tem dimensão 2. Se H 
o 

2-toro por (2.5). Mas por (2.9) e (2. 7) os 

é abe 1 i ano, H é um 
o 

toros maximais de 

50(3) têm dimensão 1. Logo H não é abeliano. Por outro 1 a do, 

já vimos em (2.11) que a álgebra de Lie de 50(3) nao tem sub­

álgebras não abelianas de dimensão 2. Isto c0mpleta o demons-

traçao. 

Resumimos agora o conteÚdo de (2.2), (2.10) e (2.12) co-

mo segue. 

(2.13) Proposição: Os Gnicos subgrupos fechados, próprios 

e infinitos de 50(3) são 0(2) e 50(2). 

Chegamos assim ao objetivo principal deste capÍtulo. 



- 23 -

(2.14) Proposicão: Sejam I o grupo icosaédrico e N(I) o 

normal i zador de I em S0(3). Então N( I) = I. 
- -Demonstração: Primeiramente demonstraremos que I nao e 

um subgrupo normal de S0(3). Consideremos para isso uma 

ortonormal {e 1 ,e
2

,e
3

} de IR 3 tal que o eixo x gerado por 

ja um eixo digonal de rotação no dodecaedro regular. A 

base 

e 1 s~ 

idéia 

e considerar uma reflexão do dodecaedro em relação ao eixo x 
- - IR3 -e conjuga-la por uma rotaçao no de angulo suficientemente 

pequeno em relação ao eixo z, observando que esse eixo, orto­

gonal ao eixo di gana!, não é um eixo de rotação no dodecaedro. 

Demonstraremos assim que essa conjugação não pode pertencer a 

I. 

De fato seja 

o o 

h " o - I o 

o o - I 

a matriz da reflexão do dodecaedro regular em relação ao eixo 

x. Tomemos um gsS0(3) cuja matriz em relação à base fixada se 

ja 

cose -sen8 o 

g "" sen6 c os e o 

o o 

onde e e ta I que o < o < 
2n 

isto - ma t r i z de e' g e uma r o ta-
I O 

-
çao de e radianos em to r no do eixo z. Temos 

[c os G 
-senO 

~l[~ 
o oH c os e senO 

:] ghg 
- I 

sen8 cose - I O -senO cose " 
o o o - I O o 
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cos 28 sen 28 o 

sen 28 -cos 26 o 

o o -I 

e observamos que esta Última matriz e igual ao produto 

o o c os 28 sen 20 o 

o - I o -sen 28 c os 28 o h Q I • 

o o - I o o 

Então ghg 
- I 

hg I' onde g' - matriz indicada a c i ma. Se ghg 
-I 

= e a 

I teríamos 
-I - I d, pois h E: I. Mas então g' pertencesse a h gh g 

pertenceria a I, o que é impossível ,pois pela nossa escolha de 

2 2n - d -ddd 8 va Je O < e < --
5
-, e o menor angulo e rotaça? o o ecae-

d I d . . . ~ 21T P I ro regu ar que o etxa 1nvar1ante e --
5
-. ortanto nao e 

um subgrupo normal de $0(3) e N(I) está contido estrí tamente 

emS0(3). 

Por (2.1), I e o subgrupo finito maximai 

está contido em S0(2) ou 0(2}, que por (2.13) 

de SO (3) 

sao os 

subgrupos fechados, prôprios e infinitos de S0(3). Como 

é fechado e contém I, temos N(I) =I, como queríamos. 

e nao 

Únicos 

N (I) 



CAPTTULO I I! 

O REVESTIMENTO UNIVERSAL DE S0(3) 

O objetivo deste capítulo é obter o espaço de revestimen 

to universal de 50(3). Para atingirmos este objetivo introdu-

zimos algumas noç6es sobre a 

ficamos a esfera unitária s3 

álgebra dos quatérnios e identi-
4 

de IR com o grupo multiplicativo 

dos quatérnios de norma 1. Esse procedimento nos permite obter 

uma representação o rtogona 1 f: S 3 --+ SO ( 3) que res u 1 ta se r uma 

aplicação de revestimento. A nossa exposição segue de perto 

Chevalley, pp. 38-39- O resultado final aparece enunciado na 

Proposição (3.11). 

(3.1) Definição: A álgebra dos quaternios, denotada por 

H, é a álgebra sobre o corpo ffi. dos nÜmeros reais definida por 

urna base de quatro elementos e
0

, e
1

, e
2

, e
3 

que satisfazem 

e e. = e.e =e. (O<i<3) 
O I I O I 

= e (1<i<3) 
o 

Todo quatêrnio q pode ser expresso de uma maneira única 

como 

com coeficientes 

dimensão 4 sobre 
a i 

IR. 

3 
q = I aiei 

i ""o 

reais, e ê óbvio que H é uma âlgebrd 

O quatérnio 
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e 
o 

c o elemento unidade de 

de 

H 
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e a multiplicação acima e associativa mas 
-

nao comutativa. Se 
-q e como acima, as condiç~es q e. ~ 

I 
e. 

I 
q para O < i _:: 3 implj_ 

álgebra H coincide com cam 

IR e 
o 

a
1 

= a
2 

= a
3 

=O. logo o centro da 

(3. 2) Definição: Dado um quatérnio 

q = a e + o o 

3 
I 

i= 1 

definimos con~gada 
- (ou de a q q q por 

3 
q a e I a. e. 

o o i =d 
I I 

As propriedades seguintes decorrem da definição: 

a) (aq+bq')-= a(j+béj' para todo a,bdR e q,q'eH; 

b) (qq') 

c) q = q para todo qEH . 

(3.3) Definição: Dado um quaternio 

3 
q " I 

i =0 
a.e. 

I I 

definimos a norma N(q) de q por 

3 
N(q) " I 

i =0 

2 
a. 

' 

t óbvio que N(q) ê um numero real nao negativo e que 
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N(q) =O se e somente se q =O; e e fácil ver i ficar que 

N(qq') = N(q)N(q 1
) (cf. Chevalley, p. 17). A existência da nor 

ma implica que H é uma álgebra de divisão, isto é, para cada 

quatérnio não 
- 1 - 1 

qq = q q = 

de qcH, q~. 

nulo q existe um (Gnico) quatérnio q- 1 tal que 

e 
o 

De fato, o quatérnio (N(q))- 1q é a inversa 

Notemos também que se B é o produto interno usual no es­

paço vetorial real subjacente a H temos B(q,q) = N(q) para to 

do qcH. Se escrevemos B(q,q) = 11 qll 
2 

temos então N(q)= 11 qll 
2 

p_a_ 

r a todo qE::H. 

(3.4) Definição: Um grupo de transformações e uma terna 

(G,X,8), onde G é um grupo topolôgico, X é um espaço de Haus­

dorff e 8:GxX--+ X é uma aplicação contínua tal que: 

(1) 6(g,6(h,x)) = B(gh,x) para todo g,hcG e xcX; 

(2) 6(1,x) = x para todo XE.X, onde 1 é a identidade de G. 

A aplicação 8 é chamada uma ação de G sobre X. O espaço X 

com uma aç~o e de G ~ chamado um G-espaço. Para cada xsX, o 

subespaço 

G(x) = {G(g,xlcXIgeG} 

e chamado a órbita de x sob a açao de G. 

Sejam agora H* o grupo multiplicativo dos quat~rnios nao 

nu I os 

demos 

e K o subgrupo dos quat~rnios de norn1a 1, f claro 

identificar K com a esfera unitária s 3 de IR 4 . Por 

que p 2. 

outro 

lado, seja Hp o subespaço dos quat~rnios puros de H, ou seja,o 

gerado por e
1

, e
2 

e e
3

. 
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(3.5) Lema: Seja 6: s 3xH-+ H a aplicação definida 
---1 

e(q,q'} qq'q d 3 e para to o qtS e todo q 1 EH. Então é 

por 

uma 

ação ortogonal sobre o espaço vetorial real H que deixa inva­

riante Hp 

Demonstração: t óbvio que e e contínua e satisfaz as con 

dições de 

qE:S3 seja 

par a cada 

(3.4}, logo e é uma ação de s 3 sobre H. Para cada 

agora 6 : H--+ H a ap 1 i cação defini da por 8 (x)=8(q,x) 
q q 

xsH. Como 

-J -1 -1 
N(S (x})=N(qxq }=N(q}N(x}N(q }=N(q}N(q} N(x}=N(x} 

q 

para todo qts 3 e xEH, e como N ( y} = IIYII2 
para todo yCH, vemos 

que cada 8q preserva a norma usual 11 11 de cada vetor em H.Lo 

go cada e e uma transformação ortogonal deste espaço vetorial 

real; ist~ e, e ê uma ação ortogonal de s 3 sobre H. Além dis 

so, par a todo a
0

dR e qsS 3 temos 

- 1 - 1 
e(q,a e )=q(a e )q =a qq e =a e 

o o o o o o o o 

Assim 8 fix<l o subespaço de H gerado por e
0

, de modo que o CO_!!! 

plemento ortogonal 

sob esta açao. 

deste subespaço, isto e, H ' p 
e invariante 

O nosso próximo passo é mostrar que a ação 8 fornece uma 

representação ortogonal do grupo topológico s 3 . 

(3.6) Lema: Existe um homomorfismo conti"nuo f: s 3 -r 50(3) 

de grupos topolôgicos. 

Demonstração: Como 8 é ortogonal e o subespaço gerado por 

e
0 

e fixado por 8, para cada quatêrnio q de norma 1 a matriz da 

aplicação 8q em relação .J base ortonormal {e
0

,e 1 ,e 2 ,e
3

} ê uma 
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soma direta !l!eJA onde 
q 

numero considerado como ma !I I é o 

triz e A(q) ê a matriz ortogonal de ordem 3 da restrição de 

8 ao subespaço dos quatérnios puros. Podemos então definir 
q 3 

uma aplicação f: S ~ 0(3) por f(q) = A(q). Como O 1 =8 oü 1 3 qq q q 
para todo q,q'sS , temos A(qq') = A(q)A(q 1

), Jogo fê um hemo 

morfismo de grupos. Na base fixada, para cuda q=(a0 ,a 1 ,~ 2 ,a 3 ks3, 
A(q) se escreve como 

2 2 2 2 
a

0
+a

1
-a

2
-a

3 

A(q) • 2(a
1

a
2

+a
0

a
3

) 

2(a
1

a
3
-a

0
a

2
) 

2(a
1

a
2

-a
0

a
3

) 

2 2 2 2 a
0

-a
1

+a
2
-a

3 

2(a
0

a
1

+a
2

a
3

) 

2(a
0

a
2

+a
1

a
3

) 

2(a 2 a
3

-a,
0

a
1

) 

2 2 2 2 a-a-a+a 
o I 2 3 

Como cada elemento da matriz A(q) depende continuamente de q 

deduzimos que f é contínuo. 

3 4 - ( O subespaço S de lR e conexo cf. Chevalley, Lemma 

p. 36), e como f é um homomorfismo contínuo, f(S 3 ) esta conti 

do na componente conexa da identidade de 0(3); isto ê, 

f(S 3 )c.S0{3). Logo fê uma representaçao ortogonal contínua de 

s3 

(3.7) Lema: O homomorfismo f: s 3
----7- 50(3) ê sobrejetor. 

Demonstração: Consideremos o quatêrnio q=(cos\)e
0
+(sen\)e 1 

de s 3 onde ÀEIR. Um câlculo simples nos mostra que a matriz de 

e 
q da forma 

o 
o 

cos2), 

senZÀ 

o 
o 

-sen2À 

cos2Ã 

IJNICAM~ 

tiiUQmA ÇUTtAl 
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Portanto 

f(q) = [~ 
o 

c os 2 À 

sen2À 
-se~nJ 

c os 2 À 

e f(q) é uma matriz de rotação no IR 3 em torno 

do por e
1

. Como À foi tomado arbitrariamente, 

do eixo x
1 
ger~ 

f(S 3 ) contem o 

grupo G
1 

de todas as matrizes de rotações em torno desse eixo. 

Analogamente, f{S 3 ) contém o grupo G
2 

das matrizes de rotações 

em torno do eixo x
2 

gerado por e
2

. Basta observar que, para el~ 

mentes de s3 da forma q 1 =(cosÀ)e
0

+(-senÀ)e
2

, onde À8R, obtemos 

f ( q' ) 

o -se~ H] 
cos2À o 

Prr;>varemos que os grupos G
1 

e G
2 

geram 50(3), o que implicará 

q ue f ( S 3 ) = S O ( 3) . 

A idéia é an~loga ~ utilizada em mec~nica cl~ssica par a 

f<Jtorizar, mediante os ângulos de Euler, uma rotação qualquer 

como produto de três rotações que 

cial simples. Sejam n:.S0(3) eM o 

r(M) = ±M, então rsG
2

• Suponhamos 

-possuem uma expressao matri 

ponto (1,0,0) deJR 3 . Se 

r(M) + ±M. O eixo x 1 e a re 

ta determinada pela origem e r(M) determinam um plano que in­

terseciona o plano x 2x
3 

segundo uma reta ~ que faz um ~ngulo 

a com o eixo x
3

. Se 

o 
cosa 

se na 

-entao s 1 e um elemento de G
1 tal que s

1
(r(M)) do -e um ponto 
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plano x
1

x
3

. Esse ponto esta a uma distância unitária da ori­

gem, e a reta determinada por ele e a origem forma um ângulo 

e com o eixo x
1

• Então 

o 

o 

é um elemento de G
2 

tal que s
2

{s
1

(r(M})) ""M. Isto quer dizer 

subgrupo que s
2

s 
1 

r é um elemento de G
1

, porque G
1 

é o 

50(3) formado pelas rotações que deixam M invariante. 
' existe sJEG 1 tal que s

2
s

1
r"' s 1 , ou seja, r"' 

- 1 - 1 1 s, 52 s,. 

de 

Logo 

Por-

tanto r pertence ao grupo gerado por G
1 

e G2 . Assim o homomor 

fismo f:S 3 ---+ $0(3) é sobrejetor, como desejávamos. 

(3. 8) Lema: O núcleo do eplmorfismo f: s 3 --+ 50(3) -e i so 

morf_o a z2 . 

-º..!monstração: Seja 

q:::ae + 
o o 

um elemento do núcleo Ker(f) de f. Então f(q) é a matriz iden 

(3.6) a restrição de e 
q 

ao subes-tidade 1
3 

de ordem 3, e por 

paço dos quatérnios puros é a aplicação idêntica. Portanto,p~ 

ra todo quatérnio r, 
- 1 

temos q rq 

Isto é, q pertence ao centro de H, 

de (3.2) a e 
o 

Como N(q) 

donde q r = rq . eq(r) " r, 

e pelo que foi di to antes 

= 1 J devemos te r a = ± 1. 

Portanto 

temos q = 

Ke r (f) é isomorfo a z
2

, como queríamos. 

Demonstraremos agora que o epimorfismo contínuo f:S 3 --+-s0(3) 

e uma aplicação de revestimento. Observemos primeiramente que 
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s 3 e 50(3) são conexos 

3, p. 37) e que S0(3) 

homeomorfo a IR 3 

(cf. Chevalley, lemma 1 • p. 36, e P rop. 

ê localmente conexo por ser localmente 

(op.cit., P rop, 6' p. 8) . 

. 
(3.9) Lema: A aplicação contínua f: s 3 ~ so(3) e um ho-

meomorfismo local. 

Demonstraça-o: Consideremos a 

g:s3xs 3xs 3 ..........._._ s 3 dada por g(a,b,c) 

à-1)1 i cação contínua 
- 1 3 

~ abc . Como S e um esp~ 

ç o T 
1 

ex '1 s te uma v'1z'1nhança W de e que não 
o 

contém- e 
o 

Por 

aberto \~ 1 ser uma vizinhança, W contêm um 

continuidade de g em (e ,e ,e ) existe um 
o o o 

que contém e . Pela 

aberto Z de ~ 3 xs3xs3 
oue contém (e ,e ,e ) ' o o o tal que g(Z)C W1

• Consideremos agora vi_ 

zinhanças fechadas z
1 
,z

2
,z

3 
de e

0 
tais que z

1
xz

2
xz

3
c z. 

53. Como s 3 
Então 

c com-V== z
1
nz

2
nz

3 
é: uma vizinhança fechada em 

pacto, v e uma vizinhança compacta de e em s3 tal que . o 
g(V,V,V) = VVV-l não contém ~-e Se q, q 1 cV são tais que 

o 
f(q) = f(q 1 ), vale f(q q•- 1) ""r

3
, donde qq 1 -

1 ""±e por (3.8) 
-1 -1 -1 -1 o 

Mas qq 1 e
0

qq 1 pertence a VVV . Logo qq 1 ""e
0

, donde 

q ""q 1
• Portanto, a restrição f]V de f a V, que é contínua por 

(3.6.), é também injetora. Como V é compacta, f]V é uma aplica 

çao fechada de V sobre f(V) e é portanto um homeomorfismo so­

bre f(V). 

Mostremos agora que f(V) é uma vizinhança da matriz iden 

tidade 1
3 

em 50{3). Consideremos para isso uma vizinhança abe__r:. 

ta v1 de e
0 

em s 3 tal que v1c V. Então A = s~-~v 1 U (-e
0

)V 1) é 

compacto, porque v
1 

U (-e
0

)V
1 

é um aberto e 5 e um compacto. 

Seja 'lL = 

de I 
3 

em 

1 i a C de 

e somente 

{Ui}iEI a família 

50(3). Recordemos 

de todas as vizinhanças compactas 

(cf. Kelley, p. 135) que uma famí-

conjuntos tem a propriedade de interseção finita se 

se a interseção dos membros de cada subfamília fi.ni 

ta de C é não vazia. Como A é compacto, 

{f- 1 (U.)()A}. 
1

de fechados de A tivesse a 
. I I E: 

a família 

propriedade de in-



- 33 -

terseção finita existiria um elemento q em A tal que f(q) pe!: 

tenceria a U., para todo Índice i (cf. op. cit., Theor. 1, p. 
' 

136). Logo teríamos f(q) ""1
3

, o que é impossível pois A não 

contém Ker(f). Portanto {f-
1
(U.)()A}. 

1 
não tem a propriedade 

' ' E 
de interseção finita. Observamos que toda interseção finita de 

- 1 
conjuntos f (U.)nA é novamente um conjunto desta forma; com 

' 
efeito, 

,1\J(f- 1 (U.) (\A) 
'E ' 

= (.I\Jf- 1(U.))fiA = 
'E ' 

- 1 
(f (.1\J 

'E 
U.))f\A 
' 

e se J 

50(3). 

ê f i n i to , i~ Ui é uma v i z i n h a n ç a (c o mp a c ta) de I 
3 

em 

Logo, existe uma vizinhança compacta U de 1
3 

em 50(3) 
- 1 

ta 1 que f (U)(\A=1J. Portanto, 

e daí segue que 

Como Ker(f) = {±e
0

} por (3.8), temos f(V
1
)=f((-e

0
)V

1
) e 

f(V)."' f((-e
0

JV). Portanto f(V
1
), e a fortiori f(V), contém a 

vizinhança U de 1
3

. Logo f(V) é, por sua vez, uma vizinhança 

de 1
3 

em 50(3). Além disso, rlv 1 :v 1 ~ f{V
1

) é um homeomorfi~ 

mo entre vizinhanças abertas de e
0 

em s 3 e de I
3 

em 50(3); ou 

seja, f é um homeomorfismo local em e . 
o 

Se agora qES 3 , qV
1 

é uma vizinhança aberta de q em s3. 
Como f(qv

1
) = f(q)f(V

1
)e f(V

1
) e uma vizinhança aberta de 1 3 

50(3), f(qV
1

) é uma vizinhança aberta de f{q). A aplicação 

f I ( q v 
1 

) : q V 
1 
~ f ( q V 1 ) é uma b i j e ç ã o sob r e f ( q V 1 ) p o i s f I V 1 

é uma bijeção, e é Contínua pois é restrição da aplicação co.::_ 

tínua f: s 3 ---- 50(3). Além disso, se V 1 e um aberto em qV 1 ,v 1 

é da forma qV
2 

para um aberto v 2 em v 1 • Como a restrição f)v 1 

em 
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é um homeomorfismo sobre f(V 1), ela é uma aplicação aberta, 

donde f{V 2 ) é abel-tO em f(V 1). Portanto f{qv
2
)=f(q) f(V

2
) é 

aberto em f(q)f(V
1
). Então fl(qv

1
) é uma aplicação aberta e 

portanto um homeomorfismo. Em outras palavras, f é um homeo­

morfismo local, como querÍamos. 

(3 .lO) Lema: A tripla (s 3 ,f,S0(3)) 

universal de duas folhas. 

e um revestimento 

Demonstração: Utilizando (3.6), {3.7), o que foi ditoan 

tes de (3.9), e o fato de s c r S 3 s i mp 1 e s mente conexo (c f. 

Lyra, Teo1·. 10.4, p. 50), vemos que basta provar que para CE_ 

da AES0(3) existe uma vizinhança aberta W de A em 50(3) tal 

que f- 1 (w} é uma reunião disjunta de abertos w
1

, w
2 

em s 3 

tais que ri~J.: w.--- w sejam homeomorfismos para i=1,2. 
I I - 1 3 

Sejam A um elemento de 50(3) e qEf {A), Se q 1 E.S , a re 

lação f(q) = f(q') implica q q'- 1EKer{f) =={±e}, donde q''"'q 
o 

ou q'=-q. Como fê um homeomorfismo local por {3.9), usando 

a notação desse lema temos os homeomorfi smos f\qV 1 :qv 1 ~ Af(V 1) 

e fl(-q)V 1 :(-q)v 1 ~ Af(V
1
), onde Af(V

1
) é uma vizinhança abe.r 

aber.ta W de A. Os abertos W
1

=qV
1 

e W
2

=(-q)V
1 

são disjuntos , 
-l 

pois qy1:=;(-q)y2 implicaria y
1
=-y

2
para y

1
,y

2
EV 1 , donde e

0
y 1y

2
=-e

0
, 

isto é, -e svvv-l uma contradição. Logo f é uma aplicação de 
o 

revestimento de duas folhas. 

Podemos resumi r o conteúdo deste capítulo da seguinte ma 

ne i r a, 

(3.11) E....!:~iça-o: Existe uma representação ortogonal 

f: S3-t- 50(3) tal que a tripla (s 3 ,f,S0(3)) é um revestimen 

to universal de duas folhas. 



Neste capítulo 

urna var·iedade c 00 

de 

CAPITULO I V 

A VARIEDADE y3 

mostra r e mos que o espaço 

dimensão 3, orientável, 

mo 1 o g i a sobre os inteiros que a esfera us ua 1 

I3 S0(3)/I -
" e 

e com a mesma h o-

sl. Em ( 4 . 1 ) a 

(4.5) utilizaremos algumas tecnicas algêbricas para mostrar 
- 1 3 

que]'/[!', I']" O, onde I'" f (I) e f, S ~ 50(3) é a 

aplicação de revestimento do Cap. III. Este resultado fornece 

rã em (4.21) o primeiro grupo de homologia singular de I 3 . Em 

(4.6) a (4.18) usaremos alguns fatos sobre revestimentos e 

orientabi 1 idade para mostrar que I 3 é uma variedade C
00 

de di­

me n sã o 3 e o r i e n t á v e 1 . F i na 1 me n te , em ( 4 • 1 9 ) a ( 4 , 2 7) u t i 1 i z a 

remos alguns teoremas fundamentais da teoria de homologia pa­

ra calcular os grupos de homologia de J: 3 sobre os inteiros. 

(4 .1) Sejam f: s3 ---+ 50(3) a aplicação de revestimento 

estudada no Capítulo III e I' a imagem inversa de I C 50(3) 

por f. lembrando que (s3,t,S0(3}) é um revestimento de duas 

folhas (cf. (3.10)) e que I tem ordem 60 (cf. (1.9)), deduzi-
- 1 3 mos que I • "' f (I) e um subgrupo de S de ordem 120. 

(4.2} Recordemos que {e
0

,e 1,e 2 ,e 3} foi 

base ortonormal da ~lgebra H dos quat~rnios 

tomado como uma 

sobre os reais, e 

que {e
1

,e
2

,e
1

} e a base do subespaço Hp dos quatêrnios 

(cf. {3.4)). Como Vimos em (3.6 ) , para cada quaternio q 

pu r os 

de 

s" 3 , f(q) E 50(3) e a transformação dada por f(q)q 1 qq'q-l p~ 

r·â todo q 1 EIR3. 

Observamos agora que 

- 35 -
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f(e
1
)e

1 
- I 

= e 1 e 1 e 1 = e I 

f(e
1
)e

2 
- I = e 1 e 2e 1 = -e2 ' 

f(e
1
)e

3 
- I = e 1 e 3e 1 = -e 

3 

Isto significa que f(e
1

) e a rotação de 180°no IR3 em torno do 

e 1 . Analogamente f(e
2

) e f(e
3

) são rota-eiXO 

-çoes 

x
1 

ger.:'ldo por 

de 180° no m3 dos eixos x
2 

e x
3 

gerados respec-

tivamente por e 2 e e
3

. 

(4.3) Em (1.11) construímos um cubo inscrito no dodecae­

dro regular. Segue dessa construção que o grupo das simetrias 

di retas do dodccacdro contêm o grupo das simetrias di retas 

do cubo inseri to, e portanto que I contém as rotaçoes de 180° 

em torno dos eixos x 1 , x 2 e x
3

. Pela conclusão de (~.2) dedu-

z i mos e n tão q ue f (e . ) E: I , donde e . c: f- 1 ( I ) "" I ' { 1 < < 3) . 
I I 

Por outro lado, o comutador de e
1 

e e
2 

pertence a 

[] ',!']. -1-1 d d . [!',!'] Como e
1

e
2

e
1 

e
2 

= -e
0

, e uz1mos que contem 

{:.':e}= Ker(f). E: ôbvio que Ker(f) e um subgrupo normal de 
3 o s . 

A seguinte asserçao, cuja demonstração pode ser vista em 

Rotman, Th. 2.17, p. 27, se rã uti I i zada em (4.5). 

(4 .4) Lema: Sejam K um subgrupo normal de um grupo G e 

p~ G---+ G/K a projeção natural. Então p define uma correspon-

dência biunívoca entre o conjunto de todos os subgrupos de G 

que contêm K e o conjunto de todos os subgrupos de G/K. Se o 

subgrupo de G/K correspondente a ScG ê denotado por S*, valem: 
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(i) S* = S/K = p(S) 

(i i) Te: S se e somente se T *cs·\ e então (S:T)=-(S*:l*) 

(iii) T é normal 

então S/T = S*/T*. 

(4.5) Por (i) e 

onde 1 1 *'"'- 1 1 /{±e} e o 

-em S se e somente se T* e normal em S'A·, c 

( i i i ) de 

[I ' , I 'J * 
( 4. 4) temos I '1 [r', I ']~I ' * 1 [r ' , I 'J *, 
= [l 1 ,l 1 ]/{±e

0
}. Pela prÓpria 

definição de I' temos I'*= I. Por outro lado, como 1'/[I',I'] 

e abeliano, 1 1 */[1',1']* é abeliano e como [I.I] é o menor sub 

grupo H de I tal que I/H c abeliano, vale [I,I]c [1',1 1]*. Su 

ponhamos que exista um subgrupo L de I tal que [I.I]cL~[I 1 ,I'J 

Então existiria um subgrupo L' de I' que, pela biunivocidade 

da correspondência mencionada em (4.4), satisfaria L'~ [1 1
, rJ. 

Como I/L é abeliano se teria 1'/L' abeliano, contradizendo o 

fato que [I',I'] é o menor subgrupo H 1 de I' tal que 1 1 /H' e 

abeliano. Logo um tal grupo L não pode existi r, e entao 

[I • I] = [I ' , I 'J *. 
Portanto, 1 1 /[1 1 ,1 1

] = 1/[I,I], e como este Último gru­

po e trivial p_or {1.15), temos I 1 /[I 1 ,I 1] =O .. 

Consideraremos agora o espaço quociente I3=50(3)/I. Para 

atingir o objetivo descrito no início do capítulo utilizaremos 

o seguinte resultado da teoria de revestimentos, cuja demons­

tração pode ser vista em Lyra, Exemplo 3, p. 98. 

(4.6) Lema: Sejam G um grupo topológico conexo e localmen 

te conexo por caminhos e H um subgrupo discreto de G. Então a 
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projeção natural p: G .....-..+ G/H ê uma projeção de revestimento. 

(4.7) Definamos agora uma aplicação contínua f*:S3/I 1--S0(3)/I 

de modo que no diagrama 

onde p 1 e p 2 sao projeções de revestimento por (4.6), valha 

f*op
1

=p 2of. Coloquemos para isso f*(g I')=f(g)l, onde gES3. Co­

mo l'=f- 1{I},é claro que f*está bem definida, é injetora, e tor 

na o diagrama comutativo. Além disso f* é sobrejetora, contí­

nua e aberta, pois f, p 1 e p 2 possuem estas propriedades por 

t3.10), (4.6) e a Prop. 14.2 de Lyra, p. 97. Portanto f* e um 

homeomorfismo. 

(4.8) Consideremos agora a aplicação 8: I•xs 3 
--t- s3 defi 

nida por S(g,x)=gx para todo gt:l' e todo xES 3 , onde a justap~ 
sição indica o produto quaterniônico em s 3 . t imediato verifi 

car que 8 é uma ação de P sobre s 3 e que para cada gE 1' a 

aplicação eg:$3--+ s 3 definida por eg(x)=e(g,x) é um difeomor 

fismo de s3 (cf. Bredon, p. 33). 

(4. 9) Definição' 
- -

~opri a mente Uma açao e:GxX~X e di ta 

descontínua se cada ponto xsX possui uma vizinhança U tal que 

U f'l (gU)='fl para todos os elementos g de 

tidade e. Se esta condição é satisfeita 

G diferentes da iden­

dizemos também que o 
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grupo G ~(ou atua) de maneira propriamente descontínua so­

b r e X. 

Decorre de Lyra, Exemplo 3, pp. 98-99, que a açao 8 de 1 1 

sobre s 3 definida em (4.8) é propriamente descontínua. 

(4.10) Como s3 é simplesmente conexo (cf. Lyra, Teor.10.4, 

p. 50) o revestimento (s 3 ,p
1
,s 3;r•) é universal. Utilizando o 

Cor. 17.8, p. 124, e o Teor. 17.14, p. 127, de Lyra, e a asser 

ção incluída em (4.9) deduzimos que 1T
1

(s 3;I')""I 1 • Por (4.7) 

temos então 1T,0: 3)=I' 

Os resultados que seguem serao utilizados para munir I 3 

de uma estrutura de variedade w -C orientavel. A nossa rc f e rGn-

cia principal a este respeito e Brickell-Clark, 

guintes, 

(4.11) Definição, 
o• 

Seja M uma variedade C . 

pp. 119e se-

Dizemos que M 

e orientável no sentido da geometria diferencial (ou simples-

mente, orientâvel) se 

todo pac (U,~), (V,~) 

existe um atlas A sob•-e M t<'ll que para 
- I 

de elementos de A vale dctD(~~ )>O so-

b r e ~ ( u n V) . Um par lM,A) ê denominado uma variedade orienta-

da. Uma orientação sobre M é uma escolha de atlas A sobre M 

que satisfaz a condição acima. 

(4.12) Definição: Sej<:~m V um 

mensão finita n e B"'{e
1

, ••• ,en} e 

V, de modo que 

espaço vetorial real de di 

B'={e]•· .. ,e~} duas bases de 
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n 
e. = / A .. e. 

J Í = 1 J I 
j = 1, ... n 

onde A= (A .. ) e uma 
J I 

equivalência 11 8 'V 8 1 

ma t r i z r e a 1 na o s i n g u 1 a r. 

se e somente se detA > 0 11 

A relação de 

nos fornece 

uma partição do conjunto das bases de V em duas classes deequ_!_ 

valência. Cada uma dessas classes ~ chamada uma orientação de 

v. 

(4.13) Lema: Seja M uma variedade C
00 

de dimensão n. Então 
1 n 

uma carta local (U,h) de M, onde U e conexa e h=(h , ... ,h ),,d~ 

termina para cada wsU uma orientação no espaço tangente T M , 
1 n w 

dada pela base {(a/ah )
00

, ••• , (3/3h )
00

} desse espaço. Al~m dis 

so, M ê orientável se e somente se existe um atlas A sobre M 

tal que para todo par (U,ij.l), (V,tjJ) de elementos de A com 

unv =f cp, o determinante da matriz mudança de bases determin~ 

das poc (U,~) e (V,~) 

vo. 

em T M, wsUf\V, 
w 

for estritamente posi ti 

Demonstração: A primeira asserção decort-e das definiçÕes. 

Suponhamos M orient.3vel. Por 

tal que para todo par (U,!}I), 

det D(~~- 1 ) >O sobce ~(unv) 

(4.11) existe um atlas A sobreM 

(V,!j.J) de elementos de A vale 

Mas por (4.12) isto quer dizer 

que as bases determinadas em T M, wsU n V, por (U,~) 
w e (v'~) 

pertencem à mesma orientação de T M. 
w 

A recíproca e análoga. 

(4.14) Definição Seja t~ uma variedade em Uma orienta-

~sobre M ê uma aplicação G que associa a cada md1 uma base 

do espuço tangente TmM determinada corno em (4. 13) por uma ca..!.:. 

ta local ( u' ~) ta i que U -c conexa e ms_u:. Chamamos opar(M,S) 

de variedade orientada. 

Por (4.13) as definições que acabamos de dar sao equiva-
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lentes as introduzidas em (4.11). 

(4.15) Definição: Sejam M uma variedade C
00 

orientada (no 

sentido de (!1.14)) e <I> um difeomorfismo de M sobre si mesmo. 

Dizemos que <P ~eserva a orientação de M se para cada mc:M o 

isomorfismo dtJl :T M--+ T"'( )M associa a cada base de T M da 
m m '~' m m 

orientaçio de M uma base de T~(m)M da mesma orientação. 

(4.16)Lema: Seja 8:I'xs 3 - 53 a açao de I 1 sobre s 3 da­

da em (4.8). Então para cada gt:.I', o difeomorfismo e
9
:s 3 -s3 

preserva a orientação de s3. 

Demonstração: s 3 é orientada por e.g. Brickell-Clark,Exam 

ple ].1L3, p. 120. Fixemos uma orientação sobre s3. -
Por (4.8) temos e

9
(x)=gx para todo gsl 1 e todo XESJ, on­

de a justaposição indica o produto quaterniônico. Escrevamos 

g=(g
0

,g 1 ,g 2 ,g
3

) e x=(x
0

,x 1 ,x 2 ,x
3

) 4a bas~ {e
0

,= 1 ,e 2 ,e
3

}_ doCa 

pítulo III. Então, definindo tJ: R~ :R por e (x)"'gx,e e 
4 g g g 

uma extensão de e a R e 
g 

e(x)=gx 
g 
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Observamos que a matriz jacobiuna de e
9 

-e dada por 

go -g 1 - g2 -g 
3 

g 1 go -g 
3 g2 

92 93 go -g 1 

g3 -g 2 g 1 go 

. 2 2 2 22 
O determinante IJ. desta matriz vale (g +g 1+g

2
+g

3
) para qual-

3 o -
quer (g

0
,g 1 ,g 2 ,g

3
)c:I•. Como ~'C S temos fl=l, logo e

9 
e uma 

transformação ortogonal de lR sobre si mesmo. 

Sejam X€53 e B ={v 1'v 2'v 3} uma base de T s 3 pertence_n 
X X X X X 

te i orientaç~o fixada no infcio. Completemos B a uma base 
- { } d IR4 IR4 - x . - . B ""v 1 ,v 

2
,v 

3
,x e T "" , onde x e um vetor un1 tarJa 

X X X X X 
que pode ser visualizado como 11 apontando para o exterior 11 de 

s3 . Seja agora g:::I'. Como 8 c uma transformação ortogonal de 
4 - g 

R sobre si mesmo, 8 preserva orientações neste espaço veto­
- g 

ria!, e a matriz (e'(x)) da derivada 
g 

- 4 4 
G~(x):TjR ~Te (x)IR 

g 

-com respeito as bases B de T IR4 
X X e BS (x) 

g 

1; 
de re (x)JR tem de-

g 
terminante positivo. 

nal, o vetor 8•(x)x=gx 
- g 
8 1 (x) ê da forma 

g 

Por outro lado, 8•(x),,."EJ 9 pois 8 ê uma transform~ção li-
- g 3 g -

near. Como x e normal a T S e a transformação E.l' (x) e ortogo-
- X 3 . 9 
e normal a T8 (x)S Logo a 

g 
matriz 
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(8'(x)) e a matriz de 8'(x) com respeito à base 8 de onde 

T S J 
X 

g g X 

e~ base de r
89

(x)s 3_composta pelos três primeiros veto-

res de Be (x)" Então det(e;(x))=det(e;(x)), donde det(S~(x)) >O 

- g - 3 
pois det(8'(x))>O. Como a restrição de 8 1 (x) a T S coincide com e'(x),de 

9 g X g -
duzimos que a base 

e' ( x) v 2' e' ( x) v 3} 
9 X 9 X 

S 3 - . -
de TSg(x) pertence a mesma orrentaçao de S 3 que B • 

X 
Logo ca 

da e preserva a orientação de s 3 , como 
g 

que r i a mos • 

A demonstração do seguinte resulta do pode ser achada em 

Brickell-Clark, Prop. 6.$.1, p. 98, e Prop. 7.4.6, p. 122. 

(4.17) Lema: Sejam M uma variedade C
00 

e G um grupo de 

transformaçÕES que atua de maneira propriamente descontínua so 

bre M. Então o espaço quociente M/G e uma variedade C
00 

da mes 

ma dimensão queM e sem bordo. Seja 8 a ação de G sobreM e 

para cada gsG seja e o difeomorfismo de M definido como em 
g 

(4.8), Então M/G ê orientável se e somente se existe uma orien 

tação sobre M que é preservad~ por cada e . 
'g 

(4.18) Por (4.9), (4.16) e (4.17) temos que 53/I' ê uma 
• 00 

var1edade C de dimensão 3, sem bordo e orientável. Transpor-

tando a I3 a estrutura de variedade C
00 

de s 3;I 1 por meio do 

homeomorfismo f* de {lt.7) deduzimos que I 3 possui uma estrutu 

ra de variedade C
00 

e que f* é um difeomorfismo. (De passo,obsei_ 

vemos que por ser z: 3 de dimensão 3 a estrutura de variedadec"' 

que acabamos de definir é equivalente á definida sobre I 3 por 



- lt4 -

me i o de p 2 e a prime i r a asse r ç ao de ( 4 . 17) ; c f. L i ma, p. 

Portanto, I 3 é uma variedade C
00 

de dimensão 3, sem bordo 

orientâvel. Notemos também que I 3 ê conexa (logo conexa 

caminhos) e compacta. 

1 7 5) . 

e 

por 

Passaremos agora a estudar os grupos de homologia singu­

lar de I 3 com coeficientes inte-iros. 

(4.19) Como I 3 é conexo 

obtemos H (L3,Z)=Z. 

por caminhos, por Vick, Prop. 1.4, 

p o 9' o 

O câlculo de H 
1 
(I 3 ,z) segue do resulta do seguinte, cuja 

demonstração pode ser achada em Greenberg, Theor. 12.1, p.48. 

(4.20) Lema: Existe um homomorfismo de grupos 

X: 1T
1

(X,x
0
)--+ H

1
(X,Z) que leva cada classe de homotopia de 

um laço y na classe de homologia do 1-simplexo singular y. Se 

X ê conexo por caminhos, X é sobrejetor e o seu nücleo e o 

subgrupo dos comutadores de 1T
1 

(X,x
0
). 

(4.21) Segue de (lf.20) que se X e conexo por caminhos te 

mos um isomorfismo 

Como rr 1 (f 3)=!' por (4.10) e l'/[!',!']=0 por (4.5), temos 

H, CI 3.z)= !'/[!'. !']=0. 
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tres resultados seguintes. A demonstração do prime·iro 

pode ser encontrada em Husemoller, Theor. 4.3, p. 251. 

de 1 es 

(4.22) Lema; SejaM uma variedade C
00

• Entilo as duas con­

dições seguintes são equivalentes: 

i} M ê orientável no sentido da geometria diferencL:li;cf. 

(4.11). 

ii) M é orientável no sentido da topologia algêbrica;para 

a definição deste conceito nos referimos a op. cit., Def. 4.1, 

p. 251, ou a Greenberg, pp. 111 e seguintes. 

O segundo dos resultados que usaremos ê essencialmente o 

teorema da dualidade de Poincaré, para o qual nos referimos a 

Spanier, Theor. 18, p. 297. 

(4.23) Lema: Seja X uma variedade topolÓgica de dimensão 

n, compacta, orientável e sem bordo. Então pura todo intei.ro 

q (O< q < n) existe um isomorfismo Hq(X,Z);::;Hn-q(X,Z) 

O terceiro dos resultados que utilizaremos é o seguinte 

corol~rio do teorema dos coeficientes universais para cohomo­

logia; cf. Greenberg, Cor. (23.14), p, 134. 

(4.24) Lem.0_: Se Hq_ 1(X,Z) é livre temos um isomorfismo 

Hq(X,z):::c(Hq(X,:Z)) *, onde A* denota o grupo dual Hom(A,.Z) do 

grupo abelia~o A. 

ÇJNICAMP" 
ltt\IQmA CEIITUl 
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(4.25) Calculemos agora o grupo H
2
(I3 ,z). Por (4.18) e 

(4.22) podemos aplicar (4.23) e obter um isomorfismo 

H
2
{L 3 ,z):H

1
{L3,z); e po~ (4.24) te:os _um ôsomorfismo 

Hl(I\z)-(H
1

{L 3 ,z))* poos H
0

{L3,z)-z e lôvre. Mas H
1

0:3,z) =0 

por (4.21), logo H
2
(I3 ,Z)=O. 

No cálculo de H
3
(I 3 ,z) utilizaremos o seguinte resultado, 

que decorre do Cor. (22.28) de Greenberg, p. 121. 

{4.26) Lema: Seja X uma variedade topolÕgica de dimensão 

n, compacta, conexa, orientável e sem bordo. Então Hn(X,Z)zZ. 

(4.27) Oe (4.18), (!!.22) e (4.26) deduzômos queH
3

(I3,Z)=Z. 

Resumi remos agora o conteÜdo deste capítulo na seguinte 

proposição, cuja demonstração decorre de (4.18), (4.19),(4.21), 

(Io.25), (4.27) e de e.g. Greenberg, Cor. (15.5), p. 62. 

(4.28) Proposição: Sejam I o grupo icosaédrico e z: 3 o e~ 
paço S0(3)/r. Então. I 3 e uma variedade C

00

"de dimensão 3,compa~ 
ta, conexa, orientável e sem bordo, que possui a mesma homolo 

gia sobre os inteiros que a esfera usual s 3 . 



CAP !TU LO V 

AÇDES SEM PONTOS FIXOS DO GRUPO ICOSAtDRICO 
SOBRE VARIEDADES ACTCLICAS 

Começamos este capítulo considerando a ação natural do 

grupo icosaédrico I sobre a variedade I 3=S0(3)/I estudada no 

Capítulo IV. Utilizando o resultado principal do Capítulo li 

mostramos primeiramente que o único ponto fixo dessa ação e 

I, A seguir observamos que essa ação conserva a métrica riemart 

niana de L3 , de modo que existe um 3-disco aberto U em I3 
centrado em I que é deixado invariante. Isto nos permite obter 

uma açao sem pontos fixos do grupo icosaédrico sobre a varie­

dade C
00

, compacta e com bordo I 3-u. Na parte final deste capi_ 

tulo demonstramos que esta variedade é acíclica sobre os intei 

ros. 

Como foi mencionado na Introdução deste trabalho, a açao 

do grupo icosaêdrico estudada aqui é umu peça fundamental na 

construção, devida a E.E. Floyd e R.W. Richardson, de uma 

ação sem pontos fixos desse grupo sobre um disco em um espaço 

euclidiano. Para mais detalhes a respeito desse exemplo refe­

rimo-nos a Bredon, pp. 57-58. 

(5.1) Defi'nição: Seja (G,X,8) um grupo de transformações. 

Um ponto xeX é um ponto fixo da ação O se 6(g,x)~x para todo 

geG. A ação 8 € livre (ou sem pontos fixos) se G(g,x)""X impl_i_ 

ca g=l, para todo xeX. 

( 5 . 2) Proposição: E Xis te uma açi'lo de I sobre IJ cujo úni 

co ponto f i xo e I. 

Demonstração: Consideremos - <I>' I 1:3~ 1:3 de I a açao X so 

b re 1:3 da da por ~(g' ,gi)"(g'g) I. Então um ponto 9I de 1:3 e fi 

- 47 -
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xado por essa açao se e somente se geN( I). De fato, a relação 

(g'g) l=gi para g'EI e giE: I 3 significa que gc:N(I). Mas por 

açao {2.14) temos N(I)=I. Logo IE:L3 ê o Único ponto fixo da 

t. 

Agora estudaremos a estrutura riemanniana que pode ser 

colocada na variedade I3 através da projeção de revestimento 

p:$0(3)---+ }:3. (Em (4, 7) esta aplicação foi chamada p
2
). As 

nossas principais referências para esta parte são 

Crittenden, Cap. 7, e Lima, Cap. 9. 

-

Bishop-

(5.3) Definição: Uma variedade riemanniana e uma varieda 

de c"' e conexa M munida em cada msM de um<J forma bilinear si-

métrica positiva definida<, >, definida no espaço tangente 
m 1 

T t1, tal que para qualquer carta local (x , ... ,x0
) Je M em m m . . 

as funções g .. =<{õ/dx 1
) ,(õlõxJ) >são C

00
• A correspondência 

1 J m m m 
m !-----+ < , >m é chamada uma mêtrica riemanniana sobre M. 

(5.4) Definição: Seja M uma variedade riemanniana. A dis~ 

tância intrÍnseca d(p,q) entre dois pontos p,qcM é definida co 

mo 

d(p,q) = inf ~(a) 

onde a: [o, 1]- M e uma curva c1 
por partes em M ligando p eq, 

e 

~(a) = rl<o:' (t)' a' (t)>a(t) dt 

o 
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00 

Se M é uma variedade C conexa com uma métrica riemannia 

na, a distância intdnseca acima definida é uma métrica .sobre 

M, e a topologia dada por ela coincide com a topologia origi­

nal de M (c f. loc, c i t.). Sabemos também que toda variedade p~ 

racompacta admite uma métrica riemanniana. 

(5.5) Definição: Um revestimento riemanniano e um reves-

timento (E,p,X) onde E e X são variedades riemannianas, p e 
00 

uma aplicação C, e para cada WEE e todo x,yETwE vale 

<x,y>w = <dp(x) ,dp(y) >p(w) 

(5.6) Seja (E,p,X) um revestimento, onde E é uma varieda­

de c""', puma aplicação Coo e X uma variedade riemanniana. Então 

E admite uma métrica riemanniana natural induzida pela proje-

ção p de tal maneira que (E,p,X) se torna riemanniano. De fato, 

par:-a cada ponto w de E definimos um produto interno <, > w em 

TE por <x,y> =<dp(x) ,dp(y) > ( ) • Como p é w w p w 
depende di ferenciavelmente de 

e o produto in­

p(w), a corres-te r no < , > p ( w) 

pon dê nc i a w ~----+- < > e 
w 

uma métrica riemanniana sobre E. 

Um problema menos trivial surge quando (E,p,X) -e um reves 

timento onde E ê uma variedade riemanniana, X ê uma variedade 
~ • - 00 

C , p e uma apl tcaçao C e desejamos uma métrica sobre X tal 

que o revestimento seja riemanni<:~no. Para resolver esse probl.:_ 

ma utilizaremos a seguinte definição. 

(5.7) Definição: Sejam E uma variedade riemanniana e G um 

grupo agindo diferenciavelmente sobre E. Oi zemos -
q tle a açao de 
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G sobre E e dada por isometrias se para todo gEG, cada wEE e 

todo x,ysTwE vale <x,y> ::o<d8 (x) ,de (y)>
6 

( ) w g 9 w • 
. g 

(5.8) Se G age por isometrias sobre a variedade riemannia 

na E, cada difeomorfismo 8 (gr.G) é uma isometria do espaço mé 
g -

trico (E,d}, onde d é a distância intrfnseca sobre E (cf.(S.ll)). 

De fato, sejam p e q pontos de E,a [0,1]------+-E uma curva c1 

por partes em E ligando p e q, e g um elemento de G. Então 

[0,1]--+E é uma curva c1 
por partes em E 

eg(q)' e pelo teorema da função composta temos 

He oa)=J

1

/<de (a'(t)), 
g o g 

/<Ct 1 
{ t) 1 a 1 

( t) > (' . 
a t) 

dt = t( 0 ) 

Portanto d(8 (p),e (q))=d(p,q), como queri~mos. 
g g 

1 i gando 

dt 

(5. 9) Proposição: Seja (E,p,X) um revestimento onde E -e 

uma variedade de riemanniana, X é uma variedade C
00 

e pé uma 

aplicação C
00

• Suponhamos que a ação do grupo Aut(E,p,X) sobre 

E seja propriamente descontínua e dada por isometrias. Então 

existe uma mêtrica riemanniana induzida naturalmente sobre X 

que torna (E,p,X) um revestimento riemanniano. 

Demonstração: Seja m um elemento arbitrá rio de X e U uma 

vizinhança admissível de m. Então p- 1 (U) ê uma reunião disju!!_ 

ta de abertos de E cada um deles contendo apenas um elemento 
- 1 

da fibra p (m) sobrem. Chamando um desses elementos de w os 

outros elementos de p- 1 (m) são da forma g(w) onde g pertence 

ao grupo Aut(E,p,X) dos automorfismos de revestimento (E,p,X) 
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Com efeito, por ser a açao de Aut(E,p,X) propriamente descon-

tínua, o 

p. 127), 

revestimento (E,p,X) é regular (cf. 

Jogo Aut(E,p,X) age transitivamente 

Lyra, Teor.17.14, 
- 1 sobre p (m) (c f. 

op. cit., Teor. 17.9, p. 124). Denotando por V a vizinhança de 

w que é di feomorfa a U, podemos denotar os demais abertos de 

p- 1 (U) por g(V) para gcAut(E,p,X). 

Como pé um difeomorfismo local, a aplicação dp ,:T ,E +T X 

é um isomorfismo para todo w1 E:p-
1

(m), logo qualquer ~et~r ta~ 
gente de T X é da forma dp 1 (z) para um (único) ZE:T ,E. Agora 

m w _
1 

w 
em TwE' onde w é o elemento de p (m} escolhido acima, está 

definido o produto interno <, > da estrutura riemanniana de 
w 

E. Definamos em T X um produto interno <, > por 
m m 

para cada~. nsT X, onde x,yeT E sao tais que Ç=dp (x),n=dp (y). 
m w w w 

Devemos demonstrar que esta definição não depende da escolha 

de w. Seja então w 1 =g(w) um elemento na fibra p- 1 (m), e 

x 1 ,y 1 sTW,E tais que S=dpw,(x 1
}, n=dpw.{y 1

) Como p=pog vale 

dp =dp 1odg, Jogo dp 1 (dgw(x))=S=dp 1 (x 1 ) e como dp 1 ê 
(JJ (JJ w (JJ (JJ w um 

isomorfismo resulta x 1 =dg (x). Analogamente y 1 =dg (y), e como w w 
Aut(E,p,X) age por isometrias temos <x 1 )y 1 > 1 =<dg (x),dg (y)> 1 w w (JJ w 
=<x,y> . Portanto, w 
defini do. 

Alêm disso, 

sobre T X estâ bem m . o produto interno < • > 
m 

a correspondência ffil-->- <, > ê C
00

1 m 
-logo e uma 

métrica riemanni-ana sobre X. Assim, o revestimento (E,p,X) 

riemanniano, como desejávamos. 

-e 

(5.10) Corolario: O revestimento (SO(J),p,I 3) de (4. 7) e 

riemanniano. 

_Demonstração: Por Lima, Exemplo 2, p. 252, sabemos que 

50(3) possui uma métrica riemanniana natural, a saber, a indu-
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zida pela métrica euclidiana de JR9 . Seja ljJ: IxS0(3)--+ 50(3) a 

ação de I sobre 50(3) dada por lp(g,x)""gx. Cada elemento 
3 . 

g~::ICS0(3) é uma transformação linear ortogonal de lR e porta~ 

to preserva o produto interno usual de 1R_3. Como o produto in 

terno usual de TwS0(3)=IR3 {cf. Chevalley, Prop. 6, p. 8) ê o 

induzido pelo produto interno usual de IR9 para cada wES0(3) 

1J; ê dada por isometrias. Usando o fato de que I=Aut(S0(3),p,f 3) 

(cf. Lyra, Teor. 17.14, p. 127) o resultado segue de (5.9). 

(5.11) Proposição: Seja ~:Ixl: 3 ~ ): 3 a açao de I sobre ):3 

da Prop. (5.2). Ent~o existe um 3-disco aberto U de I 3 ce~ 
trado no ponto fixo I da ação <fJ e invariante sob esta ação. 

Demonstração: Sejam d e das distâncias intrínsecas das 
o 

variedades riemannianas 50(3) e I 3 , respectivamente. Como 

p:S0{3)--r I3 é uma projeção de revestimento riemanniano por 

{5.10), ela e uma isometria local. Portanto existe s 1 >0 tal 

que se 

-e o 

çao 

disco aberto em I 3 centrado em I 
- 1 

PIP (8El(I}) ê uma isometria de 

logo, para quaisquer elementos gl, g 1 

d(g].g' j)odo(g,g') 

e de r a i o E 1 , a re s t r i-
- 1 

p (BE, (!)) sobre BE,(J). 

I de 8 E 1 ( I) te mos 

( 1 ) 

Para cada ysi a aplicação<~J :I 3
-->- I 3 definida 

( ) ,3 - y • ,3 
por 

~y gl =ygi para cada giEl. e cont1nua sobre L , e em particu-

lar no ponto I=yi. Portanto, para cada y e s 1 como acima exis 

te 6 >O tal que d(gi,I)<O implica 
y y 

( 2) 



Seja 

queno que 

agora c>O tal 

B
20

( I) esteja 
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que s<min {E 1 ,min{ó ,yEI}} e tão 
y 

contido numa carta local em I. 

pe­

Tal 

E existe por I ser finito. Demonstremos 

te sob a ação de I, isto ê (cf. Bredon, 

ra todo yd. Sejam então ysi e giE U, de 

Por {1} temos 

que U"'-'8 (I) é invarian 
€ 

p. 33) que ~ (U)=U pa 
y -

mo do que d ( g I, I) <s <c 1 
• 

d
0

(g,y)=d(g!,y!)=d(gl, I) <o ( 3) 

Por outro lado, como d(gi,I)<E<Ô, temos d(ygi,I)<E 1 por (2), 
2 2 -Y . 2 

donde d(ygl,y I}=d
0

(y 9 ,y) novamente por (1). Masd
0

(yg,y )=d
0

(g,y) 

porque a ação de I sobre 50(3) é dada por isometrias (cf. (5.10) 

e (5.8)). Logo teffios 

2 
d(yg],I)=d(yg!,y I)=d

0
(g,y)<o 

por (3). Isto mostra que yglsU, donde ~ ( U) C: U. Como yd e r a 
y 

qualquer, vale também <)1 _
1

(U) CU, ou sejauccp(U}. Então 

<Py(U)=U, como queríamosydemonstrar. 

A Prop. (5.11) nos permite restringir a ação <jJ ao espaço 

I 3-u. t evidente que essa ação de I sobre L 3 ~u é sem pontos 

fixos e que L3-u ê um;;~ variedade C
00 

de dimensi:ío 3, compacta e 

com bordo. 

(5.12) Definição: Um espaço topológico X conexo por cami 

nhos é dito acíclico sobre os inteiros se H (X,z) ... z e 
- o 

Hq{X,Z)=O para todo q~l. 

No que 

em 1 ug~r de 

se segue escreveremos simplesmente H (X} 
q 

Hq(X,Z) e Hq(X,Z), respectivamente. 

e 
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(5.13) O espaço I 3-u é conexo por caminhos porque E foi 

escolhido de maneira que s 2 r::(I) estivesse contido numa carta 

local (V,h) de I em I\ onde Vê um aberto de I3 homeomorfo a 

um aberto de R3 conexo por caminhos. Logo V-U é conexo por c~ 
minhas, donde I 3-u tambêm o é. Decorre então de e.g.Vick,Prop. 

1.4, p. 9, que H
0

q3-U)=Z. 

{5.14) Para calcular H
1
(I 3-u) utilizamos a sequência de 

Mayer-Vietoris. Esta sequ~ncia fornece a homologia de um esp~ 

ço X em termos da homologia das componentes de uma certa co-

bertura de X (c f. Vick, pp. 23-25). Sejam d,r::,U, e 

B)E/Z(I) como em (5.11) e consid~remos os subconjúntos 

A 1=P-Bc/ 2 (I) e A2=B
3

c 12 (I) de L. Então ~ 1 u\\2 "L3, onde 1\ d.!!_ 

nota o interior de A, e A
1 
fl A

2
::={gisi 3 a:/2<d(gi, I)<3s/2} .Obser 

vamos agora que I 3 -u é um retrato de deformação de A
1 

e que 

Ué um retrato de deformaç:1o de A2 - Além disso, A1 n A2 é do 

mesmo tipo de homotopia que 52 • A sequência de Mayer-Vie­

tot:"is pode entao ser esc ri ta na forma 

Como H
1

(s 2 )=0 e H
1

(L 3)=0 (cf. (4.21)) temosH 1(!3-U)ffiH
1

(U) =O. 

Portanto H 1 (L 3 -u)~o. 

No cálculo de H2(I 3-u) e H
3
(I 3-u) utilizaremos o seguin-

te fato. 

(5.15) Lema: Sejam X um espaço conexo por caminhos, A um 

subespaço de X não vazio e conexo por caminhos, e B um grupo 

abeliano. Então a inclusão i: A--+ X induz um isomorfismo 
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i*: H0 (X,B)--+ H0 (A,B). 

Demonstração: Por e.g. Vick, p. 93, sabemos que 

H0 {X,B)=Z 0(X,B} e que se X é conexo por caminhos Z0 (X,B) se 

identifica com o conjunto das funções constantes sobre X com 

valores em B. Seja i*:H 0 (X,B)-+H 0 (A,B) a aplicação definida 

por i*(tP)=rj>oi para cada <f>sH
0

(X,B). Se ljJsH
0

(X,B) temos 

i*(tjJ+lj;)=(cjJ+1~)oi=(c/Joi)+(\)Joi), o que mostra que i* ê um homomor 

fismo de grupos. Seja cpsH
0

(X,B) tal que i*(<f;)=tjloi=O. Então 

<PIA=O, e como cp é constante sobre X temos o:jl=O, logo i* e um 

monomorfismo, Finalmente, seja 1Pt::H 0 (A,B), coloquemos b=lJ.r(A), 

e definamos c/JE:H 0 (X,B) por cp(x)=b para todo xsX. Então 

W=<PIA=cfJoi=i*(tP), donde i* ê um epimorfismo, como queríamos, 

Também utilizaremos o seguinte resultado, que ê essencial 

mente o teorema de dualidade de Lefschetz (cf. Spanier,Theor. 

20, p. 298). Lembramos antes (cf. op. cit., p. 297) que uma 

variedade topolÔgica n-dimensional X com bordo X é dita orien­

tâvel se e somente se X-X é orientãvel. 

(5.16) Lema: Seja X uma variedade topolôgica n-dimensio-

nal, compacta, orientável e com bo1·do X. Então existem iso-
n -q • 

morfismos H (x)=H (X,X) para todo q (O.:':q.:'_n). 
q 

3 3 • • 
(5.17) Como 0: -u)-0: -U) e uma subvariedade aberta da 

variedade orientável f:3, ela é orientãvel, e pot·tanto f: 3 -u e 
3 • 2 

orientâvel. Como o bordo Cf: -U) é homeomorfo aS, (5.16) for 

nece isomorfismos 

e 
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A sequência exata de cohomologia do par <I 3-u,s 2 ) é 

Mas, como em (4.24), temos H 1 (I 3 -u)=(H 1 (/~ 3 -u))*, desde que 

H 0(I 3-U)=Z é livre. Como H 1 (J: 3-U)=O por (5.14), deduzimos que 

Hl(I3-U)=O. Agora essa sequência e exata e h é um epimorfismo 

por (5.15), Jogo ó é a aplicação nula e H
1 (I 3-u,s 2 )=0. Pelo 

primeiro dos isomorfismos acima temos então H 2 (}~ 3 -u)=o·. Parou 

tro lado, é claro que g e injetora, e como h é um monomorfismo 

( ) - . - o(,3 2) por 5.15 ~ g e a apl1caçao nula. Logo H L -U,S =0, e pelo 

segundo desses isomorfismos deduzi mos que H
3
(I 3-U}=0. 

Por (5.13), (5.111) c (5.17) temos o seguinte resultado. 

(5.18) Proposição: O espaço I3-u é acfclico sobre os in 

teiros. 

O seguinte teorema, que decorre de {5.18) e da observação 

feita antes de (5.12), sintetiza todo nosso trabalho. 

(5.19) Teorema (Floyd-Richardson): Existe uma açao sem 

pontos fixos do grupo icosaedrico sobre uma variedade C
0

' de di 

mensao 3, compacta, orientâvel, com bordo, e acfclica 

os inteiros. 

sobre 
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