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INTRODUGAO

As especulages em torno do processo epidémico s3o
muito remotas. Hipécrates, por exemplo, na obra Epidemia, a
dle atribuida, na Grécia Antiga, ja manifestara essa
preocupacao.

A FEpidemioclogia, es't.udo da propagagdo de deoencas
transmissiveis em populacBes de individuos, teve, na verdade,
um desenvolvimento bastante lento até o século XIX. Dentro
desse periodo, jaA havia registros na histéria dando conta de
gue a humanidade fora vitima, por varias vezes, de epidemias
marcadamente avamsaladoras.

Oragas as pesquisas desenveolvidas por Pasteur e Koch
{na metade do século XIX), a Bacterclogia atingiu um
espetacular avango e, a partir dai, certamente, & que a
Epidemiologia tenha assumido os moldes de uma pesquisa
cientifica moderna.

Progressivamente, houve uma grande evolugio das
pesquisas na direcioc de wuma melhor compreens3c das doengas
transmissiveis em toda zua textura Assim & que o= processos
eticlogicos de identificacio de doengas tiveram um
profundo desenvolvimento.

Com esse quadro, por a=ssim dizer, animador,

fazia-se presente a imperiosa necessidade de controlar e



prever a propagagio de epldemias, ou =seja, era chegada a
oportunidade de encarar a problematica do processo epidémico
sob o ponto de vista quantitativo.

Um marce importante no tratamento matematico do
processo epldémico, deve-se a Hamer {(em 1906) que considerou a
hipétese de que o curso de uma epidemia deveria depender do
numero de individuos susceptivels e de wma taxa de contato
entre individuos =usceptiveis e infecciosos. Esta simples
hipétese de Hamer, serviu de base para todag as teoria=m
posteriores,tanto do ponte de vista deterministico, como
est.ccastico.

Por outro ladeo, Rosa {em 1911> desmenvolveu um modelo
matematico mals aprimorado, levando em conta um conjunte de
pariametros bAsicos, para, em seguida, de=screver varios
aspectos relevantes do modo como & processada a transmissSo da
malaria.

Irualment.e importante, foram os trabalho=s
apresentados por Kermac e McKendrick (1927-1929), com a
inclusSo de tawxas wvariAveis de infecgio, de recuperagio, etc.
Merecendo destaque o TEOREMA DO LIMIAR , segundo o gqual a
inzerqg8o de qualquer nimerce de infecclosos em uma populagdo de
susceptivels , ndo acarrets nenhum surto eplidémico desde que o
nimero iniclial de =susceptiveis seja inferdor a um certo valor
critico.

Apés a Segunda Ouerra Mundial, o aparecimento dos



Computadores e o desenvolvimento ocorrido na Analize
Numérica, ensejaram uma analise mais profunda dos =istemas de
equagtes diferenciais e a introdug8o de simulag@o de dados.

Todo esse aparato técnico determinou um enorme e
dese javel crescimento no t.ratamento dos modelos
matematicos, para descrever e interpretar os fentmenos
concernentes ans Processos epidémicos. Tal avangco,
principalmente nos dias de  hoje, tem dado importantes
subsidios as autoridades sanitarias na definicdo de
politicas de msalde e controle de doengas tranamissiveis, bem
como em acgfes de natureza profilaticas.

A tarefa, nada facil, de construir um modélo
matematico para descrever e interpretar a propagagioc de
doengas transmissiveis em populagBes de individuos, conduz a
muitas questSes Iinteressantes tanto no Ambito da Biologia,
como no campo da Matematica.

Sob o ponto de vista matematico, os modelos
produzidos s8o, em geral, deterministicos ou estocAsticos.
Observamos, no entanto, que a formulag8c deterministica ndo
implica na exclusSo de algumas considerages de natureza
prohabilistica ne modélo. Como exemplo, podemos citar que em
alguns modelos ¢ possivel obter-se =solugBes periédicas, quando
introduzimos perfocdos de retardamentos nas classes da
populacio considerada, através de determinadas probabilidades

de transferéncias ( [13),[141,016),1241).



E oportuno mencionarmos algumas caracterixticas dos
modelos deterministicos e estocasticos. Nos modelos
deterministicos as equagles =3oco formuladas em termos dos
nameros <ou proporgfes)? de individuos em cada classe da
populagdo, no tempo t; enguanto que nos modelos estocasticos,
as equagfes s3do formuladas em termos da probabilidade de que
se tenha determinado numero (ou proporgd3o’ em uma dada classe
na populagio, no tempo t; além disso, nestex modelos obtém-xze
como resultado final, n3o um ntmero <{ou proporgdo) exato, mas
apenas um valor médio.

Quando trabalhamos com uma grande populaciac e
estamos interessados na propagacic total da doenga, entio o=
modelos deterministicos s3o frequentemente adotados. Se, por
cutro lado, estamos lidando com uma pequena populagio, ou
temos interesse apenas em um pegueno grupe de uma grande
populacio, entdo a utilizacfiio de modelos estocasticos €& bem
mais satisfatdéria.

Ox modelos estocasticos parecem estar bem mals
proximos da realidade do fenfmeno modelado, em contrapartida o
instrumental matematico utilizado atinge um nivel de razoavel
dificuldade técnica. Esta constatagdoc n3oc torna os modelos
det..erminist.icos ‘menos importantes, pois ao gue tudo indica,
s80 éles o ponto de partida na diregio da formulagSo de
modelos mais realistas. Ademais, conforme assegura Kleinbaum

“"Em outras palavras, nés n3o necessitamos considerar a



ocorréncia de doengag como um processzo aleatdrio; né=
envolvemns consideragSes probabilistica=s para expressar nosso

dezconhecimento do processo causal e como observa-lo®disll.

Néste trabalho, trataremos t3o0 xsomente de modelos
det.erministicos, dado que entendemos ser esse o caminho
inicial para wum estudo mails abrangente =obre modelagem de
doengas transmissiveis. Por outro lado, o consideravel volume
de informaglies, as mais diversas, hoje publicadas acerca do
referido a=msunto, teve uma decisiva influéncia para e=zssa
opgao.

No Capitulo I, =30 liztados o= pré-requizitos
matematicos, tals como =sistemas lineares autdnomos, quase
iineénres, pontos de equilibrios, egtabilidade, teoremas de
emigténcia e unicidade lecal e global; teoremas de Bendixon,
Poincaré-Bendixon, Lyapunov; a bifurcagio de Hopf, necessarios
a abordagem dos Gapitulos posteriores.

No Cdapitule II, =580 descritos e analisados viardos
modelos epldémicos, com ou sem dindmica vital, enfatizando o
comportamento assintétice das solugSes. Oz principais
regultados matematicos obtidos =30 reescritos em linguagzem
epidemiolégica. Estabelecem-se, também, certas condiges para

que se tenha solugGes periddicas dos sistemas que governam

alguns modelos epidémicos.



No Capitulo III, sH8o apresentados e exaustivamente
estudadas generalizagBes de dols dos modeios anteriormente
analisados. Uma das generalizagOes mantém grande similaridade
com o modélo originario; a outra, implica em resultados
inesperados quanto A estabilidade, devidoc a n3o lnearidade
da taxa de incidéncia.

Na parte final, faz-ge alguns comentaricos lastreados
em toda leitura feita, em livros e periddicos listados nas
referéncias bibliograficas, para realizag8o déste trabalho,
acrescidos de recentes resultados publicados em revistas da

Area pertinente.



CAPITULO I

Sistemaz Autdnomos: Rexultadox BAsicos.

Néste Capitulo, apresentaremos, sem demonstragBes,
os principais resultados matematicos indispensaveis ao
desenvolvimente dos Capitulos s=eguintes ( [2], [33, [71, I[9],

{171, (211, [22], [23]1, {281,

1.1 Pontos COriticos e Trajetérias de Sistemas

Autdnomos no Plano.

Seja o sistema

d
d: - X,y
dy .11
Ty = fix,yd
com x _ - x(t.o) e Yo ™ y(t-o).

0 plano xy denomina-se plano de fase e as curvas
definidas por (x,¥), onde % = x{td e y = y(td) sdoc solugBes de
{1.1.1> chamam-se ©6rbitas ou iragjetérias. Solugles diferentes
podem ter a mesma trajetoria.

Quando nas fungfes gx,y) e ff(xy) ndc figura
explicitamente a variavel ¢, diz-se gque o© sistema acima é
autdnomo,

Se um ponto (x‘,y’) do plano ¢ tal que f(xl,yl) = 0



e g(x’,yl) s 0 , diz-se que (x‘,y‘) ¢ um ponto critico ou de

equilibric,

Seja P = (x1 ,yii um ponto de critien tsolade do
sistema 1.1.1).

Seja o = {xmx(td, ymwyltd>} uma trajetéria arbitraria
do =istema acima e =eja DL -[ {x(t.)—xl)z- (y(t.)-yl)z]ijz

a distancia de um ponto arbitraric em ¢ aoc ponto

critico (xl,yi}.

Definicio 1.

Um pontoe de equilibrio izolado P - (:lq:1 ’Ya) & diteo
estavel se, e somente ge, ¥V & > 0 3 & > 0 tal que qualquer
trajetdria contendo o ponto (x(t.*) ,y(t.*)) s para o qual

D(t,*) < &, a distancia D{t) é menor que £, ¥ t = t*.

DefinicSo 2.

Um ponteo de  equilibrio P = {xl,yi) & dit.o local
assintoticamente estavel =se, somente =e, éle & estavel e

esdste &° > 0 tal que =e D™ < 6*, entio

im x{t.) » x e im wWt> = Y,
LR 1 t—rm

Definicdo 3.

Um peoente de equilibrio i=solado P = (xi,yl) ¢ dito zlobal

assintoticamente estavel se ¢ local assintoticamente estAvel



para qualquer &" > 0

Definicio 4.

Se um ponto de equilibrio n3o é estavel, diz-ze instivel

1.2 Sistemas Lineares.

Consideremos o© caso particular em que o0 gistema

(1.1.1) assume a seguinte forma:

3: = ax + by
d €1.2.1
=Y cx + ey
dt
com a,e,b e ¢ bmeros reais tais que ae - b 2 0.

Neste caso, © sistema (121> ¢ denominade Mlinear. Observamos
que €(0,0) & o Gnico pont.o de equilibrio do referido =sistema.
O=s valores proprios da matriz= A dos

coeficientes,determinados por:

m-a ~b 2

detiml - AD = e m-{atedm +ae-bc = 0
—a m-e

com A = (ated® - 4{ae—bc), caracterizam a natureza

da estahilidade do ponto critico.



Teorema 1.

dx
dt

- dy

= ax + by

Seja o =sistema lnear (1.2.1%1)
- cx + ey

com ae - be # 0, cujo tnico ponte de equilibrio & (0,0).
Ent.2o,

1- Se as raizes da equagdo caracteristica s3o reais
e negativas ou complexas com partes reals negativas, ent3oc o
ponto de equilibrio & assintoticamente estavel.

2~ Se az raizes da equagio caracteristica s3o reals
peositivas ou complexas com partes reais pozitivas, entidco o
ponto de equilibrioc & instavel

3= Se as raizes da equagioco caracteristica =3o
imaginariaz puras, entfo o ponto de equilibrio ¢ estavel, mas
nao assintoticamente estavel (somente néste caso ocorre
solugdo periddicad.

0O quadro seguinte fornece a2 natureza do ponte de

equilibric e sua estabilidade:

10



Natureza da=
rajize=
caracteristicas

Natureza do
ponto de
equiliibrio

Estabilidade do
ponto de
equilibrio

1 Reals, desiguais
=) mesmo sinal.

A > O e
ae-be > 0.

2.Reais, desiguals=s
e sinais dife-
rentes .

A > O e
ae-bec < 0.

3.Reais e iguais.

A = 0, bec am
bos n3ao nulo=s

ou
A = 0, bmc = O,

4. Imaginarias pu-
ras.
A <€ 0, a+ e =0

e ae~bec > 0.

5.Complexas, mas
nao imaginarias
puras.

A< 0, a+e = 0.

Ponto Nodal
Cimpréopriod.

Ponto de
Sela.

Ponto Nedal
{(préprio ou
imprépriod.

Centro.

Ponto Espiral.

11

Assintotl camente
estavel se ax
rajzes g3c ne-
gativas; instaA-
vel se as ratzes
=30 positivas.

Instavel.

Assintoticamente
estavel se asx
raizes sd3oc ne-
gativas; insta-
vel se as ralzes
=30 positivas.

Estavel, mas nao
assintoticamente
estavel .

Asgintoticamente
estavel =se a par-
te real das rai-
zes ¢ negativa;
instéAvel =e a par-
te real das rai-
& positiva,



1.3 Sistemas Aproximadamente Lineares

{(Quaze Linearex)

Consideremoz o seguinte sistema aut.dnome nio
linear:
g: - G(x,yd
--—g%- = Flx,yd>

Suponhamos o sistema acima tenha comc ponto de
equilibrio iselado a origem {0,0).

Agsumiremos, ainda, que em ums determinada
vizinhanga da origem, as fungbes 6 e F podem ser escritas na
forma aproximadamente Hnear (bastando exigir que @ e F

tenham derivadas parcials continuagd:

Gex,y> m ax + by + gdxu,y>

Plx,y> m ¢x + ey + £{x,y)

tals que:
g,y £i,yd
iim - Iim = O
2 2. 172 2 2 1.2
(x,y)—(0,0} (¥ + y ) (%,¥ ) —+0,0} (x + y

Nessas condigSes, diz-se que o sistema ¢ quase

12



linear 251D.Além disso, podemos considerar o 0,00 como

ponto de equilibrio do sistema linear associado:

dx + b
—ag " ax * by

dy

——ua—«t’—-cx-l-ey

Teorema 2.

Consideremos o sistema quase linear auténomo:

dx
T wm ax + by + gix,y
com ae-bc = 0,
dy
T = cx + ey + i,y

Se jam m em as raizes da equagio caracteristica do
sistema linear associado.

Ent3oa:

i- Se me m, sd30 reals, desiguais e de mesmo
sinal,ent80 o ponto de equilibrio 0,0} & wm ponto nodal para
ambos o=z sistemas linear e guase linear.

- 2~ Se me m =30 »reais, desiguais e de =inais
diferentes, entdio ponto de equilibrio <0,0> ¢ um ponto de sela
para ambo= ofs =mistemas linear e guase linear.

3 Se m e mzsﬁio complexos e nlo imaginarios

13



puro=s, entio ponto de equilibrio 0,00 ¢ um ponto espiral
para ambos o= =mistemas linear £ gquase linear.

4- Se me m, =30 reais e iguals, entSo ponto de
equilibrio 0,00 & wum ponto nodal paras amboms as gistemas
linear e quase linear, exceto quando simultaneamente a = e # 0
e bmewm

5- Se mem, s830 reais e iguals e simultaneamente
a = e 2 0 e b m ¢ = 0, entho embora (0,00 =seja um ponto
nodagl para © sistema linear, pode ser um ponto nodal ou um
ponto espiral para o sistema quase Hnpear.

6- Se me m =30 Imginarios puros, entic embora
0,00 seja um centro para o sistema linear, pode =er um centro

ou um ponto espiral para o sistema quase linear.

Observemos gue o Teorema 2 nos da informagGes apenas
s6bre a natureza do ponto de equilibrio 0,00, Quanto a4 sus

estabilidade temos o seguinte resultado:

Teorema 3.

Suponhamos que todas as hipéteses do Teorema 2 s3o
satisfeltas pelo mistema quase linear em consideragdo.

Ent3o:

1- Se mie mzsﬁo reais e nagativos ou complexos
con jugados com parte real negativa, ent3o <0,0> é um ponto de

equilibrio agssintoticamente estavel para ambos o058 =istemas

14



Hnear e gquase linear,

2- Se m e mzsﬁo imaginaAricos puros, ent@c embora
0,00 smeja um ponte de equililbrioc estavel para o sgistema
linear, ndo é necessariamente um ponto de equilibrio
estavel parac sistema quase linear. De fato, o ponto de
equilibrio <0,00 do sistema quase linear pode ser
assintoticamente estavel, estivel mas nBo assintoticamente
estovel ou instauvel,

3- Se me m, s30 reails e positivos, ou complexos
conjugadesz com parte real poz=itiva, entdo o© ponte de
equilibric 0,0) ¢ insfavel para ambos o3 sistemas lnear e

quase linear.

Observanio:

Além disso, podemozn garantir que se uma das raizes
caracteristicas ¢é po=sitiva ou tem parte real positiva, entio
o ponto de equilibrio 0,0> & instavel {(consequéncia do

Teorema de Linearizagic de Liapounov-Folncaréd<izbh.

1.4 Sistemasz Nio Aproximadamente Lineares.

O=s sistemas aut.dnomos que nao podem ser
aproximados linearmente em uma vizinhanga da origem {(no sentido

conforme a secgidc 13>, dz—s8e que sdc nic aproximadamente

15



lineares. Por conseguinte, para a andlise da estabilidade de
seus ponto2 de equilibrioz, teoremas anteriores n3c podem =mer
aplicados. No entanto, essa dificuldade serdA =superada com o

uso do teorema dado a seguir ({21,

Teorema 4. {(Lyapunov)

Se ja £f: 0 ¢ RM———n3R um campo continuamente

diferenciavel, tal que £{0> = 0.

Considere o sistema autdnomo 3t = f (5{'), com

X w (xi,xz,...xﬁ)-
Se ja V:iQc R—m 4R uma funcgio
continuamente diferenciavel tal que:
i~ VWO> = 0
2~ Vix> > 0, se x 2 (.

3- V¥ satisfaz uma das seguintes condigGes:

a)——g-{—wv{t.)fo para todo x = (}, x = 0.
b> _::_t'.“ VL < O para todo x = O, x # 0.
c)-g-t'—-ww)o para todo x € (1, x = 0.

A=ssim, se a fungdco V {de Lyapunov) satisfizer a uma
das -condigﬁes a), b) ou a), entd3c o ponto equilibrio x = 0
seri, respectivamente:
a) estavel.

bl assintoticamente estavel.

16



) tnstavel.

15 Solucoex Periodicas e Ciclos Limites,

Alzuns sistemas autdnomos podem eventualmente ter
solugdes periddicas. Nesta secgdo, enunciaremos os teoremas
mais importantes =sébre o referidc assunto, comoc também,
registraremos um resultado que caracteriza os conjuntos
w-limites. Tais conjuntos serdo utilizados na decizs30 =sobre se
determinados pontos de equilibrios, de um sistema autdnomo,
s3o assintoticamente estaveis local ou globalmente
{313,[111,[25]).

Yimos na secgdc anterior, gque gquando as raizes
caracteristicas de um sistema auténomo linear s8o imginarias
puras, o ponto de equilibrio (0,0 & um centro e , néste caso,
as solugBes do sistema s3io periddicas (a reciproca & também
verdadeira).Por outro lado, guando consideramos wum sistema
quase linear auténomo, cujo =iztema linear associado tem
raizes caracteristicas imaginarias puras, o ponto de
equilibrio (0,00 do =sistema quase linear tanto pode ser wum
centrc; como um ponto espiral.

Os teoremas de Poincaré-Bendixon e de Bendixon
tratam da existéncia de solugBes periddicas n3o apenas para

sistemas auténomos dquase lineares, mas para quatsquer

17



agigstemas autdnomos nio lineares.

Uma curva fechada no plano de fase gque tem curvasg
ndo fechadas espiralando~se em sua diregdo, ou por dentro ou
por fora, & denominada de ciclo limite.

Se todas as trajetdrias que comegam proximas de uma
trajetoria fechada {ambos, por dent.ro e por foral
se espiralizam em direcio 2a trajetdria fechada, quando
t—— o, dizemos que o ciclo limite & estavel.

Se as trajetérias, em ambos os lados da trajetédria
fechada, espiralizam-ze para longe, quando t-—— m, dizemos

que a trajetéria fechada (ciclo limite) & instavel(veja [3D.

Teorema 5. (Poincaré-Bendixon)

Consideremos o sistema autdnomo:

dx
T " G(x,y)
d

onde as fungles @ e F tém derivadas parciais
continuas num dominio D. Seja D1 um subdominio de D e =eja R a
regido consistindo de Dle sua fronteira, tal que nenhum ponto
de equilibrio do sistema pertenca a R.

Se existe um solugdo x = x(tJ, vy = y(t) do sistema e

um valor t = t’o tal que x(L),y(t> € R para todo ¢ 2 ¢

» entdo
2]

p i



ou x = x(t), y = y(t) & uma trajetdria fechada, isto &, uma
solug@o periddica, ou x = xt), y = y(t> se espirvaliza em

diregdo a uma trajetéria fechada, quando t—— w® Em qualquer

caso o sistema dade tem uma soluclo periéddica.

Teorema 6. (Bendixon)

Seja o =sistema

dx
At w Glx,y)
d
d{ = Flx,yd

Suponhamos que as fungtes G e F tém

derivadas parciais continuaz num dominio simplesmente conexo D.
oa dF

Se I + T tem o mesmo =sinal ao longo de D, entdo ndo

existe nemhuma solugio periddica do sistema dado, inteiramente

dentro de D.

O teorema seguinte ¢ bastante Util na investigacgio
sé6bre a existéncia de solugSes periddicasx de um dado =sistema
12D

Teorema 7.

Suponhamos que P e Q =80 continuament.e
diferenciaveis em uma regido aberta e conexa D, tal que

nemhuma trajetéria do =istema

1%



dx

aa " PG,y
d

deixa D, ¢ que D contém pelo menos um ponto de equilibrie do

sistema dado. Se existe um fungdo B(xy) continuamente

diferencidvel em D e tal que a express3o Fx‘?"{BP) + —g—-y-(BQ) tem

o mesmo sinal ao lopgo de D, entBco n3o existe trajetédria

fechada (soluglo periédicad em D,

0 teorema seguint.e caracteriza o= con junt.os

w-limites no planos {111,

Seja o sistema auténomo:

dx

—ag- = 9y
d

—2 = Fony

Seja <ty = (L), y(t)) uma trajetériadérbitad do
sistema acima.
Seja v = { #t> 7/ ¢ 2 0 } s=emi-6rbita de pCt).
Conjunto w-limite da semi-4rbita ;v+ € o conjunto
Wy = {2z €R® /3t — + o talque Z = lim <t }
r—+ @
Conjunto c—limite da semi-6rbita y+ € o conjunto

=+
ar D> = {ZeR s I3t — - o tal que Z = lim p<t O}
N——=F O



Teorema 8.
Se ja y+ uma semi-drbita em um subconjunte fechado
e Hmitado K de R® e suponha que K tenha =somente um nimero
finito de pontoa de equilibrios. Ent80c apenas uma das
seguintes condigBez é satisfeita:
1- co(;v+} & um ponto de equilibrio.
2- w(y+) é uma Grbita periddica.
3- m(y+) contém um numero finite de pontos de
equilibrio ¢ um conjunto de 6rbitas ¥, com m(;v_t)
e a(ri) con=sistindo de um ponto critico para cada

orbita.

1.6 Bifurqcdo de Hopf,

Seja o seguinte =sistema dependendo do parametro p:

d
S = 60qLy,p>
d

onde as fungbes G e F tém derivadas continuas até a

tercelra ordem.

Assumamos que (xn,yo,po) =& ia um ponto equilibrie do
sistema dado.

A matriz jacobiana
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no ponto (xo, Y, po> tenha o par de imaginarios
puros * wi (w > 0> como valores préprios.

O teorema da fungdo inversa nos garante que em uma
vizinhanga de (xo,yo,po) exizte uma curva de equilibrio suave
{(x{(p),¥{(pX,p> com x(po) -x, 6 e y(po) " Yo

Os valores praéprios A{p) e A(p) de J, os quais =30
twi em p = P, variam suavemente com p,

Se, além disso, —g—p—ReD\(po)] = k = 0O, ent3io
existe uma bijfurcacdo de Hopf, isto &, existirdo solugles
periddicas em uma pequena vizinhanga de (xo, yo,po) para um, e
somente um, doz trés casos p > P, P > Po’ ou p = po.

Se k > 0, i=z=to &, RelA(pd]l > 0O quando p > p, e se
as solugBes periddicas aparecem para p > __po, isto ¢, elas
aparecem quando os pontos de equilibrios =e tornam instaveis,
entdc as =solugBes periddicas s83c estivelis e a bifurcacBo é
dita supercritica.

Se k > 0, e se as soluglies periddicas aparecem para
P > po,’ isto &, elas aparecem quando os pontos de equilibrios
s3o estavels, entdo as snll.;qﬁes peritdicas =3oc instaveis e a

bifurcacaio é dita subcriticao.

Se k < 0O, ent.3o0 a bifurcagdo supercritica
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(suberiticad & definida para a existéncia de solugGes

periddicas guando p < P, Cpo> Po)‘

Assim, para bifurcag8oc <supercritice as solugtes
pericdicas =3o estaveis e para bifurcagde subcritica elas s3o

instaveis.

Néste trabaltho, teremos a oportunidade de lidar com

o caso em dque

d Relrx(p 31 = -1 < 0, Além dis=o, x = I,
dp o
y =R, 6G,R) = aIP(No-I—R)q -1 e FAR) = r{ - RO
O critério para decidir se a bifurcagdoc de Hopf é
supercritica ou subcritice depende do wvalor da expressio A,
dada por:
A= {y/r)3 + (2/hX8__+ G+ (G _h + G M {y/TiE +
ITI IIR IRR 11 IR 11

+ €2/h06_+ 6__ /¢y - v h.
IR RR

Se A € 0, entdo a bifurcagic é supercritica;se A >0

ent3o a bifurcacgido é subcritica (20D.

As figuras abalxce sdco llustrativas:




1.7 Sistemas de Equages Diferencialz OrdiniAriax,
Existéncia e Unicidade de Solugtex

Local /Global.

Nesta secgdo, enunciaremeos alguns teoremas soébre
existéncia e unicidade de solugBes locails e globais de
sistemas de equagties diferenciais, os quais serdo utilizados

nos capitulos posteriores (71,011D.

Teorema 9. (Existéncia Local)

Se ja % = f{t,x), onde A < R™: s R™ e A aberto.
Se fdt,x> ¢ continua, entio dado (to,xo) = A existe uma
solugdc passando por (t.o,xo), iste &, existe wum intervalo I,

com t e A, & uma fungo x : I — R” tal que x(td =  £Ct,0

para todo ¢t eI & x(t.o) -

Teorema 10.
Se f{t,x> for continua e localmente Lipschitziana em
relagdo a x, entSo a solugdo da equgSo x = f(t,%) (assegurada

pelo Leorema anteriord & Gnica.
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Teorema 11.
Seja £ : A < R R", com A aberto. As
solugBes de X = f(t,x> Lendem para o bordo do conjunto A, isto

é, ge x(t) é solugdo com intervalo maxddmal <(a,3?, entido

x(tI)— A, quando t—s ox & t.—s [3,

Teorema 12.
Se ja X = fit,x>. Be A = R™" e dada uma solugdio x(t>

tal que |x(t)| £ K, entdo x{(td estA definida para toedo t > 0.



CAPITULC I

MODELOS EPIDEMICOS E PERIODICIDADE.

Néste Capitulo, estudaremos alguns modelos
matemaAticos de epldemias, destacando-se a analize qualitativa
dos sistemas de equagBes diferencials que oz descrevem. Por
cutro lado, procuraremos observar as evenbuals mudangas,
quanto ao comportamento assintédtico, provocado em alpuns
sistemas pela inclusio da dinamicg vital (1101, {1213,

Dade que, na pratica, comprova-se a existéncia de
epidemias que tém  ocorréncias  periddicas, apresentaremos
determinados modelos que, sob certas condiges especificas,
admitem um comportamento dotadode periodicidade as=im, por
certo, capazes de bem representar tais processos epidémicos

63, (201, 1241,

24 Conceitosx Epidemiologicos e Classificacdo de

Modelos.

Antes de descrevermos com detalhes alguns modelos,
vamos definir alguns termos epidemiolbgicos, dada as
diferentes nomenclaturas existentes na literatura

especializada.
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Epidemiclogla ¢ o© estudo do comportamento de
doenga=s trancmiseiveizs em uma populacBo de individuos.

Epidemia & a cocorréncia de uma doenga excedendo a
expectativa normal.

Endemta é a ocorréncia de uma doenca por um periodo
conzideravel de tempo.

Susceptivels sfo agqueles individuos ndce infectados
que podem contralr a doenga.

Expostos sdo aqueles individuos infectados gque alnda
ndo sdo capazes de transmitir a doenga.

Infecclosos s3o0 aqueles individuos infectados que
ativamente transmitem a doenga.

Removidos =sAo agueles individuos retiradns da
interagdo susceptivel-infeccioso por recuperagio com
imunidade <(temporaria ou permanente), por isolamento até a
cura e a conquista da imunidade, ou por morte.

Pericdo Latente & o intervalo de tempo entre o
momento da infecgSo e a existéncia material da infecg@o no
organismo de um individuo susceptivel

Periodo Infeccioso & ol pericdo que subsegue
imediatamente ao periodo latente.

- Periodo de Incubacio & o intervalo de tempo entre o

momento da infecgBo e a aparigBo de s=intomas. Somente apés=
éste periodo & que medidas tanto curativas COMo

preventivas podem ser adotadas.



O diagrama abaixo, ilustra as épocas distintas na

infecgdo de um individuo A e a propagacglo da infecgdo para um

individuo B {d8]).

Individuo B
Periodo de Sumsceptibilidade Periodo Latente :

Periodo de Incubacas

& .
< X L

Momento da
Infocgao de B

Individuo A 1T
Periode de Periodo ' Periodo
Susceptibil idade Latente Infeccioso
——ty g 1 T >
i
;
+— =§ [
Periodo de Incubacao i Apart?ao do

primeiro
Momento da

ot Sinltoma.
infeccao de A.
[

A populagdo na qual estudaremos o processo
epidémico, de uma smaneira geral, esta4 divida em classes
dis juf;tas de susceptivels, expostos, infecciosos e removidos,
az gquais wvariam com o tempo; onde 5S<t), Ed2, IKt> e RO
denotam as proporgfes (quantidades) destas classes  ha

populagSo total, respectivamente.



Se a recuperagdio da doenga (que n3o seja letal e sem
isolamento? nd3oc confere imunidade o modelo & denominado de
SIS. Peolg um individuo & movido da classe doz sus=sceptiveis
para a classe dos infecclosos e, tdo logoe esteja recuperado,
retorna A classe dos susceptiveiz. Os modelos SIS =3o
apropriados para algunaz doengas com agente bacterial, tais
como menigites e doengas venéreas; e para doengas com
agent.e protozoario, tal como a matiria.

Se og individuos se recuperam com imunidade, entdc o
modélo & dito SIR. Em pgeral, oz modelos SIR =30 apropriados
para doengas com agente viral, tals como sarampo, caxumba e
variola.

Se oz individuos nio se recuperam, entio o modelo &
chamadeo SI. Este nido ¢ apropriado para nenhuma doenga por
cont.a do seu exceszive irrealizmo, como veremos na préxima
seccao.

O modelog aqul tratados satisfazem as seguintes
hipéteses:

Hi-A populacdo considerada tem um tamanho fixo N, o
qual ¢ suficientemente grande tal qgque em cada classe as
variavelzs podem ser tomadas como continuaz, em lugar de
varisaveis dizcretas. Se o modelo inclul dinamica wvital, ent3o
estamos considerando que os nascimentos e mortes occorrem com
taxas iguais e todos ox recém-nascidos s3o0 considerados

susceptiveis. Individues s8c retirados de cada classe por
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morte com uma taxa propocional ac tamanho da classe e cuja
congstante de propocionalidade ¢ &, a gual denominamos de taxa
de remocgdo disria (poderiamos ter tomado outra unidade de
tempol. 0 tempo médio de vida & 1/56,

H2~-A populagdc ¢é uniforme e homogeneamente
distribuida. A taxa de contate diaria A & o nimero médio de
contatos por infecclogo por dia. Um contate de um infeccioso ¢
uma interacic a dqual resgulta na Infecgice de um individuo =e
ele for susceptivel. Assim, o© numerc médio de susceptiveis
infectados por um infeccioso, por dia, ¢ AS. O niGmeroc médio de
susceptiveis infectados pela classe de Iinfecciosos com tamanho
NI, é ANIS, por dia. A taxa de contato diaria A ¢ fixa e n3o
varia de acordo com a época O tipo de contate direto ou
indireto depende especificamente da doenga.

H3-Individuos se recuperam e =30 transferidos da
clazse dos infecciomos para a classe dos removidos com uma
taxa propociohal ac nimero de infecciosos e cuja constante de
propocionalidade ¢ », denominada de taxa diAria de remogdo por
recuperagio. O periodo latente ¢ nulo, isto ¢, os individues
infectados tornam-se imediatamente iInfecciosos. O periodo
médio de infecciosidade & 1.

' Quandn =e diz que individuos =sHo transferidos de uma
classe A para uma classe B, a uma taxa propocional ao nUmero
de individuos da classe A, cuja const.ante de

propocionalidade ¢é¢ &, equivale a afirmar gue: a probabilidade



de que um individuo que esteja em A no t.empo t.o, permanega
nesta mesma classe no tempo (t.+t.o) é& exp(-8L). 0 tempo médie
de permanéncia na classe A ¢ 1/6. Esta interpretagio no=s
permite regular a transferéncia de individuos de uma classe
para outra, utilizando-se outros tipos de probalidades
{atendendo a certas condigBes especificas) determinando,
muitas vezes, que o =sistema de equagtes  diferencials,
representative do modelo, admita scolugBes periddicas ([13],

£141,1151,[200).

A taxa de remogZo a partir da classe dos infecciosos
por recuperagdo e morte é y+5, assim o periodo médio de
infecclosidade tendo em conta a morte é 1 /(+5). Desse modo, o

nimero médico de contatos {(com =musceptiveis e outrosd de um

infeccioso durante o seu periodo de infecciosidade é
o} y+6>, o qual & denominado de nimero de contatos
infeccitosos. Comoc o nimero médie de susceptiveis infectados
por um infeccioso durante o seu periodo de infecclosidade é
oS, esta gquantidade ¢ chamada de numero de infecciosos

substituidos.
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2.2 MODELO SI.

£ o cazo hipotético de uma epidemia, na qual nenhum
infecciogo =8e recupera. Desta forma, em uma populagdo de
tamanho fixo N, a taxa de creszcimento doz infecciosoz & a
mesma responsivel pelo decrescimento dos =usceptivels.

Seja S<{t> a proporgio em N dog =susceptivels e (L) a

proporgaoc em N dos infecciosos.

Consideremos o seguinte problema de valor inicial:

[NS<t>] ’*wm -ANIS

[NICL>]” = ANIS (2.2.1)

onde as condigB@es iniciais NSoe NIO 530 dadas por:

NS{O)> = NS°> 4]

NICO> = NIO) 0 e NSCLD> + Ni<tD = N

com A poasitivo.

0 termo =-ANIS dA a taxa de movimentagdo da claszse
dos susceptiveiz de tamanho NSO para a classe dos
infecclo=sos de tamanho NICLD.

Quando  dividimos cada 1gua1déde de <2.21) pelo
tamanhe N da populagio, temos ent3oc o seguinte problema de

valor inicial normalizado:
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< AIS

w*
L

S(t>’ m -xIS
(2.2.2>

I¢t>’ = XIS

S{0) = So’ I¢0)> = Io e S(bt) ¥+ (L) = 1§

No sistema (222> n3o figura explicitamente o

tamanho da populagHo.

Da igualdade S{t> wm 1 - I{t> concluimos gque para

resolver o sistema (2.2.2), basta resolver a segulnte equaglo:

I'¢tom AICE - ID
{2.2.3>
ICODm T
()
Integrando-ge {(2.2.3), obtemos:
At
I(tO= o £ 2.2.4)
{e - 1> + 1/I
4]
Logo,
eht
S{to= 1 - ~ 225>
¢4 - S >Me™t- 11 + 1.7¢4-S >
[a] s ]
Observamos que Kt) —— 1 e Sty —m» 0,

quando t cresce.
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Assim, temos um grafico do tipo abaixo:

F'S

I}

No caso em que s=e tem uma peguena proporgdo de
infecciosos no inicle do processo epidémico dsto é,Io « 0O,
vemns que a epldemia <(sendo medida pela proporgio de
infecciosos? primeiro cresce exponencialmente, e como poucos
susceptiveis est3o disponiveis, a taxa de crescimento
decresce. No entantn, a epidemia nio se extingue até que todos
individuos da populagiao tenham contraido a doenga. Esta é a
caracteristica gque torna o© modelo em apreciag8o bastante
distante da realidade, pois nem mesmo nas epidemias da Idade
Média uma dada populagio foi totalmente infectada ¢ [101).

Por outro lade, mesme tendo sido possivel obter
expresstes analiticas para I(L) e Sdt), na pratica estas
quantidades nem sempre s&o0 conhecidas em cada instante, gquando
usamos modelos mais aperfeigados. 0 elemento usual para e==a
informacio ¢ dado pela curva de epidemia, na qual se tem o
regisbrp da taxa com gue a doenga se propaga na populagio.

Para o presente modelo, a curva de epidemia, W), é
a taxa de mudanga na proporgic dos infecciosos:

Wlt> = (L) = AIS (2.20)

Sub=stituindo—se os valores de I(L) e S{L) de (224D
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e (228> em (22.6>, temos:

AC1 ~ I I et
o] 1+ ]

Wit = T 2 £2.2.7>
11 - Io(‘.‘n - e D1

Abaixo, temos uma representacg3o tipica de W{L):

Hie)

w

E possivel incluir ﬁa modelo ST a dinamica wvital,
isto ¢, apesar de manter N fixo, ha um fluxo na classe dos
susceptiveis, os recém-nascidos. Resultados obtidas a partir
desta modificacgdo resultam, como um casco particular, do meodelo
a ger tratado na =ecgio seguinte.

Vimos que um problema detectado no modelo ora
analigsado era o fato de que todos na populacio terminariam por
se infectarem. Isto € uma decorréncia de gque Iinfecciosos assim
o permanecem indefinidamente, enquante que o5 susceptiveis =e
extinguem.

Algzuma epidemia pode ter essa carcteristica num
pequeno . intervalo de tempo, mas a histéria tem mostrado que
sempre aparece um ou cubro mecanismo gue modifica essa

dinAmica (vacina, retragdo da populagio, etc). Existem doengas



nas quais O infecciozos 5e recuperam, com imunidade
{permanente ou temporariad ou sem imunidade; taias

po=s=zibilidades serdo analisadas nos modelos seguintes.
2.3 MODELO SIS.

0O modelo aqui formulado envolve, iniclalmente, a=
quantidades das classes na populagdo total.
O problema de valor inicial para o medelo SIS com

dindmica vital é o seguinte:

[NSC(t>)’m =2ANIS + NI + &N - SNS
INICED}’m  XANIS - ¥NI - SNI 2.2.8>

NS{O>= NS :(; O , NICOOm NI t); 0 e NS> + NI{t> = N

Fagamos uma anslise do sistema (2.2.8):

O termo -=ANIS da a taxa de movimento a partir da
classe dos susceptiveis, de tamanho NS(t), para a classe dos
infecciosos, de tamanho NI(t). 0 termo -yNI d& a tamxa com que
os infecciosos ®=se recuperam (sem imunidade? e retornam A
classe do= susceptiveis. O termo &N corresponde aos
recém-ﬁascidos; enquanto gque -6NS e -6NI correspondem as
mortes nas classes dos suzceptiveis e infeccio=os,
respectivament.e,

Quando dividimos as igualdades de (228> pelo
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tamanho N da populagdo, temos seguinte sistema normalzado:
l &
s

| s v | a1

-

S¢td>’m =2IS + I + & -~ &S
I<t>’w XIS - I - &1 (229>

S(0>= So’ I¢0)>= Io, Sy + J(L) = 8

Dado que ¢ sempre possivel obter S) a partir da
igualdade S{t> + IKt> = 1, em lugar do problema de wvalor
inicial (2.2.9), basta con=ziderar a equaglo:

{ ICL)'m fn ~<p +631 - AI°

2.2.10>
IO m= ID
Cuja =solugado &:
ekt
o » k = 0O
Ae - 1> + 1/10
ILom 2.2.11>
1
RV » k=0
o
onde k = A = {y + 5O
Considerando-se (2.2.11>, podemos enunciar o

seguinte resultado:

37



TEOREMA 1
A solugdo I(L) de (229) aproxima-se de 1 - 1/5,

quando t crefsce =me o m Ay + &) > 1 e aproxima—se de Zzero,

quando t ———— © g o £ 1.

Sempre que possivel reescreveremos os Teoremas numa
Hnguagem epidemiolégica, com a denominagdco de Bio~Teoremas.

BIO-TEOREMA 1

Em uma doenga, sem imunidade, com qualquer proporgao
inicial de infecciosos, a proporgdco de Infecciosgos aproxima-se
de um wvalor epidémico constante =e o npimerc de contatos
infecetosos excedea um.  Caso contrario, a propogac de
infecciosos aproxima-se de zero.

OBSERVA(I:EES:

1~ No Teorema 1 o wvalor critico o = AS(y¥S5d & o
valor limite que nos dé& informagSes s6bre o© comportamento
assintético da solugdo. Quando procedemos mudancas nos
pardmetros & possivel garantir a extingdo da epidemia,

2~-0 namero de infecciosos substituidos & igual a um,

no pont.o de equilibrio (_?’__:__é__’ 1 - __Z___:___‘?__ .

3-Quando py = 0, temos © modelo SI com dinamica
vital. Desse modo, obtemos um valor limiar o = 1/5 para o
referido modelo com dinimica wvital.

4-Quando fazemos & = 0, temos o modelo SIS, =em

dinamica wvital.
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8-H& uma certa semelhanga do modelo SIS com ou sem
dinAmica wvital. Em cutras palavras, o valor limiar ¢ dado pelo

numero de contatos infecctosos em ambos os casos.

2.4 Modelo SIR.

Embora o comportamento assintético das =solugBes no
modelo SIS, com ou sem dinamica vital, tenha uma certa
semelhanga, isto nf8o acontece com o modeln SIR, conforme
demonstraremos a seguir.

Vamos comegar considerando o© problema de valor
incial para o modelo SIR sem dinamica vital, envolvendo a=
proporgles das classes na populacgdo total

Assim, temos:

AIS rt ]

Sty ’m -AIS
» —
ICty!'m AIS - 1 2.4.12>

R(t>’'m »I

>0, 1 >0, R =0 S(t>+ It>+ R m o

onde todos oz pardmelros s3o positivos,

e



Uma véz que R(t.) sempre pode ser encontrado
usando-se a igualdade R(tL) = 1 ~ S(L> - IL), & =uficiente
considerar somente o problema de valor inicial no plano S,I).

Portanto, (2.4.12> pode ser reduzido ao =seguinte

sistema:

S(td'm -)\IS
{22.13>

I<t)'m AIS - r1

5 >0, 1 >0 e S + L) + RLY = 1 m S 3]
o o 0 ©
Donde obtemos:

dI AIS - ¢I -y s X 1

as " nig xS P

onde o = A/y & o nimero de contatos infecciosos.
Integrando-=ze, temos:
I(SOm -5 + 1/700In(5> + K (2.214)
Em ¢t = 3, S(OOw S, OO =m I e S5 +1I =1,

o o o o
Fazendo-se t = 0 em (2.2.14), obtemosm:

Im=-S + A0S > + K =» K= 1 - (1/020InCS >
o o o o

Logo,
I(S)= 1 - § + (i/or}ln{S/So). {2 2.15>
Como dl = =1 + 1 onde o = )/ temos:
ds oS ¥, Lemos:
dl =
55 < 0, e oS 7> 1. Portanto, I(S5) & uma funcio

decrescente de S, quandoe o5 > 1.
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dI '

crescente de S, quande oS < 1.
Ademais, quando oS = 1, I = 1 - (1/0) ~ (:l/r.r)l.n(cho)
é¢ o valor mAximo de I.
FPor outro lado, guando t cresce, S{(t) decresce.
Da equagdo (2.2.15), temos:
I——— — w , quando § ~———— 0%,
Como I_ > 0, existe S, 0 < S_< S_ tal que IS _>=0
ou seja, 1 - (Wod + (1/0)10(800/80).
Podemos, assim, ter a seguinte configuracioc para

SO, ' 15,111

~

17

O nimerco 1/¢0 ¢ chamado limiar da epidemia.

Temos, portanto, o seguinte resultado:

Teorema 2.

Seja <(SLO,I(L3> uma =solugido do =istema (22125, Se
oSO:E 1, ent3n I(t> decresce para zere, quando &t —— o . Se
ofso.'? 1, entdo IL> primeiramente cresce, até atingir o valer
maximo iguat a4 1 - (/0> - ﬁ/o)ln(o'So), e am segulda decresce
para =zereo. A proporgac de susceptivels S) é uma fungdo

decrescent.e e o valor limite Sm é& a tinlca raiz no intervalo
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0,1/0) da equagdo 1 - S + (Va)LnCS/So) = 0.

Bio-Teocrema 2,

Em uma deenga, sem dindmica vital, na qual a
recuperacio confere imunidade, =se ¢ namero inicial de
infecciosos substituidos ¢ maior que um, entdo a proporgdo de
infecciosos cresce, atinge um valor maxmo, e depois decresce
para zero; caso contrario, =implesmente decresce tendendo
zero. A infecgdo cessa porque o naimero de infecciosos
substitwidos torna~se menor gue um, quando 5S> =e torna
pequeno; entretanto, a proporgdoco final de susceptivels & ndo

nula.

E importante enfatizar Cjue se o npanero de
in fecciosos substituides ¢ menor que um, =eja qual for a
proporgio de infeccioses, a tendéncia & gue a doenca diminua
sua intensidade e atinja a extingdo.

Medidas profilaticas objetivam manter o numero
inicial de 1infecciosos substituidos menor que um, ou =eja,
o’So< 1. Ora, & desejavel que t/0 = p/A seja o maior possivel
Mantendo-se p fixo & suficiente diminuirmes M. Como A & a taxa
de contato, podemos dimuniur o valor de A através de programas
de vacinacBes e medidas sanitarias.

Como observamos anteriormente, temos interesse em

dR

conhecer a curva de epidemia, que neste modelo ¢ dada por —ac

Mas m ], coml =44 -R -5

dR
dt.
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dR

Loge —p— = ¢4~ R = S)
Por outro lado, :g = -oS., Portanto, S(R) = Soe_aR.
Assim, -'3%- - ¢4 - R - Soe_OR) €2.2.165

Embora, =seja possivel resolver a equagdo acima,
obtém-ze R como uma fungdo explicita de ¢, mas numa forma
demasiadament.e complicada. Dai, em lugar de resolver
exatamente a equagd3o dada acima, resolveremos uma equag3o
aproximada. Toda dificuldade reside no termo e“cR.

Tomemos no desenvolvimento da série de Taylor de

u=_--0’R até o termo quadratico, isto é:

e—aR t.l - oR + (1/2)[0'12]1, cuio erro é menor ou
izual a (1/6>oR1.

A conveniéncia do truncamento até o termo quadraticeo
decorre das seguintes consideracSes:

-se tomamos até o termo linear em R, entSoc obtemos R
como uma fungSc crescente de i, o que naturalmente contraria
ag hipéotegses do modeln;

-5¢ © termo de terceira ordem estd inclusc nos
termos eventualmente tomados, teriamos uma certa complicacg3o
no proﬁessn de integracdo.

Por outro aldo, quandoe se trata de uma epidemia que

ndo seja de grandes propoges, podemos supor que oR ¢ pequeno

e, portanto, bem menor =eri o erro cometido com o truncamento
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<[91,110D,
Dessa maneira, podemos tomar:
S(R>= S f1 - oR + C1/23CoR>°]

Substituindo-se esge valor de SR em

€2.2.16),temo=s:

gf = 71 - R - S - oR +A/Z)GRPDN  <22AT)

A solugdo de $2.247) & da forma:
1

2
o S
o

RO m

[orSD- 1t + atghidd /2oyt - ¢ 1 <(2.2.18)

onde o = [€oS ~ 1>%* 25 d ~ s Y 1*
O O s ]
@ = tgh_![(O'So- 1>/c 1
De €2.2.18) obtos:

2
AR L %Y fsechiU/2dept - ¢ B (2249
dat 2
25 o
(]
A equagBo (2.2.19> tem a seguinte configuragdo:

diR
dt T '

29y t
Esta curva corrobora a realidade quando traduz que o
nimerco de ocorréncias identificadas no processo epidémico

aumenta A medida que o {tempo pazsa, até atingir =eu wvalor

maximo e depois decresce até a exting3o.
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0 Teorma de Kermac e Mckendrick afirma que a
funcdo I(S> é simétrica em relagdo & reta S e 1/0, para
valores préxdmos de 1/¢ ([9),I10]). Ou ainda, supondo que
So é major que 1/¢, mas ndc muito malor, isto e, So- 170 + k,
onde k « 1/9 ; BRe uma epidemia ccorrer pela presenga de um
pequeno numerc de infecciozo=m, entido no final a proporgdo de
suceptivelis & Sw = 1/ - k.

Aqui, estamos suponde que So = 1, peols Io & muit.o
pequenc e Ro = 0.

Quando sé ha remocgdo apds contrair a doenga (isto &,
RO-O), podemos dizer c¢que a intensidade de uma epidemia é

R o pois po final do procezsso epidémiceo Im- 0.
De (2.2.16), resulta:

oS
1 -R-Se “ - 0.
-kt
Tomando-se e ©ox1 - cyRm+ {1/2)[01200]2

Temos,
1 ~-R-=5 [1 - oR + Ci/2>[oR 12] = 0
o o 4]

Como SQ 1 e os AL, obtemosn:
A A Y2 2

1 - R - [1—-—-——R+(1/2)[— ]R ]tﬁ
¥ o

® y ) o

2

R[(—L—n-ua)[)‘ ]R]R:O
o ¥ ¥ o

-
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r Y
Ry * 251 - %)

Comoe S = 1 -
0 o

>R
1]
“
]
4
L
P
3
o
6]
5
&
[y

7 A .
Logo Rm X 2[1 - x ] x 2[50— ] - Rm x 2k

GomoS=So—R,temos S-ua—-l-k-—zk,ou
1
se ja Sm . k
O grafico abalxo ¢ ilustrativo:
mfecciosos |

I

A

<?

sSuscept iveis

Consideremos, agora, o© problema de valor inicial

para o models SIR com dinaAmica wvital:

16

s

IS - »1

(™
A

55 | & | | er

[ S*ctom -AIS + & - &S

I7¢tdm AIS - 31 ~ &8I

R(tO = 1 - Sty - ICLD

| S >0, I >0 e R > oD.
o o o

(2.4.20>

0 comportamento assintético de (2.4.20. no triaAngulo
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DwiSsID | S20,120eS +1<1 } é& um caso particular
do Teorema <(2.5.1) da secgdo seguinte.

Temos, portanto, o seguinte resultado:

Teorema (2.4.1)

Seja (S),ILI) uma scolucBo de (2.4.20). Se o > 1,
ent8c D ~ {¢(5,1> | 0 £ S £ 1 } & uma regifo assintoticamente
est.fivel para o ponto e equilibrio (/0,800 - 110D, onde
o m Ay + S Se o £ 1, entZo D é uma regiio assintoticamente

eativel para o ponto de equilibrio (1,00,

Bio-Teorema {(2.4.1)

Em uma doenga com dindmica vital, na qual a
recuperacio confere imunidade, se o© nomero de contatos
infecciosos excede um, entBo as proporgbes de =suzceptivels e
infecciogos aproximam-ze finalmente de valores endémicos
conztantes po=sitivos, exceto no caso trivial onde n3o existem
infecclosos. Se ¢ nimero de contatos € menor que wm, entio a
prepoergdo de infecclo=os aproxima—=e de =zereo, assim como a
proporgdo de removidos (devido A mor-te de individuos
removidos). Assim toda populagio ¢ consequentemente susceptivel

{devido aco continuo nascimento de novos susceptivels).

Desse modo, em que comprovamos a observaglo feita,
inicialmente, de que 0o comportamento assintdtico das solugtes

do modelo SIR 4 diferente caso meja ou nio incluida a dinAmica
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vital.

0 modelo SIR sem dinAmica vital pode ser apropriado
para descrever a propagag3o de doengaz em pequenos intervalos
de tempo, enquanto gque o modelo SIR com dindmica vital é
adequado para descrigdo da propagagdo de doengas por um longo
pericdo de tempo. Doengas com agente viral, tais como sarampo,
variola, caxumba, gripe e catapora podem ter uma longa
propagacgdo ocasional em certas comunidades e ainda =serem
endémicas, em baixo nivel, em grandes grupos de populagles.

Uma consequéncia imediata dos Teoremas (231> e
(2.4.1> & gue o numero de contatos infecciosos ¢ um critério
limiar para determinar se uma doenga com dinAmica vital
permanece endémica, tal critério é o mesmo para doengas com ou
sem dinadmica vital Entretanto, a proporgio de infecciosos
aproximada assintoticamente, para um tempo bastante longo, €&

superior para doengas sem imunidades do que para doengas com

imunidades.

2.5 Modelo SIRS.
Neste modelo, com dinAmica vital, a recuperagio
confere apenas Iimunidade temporaria. Este modelc pode ser
apropriade para descrever doengas tals como wvariola, tétano,

gripe, colera e febre tirside.
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Um resultado importante, aqui obtide, ¢é que a
imunidade temporaria, ao contrario da imunidade permanente,
n3ce muda o critéric limiar, havendo, contudo, uma alteragdo no
nivel do= infeccio=os.

Suponhamos gue a taxa com a qual os individuos
perdem suas Iimunidades e retornam & clasze dos susceptivels
seja propocional ao nimero de infecciosos removido=s, com uma
constante de propociconalidade fgual a o, denominada tftaxa
disria de perda de imunidade. 0 periodo médie de imunidade é
i/7a. Quando a imunidade ¢ permanente o = 0.

Temo=, assim, o seguinte problema de valor inicial:

l &
< 1S . I rI

o

. . oR
&5 &1 &R

rS’(t)- -xIS + & - &5 + aR
= RIS + (& + a) - (& + adS5 - al
{4 I’¢tdm RIS - I - 81 25.4

R(LY) = § - S(t) = ICLD

LS}I[),I)tl) e R > 0,
] ] o

onde A,{(x+5) e (S+a)d =30 pozitivos.

A suposigio de que (48> > 0 significa que ha um
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fluxo para fora da classe do=z infecclo=o=2, enquanto que
6+ad > 0 significa que existe um fluxo para dentro da classe
dos susceptiveis,

Sejam o = Ay 4+ 8> e

D={<SD|S20,I20esS+I21}

Teorema (2.5.1)

Eeja (SILI) uma =soluglo de (284> Se o > |,

ento D ~ { (5,00] 0 = S £ 1 } & uma regiSo assintoticamente

(&5 + -
estavel para o ponto de equilibrio [1 o, & xaicza 1)]_

Se o £ 1, entdp D & uma regific assintoticamente estavel para o

pento de equilibrio €1,03.

Bio-Teorema (2.5.1>

Em uma doenga, mna gqual a recuperagioc confere
imunidade temporaria, =se o numero de contatos infecciosos
excede um, entSc as proporgdes de =susceptiveis e infecclogos
aproximam-se de wvalores endémicos congtantes, para um tempo
longo; case contraric, a proporgio de susceptivels cresce e
proporgio de infecclosos decresce para zero, consequentemente

toda populacio é zusceptivel.
Demonstragio de Teorema (2.5.1)
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Mostremos que nenhuma =solugdo de (251> deixa o

triAngulo D:
I w0 é& uma scolugdo, para S = 0.

S = 0 3 Std m & + ald - ID > 0. Isto =ignifica que

nenhuma =solugdo cruza a fronteilra S5 = (0, pols assim a
proporciio de suceptivels estaria crescendo, o que & um
absurdo.

I + S = 1 =2 R = (0 Substituindo-se esse valor em
(281>, temos S + 7 = - < 0. Por outre lado,
derivando-se S + 1 = 1, tem-se S’ + I’ m 0. Assim, chegamos a
um absurdo, portanto, nenhuma solugfo cruza a reta S + 1 =» 1,

0= pontos de equilibrios do gistemas (251> =280

{5 + ader — 1)
1 + oo

A= (1,0) e Um [1/0,

Analisemos inicialmente a estabilidade do ponto A:
Transladando-=e o ponto A para a origem, temo=s:

tom NS + 1D + (5 + @) ~ (5 + (S + 1> - ol
I°¢tom AIKS + 1> - pI - &8I

cujo sistema lineavizado correspondente &

I' (t3m (x=p=6D1
As raizes caracteristicas do sist.ema Hnearizado

{S’(t)- —(SH+oDS — A+l

sdo: (& + ad e {y + &xo - 13,

Se o < 1, ambay ag raizes s%c negativas, entBo A &
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azsintoticamente estavel(pont.o nodald,

Se o > 1, as raizes s58oc de sinais diferentes, ent@o
A & instavel (ponto de =elad.

Fagamos, agora, uma analizse sbtbre a estabilidade do

ponto C:

Se o > 41, ent80c o ponto de equilibrio ¢ esta no
interior de D.

Transladando—ze © ponte U para a origem, as raizes
caracteristicas do =slstema linear asgoclade s3o negativas.
Logo o ponte € & assintoticamente estavel {(ponto nodald,

Peloc Teorema {1533, fazendo-se B = 171, podemos
zarantir que nd3o exizte ciclos lmitea em D. O eixo dos S5 &
uma linha atratora para o ponto de =sela 1,00} enquanto a
diregaoc repulsora tem inclinagio 1 - /(A + &3, a qual esta no
interior do triiAngule D. Portanto, D menos © eixo dos S é uma
regido assintoticamente estavel para o ponto C, quando « > 1.

Se o < & o ponto A = (4,00 & o tmnico ponto de
equilibric no tridngulec D Logo toda trajetéria em D deve

aproximar-se de <1,0).

Se v = 1, entdo uma das ratzes caracteristicas &
nula e a cutra ¢ negativa, logo o método de analise felto
através do sistema inear associado n@o pode ger empregado.

Contudo, ¢ = { implica que A = » + & e, portanto,
I’CtOm AICS -~ 1> £ 0 em D, com a izualdade valida somente =se

I m 0 Assim todas as trajetdrias aproximam-se de I = 0, desde
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que I = 0 é uma solugioc para S = 1, resuita que todas am
trajetédrias aproximam-se de <1,0). Por conseguinte, DD & uma
regiSc assintoticamente estavel para o©o ponto de equilibrio

1,0, se o < 1.

Ae figuras abalwo {lustram o Teorema (2.5.1):

Proporqgo
de

Infeccieonen 4

m
e — e — - »
05 2 4 8 8 1o

Proporgi8ic de Susceptiveis
P (o 4

ows 2, =2 0D. 4, y» m 0.2, 5= 00001 e a=m 0.02



Proporqgo
do
Infecciosow

-

0 2 4 ] 8 10
- Proporgdo de Susceptivies

o= 0.5, x =01, »wm.2, 5§ wm0.000f e o= 0.02

Observagio:0 Teorema (2.4.1), esta demonstrade,bastando fazer o=,

2.6 Modelo SIS Com Vitimas Fataix.

Tomemos um modelo SIS, com dinAmica vital, onde
NR(L) seja o namero de individuos que estio mortos, no tempo
t, devido A& doenga.

Esse. modelo pode ser aprepriadc para descrever
deoengas tals como turbeculose e sifilis.

Uma doenca cuja recuperagio nio confere imunidade,
em geral, permanece endémica. Entretanto, mostraremos que se

existe uma relagido doengasfatalidade, consequentemente a



doenga chega A extingd3o, deixando uma proporgdo posmitiva de
susceptiveis,

Suponhamo=s gque a taxa de remogso de infecclosos por
morte devido A& doenga & propocional ao nimero de Infecciosos,
cuja constante de propocionalidade sefja igual a n, a qual é
denominada de taxa relativa de mortandade.

Temos, assim, o seguinte problema de valor inlcial:

‘{ S(S+ID

x1S ) .
g I | N > R

i
+*

1
| s | s

[ S’¢tOom -AIS + yI +6(S +I> - &S = —AI(S - 1/0)

: [°C¢tym AIS - I = SI -yl €2.6.1>

L RCED m 1 - SEbD ~ ICED
S >0, I >0 eR_=0.
0 0 (s}

onde A , 17 > 0; o & XApH63, 2 = pSpRED

Dm{<,I>D|Sz0, Iz0eS+1321}

Teorema (2.6.1)

Seja (S(t)IKLY) uma =solugo de (2.46.4).

Se 1 £ cSSo-( 1 + £ , entiBo I{td) decresce para zeoro,
gquando t——» o . Se 650 > 1 + g, ent3c IKt> primeiramente

cresce até atingir o valor maximo igual a
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_ 1+ £ £ £
1 —— + > In o‘So" 1 e, em gegulda,
decresce para zero, quando t—— o . A proporgio de

susceptiveis decresce e o valor limite Sm ¢ a Gnica raiz, no

intervalo (170 , €1 + g3/0), de

£ oS - 1
1 s + in S =1 0- 0. 2.8.2>
Se 0 = oSoﬁ 1, entdo It) decresce para zZero,

quando t—sm e Sco &€ a Unica raiz de ((2.62) no interv.{0,1/70).

Bio-Teorema 2.6.1.

Uma doenga, sem imunidade, causando morte para
alguns infecciosos, sempre chegardA 3 extingdo e a proporgdo

final de susceptiveis & positiva.

Demonstragido do Teorema €(2.6.1)
Tode ponto de eixo dos S & um ponto de equilibrio do
Sistema 2.6 .1).

Vamos separar a demenstragdoc em duas partes:

a~ Se a'So > 1, entdioc a translagdo U = S - 1/0
transforma €2.6.17 no seguinte =istema {(semelhante ao =istema

{2,410,
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( U’ (tOm -AIU

{ I*¢td>m AIU - pI €2.6.3>

LR’(t,)- nl
com U=5 -1/ > 06 , 1 >0 , Rmw 0 e
[+ = ] Q L]
Ut + IdLd + REL) m 1 - 4/
A partir de (2.6.3>, obtemos:
dl 1
— -y A
1 1 >0 onde p = AS7).
bonde, I = -U + (1/p001In{Uy» + K .
Como R = 0, temos I = -U <+ {(1/p20Indl >
(s} o o o
Portanto, K =1 + U - (/p2In{U >
o o o
Logo, I m 1 — —om = U + (1/00InCUAU > (2.6.4>
Pelo Teorema (2.4.1), temo=s:
1~ Se oné 1, entdo I(t) decresce para =zero, quando
tt— o . Por outro lado,
pUSl-}-———)}-—(S" (1/6))»——):——(05‘1)51
o ) o ne o}
Como & = X7y *+ 8> e £ = p/(py + &3, temos
L s -1x14 0<0S_<1+6.
£ o o
Ou seja, I(L> decresce para zZero, quando t——s o ,
se 0 < oSo <1+ £
2- Se o‘So > 1, entdoc I{t> cresce até atingir um
valor maximo igual a 1 - /o> - A/p> + (1/p)1n[1/pU°J, em
seguida decresce para Zero, gqundo t—— o .

Ora, como o = Ay 8> , £ m n/y + & , p = A/ e

Um S = {1/ , temos:
o o



1 1 £

i on- T‘(O’So— 1) » Pu - oS - 1
o o
1W - N . _E
fa) A o

iii)on)i - o’So)i-i-s.

Ou seja:

Se o'So > 1 + g , entao L) cresce até um valor

1 + £ £
maxdmo igual a 1 - ——m % {(&/odIn]l————1 e, em seguida,
o oS - 1

decresce para zero, quando t— w ,

3- Uco ¢ =a dnica rafz, no intervale ,1/p), da
equacgdc 1 - (1/0d -~ u + (1/p)1nIU/U°] - 0

Obszervemos que:

U= 0 a3S ~<C170) = 0 55 = 10

1+

Umiip S - 1/0m 4/paEmi/oy +1/p 35S =

1+

Ou =eja, U e 0,170> ¢ o mesmo que 5 e {1/0, >,

Escrevamos, agora, Uao /Uo em fungio de Sw e So :

&Sm—l
U S =~ {(1/00 =
0
ame—i
U m S - {1/ =
o o
Uco dSm—:l
Logo, U " o5 = 1
o o

Desse wmodo, podemos assegurar que Sm é a (nica



solugdo, no intervalo (1/0,(1 + £>/0), da equacdo
1-~5+ (c/a)ln[—%—::] - 0.
o
b- Suponhamos, agora, que oSo = 1.

Como S é decrescente, resulta que o5 < o'SD:S 1.

No sistema (2.6.1>, temos que:

L]

Pm MIS - 321 - 81 -pI = T’I_'T-o'ls-l-sl,ou

I’
aindﬂ, W " I(OS -1 "'E).
Como o5 - 10,20 e +&2>0, temos que

I’ £ 0 e, portantn, I decrescente, a menos que I = 0 ; logo

Por ocutro lado,
» R oS - 1
S(ti)m -pI{S - 1707, ou ainda, St) = -\l — I
Dado que oS - 1 £ 0, ent3o S ¢ crescente e limitada

por 1/0 , uma vez gue S = 1/¢ é uma solugdo. Por conseguinte

Sm existe e ¢ solug8oc da equagdo (2.6.2).
O abaixe ilustra o Teorema (2.6.1):

Proporgao 0

de

Infecciocoo
Proporgio

A=i.0 de
6-0-3001 g Susceoptiveisn
n=0.2 "

L [ L} L
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2,7 Modelo SIR Com Transmizssor Axzsintomitico.

Néste modelo, com dinamica vital, vamos supor que
existe um namero fixo TA de transmis=sores sem nenhum sintoma
clinico da doenga. £ possivel que =se tenha individuos

infecciosos com essa caracteristica eclinica em doengas tais

como hepatite, polio, difteria, febre tifdide e colera.

Assim, temos o seguinte problema de valor inicial:
ACI+TADS yI

lé
s » I+ TA —f| R
155 151 151&

S’CtOm -A(I + TAXS + & - 65

I’CtOm AT + TAXS - »I - &I €2.7.1>

R(t) = 1~ S>~-ICtd>; S >0,1 >0, R >0
o o o

Sejam o = 3/ + &) e o triangulo

D={SI> | S20,120esS+1I=x1}

Determinemos os pontos criticos de (2.7.1)

+S=1- [Lz_é__]

~ACI + TAXS + & -85S = O
ACI +TAXS - I - &1 = O

- O - [1 ~ (ASEICT + TA> - 1]1 - oCI + TA>= O

A Unica solugdo n3o negativa da equagdo acima é:



1-2
2

4 _ T -4 N o
e d 1 & + [[ 1 5 {I+'1‘A)] - y ]

ZASC

Dai, o valor correspondente a S é:

S*s 1 - Qs .

Teorema {(2.7.1>

Considerando-se o sistema 2.7.1>. o +triéngulo D &
uma regife assintoticamente estével para o ponte de equilibrio
s 1™,

Bio-Teorema {(2.7.1)

Uma doenga com transmissorez assintoméAticos, com
dinamica wvital, na qual a recuperagio confere imunidade,

Sempre permanece endémica.

Demonstracio do Teorema (2.7.1).

Fazendo~se wuma translagBo de ponte de equilibrio
(S‘,I*) para a origem, as raizes caracteristicas do =sistema
linear associado 880 reais e negativas, por conseguinte o
referido pontoe ¢ assintoticamente estavel.

Nenhuma solugdo deixa o triangulo D. Quando fazemos
B w 1/5] no Teorema €1.5.8), conclulmos que n3io existem ciclos

limites em D. Portanto, toda solucdo se aproxima de (S*,I*).
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2.8 Modelo SIS em duas Sub- Populaz¥ex que Interagem

A estratificacio social e faixaz etarias separam,
naturalmente, wuma dada populagBo em =subpopulagBes com
parametros, gquase =sempre, bem diferentes. Como exemplo,
podemos citar gque nas pré-escolas e escolas ax taxas de
cont.atos, certamente, =30 bem malores que entre adultoes e
ido=os=s.

Quande um modelo leva em conta a existéncia de
subpopulac@ies com caracteristicas diferentes, parece ter um
ganho significativo no =entido de =ser mals  realista Por
outro lado, tem-se uma certa complicaqﬁo sob o ponto de vista
matematico, dado que as interelagSes nas classes s3c em malor
nimere do que guando se tem uma unica populagaio.

A seguir, apresentamos um modelo do tipo SIS, com
dinAmica wvital, com duas subpopulacBes (veja demonstragdo em

(121,

A gonorrea ¢ uma doenca que pode ser modelada via

esse esquema 1215

Se ja seguinte problema de valor inicial:
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11 1 1 "
S: ] ' I:
rirl
é" h:z"zlzss/w1 hz:N:lI:Sz/Nz S ¥
1 1 11
7212 .
I, 1, | s, | <5,
) 221252
& J 6252
2 2 -

S’Ctom —x 1S - x NIS /N +& -6S +»1

| i1°1 4 12 22 12 4 1 £ 1 11

I’¢t)m A IS + X NIS /N -y 1-61

1 14171 122 4 1 1 171 14

1 {z2.8.1>

C’¢t.ym =x 1 & -~ X NI S /N +6 -8 8S+p1
2 22 2 2 21 1 2 2 2 2 2 2 2 2

I’¢tO>m X I § 4+ X NI & /N - &1 -1
2 22 2 2 21 4 2 2 2 22 2 2

S:CD) >0, 11(0) >0, 52(0) >0, 12(0) >0

S5+1 mS5 +1 =i

£ 1 2 2

Onde ki:l’ }\12’ >L22’ Kz:’ Yo 7, 1 2
constantes positivas.

Cada paradmetro )Lij G,j =120 & o nimero médio de
contatos infecciosos de um infeccioso na =subpopulagdo j com
individues na populag8o i. Desde que 1/ + &3 & o periodo

1 i

meédio de infecclosidade, levando em conta a morte, para um



individuo iInfeccioso da subpopulagio |, ai.j- Ail/(;v, + &) & o
] J
namero médio de individuos J{gusceptiveis e infecciosog)
contatados por infeccioso da subpopulagic j, durante seu
periodo de infecaciozsidade,
Sejam awm ) - »-&, bmx NN, c= X NN
i4 1 L 12 2 4 21 s 2
d m )\.zz— r,” 62 e o retangulo D limitado pelos eixos 11 el e

2

retas I m 1 e ] = 1,
1 2

Teorema (2.8.1)

Para o gistema ((28.1), se ad-bc 2 0, ent3o0 D é& uma
regifio assintoticamente estavel para o ponto de equilibrio
€0,02; caso contririo, existe um uGnico ponto de equilibrie no
interior de D, para o qual D - {<0,00} & uma regido
asgint.oticamente estavel,

Bio-Teorema (2.8.1)

Para uma doenga, com din&mica wvital, em duas
subpopulagfes gque Interagem, se os npumeros de contatos
infecciosos ("'11"’22} =30 menores gue um, ent83c a interagdo
entre as duas =subpopulacfes pode implicar em que a doenga
permaneca enddmica nas duas populag@es. Se um dos nGmeros de
contatos infecciosos & menor gqus um e o outro é malor que um,
entdo a Interacido as duas populagBes inevitalvelmente causara

endamia em ambas as subpopulagBes.
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2.9 Periodicidade,

Algumas doengas transmissiveis, tais como sarampo,
caxumba e catapora, podem ter uma Incidéncia peritdica no
tempo. Por exemplo, constatou-se que na cldade de New York,
durante os anos 1929-1970, existiu anuaimente a propagagio de
caxumba e catapora e bienalmente a propagagdo de sarampo.

Esses dados foram cuidadosamente analigados por
London e Yorke 61>, Eles atribuem a periodicidade do nmerc
de casos registrados a periodicidade nas taxaz de contatos.
Muitas taxas de contatos variam bastante durante o anp devido
a fatores periédicos, tals como variages metereoclogicas e,
também, o fato de que criangas estdo na escola somente durante
determinados meses do ano.

Ndo ha davida gque muitas doengas tém taxas de
contatos periodicaz, como por exemplo, o resfriade conmum e
algumas doengas sexualmente transmissiveis.

Entretanto, outras razies podem implicar em gque
certas doengas tenham ocorréncias periddicas, além da simples
periodicidade das tawxas de contatos. No Jdapitulo I, veremos
o exemplo de um modelc cuja taxa de incidéncia ¢ nSo Hldnear e
& possivel, =ob certas cnndiqﬁes, existir sr_}lm;ﬁes peribddicas
para o sistema gue governa o referido modelo. Hethcote et ali
141>, registram que certos modelos, com taxas de incidéncias

lneares, admitem solucties periddicas, quando se atribui
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determinados valores particulares aos parametros.
Nesta secg3o, estabelecemeos certas condigBes para

que se tenha periodicidade em alguns modelos.

2.9.1 Modelo SIS.

Vimos na =seccdo 2.3 que ¢© modelo SIS, com ou sem
dinamica vital, n2o admite periodicidade, uma vez que a doenga
ou se extingue ou se mantém em um certo nivel endémico. Este
resultadeo foi obtido na hipdtese de que o referido modelo
admite uma taxa de contato constante.

Quando acrescemos ao modelo SIS, sem dinAmica vital,
a hipHtese de que um individuo infeccioso permanece na classe
dos infecciosox por um periodn de tempo constante T,
mantendo-ge ainda a taxa de contate igual a uma constante,
podemos mostra que nio existe solugdo periddica para o =sistema
associado ao raferido modelo. Na verdade, nesse modelo,
qualquer retardamento inclugso na classe dos infecciosos em
nada modificard a situagio da nBo existénclade periodicidade
a5,

Por outro lado, mantendo-=se um periodo de
retardamento constante 7T na classe dos infecciosos e, agora ,

considerando-s& uma taxa de contato periddica aft), cbtemse
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uma s=olucio periddica para o sistema as=zoclado ac modelo em
analise. Vamos, a szeguir, enunciar um teorema que nos dié a
garantia de uma tal solugdo peridédica.

A equagico que nos permite obter a proporgio de
infecciosos no tempo t é a seguinte:

I’ CLOm alLdILISL)d - adt -7)Idt -8t -T2,

Como SC(tD> + I(t> = £, temos:

I’Ctom adtd>IdL) [1-l{t.)] ~ alt-TOIt—71) [i-l(t.—r)]
Fagamos ft,IDs adtl)ICtOit -~ ICL)], assim:

I’Chom £CL I ~ £it-1,J{t~733, que pode =ser
escrita na forma integral:
1

I'CL) -‘( £On,I{n>ddy.

-7

Cooke e Kaplan (61> d3o uma resposta quanto A
existéncia de solugSes periddicas para o zmistema que governa o
modelo em estudo, considerande uma fungio f(t,x?> periddica em
t.

Vale ressaltar que na formulagdo do nosso modelo a
funcdo f,x2 & do tipo f(t,I)= a(t)I{t - I), porque o© contato
de pessoa a pessoa é suposto ser estabelecido pela lei de agdo
de massa. Oubtras taxas de incidéncia podem ser consideradas e
a vantagem do teorema, dado a seguir, & que a funcglo f,I>

pode ser bastante genérica.
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Teorema (2.9.1).

“ Suponhamos que ffR—— 4 R & tal que f(t,0>= 0, para
todo t = R, e existem constantes M e w tais que:

0 = fdL,xd = M YitekR x>0 e

L + wxd = flL,xd V G, e R

Suponhamo=s, ainda, que exista um nimero x

que gxf existe e & continua para tode te R, 0 = x = x, e

gatisfaz a seguinte condigio:

ar ar ar
in.t‘-—a—x{t.,()) - ,_E{j:i; T{L,O) = a » 0, onde F é

a derivada parcial & direita.

Se or ?» 1, ento existe uma soclugdo ndc trivial

peridédica da equagdo .

x{t.> -J Fin,x{nd)dy » de peridde w e

-7
po=itiva V t  [R.Y

Obzservamos que ¢ nimero o pode =er interpretado como
o nGmero de contatos por infeccioso, e como T ¢ o perlodo de
infecciosidade, podemos dizer que oar é o ntmere minimo de

contatos infecciosos durante zseu periodo de infecciosidade.

Bio—Teorema <{2.2.1>

Em uma doenga, sem dinAmica vital, na qual a

68



recuperagio confere imunidade e ha um periodo de retardamento
T na clagsse do= infecclosos, se o nGmero minimoe de coniatos
infecciosos or de um infeccioso, durante o =eu periodo de
infecciosidade, excede wum, entdco a proporgdo de infecclosox
varia periodicamente.

Observamos que o Teorema (2.9.1> tem uma
caracteristica limitante, dezade gue a doenga permanece
endémica e periddica na populagido, bastande para isso que o

parametro ar seja maior que o valor critico um.

2.9.2 Modelo SEIRS.

No modelo anterior lidamos apenas com as classes dos
susceptiveis e dos infecciosos. N3o foram consideradas outras
possibilidades, tais como a ocorréncia de imunidade
temporaria, inclus3io de wum periodo latente esou periocdo de
incubacgio.

Nesta secgdo, enunciaremos um teorema que garante a
existéncia de solugidc periodica para um modelo do tipo SEIRS,
caso um certo valor limitante seja excedido. E importante
observar que o© valor limitante, acima referido, depende da
taxa de contato, dos periodos de incubagao e infecciosidade. e

independe da duragSc da imunidade temporaria (25D,
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Suponhamos que a propagagdc da doenga satisfaz as
seguintes hipdteses:

(Hi>~ A taxa de transferéncia de susceptiveis
expost.os para a classe dox infecciosos, no tempo t, & dada por
altII(tIS(L), onde alt) é uma fungdo periddica de periodo w.

{H2>- Um individuo exposto no tempo t,--r‘, torna~se
infeccioso no tempo t. Desse modo, o periodo latente & o tempo
de permanéncia na classe E e & exatamente T, unidades de
tempo.

CH3>- Um individuo infeccioso permanece
precisamente T, unidades de tempo na classe dos infecciosos
para, em seguida, de=locar-se para a classe R dos removidos.

(H42>- Um individuo recuperado tem imunidade 'z“3
unidades de tempo e, em =egulda, torna-se susceptivel

Assim, o modelo tem a seguinte formulacio:
r’ Stdm «~altdICL)IS) +
B(t-T:T;TS)I(L"T:T;Ta)S(t-—T:T;Ta)
\ B’LO=  altdILISL)d ~ a(t.-r‘)l(t-'r‘)S(t.-ri)
I’Ctom a(t-T‘)I(t-Tl)S{t.—‘r‘) -
a(t*r:rz>l(t-Tirz)S(t*Tirz)

R¢tOm alt~t-1 dICt-7-7 IS{t~7-T > —
i 2 1 2 1 2

| alt-rt-7—=1 >I<t—-1t~71~-T ISt—T—T-%T I
i1 2 a 1 2 s i 2 8

Com SCLY 4+ BCLY + KLY 4+ RCGLO w1
As equacBes acima podem ser reescritas em termos de
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integrais:

S5(tow 1 — aln2I<nISinddn £2.9.1)

t-T—-7T-T
£+ 2 3

t
ECtOw j' a<nyInISddy
t—-T
i

t-T

I{tOm I alndIndSinddy 2.9.2)
t=-T=-T
1 2
t-T-T
1 2
R{t)= !‘ aindIinlt=sinidn
L-T-T-T
1 z2 9
As constantes de integrag3o foram corretamente

e=scolthidas, pois basta notar que a primeira integral

representa as proporgies daqueles individuos, os quais
tendo deixadoe a classe dos susceptiveis no interval
(L—rl- T,m Ty tl, ndo podem retornar 3 classe dos

susceptiveisantes do tempo t. Logo essa integral representa de
fato as proporgtes de todos aqueles individuos nas clases E,I
e R, no tempo t.

Agora, & suficiente considerar apenas as equagles
(291> e 292>

Fazendo-se a seguinte mudanga de variaveis:
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x’(t.)- 1 —5S(L) e xz(t.)- (L) , as=sim temos:

x1(t.)- aln )f(x‘(n) X, (ndxdy 2.9.8>
t-T-T=-T
1 2z 3
1-T
1
xz{t.)- J. a(n)f(x‘(n),xgn))dn {2.9.4)
L-T~T
1 2
onde f{x ,x )mx {1 -~x2 , 2 0=2x =1
172 2 2 1
- 0 , e x = 1

i

Observamos gque se a(LIIWISH) J{tLaxa de infecgao
resultante da Jlei de massad) ¢ =substituida pela fungdo
altOH{S(L),I(L)), com a mudanga de variaveis x = i- S e xz- I,

obtemos: fi{x ,x > = H1 - %x x> , s 0 = x= 1
172 172 )
= 0 » Se x1?: 1

A funcido H, naturalmente, deve satisfazer a algumas
exigénciasz tanto do ponto vista matemiatico como epidemioldgico
{este ltimo traduzido matematicamente) :

1- HCS,00=HC,ID=0 , ¥V 5,1 = 0. H,IY > 0, V 5,150

2= H cresce quando S{I) cresce.

¢ H
8- —5'——1'{1,0) = 1

As seguintes hipdéteses s8o necessariasxs para o
estabeleciment.c do teorema dado a seguir (250 :

hi) a{t) ¢ uma funcdo positiva, continua e de
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periodo w, definida em [R.
hz) f R'x R"—» R" & continua e tal que:
1. f(x‘,O) = 0,5e x’)B. f(xi,xz) = ,se xlk 1.
2. £ decresce em X,» para x fixo.
3. £ & continuamente diferenclavel em

£0,11k10,11, com

2L 0,00 = 0 e 2 10,05 - 1.
(3:{1 8:-:2

4. f(xl,xz) > 0 para X, X, € 0,13,
h > as constantes T T,e Tasﬁo nameros reais

positivos.

Teorema (2.9.2).

Se hi),hzl e hg) eBo valdas, entio:

a. existe um valor critico 'r: > 0 do parametro T
dependendo somente da fungdo al{td e do parametro
T tal gque 72}: 1“: H

b. (293> e (294> tém pelo menos uma solugdo ndo
nula w-periddica (xl(t.:’,xz(t,)) com
0 < xz{t.) = x1(t') <1, para todo t £ R ;

c. as solugBes ndo nulas w-periddicas se bifurcam a

partir da (xi,xz)-(0,0) quando T,- 1':.



2.9.3 Modelo SIRS.

Yeremos, no Gapitulo III, que quando a taxa de
incidéncia ¢ da forma AIPS?, com p > 0, & possgivel existir uam
solugdo perisdica para o modelo SIRS.

Quando a taxa de contato ¢é periddica associada a
periodos constantes de iInfecciosidade e {munidade, o© medelo
SIRS admite oscilagBes periddicas, como fol visto na secglo
(2.9.2).

Quando a taxa de incidéncia ¢ billinear e n3o se tem
nenhum perfiodo de retardamento, com ou =sem dinaAmica wvital,
provamos, na secgdo 25, que a doenga ou se mantém endémica
ou se extingue; consequentemente n8o ha periodicidade.

Hethcote et all ({141 fazem referéncia a resultados
que di3o conta de que o modelo SIRS, com taxa de incidéncia
bilinear, dois periodos de retardamentos e para certos valores
constantes dos parametros, ¢ possivel admitir soclugies
periddicaz <a prova desses resultados envolve Dbifurcagioc de
Hopf e técnicas numéricas) No mesmo artige € estudada a
inclus30 de um periodoc de retardamentoe no modelo SIRS e foi
provado que, dquando o retardamento recal na classe dos

infecciosos, ndo ha, definitivamente, oscilagBes periddicas.
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2.9.4 Modelo SIR.

Vimos, na =ecg3o 2.4, que o modelo SIR com taxa de
contato constante e taxa de infecgdo bilinear, com ou sem
dinAdmica vital, n3c admite o=scilagSes peribdicas.

Quando conslderamos a taxa de contato periddica e a
inclus@o de periodos de retardamentos, apresentamos na secg3o
2.9.2,um resultado que nos garante haver o=scllages periddicas
no referido modelo.

Hethcote et ali 1312, fazem referéncia de que no
modelo SIR com dindmica vital e uma taxa de contato constante,
a introducdc de periodos de retardamentos ndao muda o
comportamento assint.ético das solugBes nem tampouco os valores
limiares da epidemia. No mesmo artigo hA o registro de uma

conjetura dJ{até entiod de que um modelo(em uma populacdo
uniforme e homogeneamente distribuida) com parametros
constantes tem solugdo periddica para alguns valores dos
paramatros se, & somente se, © modelo & ciclico com imunidade

temporaria de tal modo que os individuos podem ser retardados

gignificativamente na classe dos removido=s".
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CAPITULO 111

Modelos Epidemioldogicox Generalizadosz.

Neste Capitulo, primeiramente analisaremos uma
generalizacio do modelo classico SIR (modelo
Kermac— McKendrick),sem dinamica vital. Estabeleceremos uma
comparacgdce entre os dois modelos,classico e generalizado dd41).
Em seguida, faremos um estudo exaustive do modelo SIRS no
qual se tem uma tLaxa de incidéncia ndo bilinear,
enfatizando que, quando a populagic considerada varia dentro
de certos Hmites, pode ocorrer, através da bifurcagdo de

Hopf, uma solugdo perlédica JL20D.

3.4 Uma Generauzaqgo do Modeln de Kermac-McKendrick.

Wmos, na secgio 2.4 do Capitulo II, o modelo SIR
sem dinédmica vital. O referido modelo ¢ governado pelo
sistema <2.4.12):

S’(t.om —-xIS

I’ty= IS - 31

RCLOw 3T .

com So) o, Io> o, Ro- 0 e S + It> + R(LD = N

76



No siztema (24120 vemos que a taxa AIS de
incidéncia da doenga é wuma fung8o linear do nGamero de
infecciosos 1. Ezsa taxa de incidéncla pode sger adequada para o
case em que =Ke tem um pequeno niamerce de infecciosos,
entretanto, torna-sze, por certo, lnadequada quando se trata de
um npumerc elevado de infecclogos. A principal raz8o dessa
inadequagdo no modelo é proveniente de fatores de ordem
p=lcolégica e de auto-defeza por parte dos individuos na
populacdo congiderada.

E natural que, ante a noticia de um surte epidémico,
os Individuos,de modo propogital,diminuam o contato entre =i,
Egae fato nio pode ser desprezado na modelagem, por isso é que
num modelo mats adequado a taxa de incidéncia pode =ser dada

por Ag(I)

Sendo & : iR_;——-—r R+ continuag =3 timitada,
satisfazendns as seguintes propriedades:

1. gxX> 20 , V¥V x e [}E+-E0,oo)

Sempre que houver contato, existe um risco de
contaminacio.

2. g0> =0

Se ndE3o ha nenhum elemento infeccloso,ndo havera
epldemia.

3. 3 ¢ >0 tal gque gix) = ¢

Havera sempre um nimero Hdmitado de infecclosos.

4. 2 ER+———+ ® , derivada de g, existe e &
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limitada em qualquer compacto de R, £’<o> > 0.

A fungBo g é crescente quando o numero de infeccisos
é pequeno,
8.¥VxeR , temse gx> < g% .
A malor variacdo da taxa de g ocorre quando o nimero
~ de infecciosos é pequeno, depois tende a zero quando esse

niamero cresce.

A fungdo g<(>» tem uma configuragio semelhante a

dada abaixo:

ai

L 4
T,

0 modelo cuja taxa de infecgido ¢ dada por (IS, denominado

per SIR é descrito pelo seguinte sistema:

<Gy’

Stom -glDS
I°¢td=  glDS - I 311>

R’(tOm  y1

com So> o, lo) o, Ro- 0 e S{t> + I{t> + R(L) = N
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3.1.1 Solugic Global

Existéencia e tnicidade

Devido as condigBes satisfeitas pela funcio gD,
podemos garantir que existe uma solug8o W(LI=(S(L),ILI,R(LI)
continuamente diferencisvel do =istema (3.1.1D, em algum
intervalo {0,t) < IR*_ A2),071,1111).

Mostra-se que existe uma dnica solugio global d(listo
é,estendida para todo 1121_) para o =sistema (3.1.1) Além dis=so,
dada as condig@es do modelo, faz-se necessario garantir a n3o
negatividade da referida solugao.

A seguir, demonstraremos deis lemas e enunciaremos
wn teorema sobre a globalidade da solugdo, dando uma vers3oc do
referido teorema no plano de fase ((41,[(71,I[111.

Lema 8.1.4

Se W{t) = (S(L),I(LI,R(L)> é uma solugdo continua do
sistema (3.1.23, em algum intervale J < [E+, entio:

1. SO 20, KtD 2 0 e RMZ0,VYV L e ]

2., Se S{MO= So> 0 e I<COO= I°> ¢ , entdo:

S>>0 , I >0 e RMLY >0 V t e J-40D

Demonstragio:

Dado que as duas primeiras equagles do =sistema
€3.1.2> independem de RL> e Ro- 0, podemos considerar +t3o

somente o seguinte sistema:
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r -
S'{tim —£(I0S L>o0 €S.4.25

I’CLis (DS - yI
S>20,1>0 e S>> +It>ES + I =N

o ) o o

Mostremos que toda solugio do =istema (31.2) esta

confinada no seguinte conjunto:

2
+

D’ * mfzeR |2zp0ez)>0 }

Suponhamos dque So- 0, logo Io- N.
Assim, SCt) = 0 e Kt = N e 7Y, v ¢ > 0 & uma
solugBo do sistema (342>, Dai parte do semi-eixo positivo

dos I, isto &, ¢ Iintervalo [ON], ser uma trajetéria do

sistema con=ziderado.

Se jam zo- (So,lo), com So’ um ponto inicial e zdtoO=
(SCLY,IL)Y>) a soluclfo correspondente satisfazendo a condicBo
inicial do problema.

A trajetédéria de z & denotada por:

Mz = {z « R° | 3 t € R_tal que z<tI=(SICEI e

zo-(SO,Io)}

Além disso, todos os pontos do eixo dos 5, isto &
(SO,O) < I'R+x {0}, =80 pontos de equilibrios deo sistema
{314.3>. Assim, cada ponto (So, 0), sendo uma solugdo, &
ttambém uma trajetéria e, portanto, todo semi-eixe n3c negativo
dos & é a urnddo de trajetérias do nosso =istema.

Por outro lado, como as ftrajetorias n3o =se



interceptam; =m=e S{0) > 0 e IO > 0, ent3c a trajetoria
cerrespondente A solucdoe com valor inicial (So’lo) nio pode
deixar o conjunto Df ”

Do =itema (3.1.1), temos que !

t

R’CtOm »I = RC(LY = RO + J rICn>dn
O

Como I{n) 2 0, ent3o R(L)Y 2 0.
Quando I°> 0 , entdo IL) > 0O e, portanto, R{(t> > 0O
V e J-{0). O que demonstra o lema.
Lema (3.1.2)
vtel, ||w<t.)|| = S} + I + |[RUD| =
m S(t) + I(t) + R(t.DO = N
Ou se ja, a =olucio Wt = {S{LLICL),RLYD ©
uniformemente limitada para t e ]J.
Com os Lemas dado= anteriormente, podemos enunciar o
seguinte resultado <d41171,1121>:
Teorema 3.4.1
Existe uma ftnica solugdo continuamente diferenciavel
W{tdm (SCL)ICLO,R(LI) do =istema (3112 V L € IR+,tal que:
WCt> £ D com fiweed || = N Y t e IR*
Se S> 0 e I>0,entsio Wit) e D:, Vt>0 ,onde:
D= {ue R?| u> 0, u>0 eu20} e
D:- {u e {Rg| u‘) 0, u> 0 e us) 0 }
Tendo-se em vista o sistema (31.2), pﬁdemos

estabelecer o seguinte resultado:
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Corolario 3.1.1

Existe uma Gnica =solugdo continuamente diferenciavel
z{tye (SCLO,ILDD do migstema (812> ¥V L & [E*, tal que:

z(t> € D) com ||zCtD || = S| + || = NV teR_

Se z_m(S0,103 & D ¥, entSo ztt> e D° %, Vv &> 0

onde D -{ze{R2|zlzo ezzzo}e

D

2
.-
2*-{zeﬂiz|z>0 ez>0 }
+ 1 L

Observamo=s que poe conta do Corolario 3.1.1, podemos
assegurar que toda trajetéria do slztema £3.1.2> esta

confinada no conjunto:

Tai{zeR {220,220 e =z +zZ<N}
£ 2 1 2

3.1.2 AnaAligse Qualitativa No Flano De Fase {(S,I)

Retomenos o sistema (3.1.2)

» -
S’{tIm —a{IdS L >0

I7¢tom 2125 ~y1

S>0 ,1>0 e S+t =S +Im N ; cujas

o o o o
solugBes tém an trajetérias confinadas no conjunto T.

O siztema (3.1.2) pode gser reescrito na forma:

—%t-_- 2z{t) = F{z(LI> com L > O . £31.3>
onde f{(z) = {f (z),f 2D = (—alz )z 2z Dz ~yz > com =z = T.

i z 2 7t 2 a 2
0z pontos de equilibrios do sisztema (3.14) a=t30 em

T e s80 da forma ze- (51’0) tal gque S1 < Io,N 1.



Linearizando-se o sistema <3143 e tomando-se a
matriz jacobiana correspondente no ponto Z temos:
o -g’cmsl'i

J{z =
¢ o g’03s - 7

Se Sl> p'- y78’0> , ent3io os pontos da forma

(51’0) 530 instaveis.
*

Se Sis p = yrse’od , ent3Io a ansdlise feita através
do sistema linear associado n3o pode ser aplicada nesse caso,
dado que =se tem um valor préprio nulo e o outro
negativo. Usemos um outro argumento.

* 2
SejaTa{zeR | z>0ez>0 }
1 z

Retomemos o =istema —3—-: Z(tD = £CzZ(LID com t > O,

onde f(z)u(fl(z),fz(z)) = (—gi(zz)zi,g(zz)z;-yzz) 2z e T,
As=sim, podemos escrever!

*
S(tOm fﬁ(S,I) >0 VEDeT 315>

» I
Ictdm £ (S,1> < 0 Vv S,I>eT comS < —% 5 (3163

&4l
? 5,1 > 06 ¥V (8,10 e T* com S > r1 (3.4.7)
I'CtO= fz( » » <>
* 71 €3.1.8>
I’¢tow fz(S,I) = 0 YEIDeT com S = —-E—(—i'; N N

Tendo em conta as relagles acima, podemos conferir a

curva S = gii) uma caracteristica do tipo limiar, no plano de
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fase (S,DD.
Obsgservamos, também:
i- Se o ponto Iniclal (So ’Io) e T estad do lado

esquerdo da curva S entZo , como INt) < O, It> &

4
(1>
uma fungdo decrescente de t.

2- Se o ponto inlcial (S_I> e T oesté do lado

direito da curva S = -5?{:%-;, ent3o, como ICL) > O, I(t) & uma

fungBo crezcente de t, a qual tiec logo atinja o seu valor

maximo @obre a curva S = passa a decrescer.

ri
gCId "’
8- © ntmero de susceptiveis 5d{t> ¢ uma fungi@o

decrescente de t, uma vez que S5'{t) & constantemente negativa.

1l

No modelo SIR PTE5) desempenha o mesmo

<G> acurva S =

papel que a reta S = /0 no modelo SIR.

Notemos, por outro lado;, que 5 = E“;—i—; > p*- I g’<o>

(consequéncia da propriedade 5. da fungido g(I)).

Além disso, a curva S = g;:i) intercepta a reta SI,«:?“I
" I e
pelo menos no ponto {p ,0), pois lm s 5 =,

I— O

Seja Tm {z=(S,1> | S > P e I =m0 } O conjunto T, &
invariante para o sistema (3.14), isto é: se o ponto inicial
z,- (So,lo) < T‘, ent3o a trajetdéria correspondente !"(zo) esti
contida em T1(est.a afirmacio ¢ uma congequéncia do Lema
{3.4.455.

QO que estamos fazendo ¢ simplesmente criando



condigSex para aplicarmos o© Teorema de Lyaponov sobre

egtabilidade (4D.

Definamos a seguinte fungde V de Lyaponov no

con junto '1‘1:

Vizdm (S - pOH(S - p™> + 1 com z= <S,D e T,

onde H & a fung@o de Heaviside:
0 se N <0

H(x) =
; | e X > 0

A fungido V, acima definida, satisfaz as seguintes
propriedades:

1- V(z) = 0 se zZ e Gm (00,0 10 N T,

L] L]
ZeGaS<p elm0a(S-pHHE —pD = 0

S VWz) =m0 ¥z e 6.

2> Vz) > 0 se ZET:‘-G.

zeT-G =» z= (51 com S>2p"2eI>0 ou

zm (S, com S <p el 0

Como (S - pHH(S - p™> 20 e 1>0, temos que V(=) > 0.

3 V & estritamente decrescente ao longo de dqualquer

trajetéria contida em T!- a.

Se ja zo-(S‘o ’Io) € T; ¢} o ponto inicial cuja

trajetéria correspondente & F(zo).
E

1> Suponhamos que So = p.

Logo (S - pDH(S - p'> m 0 para S < o



Portanto, V = I - V(L) = I%XtL)., Nessax

condiges, ¥ (S,I) e F(zo) temos que S < » logo (L) € O

71
eCl>
e assim V) < 0.

it> Suponhamos que So > p*.

Quando § = p*, tem-se VXt) < 0 (caso anterior).

Quando So =8 > p*, tem-se que ¥V = S ~ ,o* + 1, logo
VL) m S’ (L) + I’(tD) = ~»1 < 0 , pois I > 0 .

Como T‘ & invariante para o =slstema 513>, pelo
Teorema de Lyaponov {Capitule I> temos que :0 conjunte 8 &
assintoticamente estavel com respeito a Ti.

De posse deszsa informagBes podemos enunciar o

geguinte resultado:

Teorema (3.1.2)

No plano de fase (S,ID, tedos os pontos z wm (S‘,O),
-
com zae [O,N1x<0> sobre o eixo dos S sho pontos de

equilibrios para o siaztema (8.1.3>. Os pontos para os quals

»
Si)p - g“:‘.’l)) g0 inztaveis; enquanto que os pontos
pertencentes ao conjunte G = ({O,p’]x{()}) N T =s8o

assintoticomente estiaveis.
»
No caso em que ¢ > N , todos os pontos do eixo dos
S em T s30 estiAveis,

A partir do =zistema (3.1.3), obtemeos:

rI

L4 -
PesSim -4 + = (155

O{S{So el >0 , com valor

BS



inicial I<S D m» T .
] O

1 I
D < : —_ =
e D £ <031, resulta que Y = =< com
Amz’(0),
Assim, -1 + T < -1+ XL __ u 1res Nesta
» PX <155 .

desigualdade, de wum lado temoa a variagdo do ntmero de
infecciosos, no modelo SIR, com respeito a S; do outro lado,
temos a variagic do nuimero de infecciosos, no modelo

SIR com respeitoa S. A partir desse ponto somos induzidos

Gy

a proceder uma comparagio entre os dois modelos.
Tomando-se o modelo SIR, obtemos:

IS)= -1 + x}é », 0 <SS eI>0 , com valor

inicial 1¢S > = I .

Portanto, I’¢S> 2 I’(S> , IS > = IS > = I .

Logo IS» = IKS) para 0< S <S_.

Como fCS) = N- 5 + —;:—- ln{S/So) temos que

IS) < IS> = N= S+ F Int6/5 5, 0 <S<Se Iz 0

A desigualdade acima nos diz gque no plano de fase SI
a trajetéria I<S> do modelo SIR“;) esté  abaixo da trajetéria
1¢S> do modelo SIR, com valor inicial IS, > = I¢S_> = I .

Como G ¢ assintoticamente estavel com respelto a
'1'1, quando t —» o , a trafetdoria iniciada em {SO,IO) e T
findarA em um ponto da forma (Sm,O) e d , tal que :

Cal

5 = Hm Sty = Sm » onde (Sm’O) ¢ o ponto limite
© t—

da trajetéria correspopndente no modelo SIR.

No modelo SIR sabemos que a propagagio da doenga
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cesgsa ndc por falta de susceptivels, o mesmo  ocorre com o©
modelo generallzado SIR <G>

Como Roo mede a extens3oc da epidemla (s6 hA remogdo

apéds a infecgdo) temos:
a -~
Rm N-S -1 m N-S5S €N~ S =R ou seja, a
() o o w o of

extensio da epidemia no modelo generalizado SIR <G> ¢ sempre

menor que a extensio no modelo SIR.

O grafico abaixo ilustra todas eszas conslderagSes:

I .
S wylseaC(I>
S ,I 2
e oo
N R
* b ) L4
p = y/e'0d s

3.1.3 Um Exemplo de Aplicagdo.

Vamos ilustrar a generalizagdo, feita anteriormente,

com um exemplo, tomando-se a fungcdo ¢ na seguinte forma:

I

A N V=

comIED?+e}s.,a>D.
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A funcRo e satisfaz todas as propriedadeg

anteriormente exigidas.
Observamos que guando o — +0 , glI> — AT ;

as=sim o modelo SIR < é transformado no modelo SIR.

O sistema SIR(G) toma a =seguinte forma:

I
]
SH= — A g5 1w 5

I
L ] —_— . ——
1%L A i+ i7a s I , t >0 <3.1.3>
R’(tOm yi
So) 0, Io) 0o, Ro> 0, S + Ity ¢+ Rt = N e A,y 20
0 s=mistema {(3.1.3 normalizado ¢ transformado no

seguinte sistema:

¥

[ SHtdw — ﬁ—-—-—-—--—-—-——-—-; <
1 + I/«

{4 INtOm ﬁ—-—-—-—-—-—I———-—;— S -y , £ >0 (3.1.6)
i+ I-ra

L R’¢(tOm rI

$S>0,I>0,R=0 e St + I(L) + RCLY =
com o = N e 3 = AN onde conzideramo=z, por
simplicidade , as proporgdes S(LI/N, ILI/N e R{(LI/N, re=specti-
vamente, por S<t), I{L> e RGO,
Apliecando-ge o= resultados obtidos, na secgio

anterior, no plano de fase SI, obtemoz a seguinte curva

limite:



Sm 4 - Y, ou ainda, S = pa'+ D

) | *
—t Ao
1+ I/a
ra > >
onde p = P N S Y% R Y

A intersecgdo da curva limite, acima obtida, com o
» * " "
eixo dos S & o ponto P wmw (p ,0), onde p= po= y/3 como no
modelo SIR.

A partir do sistema (3.1.4), obtemos:

PCSom — 1 + plo+ I ; , cuja solugio &
I(S)-csp-*——a—-_—f-—-i—S-—a*,sep#l
KSym ¢S - SOn(SY - o , se p = 1 , onde ¢ &

obtido através das condigBes iniciais.

No plano de fase SI, o comportamento de uma
populac8o depende essencialmente dos valores dos parametros
p' e .f:t”l (p = p*/cx*).

A seguir, apresentamos alguns graficos nos quals as
trajetorias sao obtidas na medida em que wvariamos os valores

iniciais, isto &, variando-se o valor de c.
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p'= 0.3, "= 0.15e p = ;2.0 pm 20, =l0e = 2.0
Em ambos os casos O > 4

I I 10

s
- » » *
p= 03 a6 e pwmw 3.5 pul.5 am 72 Be ps=s 1.4

Em ambos ©s CCoS0OS L < 31

Na equagBo S = p(d*'F 1) tomamos o = y/{?a*.

Assim S = p{1 + I/a')/ﬁ- Quando cl*—-—-) © , entdo



S wgyp/pmpt

Observemoz a rigura abaixo!

Com a mesma condic3oc inlelal, o mesmo valor de

» =
comvalores crescente de o . A curva com a = 4w corresponde

modele classico SIR (KMKD.
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3.2 Taxas de Incidéncias Nac Lineares.

Analise de um Modelo do Tipo SIRS.

No Capitulo II, quando estudamos o modelo SIRS ficou
estabelecido que a doenga chega a extingiio ou permanece
endémica. A taxa média da proporgdo de iIndividuos susceptivelis
transferidos para a classe dos infecciosos € da forma iIS,
lHnear em 5 e I{ou billnear> , a qual denominamoz de taxa de
incidéncia da doenga.

Neata secgBo. relaxaremos a hipdtese de que a taxa
de incidéncia seja bilinear para propormos uma nova tawa da
forma kIF; Sq, onde k, p e q =3o positivos,conforme o modelo
apresentado por Liu et ali d20D.¥eremos que essa mudanga,
aparentemente simples, podera provocar profundas moedificacgBes
no comportamentc e na natureza das solugdes, haja vista ser
possivel existir uma bifurcagido de Hopf para =solugtes
periddicas. 4] papel desempenhado pela pot.éncia P &
preponderante, enquante a poténcla g tem uma  infludneian
secundaria.

Observamos gque, na secgd&c 3.1, trabalhamos com um
modele cuja taxa de iIncidéncia & da forma Ax(I)S, mas
exigiamos que g’0) > 0. Desse modo, as taxas de incidéncia do
tipo x1P € para p = §, e=mtdo exclusas da formulacio

anteriocrmente estudada.
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Taxas de Iincidéncias n#c bilineares podem ter uma
tradugdo epidemioldgica.

Um exemplo seria o caso em gque =e tende um nGmero
bastante elevade de infeccio=os,a exposigdo ante o agente
infeccioso =meria realmente certa e,por conseguinte,a taxa de
incidéncia responderia mais lentamente que a linear em I Isso
ocorre come uma medida de preservagdo por parte dox individuos
susceptivels.

Outra situacBo seria agquela em gue para determinadas
doengas transmitidas por virus, os susceptiveis serao
infectados =omente dquando a concentragio de virus,no mejo,
atingir um certo nivel limiar. Quando a densidade de
infecciosos ¢ muite pequena, a cnnc:ent..raq'a'o Iimiar nunca é
atingida, daf porque no caso de haver um estado cooperativo
entre os Infecciosos ter-se a possibilldade de exceder o
referide valor limiar. Nesse caso, a taxa de incidéncia &
seguramente mais rApida que a linear em 1.

Consideremos o segzulnte sistema:

s'¢tym —kIPST - bS + R + bN_

1’¢eom kiFsT - v1 - b1 (32.1

R'¢tO>= vI - yR - bR

£S20,120, Rz>0 eS+I+R=N0

onde os parametros k , p e g =s=83o positivos. Além
disso, b > 0 é a taxa de mortalidade e natalidade; v

e ¥y s3o, respectivamente, as taxas de recuperacso e perda

o4



e imunidade,

Por razdes de natureza técnica, trabatharemor, com o
gistema , dado a seguir, obtide do anterior por um
reescalament.o do tempo pela mudanca de variavel T = (b + vit.

.22
R'(TO= r{(I - R/h>

{ 1°¢T= alPs9 - 1
IzZz0,R=20 eSuNo—I-R
onde r m« v/Ab +yd, h m v/ b + ¥ ¢ a m ks Ab + v).
Notemos que r < 1. Além disso, "a" pode ser visto
como um reescalamento da taxa de contato, obtido pela
multiplicacio de k pelo tempo em dque o Individuo permanece

infeccioso. No reescalamento do tempo, o tempo médic de

infecciosidade torna-ze igual a uma unidade.
3.21 Confinamento de Solucgtes.

Seja0= {<I,R> | 120, R20eS=N-1I-R2z0}

¢ conjunto O ¢ positivamente invariante para o
sistema (3.21), isto &, qualquer solugdo que comecga dentro de
{: ai permanece confinada.

Se S m 0, ent3s S(t3 > 0. Logo nenhuma solugfo pode
=air de (O através da fronteira S = 0.

Como Rt> > O, para R = 0 e I > 0, nenhuma sclugdo
pode deixar ()} através da frontelira R = 0 e I > 0.

Se I = O, entBo: I'¢td) w 0; R 0, para R > 0 e
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I =0, Alémdjsso,I-O,R-l)eS-Noéumponto fixado,
Quando p 2 1, o fato de que nenhuma scolugBo pode deixar
através da fronteira I m 0 decorre da unicidade de solugBes.
No interior de , como as fungSes do lado direito de (3.2.2)>
sdo continuamente diferencifiveis eztad garantida a unicidade de
solucties, exceto em I = 0 para p (1 e em S = 0 para q € 1.

Vimos inicialmente gue nenhuma solugdc pode deixar 0
através da fronteira § = 0, cujo argumento independe do wvalor
de . Portanto, a Gnica dificuldade é quando I = 0 para p < 1

Com a mudanga de variavel: U = IP™Y, o sistema

{3.2.2> assyme a =eguinte forma:

UCTs (1 -p¥as?-
€3.2.3>

27 8 —p)
7 = R/

I’¢Torm »( U

onde S = No— g™ _ g

As fungBes do lado direito de €3.2.3> =30
continuamente diferenciévels em U e R, exgeto para S5 = (,
quande q < 1. Logo, nenhuma solugSoc pode deixar a regiZo
factivel U = 0, R =2 0 e S > 0 e, por conseguinte, nenhuma
solucde de (3.22) pode deixar O, tornando-o positivamente
invariante.

Dado gque, a seguir, faremo=s uma demorada analise

sobre pontos de eguilibrios e suaxs resmpectivas estabilidades,

é¢ conveniente listarmos os principais resultados a =serem
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obtidos, em nome de uma boa clareza.
-8 ponto (,R) = 0,0 ¢ wm pontoe de equilibrio do
slatema (3.2.23, correspondente ao equilibrio livre da doenga.
-Quando p < 1, existe um dGnico ponto de equilibrio
ndo trivial, o qual é& um atrator global (pontc nodal) para as
solucBes que se iniciam no interior de

-Se N < a V%
[ s ]

s entiio quando p tende a 4, a partir
de wvalores inferiores, entio ¢ ponte de equilibrio nZo trivial
aproxima-se do ponto de equilibrio trivial, transferindo a
est.abilidade para este.

-Se N> a ¥ , entZo quando p excede o walor 1
surge um =segundo pontoe de egquilibrio nEo trivial, ponte de
sela. Ao ponto de sela corresponde um baixo nivel de infecgdo
e ao ponto nodal corresponde um alto nivel de infeagao.

=0 ponto de equilibrio <Crivial ¢ =sempre localmente
estAavel.

—Quande p 2 1, existem tanto um nodulo {(agqd |
entendido como um ponte de equilibrie cujos wvalorea préprios=
tém partes reais de mesmo sinal, isto &, ou & um ponto nodal
ou um ponto espiral) como um ponto de sela desde que:

N, > Ne avPVG 4 2 i1+ s

onde z = {(p -~ 1).”q Além disso, N* tende para a'’?

s gquando p
tende para 1.
“Quando 1+t { p < {1 + {1 + h)/hz, o nddulo ¢ estavel.

-Quando p > t + n1 + hM/hY, o néddulo é estavel
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momente se N_ > N'* m (1 + h + q/yda ™ P V¥ |
onde ym p -1 ~ r/h .
Além disso, N'W > N" se p > 1 + r(1 + ho/h’
Se N < N o nédulo & instavel e uma bifurcagBo de
Hopf ocrre em No = N*". A estabilidade da solugde periddica
bifurcada ¢ decidida pelo sinal de uma expressfio que envolve
as derivadas até a terceira ordem de uma determinada fungio.
-Quando N_ < N <com p > 1), o ponte de equilibrio

n3o trivial atrator desaparece e a solugg8o torna-se global

assintoticamente estavel.

3.2.2. Existéncia de Pontos de Equilibrio=,

Retomemos o =istema:
I°¢CIO= alfs? - 3

(3.2.2>
R’(Tisw (I - RhD

IZO,RZO&S-N‘D—I-R

O ponto {IR>» = 0,0 & um ponte de equilibric do
sistema acima e corresponde, pela inexisténcia de infecciosos,
a um ponto de equilibric livre da doenga.

Um ponto de equilibric nfo trivial, do referido
sistema, deve satisfazer ao sistema algébrico dado abaixo:

3.2.4>

al”“(no- I-RY =t
R = hi



Logo N-1-R%wa™l™ 4N -1-R=a™9 P9
-> Nn s+ R+ a-alq I-—{p—-”/q

Facamos z = (p - 1)/q e substituamos R por hl.

Portanto, N, = (1 + h)I + a %

Tomemos £CI> = <1 + hdI + a "% 7%

Azsim, um ponto de equilibrio n3o trivial do sistema
(322> ¢ determinade pelag raizes pozitivas da equagdo
N, =< +hi+a"" 1", onde N & dado.

Como N = I + R+ S mI+hl+a1?* temos que
RehleSma 17

Consideremos a equaglo:

No=a+ml+a 17 = 325
onde =z w (p -1)/q .

12 Se =z < 0O <ou smeja p < 1), entdo FI> &
monotdénicamente crezcente em 1.

Para I = 0, temos (0> m f(I> = 0 e, além disso,
quande I —— o , também fI> —— w .

A==im, para Nﬂ > 0 existe uma unica raiz da
equagdo (325> e esta determina uma solugdo ndo trivial do
sistema (3.2.2).

Sabemos, por (3.2.4) que:

N = <1 + bl + a3 1T u £

trg -1/9 =

Se No < a ,» ent3o a¥% > + I+ a

2 U +WI<Ca ¥ -15



como 1 + hX >0 =+ I <1,

Derivando~se (3.2.4) com respeito & p, obtemo=:

o R
or
dI - - %
dp ar
al
Como g;‘ = ¢t + h) -~ za U DHrF e

-—%- = -1/ga VDI InGD , temos:

dr_ _ G~ Y1 FInczd
_ F |
dp (¢t + h) - z¢a “SE "FH

onde zZ={p-1)/q.

di
dp

Desse modo, I deeresce monptonicamente quando p

Observamos que <0, uma vez que 0 { I < 1 e 2<0

(e =) crescem. Além disso, I tem limite quande z —» o R

porque gquando Z — > 0 temos que p —— 1 .

Afirmamos gque Hm I = 0.
Te—r O
Suponhamo=s que Lim I = namero positivo. Gomo
z——» D

I'—s 1 e (1 + hYl ——s numero po=sitive, quando z——» 0-; de

~L g

a*? 1% concluimos que No > a » © que

N = {1 + hX +
o
constitul um abhsurdo dado que SUpuUSemos inicialmente
que N < a % Assim, I-—» 0 quando zZ— O .

Obgervamos que quando Zz —— 0 ocorre a Jungdo do
ponto de equilibrio ndc trivial com o ponte de equilibrio

trivial.
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2)Se z = 0 (p = 1), ent3o f(I> & monotonicamente
crescente a partir do wvalor a *9 {quando I = 0) e tende para
infinito quando I cresce ilimitadamente.

Assim, para p = 1 existe um dOnilco ponto de

equilibrio nSo trivial com I > 0> se N_ > a’? e nenhum se

-1/
N < a7,
o

BSe z > 0 p > 1, entidoc > tende para infinito,
quando I tende para Zero ou para infinito.
Calculemos a derivada de £{) com re=speito & It

£ = (1 4+ h) - z(a ¥ o =

, " = . —4rq 1.7¢1 +x)
f'(I}-D-}I-I- "—iT'_h—(a > -

Desse modo, f é monotonicamente decrescente para

I« I* e monotonicamente crescente para I > I’.

A fungd@o f atinge o seu valor maximo em N, onde

-t /(prq-1>

Z/{E 42y
£a* « N* = a -—3—"——9] i

1+ z}[ -

Agsim: se No < N*, ent8o n3oc existe nenhum ponto de
equilibrio n3c trivial ; =se N, = N*, entiic existe exatamente
um ponto de equilibrio ndEc trivial; se No 2 N*, entdo exdstem
precisamente doiz pontos de equilibrios nSo triviais.

- * -
Notemos que quando z—— 0, temse N — a "/q,
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além dig=o, o8 dois pontos de equilibriog n3o trivials se

Juntam ao ponto de equilibric correspondente ao caso z = 0,

3.2.3. Establlidade,

Na =secgdo anterior, analisamos a existéncia dos
pontos de equilibrios do sistema (322, agora vamos proceder

um estudo quanto a establlidade de tals pontos.

<Id> 0<p <1t .

NiEo & possivel examinar a estabilidade do ponto
trivial através do método de linearizacido do sistema (3.2.2),
dado que o termo alfs? & descontinuo em 0,05, quandc
0 < p <1

Entretanto, ne =iztema trans=formado {3.2.3>
observamos que Us R = 0 nio & ponto de equilibrio, logo o
ponto (0,0 ¢ um ponto de equilibrie instavel para o sistema
{3223, Portant.o, solucSes pravimas de ponto <0,00, no
sistema {3.2.27, nfo tendem assintoticamente para este ponto.

Retomemos o sistema (3.2.2):

IXTOm aifs® - I
R(T>= r{1 - R/hD

comSsN -1-FR.
0

Suponhamos que d,R> ®eja um ponto de equilibrio nio
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trivial do sizstema acima, isto &, vale (3.2.4):

{al""(ﬂo -I1-RT =y

R = hl

Escrevamos a matriz Jacobiana do sistema

linearizado correspondente:

p-1- g€I’sd - I S>

JCLR> =

[

As=sim, obtemos:
Tr =« Tr{J> m p =% - pr/h ~ g{I/ 5>

Det= bet(Jji= r[{i + h)qd<l-5) —<p —1)/h]

4./
com IS m a C!I”m.

Quande 0 <« p < 1t , no ponte de equilibrio ndo
trivial o Tr & negativo ¢ o Det é poxmitivo, por conseguinte, o
referido ponto ¢ local assintoticamente estavel.

Na verdade esse ponto ¢é global assintoticamente
estavel para gqualquer solugdo que se inicia no interior da
regido factivel. Provemos essa afirmativa:

Do sistema (3.2.3>, obtemos:
@ L1

e I qaSTHu P L a4 - pd <o
d _ dR

Pelo Teorema 9 do Capitule I, podemos afirmar gque
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ndo existe nenhum ciclo limite. Sabemos que oz conjuntos
w-limites de um fluxe limitade neo plano consistem apenas de um
dos smeguintes caso=s({20)):

1. ponto de equilibrio

2. érbitags peribdica=s

3. o¢rbitas ligando pontos de equilibrios (é4rbitas
homéclinas e heterbdelinas).

Como nAo existem ciclos Hmites nem Srbitas
homéclinas ou heteréclinas, o ponto de equilibrio ceonsiderado

& plobal assintoticamente estavel.

<II> p = 1

Quando p = § & No < N* Usto &, Na < at?y existe

soment.e o ponto de eguilibric trivial

Do sistema (3.2.2>:

I’'¢THm als - 1
R(T)m r<I - RN

S-NO—I—R , resulta:
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[ a8? - qas¥'1 - 1 -galPgd™
JIR> =
b ol -rh
L
aN: -~ 4 0
J€0,00 =
r ~rh

Como N < P

» temos que aﬂz 1 e dal os valore=z
proprio=s de J(0,0) s3c negativos.

Logo o ponto trivial & local assintoticamente
estavel. Usando-se 0 argumento anterior, podemos assegurar que
0,07 & global assintoticamente estavel

Quando N_ > N* " = a9 3, 0 ponto de equilibrio
trivial é instavel, pois aN: - 13> 0.

Por outro 1lado, existe wum ponto deequilibrio ndo
trivial, no qual o Tr & negativo e Det & positive; logo
trata-se de um ponto local assintoticamente estavel

Mostremos que esse ponto € global assintoticamente
estavel: tomando-se I e R suficientemente pequenos, podemos
conglderar No - No -I-Fk.

Assim, alS? = alcN - 1 - Ry

x aIN? > I, pois N_ > a9
Portanto, I’(Tom aIST -1 =+ IXTY x alN] - 170
Por coseguinte, nenhuma scolugBo iniciada no interior

da regido factivel pode aproximar-se de 0,03

Usando-se o Teorema B do Capitulo I, para € = I_‘,
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mostra—se que ndo existe ciclo limite.
Portanto, o ponto de equilibrio néo trivial
congiderado ¢ global azzintoticamente extaAvel no interior da

regifo factivel

CIIID p > 1 {ou seja, z > 0>

Se No < N’, entdo o Gnico ponto de equilibrioc & o
trivial, 0 ponto de equilibrio trivial 3 global

assintoticamente estavel, pois:

—1 )

JO0 = L -r/h

-
Suponhamos que Nﬁ > N.
Retomemos a equaglo N = (1 + pOI + a1 - D
Facamos W = a "% | jogo:
N, = a vETTL [{1 + OW + w“] - WD
onde W' = L5 = a7 1'%,

Calculando-gze f(Wa P temos que:

fCWa METTYS w sow.

Derivando-se a funcdo g(W)>, com respeito a W,

obtemos: #*'{(Wims a_zﬂp'qd}[(:l + h> - zwﬂiﬁz]
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1.7(1+1)

’ Zz
Temos que g (Wo) = (0, quando wo - [ﬁ]

Calculando-se g(W,>, obtemos g(W > = N = ra™>.

Ou seja, as fungfes £ e g Lém o mesmo valor minimo

- = 4./ +2)
nog pontos 1 e [—-1-—-+—ﬁ] s respectivamente.

. z 174+
Se Nﬂ = N » entao W - [W] )

t+z Z
Donde resulta W e

Como W %= I/S » obtemos I/S = -—-i-«f_—K

»
Logo, quando No = N temos:

= p — 1
S = —1T5%% ™ qa+m

Sabemos que Det = [(1 + h)g{I~S> - (p -1)/11].
Assim, Det > 0 se, e somente, I/75 > -—-—-—f—-—-

-4
Portanto, a condigdo I/5 = o - “gc1 + ho

define simultaneamente as condigSes No - N* e Det = O .

Vimo=s que quando No > N*, existem doils pontos de
equilibrics ndo triviais: um corresponde ac0 menor wvalor de I
{chamado menor valor de equilibrio); o outro, corresponde ao

maior valor de I (chamado maior va_lor.de equilibrio).
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—=
1t +h

e azzim Det < 0; para o malor valor de equilibric temos

Para o menor valor de equilibric temos I/S <

/S > » portanto Det > 0 .

-z
1 +h

Logo, ac menor valor de equilibric corresponde um
ponto de sela, pois um wvalor préprio & negativo e o outro &

pesitive. Ap maior wvalor de equilibrio corresponde um nédulo,

que ¢ assintoticamente estavel, pois Tr < 0 .

Retornemos A analise do nédulo.

Se ia g<W) = g vPray [(1 + WOV + w“].
z 174+ ) frs -
W > [T~+—h] - W = Irs > 4+ | ¢ ¢como
tzr<t + W17’ & um ponto de minimo de g<W), podemos

170142 )
garantir que (W) cresce com W, zempre que W > [—T-_'ZT-—h]

Se supusermos gue No & um pardmetro que pode tomar
diferentes valores, entfico 1/5 & wuma fungdo crescente de
No,pois quando No cresce, W também cresce e, por conseguinte,

LS cre=sce.

Pesse modo, Tr = p - 1 -rh - g{lI-5> decresce
guando No cresce.
p-1
»
Yimos que guando No = N, temos IS = TIN5 e

p -1
E
consequentemente TFr = Tr = T F - r’h

r{1 + h)
e

hz

Dessa manelra, se p -1 < entio T &
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sempre negativo e o nédulo & estavel.

Por outro lado, se p -1 > M, entdo Tr é

2
h
sempre positivo para I/5 < (p -1 - r/hd/q , © que corresponde
a No < N*™ ve Jamos que nossa afirmacio & verdadeira.
Come p-1 > rd +hd/h® e L/S > (p - D/gt + hd
temos: p -1 > r{1 + h>/h* S (p -1 - phd/g > (p - 12/g(4 + hd
Loge podemos tomar I/S5 tal que:
(p -1 -x2/Td/q > L/8 > {p - /g4 + hd.
Facamos y = p - 1 ~ r/h.
Sabemos que wi'F w IS
De (p - 1 -~ r/hd/q > 1/S > {p -1 /g1 + hd, resulta
que yrq > witE,

1,142

De y/qg > w"’z concluimos que {y~ q> > W

Como 1/¢1 +2> = g/¢{p +q -1), temos:

Qs iprq-1} 174+

W o=yl > W, = [z/d + hl

Ora, como wi > Wo e & & cre=scente, resulta:

= o
N - gcwg > g(Wo) - No - N > No' O que

demonstra nossa afirmativa.

Assim, para No > N o noédulo & estavel; para
N, < N o nédulo & instavel.

Quando No - N“, existe uma bifurcacgiic de Hopf; a
estabilidade da =solug8o periddica bifurcada & determinada pelo

sinal da seguinte expressHo:
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A = (y/rOF + (2/hOF +F +
IIX IR IRR

Y
(FxI/h F!n)i(y/r)l-"r: + (2/hOFin + Frr ]

y - rh?
onde vy « p - 1 - »/h, FOQ,R) = alp(No -1 - ' e todas a=
derivadas 530 calculadas no ndédulo,
Se A < 0, ent3c a bifurcagdc de Hopf & supercritica,
isto &, o ciclo limite & estaAvel e aparece para Nn < N*".
Se A > 0, entio a bifurcagio de Hopf & subcritica,

ou seja, o ciclo limite & instavel e aparece para No > N‘H.

3.2.4 Um Exemplo de AplicacgSo.

Fazendo-se p = 2 e g = 1 , temos o seguinte sistema:
1¢TOm al%s - 1
R (T)m {1 ~ RO

S=N -I-R
o

Por outro lado,
z={p~1dgwi1,ymwp-1-r/h=iq1-r/h.

*- P
Calculemos=s N e N

» -1 /tp+q-1) ST
- g irPra z )

N Cz + 1) [{1 + horz]

N w2 a % + ¥

N 1 + h + q /y)a-1/(p+q—1! <y /q)q/(p-rq-—l)

N a2 - »10 1 + A + OG- r/OL

Para que se tenha uma bifurcacdco de Hopf ¢

suficiente que p -1 > {1 + h>~h° » ou zeja rh < h/7(1 + hd.
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A natureza da bifurcagio ¢ dada pelo sinal de A que
é igual ao sinal de A’= x»/h - (h-25/C(h+1).

Peortanto,

se h 2 ou se h > 2 e »/h >»Xh-2)/(h+1), ent3o
a solugdc periédica bifurcada é instavel;

se h > 2 e rh > (h-2>/¢(h+1), ent3o a solugdo
periddica bifurcada € estavel quando No ¢ Hgeilramente menor

*
Not.emoz que a*" N e o™ depedem somente de

Congideremos o plano (ai/ZNo,h).

Fagamos o grafico de N = a2 + W2

L 72
a N
[ ]

12

" h
Notemoz que N* < N e N“l - NMl quando
heh =ir+a+4d72 .
Por outreo lado, (h-2>/(h+1> = r/h

2h=h =12+h+ &+ 4’ o' 2
Logo, (h~2>/Ch+1) { r/h quando h < hi.

Consideremos o seguinte grafico:
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a® Ng

Observemos:

- Ko lado esquerdo da curva LMN (No < N*) nAn existe
pente de  equilibrio nBo trivial e o ponto de equilibrio
trivial ¢ glebalmente estAvel

- No lado direito da curva QMN,um dos ponto=s de
equilibrie ndo trivial é estavel.

- Sobre a curva MP, onde h1 {h & h:z’ isto &

(-2>/¢hH> < /b < h/UH, com N = N
uma bifurcacio de .  Hopf subcritica ocorre. Um cicle limite
instAvel aparece A direita de MP.

- Sobre a curva PO, ondde h > hz, isto ¢,

r/h < (h-2>/Ch+1>, com N = N°° uma bifurcaglio de
Hoptf supereritica ocorre. Um cicle limite aparece a esquerda

de PQ.

Na figura abaiwo. temos h = 4, h > h1 e r = D997,
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'
Quando No é¢ ligeiramente menor que N com

N"¢ No 14 N**, temos que o ndéddulo ¢ uma fonte

existe um ciclo limite estavel.

R

1 —
Iy 560 |
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COMENTARIOS:

- Liu et ali 1987) fizeram um estudo completo do
modele SEIRS, com dindmica vital, investigande pontoz de
equilibrios e estabilidade do =istema que governa o referido
modelo, utilizando a mesma técnica empregada no artigoe {[20],
por nds estudado no CGapitulo III. Em alzuns cagoa podem
ocorrer-. solucBes periddicas pela bifurcagdc de Hopf, para
valores criticos dos parametros.

0 sistema analisado por Liu et all d211> & o
seguinte:

[ s’= -AIPs? + u - ps +6R
E’= ZIPS® - (Fr + OE

I'ms ¥E = ¢ + 1D1

| R'= 21 - (& + 1OR

S+E+I+R =1

onde X, p e q sdo positivos.

Além dig=so, temos:

L~ taxa de nascimento & morte

¥- tamxa com gue os expostos se tronam infeccioros

y- taxa com os Infecciozos s8c removidos

&= taxa com que os removidos perdem a imunidade.
Interessante ¢ a forma como ¢ estabelecida a relagdo

varios modelo= & o modelo SEIRS.

114



Por exemplo,0 modelo SIRS é& obtido a partir do

modelo SEIRS quando n3o existe periodo latente;, Iisto &, n3o

exizte a clagse dos expostos E. Como o periode médio latente &

17¢ , ndEo resta outra alternativa sendo fazer ¥— w .

A seguinte tabela permite ter uma boa ideia de como

alguns modelos s8o0 obtido= a partir do modelo SEIRS.

MODELO

AS
RELAGAO

SIS

SIR

S5IRS

SEIS

SEIR

Limite do SIRS
gqguando & — ™

Limite do SEIS
quande ¥ — o

SIRS
quaende & =

Limite do SEIRS
quande ¥ —» @

Limite do SEIRS
quande & — ®

SEIRS
gquande & = 0
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Hethcote et ali (1989> mostraram dque quando é feita
uma associagB®c entre uma taxa de incidéncia n3o bilinear da
forma fI¥S e um periodo de retardamento na classe dos
individuos removidos no modelo SIRS, & possivel existir,
através da Dbifurcagdo de Hopf, =solugBes peridédicas para
determinados valores dos parametros (17D.

No mesmo artigo haé o registro de que Hethcote et ali
{19813 mostraram que, quando a taxa de incidéncia ¢ da forma
BIS e se tem um periodo de retardamento na c¢lasse dos
individuos removidos no modele SIRS, ¢ possivel existirem
solucgters periddicas, através da bifurcagiic de Hopf, para
certos valores dos parametros. Se, no entanto, o periodo de
retardamento ¢ tomado na classe dos individuos infecciosos ndo

& possivel existir solugdio periddica.

GOMENTARIOS FINAIS

S80 incontaveis as dificuldades que cercam a
modelagem da  propagagdo de doengas transmissiveis em
populagtes humanas, principaimente gquando se deseja propor um
modelo que, tanto quanto possivel, =seia bastante abrangzente
e ratrate a realidade.

Comoe parece natural, estrutura-se iniclalmente um
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modelo, muitaz vezes, visivelmente grosseiro para,a partir daf
se originarem as devidas reparagCes.

S8o diversas as consideragBes feltas em um modelo no
sentido de torni-lo representativo da realidade,

Para modelos epidémicos podemos citar, como exemplo,
as seguintes consideracBes:

- Inclusdo da dinAmica wital. Importante gquando =e
tem um pericdo mais ou menos longo para a doenga, onde ndo &
possivel desprezar os hnascimentos e ¢bitos no referido
periodo.

- Tawas de incidéncias n3o bilineares, as quals
levam em conta: influégncias psicolégicas decorrentes da
possibilidade de contagio; mecanismos prdprios de infecgBo
por virus, para a qual existe uma concentracgio limiar viral;
relaxamento da hipdtese de gque a populagioc seja uniforme e
homogeneamente distribuida.

Isse nos leva a concluir que nenhum modelo exté
definitivamente acabado,existe sempre a possibilidade para
modifica-lo; uma boa raz@o seria a pergunta: "e =ze T

Esze gquadro de questionamentos naturais da modelagem
de processos epidémicos, em pelec menos deis importantes
jornais de epidemiologia: American Journal of Epidemiology
(publicagdo mensald) e International Journal Epidemiology
(publicagic trimestrald onde e percentual de artigos

publicados =sobre epidemias utilizando modelagem pode ser
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considerado como

Obgservemos o quadro abaixo:

razoavelmente

significativo

1191,

Numero

total de
Jornal i

arliges

publicados

Percentual
de arilgos
de doencas
itransmissivelis

Percentual
de artigos
de deoencas
transmissiveils

usando modelos

American
Journal of
Epidemiology

1D7S8-1DPBO (o1 T-) 35 5.4
10B81~1085 PO 24 14. 4
Internatltionatl
Journal of
Epidemiology
197G~ 1080 Z40 20 14. 6
1PBO—19PBYS ass i5 27.3

Como palavras finals,gzostariamos de consignar aos
muitos servigos de vigilancia =sanitAria do Palis muit.o

incentivo e recomendar todo empenhe ne registro dos casos
epidémicos, poix esses dados =s3o notoriamente importantes para

estabeleciment.o de

posteriores e o

estudos consegquente

politicas de saGde piablica’
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