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INTRODUÇÃO 

A ~~oria das Medidas a valores ve~oriais, 

generalização ~ormal, ~em hoje importantes aplicações. Por 

exemplo, no es~udo da Teoria dos Espaços de Uuna;;;h, os teoremas de 

Radon-Nikodym para in~egral de Bochnar, o teorema de Orlicz-Pettis, 

a teoria de ReprRsentação de operadores sobre espaços de ~unções 

e mu.i~os outros rest.Ilt.ados mostram G<sta import..ârv::ia. 

Nesta disserlaçâo, ~azemos um estudo das Medi das Vetoriais 

e leorias de Int-egração Vetorial, direcionado à suas aplicações 

na represent-ação de operadores e 

funções. 

funcionais sobre espaços de 

O Ca pi t ul o I , versa sobre Medid~s Vetoriais e conceilos 

associados. Também apresent-amos os pri nci pais resullados das 

teorias de int-egração va~orial segundo Barlla a Bochner. 

O Capilulo Il, lrala de duas aplicações das Medidas Veloriais 

na Represenlaç~n de aplicações lineares sobre espaços de funções 

conlinuas, sendo cenlrais o Teorema de Barll e-Dun~ord-Schwarlz 

([4)) e o Teorema de Singer C[17J). 



No Capi~ulo III, es~udamos uma caré>.r::-t.l?rização do dual do 

e~paço de funçBe~ r~;:~ i~ i ni.egráve1 s com r~l aç:;ln .=. um.:.. ml?di da 

ve~orial. Es~a carac~arizaçâo sendo um espaço do ~ipo L
00

• 

conforme ao caso clássico. Es~e es~udo á baseado no ~rabal ho 

([12J) da Egghe . 

Nest.e ~rabalho, além da preocupação de cst.udar a Teoria da 

Medi da e I nt.egr ação em ni vais mais gerais t.ent.amos as c r evar um 

t.exLo acassival a um lai~or familiarizado com os t.ópicos básicos 

em Teoria da Medida escalar, Topologia Geral e Análise Funcional. 



CAP1TULO I 

MEDIDA E INTEGRAÇÃO VETORIAL 

I. 1. In~rodução 

Nest.e capi l.ul o esl.amos i nt.eressados em asl.udar duas l.aor i as 

da inl.agraç~o val.orial: a Inl.agral bilinear de Barl.la e a Inl.egral 

de Bochnar. Esl.as generalizam a t..aoria clássica da Lebasgua. no 

sent.i do de consi dar ar funções e medi das a val orG-s em espaços de 

Banach. 

Inicialment.e, no it.em I.2 int.roduzimos as medidas vet.oriais. 

suas propriedades, vemos alguns exemplos, e conceit.os relal.ivos. 

Dest.acamo~ que surgem conceit.os próprios das medidas vet.oriais, 
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qus não Lém ssu análogo na Lsoria das medida~ sscalar~s. 

Em 1.3, G>sLudamn:=; i=<. t..eoria de In'twgr~ç:?fn Ri linç:;.;;r BarLle 

para a valore-s veLoriais com raspeiLo a uma m&dida 

veLorial, sob hip6Leses adequadas às posLeriores aplicações. NesLe 

iLem. vemos medianLe exemplos, que em geral as exLensões da alguns 

resulLados clássicos, como o Teorema da Convergência Dominada, 

falham. 

EsLa Leori a pode ser desenvolvida em níveis mais gerais 

C ver [2]), porém não são adequados aos objeLivo~ desLe Lrabalho. 

Em I . 4. apr esenLamos a I nLegr al de Bochner de uma função a 

valores veLoriais com respeit..o a uma medida escalar. Est..a i nt..egr al 

se define sob condições mais fort..es e porLant..o aprasent..a melhores 

propriedades que a ant..erior. Finalizamos est..e parágrafo com o 

desenvolviment..o do conceit..o de espaço LP. 

I. 2. Medidas vetoriais 

Seja n um conjunt..o não vazio, diremos que uma colação i: de 

subconjunt..os da n é uma o-álgebra se sat..isfaz as condições abaixo: 

c.o ~. n e L 

c ii.) Se 

CüW Se CA ) 
n 

é uma sequência de element..os de 

00 

u A E L 
n 

n= 1 

2 



No que segue X. Y. 2 deno~am espaços de Banach, e ~ represen~a 

uma o-álgebra de subconjun~cs de O. 

Def"iniçãc 1.1. 

Uma aplicação de conjun~os F:L ~X é chamada medida ve~orial 

f"ini~amen~e adi~iva. cu simplesmen~e medida ve~orial se dados 

elemen~os disjun~os A, 8 E L en~ão, 

FCA U B) = FCA) + FC8). 

Além disso. F é di~a medida ve~orial o-adi~iva. se para ~oda 

sequência CA ) 
T'l 

de elemen~os disjun~os de L, ~emos: 

00 00 

FC u A) 

" 
= E FCA ) , 

T'l 
na norma de X. ou seja: 

n=t n=t 

00 T'l 

t i m. 11 FC u A ) - E FC A . ) 11 = O. 
i ~ 

T'l i=t i=t 

Algumas propriedade~ Alemen~ares das Ascalares, 

ccn~inúam sendo válidas para medidas ve~criais. ~ais come: 

C D FC f/J) = O. 

CiD FCA,B) = FCA) - FCB), A,B E L, As;B. 

CüD Se CA) 
T'l 

é uma sequência crescen~e 

00 

elemen~cs de L, en~ãc FC u A ) = lim. FCA.). 
~ 

n=t i 

CA s; A s; 
1 2 

... ) de 

(ú;) Se CA ) é uma sequência decrescente de elemen~os de ~. 
T'l 

00 

FC n A ) = 
T'l 

n= i 

l im. FCA.). 
i 

\. 

3 



Exemplos 1. 2. 

C a.) Uma medi da vet..or- i al • que não é o--adi t..i v a 

Sejam 0=(0.1). 

2: = o--álgebra dos conjunt..os Lebesgue mensuráveis em 

(0,1). 

~=medida de Lebesgue em [0,1J. 

= espaço de Banach clássico das f' unções 

f; (0,1 J ___.. IR. ~-mensur-áveis e essencial ment..e 1 i mi t..adas. Sendo a 

norma dada por 

Def'ina a 

UfU = sup ess lfCt) 1-
oo 

l€[0,1] 

aplicação 

represent..a a função caract..erlst..ica de A. 

como FCA)= X • 
A 

onde 

Clar-ament..e. F é uma medida vet..orial f'init..ament..e adit..iva. mas F 

não é o--adit..iva. De f'at..o. seja CA ) 
1"1 

uma sequência disjunt..a de 
00 

conjunt..os não vazios de 2: e chamemos B = 
1"1 

u A .• ent..ão 
. l 
\. =n+1 

00 1"1 

11 FC u A i.) - E FC Ai.) " 00 
= 

00 

11 FC u A.) " = U X U 
B 00 

1"1 

= 1 • V n E IN. 
i=1 i.=1 i.= 1"1+1 

l 00 

00 

Port..ant..o, l i m. U FC u A . ) - E FC A . ) U ;tt O. 
\. . \. 00 

1"1 i.= 1 I. =1 

(6) Uma medida vet..orial o--adit..iva 

Sejam O, 2:, ~ como no exemplo ant..erior e 

Banach cl ássj co das !'unções Lebesgue int..egráveis. 

espaço de Banach qualquer e T E :t'C L ( ~J • X) . 
1 

o espaço de 

Sejam X um 

Para cad~ E E í. definamos F:2: ___..X. conao T"<.AJ ' 1<-x ) . 
A 

Pela linearidade de T, é f'ácil ver que F é uma medida 

vet..orial. Além di s.so. most..raremos que F é o--adit..iva. 

4 . 



Com ~f'~it.o, seja um<'l s~qu~nci a C A ) 
n 

d~ ~l~m~nt.os disjunt-os de 

~. se chamarmos B = 
n 

n 

(l) 

V A ent-ão 
I. 

1. =n+ 1 

(X) 

11 rc v A . ) - E Fc A ) 11 
~ I. 

= IIFC v A ) 11 = IITC Ã: ) 11 
B 

S 11 T 11 1--1C B ) • 
i.=t \.=1 

D<?sd<? qu<:> 1--1 é o-adit-iva, 

Daf'i ni ção 1. 3. 

i.=n+i 

(l) 

~ im 11 FC v 
n i. =n+ 1 

A ) 

n 
n 

n 

i.= s 

E FCA) 11 
I. 

= o. 

Seja F:~~ X uma m~dida v~t.orial. A variação de F é a 

íunção d~ conjunt-os I F I : ~ ~ [ O • ooJ deíinida como, 

n 

I F I C A) = sup { E 11 FC A i.) 11 ~. A E ~. 

i.= 1 

onde o supremo é ~ornado sobre ~odas as par~içBes {A
1

, ••. , An~ de 

A, em um número f'init.o de elem8n'l.os d~ ~. 

Diremos qu~ F é de variação limit-ada, se I F I c 0) < 00. 

Proposição 1.4. 

A variação de uma medida vet-orial F:L ~ X, t.em as seguin~es 

propriedades: 

Ca.) IFI é uma medida adit-iva, escalar e não negat.iva. 

(fJ) Se IFICO) < oo ent.ão, IFI é o-adit.iva se, e soment.e se, 

é o-adit-iva. 

c c.) IIFC A) 11 s I F I c A). 'lAeL. 

Para as provas dest.as propriedades ver [10), página 33. 
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(Jut...ra. função de conjunt...os associada a uma medida vet...orial é a 

semi variação. o conceit...o de semi variação est...á diret...ament.e 

relacionado com o est...udo da t...eoria de int...egração bilinear 

relat...ivament...e a medidas vet...oriais. 

Para o desenvolvimient...o dest...a teoria em maior grau de 

9' .," ·ral i dadc, onde por exemplo a função i nt.Flgr.:=~ncio assume valores 

num espaçc· de Bana c.; h Y, se faz necessár· i o assumir 

exi st...ênci a de uma aplicação bilinP.;:~r cont...lnua. definid;:~ P.m X'xY 

t...omando valores num 8Spaço vet...orial '/ ..... 
di f i cul da de de "mul t...i pl i c ar" el ement...os de espaços di fer ent...es que 

não possuam est...rut...ura para t...al. 

Como o nosso propósit...o é est...udar alguns t...eoremas de 

represent...ação de operadores lineares, int...roduzimos aqui apenas os 

conccit...os relacionados com o t...ipo de integração envolvidos com 

aqueles t...eoremas. 

Observação 1.5. 

No que segue vamos a indicar por X e Y espaços de Banach 

nas condiç~es: X é um espaço qualquer e Y é o corpo dos escalares 

ou Y é o dual t...opol6gico de X, ou vice-versa. 

Assim, de uma maneira nat...ural cont...amu~ com uma aplicação 

bilinear, cont...lnua, definida sobre XxY. a saber: a mult...iplicação 

por escalar ou a avaliação funcional. 

est...a aplicação pelo simbolo 

cont...radomi ni o. 

.... . 

6 
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Sejam X. Y espaços. d-=- Bar1ach conf'orme à oh~Prv.::~ç.::o,-.. .::~nt..erior. 

e seja F:~-+ X uma medida ve~orial. A semi variação de F é a 

f'unç~o de conj unt.os llFll : ~ -+ [O, ooJ dada por: 

llFI.ICA) = s-up ~ 11 E yi.. FCA\.) 11 ~· 
i=i 

onde o supremo é t..omado sobre t..odas as part..ições f'init..as ~A 1 , ..• 

An~ de A, em element..os de~ e sobre t..odas as coleções ~y1 , y
2

, 

.. , yn~ de elemen~os de Y, ~ais que lly 11 ~ 1. 
l 

Di r e mos que F ~em semi var i ação 1 i mi t..ada. se llFI.IC ()) < oo. 

Proposição 1.7. 

A semivariação d~ uma medida vet..orial F: :L -> X. ~em as 

seguint..es propriedades: 

C a.) llFII é monót.ona. 

( .S) llFII é subadi ~i va. i st.o é: se dados conjunt..os disjun~os 

A, 8 E :E enU!lo I !FI te A u 8) !f llFI.IC A) + llFI.IC 8) . 

C c.) Se F é 0'-adi t.i va ent..ão, llFII é 0'-subadi t..i va. i st..o é: 

dada uma sequência CA ) de element.os disjunt.os de :L, t.emos que 
n 

00 00 

l!Fl.IC u A.) !f 
\.=i l 

E llFI.IC A.). . \. 
l.=i 

CcD V A E :L s-up ~ IIFCD 11 / EE~. ESA ~ !f llFlJcA) !f I FICA). 

Para as demonst.rações ver [10), página 52. 

No caso Y=C, a semi var- i aç~o t.ert& ainda as seguin~es 

propriedades: 

7 



Proposição 1.8. 

Sejam F:L ~X uma medida ve~orial. e A e L. en~ão 

C D llFI.IC A) * * * * = sup i lx FICA) / x e X • llx U 5 1 ~· 

C W sup i 11 FC E) 11 / E á. ESA ~ 5 llFI.IC A) :!S 4 sup i 11 FC D 11 / 

EeL. ESA ~· 

Demons~ração: 

CD Sejam ~A1 •..•• An~ uma partição de A em elemen~os de 

L. e ~a 1 , ...• an} uma coleção de escalares tais que la. I 5 1. 
\. 

Seja 

n 

* * X E X, 

lx*( E a.FCA.))I = 

então. 

* E a.x FCA) I 5 
\. \. 

n 

* lx FICA). 
. \. \. 
\.:1 \.=1 

Logo, 
n 

11 E a. FCA.) 11 
\. \. 

i=1 

J * x*e x*. * l 5 sup 1 I x F I C A) / 11 x 11 5 1 r. 

Assim. temos que IJFI.IC A) * * * * sup ~ lx FICA) / x e X, llx 1151 }· 

Para provar a desigualdade con~rária considere a ~unção sinal, 

dada por 
-i ( Q.AA X> ssn (x) = e ·-v X E C. Note que e 

que lxl = ssnCx:>. x. X eC. 

\. :: 1 

Tl 

E lx*FcA.) 1 = 
L 

\. = 1 

Tl * * E ssnCx FCA.)).x FCA.) = 
\. \. 

* Tl * X ( E ssnCx FCA. )) . FCA. )) 
. \. \. 
\. :: 1 

< * 11 E ssnc x FC A ) ) . FC A . ) 11 
\. \. 

Tl 

< llFI.ICA). 
\.=1 

Se tomamos o supremo sobre todas as partiç~es ~A • . . • A } de 
1 n 

A, obternos 

Consequentemente. 

8 



CüJ A primeira desigualdade resul~a da mono~onicidade da 

semi variação. 

Por ou~ro lado, para cada medida escalar ,*F ..., ~emos. 

Cver [11), página 97). 

Logo. por C D resul t.a l!FlJc A) ~ 4 sup ~ 11 FC E) 11 / Ee'L. Es;A }· 
D 

Not~: * Se t.emos uma medida vet.orial F:Z ~X • ent.ão adequahdo 

demonst.r ação de 1 . SC D , é possi vel provar que a semi variação est.á 

dada por 

llFlJcA) = sup ~ lxoFICA) / x E X. llxll~l }. 

not.e que est.amos considerando X E X s x**. 

Exemplos 1. 9. 

A E z. 

C~ Uma medida vet.orial de variação limit.ada 

Considere a medi da ve~orial o-adit.iva F: :L --+ X 

exempl o 1 . 2( .6) . Vejamos que F t.em variação limi~ada: 

dada no 

. ,An} uma par~ição de [0,1) em element.os de Z, 

I: IIFCA.) 11 
\. 

= I: IITC;t; ) 11 
. A. 

::S: I: U T 11 J.JC A . ) 
\. 

11 T 11 J.JC [ O • 1 J ) = ent..ão 
i= t L=t L i.= t 

IITU. 

Assim obt..emos que. IFIC[0,1J) ~ IlTH < 00 • 

C/,) Uma medi da vet.or i al de semivariação limit.ada, mas 

com variação não limit.ada 

Seja F: 'L --+ L c1.D 
00 

a medida dada 

Veremos que F t..em semi variação 1 i mi ~ada. 

9 

no exemplo 1.2(~. 



Sejam * . * X € L (. 1-J.) 
00 

11 x:w. 11 ~1 uma par'Lição 

[o .1 ) em elemen~os de L, logo: 

T'l * * = E lx ex ) I 
. A 

= )) x ex 
A 

i. ~ = 1 ~ 

r. 

X *c * E senCx ex 
A 

)) X ) 
A 

\.=1 \. 

* sup ess 
lEIO,tl 

E senC X c X ) ) X c t) 
A. A. 

i= 1 \. \. 

* 11 E senCx CxA )) XA 11 
00 

\. = 1 \. \. 

= 1. 

En'Lão, J.lF'IJC [ o. 1 J) * * * = sup { lx FIC[0,1J) / x eX • 

= 

) = 

Mas F não ~em variação limi~ada, pois se iA
1

• . , An ~ é uma 

par~ição de [0,1) em elemAn'Lo~ n~o vazios de L er1~ão, 

n n 

IFIC[0,1J) 
\.=1 

E IIFCA.) 11 
~ 

= E nx 11 = n, 
. A. 00 
~ = J. \. 

V n €= !N. 

Por~an~o. IFIC[O,lJ) = 00 .. 

I. 3. Integral Bilinear de Bartle 

Sejam X, Y e 2 espaços de Banach. No sen~ido mais geral, es~a 

'Laoria es'Luda a in'Legração de ~unções a valores em Y com respei'Lo a 

uma medida ve~orial a valores em X. 

O desenvolvimen'Lo ~ipo Lebesgue des'La 'Leoria, ~az necessário 

supor a exis'Lência de uma aplicação bilinear, con'Linua, de~inida em 

XxY, a valores num espaço de Banach Z. Nes'Le nivel da generalidade 

várias propriedades da in'Legral de Lcbe~gue são válidas, como os 

t-eoremas de Convergência da Vi~ali e da Convergência Limi'Lada, 

embora a ex~ensão na'Lural do ~eorema da Convêrgencia Dominad~ CTCD) 

10 



falha. 

Como já mencion.r:tmos p;.r·;. os nossos propósit-os h.::..,t.a considerar 

dois tipos de aplicações biline~re~ cont-inuas: a multiplicação por 

escalar e a avaliação funcional. Assim, no que segue consideramos 

o~ ~spaços X. Y e Z conforme à observação 1.5. 

A seguir int-roduzimos alguns conceit-os básicos da t-eoria da 

Medida vet.orial. 

Sejam F:~~ X uma medida vet.orial e Cf ) ,., uma sequência 

de funções definidas em O com valores em Y. Diremos que. 

C D Um conj unt.o A E ~ é F-nulo se llFllC A) = O. 

CiD Cf) 
Tl 

converge pont.ualment.e F-qu~se sempre CF-q.s.) se 

exist.e um conjunt.o F-nulo N. t.al que Cf ) 
n 

converge pont.ualment.e 

em 0'-N. 

CUD Cf ) ,., converge uniformement.e F-quase sempre se Cf ) 
n 

converge uniformement.e no complement.ar de um conjunt.o F-nulo. 

C~) Uma função f :0 ~ Y é F-essencialment.e limit.ada sobre 

AEL. se exist.e um conjunt.o F-nulo N. t.al que f é limit.ada em A'-N. 

Nest-e caso definimos o supremo A~~Ancial de f sobre A como. 

sup ess UfCt)U = Inf sup UfCt)U. 
lcA N lcA'-N 

(v) Uma função f :0 ~ Y é chamada simples. se f assume 

apenas um número fi ni t.o de el ement.os de Y. ~y 
1

• . .• Y,., }. de t.al modo 

-1 n 

que f C y. ) E ~. 
\. 

Not.e que f admit.e a represent.ação f = E yi~A • 
i= 1 \ 

com A.e ~ e A~ = 0, 
\. i J 

\.i'l!j chamada forma canónica. 

11 



Denot-amos por 0 C~) ao espaço vet-orial das funções simples 
v 

a valores em Y. com as operações habit..ua1s. 

De:fi ni ção 1. 1 O. 

Sejam F:!:---+ X uma medida vet-orial. f: O ---+ Y uma :função 

"'-_;_mples dada na :forma canônica e E E !:, de:finimos a in'Legral de 

f sobre E como, 

Tl 

= E y. • FC A . ()E) . 
. \. \. 
\.= ~ 

fcJ.FCdt) é um elemen'Lo bem oerinido de 2 Ci.é. independe da 

represen'Lação de /). Para a prova dest-e :fat..o ver [10), página 108. 

Vejamos algumas propriedades básicas der· i vadas des'La 

de:finição. 

Proposição 1.11. 

Se F é uma medida vet-orial, ent..ão a int-egral de uma :função 

simples sat..is:faz, 

C a.) Par· a cada E E L. a aplicação f e e c!:) ----+ J f. FC d t) 
y E 

é linear. 

C6) Para cada f e e (L), a aplicação de conjunt-os E e!: ----+ 
y 

fcJ.FCdt), de:fine uma medida vet-orial, a qual é c-adit-iva quando 

F é c-adi t..i va. 

(c.) Se f E e CI:) e Eá ent..ão, 
y 

Se F é de variação limit-ada 'Lemos, 

12 
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Demons'Lração: 

Par· a provar- C w e C /r) bast.& 'L r ocar- mos & mul t.i pl i caç&o no cor· po 

escalar pela apl i caç~o bi 1 i near ". ": XxY--+ Z e o módulo 

pela norma em z. nas demons'Lraç~es clássicas. 

n 

(c) Sejam f = E y. x E e c ~) , 
. 1. A y 

e E E~-
1. = 1 \ 

A primeira desigualdade é óbvia se f = O. En'Lão supondo f ~ O 

e chamando H= sv.p llfCt)ll >O 'Lemos, 
tcO 

n 

11 f f. FC d D 11 = 11 E y • FC A . r'lD 11 = H 11 E y_ 
\. . FCA r'lD 11 ~ H IIFI~m. 

E . 1. '\ = 1 i=t H \. 

Por out.ro lado, 11 frf· FCdt) 11 

JEIIfll IFICdt), 

~ E lly_ 11 IIFCA ()E) 11 
i= 1 \. \. 

E '1 y 11 I F I c A . r'lD 
\. \. 

= o que prova a segunda 
i= 1 

desi gual da de. 
o 

A segui r assumi mo!=: que F:~ -+ X é uma medi da ve'Lor i al 

o-adit.iva, d8 var i aç~o 1 i mi t.ada. Vamos est.ender a noção 

i nt.egr al a uma classe maior de f'unç~es. Uma classe nat.ural a 

considerar é a classe das !'unções que podem ser aproximadas por 

!'unções simples, ist.o leva a in'Lroduzir o cunt.:c.it.o de !'unção 

mensurável. 

De f' i ni ção 1 . 1 2 

C a.) A !'unção f: O --+ Y é F-mensurável com re!=:pei t.o a F se 

exist.e uma sequência de !'unções em e c~) 
y 

que converge a f F-q.s. 

C6) A função f:O--+ Y é dit.a t.ot.alment.e mensurável se 

exist.e uma sequência de !'unções em 

13 . 

e c~) 
y 

que converge 



uni1ormemen~e a f 

Deno~aremos por .M. c L:) o espaço ve'lorial das funções 
y 

f:O-+ Y ~o~almen~e mensuráveis, com as operações usuais. Se Yé 

o corpo escalar, usameos a no~ação .MCL:). 

Def"inição 1.13. 

Seja F: í: -+ X uma medi da ve~or i al o-adi 'li va, de variação 

limi ~ada. Di r e mos que uma !unção f: o -+ y 

com respei 'lo a F, se exi s'le uma sequênci n C/ ) 
T"t 

em 0 Cí:) sa'lisf"azendo, 
y 

CD C/) converge pon~ualmen'le a f F-q.s .. 
T"t 

é Bar~le in~egrável 

de funções simples 

C«J Para cada AeL:, a sequência de in'legrais À CA) =J f .FCdt) 
r. A r, 

converge na norma de Z. 

O limi~e da s~qu~ncia (À CA)) é independien~e da sequência de 
Tl Tl 

!'unções C/ ) , conforme provamos abaixo. 
n 

Es~e 1 i mi 'le é deno'lado por 

fAJ.FCdt) e é chamado in'legral de Bar'lle de f sobre A. 

Para provar que JAf· FCdt) é b~m de1inido !aremos u~o do 

seguin'le ~enrema que é uma ex'lensão de um 'leorema clássico. 

-----·---
Sejam ~ :L:-+~ uma medida escalar e (À ) uma sequência de 

n 

medidas ve~oriais def"inidas sobre L: a valores num espaço de Banach 

Z, nas seguin~es condiçõ~s. 
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CD l. im. À CA) = O. par a cad.:.. r. ..:: IN. 
IIJ I< A> -+O 

C iD ~ i m. À C A) 
n 

n 

En~ão. l. im. 

exis~e para cada A E ~-

/... CA) = o. 
n 

uni~ormemen~e para n E IN. 
IIJ I< A> -+0 

Demons~ração: Ver [11), página 158. 

Lema 1.15 

Se uma sequência de funções simples f :0 ~ Y sa~is~az 
n 

da de~inição acima. en~ão 

lim À CA) = o . uni~ormemen~e para n e IN. 
n 

I F I< A> .. O 

CiD 

Frequen~emen~e es~a propriedade é enunciada dizendo que a 

sequência (À. ) é uni~ormemen~e absolu~amen~e con~inua com 
n 

r espei ~o a I F I . 

Demons~ração: 

Em consequ~ncia da proposição 1.11Cc.) ~amos que. 

Um. 
I F I< A> .. O 

Também ~emos que. 

= o. para cada n E ~ 

Um. f f . FCdt) exis~e para cada A E L 
A n 

n 

Logo. pelo ~eorema de Vi~ali-Hahn-Saks para medidas ve~oriais 

~emos que o limi~e C+) é uni~orme para n E ~-
o 

A seguir enunciamos o ~eorema de Egoroff para funções a 

valores ve~oriais. 
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Seja v :L~~ uma medida o-adi~iva e não nega~iva. Se 

f :0 ~ y 
T"t 

é uma sequência de ~unções v-mensuráveis, convergen~e 

pon~ualmen~e a f, en~ão dado c > O exis~e A E L, com vCA) < c 

Lal que C f ) convergt:..· uni .fc.wmemen~e a f em 0'-A. 
T'l 

Demons~ração: Bast-a ~rocar módulo por norma na demons~r ação 

cJ á.~si ca. 

Proposição 1.17 

Seja f:O ~ y Bar~le in~egrável com respei~o a F. En~ão 

a in~egral de f sobre A, es~á bem de~inida. 

Demons~ração: 

Vamos supor primeiro que f ~ O. Nes~e caso, se Cf ) 
T'l 

é uma 

sequên~í ~ ciR f'unçõe~ simples nas condições da de~inição 1.13 

a.~irmamos que l. i m. À C A) = O , onde À C A) = f f . FC d t.) . 
n n n A T'l 

C1) 

Com e~eit.o, pelo lema 1.15 ~emos que dado & > o exis~e 

6=6Cc) >O ~al que se IFICD < 6, en~ão IIÀ CDII <c, V n E IN. C2) 
T'l 

Usando o ~eorema de Egoro~~ com v=IFI obt.emos um conjunt.o 

Ná com IFICN) < õ e de modo que Cf ) 
T'l 

convP.rgP. uni~ormemen~e a 

zero sobre 0'-N. 

Seja n E IN 
o 

~al que V n 2: n , 
o 

V t E 0'-N. 

Como a proposição 1. 11 C c) garant.e que li À C A'-N) 11 ~ c, V n 2: n , 
n o 

e em vis~a de (2) ~e mos IIÀ CN) 11 < c, V n E IN. ent-ão segue que 
T'l 

IIÀ CA) 11 < IIÀ CA,N)II + IIÀ CN)II < 2c, V n 2: n . 
T'l o 
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lst.o prova a af'ir-mação C1), em out.r-as palavr-as o limit.e da 

sequência (À CA)) 
T'! 

independe da sequência de f'unções C/ ). 
T'! 

No caso f ;Jt O é f'ácil ver- que a int.egr-al· de Bart.le de f sobr-e.-

A est.á bem def'inida, pois se c f ) e C e ) s~o sequência!i> de 
TI r. 

f'unções simples sat.isf'azendo as condições CD e («) 

1.13, r-eduzimos ao caso ant.er-ior- t.omando h =f- e. 
0 n n n 

Obser-vação 1. 1 B 

da 

Nas condições da de:fínição 1.13 a demonst.r-ação 

def'inição 

ant.eri or 

most..r-a que t im. À C A) é uni:forme para A E ~. Ist.o é, dado & > O 
n TI 

exist.e n E IN, t.al 
o 

Denot.aremos por-

que V n, m 2= n 

i!. CF. Y) 
B 

a 

V A e~ 11 À C A) - À C A) 11 < c. 
o n m 

classe das :funções /:0 -+ Y, 

Bar-t.le ínt.egráveís com r-espeit.o à medida vet.or-ial F: :L -+ X. Se 

Y=I:R escrevemos .e cn. Not.cmos que i!, CF, Y) é um espaço 
B 

vet.orial 
B 

com as operações habit.uais. 

Pr-oposição 1. 1Q 

Se F: :L -+ X é uma medida vet.orial o-adit.iva, de var-iaç~o 

limit.ada. ent.ão a int.egral de Bart.le com respeit.o a F t.em as 

um operador linear-. 

c .S) Para cada f E .e cF.n. 
B 

a aplicação de conjunt.os 

é uma medida vet.orial Cou escalar) a-adit.iva. 
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Cc.) Se _{:0----~> Y é F-mensuràvel e F-essencialmen~e limi~ad& 

sobre O e A E ~ en~ão. 

é 

f E i?. CF,Y) 
8 

e ~ su.pess llfCt)IIJIFJ}CA). 
tc;:O 

C tD Se f E i?. C F. Y) en~ão 
B 

Um. 

(e.) Seja Y=[K. 

I F I ( A> ... O 

Se f E i?. C F. Y) • A E ~ e T E :ec X. Z) • en~~o f 
8 

Bar~le in~egrável com relaç~o à medida ve~orial ToF e 

Demons~ração: 

(a) e (~) s~o consequências da validade dessas asserç~es para 

funções simples. 

(c.) Primeiro provarE=?mos que f é Bar~le in~egrável. Como f é 

F-mensurável podtl9'mos:; t.omar um;:ll sequênci a de f'unç~es simples 

que converge pon~ualmen~e a f, F-q.s. 

Sejam, H = su.p ess 11 fC t.) 11 e N=H+1. 
l cO 

[ f c t). 
n 

Definimos a sequência /NC t.) = 
n o 

se 11/ c t) 11 ~ 
n 

11/ c t) 11 > se 
n 

A f i r ma mos que converge pon~ual men~e a f. F-q. s. 

Cf ) 
n 

N. 

N. 

De 

fa~o. seja 5 o conjun~o F-nulo, ~al que Cf ) convirja pon~ualmen~e 
n 

Dado um número posi~ivo c < 1 e t E 0'-S exist..e n E IN t..al 
" 

que H f C t) - f C t) 11 < c. 
n 

V n ~ n . 
• 
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DesdE> qtJE- llf c t) 11 ~ li f (t) - j( t) 11 + llfC t) 11 < H + 1 = N, 
r. r. 

v n 2: n • t-emos que fNC t) = f r. (t), v n 2: n 
r. e. 

Logo 11 /NC t) - JC D 11 ~ llf c t)- fC t) 11 < & V n 2: n • o que 
r. r. .. 

prova a af"irmação. 

Agora, pelo t-eorema de Egorof"f", dado n > o exist-e sE~ com 

IFICS) < Y] 
N 

t,al que a sequência Cf ) converge unif"ormement.e em 0'5. 
r. 

Logo, + 

Segue que, <J IN • FC d t)) 
A n r. 

é uma sequência de Cauchy e 

port.ant,o converge em 2. 

Assim, a condição CiD da definição 1.13 é sat,isfeit,a, 

port-ant-o f é Bart.le int,egrável. 

Em segundo lugar. sejam 6 >O 
N e Cf ) a sequência de 
r. 

funções 

simplP.~ t,al quE> N=H+ó. 

Logo, 

/<l J. FC dD 11 + c H+6) llFIIC A). 
r. 

V n e [N. 

Fazendo n -+ oo obt-emos. 11 J AI. f'C. dt) 11 ~ c H+6) llFIIC A). 

Como 6 >O c arbit-rário. ent-~o IIJAf.FCdt)ll ~ H IIFIICA). 

Ct:D Seja Cf ) 
n 

a sequênci a de f" unções ~i mpl es ~dada ~-na 

def"i ni ç~o 1. 13. 

Seja & > o. pela observação 1.18 podemos escolher n e [N 
• 

t,al 

que 11 J A C f -f n ) • FC d t) 11 < & • VAeL 
o 
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Além disso t..emos IIJ f . FCdt.) 11 
A r. 

:5 sup 11 f C t.) 11 I F I C A) . 
teO ,.1 

Da desigualdade 11 J A C f - f n ) • FC d t.) 11 + 

o 

11 I f . FC d t.) 11 • 
A n 

r-esult..a que t i m. 11 I A .f. FC d t) 11 ~ & • 

o I F I C A> -.o 

Como c > O é ar-bit..r-ár-io concluimos que, 

UnL IIIAf• FCdt) 11 = 0. 
I F I (A> -+0 

C €.:> Cl ar- ament..e, L -+ 2 é uma medida vet..or-ial 

a-adit..iva, a qual sa'lisf'az IIToFIICA) :$ IITII llFllcA). VAeL 

Agor-a pr-ovar-emus quL' f é Bar-t..l e i n'legr-ável. Ef'e'livament..e, 

se Cf ) 
n 

é a sequênci a de funções simples da definição 1. 13 

enLU:u, um vi r-'lude de put.lumus dizer- que Cf ) 
n 

C:u11 vGtr· ge 

pon'lualmen'le a f ToF-q.s .. 

Como, 11 I c f - f ) . To FC d t) 11 
A n m = 

ii T 11 11 I c f - f ) . FC d t) 11 • 
A n m 

en'lão TaFC dt)) ,.., converge. Is'lo 

prova que f E _e CToF). 
B 

Por úl'limo, pela cont-inuidade de T. segue que, 

IAJ o To F( dt) 

T <IAf• FCdt)). o 

= l. i m. I f • To FC d t) 
A r. 

= l.i m. T {I AI,..,. FC d t) } = 
n 

Ao cont..rário do que acont-ece com as f' unções Lebesgue 

int-egráveis, a f'unção norma de uma f'unção Bar-'llP- in'legr-ável não 

é necessariament-e in'legrável. r: o que mos'lra o próximo exemplo. 
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Exemplo 1.20 

Sejam o = (0,1], 

z = o-álgebra dos conjunt.os Lebesgue mensuráveis, 

1-l = medida da Lebesgue em [0,1], a 

X = y = [Rz 
& z = [R. onda a aplicação bi li naar 

~~y é dada pelo produt.o int.arno usual. 

Denot.emos por e , e 
1 2 

os vet.oras da base canónica da [R
2

. 

Definimos uma medida vet.orial F por, 

consideramos a função -i = t e .. 
2 

FC A) = J..J(A)e 
i 

em 

Nest.as condiçõ~s. t.emos que 

mas 116< t) 11 = t-
1 

não é int.egrável com respeit.o a 

e fA8• FCdt.) = O, 

IFI = 1-l· 

A seguir est.udamos a convergência no espaço ,e CF, Y) 
B 

onde um 

result.ado i mport.ant.e a ext.ensãn do t.eorama clássico da 

Convergência da Vit.ali. O saguint.a lama no~ auxiliará na prova. 

Lama 1. 21 

Seja f : o --+ y 
n 

uma saquânci a de funções simples que 

converge pont.ualmant.a a uma função f F-q. s .. Sa a sequância da 

int.agrais À CA) 
n 

= f f • FCdt) 
A n 

é uni formement.a absol ut.amant.a 

cont.inua com respeit.o a IFI, ent.ão (À CA)) converge. 
n n 

Demonst.ração: O resull.ado se segue, usando as t.écnicas da 

demonst.ração 1.17. 

Teorema 1. 22 C teQ''I.effi4. da. 'eqrw~ de 7UalD 

Seja F: I: --+ X uma medi da vet.or i al , o-a di t,j v a, da variação 
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limi t..ada. Se f :0 -4 Y e uma ~equênc~a 
r. 

de funç~es Bar-t..le 

int-egráveis que conver-ge a uma função f:O -4 Y F-q.s., t..al que a 

sequência "}, C A) = f f • FC d t ) é unif"ormement..e absolut.ament..e 
n A r. 

c •-:>nt..i nua com r espei t..o a I F I. ent.ão f é Bar-t.le int.egrável e, 

= Um f f . FC d D . 
A n 

n 

Demonst.r ação: 

Como cada /n é int..egrável, para cada n t..emos uma sequência 

de f"unções simples nas condições da def"inição 1.13. 

virt.ude do t.eor-ema de Egoroff, exist.em um conjunt-o 

IFICN) < 2-n. e uma f"unção simples e de modo que, 
r. n 

00 
E 2-'" = 2t-k 

i=k 

-n 
11 f c t) - e c t) 11 < 2 • 

n n 

00 

11 = u N 
k . t 

t=k 

00 

11 = () 
k=1 

V t E 0'-N . 
n 

Not..e que IJFI.IC m 

v k E IN. 1 ogo t.emos que lJFl)( H) = O. 

Logo, em 

N e~ com 
n 

Alirmamos que a sequência de f"unções simple~ ce ) 
n 

converge 

t..al que 

Logo, como 

De fat.o, se t F 11, 

é llfCt)- eCOII 
n r. 

< 

ent..~o exi st..,;, k e IN 

-n 
2 • 

o 

V n ~ k 
o 

11 /C o - e c o 11 ~ 11 /C t) - 1 c o 11 + 11 1 c t) - e c D 11 
n n n n 

t.emos que c e c t)) converge a fC t). para t fora de um conjunt.o 
n 

F-nulo. 

Agora pr-ovaremos que a sequênc i a v CA) FCdt) 
r. 

converge na nor m<'l de z. De fat.o. pel<'l uniformidade do limit.e 

(observação 1.18) para cada n podemos t..omar a função 

sat.isf"azendo 11 v C A) - À C A) 11 
n n 

< 
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Logo llv CA) 11 IIÀ CA)JI ; 2-n, v A E L (2) 
n n 

Das~a desigualdade. e desde que (À CA)) é uni f"or~ment.e 
n 

ab~ol ut.ament.e cont.i nua com respei-t.o a IFI, é claro que (À CA)) 
n 

t_ .::, • ..;.!ú t.em est.a propr i G>dadG>. Sagu~-ss;> do lema 1.21 que CÀ CA)) 
n 

c ..... 11Verge. 

Por~ant.o f é Bart.le int.egrável e I f. FC d t) = ~ i m. v C A) . 
A n 

C3) 
n 

Finalmen~e, aplicando Cl) e C3) na desigualdade abaixo: 

+ 11 v C A) - À C A) 11 , 
n n 

obt.emos, ~ im. À. C A) = ~ i m. f f • FC d D . 
A n o n 

n n 

Lamen~avelmen~e. nes~a teoria não é possivel es~ender o 

~eorema da Convergência Dominada de Lebesgue C TCD) , como se 

verific~ no exemplo seguin~e. 

Exemplo 1.23 

Sejam, F a medida vet.orial descri~a no exemplo 1.20, 

f :(0,1] - IR2 
a sequância dada por f c t) =t 

n 

1 
-t.+

n 
e , 

1 n 

- roZ a f' '="' ""' unçc:c.o se o = 

e 6(0) =0. 

Temos que 6 e cada f são in~~gráv~is, e 
n 

t E [0,1]. 

fC t) = -1 t e , 
1 

Mas o 1 i mi ~e da sequânci a 

a qual não é in~egrável. 

-1 
t e , 

2 
se t e (0,1 J 

11/ CDII ~ 
n 

lls(Dll, 

C/ ) é a f'unção-
n 

Em certos casos, quando por exemplo Y = IR, é válido o t.eorG>ma 
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manc i onado C vor r 4. 1 ) . Embora 6·m geral nán vc:de o TCD. exi:st.6· a 

:sagu'inl.c- versão dele: 

Sejam F :0 ~X uma medida vat.orial o-adit.iva, de variação 

li~~t.ada, a f :0 ~ Y uma saquência da funções Bart.le int.agráveis 
n 

com respeit.o a F. que converge a uma funç;:ín f :0 ~ Y F-q. S .. 

Se exist.a uma função int.c-yr·~vC'l 8• t.al que. 

11f f . FCdt) 11 11 f A 8. FC d t) 11 • V n E IN, VAEL 
A n 

Ent.ão, f é Rart.la int.egravel ~, 

= ~ i m. f f . FC d D , 
A n 

VAe:L 
n 

Damonst.ração: 

Pelo t.eorema de Convergência de Vit.ali, é suficient.e provar 

que a saquência À CA) 
n 

= f f • FCdD 
A n 

é uniformement-e absolut.amant.a 

cont.inua com relação a IFI. 

Da fat.o, dado e> O, pela proposição 1.19Ca0 axist.a ó > O 

t.al que IFICA) < 6 implica VAEL 

Logo, 11 f f . FC d t) 11 < c , 
A n 

V A e L: com I F I C A) < 6, 

V n E IN. Em out.ras palavra$, 

cont.inua com respait.o a IFI. o 

(À CA)) é uniformement-e absnl ut . .::~mFmtR 
n 

At.é aqui t.êm sido essenciais as hipót.eses da o-adi t.i vi dada e 

v ar i ação 1 i mi t.ada da medi da vet.or i al F. Queremos dest.acar que 

para definir o concait.o de int.egral d~ uma f'unção t.ot.alment.e 
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mensurável. es~as condições n~o são necessárias. bas~a que a medida 

ve~orial seja de semivariação limi~ada. como vemos abaixo. 

Suponhamos que F:~ -+ X seja uma medi da ve~or i al de 

semi variação 1 i mi ~ada. i s~o é lJFl.IC O) < oo 

In~roduzimos no espaço .M. ( ~) 
y 

das funções f :0-+ y 

~o~almen~e mensuráveis 

de~erminada pela norma 

a ~apologia da 

llfll = sup llfC t) 11. 
00 

tcO 

convergência unif"orme 

fe..MC~). 
y 

Des~a f"orma. 

~emos que .M. c~) 
y 

é um espaço de Banach con~endo E> C~) 
y 

como um 

subespaço denso. 

Def"inamos o operador T E> C~) -+ 2 por 
y 

TCf) =f f.FCdt). 
n 

ondê' f f.FCdt.) é dada como na definição 1.10. e pcJr~ar1~0 T es~á 
o 

bem def"inido. 

~ f áci 1 ver o operador T é 1 i near e con~i nuo. mas ainda 

~e mos que IITII = 

= llFl.IC 0). 

11 f f. FC d t) 11 / 
o 

fe E> C~) • 
y 

sup 11 f C t) 11 s; 1 ~ 
l cO 

Logo T ~em uma única e~ensão linear. con~inua e com igual 

norma. ao espaço .M. C L) • 
y 

Def"inição 1.26 

a qual deno~aremos por T. 

Sejam. F :~ -+ X uma medida ve~or i al de semi variação 

limi~arla e f :0-+ Y uma função-~o~almen~e mensurável. Det'inimos 

a in~egral de f • 

de f como: 

elemen~ar de Bar~le ~ambém chamada in~egral -----=--------------------------------

f f. FC dt) = T C f). 
o 
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Se A E L, naLuralmanLe darinimos, f f 
o 

X • FCdt). 
A 

No~a: Se F é uma medida va~orial, o-adi~iva, de variação 

limi~ada, en~ão as~a inLagral coincida com a InLagral da BarLle 

Cdeíinição 1.13). 

Assim, sa variíicam as saguinles propriedades: 

CD A inLagral alamenlar da Barlle herda as pr opr i edadas de 

linearidade do operador T . 

C«J Para cada f E .M CL), 
y 

a aplicação 

du-Lür mina uma madi da v~-Lur .i. ul l.i mi t.ada. ~ f'áci 1 ver· .i f' i c ar wSLõo. 

aíirmação pois ela sa manlém para íunçõas simples. 

.AlC L). 

(i«) Da cont.int.Iidada do operador T rG'sulla qua 

11 f f. FC d D 11 ~ 1 JFI Jc rD sup llfC t) 11. 
t.~o o 

C w) Sa Y=~, ant.ão x*(f f• FC dD) = 
o 

f f 
o 

* X FCdt). 

V f E .M (L), 
y 

* XE * X ' f E 

Dasda qua ast.a propriedade á verdadeira para !'unções simples, 

logo pala densidade da €K~) em .AlC~), obt.emos a validada para loda 

f E .MCL). 

I. 4. In~agral da Bochnar 

Para es~e parágra~o. Y denolará um c~•p<c1çu de Banach e 

co.~. ~) sará um espaço d~ medida não nagat.iva, f'init.a a o-adit.iva. 
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Algumas de~inições básicas são as seguinLes: 

Sejam f =~ ~ Y uma função e f :0 ~ y 
n 

uma sequência de 

~unções. Diremos que 

CD Um conjunLo N e ~. é ,_,-nulo se ,_,c N) = O. 

C W C f ) cor1verge ponLual menLe à f ,_,-quase sempre. se exi sLe 
n 

um conjunLo ~-nulo N. ~al que lim UfCt) -f Ct)U =O. 
n 

V t E O-....N. 
n 

C«D Cf ) n converge uniformemen~e à f ~-quase sempre. se 

exisLe um conjun~o ,_,-nulo. ~al que C f ) converge uni ~ormernen~e em 
n 

C w) C f ) converge j.J-quase uni ~ormemen~e à f. 
r. 

se dado c > O 

exis~e um conjun~o A E L com ~CA) < c ~al que Cf ) converge 
n 

uniformemen~e à f em o-....A. 

(v) f é elemen~ar se exis~e uma sequência 
00 

sequência disjun~a CE.) em~ ~ais que. 
I. 

f = E y. 
. \. 
1.=1 

Agora. apresenLaremos alguns concei~os 

mensurabilidade com respei~o à medida escalar ~-

De~inição 1.26 

~ja a função f :0 ~ Y. Di remos que: 

Cy ) 
I. 

_:t:E 
I. 

em Y e uma 

relacionados com 

C D f é ,_,-mensurável se exi s~e umc.. sequênci a de ~unções 

simples que converge pon~ualmen~e à f 1-1-q.s .. 

CW f é ~racamenLe ,_,-mensurável se para cada * * y e Y a 
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:função esc.al.ar * y f é ~-mensurável. 

C .uD f t..em imagem J,.J-essenci al ment..e separável, se exist..e um 

conj unLu L <... :L com J..l( E) = O e tal que /C 0'-D é um subc..:onjunto 

separável de Y. 

Obse;-r· v açõe-s 1 . 27 

(aJ Toda função J..J-mensurável f é fracament-e J,.J-mensurável. 

De :fat..o, sejam * * y E y e C/ ) 
n 

uma sequência de funções simples 

* convergindo pont..ualment..e à f J,.J-q.s .. Ent..ão, y f n é uma função 

simples e desde que * * 11 y fC t) - y f C t) 11 
n 

11/Ct) -f CDII, 
n 

temos que * Cy f 
n 

) 
n 

converge pontualmente a * y f. Portanto 

f é fracament-e J..J-mansurável. 

C-6) Clarament-e t..oda :função simples é J,.J-mensurável. Além disso 

é fácil ver que as funções element..ares t..ambém são J,.J-mensuráveis. 

Com efeito. se f é elementar, podemos representar f como, 
00 

f - ~ u v onde a sequência 
- '-' vi. "'-E 

i.=1 i 

CE ) em ~ 
\. 

é disjunt..a, e Cy ) é 
\. 

uma s:equênci a em Y. Tomando as fur1ções s:i mpl es: f = n 

vemos que Cf ) 
n 

converge pont..ualmente f. Portanto f é 

;.:.--.ensurável. 

Proposição 1.28 

A soma :finit..a e o 1 imite pont..ual J,.J-q.s. de funções 

/-l-mensuráveis á /-l-mensurável. Em consequência, uma série 

pont..ualment..e conver gent.e de funções /-l-mensuráveis t..ambém é 

J..J-mensurável. 
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Demonst..raç:ão: 

Cl aramer1t.e a soma f· i ni t..a f" unções 1-J-mensur-d.vei s 

1-J-mensurável. 

Agora. provaremos que se Cf ) é uma sequência de ~unções 
TI 

1-J-mensuràveis. que converge a uma ~unçKo f 1-J-q.s .• ent.ão I é 

,u-mensurável. 

Com e~ei t.o. desde que cada I é 
TI 

,u-mensurável • por uma 

aplicação do t.eorema de Egoroff. temos para cada n E~ uma ~unção 

simples. e e um conjunt.o 
r. 

llf Ct)- e CDII 
·n n 

Tomemos A 

v i E [N ou seja. 

< 

= 

-n 
2 • 

00 

n 
l = i 

,uCA) 

00 

u 
r.= i 

= O. 

A E ~ 
T"t 

com t...ais que 

00 

A ~. ent..ão ,uC A) s E ,uCA ) 
i-l 

E s 2 ' n TI 
n=t 

Dest...a ~or·ma Lim. 111 Ct)- e Ct)ll =o. 
n TI 

V t E 0'-A. (1) 

Chamemos B ao conjunt.o ,u-nulo t.al que limiiiCt) -ICt)ll =O. 
Tl 

r. 

Considere agora N = AUB. Por t.ant...o usando C 1) e C 2) na 

desigualdade. llfC D 11 r c t) - f c t) 11 + 11 f c t) - e c t) 11 
- n n T1 

obtemos lim. llfCt)- e Ct)ll =o. 
n 

Dessa ~orma provamos que, f é ,u-mcnsuráve-1. o 

A seguir, apr-esent . .:=tmoc::; ciois result.ados que caract...erizam as 

~unções 1-J-mensuráveis. A demost...ração do t-eorema enunciado abaixo 

aparecem em (QJ, pág. 42. 
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Uma íunção f :0 ~ Y é ~-mensurável se, e somen~e se, 

(i) f ~em imagem ~-essencialmen~e separável. 

* * * C~ Para cada y E Y , a Íunção y f é ~-mensurável. 

Proposição 1.30 

Uma Íunção f :0 ~ Y é ~-mensurável se, e somen~e se, f é 

limi~e uniíorme ~-q.s. de uma sequância d~ f"unçfS~=>~ e.lemen~ares. 

A demons~ração d~Cts~a proposição segue da pt-ovél do ~eorema 

1. 29. 

Deíi ni ção 1. 31 

Uma Íunção ~-mensurável f :0 ~ Y é di~a Bochner in~egrável 

se exis~e uma sequência de Íunções s_imples f :0 ~ Y ~ais que : 
n 

lim. f llf - fll ~(dt) =o. 
A n 

No~amos que para ~odo A E L. a sequência <f f ~Cdt)) é de 
A n n 

Cauchy em Y e por~an~o converge. Na~uralmen~e aqui a in~egral de 

uma íunção simples es~á dada na Íorma usual Cdeíinição 1.10). 

Assim, podemos deíinir a in~egral de Bochner de f sobre A, como: 

l i m. f f ~( d t ) . 
A n 

n 

No~a: t Íácil v~r qu~ es~a deíinição indepande da sequência 

~ornada, pois se ~ornarmos ou~ra sequência 
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de Cf ) ent-ão, 
n 

11 I c f - s ) 1-1c d t) 11 
A n n 

s I llf - e 11 1-1Cdt) 
A TI ,., 

I lle - 1 11 1-JC d D . 
A n 

Logo, ~ i m. 11 I c f - e ) 1-1c d D 11 
A n n 

= o. 
n 

Ou s~ja, um. I 1 1-1c do 
A n = ~ i m. I e 1-JC d D . 

A n 
n n 

Denot-aremos por ao espaço da~ ~unções Bochner 

int-egráveis com relação a 1-l· Clarament-e é um espaço 

vet-orial com as operações usuais. 

O seguint-e t-eorema revela que as condiçBes de int-egrabilidade 

são mais ~ort-es que no caso da int-egral de Bart.l C?. 

Teorem.:1 1.32 

Uma ~unç~o 1-J-m~nsurável f :0 ~ Y é Bochner int-egrável se, e 

soment-e se. I n;n 1-J(dt) 

o 

Demonst-ração: 

C -+ ) Soja Cf ) 
n 

a 

< 00 • 

sequência d~ ~unções simples 

de~inição 1.31. Not-emos que 11 /C D 11 = hm. 11 f C D 11 
n 

1-1-q.s., ent-ão a 

~unção llfll é l-l-mensurável. 

As~im, f 11 f 11 i-JC d D 
o 

s f llf - f 11 i-J(dt) + f llf 11 i-J(dt) < 00, 
O n O n 

quando n é su~icient-ement-e grande. 
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C +- ) Suponhamos que I u 1 u /Jc d t ) 
(i 

< 00 • 

Como f é J.J-mensurável, usando a proposição 1.30. ob~emos uma 

sequência de ~unções elemen~ares com llf - 8 11 
T> 

< 1 
n 

e em 

consequência. f 11 f - ~ 11 J..l( d t) 
0 TI 

< (1) 

Seja = onde CE ) é uma sequência disjun~a 
r.m 

em í: e y E Y. 
nm 

V n. m E [N. 

Para cada n E IN a ~unç~o real t-+ llfSCt)ll é Lebesgue 
1'1 

in~egrável, ou seja I ue 11 J.JCdt) < oo 
0 TI 

Is~o pois. lle c D 11 < 

llfCt)ll+!_ 
. n 

Dessa ~orma. 

en~ão I u8 11 J.JC d t) 
A r. 

exis~e P E IN 
1'1 

~al que se 

< 

Logo se de~inimos ~unções simples /r. como 

~emos que I 111 - 8 11 J.J(dt) o r. r. 
= I 11 8 11 1-J( d t) < 1-JC O) 

A r. n 

Por (1) e (2) resul~a. 

f llf - f li 1-J( dt) o T• 

f llf - 8 11 1-J(dt) o r. r. 
< 

A = 

P,... 

n 

00 

u 
m=p +t. 

1'1 

E • nm 

f r. = L Ynm XE 
m=t Tlm 

(2) 

2 1-J( O) 
n 

Is~o é. lim J 11/n- fll 1-JCdt) 
r. o 

= O. Por~an~o f é Bochner 

in~egrá.vel. 
o 

Na seguin~e proposição mos~ramos algumas propriedades que 

possui a in~egral de Bochner 
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Proposição 1.33 

~ja f :0 _. Y uma f'unção Bochner int.egrável, ent.ãc• valem 

as seguint-es propriedades: 

1 i near. 

V A E: Z. 

C«D Um = o. 
1-J ( A>-+0 

C w) A aplicação G :~ _. Y. dada por é 

uma medida vet-orial o-adit.iva. 

(v) Se Te ~CY.Z). ent.ão a f'unção Tof :Z _. Z é Bochner 

int.egrável e V A E~. 

Demonst.r ação: 

CD ~ imediat-o. uma vez que vale para f'unções simples. 

cu:> Seja Cf ) 
n 

a sequência de f' unções simples da def'inição 

1. 31. Como a f'unção t --+ llfC t) 11 é Lebesgue int.egrável ent.ão. 

f A 111 f C t) 11 - 11 f n C t) 11 I 1-1C d t) f)lfC D f c t) 11 1-J( dt). 
n 

Ist.o implica que. = lim f llf 11 1-1CdD. 
A n 

n 

Por out.ro lado. 

~ 11 f c f - f ) 1-1c d t ) 11 + f 11 f 11 J..JC d D • 
A n A n 

Fa7~ncln n - oo. e usando C•) obt.emos. 

33 



11 j" f p( ât) li 
.-1 

< 

( úi.) Desd& que a função norm"- c.k f P Lebesgue int..egrávE. 

temos que. 1 ~·m J)lfll f..J(dt) = o. 
!-i< A.l-+0 

h,m == O. 
f..J< A>-+0 

C ú•) É f áci 1 ver que G E>' rirli t . .i vé<. 

Agora s€'ja CE) uma sequência de element-os disjunt..os de 

00 

chamamos A = u E 
1. =n+1 

(I) 

Logo, IIG( u E ) -
\ 

1. = 1 

J 11 f X A li f-1( d t) . 
r. 

E G(l:._ ) 11 = 11 G( 
\ = 1 

Segue do T.C.D. clássico que, 

(J) 

u E )11 
1. 

\ =rH 1 

l i m 11 G( u E ) - E GC E ) 11 
\ 

i.= 1 \. ~' 

= 

o. 

Por·ld.n"Lu G é uma medi dn vet..or i al o-adi t.i va. 

C._,) Cl ar ament..c a f unção To f : (J -+ Z é 1--1-mcnsur ável . 

Como IITofC t) 11 IITII llfCDII, ent..~fo pelo t..eorema 1. 32 t..em::-

que Tof é BochncT in-Logr·ával. 

Sajam Cf ) 
n 

a sequáncia de funçõas simples da definição 1.~ 

e um conjunt-o A e ~-

Usando (ü) vorificamos que a f y .. ; 
A n 

convPr<Je a 
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Por outro lado. como J 1·f ~Cdf) 
A I'"• 

l(j. f ~(dt)) e desde que 
A r. 

Por'lan'lo 

= o 

A segui r demonst-r-amos o 'leorema da Convergência Dominada para 

a integral de Bochner. na hip6'lese de convergência em medida. 

Def'i ni ção 1. 34 

Di r amos quP. uma sequênci a Cf ) ,., de funções definidas em O a 

valores em Y. converge em medida a uma funç~o f. quando 

lim ~{ tE O/ Uf,.,Ct) - j(t)U ~c~ =O. V c > O. 
r. 

Teorema 1. 36 Ct.€8~ do., ei!J'.(U)~ :I>b~ 

Seja Cf ) 
r. 

uma sequência de funções Bochner int-egráveis. 

definidas em n a valores em Y. as qual converge a f em medida. 

Se exis'le uma função Lebesgue i n'legr· ável ~:o -+ [R 'lal que 

"f" ~ 8 ~-q.$ .• ,.., en'lão f é Bochner integrável e. 

lim. I f ~Cdt). 
E r. 

VEeL 

Demonstração: 

Em consequêr1cja do teorema clássico da Converg~r1cia Dominãdã 

([3)). temos que a função UfCt)U é Lebesgue in'legrável e portanto 

f é Bochner in'legrável. 
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Por outr0 lado. ~ornando as runções rea1s h c t) 
n 

= llf Ct)-;Ct)H 
T> • 

a:=:. quais C(::>nve-rgern a :..~t:r·c, P.rn medida, e come_:, } ~ c. l _) ~- t'·"- f ) + 11 _f ( t ) I! : 

~emos pelo ~eorema do caso escalar que. 

L i m f 11 f - f 11 1-1C d t) 
C TI 

= o. 

Por~an~o segue-se que f E f 1-J( d t ) = 

De for·m,:;,_ análoga ao caso clàssJ.cc,, 

T• 

VEeL 

VEeL 
o 

concei~o de espaço LP Co ~eorema 1.32 jà sugere a forma de definir 

es~e concei ~o). 

Com efei~o. se 1 5 p < oo. o simbolo denot.ar·à o 

espaço de funções Bochner in~egráveis, t.ais que f llfllp 1-1Cdt) < oo . 
o 

Como llfll 
p 

1 

=<f 11/IIPI-'CdD)P 
n 

define uma 

forma nat.ural definimos o espaço da Banach 

onde 

No caso p = oo, do::· f' i ni mos 

de 

= 

onde 

é o espaço das funções BochnP.r i nt.P.gr ávei s essencial men~e 1 i mi ~adas 

e H é o subespaço de das funções nulas Result.a 

en~ão. que- é um espaço de Banach. 
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CAPITULO li 

REPRESENT AÇAO DE FUNCIONAIS SOBRE C(K,X) 

E OPERADORES SOBRE C<K) 

li. 1. Introdução 

A represen~ação de operadores sobre espaços de funçBes 

con~inuas ~em sido um ~ema clássico de es~udo em Análise, e como 

veremos. as medirlas ve~oriais ~em aqui uma imporLar1lc aplicaçâo. 

No caso Gscalar, se K é um conjun~o compac~o de Hausdorff, 

CCJO r~pr~s~nt..a as funçBes escalares. cr:->ntinuas. e ~e HCD 
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representa o espaço da& medidas escalare~. regulares, o-aditivas e 

de variação limitada, de1inidas sobr~ a a-àl9~bra de Bor&l 

lemos o leorema de Represenlaçâo de Riesz C[6J), para funcionais 

sobre CCK), que enunciamos abaixo 

Teorema de Represenlação de Riesz 

O dual do espaço CC KJ é isomorfo e i somélr i co ao espaço de 

medi das MC }() . * Se !f' E CC KJ e p e MC }() . enlão a i sornclr í a vem dada 

por. 

f E CC}(). 

Em 1orma nalural surgem as seguinles queslBes: 

Exisle um leorema de represenlação tipo Riesz para aplicaçBes 

lineares conlinuas, dct forma: 

CD T: CCK) ~ X. onde X é um espaço de Banach qu~lquEr, 

C.iD T: CC K, )() - <C onde CCK. X) reprasanla as íunçBas 

conlinuas deíinidas em K, a valores em X 7. 

Nesle capilulo, apresenlamos dois resullados que respondem 

aslas queslBas, a saber o laorema d9 Barlle-Dun1ord-Schwarlz ([4)) 

para o primeiro caso, e o leorema de Singer C[17J) no segundo caso. 
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11. 2. Represen~ação de operadores linaara~ am CCK) 

11.2.1 Conju~tos fracamente compactos em caCL:) 

Seja <.... uma o-álgebra de subconjuntos de um conjunto n. 

Denot..amos por caCL:) o espaço das medidas a valores no corpo 

escalar, o-é=<d1t.ivrl~. rlArin~das sul:..wr.: L.. 

com nc•r n'.:.. o:lc..da pela variação, 

isto é 11 ~ 11 = p, I c o) , :>-.. E caC L:). 

A convergéncia fraca de uma sequência CÃ.) 
J 

no espaço de 

Banach caCL:) implica que a sequ~ncia de escalares (Ã(E)) converge 
J J 

para cada E E L:. isto é devido ao fato que a aplicação p (Ã) = Ã(E) 
E 

define um funcional em caC L:)* logo 'P CÃ) = Ã.CEJ 
E J J 

converge no 

corpo escalar. 

Definição 2.2 

Seja E um e~paço de Banach, e seja A ç E. Diremos que ~ 

relativamente fracamente compacto se o fecho de A na topologia 

fraca é compacto. 

O teorema de Eberlein-Smulian, ([6]) garante que num espaço de 

Banach E, um subconjunto A de E é relalivamente fracamente compacto 

se, e somente se, ele é sequencialm8nte fracamente compacto. Isto 

é, toda sequênci a Cx) em A, ,.., conlém uma subsequénc-:irl fracamente 
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convergen~~ ~m E. Em cons~quênc~a d~s~o. como ca(~) é um espaço d~ 

B~n~~h. usaremos indis~in~amer1~e esses concei~os de compacidade fraca 

e sequenc~al. 

Se- 1-i e v são medi das complexas defi rd das num;,. á 1 gAbr·PJ ~, 

escreveremos J-J «v para indicar que 1-J é absolutamente continua com 

respei~o a v ou v-absolutamen~e con~inua, is~o é z i m. J-JC E) = O. 
I V I < E>-+0 

Se considerar· mos ~ como uma o-àl gebra e 1-i • v E cal:.~) • ~e mos 

que 1-J « v se, e somente se, J-J( E) = O cada vez que !viCE) = O 

(ver [11), página 131). 

Lema 2.3 

Se (À_) é uma sequência em ca(~). então existe uma medida 
\. 

posi ~i va. v~ caC~), tal que À «v, i = 1, 2, 
I. 

Demonst...ra.ção 

Definamos uma medida v:~ da f"orma. 

00 

v( E) = E 2-\. EeL 
i= 1 1 + IX. ICrD 

I. 

Obviament-e v é uma medida o-adit...iva e limit...ada, port...ant...o 

V E caÁ. ~). 

Not...emos que se v(E) = O ent...ão lÃ ICD = O, i= 1, 2, 
L 

Por coment.ár· i o acima i st...o implica que 

Logo desde que, 

i= 1, 2, Ou seja 

IÃ.CD I ~ lÃ. ICD 
I. \. 

À « v, 
\. 

i = 1. ;?., 
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l. im. IÃ.ICD = o. 
\. 

V<E>-+0 

t...emos lim Ã.CE) =O, 
I. 

V<E>-+0 
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Teorema 2.4 

Seja K um subconjunt-o de ca(~) ent.ão, K é relat.ivament.t=· 

fracament.e rnmp~ct.o se.e soment.e se, s~t.isfaz as condições ~h~ixn: 

C D K é 1 i mi t.ado. 

cw Para t.oda sequência decrescent-e CE) 
i. 

em com 

int.erseção vazia t.emos que l im. ÀC E ) = o, uni f'ormAmAnt.A para À E K.. 
I. 

I. 

Demonst.ração: 

c ~ ) Por· um 1 a do, sabemos que t.oda sequência f'racament.e 

convergent-e é limit.ada, logo desde que K é sequencialrnent.e 

f'racarnent.e cornpact.o t.emos que t.oda sequência em K t..em uma 

subsequência lirnit.ada. Por· absur·do se most.ra que K deve ser 

limit.ado. assim a condição CD é sat.isf'eit.a. 

Agor· a suponhamos que C LD não é válida, ou seja exi st.e urna 

sequência CE ) em 2. que decresce ao conjunt.o vazio e t.al que o 
\. 

CÀCE )) 
i. 

não é uni f'ormo<?. Em con~equ~nc:i a, 

exi st.em c > O e subsequências CE . . ) . de CE.) e (À) em }(, 
\.( J ) J \. J 

(1) t.ais que IÃCE .)l~c. 
J \. ( J) 

j = 1. 2. 

Passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que 

(À) 
J 

é fracament.e convergent-e, e em vi rt.ude da observação 2. 1 

t.emos que (À CE)). converge para cada E e L 
J J 

Além disso, sendo a medida v como no lema 2.3, t.emos que cada 

À é v-absol ut.ament.e cont.i nua. 
J 

Com est.as condições sobre (À) 
J 

Hahn-Saks C t.eorema 1. 14) segue-se 

unif'ormoment.e para j = 1, 2, 
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t.eorema de Vit.ali-

lim. ÃCD =0, 
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Consequen~emen~e Um ÃCE .) =O. o qual con~radiz (1). 

c ... ) 

J L ( J> 

Reciprocamen~e seja CÃ.) 
J 

uma sequência arbi~rária em 

K. desejamos provar que (À) 
J 

possui uma subsequência ~racamen~e 

convergente em ca(~). C2) 

Seja v uma medi da como no 1 ema ant..er i or. e: fáci 1 ver que o 

espaço das medidas em c~(~) as quais s~o v-absolu~amen~e conlinuas 

é um subespaço fechado de ca(L) contendo (À). 
J 

Logo por uma aplicaç~o do leorema de Hahn-Banach, (2) é 

equi val EH1le a pr· ovar quE:- (À) possui uma subsequência fracamenle 
J 

convergent-e no subespaço das medidas v-absolulamenle conlinuas. 

O leorema de Radon-Nikodym ([3)) es~abelect? uma isomelria 

enlre o subespaço das medidas v-absolulament..e conlinuas e o espaço 

clássico L 1CO,~,v), logo exis~e uma sequência Cf) 
J 

em 

de lal modo que À C E) = J f . vC d t) . 
J E J 

Seja G n=l , 2, .. ~ 

escalar. Definamos a o-álgebra 

conjunlos n=1,2, 

uma base da lopol og.f a no corpo 

L: como sendo 
1 

gerada 

j =1 • 2. Nolemos 

pelos 

que cada 

1 e L co.L:.v) ainda perlence a 
1 

L co.L: ,v) 
1 

o qual é um 

subespaço fec..:hac.Ju. Em cor1sequênci a par a conclui r a dt:.-mons~r aç~o 

bas~a provar que a sequência C/.) 
J 

fracamenle convergent-e em 1 L co.L: ,v). 
1 

possui uma subsequência 

Com efeilo, seja L a álgebra gerada pelos conjunlos E. 
2 J(T'l) 

n=l , 2. j =1 • 2. Desde qut? é uma coleção enumerável, 

podemos escolher (usando o processo diagonal) uma subsequência 

~al que as sequências de escalares CÀ.k (E))k convergem para cada 
J( ) 
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E E 'Y: . 
2 

Consid&re a coleção ::: = 
9 

então lemo$ as inclusões 

é uma a-álgebra: 

Se F E ~ então À CO-...E) == ._ 
9 j< b 

C À CO-...E)) 
J <k > k 

converge, ou seja o-...E E 

Por outro lado. seja CE) uma 
I. 

À 
j <k) 

L 
9 

/ (/.... (f')) cor.v.:-rgel, 
J< k> k r 

Veremos que a familia L 
9 

(O) - À C E). 
j <k} 

logo 

SV4uê-nc..:.i.c.:.. en1 <:" ._ • 9 
chamamos 

A = u E 
I. :: 1 I. 

Notemos que CA ' U E ) decresce ao 
1.=1 I. r. 

conjunt-o vazio, 

1 ogo por CiD da hi pót..ese lemos que l.im. J., C. u E) == )., CA), 
n j<k > L = 1 1. j < k> 

uniformement-e para .k E ~- Além disso, l. in-t À C. u E) 
j<k > I.= 1 I. 

ex.1sle 

p.>~ra cada n e ~-

port...ant..o A E L . 
9 

Islo garant...e a 

k 

exist...ência de Um. À CA), 
k j<k > 

Assim, L é uma o-álgebra e consequenlement...e L = L . 
9 9 1 

Tomando 

Ri esz. exi st..e 

* 1 * x E L C O, L • v) 
1 

00 e E L CO, L , v) 
1 

e pelo t...eorema de 

t..al que x*cf ) 
j<k > 

Represent-ação de 

== f f . e vc d t ) . o J(k > 

Por argument..os de convergência e linearidade, basta analisar a 

* Cx f. k )k J ( ) 
assumindo que 8 é uma convergência de 

caraclerlslica. Dest..e modo. seja 

x*Cf ) 
j(k > - f f X vCdt) 

- E j<k > E 
= À.kCE), 

J( > 

e = x 
E 

com E E L 

port..ant..o converge. 

ent..ão, 

Provamos 

dest..a forma que C À ) é fracament..e conver·gent..e em 
j ( k> k 

1 L CO,L ,v). 
1 o 

Consideremos agora um~ 

para cada * * X E X • * X G 

m&dida velori al G: L --+ X. t..al que 

define uma medi da escalar. o-adi t..i va. 

ou seja x*G e caCL). Dest..a definição, result...am as segui nt..es 

consequências para G. 
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Proposição 2.5 

e uma medi da vet.or· i al , t.al que * x G E caC L:), 

para t.odo funcional * * X E X ent.ão 

318. 

C D G t.em semi variação 1 i mi t.ada. 

Cü) G uma medida vet.or i al o-adi t.i va. 

Demonst.r ação: 

* C D Como x G é 1 i mi t.ada, 1 ogo para cad~ 

* I X G( A) I ./ A E ~ ~ 

pelo Principio de Li mi t.ação 

< 

* X e x* 

00 • 

Uniforme, 

sup i "GCA)" ./A E~ ~ < oo 

Da proposição 1. 8, vemos que JIGJJcO) < oo. 

t.emos que 

C W a demonst.ração dest.e t.eorema, aparece em [ 11 J, página 

Agora como aplicação do t.eorema 2.4 t.emos o seguint.e 

rasul t.ado. 

Corolário 2.6 

* * O conjunt.o 5 = i x G / "x h ~ 1 ~ é rAl~t.iv~mAnt.~ fracamant.a 

compact.o em caC~). 

Demonst.ração: 

Provemos que S sat.isfaz as condições do t.eorema 2.4, 

cn Prl;l proposição 2. 5 CD. V€·Jw.•:S t:larament.a que 5 é limi t.;. .• dc-o 
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pois llx*GII 
~ 

1 x G 1 c rD ~ J .IGJ lc rD , ~ X~. \ri X E llx~ll ~ 1. 

C ü.) Seja C E ) uma sequénci a decr escent.e com i nt.er seção Vé:lZÍ a. 
\ 

Pela proposição 2. 5C W G é 0'- adi t.i va, 1 ogo 

Como I X* GC E ) I :S 11 GC E ) 11 > 
\. \. 

* * \rlxEX, 

~ im GC E) = O. 
~ 

v i E IN (1) 

segue que ~ i m x * GC E ) = O unif'ormement.e para x*E x*, Jlx*JI < 1. 

Ent.ão pelo t-eorema 2.4 lemos que$ é relat-ivamente fracamente 

compacto em ca(Z). 
o 

11.2.2. Representação de operadores lineares em CCK) 

K denotará um conjunto compacto e Hausdorf'f'. Indicaremos por 

CC K) o espaço das íunções cont.i nua:;:; com a norma do supremo. MC K) 

denot.arà o espaço das medidas escalares, o-adit-ivas, regulares, 

deíinidas sobre a 0'-álgebra dos subconjunt-os de Borel de K. 

~finição 2.7 

Sejam X, Y espaços de Banach e T:X ~ Y um operador linear 

1 i mi lado. 

CaJ Diremos que T é fracament-e compact-o se TCB) é um conjunto 

relat-ivamente fracament-e compact-o em Y, onde B é a bola unit.aria 

fechada em X. 

(~) Chamamos adjunto de T ao operador * * * 1 : Y ~X 

* * * T Cy) E X est-á dado por: 

* * * < T C y ) , x> = < y , TC x) > , X E X. 
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A seguir enunci ,;..me·~· alguns opera dor&~: 

fracamen~e compac~os, qu~ serâo de grande u~ilidadc para nosso 

propósi ~o. As provas deles se encon~ram em [111. 

Teorema 2.8 

Seja T um operador linear, limitado. En~âo, T é fracamen~e 

compacto se. a soman~e s~. T* é fracamente compacto. 

T8orema 2.9 

Seja T:X ~ 
,, .. um operador 1 i near 1 i mi ~ado. 

fracamente compacto se, e somen~e se, o operador 

Fn~ão T é 

leva x~* em Y. CondP y ~ iden~ificado como subespaço de y** pela 

inclusão na~ural). 

O seguin~e r~sul~ado fornece uma reprcsen~ação in~egral de um 

operador linear, limi~ado, T: CCK:> ~ X. 

Teorema 2.10 

Se T:CCK:> -4 X é um operador linear limi~ado, 

uma única medida ve~orial com semivariação limi~ada 

sat.isfazendo 

(a.) P<=~ra célda * X oG E HC }C), Cnot.e que 

* * en~ão, X oGCE) = <GCD' X)). 

C !J) A aplicação que 1 eva * * * X E X ~ X o G E MC K) 

en~âo exi s~e 

* X E 

é cont.í nua, 

onde x* e MC ,Q t.ém as t.opol ogí as fraca es~rel a respect.i vas. 
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. C cD 11 T 11 = l!GllC K) . 

Reciprocament.e, se 

para 

X** G:Z-

t.odo * X E f E:" CC K). 

é umR medi da vet.or i al de 

semivariação limit.ada sat.is1azendo CG0 e(~), então C c) dei i ne um 

operador T:CCK) -X linear limit.ado, com norma dada por CcD. 

Demonstração: 

Observemos que o operador y* x*- CCK)* leva 

Logo pelo t.oor ema de Ri es z CC K) * = MC K) , então 

determina uma única medida À • E MCK). 
X 

* * X- X T. 

* * T Cx ) 

Para cada E E Z, consideremos o 1uncional * rp E MC K) dado 
E 

por 4> (),) = ÃCD. 
E 

Da1inamos G:Z- x** como 

Isto signi1ica que para 

GCE) = y**c,p ) . 
E 

cada E E Z e * X E x* lemos, 

* <GC E)' X > = * * <rp , T Cx )) = 
E 

À tt CD, por 
X 

. * consegu~nle x oG E MCK) e 

* * f * também, TCj) = <T Cx ), /> = f Cx oG)Cdt), isto prova CG0 e (e). 

o 
Por outro lado, é claro que o operador adjunto r*:x* CCK)* 

é cont.inuo, com as lopologias 1raca est.rela sobre x* 

* 

* e CCK) , 

T*c,.,.*) logo como ...... se ident.i1ica com X oG podemos dizer que 

a aplicação dad~ em (~) é cont.inua. 

Para provar (d) note que, * * * * 11 T 11 = 11 T 11 = sup ~ I T C x ) I / 11 x 11 :5 

* * 1} = sup ~ lx oGICK) / llx 11 ~ 1 }• logo pela not.a após a proposição 

1 . 18 t.emos que IITII = llGJlcK). 

C ~) Reciprocament.e suponha qu~ (a) e ($) est.ejam sat.is1eit.as. 
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Pe1 a c or)t i nui cladt> da apJ l. cação d;:od;.. oo:rn C (J), temos que par é<. 

cada f E CC/0 0 f une i onal 1 .. ncar· * X E x* I * -f Cx c.G)CdU 
}( 

(3) 

é íraca ~strela-continuo. Logo existe um único elemento ~ e X, 

tal que o f'uncional (3) é da íorma * * * 
X E X ---4 < x, X > f . c [ 5)) 

Assim (c) deíine um único operador T:CCK) ---4 X dado por 

TC f) = t; f'áci 1 vE.-r- que T é 1 i near. 

Observe que, IITI! = * * s-up ~ S-up ~ I x TC f) I / 11 x 11 ~1 ~ / 11 f 11
00

:$ 1 ~ . 
= s-up ~ * * llx Til / lix 11 S 1 ~ = lx*oG ICK) / llx*n s 1 ~ = IJGlJ. 

Portanto T é um operador limitado, com norma dada por C~. 
o 

Deíinição 2..11 

~~ T:CCK) ---4 X é um operador limitado, então a medida G que 

sat.i síaz C a.) -C c) do teorema 2.10 é chamada medida representante 

de T. 

o próximo exemplo mostra que o teorema 2. 1 O não pode ser 

melhor a do, no senti do que em geral , a medi da G: ~ ___. x** n~o é 

o-aditiva nem toma valores em X. 

Exemplo 2.12 

Mostr;:~rl?mos um operador 1 i n"<~r li mi t..ado cuja medida 

r 6-pl· ~s~;ontant..e não é o- adi t.i v a nem t..om~ valor· r_·~ 0m X. 

SG-jam K = [0,1J, 

:...: =a o-álgebra dos conjunl.us borelianos em [0,1), e 

x = c = Jc x ) / L im x 
o l n n n 

Deíina 
1 TC /) = C /C - ) - f C 0)) E c . 
n n o 
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Claram~n~~ T é um op~rador 1 i n8ar 1 i mi ~ado, logo T é 

** r~presen~ado por uma medida ve~orial G: :L -+ c = l • def'inida 

por <GCD, * X ) * * = 4> CT Cx )) . 
E 

Tomemos a base canônica 

E fácil v~r que o operador 

1 

.. 00 

de l. 
i 

r* c e. ) E cc KJ * é r epr es~n~ado 
n 

pela medida c~~alar v CD = X C 
n E 

) - X CO). 
n E 

Logo < GC E), e > 
n 

= = X C 
E 

1 

n 
) X CO) 

E = v CD. 
n 

Assim, GCD = C X C 
1 

) 
E n 

x CO)) é a medida represen~an~e de T. 
E n 

Agora v~remos que G não ~o ma valores ~m c Ef'e~ivamen~e, .. 
~ornando conjun~o boreliano E { 1 

/ i 1 ' 2, } s; [O, 1 J o = - = 
z\. 

~cmo~ qu~ GCD = co, 1 ' O, 1 ' .. ) E l ' mas GCD ~ c 
00 o 

Por ou~ro lado, ~emos que G não é o-adi~iva. Para provar esta 

af'irmação considG're a sequência disjun~a de elemen~os de :L 

E= { 1 } i 1 , 2, .. = 
i. i 

00 n 

Logo G( u E.) = c 1 ' 1 , ... ) ' mais G( u E) = c 1 , . . , 1 , O, 
~ \. 

i.= 1 i.=t 

... ) não converge quando n ... 00 Port.an~o G não é o-adi t.i va. 

Se T:CCKJ -+X é um operador linear. 1 i mi t.ado, f'racamente 

compac~o. en~ão existe uma única medida vetorial o-aditiva, de 

semivariação limi~ada G::L-+ X, que sat.isf'az: 

f E CC JD, onde a in~egral e~~á dada 

segundo a def'inição 1.25. 

C~) 11 T 11 =- 11GIJCJO. 

49 



Reciprocamen~e. s~ G:L ~X é uma medida ve~orial o-adi ti Vê< 

e se T es~á de~inido por (a), en~ão T:CCK) ~X é um operador 

fracamen~e compac~o cuja norma es~á dada por (~). 

Demons~ração: 

Suponhamos que T é fracamente compacto. Seja G a medida 

definida no ~eorema 2.10. 

Pelo teorema 2.9, r**c CCK) *) s; X, e como GC E) = r*>\ tp ) C veja 
E 

a demonstração do ~eorema 2.10), en~ão G toma valores em X. 

Da par te C a) do teorema 2.10, ~cgue que *-X 0 E MCK), * X E * X . . 
em par ti cul ar * * v X E X. Logo, pela proposição 2.6 

decorre que G é o-aditiva, e tem semivariação limitada. 

Desde que * f f x G(dt), 
I( 

* * v X E X ' temos que 

Recipn.Jc.:amc:nLc, seja G: L ~ X uma medida vetorial o-aditiva 

e seja T de~inido por CaJ. 

é representado pela medida 

* x G E MCK) s;; ca(~). Logo pelo corolário 2.6, o conjunto 

* * / X E X • é rela~ivamen~e ~racamente compacto em 

* Portan~o T e consequen~emt-·nl.(.; T, são ~racamen~e compac~os. 
o 

JT. 3. Repr·esent.ação de ~uncionais em CCK,X) 

Sejam X um espaço de Banach K um conjunto compacto de 

.----------~··-·--·-· 
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Hausdorff. CCK) reprasen~ará o espaço da Banach das funções 

complexas, con~inuas sobre K com a norma usual. Por CC K, )() 

deno'Laremos ao espaço da Banach das funçeías con'Li nuas, dafi ni das 

sobra K, a valores em X, com a norma dada por 

11 f 11
00 

= Sv.p ~ 11 /C t) 11 / t c K }. 

II. 3. 1. O espaço CCK)@X 

Vamos i n'Lroduzi r algumas noções básicas sobra o produ'Lo 

'Lensorial. 

Sejam E, F. G espaços de Banach dano'Laremos por BCE,F, G) ao 

espaço das aplicações bilineares con'Linuas sobre ExF em G, e por 

BCE,F) ao espaço das formas bilineares con'Linuas sobre ExF. 

Consideremos a aplicação * X : ExF --+ BC E, F) , dada por 

xC x, y) = u. • onde xy 
* BC E, F) r epr esent.~ n ciu::.l 'Lopológi co de BC E. F) 

e o elemen'Lo * u. E BC E, F) c~ 'Lá dado 
xy 

por u. C/) = f C x, y) • xy 

I E BCE,F). x é chamada aplicação bilinear canônica. 

Definição 2.14 

O Produ'Lo Tensorial da E e F, é o espaço gerado por X(ExFJ, ou 

seja 

E0F = [ X(ExFJ J. 

Deno'Lando o elemen'Lo por x.8y, podemos descrever o 

produ'Lo 'Lensor·ial como 
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/ x.EE. 
't. 

Se percebe f'acilment.e que a represent.ação de cada element.o 

u E E0F, não é única. 

Uma das principais vant.agens do produ-Lo t.ensorial é que ele 

permit.e considerar espaçõs vet.oriais de aplicações bilineares como 

espaçõs vet.m·.iais de aplicações lineares. A seguint.e proposição 

est.abelece est.a propriedade. 

Seja f: ExF -+ G uma aplicação bi 1 i near, ent.ão exi st.e uma 

única aplicação linear h:E®F-+ G lal que o diagrama comuta 

Ex F 

X~ 

f 
G 

/'h 

Em part.icular, se G = <C podemos dizer que exist.e um 

* isomorf'ismo ent.r.,;. os espaços CF®F) e BCE.F). 

ObservaçBes 2.16 

C a.) O espaço E®F pode ser considerado como subespaço de 

* * BC E , F ) , i dent.i f' i c ando cada element.o 

b E*xF*. f'orma bilinear so re dada por 

* * U..Cx ,y) = n * * Ex Cx) y Cy); 
I. I. 

\.=1 

CID Pela própia def'inição, 

* BCE,n. 
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Es~as observações s~o úLais para in~roduzir uma as~ru~ura da 

espaço normado em E&F. 

Daf'iniçõas 2.17 

Ca) Deno~amos por e à norma induzida sobra E&F, pelo espaço 

de Banach * * BCE ,F). Assim, se u = E x&y en~ão as~á 
1. 1. 

i..=t 

dada por 

eCw = Sup { 
n 

* * * * * * * * E X c X.) y c Y.) I / X E E , 11 X 11:$1 ; y E F, 11 y 11:$1 ~· 
. 1. 1. 
1.=1 

O comple~amen~o do espaço CE&F, e) é chamado Produ~o Tensorial 

~~)a~iv~ e es~e comple~ado indicamos por E 0 F. 
& 

(~) Deno~amos por n à norma induzida sobre E&F pelo e~paço 
n 

de Ban<'l.ch * BC E, F) . Se u=Ex&y, en~~o n(u) es~á dada por 
1. \. 

1. = 1 

n 

n( u) = Sup { E /C X. , y ) I / I E BC E, F) , 11/11 :$ 1 ~· 
\. .. 

i..=i 

O compl e~amen~o do espaço CE&F, n) é chamado Produ~o 

Tensorial Proja~ivo e é denot..ado por E & F. 
Tt 

No que segue es~udamos o caso par~icular E = CC ;o e F = X. 

Dado t E K, definimos o funcional ÓlE cc;o* por ó C/) = fC t). 
l 

Claramen~e 6 é um funcional 
l 

linear sobre CCKJ. Desde que 

ló Cf) I 
t 

= 1/C DI :$ 11/11 , 
00 

verificamos que ót á con~inuo e em 

part..icular 116 11 :$ 1. 
l 

No~amos ~ambám que 
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f'roposi ção 2. 18 
n 

Seja u. = E f ®x E CCK)®X, então 
. \. t 
\. =1 

n 

e( uJ = S-u.p { I . E '\C f,_) VÁ- xt) I / t EK, lllflll ~1 } . 
t = 1 

[.x;:.monst...ração: 

* Desde que ó e C(K) e 
t. 

116 11 ~ 1. 
t. 

temos da de~inição de c que 

n 

eC·u.) ~ Sv.p { I E 6 ( r) 
t 7 i. 

i.= 1 

y.l( X) I / teK, 
\. 

* "lf'CX , 11 V' li ::; 1 }· 

Por outro lado, para todo "!f' E 
o 

* X ' lllfl 11 
o 

~ 1 

n n 

Sv.p{ I E 6t.Cj\.)'1p(xi.) I / teK, * "lf'EX , Sv.p1 I E 6 c f ) V' c X ) I / l l \. o \. 
\.=1 \. = 1 

n n 

t E K} = Sv.p { 16 ( EV' Cx)/)1 / t E K} = 11 E V' Cx.) f 11 
t. o \. \. . o \ ~ 00 

t = 1 t = 1 

n 

{ I E pCf) lf1 Cx) I * llrpll 1 }· Sv.p , / rp E CCK) ~ 
\. o \. 

i.= 1 

Tomando supremo sobre os 1uncionais >JJ E x* , 11 11 r V' ~ 1, 
o o 

a desigualdade contrária. 
o 

Teorema 2.19 

O espaço CCK) 0 X é isometricamente isomor~o a CCK,X). 
e 

Demonstração: 

n 

Seja u. = E /.®X. E CCK)®X. definamos rp: K-+X 
\. = 1 

n 

rp (t) =E /.Ct)'Y. .• 
u \. \. 

i.= 1 

Considere a 

\. \. u 

t. ~ K. Cl ar ament..e rp u E C:( K, )() . 

aplicação p: CC K) 0 X -+ CC K, X) 
e 

,ror u.) = tn 
Y' r u 

u. E CCK) 0 X, e verifiquemos que 
e 
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C D p é bem dsf i ni da: 

ls~o é claro se observarmos que tp(t) = 1..LCh) 
u t 

onde h 
t 

aplicação bilinear ~al que h C f, x.) = /C D x, 
t 

f E CC K.). X E X. 

C«::> p é i nj et..ora: 
n 

'tL = E /.®X .• 
I. \ 

\. = 1 

~al qu<:> 1(' = o. 
u 

é a 

Sempre podemos supor que os ve~ores X , X , 
1 2 

. . . ' X 
n 

são l. i. 

e desde rp i ndepende da r epr e~ent..ação de u, en~ão 
u 

n 

'P c t) = E f. c t) X. = o. 
u I. I. 

v t E. ,1~., logo f C D = O, 
I. 

V t.=1 , .. , n; 
\.=1 

v t E K. Por~an~o u = O. 

C .uD p é uma i some~r i a sobre sua imagem: 

n 

11 pu 11 
00 

= S-u.p { 11<(-> u C t) 11 ./ t e K l = Sup { 11 E f. C t) x 11 ./ 
f \. I. 

i.= 1 

n 

= S-u.p { 1 x *c E 1 c t) x ) 1 ./ t.. -= K. 
. I. \. 

* * X € X • 
\. = 1 

n 

* = Sup { I E ó t C f i.) x C xi.) I / t e K, * * X E X • 
i.= 1 

Logo pala proposição an~erior llp 11 = &( uJ. 
u 

t e K} 

Pela densidade de CCK) @ X em CCK) @ X podemos considerar 
& & 

tp: CC K) ® X --+ CC K, ){) 
& 

a ex~ensão con~inua de p ao espaço 

comple~ado CCK) ® X. 
& 

Logo, para provar que p é sobreye~iva bas~a 

mos~rar que pCCCK)®){) é denso em CCK,X). 

Com efei~o. sejam f e CCK,X) e n > O. 

Como fCK) ~ X ê compac~o. en~ão exis~em um número fini~o de 

bolas aber~as em X, digamos BC X • T]) • BC X • T]) • 
1 2 

. . . ' BC X • T]) 
n 

as 

quais cobrem fCKJ. Fa7.endo uso do ~eor ema da Par· ~i ç~o da uni dada 

([6)), ob~emos uma coleção de funções con~inuas h:X-+IR, 
\. 

~ais 



n 

que: os h s 1. 
t 

E h.= 1. 
t 

onde o suport-e de cada h est-à 
• = 1 

cont-ido na bola BC x • r,). 
\. 

Defini do 6. =- h. o f, 
t \. 

fácil ver que 8 E CC K.J, O S 8. !5 1 , 
\. \. 

n 

E 8-.. - 1. 
\.::::1 

n 

S?ja ~gora 1.1- E CC K.J0X dadr> pr:>r 'U- = E 8 ®X.' 
\. " 

e>nt..ão 
\. = 1 

n 

11 f - rp 11 < r,. 
u 00 

rp c t) = E 6 c t) X. ' 
u \. \. 

\. = 1 

t E K. Mos'Lraremo~ quP. 

Efet-ivament-e, 

n n 

11 /C D - tp C D 11 = 
u 

11 E 8 c DJC t) 
\. 

E 6 C Dx 11 S 
\. \. 

E 18 c o 1 11 JC o - x 11 . 
\. \. \.=s. i. = 1 i.=S. 

Como I /C D - xi.l :S r, quando fC t) e BC xi.. r,) e leCDI =O, 
\. 

se fC t) ~ BCx, n), 
\. . então l/C D rpCDI 

u 
v t E K. 

Por·l.rini.n llf - tp 11 !5 .,, 
u 00 

i s Lu pr ov.=~ qu~? 

CCK,X). 
o 

II. 3. 2. O dual do espaço CCK,X) 

Indicaremos por ~ a o-álgebra dos subconjunt-os de Bor&l d~ K. 

Observação 2.20 

Seja uma medi da vet-orial x*. Para 

m à medida escalar dada por 
X 

m C A) = < m.C A) , x> , 
X 

AEL 

cad<=~ X E X, 

~ fácil verificar que m herda as seguint-es propriedades de m: 
X 
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C a.) Se m .. é o-a di i... i v a ent..ão m é o-a di i... i va. 
X 

c/,) Se m é de variação 1 i mi t..ada ent..ão de vc..riação 

1 i mi t..ada e I m I C A) :$ 11 xll I mICA) . 
X 

Como consequenci a di r et..a da 1 i near idade de cada f' une i onal 

m.{ A) , t. c:mos quo 

C c) m = m + m 
X+y X y 

m = Ot.m • "f/ 
OlX X 

x. y E X; OI. E q::. 

(c[) Sejam m:Z ---+ x* ~:z---+ x* medidas vet..oriais, ent..ão 

C.flt- + r0 = m + ~ • "f/ X E X. 
X X X 

Def'inição 2.21 

Saja m:Z uma modida vct..orial. Diremos que 

C a,) m .. é :=omplet..ament..e adi t..i va, se mxé o-adi t..i va 'lrl x E X. 

CID m é ~omp~et.ament..e regular, se mx é regular, "f/ x E X. 

Repr esent..amos por me Z. x*) à classe de t..odas as medi das 

m: L ---+ x* complet..ament..e adit..ivas. complet..ament..e regulares e de 

variação 1 i mi t.ada. Dest..a íorma, mcz.x*) é um espaço linear normado 

com a norma dada por llmll = lmiCK>. 

Prupu'-'>ição 2.22 

* c me L • x ) . 11 11 ) é um espaço de Banach. 

Demonst..ração: 

é um subespaço do espaço das medidas vet..oriais de 

57 



* variação 1 i mi 'La da bv( ~. X ) , e desde que ast.a é um espaço da Banach 

en'Lão bas'La provar que me~. é f'echado. 

Seja (m.) 
J 

uma saquância em me~. x*) que converge a m. e 

* bvC~. X ) . 

SGjam CA) 
00 

uma saquância disjun'La em L, x E X Q chamemos 

A = U A. 
l. 

l.=1 

n n n 

Desde que ICm.) 
J X 

( u A.) -
\. 

m. 
X 

( u A )I = 
1. 

i :o 1 

I C m.J- m.x) ( u A) I :S 
i=1 \. = 1 

11 xll I m. - m.l C K) , 
J 

n 

temos que 

n 

~ imC m) ( U A ) = -rr-... ( U A ), 
J X . 1. X 1. 

uniformemente para 'Lodo n e ~-

J •=1 •=1 

Além disso. no'Lamos que Um Cm.) 
J X 

n 

n 

( u A) = 
l. 

i= 1 

part.icular axis'La para cada J E rN. (2) 

Da C 1) e C2) resul'La que 

n 00 

m. CA) = L im (m.) CA) = L im m. ( u A.) = E X J X X \. 

J n i=1 \. = 1 

Por'Lan'Lo m. é o-a di 'Li v a. 
X 

C m. ) C A), 
J X 

m. CA.). 
X l. 

(1) 

e em 

Agora ver e mos que m. é uma 
X 

medida reguJ ar. Com ef'ai lo, 

l·m .. c SJ 1 :s 1m. c S) -c m.) c SJ I + I c m ) c SJ I :s 11 xll 11m. - m. 11 + I m. c SJ I • 
X X JX JX J JX 

V 5 E ~. V j E [N. 

Dado A E ~ e e > O, exista N e rN lal que 

Como Cm.) é regular. então existem conjuntos F, O~ K, onda F 
N X 

é fechado, O é abar'Lo e F ~ A ~ O, lais que ICm. ) ($)I < ~ , S~'F. 
N X - c. 

Logo lm. CS)I <e, 
X 

Por'Lan'Lo 'Lemos que 

Isto prova que m. é regular. 
X 

* m. E me~. x ) . 
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Teorema 2.23 (g, Yif~ 

CCK. X)* é isomorfo e isomé~rico ao espaço me~. x*). Onde a 

isome~ria é dada por. 

t:/> E CCK, X)* * m. "" me~. x ) . 

A in~egral considerada aqui é a in~egr~l elemen~ar de Bar~le 

Cver capi~ulo I). 

Demons~ração: 

Pela densidade de CCK)® X em CCK, X) C~eor·ema 2.19). bast-a 
E: 

* * pro v ar que C CC K) ® K) ~ me L:, X ) . 
E: 

Seja pois. * t:/> E (C(K)@ X) . 
E: 

Para cada x e X. consi daremos o 

CC K) * defini do por f une i on~ 1 q) .-:. 
X 

<~ . 
X 

f> = < tj>. f0x.>. Nolcmos 

que e que 11 q'> 11 s 
X 

llxll llq'>ll. logo pelo ~eorema do 

represen~açâo de Riesz (ver II.1), exis~e uma única medida escalar 

~x o-adi~iva, regular e ~al que 

V f E CC K). (1) 

Definamos a aplicação de conjun~os ~~:L:~ x* por. 

A E L:. X E X. 

Observamos que .m .. ~ es~á bem definida, pois a mudida ~x é única. 

* Agora verificaremos que efe~ivamen~e m~ ~orna valores em X . 

De fa~o. dados x, y E X e a E ~ no~amos que, 

f f ~ (dt) 
K ax-+y = < <P • f ®C ax+ y) > = a <~. f®X> + <<P. f0y> 

Logo pela unicidade da representação inl~gral. resul~a que 

~ = a~ + ~~~· ax+y X z. 
J ~..;Lo prova que m!l> C A) .:;, um ft_tnr i nnal 1 i near. 
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Por ou 'L-r o 1 a do, I< m4.c A). x> I 

11 m~ C A) 11 S 11 <P 11 < oo , 

= I .u C A) I ~ 
X 

l.u IC.O = llq, 11 ~ 
X X 

II<PII llxli. Logo port.an'lo m~.CA) é cont-inuo. 

* A~sim 'lemos provado que m~CA) e X . 

Mais ainda, * afirmamos que m~ E me~. X ). Levando em cont-a que 

-IT<-q. X = ,U X ~ r.omple'lam~nt.e adit-iva e r.omple'lament.e 

r·egul ar. Além disso, 

elementos disjunt-os de 

se A. 
1 

.. , A é uma part-ição 
n 

ent.ão dado E > O exist-em x. 
1 

de 

... 

c on-. 11 x 11 = 1 , i=l, 2, .. , n e 'L-ais que 

n n 

E llm~CA) 11 
i. = 1 

- & :S E I < mq. C A) , 

i.= 1 

x> = ... 

n 

E <m~CA), :a\>. 
i = i 

K em 

X 
n 

E X 

A últ.ima igualdade é válida, se escolhermos convenien'lement.e 

x ou -x .. 
t 

Not.e que 

n 

1 ogo E 11 m4> C Ai.) 11 
... = 1 

- & 

i=1, .. , n, 

n 

E (2) 

i.= 1 

Por out.ro lado. o espaço CCIO é denso em cada um dos espaços 

clássicos L 1( ,uz ) . i = 1. . ' n. em consequância, exi st.em 
I. 

1 2 
sequâncias c 6). CfS_), 

J J 
. . . ' de f'unçêSes em CC 10 'L-ais que, 

= i = 1 , .. , n. C3) 

Usando C3) e (1) em (2), 'lemos que 

n n 

l im E JK6~ ,uz (dt) = l im E 4> c i.) = 
:;:;!:_ 6j 

j I.= 1 i i.=1 \. 

n 

E 11 m4> C A? 11 - & :S 
i=1 

n n n 

<K E 6~ z ) 11 <flll ~ im 11 
i 

11 tim ~ :$ E e 0 z 
J l 

i= 1 J 
i. 00 

j ... =1 j 
= 

Para obt.er é suf'icient.e const-ruir sequências 

em CCIO, sat.isf'azendo (3) e 'L-ais que 
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..... 

11 E h' @ z. 11 s 1 . 
J ~ 00 

V j E [N. (4) 

1. =1 

n 

Con:sidarando v = E IJ..~z 
\.=1 \. 

a a densidade de CCJO em 

podemos supor que c \.) 8 converge pon~ualmanLe v-q.s. 
J 

C passando a uma subsequênci a se for nacessár i o). 

convergência v-q.s. implica na convergência J-1 -q. S. z de C ") 8 J p;~ra 

1. 

cada ~= 1, ' n. 

l im 
j 

Def'inamos as f'unções h", da seguint.e f'orma: 
J 

8:c D 
h'C t) = ,-------------

J 1 
t E K., i = 1. . . , n' j E IN. 

J 

Por um lado temos que h" sat.isf'az, 
j 

n 11 I;:1 < @ z llro 
11 E h" lloo 

i. 
0 z = --·- --- s 1 

i.= 1 J 
t 1 

11 ~:1 
t 

lloo -:- + e. ®z 
J J \. 

v j E= rN. 

Por out.ro lado, para cada i= 1, .. , n 

XA (t) 

h'C t) 
\. c t). = = XA J 

11 
n zJioo 1:;.=1 XA \. 

J-1 - q. S. • z. 
\. 

\. 

Logo, pelo t.aorama da Convargância Dominad~ n~ Lebesgue 'Lemos 

X J-1 Cdt) 
A 2!. 

1. ~ 

Assim, 

= lim f h~ J-1 (dt), 
K J 2!\. 

v i = 1' .. ' n. 

h' sat.isfaz as condições de~ejadas, 
J 

em consequéncia 

11~11. a em part.icular -m~ t.em Vé\1" i ação 1 i mi t.ada. 

Des t.a for ma. t.emos uma medi da vetorial -m~ E me L. x*) 
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v I E CCK)®X. 

Agora provaremos que a aplicação .J * * C CC K) ® )() --+ 'JJlC Z, X ) , 
& 

que leva ~ em m~ é uma isome~ria. 

Com efeí~o, vejamos que 

CD .J E>S t.á bE>m dE>í i ni da. ConsidE>rE>mos 

suponhdmos que GXÍS~G mE 'JJl(::i:, X*) ~al que <~. i> 

v I E CCK)®X. En~ão para cada x E X 

CCCD® X)*, 
& 

= 

e 

~ (/) 
X 

= qÃ.f®x..) = = J f m CdD. 
K X 

Logo pela uni c i dada na r epr esen~ação i n~egr al de ~ resul ~a 
X 

que m _ ~ , e por~an~o m = m~. 
X X ~ 

C w .J é 1 i near . Sejam 

D€-sde que par a cada x E X, 

en~ão podemos dizer que, 

Logo, = 

E CCC K)® X)* 
& 

a aplicação 

e OI. E <C. 

~ é 1 i near, 
X 

C «D .J é bi je~ora. Is~o é óbvio. pois cada m E mcz. x*) 

* define um único funcional ~ E CCCD*X) , dado por 

Finalmen~e. 114>11 =o sv.p { IIJK/• mf.dt) 11 / llfll :5 1 ~ $ 

prova que lltPII = lmiCD. 
D 

Not.a: Por uma observação do proíessor K. Flore~, ser i a 

possível uma demons~ração al~erna~íva Cmais simples) do ~eorema 

acima, fazendo uso do seguin~e ~eorema de Gro~hendíeck: 
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Teorema C[BJ. cap. I. 4.6) 

Seja p:E@F ~~uma aplicação linear . 

e somen~e se. exis~e uma medida de BorP.l-R~don sobre B w x B w 
.E: F 

C muni do com as t.opol ogi as íracas respec~i va~") i.~l que. para ~odo 

J E E0F 

= f 
B w xB w 

* * * * ( X 0y • ;i> J-.1( d( X • y ) ) . 

E F 

A medida J-.1 pode ser escolhida posi~iva e ~al que. 

IIJ-.111 =llpll. 

Neste caso. a medida ve~orial corresponden~e a um 

elemento E estaria deíinida diretamente pela 

representação acima após algumas iden~iíicações. 
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C A P I T U L O 111 

CARACTERIZAÇÃO DE L~CF)*, COM F MEDIDA VETORIAL 

III. 1. In~rodução 

Deno~aremos por O a um conjun~o qualquer, por L a uma 

o-álgebra e por X a um espaço de Banach. 

Mo~ivada p~la dualidade ~n~re os ~spaços clássicos d~ ~unçB~s 

á na~ural per gun~ar quando que est.a dual i dada pode 

ser es~endida para &spaços mais gerais, como por exemplo para 

funções ve~oriais e/ou medidas ve~oriais. 

1 Quando ~ g uma medida escalar e L C~.X) o espaço das ~unçõ~s a 

valores em X, Bochner in~egráveis, conhece-se o seguin~e fa~o: 
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s.e, soment,e s.e, t,em a 

propriedr~de de Radon-Nikodym". Cver [9), pág. 98) 

P 1 * ara espaços sem a propriedade de Radon-Nikodym. L CJ-1,)() pode 

ser caract,erizado comn tJm~ ~lasse de funções fracament,e mensuráveis 

C ver ( 1)). 

No caso em que F: :L --.. X é uma medi da vet.or i al, ainda é 

poss:í vel estabelecer uma dualidade entre o espaço L~ C F). das 
B 

funç~es reais. Bartle int,egráveis (introduzido em I.3) e um espaço 

de funçC3es esser1cialmente limitadas. Nes'Le capitulo, es'Ludamos 

o trabalho de Egghe [12], onde é introduzido uma estru'Lura 

conveniente de espr~çn nnrm.::~do em para est.abel ecer esta 

dual idade. 

111. 2. Estrutura do espaço 

Seja F: L --.. X uma medida vetorial. a-adi'Liva. de variação 

1 i mi 'Lada. 

Como a função real :l 
f e~ CF) (veia 1.3) 

B ~ 
* I x F 1-i n'Legrável 

(proposição 1.19), podemos definir urna seminorma sobre ~1 crJ 
B 

11/11 = Sup {J 1/1 
a.. o 

* / ~*e x*. lx FICdt) ..... ~· 

Na proposição 3.1 veremos que 11/11 < oo . 
a.. 

Dest.a forma, 'Lemos 

que 11 11 é uma seminorma, um.::~ VPZ que é dada por 
a.. 

semi normas. 

Além disso, com a proposição 1.8CD, é fácil 
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UfU ~O * jCt) =O F-q.~. 

Podemos en~ão in~roduzir um espaço quocien~e dado por, 

onde N = ~ f E ~~ / f - 0 F-q. s. ~· 

Em consequénci a, L 
1

CFJ é um espaço normado munido da norma 
B 

quoci en~e. 

Propo~ição 3.1 

As de1inições abaixo de~erminam normas equivalen~es em L 1 CF). 
B 

CD llfll = S<.~p a ~ f I f I 
o 

* * * I X F I c dt) / X E X • 1 ~-

c iD 11 f 11 ~ = llGI.lc m • onde a medida ve~orial G: ~ -~ X est.à 

GC A) = ' J, f FCdt.""'. 

A 

C «D 11 f 11 c =- S1..1.p { 11 GC A) 11 / A E ~ ~. 

[X::?mons~ração: 

Por de1inição, llfll 11 = JIGJJccD 

* e lembrando que lx GjCm = f lfl 
o 

quE> llfll ~ = llfll a.. 

* lx FICdt) 

Pela proposição 1.8CW ob~emos, 

llfll :$ c llfll-6 :$ 4 11/11 • c 

* 

Cv~r [13)), segue-se 

Além disso, como a medid~ esc~lar x G é o~adi~iva, ent.ão em 

vis~a da proposição 2.5CD ~emos que J_k:;JJcrn <co, logo IIJII 11 <co. 

Por t.an~o C .O • C W e C «D são normas equi val ent.es em L 
1 

C F). 
B O 
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Not.a: A n0rm~ " " é chamada semivar~~~jonal. a 

Observação 3.2 

O esp4ço da~ funções simples eK~), in~roduzido em 1.3, é 

sequéncia de funç5es simples c l ) 
·n 

tal que, 

l i m. 11 j" C f- f ) . FC d t ) 11 
A n 

= o. uniformemente para A E ~-

Logo dado c > O, existe N = NC c) E [N, tal que: 

11 I c j- f ) . FC d t) 11 
A n 

< c, V n 2= N, VAEL 

Então, 

V n ;::: N. Por·t.anto Cf) 
Tl 

converge a f na norma semivariacional. 

Observação 3.3 

Em seu ~rabalho, Egghe afirma que o espaç-o C L 
1

( F). 11 11 ) 
B a 

compl E-lo. Embora não usarmos esta propriedade, não foi possivel 

demons~ra-la. 

111. 3. Caract.erização do dual do espaço CL 
1
CF). 11 11 ) 

B a. 

O próximo ~eorema é um i mporL-u1~e resul~:'\do de Debi eve que 

faremos. uso para carac.t.P.ri zar o dual O rP.sul tadc' de 

Dehi eve gar· ante a exi s ténci a da derivada de Rador1-Ni kodym de I F I 

com respei ~o a. F em qual quer espaço de Ban.:1.ch X. A prova está 

baseada no lema de Exaustão que introduzimos. abaixo. 

67 



Sejam IJ uma medida não negativ& definida sobre :t: e <r uma 

coleção de conjun~os mensuráveis, ~ais que: 

CD Se A e <i., logo t..odo subconjun~o mensurável de A per-t.ence 

a ~-

CiD Para cada A € Z com ,uCA) > O, exist-e um subconjunto E de 

A t-al que E e ~ e 1-JCE1 > O. 

Então. existe uma sequência CA ) de elementos d1SJUntos de~ 
To 

CQ 

lal que J.J(O " u A ) = O. 
n 

1. ::1 

Este lema é consequéncia do lema de exaustão que aparece em 

( 9). pàg. 70. 

Teorema 3.5 

Seja F:Z -)X urna medida vetorial. o-ac..l.iL.iva e de var·iação 

1 i mi t.ada. En~ão, dado c > o existe uma aplicação Bochner 

i nt.egrável f:O_. x*. co * f € ~ CIFI,X ), de modo que 1 '5 11 /C t) 11 :S 

1 + c. V t E 0 e 

VAeL 

DemonsLr aç.ão: 

* * * Se · X 11 _. 11 < 1 . Ja X E t .,... Not..e que a medi da escalar * X F é 

absol uLamenle cont.1 nua com r-e~pe=ü Lo a I F I • 1 ogo pelo teor ema de 

Radon-Nikodym clássico Lemos uma função f .., E L coe IFP. que saLisfaz 
X 
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I t .. cu I s 1. ·x I F i -q. s.. x'*fc A) = f Af ;:.:.. I F I c dt). 

Def~na agor·a o conJUnt-o Ax* = ~ t E n e 

J x*e x*. * a coleção <r" = 1 E e :2:: / exist-e llx 11 = 1 

Af'irmação: <t sat.isf'az as condições do lema ant-erior. com 

1-1 = IFI. 

De f'at.o, é claro que ~ c:cmo) ç:ão CD do lema 3. 4 é 5"--.-d_j -::,f.eít..a. 

Por· outro lado. seja o conJunt-o E E í:: com I F ICE) > o. logo 

IF ICE~· IFICE). Então existe uma par t.i ção f' i ni t.a de E em 

elementos de "' digamos E, E E t.ais que. ~. " .... ,. 
1 2 r. 

n 
1 

r. 
1 

IFICE) ~ E IIFCE ) 11 > 
1 +e I F ICE) = . E 1+c IFICE ). 

i 1. 
1. = 1 1. =1 

Em consequência. existe um i ndice 1 s (. s n. t.al que 
o 

IIFCE ) 11 
1 I F ICE. ) . > 

1. 1+.!' 1. 
o o 

Dest.a desigualdade obt.emos funcional * um X x*. * E llx 11 = 1 que 

verif'ica IIFCE ) 11 ~ lx*FcE ) I > 1~ I F ICE 
1. 1. +.c 1. 

). (1) 

o o o 

Colocado A = E. nA • 
X 

t-emos clarament-e que A E <t". A ~ E. 
o 

Resta provar que IFICA) > o. 

De f'at.o. suponha que !FICA) "" O. 

ent.ão pela def'inição de A • t-emos. 
X 

IFICdD 
1 

S 1 +c I F I C 8). 

Como !FICA) = O ent-ão ) I S !x*FICE ) S -
1
-IFICE ). 

1. 1 +c 1. 
o o 

Logo. IIFCE. ) 11 5 
1. 

1 
1 +,t; 

IFICE ). 
1. 

o que cont.radiz a €-SCOlha de 
o o 

E 
o 

Assim se verf'icam as hip6t.es-.is do lema 3. 4. logo existe uma 

sequência CA ) 
r. 

de r.onjunt.os disjuntos. onde 
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(Lo 

I F I ( 0'- u A ) = O. 

se 

\ = 1 

Seja 

/C D 

p o funcional ~al que A S A 
'"' r. p 

= 

co 
EC/ (t))-1 p X (t), 

i=1 pn n An 

o se 
co 

tE0'UA. 
r.= 1 n 

e def·i namos: 
n 

co 
se t e U A (2) 

n=1 n 

Vamos ver- que f: O ---. x* satisfaz as condições do t.eor-ema. 

Em pr-imeir-o lugar- ~emos llfC t ) 11 = nc f I{> C t)) -
1 

p n 11 ;:; 
r. 

t E A então, 1 ~ 11/Ct.)ll ~1 +e, IFI-q. S. 

Alem disso, pela pr-oposição l.?.B, fC t) é !FI-mensurável, 

pois cada parcela da ser-ie (2) é mensurável. Segue ent.ão que f e 

Por- outro lado, seja A E~- Para cada n a função f r-estr-ita a 

A est.à dada por-,., fC t) 

sequência de xunç~es 

-1 = c f c t)) p . 
. 'f' ,.., 

(: fàc:il 
Tl 

simples C f ) . dex i ni das 
J J 

ve-r- 4uE: exi s~e uma 

em A • 
n 

da xor-ma 

f c t) 
J 

= 8( Drp onde as 
J n 6J são funções simples reais, e as 

ver- i 1 i cam: 

J f. FCdt) = l im. 
j 

J ~-P • FCdt). 
ArlA 

n 

Se esc r e ver· mos 

J 
ArlA 

e.<P • 
J r. 

FCdt) = 

J ef""' IF!Cdt). 
ArlA J .,...n 

n 

n 

ArlA 
n 

J n 

s.c t) 
J 

= E OIÍ.J .:tA 
L: 1 L) 

L= 1 

E a. <p • 
L J r. 

FCE )> 
\. J 
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ent.ão, 

n 

= E a.. 
\. j 

i. = 1 

(3) 

J !I{> IFICdD = 
E n 

L) 

(4) 



Por T.C.D. de Lebesgue J B f. IFICdt) 
J 'f.' 

TI 

= IFJCA ()A). 

A (lA 
r. 

Segue de C3) e C4) que. J f. FC dt.) = IFICA (1 A). 

AliA 
n 

Finalmente. J A f. FC d t) = E J 
n=2. AliA 

f. FC dt) = I FICA). 
o 

Lema 3.6 

Se ent-ão 

J f e~. FC d t) = o. v e E L 2. c 1 F p . 
n 

Aqui a funç~o fe=o~x* é dada pela mu1tiplicaç~o escalar 

t E O. 

Demonstração: 

c .. ) Se 

t-omando 

f f e FC d D = O • 
o 

obt-emos f {. FCdt) A. 

V 8 E 

= o. 

C -+ ) Not-amos que f f e. FC d t) = O 
o 

em p.:=~rt.i cul.ar 

quando e é urna 

~unção caract-erist-ica. Logo C+) é válida quando 6 é qual quer 

função simples. Desde que exist-e uma sequênci a de 

simples t-al que. 

f f e. FC d D = li m f f e . FC d t) = O. V 6 ~ L t. C I F p . 
O O n 

t-emos que (+) vale para t-oda 1 
6 E LCIF!). o 

Nota: 11 11 J é o subespaço dP. 
a.. 

C1
1
CIJ.II 

B 

funções 

11 ) • das 
a. 

funções !FI-Lebesgue integr~veis munido com a norma induzida. 
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Lema 3.7 

c L 1 c F) • 11 11 ) * = L 1 ( I F I ) ~. 
B a 

Demonst-ração: 

Pela observaçãu 3.2 vemos que o subespaço de 11 11 ) 
a. 

d f ..,_ . 1 -'·d CL 1 CF·J, as unçoes s1mp es ~ enso em 
li 

11 11 ) • 
a Ent-ão t-odo funcional 

sobre L 
1

C I F!) e:xt-er1de-s.e de mar1EH r· a úr1ica a L
1
CFJ. Port.ar1t.o 

B 

C L 1 ( I F P. 11 * (L
1

C..iJ, 11 11 )*. 11 ) ::-
B a.. B a.. o 

O segui r1t.e t-eor· ewa caracter i :;::a o dual de L 
1 

C F). 
B 

1eorema 3.8 

Onde 

Demor1st.r ação: 

Pelo lema ar1t.erior é suficient-e provar que 

é isomorfo a 

00 * L C IFI.X J/H 
Seja g E /H ou seja g t-em a forma g = e + H, 

or1de 

Definamos tpg :L 1C IFP - -~ IR. como tp c/) = f !e FC dD. 
g o 

esta defir1ição t.em ser1tido pois !e E L
1
CFJ. 

B 

Par·0c1 V L' I' que .,g est.á bem defir1ida tomemos g = e + H = e·+ H, 
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onde 

t.emos 

• Cú * e. e E L c IFI. x ), ent.ão e - e' E H e 

f C 8 - 8 ' ) f. FC d t ) = O , 
o 

f 8f· 
o 

FCdt) = f 8 • f. FC d t) = 
o 

Afirmamos que a aplicação 

tf' c f). g 

pelo lema 3.6. 

Porlant.o. 

dada por rp( g) = rp é um isomorfismo. 
g 

De fat.o: 

C D Da 1 i near i da de do oper-ador· j n Lcgr al • segue-se que rr F.> 

1 i r;E>ar. 

C W Par a ver que rp é con-Li nua. seja g = 8 + H. onde 

Analogament.e a demons-Lração 1.19Cü.D prov.él-se 

que dado um número N > 11811 
00 

exi s-Le uma sequência ce ) em 
n 

0 *CL). uniformemen-Le limi-Lada por N. convergindo pontualmen-Le a 
>.: 

e lal que f 8 • FC dt) = 
o 

Um. 
n f 8. 

O n 
FCdD. 

p 

Logo se colocamos 8n = E a X 
TI\. A 

I f 8 f. FC d t) I 
O n 

Como N foi 

en-Lão. 

1. = • ni 

p i 

N 11 E N C( TI\. f f. FC d t ) 11 
i. =i A 

N llfll, V n e [N_ 

Til. 

I tf> 
9 

c f) I = I f e f· FC d D I ~ N 11 f 11 • 
o 

t.omado arbitrariamente. satisfazendo N ~ 11811 • 
co 

Por-Lanto rp é continua. 

CUD tp é •injetora. Pois se tp = o. g 
en-Lão f 8f· FCdt) = O, 

o 
V f E L1C IFI). logo pelo lema 3.6 e E H. Portanto g = O. 

C.i.v) tp é sobreje-Lora. Par~ prov~r is-Lo observemos qu"" 

11/11 ~ J lfl IFICdt) = llfll . Logo s.e 4> E CL 
1
C IF!). 11 11 )~ en-Lão 

c n • a.. 

4> E c L 
1

( I F j) • il 11 )* = L 
00

C I F I. 11 11 ) . Seja l E L 
00

( I F j) a função 
1 00 
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t..al que <fÃ- f) = f f.[ I F I c d t) • 'Ir/ f E L 
1 c I F I ) . 

C'J 

Pelo t..eorema 3.6 t..emos uma aplicação h:O-

que, I F I C A) = f h. FC dD 
A 

* X ' 
00 

hELCIFI, 

a 

igualdade f f IFICdD = f hf. FCdD 
o 

é válida para 'Loda f E GCZ) 

e 

o 
porlan'Lo para t.oda f E L 1CjFj). 

Como fl E L1C jFj), en'Lão de C•) 'Lemos que, 

Seja g = 

<fÃ- f) = f f l I F I c d D 
o 

lh + /1. Claramen'Le 
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= f hfl. 
o 

g E 

FCdt). 

L
1

C IFI' xx e 'Lambém 
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