PRODUCAOQO

Programacao Linear por Partes:
Revisido Teorica e Aplicacoes

Fernando Augusto Silva Marins
Departamento de Produgido, Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetd
UNESP, CEP 12500-000, Guaratingueta, SP, Brasil

Clévis Perin Filho

Departamento de Matematica Aplicada, Instituto de Matematica ¢ Estatistica
UNICAMP, CEP 13081-970, Campinas, SP, Brasil.

Palavras-Chaves: Programacio linear por partes; programago em redes lineares por
partes; programacio linear e programacgio ndo-linear.

Key Words: Piecewise-Linear Programming, Network Piecewise-Linear Programming

RESUMO

Procura-se resgatar a importancia de uma subarea da Programagio Matematica conhecida como
Programagdo Linear Por Partes - PLP. De fato a PLP tem inumeras aplica¢des tanto na drea teérica
como em situagdes reais. Este trabalho apresenta os resultados de uma pesquisa bibliogratica, efetuada
nas principais revistas técnicas ¢ livros disponiveis relacionados com Pesquisa Operacional, que visou
situar o estado da’arte da Programagio Linear por Partes, bem como a abrangéncia de sua aplicabilidade.
Particularmente, no contexto da PLP, este texto destaca a Programagdo em Redes Lineares por

Partes devido a sua relevdncia em muitas situagdes prdticas.

ABSTRACT

The importance of a subarea of Mathematical Programming known as Piecewise-Linear
Programming - PLP is emphasized. In fact PLP has many both theoretical and real life applications.
This paper presents the results of an extensive bibliographical research, including the most relevant
Operations Research journals and books available, which had as goal to find out Piecewise-Linear
Programming state-of-art, as well as its range of applicability. Particularly, inside PLP context, this
paper details Network Piecewise-Linear Programming due 1o its relevance 1o several real life situations.
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Introducio

O objetivo principal deste trabalho é o
de divulgar e motivar as pesquisas em
Programagdo Linear por Partes - PLP, cuja
importancia fica evidente ao se constatar
suas inumeras aplicagdes. Inicialmente,
procura-se situar a PLP em geral,
explicitando sua importancia tanto do
ponto de vista tedrico como pratico através
de uma revisiio comentada de alguns dos
principais trabalhos desenvolvidos na area.
Particularmente, a seguir, ¢ destacada a
sub-area da PLP denominada Programacgéo
em Redes Lineares por Partes - PRLP que,
apesar de sua aplicabilidade, ndo tem sido
devidamente explorada e oferece opgoes
de desenvolvimento de pesquisas de
relevancia.

Origens e Revisio da
Literatura em Progra-
macio Linear Por Partes

Uma importante drea da Programacio
Matematica € a Programagéio Linear Por
Partes - PLP. Os modelos de PLP, que
fornecem uma formulagio natural para
muitos problemas de otimizagao, tratam da
minimizagio de uma fungdo objetivo
separavel e linear por partes, respeitando
um conjunto de restrigdes representadas
por um sistema de equagdes lineares.
Portanto, nestes modelos de PLP, a fungio
objetivo ¢ uma soma de fungdes lineares
por partes, cada wna das quais expressa
com respeito a apenas uma das varidveis
do problema.
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Existem inumeras aplicagdes
conhecidas para a PLP das quais passa-se
a comentar brevemente as que se seguemn:

(a) Aplicagdgo da PLP na
determinagdo de solugdo vidvel inicial
em Programagdo Linear - PL: isto € feilo
através da resolugio de um programa linear
por partes, cuja solu¢io 6tima € uma
solugdo viavel para o programa linear
original. Esta é aaplicagfio mais comum e
conhecida da PLP, ver por exemplo,
Orchard-Hays®, tradicionalmente usada
em codigos comerciais com
implementagdes do método simplex
apropriados para problemas de grande
porte;

(b) Aplicagdo da PLP como um
método de penalidades: ¢ um
procedimento bem conhecido, que
acrescenta uma penalidade linear por
partes 4 fungdo objetivo do programa linear
original. Isto é feito de tal forma que toda
solugdo viavel e 6tima do programa linear
original ¢ também uma solugdo otima para
o problema com a penalidade. Conn® ¢
Bartels’ propuserant algoritmos especiais
tipo simplex para este tipo de formulagao
de programas;

(c) Aplicagd@o da PLP em atividades
reversiveis: certas situagdes envolvem
atividades (ou varidveis) que fazem sentido
tanto quando colocadas em niveis
positivos como negativos, como ¢ 0 €aso
de sistemas de estoques, com
possibilidade de haver pedidos pendentes
(“backorder”). Os custos associados a este
tipo de varidveis podem ser representados
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por fungdes lineares por partes,
apresentando termos lineares com
inclinagdes (ou coeficientes de custo)
negativas onde as atividades forem
negalivas, € inclinagdes positivas onde as
atividades forem positivas;

(d) Aplicagdo da PLP em problemas
de estimagdo L1: em determinados
problemas de estimagao (ajuste de curvas)
busca-se determinar, em termos da norma
L1, a solugio aproximada mais acurada para
um sistema de equagdes lineares Ax=b. A
partir da introdugfo de varidveis de folga
estes problemas podem ser expressos
como um caso particular da PLP, onde, no
modelo linear por partes, as varidveis
originais x terdo coeficientes de custo nulos
na fungio objetivo linear por partes, ¢ as
varidveis de folga terdo coeficientes de
custo -1 (ou +1) quando elas forem
negativas (ou positivas). Vairias
generalizagdes deste problema de
estimagio L1 sio também passiveis de ser
representadas por programas lineares por
partes, conforine comentado por Fourer®,
e existem intmeros algoritmos
especializados tipo simplex desenvolvidos
para eslas situagdes, tais como os descritos
por Davies'®, Barrodale & Roberts®, ¢
Spyropoulos et al.*' que foram os pioneiros
neste enfoque;

(e) Aplicagdo da PLP na
Programagdo por Metas (“Goal
Programming”). para o caso da
minimizagio da soma ponderada dos
desvios, que podem ser positivos ou
negativos, do produto Ax com respeito a
sua igualdade com o vetor de constantes

b, sujeito a restri¢des lineares adicionais
sobre x, este modelo de programagio por
metas pode ser estabelecido como sendo
um modelo linear por partes. Neste caso,
todas as varidveis do modelo linear por
partes terdo dois intervalos de variagio (-
o0, 0] e [0, +00) para seus valores
admissiveis. As varidveis originais x terdo
coeficientes de custo -o0 ¢ coeficientes de
custo 0, respectivamente no primeiro e
segundo intervalos. J4 as varidveis de folga
(desvios) terdo coeficientes de custo
dados, no intervalo (-o0, 0] pelo peso
usado na ponderagdo dos desvios
positivos, e no intervalo {0, +00) pelo peso
adotado para os desvios negativos;

(H  Aplicagdo da PLP em
Programagdo Linear com Varidveis e
Restri¢oes Canalizadas: esta é a situagio
de problemas lineares onde existem
limitantes inferiores € superiores tanto para
as varidveis como também para as
restrigdes envolvidas. Ocorre que,
conforme comentado por Fourer", pela
teoria da dualidade da PLP existe um
programa linear por partes que € o dual
deste problema com varidveis e restrigdes
canalizadas, o que permite enfoques
alternativos para o caso. Existem trabalhos
que exploram estas caracleristicas
particulares destes modelos primal e dual
¢ apresentam algoritmos especializados,
como os de Robers & Ben-Israel™ e o de
Gunn?’;

(g) Aplicacdo da PLP a Programagao
Néo-Linear - PNL : um procedimento
simplificador, muito aplicado, no estudo de
problemas em Programagio Nio-Linear
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Separdvel, tem sido o de substituir os
termos ndo lineares por aproximagdes
lineares por partes, como proposto por
Charnes & Lemke®, Charnes & Cooper®,
Dantzig'®, e Dantzig et al.'”. Em certos
casos, este método pode nio produzir um
problema convexo separavel linear por
partes equivalente, pois a fungio objetivo
resultante pode ndo ser convexa, ou, ainda,
podem surgir restrigoes lineares por partes.
Contudo, algumas situag¢des relevantes
neste contexto podem ser tratadas pela
PLP, comio descrito por Fourer?.

Os interessados na obtengdo de
maiores detalhes sobre estas, e outras,
aplicagdes da PLP podem consultar as
referéncias Marins®” e Fourer?.

Com respeito a literatura consultada,
deve-se destacar uma seqiiéncia de quatro
excelentes artigos, Fourer™% ¢ Fourer
& Marsten®, que resgataram a relevincia
da PLP no cendrio cientifico. O primeiro
artigo introduz, de forma rigorosa, os
conceitos de fungdes convexas separaveis
¢ lineares por partes e de dualidade,
estabelecendo a seguir as propriedades de
um programa linear por partes, a definigio
de solugdo basica, e finalmente
descrevendo um algoritmo especializado
para a PLP que toma vantagem das
caracteristicas deste tipo de modelo para
se tornar mais vantajoso, do pouto de vista
computacional, do que outros enfoques
alternativos.

Nos segundo ¢ terceiro trabalhos sdo
apresentados, e discutidos, resultados
tedricos sobre convergéncia (“finiteness™)
e validade (“"correcteness”) do algoritino,

questoes sobre viabilidade e o seu
comportamento frente a ocorréncia de
degenerescéncia. Também é feita uma
andlise teérica das vantagens
computacionais de se aplicar o algoritmo
desenvolvido para a PLP. J4 no ultimo
artigo, os autores descrevem os resultados
de um interessante estudo computacional
realizado envolvendo o algoritmo de
Fourer e um algoritmo tipo simplex bem
conhecido. Este estudo comprova as
vantagens do uso de um algoritmo
especializado para PLP.

Adotando os critérios considerados
por Fourer, nos traballos acima citados,
ha trés enfoques para a PLP que vém a
classificar ‘as pesquisas desenvolvidas
nesta area em trés categorias.

Primeiramente, a PLP como caso
especial da Programagdo Linear. De falo,
este tem sido o tratamento tradicional dado
a modelos de PLP, que sdo entdo
considerados como apenas mais uma
aplicagiio da PL. Assim o procedimento
usualinente aplicado ¢ o de converter o
modelo de PLP em um modelo linear
equivalente, de maior porte, através de
transformagdes conhecidas, como as
propostas por Charnes & Lemke?,
Dantzig'®, Dantzig et al."’, e Ho*. Este
modelo linear equivalente é entdo
resolvido por um algoritmo tipo simplex,
ou ainda, por meio de algum algoritmo
simplex adaptado para explorar certos
aspectos particulares do modelo linear
equivalente obtido. Uma descrigiio sucinta
dos algorili_nos publicados por Snyder’”
" ¢ Premoli¥’, que abordam este tiltimo tipo
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de enfoque, pode ser encontrada em
Marins®’.

Como apresentado por Ho®, ha pelo
menos quatro métodos equivalentes para
linearizar problemas convexos separaveis
lineares por partes. Cada uma destas
transformacdes leva a diferentes
formulagdes em PL, evidentemente todas
com solugdes dtimas equivalentes. Os
procedimientos mais conhecidos sdo o -
método e o -método que trabalham com as
variaveis do problema, além do -método e
do -método que utilizam diferentes
representacdes para a fungdo objetivo.

E importante observar que os modelos
lineares equivalentes obtidos pelos
procedimentos acima possuem um namero
muito maior de variaveis e restrigdes que o
modelo linear por partes original. De fato,
cstes métodos definem ao menos uma
variavel e/ou restrigdo adicional para cada
termo linear de todas as parcelas que
formam a fun¢io objetivo convexa,
separavel e linear por partes original.

Um segundo enfoque dos trabalhos na
area consiste em considerar a PLP como
caso especial da Programagdo Ndo-
Linear - PNL. Virios pesquisadores tém
estudado importantes problemas da PNL
para os quais a PLP ¢ extremamente util.
Particularmente na drea de Programagio
Separavel, como ji comentado, podem ser
encontrados relevantes resultados
tedricos e praticos obtidos usando a
linearizagio por partes. Alguns destes
resultados estdo descritos nos trabathos
de Ahlfeld et al.!, Geoffrion®, Giider &

Morris*, Hochbaum & Shanthikumar®,
Kamesam & Meyer", Kao ¢ Meyer"'.
Meyer®, Meyer®, Rockafellar™, e de
Thakur®#_comentados a seguir.

Geolfrion estabeleceu um critério
natural para selecionar a “melhor”
aproximagido para uma funcio objetivo
nao-linear, e Thakur® apresenta um estudo
sobre o erro de truncamento que ocorre
no valor 6timio da fungdo objetivo devido
ao uso de aproximagdes lineares por
partes. Particularmente, Giider & Morris®
apresentam um método para obter a
aproximago linear por partes 6tima de uma
fungio objetivo convexa, separdvel e
quadratica, e recomenda o uso de
algoritmos especializados para resolver o
modelo de PLP resultante.

O artigo de Ahlfeld etal.' descreve uma
especializagdo do algoritmo truncado de
Newlton para problemas nao-lineares em
redes generalizadas, € 0 uso de uma
linearizagdo por partes na obtengio de uma
solugio viavel inicial. Os demais trabalhos
sugerein ou a idéia de converter o prograima
linear por partes em um programa linear
equivalente. e entdio aplicar um algoritmo
de otimizagao linear, ou propdem o uso de
algoritmos ndo-lineares especializados
para a solucao direta do modelo linear por
partes.

Pode-se, ainda, citar, como
relacionados com a PLP na drea de PNL,
importantes trabalhos em Otimizagio
Monotropica (*Monotropic
Optimisation™), como o de Rockafellar™. o
de Snyder” em métodos do gradiente
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reduzido para Otimizagio sob Restrigdes ,
os de Bartels’ e de Conn", na solugdo de
problemas de estimagédo L, € os de
Markowitz & Perold*® e Perold® para
problemas de otimizac¢do de “portfolios”
com critério quadratico.

Uma terceira categoria de trabalhos
envolvendo modelos de PLP, trata a PLP
como generalizagdo da PL. Os artigos de
Fourer?2?" Fourer & Marsten®, ¢ o
capitulo 7 do livro de Golstein & Youdine®
descrevem em detalhes varios aspectos
tedricos ligados a esta visio da PLP.

Deve-se observar que alguns artigos
publicados ha algum tempo, como os de
Golstein* e Orden & Nalbandian®, ja
propunham algoritmos especializados para
modelos de PLP. Além destes autores,
varios pesquisadores, tais como Beale?,
Danizig'®, Ferguson & -Dantzig?,
Williams®*” em Programagio Linear sob
Incerteza, Charret"' e Rosvany™™ em
Projeto Estrutural, publicaram descrigoes
de muitas e variadas situagdes onde
modelos de PLP desempenham importante

papel.

Uma ampla pesquisa bibliografica
acerca deste enfoque para a PLP pode ser
encontrada em Marins®’, onde se incluem
os lemas de varias teses de mestrado e
doutoramento (Fernandes®, Ferreira®.
Garcia®, Ribeiro®, e Souza®*’)
desenvolvidas na Faculdade de
Engenharia Elétrica da Universidade
Estadual de Campinas, no periodo de 1977
a 1979, que abordam a drea em questdo. A
idéia principal deste iiltimo tratamento da

PLP é o desenvolvimento de teoria ¢
algoritmos proprios para a PLP, através da
extensio natural dos conceitos e
definigdes validas para a PL.

Com respeito a PLP em geral, deve-se,
ainda, referenciar o artigo de De Wolf et
al.® no qual os autores considerando
problemas separaveis, onde fungdes ndo--
lineares também podem aparecer nas
restrigdes, propdem o tratamento destes
problemas pela PLP. Eles citam como
exemplos de aplicagdo problemas de
transmissdo de gas com perdas na
tubulagfio, e outras situagdes similares,
como problemas de distribuigio de dgua
com perdas, e problemas de simulagdo de
transinissiio de eletricidade usando uma
aproximagio das equagdes de fluxo de
carga em corrente continua.

A Programagiio em Redes Lincares
por Partes

O uso de modelos em redes tem
crescido substancialmente nos altimos
anos, dado o seu reconhecimento como
uma importante ferrainenta para problemas
associados com a Teoria da Decisdo. Como
comentado por Glover et al.*, este
fendmeno ¢ devido a (rés propriedades
inerentes aos modelos de redes:

(a) Fdcil Vizualiza¢do. de fato as
relagdes relevantes existentes no probleima
podem ser convenientemente
representadas por meio de diagramas
(grafos) que permitem uma identificagdo
rapida por parte do usuario do modelo,

(b) Flexibilidade de Modelo, como
pode ser constatado na abundante
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literatura existente sobre modelos em redes
(ver, por exemplo, Glover et al*>** ¢ Ahuja
et al.’, Mulvey®™, e Veldhorst*), estes
modelos sio extremamente tuteis e cobrem
uma enorme diversidade de aplicagdes em
variadas areas;

(c) Facilidade de Solugdo, devido as
suas caracteristicas particulares, a
proposi¢io de novas estruturas de
armazenamento de dados extremamente
eficientes, e ao surgimento de enfoques
alternativos para o desenvolvimento de
algoritinos, atualmente existem disponiveis
inumeros métodos de solugdo
especializados para modelos em redes,
inclusive phra as de-grande porte,
possibilitando a solugdo direta de muitos
problemas que, até recentemente, ndo
podiam ser resolvidos em tempo razodvel.

Esta importincia de modelos em redes
tem atraido a atengdo de pesquisadores
que vém desenvolvendo novos métodos,
para a abordagem das muitas classes de
modelos em redes conhecidas. Um texto
bem atualizado, e interessante, que oferece
uma descrigdo completa de algoritmos e
classes de problemas em redes, ¢ o livro
publicado por Ahuja et al.*.

Na interface da PLP ¢ da Programacao
em Redes estd a Programagdo em Redes
Lineares por Partes - PRLP. Os modelos da
PRLP téni como meta a minimizagio de uma
fungdio objetivo convexa, separavel e linear
por partes, sujeita a um sistema de
equagdes lineares que expressam a
conservagio de fluxo sobre uma matriz de
incidéncia de uma rede conectada, que

representa as relagdes existentes entre as
variaveis do problema. Ao contrario do
que ocorre para modelos de redes lineares,
cujo tratamento teorico e estado da arte
dos algoritmos disponiveis 1&m sido
extensamente divulgados, muito pouco tem
sido publicado especificamente para a
PRLP.

Passa-se’a comentar alguns trabalhos
de relevancia que tentam suprir a lacuna
acima apontada.

Monma & Segal®' descrevem com
detalhes um algoritmo simplex para
encontrar fluxo de custo minimo em redes
capacitadas que se aplica, também, para o
caso de fungdo objetivo linear por partes.
O algoritmo ¢ de grande valia para redes
de grande porte pelo seu excelente
desempenho computacional, bem como
possui caracteristicas importantes que
evitam a ocorréncia dos indesejaveis
fenémenos de ciclagem (“cycling”) ¢
empacamento (“stalling’), decorrentes de
situagdes  de degenerescéncia:
adicionalmenlte apresenta-se a estrutura de
dados adotada na implementagio de tal
algoritmo.

Barras et al.? aprcsentam uma
formulagdo ¢ as definigdes basicas para a
PRLP, bem como um algoritmo tipo simplex
para redes lineares por partes. Ja o trabalho
de Sun & Tsai® propde um algoritmo
simplex especializado para a PRLP, que ¢
especialimente adequado para problemas
com wm namero grande de termos lineares
nas parcelas que compdem a fungdo
objetivo. O algoritmo € do tipo Big-M. com
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um mecanismo auto-adaptativo para
escolha do niumero M. o que ¢ realizado
através do uso de uma férmula empirica
que depende fundamentalmente das
inclinag¢des minimas e maximas associadas
as fungdes de custo lineares por partes em
cada arco da rede.

Estes tltimos autores estabelecem o
seu método, analisam sua convergéncia,
descrevem a estrutura de dados usada, e
relatam uma comparagio computacional do
seu algoritmo com o bem conhecido
algoritmo NETFLO, descrito em
Kennington & Helgason*. A aplicagio do
NETFLO se di apos a reformulagiio dos
modelos de PRLP como modelos em redes
lineares equivalentes. Estes modelos dos
testes foram gerados pelo programa
gerador de redes NETGEN de Klingman et
al.*, que tem caracteristicas inleressantes,
¢ tem sido adotado em muitas pesquisas.

Na sua tese de doutoramento, Marins¥

apresenta a formulagdio de programas em
redes lineares por partes, a notagdo
adotada, e a fundamentagio tedrica do
algoritmo implementado, que € uma
especializagiio para a PRLP do método
simplex para redes lineares proposto por
Fourer?, '

Este algoritmo possui caracteristicas
especiais que permilem evitar a ciclagem e
o empacamento, ¢ tirar vantagem da
estrutura linear por partes do problema
para efetuar, numa dada iteragdo, uma
exploragio continuada de variavel basica
(ndo-basica) que permite a realizagdo da
maior mudanga possivel no valor do fluxo
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do arco basico (ndo-basico) a ser
substituido (considerado para entrar na
base), caso se conslale no teste da razio
que este arco basico (ndo-basico) pode
permanecer basico (ndo-basico) na proxima
aplicagio do método, sem haver mudanga
da arvore geradora disponivel no
momento. Ainda sdo apresentados
resultados computacionais de testes do
desempenho do algoritmo, quando
combinado com varias regras de entrada
de varidvel na base, incorporando ou ndo
a abordagem pela técnica de mudanca de
escala, ou escalonamento dos dados
("scaling”), proposta por Edmonds &
Karp?.

As descrigoes de trés algoritmos
especializados para modelos de PRLP. com
suas caracleristicas ¢ propriedades
fundamentais, constam do artigo Marins
& Perin'” submetido a revista Pesquisa
Operacional. Em outro trabalho, Marins
et al.*® utilizam um experimento
computacional, com rigorosa base
eslatistica, para comparar quatro
algoritinos especializados para a PRLP, com
respeito aos fatores a seguir, quando
considerados individualmente ou em
combinagdes: classe do problema,
dimensio da rede, proporgio de arcos
capacitados na rede. ¢ nimero dc
limitantes de intervalos de [luxo
(“breakpoints”) nos arcos da rede.
Procura-se neste tltimo trabalho a
resposta para as seguintes questdes:

(1) Ha um algoritmo que ¢ sempre
melhor que os demais testados. em
qualquer situagio? Ou alternativamente,
qual algoritmo tem o melhor desempenho
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em cada categoria de modelos de PRLP
considerados?;

(2) Quais sdo os efeitos dos fatores
considerados no desempenho de cada
algoritmo?;

(3) Quais sdo os efeitos de mudangas
conjuntas nos fatores estudados no
desempenho de cada algoritmo?.

Como ja comentado, existem inimeras
aplicagoes da PRLP, passa-se a seguir a
descrever brevemente algumas delas, que
justificam a relevancia da drea.

Técnicas de Programagio Matematica
tém sido usadas com sucesso em variadas
situagdes no campo de Sistemas de
Poténcia, sendo que, particularmente, com
freqiiéncia o uso de modelos de PRLP no
auxilio a solugdo de tais casos tetn sido
referenciado na literatura. Nesta linha,
Sasson & Merrill™ elencam importantes
problemas de planejamento e operagiio de
sistemas de poténcia que podem ser
tratados por meio de modelos de PRLP; ja
Barras et al®* apresentam um algoritmo
simplex para redes lineares por partes que
se aplica ao problema do cilculo de fluxo
de carga em corrente alternada e corrente
continua, sendo este problema de
particular interesse, pois se constitui em
parte importante de problemas mais gerais
de seguranca, e na andlise de contingéncia,
em sistemas de poténcia.

Uma outra area fértil na utilizagdo de
modelos de PRLP ¢ no plangjamento da
operagdo de sistemas hidroelétricos de
poténcia, nesta linha pode-se referenciar

osartigos de Dembo et al."”, Rosenthal™, e
Soares Fillo et al.”, que descrevem para
problemas reais resolvidos na Espanha,
Estados Unidos da América, ¢ Brasil,
respectivamente, a etapa de modelagem e
a metodologia de solugio adotada.

Os problemas surgidos na
administragiio da Hidroelétrica Espanhola,
uma das duas maiores daquele pais, sdo
descritos em Dembo et al.". Na solugio
destes problemas os autores utilizaram
modelos (para problemas com horizonte de
plancjamento de curto prazo) quc
possibilitam o uso de técnicas de PRLP.

A referéncia Rosenthal” descreve
alguns problemas tipicos na administragio
de sistemas de reservaldrios, onde sc
busca a maximizagio dos beneficios
proporcionados pelo sistema com respeito
a varias caracteristicas, tais como a
existéncia de (a) um ou varios reservatorios,
(b) periodo Gnico ou multiperiodos; (c)
fluxo deterministico ou estocastico; e (d)
fungao objetivo linear, ndo-linear separavel
e ndo separavel. O artigo tambémn relaciona
varios métodos para a solugdo destes
problemas, onde se inclui a aproximagio
por fungdes lineares por partes para o caso
de fungio objetivo separavel.

Soares Filho et al.” descrevem uma
aplicagiio ao planejamento multiobjetivo
de médio prazo da operagio de um sistema
de multireservatorios. O sistema analisado
¢ o da bacia do rio Piracicaba, no estado
de Sio Paulo. Os objetivos a screm
maximizados estdo associados a dois usos
conflitantes da agua da regido: suprimento
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¢ qualidade. Outros aspectos como
produgdo de energia elétrica e controle de
cheias sfio considerados como limitantes
sobre o nivel de dgua armazenada e a
descarga necessaria de agua nos
reservatorios. O método aplicado
representa este problema, com respeito a
trés cendrios hidrolégicos - séco, nunido e
em condigdes médias, como um problema
em rede linear por partes, considerando a
estrutura da rede hidraulica associada ao
sistema de multireservatorios estendida no

tempo.

Também em  sistemas de
telecomunicagdes tem naturalmente
surgido aplicagdes da PRLP. Trés casos
tipicos sdo descritos em Monma & Segal®':
um problema de transferéncia de
facilidades entre areas , um problema de
programagio da coleta de registros de
chamadas numa rede privada de
comunicagio, ¢ um problema de
plancjamento da expansio de capacidade
de sistemas de telecomunicagoes. Estes
autores também propdem um algoritmo
eficiente para solucionar modelos em redes
lineares por partes. Também Franga et al. *
e Nakagawa® tratam de casos similares,
relativos a expansio de redes telefonicas,
e alocagdo de centros de fios,
respectivamente.

Outra situagio, onde o uso de modelos
de PRLP € de muita valia, se refere ao
problema classico da analise de redes de
tubulagdes. que busca encontrar o
conjunto de fluxos e pressées numa rede
de distribuigio de dgua, conhecidos os
niveis de suprimento ¢ d¢ demanda de

PRODUCAO

agua; a solucdo deste problema fornece
informagdes basicas para todo o projeto
de engenharia do sistema de distribuicio
de agua. Collins et al.’? relatam o estudo
de um caso deste tipo envolvendo a analise
da rede de tubulagdes da cidade de Dallas
nos Estados Unidos da América.

Na drea de administragio de projetos
pode-se citar dois artigos interessantes,
Ahuja et al.2 e Levner & Nemirovsky*,
que abordam, respectivamente. o problema
de negociagiio entre duragdo do projeto ¢
seu custo (“time-cost tradeoff problem”)
numa rede CPM (ver Ravindran et al.*® para
uma descri¢do do caso), e o problema da
prograinagiio de projetos com objelivo €
restrigdes orientadas por uma politica tipo
“just-in-time”. proposto por Anthonissc
etal’.

Quaitto a sislemas de transportes, a
dificuldade estd em selecionar exemplos de
aplicagdo da PRLP, devido a enormc
quantidade e variedade destas que t€m
sido reportadas na literatura cientifica.
Passa-se a comentar, sucintamente, alguns
tipos de problemas de transporte que se
enquadram claramente numa abordagem
pelaPRLP.

O primeiro deles, tratado em Klein®, ¢
o do modelo de transporte que admite o
custo de planejamento da produgio como
sendo convexo, respeitando restrigdes de
estoque ¢ com possibilidade de haver
ordens pendentes de pedidos.

Outros dois casos estdo associados a
existéncia de incerteza nas demandas, tanto
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num problema de transporte classico,
como em Cooper & LeBlanc!, ¢ em
Ferguson & Dantzig®, como num problemma
que admita nds de transbordo
(“transshipment nodes™) tal como relatado
em Sun et al.®.

Finalmente. com respeito a outro
importante caso dentro do cstudo de
sistemas de transportes, a publicagio de
LeBlanc® apresenta a utilidade da PRLP
para a solugio de modelos de equilibrio
em redes de trafego, admitindo demandas
fixas ou varidveis.

Comentarios Finais

O objetivo principal desta pesquisa foi
o de propiciar aos interessados em
situagdes em que todelos de PLP e de
PRLP possam ser titeis, informagdes acerca
de quais algoritmos estiio disponiveis para
serem aplicados na solugido de seus
modelos, onde encontra-los, sua
descrigiio, caracteristicas, e também qual
o desempenho relativo de cada um destes
métodos frente a diferentes categorias de
problemas ¢ de perfis de dados.

A constatagio da importincia da PLP
¢ da PRLP se deu duplamente, tanto por
meio do interesse demonstrado por outros
pesquisadores, e também profissionais de
varias dreas, quando da divulgagio dos

resultados parciais da pesquisa em eventos
cientificos, ver Marins & Perin®®-33335¢ ¢
Marins et al.**%"%2, como por intermédio
dos resultados obtidos na pesquisa
bibliografica realizada pelos autores na
literatura disponivel.

Esse levantamento bibliografico. que
foi a base deste texto, incluiu a consulta as
mais importantes revistas de divulgagio
cientifica internacionais, varias teses de
autores nacionais e estrangeiros, relatorios
técnicos ¢ também intmeros contatos
(pessoais ¢ por correspondéncias)
realizados coin pesquisadores de destaque
naarea.

Assim, pelo que ja foi anteriormente
exposto, acredita-se que esteja plenamente
justificada a validade desle trabalho, a
motivagdo para se coutinuar o
desenvolvimento de pesquisa -nas areas
daPLP e da PRLP, beim como a importincia
intrinseca deste esforgo para avangos
significativos destas areas.
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