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Predgovor

U klasi¢noj teoriji automata, determinizacija podrazumeva proceduru nalaZenja
ekvivalentnog deterministickog kona¢nog automata (DKA, skrac¢eno) za dati nede-
terministicki konac¢ni automat (NKA, skra¢eno). Ona predstavlja osnovni problem u
teoriji automata koji datira jos iz rada Rabin i Scott [176] iz 1959. godine. Njihov ori-
ginalni metod danas je poznat kao podskupovna konstrukcija. PoboljSanje ove metode,
poznato pod nazivom dostizna podskupovna konstrukcija, danas je verovatno jedan od
najistaknutijih primera determinizacionih metoda, a moZe se naci u veéini klasi¢-
nih knjiga iz teorije automata [38} 92,95, 130]. DostiZzna podskupovna konstrukcija
podrazumeva konstrukciju DKA-a u kojem je svako stanje skup stanja originalnog
NKA-a koja su dostiZna na trenutnoj poziciji. Za ulazni NKA sa n stanja, oba me-
toda mogu rezultirati DKA-om sa do 2" stanja, zbog ¢ega, sa teorijskog aspekta, ovi
algoritmi spadaju u algoritme sa eksponencijalnom sloZenos¢u. Medutim, broj sta-
nja rezultuju¢eg DKA retko dolazi u blizinu te gornje granice od 2", te je dostizna
podskupovna konstrukcija poznata po dobroj efikasnosti u praksi [75,74]. Sa druge
strane, postoje i primeri kada je eksponencijalni rast broja stanja u oba algoritma ne-
izbezan [75, 74], kao i primeri u kojima algoritmi tro$e puno memorije i rezultiraju
DKA-om sa mnogo ve¢im brojem stanja od minimalnog DKA-a, $to je bila motiva-
cija da van Glabbeek i Ploeger u [75| 74] razviju druge determinizacione metode za
NKA-e koje rezultiraju ekvivalentnim DKA-ima sa jo§ manjim brojem stanja od onih
dobijeni primenom dostizne podskupovne konstrukcije.

Od svog uvodenja, determinizacija je nasla primenu u brojnim oblastima, iz-
medu ostalih u leksikografskoj analizi [201, Poglavlje 8], podudaranju uzoraka na
osnovu regularnih izraza [69, Poglavlje 4], analizi proteinskih nizova [141], sintezi
reaktivnih sistema [169], potvrdi probabilistickih sistema [50, 205], rasudivanju o
viSe agentnim sistemima [5], itd.

DKA-i su izrazajni kao i NKA-i, u smislu da za svaki NKA postoji jezicki ekvi-
valentan DKA. Za razliku od NKA-a, za svaki DKA postoji trivijalni, vremenski
linearan, onlajn algoritam koji radi u konstantnom memorijskom prostoru preko
kojeg se moZe proveriti da li se ulazni niz simbola moZe prihvatiti ili ne. Iz tog ra-
zloga, u mnogim prakti¢nim aplikacijama isplati se da se ulazni NKA konvertuje u
ekvivalentan DKA, iako je, u najgorem slucaju, vremenska i prostorna sloZenost ove
konverzije eksponencijalna u odnosu na broj stanja ulaznog NKA-a.

Posebno znacajne determinizacione metode su one koje rezultiraju minimalnim
DKA-om, i ovakve metode nazivamo kanonizacionim metodama. Verovatno najistak-
nutiji primer kanonizacionog metoda je dvostruko reverzna procedura Brzozowskog.
Originalna ideja Brzozowkog u njegovom radu [29] bila je da se, za dati NKA A,
konstrui$e minimalan DKA d(r(d(r(.A)))) ekvivalentan sa A, pri ¢emu sa r(+) ozna-
¢avamo reverzni, a sa d(-) oznatavamo determinizacioni proces (na primer, pret-
hodno spomenuta dostiZzna podskupovna konstrukcija). Uprkos eksponencijalnoj
sloZenosti ovog algoritma, i njega odlikuje dobra efikasnost u vecini konkretnih pri-
mera (videti [37, 200} 207]).



2 Predgovor

Mnogi istraZivaci prosirili su osnovni model NKA-a. Takve generalizacije uklju-
¢uju teZinske konacne automate (TKA, skraceno) i fazi konacne automate (FKA, skra-
¢eno), u kojima prelazi, pocetna i zavrsna stanja uzimaju vrednosti iz odredenih
struktura. U slucaju fazi automata, vrednosti za prelaze, pocetna i zavrsna sta-
nja nazivaju se istinitosne vrednosti, i uzimaju se iz odredenih uredenih struktura.
Koncept fazi automata potice iz radova Santos [187] i Wee i Fu [210]], a kasnije je
adaptiran nad opstijim strukturama, a naj¢e$¢e nad mreZzno uredenim strukturama
poput mreZno uredenih monoida [135], po-monoida [113], kompletnim distributiv-
nim mreZama [14], generalnim mreZama [134], kao i kompletnim reziduiranim mre-
zama [97,(98, 171} 172, 174]. U slucaju teZinskih automata, vrednosti za prelaze, po-
¢etna i zavrsna stanja nazivaju se teZine, i uzimaju se iz opstijih struktura, na primer,
poluprstena. TeZinski automati nad poluprstenima izucavani su od strane mnogih
autora u razlic¢itim kontekstima [60, 183]. TeZinski automati nad posebnim tipovima
poluprstena izu¢avani su u mnogim radovima, na primer, Mohri [154] nad tropskim
poluprstenima, Droste i Kuich [59] nad hemiprstenima. Neki autori izuc¢avali su i
tezinske automate i nad op$tijim strukturama, na primer, nad jakim bimonoidima u
[43, 61]].

Za razliku od NKA-a, koji uvek mogu biti determinizovani, ne mogu svi FKA-i,
niti TKA-i, biti determinizovani, te je problem determinizacije u ovakvim postav-
kama od posebnog znacaja. Tokom godina, kroz mnoge radove izu¢avani su razli¢iti
metodi za determinizaciju FKA-a i TKA-a.

Determinizacija fazi automata prva je prou¢avana u radu Bélohlavek [14], za
FKA-e nad kompletnim distributivnim mreZama, a u radu Li and Pedrycz [135] za
FKA-e nad mrezno uredenim monoidima. Determinizacioni algoritmi prikazani u
tim radovima generalizuju podskupovnu konstrukciju, a kao rezultat daju ekviva-
lentan krisp-deterministicki fazi automat (k-DFA, skraceno) za dati FKA. Ovi metodi
imaju isti nedostatak kao i odgovarajudi algoritam za NKA-e, a to je da neka stanja
u rezultujuéem k-DFA-u mogu biti nepotrebna. Stoga su Ignjatovi¢ i drugi u [97]
primenili dostiznu podskupovnu konstrukciju za FKA-e nad kompletnim rezidui-
ranim mreZama. Njihov algoritam rezultira k-DFA-om sa manjim brojem stanja od
algoritama iz [14, 135]. Rezultuju¢i k-DFA alternativno moZe biti konstruisan putem
Nerodove desne kongruencije originalnog FKA-a, i koji se u [100] naziva Nerodov
automat originalnog FKA-a. Kao 3to je napomenuto u [97], identi¢na konstrukcija
moZe biti uradena i u opstijem kontekstu, preciznije, za FKA-e nad mrezno urede-
nim monoidima, pa ¢ak i za teZinske automate nad poluprstenima.

Metod konstrukcije Nerodovog automata primenjen je i za TKA-e nad jakim bi-
monoidima u radu Ciri¢ i dr. [43]. Algoritam predloZen u radu Janc¢i¢ i dr. [109],
koji generalizuje “prelaznu skupovnu konstrukciju” datu u [75} 74], rezultira krisp-
deterministickim fazi ili teZinskim automatom sa ¢ak manjim brojem stanja od Ne-
rodovog automata. Napominjemo da ovi radovi pro$iruju determinizacione metode
za (max, min)-fazi automate date u [26] 27| 140, 157]. Sa druge tatke gledista, deter-
minizacione metode za teZinske automate dali su Mohri [154] za teZinske automate
nad tropskim poluprstenom, kao i Kirsten i Médurer [116] za teZinske automate nad
proizvoljnim poluprstenom. Njihov model deterministickog teZinskog automata u
ovoj disertaciji nazivamo kompletan deterministicki teZinski automat (KDTA).

S obzirom da su ovi metodi primenljivi na NKA-e, njihova sloZenost u najgorem
slu¢aju, merena u pogledu veli¢ine deterministickog fazi (tezinskog) automata, ogra-
nicena je izrazom 21Axm 74 neki faktor m, pri ¢emu taj faktor zavisi od kardinalnosti
skupa istinitosnih vrednosti (tezina) dobijenog konstruisanjem deterministi¢kog fazi
(tezinskog) automata. Xing i dr. su u [217] takode ukazali na ovu ¢injenicu u analizi
sloZenosti algoritama za L-fazi automate.



Janci¢ i dr. su u [110] dali algoritme za racunanje k-DFA-a koji kombinuju de-
terminizacioni metod sa metodom redukcije broja stanja. Ovi algoritmi, zapravo,
istovremeno vrse determinizaciju i redukciju broja stanja, a efikasniji su od algori-
tama datih u [14, 97, 109, 135], u smislu da rezultiraju k-DFA-a sa manjim brojem
stanja, a rade u istoj vremenskoj sloZenosti. Iako ovi algoritmi nuZno ne rezultiraju
minimalnim k-DFA-om, za razliku od kanonizacionih metoda kao determinizacioni
metod tipa Brzozowski [108], ili determinizacioni metod pomocu jezicke inkluzije
[147], ovi algoritmi mogu biti koriS¢eni unutar determinizacionog metoda tipa Br-
zozowski sa ciljem ubrzanja tog metoda.

Glavni nedostatak k-DFA-a je §to nisu u stanju da raspoznaju fazi jezike sa besko-
nacnim rangom. Drugim re¢ima, svi determinizacioni metodi razvijeni u prethodno
nabrojanim radovima ne mogu se primeniti na fazi automate koji raspoznaju fazi
jezike beskonacnog ranga. Sa druge strane, takvi fazi automati nalaze primene u
razli¢itim oblastima. Na primer, (max, *)-fazi automati, pri ¢emu * oznacava neku
t-normu, nalaze primenu u nekim problemima vestacke inteligencije u prepozna-
vanju uzoraka [8| 9], a takvi fazi automati raspoznaju fazi jezike sa beskona¢nim
rangom. Na primer, za datu re¢ u € X*, fazi jezik L, : X* — [0,1] definisan sa
L,(v) = 10 —d(u,v), za svako v € X*, pri ¢emu d(u, u) oznacava Levenshteinovo
rastojanje izmedu reci u i v, moZe se koristiti za modelovanje pojma “reci koje su
slicne sa u”, koji je neodreden, odnosno nejasan po svojoj prirodi. Fazi jezik L,
ima beskonacan rang i ne moze biti raspoznat nijednim k-DFA, medutim, postoji
(max, x)-fazi automat koji ga raspoznaje [9]. Fazi automati i fazi jezici sa beskonac-
nim rangom imaju Sirok spektar primene, ukljucujuci oblasti poput leksicke analize,
opisa prirodnih i programskih jezika, sistema zasnovanim na znanju, kontrolnih si-
stema, neuronskih mreZa, prepoznavanje uzoraka, klini¢ki nadzor, baze podataka,
diskretni sistemi dogadaja, i tako dalje (videti [22, 28, 63| 70, {83} 157, 162, 165, 175,
179,209, 218] i reference u njima).

Stoga, de Mendivil i Garitagoitia uvode u [145] takozvani kompletan determini-
sticki fazi automat (KDFA, skrac¢eno), koji predstavlja generalizaciju k-DFA-a, i koji je
u stanju da raspozna fazi jezik beskona¢nog ranga. U istom radu, autori su dali ta-
kozvanu Lemu o napumpavanju za fazi jezike raspoznate od KDFA-a, te time odredili
neophodan uslov za determinizaciju fazi automata. U radu [144], isti autori dali su
determinizacioni algoritam za konverziju fazi automata u ekvivalentan KDFA.

Glavni zadatak ove disertacije je razvoj algoritama za determinizaciju fazi i tezin-
skih automata, pri ¢emu pod determinizacijom fazi (teZinskih) automata podrazu-
mevamo konverziju FKA (TKA) u jezicki ekvivalentan KDFA (KDTA). Svi predlo-
Zeni algoritmi zasnivaju se na dva koncepta. Prvi koncept predstavlja faktorizaciju
fazi skupova u slucaju fazi automata, odnosno faktorizaciju vektora u slucaju tezin-
skih automata. Faktorizacija je dobro poznati koncept, koji je najpre uveden u radu
Kirsten i Mdurer [116] u kontekstu teZinskih automata, a kasnije adaptiran u radu
de Mendivil i Garitagoitia [144] u kontekstu fazi automata. Faktorizacija ima dvo-
struku ulogu: ona se koristi kako u ra¢unanju stanja kompletnog deterministickog
fazi (teZinskog) automata u konstrukciji, tako i u ra¢unanju teZina prelaza izmedu
stanja. Drugi koncept predstavlja izra¢unavanje i sazZimanje ekvivalentnih stanja fazi
(tezinskog) automata u konstrukciji. Na ovaj nacin, poboljsavaju se algoritmi za de-
terminizaciju fazi i tezinskih automata razvijeni u [109, 110, 116, (143} 144, 145, |154]
(videti i reference u ovim radovima).

Izra¢unavanje i saZimanje ekvivalentnih stanja u slucaju fazi automata vrsi se uz
pomo¢ desno i levo invarijantnih fazi relacija, koje su vrlo dobro izu¢avane u skorijoj
literaturi, primenjivane u determinizaciji i redukciji stanja FKA, i u uskoj su vezi sa
simulacijama i bisimulacijama na FKA (videti [44, 45| 41, 42,110, (147, 197, (198}, /195,
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193] 211])). Sa druge strane, koncept desno i levo invarijantnih fazi relacija nije di-
rektno primenljiv na teZinske automate, niti je postojao slican pokusaj adaptacije tih
pojmova iz dva glavna razloga. Prvi razlog je Sto strukture za teZine koje uzimaju
tezinski automati nisu uredene, §to je neophodno za postojanje najvece takve desno
ili levo invarijantne relacije. Drugi razlog je nepostojanje neke operacije “ostatka”
ili “reziduala” koja postoji u istinitosnim strukturama u slucaju fazi automata, koja
je neophodna za ra¢unanje najvece takve desno ili levo invarijantne relacije. Kao
Sto ¢emo pokazati, ovi nedostaci mogu se na odredeni na¢in nadomestiti u aditivno
idempotentnim poluprstenima. Preciznije, u ovakvim strukturama definiSemo tako-
zvane desno i levo invarijantne Boolove matrice, gde smo u moguénosti da obezbedimo
postojanje i ra¢unanje najveéih takvih matrica.

Disertacija je organizovana na slede¢i nac¢in. U Glavi|ljuvedeni su osnovni poj-
movi koji ¢e biti neophodni za izlaganje glavnih rezultata. Najveca paZnja posve-
¢ena je mrezno uredenim strukturama, a posebno (kompletnim) reziduiranim mre-
zama koje sluze kao struktura istinitosnih vrednosti za fazi automate, kao i dioidima
(delimi¢no uredenim poluprstenima) i aditivno idempotentnim poluprstenima koji
sluZe kao struktura teZina za teZinske automate. Takode, posebna paZnja posveéena
je i reziduiranim mrezama na realnom jedini¢nom intervalu [0, 1] i takozvanim BL-
algebrama na tom intervalu.

U Glavi[2|dajemo definicije fazi i teZinskih automata, kao i fazi jezika i formalnih
stepenih redova. S obzirom da uslovi za zavrSetak prezentovanih determinizaci-
onih algoritama direktno zavise od interne strukture fazi (tezinskih) automata, da-
jemo neophodne oznake i pojmove vezane za graficku reprezentaciju fazi (tezinskih)
automata, poput putanja i ciklusa. Na kraju, dajemo definiciju kompetno determi-
nisti¢kih fazi (tezinskih) automata, kao i krisp-deterministi¢kih fazi automata kao
poseban slucaj prethodnih.

Glava 3| posvecena je racunanju najveéih desno i levo invarijantnih fazi ekviva-
lencija i fazi kvazi-uredenja. Motivisani ¢injenicom da su brzi algoritmi za racu-
nanje najvece bisimulacione ekvivalencije razvijeni na osnovu njene uske veze sa
problemom relacione najgrublje particije (videti [57, 73,114} [178]}), u Glavi 3 dati su
algoritmi za ra¢unanje najvecih desno i levo invarijantnih fazi ekvivalencija i fazi
kvazi-uredenja na osnovu tehnike usitnjenja particija. Tehnika usitnjenja particija do-
bro je poznata ne samo u teoriji automata (videti Hopcroft [91]), ve¢ i u brojnim
oblastima racunarskih nauka, poput teorije grafova, stringova i Boolovih matrica
(videti [84]). Nazalost, algoritmi za racunanje najveéih desno i levo invarijantnih
fazi ekvivalencija i fazi kvazi-uredenja bazirani na tehnici usitnjenja particija ne pru-
Zaju ubrzanje u odnosu na iste algoritme bazirani na Knaster-Tarski teoremi o fik-
snoj tacki koji su prethodno razvijeni u [44, 45, 197]], odnosno, rade u istoj vremen-
skoj sloZenosti. Sa druge strane, pokazujemo da su nizovi fazi ekvivalencija (odno-
sno fazi kvazi-uredenja), generisani preko algoritama baziranih na tehnici usitnjenja
particija, konvergentni u slucaju da je struktura istinitosnih vrednosti BL-algebra na
realnom jedini¢nom intervalu [0, 1], te da se najveca desno (levo) invarijantna fazi
ekvivalencija (fazi kvazi-uredenje) moZe dobiti preko grani¢ne vrednosti generisa-
nih nizova. Razlog leZi u tome $to u BL-algebrama na intervalu [0, 1] postoji veza
izmedu neprekidnosti t-norme ® i neprekidnosti @ kao funkcije realne promenljive,
§to nam omogucuje da koristimo grani¢nu vrednost u uobicajenoj topologiji na [0, 1].
Na kraju, pokazano je da se brZi algoritmi mogu dobiti u slucaju kada se ra¢unaju
najvece desno ili levo invarijantne krisp ekvivalencije na fazi automatu. Naime, dok
algoritmi za ra¢unanje najvece desno ili levo invarijantne krisp ekvivalencije na fazi
automatu razvijeni u [44, 45] rade u O(mn5 ) vremenu, pri ¢emu je m broj simbola
ulaznog alfabeta, a n broj stanja ulaznog fazi automata, algoritmi razvijeni u ovoj



glavi rade u O(mn®) vremenu.

U Glavi ] dati su algoritmi za determinizaciju fazi automata. Najpre je uveden
koncept faktorizacije fazi podskupova u kompletnim reziduiranim mreZama, a za-
tim su ispitivana osnovna svojstva faktorizacije. Potom je razvijen determinizacioni
metod baziran na kori$éenju faktorizacije fazi podskupova i desno invarijantnih fazi
kvazi-uredenja. Ovaj metod svodi se na konstrukciju fazi automata dobijenog saZi-
manjem stanja primenom desno invarijantih fazi kvazi-uredenja, a potom primenom
metoda koji su razvili de Mendivil i Garitagoitia [145]. Na ovaj nac¢in omogucu-
jemo determinizaciju u slu¢ajevima kada direktna primena metoda iz [145] rezultira
KDFA-om sa beskona¢nim brojem stanja. Takode, razvijen je i metod za konstruk-
ciju de¢jeg fazi automata, koji zapravo kombinuje determinizaciju preko skupova
prelaza i saZimanje stanja fazi automata, ¢ime se dobijaju dodatna poboljSanja. Na
kraju, definiSemo takozvano slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa i dokazujemo da je
to svojstvo potreban i dovoljan uslov da se prikazani algoritmi zavrSe u kona¢nom
broju koraka. Ovo svojstvo opétije je od svojstva reprezentationih ciklusa prethodno
odredenog u [144] kao potreban i dovoljan uslov za determinizaciju preko maksi-
malne faktorizacije, ¢cime prosirujemo klasu fazi automata koji mogu biti determini-
zovani. Ovo svojstvo formuliSe se jedino na osnovu interne strukture ulaznog fazi
automata.

Glava[f|posvecena je razvoju algoritma za kanonizaciju fazi automata. Dati algo-
ritam predstavlja adaptaciju dobro poznatog dvostruko reverznog metoda Brzozo-
wskog, i bazira se na koris¢enju faktorizacije fazi podskupova i levo invarijantnih
fazi kvazi-uredenja. Algoritam rezultira minimalnim KDFA-om, ¢ime se pobolj-
Savaju algoritmi razvijeni u Glavi [ Reverzno slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa
odreden je kao potreban i dovoljan uslov da bi se dati kanonizacioni metod zavrsio
u kona¢nom broju koraka, pod uslovom da je u algoritmu koriséena maksimalna
faktorizacija. NaZalost, primerom je pokazano da postoje fazi automati koji ne zado-
voljavaju reverzno slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa, ali zadovoljavaju slabo
svojstvo reprezentativnih ciklusa, $to znaci da postoje situacije kada je moguée kori-
stiti algoritme iz Glave [} a nije moguce primeniti algoritam opisan u Glavi

U Glavi [f] dati su algoritmi za determinizaciju tezinskih automata. Najpre su
date definicije (slabo) desno i levo invarijantnih Boolovih matrica kao reSenja odre-
denih sistema matri¢nih jednacina i nejednacina nad aditivno idempotentnim polu-
prstenima. Potom su dati algoritmi za rac¢unanje najvecih desno i levo invarijantnih
Boolovih matrica ekvivalencije, kao i matrica kvazi-uredenja. Algoritmi su takode
bazirani na tehnici usitnjenja particije. Stoga, algoritmi za ra¢unanje najvecih desno
i levo invarijantnih Boolovih matrica ekvivalencije izvrSavaju se brZze od algoritama
za ra¢unanje najvece simulacije razvijenih u [51], a koji se mogu direktno adapti-
rati za racunanje najvecih desno i levo invarijantnih Boolovih matrica ekvivalencije.
Potom je pokazano kako se algoritmi razvijeni u Glavama [3|i [fl mogu primeniti na
teZinske automate nad komutativnim, aditivno idempotetnim poluprstenima bez
delioca nule. Na taj nacin, poboljSavaju se algoritmi razvijeni u [109, 116, [154] za
determinizaciju teZinskih automata.

Implementacija prikazanih algoritama vrSena je u programskom jeziku C#. Od-
govarajuci kodovi prikazani su u Dodatku






Glaval

Uvodni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi prikazani su osnovni pojmovi i rezultati koji se koriste u daljem
izlaganju. Na dobro poznate oznake i rezultate se samo pozivamo.

1.1 Skupovi, relacije i uredeni skupovi

U ovoj sekciji dat je opsezan pregled osnovnih algebarskih pojmova, kao sto su
skupovi i relacije, s obzirom da se pojmovi fazi skupova i fazi relacija direktno osla-
njaju na ove pojmove. Dodatni pojmovi i terminologija od znacaja za dalje izlaganje,
kao sto su funkcije, particije i uredenja, takode su opseZno opisani. Pojmovi i ter-
minologija iz ove sekcije u skladu su sa Bélohlavek [15], Bélohlavek i Vychodil [16],
Birkhoff i Barti [21], Clark [47], Gratzer [81].

Pojam skup koristi se kao u intuitivnoj teoriji skupova, odnosno, kao kolekcija
objekata koje nazivamo elementima ili ¢lanovima skupa. Skup je implicitno snab-
deven identickom relacijom = koja obezbeduje trivijalnu informaciju o tome koji
elementi su jednaki a koji nisu, i ova informacija dolazi apriorno pojmu skupa. Sa
=, C, N, Ui — oznacava se jednakost, inkluzija, presek, unija i razlika izmedu dva
skupa, respektivno. Skup prirodnih brojeva bez nule oznacava se sa IN, dok se skup
realnih brojeva oznac¢ava sa R. Takode se koristi i oznaka Ny = IN U {0}.

Neka su Ay, Ay, ..., Ay, n € N, neprazni skupovi. Relacija izmedu skupova
A1, Ay, ..., Ay je bilo koji podskup R Dekartovog proizvoda A; x Ay X ... X A,.
U slu¢aju n = 2, R se naziva binarna relacija, a kada je pri tomei Ay = Ay = A, tada
se binarna relacija izmedu A; i A naziva binarna relacija na A. Za binarnu relaciju
R na A, piSemo xRy umesto (x,y) € R. Neke binarne relacije na nepraznom skupu
A od posebnog znacaja su prazna relacija u uobicajenoj oznaci @, relacija jednakosti (ili
dijagonalna relacija ili identicka relacija) A 4 definisana sa Ay = {(x,x)|x € A}, kao i
univerzalna relacija (ili puna relacija) V 4 definisana sa V4 = A x A. U slu¢aju da je
skup A jasan iz konteksta, izostavlja se A iz gornjih oznaka i piSe se jednostavno A
i V umesto A4 i V4, respektivno. S obzirom da se binarna relacija na skupu A de-
finiSe kao podskup Dekartovog proizvoda A x A, jednakost, inkluzija, unija, presek
i razlika binarnih relacija na skupu A definisu se kao za poskupove skupa A x A.
Za binarnu relaciju R na skupu A, defini$e se njen inverz kao binarna relacija R~*
na AsaR™! = {(x,y) € A x A|(y,x) € R}, dok se njen rang definise kao podskup
rang(R) od A sarang(R) = {y € A|(x,y) € R, zanekox € A}.

Neka je A neprazan skup, B,C C A podskupoviod A,inekasuR,S C A x A
binarne relacije na A. Tada se definiSe proizvod (ili kompozicija) Ro S od R i S kao
binarna relacija na A definisana sa

RoS={(xz) e AxA|(Tye A)(x,y) € Ri(y,z) € S}, (1.1)
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kao i proizvodi B o Ri R o B kao podskupovi od A definisani sa

BoR={yec A|(3x € A)x € Bi(x,y) € R}, (1.2)
RoB={xe€ A|(y e A)(x,y) e Riy € A}, (1.3)

respektivno. Na kraju, proizvod poskupova B i C definisan je sa

14
0, inace. (1.4)

1, BNC#Q,
BoC = { #
Drugim re¢ima, B o C je istinitosna vrednost tvrdenja BN C # @.

Propozicija 1.1. Neka je A neprazan konacan skup, i nekaje B,C C A, R,S, T C Ax A
i {Si}ticr € A x A. Tada vaZe sledeca svojstva:

(RoS)oT=Ro(SoT), (1.5)

Bo(RoS)=(BoR)oS,Bo(RoC)=(BoR)oC,(RoS)oB=Ro(SoB), (1.6)

51 C Sy povlati RoS;y CRoSy; i S3o0RCS0R, (1.7)

Ro (U si> =J(RoS)), (U si> oR=]J(SioR), (1.8)
iel icl iel icl

(RoS)™'=5"1oR™, (1.9)

Stoga, sve zagrade u (L.5) i mogu da se izostave.
Neka su A i B neprazni skupovi. Funkcija (ili preslikavanje) iz skupa A u skup B
je binarna relacija f C A x B takva da vazi:

(1) zasvako x € A postoji y € B tako daje (x,y) € f;
(2) akoje (x,y1) € fi(x,y2) € f, tadajey1 = yo.

Ako je f preslikavanje iz skupa A u skup B, koristi se oznaka f : A — B umesto
f € A x B, dok se koristi oznaka f(x) = y umesto (x,y) € f. Preslikavanje f
naziva se injektivno (ili injekcija, ili jedan-na-jedan) ako x1 # xp povla&i f(x1) # f(x2),
surjektivno (ili surjekcija, ili na) ako za svako y € B postoji x € A tako dajey = f(x),
bijektivno (ili bijekcija) ako je istovremeno i injektivno i surjektivno. Za preslikavanja
f:+A—= Big: B — C,njihov proizvod (ili kompozicija) je preslikavanje fog: A — C
definisano sa (f o g)(x) = f(g(x)).

Skup svih preslikavanja iz skupa A u skup B oznacava se sa B4. U slucaju kada
je B = {0,1}, skup B obi¢no se obeleZava sa 2 (odnosno, stavlja se 2 = {0,1}, bez
mogucénosti mesanja sa celim brojem 2), i svaki x € 2%, pri éemu je X C A, naziva
se karakteristicna funkcija od X. Postoji prirodna bijekcija izmedu skupa 24 i skupa
svih podskupova skupa A. Zaista, za svaki X C A definiSe se yx : A — {0,1} sa
xx(x) = lakojex € X, kaoixx(x) = 0ako x ¢ X. Sa druge strane, za svaku
funkciju x € 2% definiSe se podskup X, od A sa X, = {x € Alx(x) = 1}. Pored
toga, vazi Xy, = Xi xx, = x, zasvaki X C A. Iz tog razloga, ne pravi se razlika
izmedu podskupova od A i njihovih odgovarajucih karakteristi¢nih funkcija, te se i
skup svih podskupova od A takode oznacava sa 2.

Za binarnu relaciju R na A kaZe se da je:

(1) refleksivna, ako (x,x) € R, za svako x € A;
(2) simetricna, ako (x,y) € R povladi (y,x) € R, zasvako x,y € A;
(3) anti-simetricna, ako (x,y) € Ri(y,x) € R povladi x = y, za svako x,y € A;
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(4) tranzitivna, ako (x,y) € Ri(y,z) € R povladi (x,z) € R, zasvako x,y,z € A.

Binarna relacija R na A naziva se kvazi-uredenje ako je refleksivna i tranzitivna.
U skorijoj literaturi, takode se koristi i naziv “preuredenje” umesto “kvazi-uredenje”
(videti klasi¢ne udzbenike [80, 181, 190] i radove [35| |36, 103, 104]), ali mi se oprede-
ljujemo za originalan naziv “kvazi-uredenje” koji se ¢esce koristi u literaturi vezanoj
za mreZe (videti Birkhoff [20], Davey i Priestley [52]).

Binarna relacija E na A naziva se ekvivalencija ako je simetri¢no kvazi-uredenje.
Za ekvivalenciju E na Aielement x € A, skup Ex = {y € A|(x,y) € E} naziva se
klasa ekvivalencije elementa x u odnosu na E. Skup svih klasa ekvivalencija A/E =
{Ex|x € A} naziva se faktor skup (ili koli¢nik skup) skupa A u odnosu na E.

Particija skupa A je bilo koji skup 7w = {By, By, ..., By}, m € N, takav da vazi:

(1) BiC AiB; #©®zasvako1 <i < m;
(2) ByUB,U...UB, = A.
(3 BiNBj=0,zasvakol <i<j<m;

Svaki By € 7, 1 < k < m, naziva se blok particije 7t. Uslov (1) znaci da je svaki blok
particije neprazan podskup skupa A, uslov (2) znaci da je unija svih blokova jednaka
skupu A, dok uslov (3) znaci da se razli¢iti blokovi ne seku. Za svaki neprazan
skup A postoji bijektivna korespodencija izmedu ekvivalencija na skupu A i particija
skupa A. Zaista, za svaku ekvivalenciju E na A, skup tg = A/E je particija skupa
A. Takode, za svaku particiju 77 = {By, By, ..., By} skupa A, binarna relacija E; =
{(x,y)|x,y € By, zaneko 1 < k < m}, je ekvivalencija na A. Stavise, vazi E = Ep i
7T = 7g, . Stoga, ne pravimo razliku izmedu particija skupa i njihovih odgovarajuc¢ih
ekvivalencija.

Neka su 7t i u dve particije skupa A. KaZe se da je particija p usitnjenje particije
7t ako za svaki blok B, € u postoji blok B; € 7 takav da je B, C Br. Akoje u
usitnjenje 77, tada je E, C Ep, tj. ekvivalencija koja odgovara particiji # sadrZana je
u ekvivalenciji koja odgovara particiji 7.

Binarna relacija na skupu A naziva se delimi¢no uredenje ako je anti-simetri¢no
kvazi-uredenje. Ako je < delimi¢no uredenje, tada se koristi oznaka x < y umesto
(x,y) €<, kaoix < yuslutajukadajex < yix # y,zax,y € A. Uzto, (A, <)
naziva se delimi¢no uredeni skup. Za svaka dva elementa x,y delimi¢no uredenog
skupa (A, <), akoje x < yiliy < x, kaze se da su x i y uporedivi, a inale se kaze
da su neuporedivi. Re¢ “delimi¢no” u nazivima “delimi¢no uredenje” ili “delimi¢no
ureden skup” ukazuje da ne moraju svi parovi elemenata skupa A biti uporedivi.
U sluéaju da su svi parovi elemenata skupa A uporedivi, tada se < naziva linearno
uredenje, dok se par (A, <) naziva linearno uredenjeni skup ili lanac.

Za preslikavanje f : A — B, pri ¢emu su A i B uredeni skupovi, kaZe se da
je izotono ili rastuce ako x < y povladi f(x) < f(y), za svako x,y € A. Sli¢no, za
preslikavanje f kaZe se da je antitono ili opadajuce ako x < y povladi f(y) < f(x),
za svako x,y € A. Za f se kaZe da je izomorfizam uredenih skupova A i B, ili da je
izomorfno, ako je f bijektivno preslikavanje, a f i f ! izotona preslikavanja.

Neka je (A, <) delimi¢no ureden skup. Za element x € A kaze se da je minimalan
element skupa A ako za svaki y € A takav daje y < x vaZi x = y, odnosno, ako u
A ne postoji element strogo manji od njega. Sli¢no, x je maksimalan element skupa
A ako za svaki y € A takav daje x < y vaZi x = y, odnosno, ako u A ne postoji
element strogo veci od njega. Osim toga, x je najmanji element skupa A ako za svako
y € Avazi x <y, odnosno, ako je manji od svakog drugog elementa iz A, dok je
x najveci element skupa A ako za svako y € A vaziy < x, odnosno, ako je veéi od
svakog drugog elementa iz A. Najmanji (odnosno, najveci) element skupa, ukoliko
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postoji, je jedinstven, i obi¢no se najmanji element skupa oznacava sa 0, dok se naj-
veli element skupa oznacava sa 1 (ukoliko svaki od njih postoji). U slucaju da skup
ima najmanji (odnosno, najveci) element, tada je on istovremeno i jedinstveni mini-
malni (odnosno, maksimalni) element skupa. Inace, u skupu moZe postojati vise od
jednog minimalnog (odnosno, maksimalnog) elementa.

Neka je (A, <) delimi¢no ureden skup inekaje B C A. Za element x € A kaZe se
da je donja granica skupa B, ako je x < y, za svako y € B. Sli¢no, element x € A na-
ziva se gornja granica skupa B, ako je y < x, za svakoy € B. Skup svih donjih granica
skupa B oznatava se sa L£(B), dok se skup svih gornjih granica skupa B oznacava
sa U (B). Ako postoji najveci element skupa £(B), tada se taj element naziva najveca
donja granica ili infimum. Dualno, ako postoji najmanji element skupa U (B), tada se
taj element naziva najmanja gornja granica ili supremurrﬂ Infimum skupa B, ukoliko
postoji, oznacava se sa A B (ili inf B), dok se supremum skupa B, ukoliko postoji,
oznacava sa \/ B (ili sup B). U slu¢aju da je B = {x;|i € I}, tada umesto oznaka A B i
\/ B koristimo oznake, redom,

Nxi i \Vx,

i€l iel

a ukoliko je I konacan skup od n elemenataivazi [ = {1,2,...,n}, tada se umesto
gornjih oznaka koristi, redom,

Napomenimo da, ukoliko 0 postoji u A, tada vazi A A = 0 = \/ @, i dualno, ukoliko
1postojiu A, tadaje VA =1=A\O.

Delimi¢no ureden skup (A, <) naziva se infumum-polumreza ako za svaki dvoele-
mentni podskup (stoga, i za svaki neprazan konacan podskup) skupa A postoji infi-
mum, dok se naziva supremum-polumreza ako za svaki dvoelementni podskup skupa
A postoji supremum. Stavise, A se naziva kompletna infumum-polumreZa (odnosno,
kompletna supremum-polumreza) ako za svaki podskup skupa A postoji infimum (od-
nosno, supremum). Pored toga, za A se kaZe da je (kompletna) mreza ako je istovre-
meno (kompletna) infumum-polumreza i (kompletna) supremum-polumreza. Ako
u mrezi A postoji i najmanji element 0, kao i najvedi element 1, tada se mreza A
naziva ogranicena mreza, i oznaava sa (A, <,0,1).

Neka je (A, <) delimi¢no ureden skup. KaZe se da A zadovoljava uslov rastuceg
lanca (URL), ako je svaki strogo rastuéi niz elemenata skupa A konacan, ili ekviva-
lentno, za bilo koji niz

X1 <xp<x3<...

postojin € IN tako daje x,,1x = x, zasvako k € INy. Sli¢no, kaZe se da A zadovoljava
uslov opadajuéeg lanca (UOL), ako je svaki strogo opadaju¢u niz elemenata skupa A
konacan, ili ekvivalentno, za bilo koji niz

oS3 < <x

postoji n € IN tako da vaZi x, . = x, za svako k € INj.

u engleskoj literaturi, ¢esti nazivi za infimum i supremum su meet i join, respektivno.
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1.2 Monoidi, poluprsteni i mreze

U ovoj sekciji dat je pregled osnovnih algebarskih struktura koje su neophodne
za razumevanje struktura za fazi i teZinske automate. Najpre se daju definicije i pri-
meri monoida i poluprstena, da bi kasnije bili prikazani algebarska definicija mreza,
osobine mreZa, kao i odgovaraju¢i primeri mreza. Oznake i terminologija u skladu
su sa slede¢im knjigama: Birkhoff [20], Blyth [23], Davey i Priestley [52], Golan [76],
Gritzer [80] i Roman [181].

Neka je S neprazan skup i n € IN prirodan broj. Svako preslikavanje oblika
f + S" — S naziva se operacija na skupu S. U slucaju n = 2, operacija f naziva se
binarna operacijana S, dok se u slucaju n = 1 naziva unarna operacijana S. Za binarnu
operaciju - na S obi¢no se koristi oznaka x - y = z umesto -(x,y) = z. Za binarnu
operaciju - na S kaZe se da je:

(1) asocijativna, ako zadovoljava zakon asocijativnosti:
(x-y)-z=x-(y-z), zasvakox,y,z€S;
(2) komutativna, ako zadovoljava zakon komutativnosti:
x-y=y-x, zasvakox,y € S;
(3) idempotentna, ako zadovoljava zakon idempotencije:

x-x=x, zasvakox € S.

Polugrupa je uredeni par (S, ), pri ¢emu je S neprazan skup, a - asocijativna bi-
narna operacija, koja se naziva proizvod. Polugrupa je komutativna ukoliko je proi-
zvod komutativna binarna operacija. Sli¢no, polugrupa je idempotentna ukoliko je
proizvod idempotentna binarna operacija.

Monoid je uredena trojka (S, -,1) koja se sastoji od nepraznog skupa S, binarne
operacije - na S, kao i elementa 1 € S tako da vazi:

1) (S,-) je polugrupa;
(2) 1je jedini¢ni element, odnosno vazi

l-x=x-1=x, zasvakox € S.

Primetimo da je jedini¢ni element monoida jedinstven.

Najistaknutiji primer monoida koji se koristi u ovom izlaganju je monoid reci.
Neka je X neprazan konacan skup koji nazivamo alfabet, dok se svaki njegov ele-
ment x € X naziva slovo ili simbol. Tada je re¢ nad alfabetom X (ili jednostavno
rec) bilo koja kona¢na n-torka w = (x1,x2,...,%,), pri ¢emu je x; € X za svako
i€ {1,2,...,n}in € Ny. Redi oznatavamo jednostavno sa w = x1X3...x, ume-
sto w = (x1,x2,...,%,). Ceo broj n naziva se duzina re¢i w, a oznacava se sa |w|.
Sa e oznacava se prazna re¢, odnosno jedinstvena re¢ duzine 0. Skup svih re¢i nad
alfabetom X oznacava se sa X*. Na skupu X* definiSe se binarna operacija konka-
tenacije ili spajanja sa wy - wy = X1X2... XpY1Y2 ... Ym, gde je w1 = x1x2...x, € X" i
wy = Y1Y2...Ym € X*. Tada struktura (X*, -, &) predstavlja monoid, koji se naziva
slobodan monoid nad X ili monoid reci. Sa X+ = X* — {e} oznacava se slobodna polu-
grupa nad X ili polugrupa reci. Jezik nad alfabetom X je svaki podskup od X*. Za dve
re¢iu,v € X* kaze se da je u prefiks od v ako postoji re¢ w € X* takva da je v = uw.

Zamonoid (S, -, 1) kaZe se da je komutativan ako je (S, -) komutativna polugrupa,
i da je idempotentan akoje (S, -) idempotentna polugrupa. Komutativni monoid ¢esto
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se oznacava sa (S, +,0), odnosno, proizvod se obi¢no naziva sabiranje i oznatava sa
+, ajedini¢ni element se oznacava sa 0 i naziva nula.

Neka je (S, -,1) monoid. Podmonoid je bilo koji podskup H C S takav da za sve
x,y € Hvazix-y € H,kaoil € H. Primetimo da je svaki podmonoid nekog
monoida i sam monoid. Za dati podskup H C S monoida S, monoid generisan sa H,
u oznaci ((H)), je najmanji podmonoid od S koji sadrzi H (u odnosu na inkluziju
skupova), i moze se dobiti presekom svih podmonoida od S koji sadrze H. Pored
toga, ako se za svako x € Sin € Ny definiSe x" rekurzivno sa

" 1, n=20
x" = 1 o
x"1.x, inace

tada se ((H)) moZe predstaviti kao
(H) = {x]'-x32-...-xpr|m € Nixg € H, n € No, zasvako1 < k < m}.

Kazemo da je S generisan sa H (ili da je H sistem generatora za S) kada je S = ((H)),
kao i da je S minimalno generisan (ili da je H minimalan sistem generatora za S) kada je
S generisan sa H i ne postoji nijedan pravi podskup skupa H takav da je S generisan
sa tim podskupom. Na kraju, kazemo da je S konacno generisan ako S ima konacan
sistem generatora. Za monoid (S, -, 1) kaZe se da je lokalno konacan ako je svaki njegov
kona¢no generisan podmonoid konacan (za viSe detalja, videti [182]]). Jasno je da je
svaki komutativan i idempotentan monoid lokalno konacan.

Poluprsten je uredena petorka (S, +, -,0,1) koja se sastoji od nepraznog skupa S,
dve binarne operacije na S: mnoZenje - i sabiranje 4-, kao i dva elementa 0,1 € S, takva
da vazi:

(@) (S, +,0) je komutativan monoid;
@) (S,-, 1) je monoid;

(iii) mnoZenje i sabiranje zadovoljavaju levi i desni distributivni zakon, odnosno, za
svako x,y,z € S vaZi:

x-(y+z)=x-y+x-z
(x+y)-z=x-z+y-z

(iv) Nula je apsorbujuéi element, odnosno vaZi:
x-0=0-x=0, zasvakox € S.

Za poluprsten S kaZe se da bez delioca nule ako x -y = O povla¢ix = Qiliy = 0, za
svako x,y € S. Takode, za S se kaZe da je komutativan ako je i (S, -,1) komutativan
monoid, a kaze se da je aditivno idempotentan ako je (S, +,0) idempotentan monoid.
Iz distributivnih zakona (iii) sledi da je S aditivno idempotentan poluprsten ako i
samo akojel+1 = 1.

Primer 1.2. (i) Tipi¢an primer poluprstenaje (N, +,-,0,1), odnosno, skup prirod-
nih brojeva sa uobifajenim operacijama sabiranja i mnoZenja prirodnih bro-
jeva. Takode, skupovi celih brojeva Z, racionalnih brojeva Q, realnih brojeva
R i kompleksnih brojeva C, snabdeveni uobicajenim operacijama sabiranja i
mnoZenja, predstavljaju primere poluprstenova;

(ii) Vrlo vazan primer poluprstena je Boolov poluprsten (B, max, min,0,1) sa nosa¢
skupom B = {0,1};
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(iii) Neka je Ry = {x € R|x > 0}. Tada su (NU {0}, +,-,0,1), (Ry,+,-,0,1) i
(R4 U {oo}, +,-,0,1) poluprsteni, usvjajauci dogovor 0- oo = co -0 = 0;

(iv) Poluprsteni (INU {oo}, min, +,00,0) i (R4 U {oo}, min, +, o0, 0) nazivaju se trop-

ski poluprsteni ili min-plus poluprsteni;

(v) Poluprsteni (IN U {—o0, 00}, max, +, —c0,0) i (R4 U {—00, 00}, max, +, —o0,0)

nazivaju se arktickim poluprsteni ili max-plus poluprsteni, usvajajuéi dogovor (—oo)
+ 00 = —o0;

(vi) Viterbiev poluprsten predstavlja petorku ([0,1], max, -,0,1), koja se sastoji od je-
dini¢nog realnog intervala sa operacijama max i uobi¢ajenog mnozenja realnih
brojeva;

(vii) Neka je X konacan alfabet. Tada je petorka (2%, U, -, @, {€}), koja se sastoji od
svih podskupova skupa X* (koji se nazivaju formalni jezici), gde je sabiranje
definisano kao unija skupova, a mnoZenje sa L1 - Ly = {w1 - wp|wy € Liiw; €
L,}, predstavlja poluprsten. Ova petorka naziva se poluprsten formalnih jezika
nad alfabetom X;

(viii) Neka je A neprazan skup. Tada je struktura (24*4,U, 0, @, /) poluprsten;

(ix) Lukasiewiczev poluprsten je struktura ([0,1], max, ®,0,1), gde je x ® y = max
{0,x+y—1},zasvako x,y € [0,1];

(x) Ako je L ogranicena distributivna mreZa (videti stranu , tada su strukture
(L,Vv,N,0,1)i(L,A,V,1,0) poluprsteni;

(xi) Max-min poluprsten Rmaxmin = (R4 U {00}, max, min, 0, 1), koji se sastoji od ne-
negativnih realnih brojeva sa operacijama max i min, koristi se u operacionim
istraZivanjima za problem maksimalnog kapaciteta mreza;

(xii) Fazi poluprsten F = ([0, 1], max, min, 0, 1) &esto se koristi u teoriji fazi skupova.

Poluprsteni (i)-(vi), (ix) i (x) su komutativni, poluprsteni (ii), (iv)-(x) su aditivno
idempotentni, dok svi poluprsteni osim (ix) nemaju delioca nule.

U sli¢cnom maniru kao za monoide, za poluprsten S kaze se da je lokalno konacan
ako je svaki kona¢no generisan podpoluprsten konacan. Ekvivalentno, poluprsten
S je lokalno konacan ako su oba monoida (S,+,0) i (S,-,1) lokalno konac¢na (vi-
deti [60, Poglavlje 3] i [58]). Na primer, ako su obe operacije sabiranja i mnoZenja
komutativne i idempotentne, tada je poluprsten lokalno kona¢an. Max-min, fazi,
Lukasiewiczev poluprsten, kao i svaka ogranic¢ena distributivna mreZa, primeri su
lokalno kona¢nih poluprstena.

MreZe mogu biti okarakterisane i kao algebarske strukture koje zadovoljavaju
odredena svojstva. Preciznije, svaka komutativna i idempotentna polugrupa naziva
se polumreza, dok se svaki komutativan i idempotentan monoid naziva ogranicena
polumreZa. Tada je mreza algebarska struktura (L, A, V) takva da vazi:

(1) (L, A) je polumreza, koja se nazivam infimum-polumreZa, dok se binarna operacija
A na L naziva infimum,

(2) (L,V) je polumreza koja se naziva supremum-polumreza, dok se binarna operacija
V na L naziva supremum,

(3) Zasvako x,y € L vaZze zakoni apsopcije:
xV(xAy)=x 1 xA(xVy)=x

Dva zakona apsorpcije su jedine dve aksiome u kojima se u isto vreme pojavljuju
infimum i supremum, i one obezbeduju da se mreZa razlikuje od proizvoljnog para
polumreZa.
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Dve definicije mreza, preko uredenih skupova i algebarska definicija, medu-
sobno su ekvivalentne. Zaista, ukoliko je (L, <) mreza u smislu uredenih skupova,
tada je (L, A, V) mreZa kao algebarska struktura, pri ¢emu je x Ay = inf{x,y} i
xVy = sup{x,y} za svako x,y € L. Obratno, za datu mrezu (L, A, V) kao alge-
barsku strukturu, definiSe se delimi¢no uredenje < na L sa x < y ako i samo ako je
x Ay = x (ili ekvivalentno, ako i samo ako je x Vy = ), za svako x,y € L. Tada
je (L, <) mreza u kojoj je inf{x,y} = x Ay isup{x,y} = xVy, zasvako x,y € L.
Staviée, ove dve konstrukcije su medusobno inverzne. Stoga se obe definicije kroz
nastavak izlaganja podjednako koriste.

Takode, akoje (L, <,0,1) ograni¢ena mreZa, tada je infimum-polumreza (L, A, 1)
ograni¢ena polumreZa u kojoj je 1 najveéi element, dok je supremum-polumreza
(L,V,0) ogranitena polumreza u kojoj je 0 najmanji element. Ograni¢enu mrezu
oznatavamo takodeisa (L, A, V,0,1).

Primer 1.3. (i) Trivijalan primer mreZe prestavlja skup od jednog elementa L =
{x},1sajedinim moguc¢im delimi¢nim uredenjem x < x. Ovu mrezu nazivamo
trivijalna mreZa;

(ii) Svakilanac je mreza, ali ne nuzno i kompletna. Na primer, (Z, min, max) (od-
nosno, skup celih brojeva sa prirodnim uredenjem) je mreZa, iako ne kom-
pletna. Skup (IN, min, max) je mreza u kojoj je 1 najmanji element, a u kojoj ne
postoji najvedi element;

(iii) Na skupu prirodnih brojeva IN definisimo delimi¢no uredenje < sa

x <y akoisamoako xdeliy,

za svako x,y € IN. Tada je (IN, nzd, nzs) mreza (pri ¢emu sa nzd oznatavamo
najvedi zajednicki delilac, a sa nzs najmanji zajednicki sadrzalac dva prirodna
broja). Primetimo da je 1 najmanji element ove mreZe;

(iv) Za neprazan skup A, struktura (24,N,U, D, A) predstavlja ograni¢enu mrezu
(u kojoj je @ najmanji element, dok je A najveci element);

(v) Kolekcija svih particija nepraznog skupa A, uredena operacijom usitnjenja,
predstavlja mrezu.

(vi) Struktura (N x N, <), sa delimi¢nim uredenjem < definisanim sa

(x,y) < (z,v) ako x<ziy<vo,

za svako x,y,z,v € N, je mreZa u kojoj je (0,0) najmanji element (a u kojoj ne
postoji najvedi element).

Distributivna mreZa je mreza (L, A, V) koja zadovoljava jedan od slede¢a dva ekvi-
valentna uslova za svako x,y,z € L:

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz),
xV(yAz)=(xVy A(xVz).

Dopunjena mreza je ograni¢ena mreza (L, A, V,0,1) u kojoj za svaki element x € L
postoji dopuna, odnosno, element y € L takav da je:

xVy=1 1 xANy=0.
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Generalno, za proizvoljan element mreze moZe postojati vise od jedne dopune. Mre-
Za u kojoj za svaki element postoji tacno jedna dopuna naziva se jednoznacno dopu-
njena mreza. Primetimo da je svaka ogranic¢ena distributivha mreZa jednoznac¢no
dopunjena.

Boolova mreza je distributivna dopunjena mreza. Prema prethodnim zapaZanji-
ma, svaka Boolova mreZa ujedno je i jednozna¢no dopunjena. Sa x’ ozna¢imo do-
punu elementa x Boolove mreZe. Tada vaZe sledeca svojstva.

Propozicija 1.4. Neka je L Boolova mreZa i neka su x,y € L. Tada su sledeca svojstva
zadovoljena:

=1, 1'=0 i x"=x,
(xAy) =xVvy i (xVvy)=xAY,
x<y akko xAy =0 akko x'Vy=1 akko y <x'

1.3 Kompletne reziduirane mreZe

U Kklasi¢noj teoriji izracunljivosti, nedeterministicki konac¢ni automat (skraéeno
NKA) predstavlja matematicki model sistema koji se sastoji od kona¢nog skupa sta-
nja A, skupa ulaznih simbola ili alfabeta (monoid re¢i X*), skupa pocetnih stanja
(koji je podskup od A), skupa zavrinih stanja (takode podskup od A), kao i relacije
prelaza (zadata kao podskup od A x X x A) koja omogucuje prelaz iz jednog stanja
u drugo pod uticajem simbola ulaznog alfabeta. Intuitivho, NKA pocinje sa radom
iz nekog pocetnog stanja, i obraduje niz ulaznih simbola, te za svaki simbol sa ulaza
prelazi u jedno od mogudih stanja na osnovu trenutnog stanja i u¢itanog simbola. Na
kraju, kada i poslednji simbol bude ucitan od strane NKA-a, niz simbola se prihvata
ili odbacuje u zavisnosti od toga da li se NKA nalazi u nekom od zavrsnih stanja.

Fazi konac¢ni automat (skraéeno FKA) predstavlja prosirenje modela NKA. Pre-
ciznije, FKA se sastoji od kona¢nog skupa stanja A, ulaznog alfabeta X, ali u kojem
su skup pocetnih stanja i skup zavrsnih stanja dati kao fazi podskupovi od A, dok je
relacija prelaza data kao fazi podskup od A x X x A. Pod fazi podskupom, podrazu-
mevamo podskup u kojem elementi nemaju jasnu pripadnost, ve¢ pripadaju pod-
skupu u odredenom stepenu. Ovim se postiZe efekat da FKA jednostavno ne prihvata
ili odbacuje ulazni niz simbola, ve¢ da ga prihvata u odredenom stepenu. Jasno je da
se ovim prosirenjem sa modela NKA na model FKA dobija mnogo veéa fleksibilnost
u modeliranju fenomena koji se sre¢u u realnom, fizickom svetu, u kojima kriteri-
jumi pripadnosti nekoj klasi nisu jasno i precizno definisani. Na primer, uz pomo¢
NKA-a, moguce je modelirati masinu koja na ulazu prihvata re¢i na engleskom je-
ziku, a na izlazu odgovarajuce rec¢i na srpskom jeziku. Uz pomoé¢ FKA-a, moguce
je modelirati masinu koja ¢e za datu ulaznu re¢ na engleskom jeziku, na izlazu dati
re¢i na srpskom jeziku koje u nekom stepenu odgovaraju datoj ulaznoj reci. Taj stepen
moZe zavisiti od konteksta reci u celoj recenici, te recenice u celom paragrafu, tog
paragrafa u celom teksu, itd.

Dakle, glavna ideja FKA-a je gradacijsko prihvatanje reci. Stoga, moZe se re¢i da je
rad NKA-a “bivalentan”, odnosno, da NKA prihvata re¢ u stepenu 1 (da je u potpu-
nosti prihvata) ili u stepenu 0 (da je u potpunosti odbacuje). Sa druge strane, kod
FKA-a, svakoj re¢i dodeljuje se stepen iz odredene skale L stepena istinitosti, tako da
taj stepen odgovara stepenu prihvatanja te re¢i od strane datog FKA-a. S obzirom da
je potrebno modelirati gradacijsko prihvatanje reci, jasno je da je potrebno da u skali
L postoji delimi¢no uredenje < u kojem je 0 najmanji element i 1 najveéi element.
Time se postiZe efekat da se neke reci u vecem stepenu prihvataju od drugih reci, kao i
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da se reci sa stepenom istinitosti 1 u potpunosti (jasno, precizno) prihvataju, dok se reci
sa stepenom istinitosti 0 u potpunosti (jasno, precizno) odbacuju. Na taj nac¢in, NKA
postaje posebna instanca FKA u kojima je skala istinitosti jednaka L = {0,1}10 < 1.
Na primer, za datu ulaznu re¢ “fuzzy” na engleskom jeziku, na izlazu FKA-a mogu
se naci, recimo, re¢i “nejasan” u stepenu 0.9, “pomucen” u stepenu 0.7, “¢upav” u
stepenu 0 ako se re¢ fuzzy nasla u konteksu fuzzy logic, dok su se na izlazu mo-
gle nadi reci, recimo, “nejasan” u stepenu 0.3, “pomucéen” u stepenu 0.1, “¢upav” u
stepenu 1 ako se re¢ fuzzy nasla u konteksu fuzzy animal.

Ocigledno, najées¢i i najpopularniji primer skale stepena istinitosti L je realan
jediniéni interval [0, 1], ali u opstem sludaju, skala L ne mora biti linearno uredena.

Kod NKA moZe postojati vise putanja koje prolaze kroz razlic¢ita stanja pod uti-
cajem niza ulaznih simbola, a re¢ se prihvata ukoliko postoji putanja koja pocinje
iz nekog stanja iz skupa pocetnih stanja, a zavrsava se u nekom stanju iz skupa za-
vr$nih stanja NKA-a. Kao i kod NKA-a, i kod FKA-a moZe postojati viSe putanja
koje prolaze kroz razli¢ita stanja pod uticajem ulaznih simbola, s tim $to je svakom
prelazu dodeljen odgovaraju¢i stepen iz skale L. Da bi se odgovorilo na pitanje u
kom stepenu se prihvata re¢ kod datog FKA-a, moramo biti u stanju da modeliramo
“postojanje putanje koja pocinje iz nekog stanja iz skupa pocetnih stanja, a zavrsava
se u nekom stanju iz skupa zavrsnih stanja FKA-a”. Ukoliko se svakoj putanji u
FKA-u dodeli neki stepen istinitosti, tada se postojanje goreopisane putanje moze
modelirati supremumom stepena svih takvih putanja u FKA-u. Intuitivno, odre-
divanje postojanja putanje koja pocinje iz nekog stanja iz skupa pocetnih stanja, a
zavrsava se u nekom stanju iz skupa zavrsnih stanja FKA-a ekvivalentno je prolazu
kroz sve takve putanje i nalaZenju “najbolje” takve putanje (odnosno, pronalaZenju
najmanje vrednosti vece ili jednake od stepena istinitosti svih putanja), $to je upravo
$ta supremum radi. Sli¢no, moZe se traziti i postojanje infimuma u skali L radi mo-
deliranja “za sve odredene putanje u FKA-u”. Dakle, u fazi logici, supremum sluzi
za modeliranje egzistencijalnog kvantifikatora, dok infimum sluZi za modeliranje
univerzalnog kvantifikatora. Stoga se zahteva da skala L bude mreza u kojoj je 0
najmanji element, a 1 najveci element, odnosno, da (L,A,V,0,1) bude ogranicena
mreZza.

Ostalo je odgovoriti na pitanje i kako dodeliti stepen istinitosti nekoj putanji u
FKA-u koja prolazi kroz neka stanja pod uticajem ulaznih simbola. Intuitivno, po-
trebno je uvesti neku operaciju “mnoZenja” na L, takvu da je moguce zapravo po-
mnoZiti stepene istinitosti svih prelaza u nekoj putanji, i tu vrednost dodeliti toj pu-
tanji. Oc¢igledno, operacija mnoZenja, koju oznacavamo sa &, bi¢e binarna operacija
na L koja zadovoljava odredena svojstva. Neka su a,b,c i d stanja FKA-a takva da
postoje prelazi izmedu aib, bic, kaoicid unekim stepenima, koje éemo oznaciti
sa x,y i z, respektivno. TraZimo da vaZi x ® y = y ® x, odnosno, da bismo odre-
dili stepen istinitosti putanje izmedu a i c, svejedno je u kom redosledu se mnoze
stepeni istinitosti prelaza izmedu stanja a i b i prelaza izmedu stanja b i c. Takode,
zahtevamoidavazi x ® (y ® z) = (x ® y) ® z, odnosno, redosled mnozenja takode
nije bitan. Na kraju, traZimo da je x ® 1 = x, za svako x € L, odnosno, da poje-
dinacni prelazi sa stepenom istinitosti 1 ne uti¢u na konacan stepen istinitosti cele
putanje. Svi uslovi vode do toga da struktura (L, ®,1) bude komutativan monoid.
Osim toga, poZeljno je i da operacija ® bude neopadajuca, ili formalno rec¢eno, za
x1 < xpiyp < ypvazi x; ®y; < x2 ® Yo, za svako x1,x2,y1,y2 € L. Ovaj uslov
nam omogucuje da vedi stepeni pojedina¢nih prelaza rezultuju veéim stepenom cele
putanje. Kao Sto je pokazano u Sekciji kada je L = [0,1] jedini¢ni interval na
realnim brojevima, tada se operacija ® modelira takozvanim t-normama, no L moZe
biti i mnogo opstija struktura.
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Na kraju, zahteva¢emo da vazi jos jedan uslov, a njegovu egzistenciju objasnja-
vamo kroz sledecu situaciju. Neka su a,b i c stanja fazi automata takva da postoji
prelaz izmedu stanja a i b sa stepenom x € L, kao i putanja izmedu stanja b i c koja
moZe da prolazi kroz neka medustanja fazi automata, i neka je teZina te putanje jed-
naka y € L. S obzirom da postoji viSe mogucnosti da se iz stanja b dostigne stanje c,
a L ograni¢ena mreZza, tada je zapravo y jednako supremumu teZina svih takvih mo-
gucnosti (s obzirom da supremum modelira egzistencijalnog kvantifikatora, kako je
malopre objasnjeno). Preciznije, imamo daje y = V,c; i, pri ¢emu je y; teZina poje-
dina¢ne moguénosti prelaza iz b u c. S obzirom da y = \/;c; y; modelira postojanje
putanje od stanja b do stanja c, a x je teZina prelaza od stanja a do stanja b, zahte-
vatemo da x ® y = x ® (V;¢ryi) modelira postojanje putanje od stanja a do stanja
c. Formalno rec¢eno, za svako x € Liy; € L, za svako i € I iz indeksnog skupa I
zahtevamo da vaZi:

Vixey)=x2\/ . (1.10)

i€l iel
Kao 8to ¢e biti pokazano (videti Teoremu [I.11), uslov ekvivalentan je mnogim
drugim uslovima, a izmedu ostalih, ekvivalentan je i uslovu postojanja neke vrste
reverzne operacije operaciji ®, odnosno postojanju vrste operacije deljenja ili reziduala
na skali L, a koju ozna¢avamo sa —, i za koju vazi x ® y < z ako i samo ako vazi
x <y — z,zasvako x,y,z € L. Obe operacije ® i — koriste se kako u formulaciji
pravila zaklju¢ivanja u fazi logici, kao i u teoriji fazi skupova i fazi relacija. Operacija
— neophodna je za reSavanje sistema nejednacina u L, $to ¢e nam biti neophodno u
dva slucaja: za ra¢unanje relacija nad skupom stanja automata za modeliranje iden-
ti¢nih stanja, kao i u algoritmima za konstrukciju deterministickih fazi automata. U
fazi logici, ® modelira konjukciju, — modelira implikaciju, dok uslov x ® y < z
akko x <y — z modelira modus ponens pravilo zaklju¢ivanja (za vise detalja, videti
Bélohlavek [15], Bélohldvek i Vychodil [16]], Ignjatovic¢ [94]).

Algebarska struktura koja zadovoljava sve prethodno navedene uslove naziva
se reziduirana mreZa. Kao vrlo opsta algebarska strutkura koja zadovoljava mnonog-
brojna svojstva, nasla se u fokusu istazivanja algebrista ve¢ krajem 1930.-ih, dok se
danas intenzivno izucava i od strane inZenjera i drugih istrazivaca iz primenjenih
grana nauke, s obzirom da se koristi kako u fazi logici, tako i u drugim neklasi¢nim
logikama (videti [15} 66, 86, |89]]). Takode, rezidurane mreZe koriste se i u vestackoj
inteligenciji u nekim modelima rasudivanja [170].

Definicija 1.5. Reziduirana mreZa je algebarska struktura £ = (L, A,V,®,—,0,1),
koja se sastoji od nepraznog skupa L, Cetiri binarne operacije A, V, ®, — na L, i ele-
menata 0,1 € L tako da vaZi:

@ (L,A,V,0,1) je ograni¢ena mreZa;

(2) (L, ®,1) je komutativan monoid;

(3) Zasve x,y,z € L, vazi svojstvo adjunkcije:

x®y<z akko x<y—z (1.11)

Ako je, dodatno, (L, A, V,0,1) kompletna ograni¢ena mreZa, tada se £ naziva kom-
pletna reziduirana mreZa.

Da bi se naglasila monoidna struktura, u nekim izvorima (na primer, [20, |89,
90]) reziduirane mreZe nazivaju se inegralni, komutationi, reziduirani I-monoidi, dok je
struktura (L, <, ®) izutavana i pod imenom Lindenbaum algebra [90].

Operacije ® i — nazivaju se, redom, mnoZenje i rezidual (ili ostatak), dok se ure-
deni par (®, —) naziva adjungovani par. Za x,y € L, x — y naziva se ostatak od y sa
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x. Za datu operaciju ® jednozna¢no je odredena operacija —, i obratno. Kao $to je
ranije napomenuto, operacije mnoZenja ® i reziduala — namenjene su za modelova-
nje konjukcije i implikacije u odgovarajucoj logici, dok su supremum \/ i infimum A
namenjeni za modelovanje univerzalnog i egzistencijalnog kvantifikatora, respek-
tivno.

Primer 1.6. Neka je L = [0, 1] jedini¢ni interval u skupu realnih brojeva sa prirod-
nim delimi¢nim uredenjem na njemu. Tada svaki adjungovani par (®, —), dat preko
formula (1.12)—(1.14), &ini algebru £ = (L, min, max, ®, —, 0, 1) kompletnom rezidu-
iranom mrezom:

x®y=max{x+y—10}, x—y=min{l—-x+y1}, (1.12)
1 <
x®y=min{x,y}, x—y= { x _v]/, (1.13)
y inace,
<
XQYy=x-Y, x—>y:{1 ?c_vy, (1.14)
y/x inace.

Algebra £ naziva se standardna ftukasiewiczeva algebra kada je adjungovani par de-
finisan sa (1.12), standardna Godelova algebra kada je adjungovani par definisan sa
(1.13), i standardna Gougenova (ili proizvod) algebra kada je adjungovani par definisan
sa (1.14).

Primer 1.7. Nekaje L = {xo,x1,...,%,} sa delimi¢nim uredenjem 0 = xp < x1 <

. < x, = 1. Defini$imo infimum i suprermum sa X; A Xj = Xpin(;j} 1 X V Xj =
Xmax{ij}, Za svako i,j € {0,1,...,n}. Tada svaki adjungovani par (®, —) zadat sa
1.15) i (L.16) ¢ini algebru £ = (L, A,V,®, —,x9 = 0,x, = 1) kompletnom rezidui-
ranom mrezom:

Xk @ X| = Xmax{k+1-n,0}, Xk = XI = Xmin{n—k+1,n}s (1.15)
1 k<],

X ® X1 = Xmin{kl}, Xk = X1 = C (1.16)
x; 1nace,

U slu¢aju kadaje {xo, x1,...,x,} C [0,1]ix; = i/n, tada su operacijue (®, —) defini-
sane sa restrikcije operacija (I.12) od [0, 1] na {xo, x1, ..., Xn }, Y. {x0, X1, ..., Xn}
je poduniverzum standardne Lukasiewiczeve algebre. Sli¢no, kadaje {xo, x1,...,x,}
C [0,1], xo = 0ix, = 1, tada su operacije (®, —) definisane sa restrikcije
operacija (I.13) od [0, 1] na {xo, x1, ..., xn}, §j. {x0, x1,...,Xn} je poduniverzum stan-
dardne Godelove algebre.

U slucaju kada je L = {0, 1}, tada obe strukture iz Primera 1.7|rezultiraju dvoele-
mentnom Boolovom mreZom, odnosno, strukturom klasi¢ne dvovrednosne logike.
Takode, ne postoji druga reziduirana mreza na skupu {0,1}.

Sledeca svojstva su zadovoljena u svakoj kompletnoj reziduiranoj mreZi. Za do-
kaz videti [15, [16].

Propozicija 1.8. Za svako x,y € L, slede¢a svojstva vaze u svakoj kompletnoj reziduiranoj
mrezi L = (L,\,V,®,—,0,1):

x@x—=y) <y, y<x—=(xy), x<(x—=vy) =y, (1.17)
x@Qy<x, x<y—x, (1.18)
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x<y akko x—y=1, (1.19)
x—=x=1, (1.20)
1—sx=x, (L.21)
x®0=0, x—=1=1, 0—=-x=1, (1.22)
x—=yYeiz—-w)<(x®z) > (yow), (1.23)
rR(x—y)=y akko (FTz)x@z=y, (1.24)
x — y je najveci element skupa {z|]x @ z < y}, (1.25)
x ® y je najmanji element skupa {z|x <y — z}. (1.26)

Propozicija 1.9. U kompletnoj reziduiranoj mrezi L = (L, \,V,®,—,0,1), operacija @
je rastucéa po oba arqumenta, dok je — rastuca po drugom, a opadajuéa po proom argumentu.
Drugim re¢ima, za sve x, X1, X2,Y,Y1,Y2 € L, vazi:

x1 <xpi y1 Sy2  povlaci x1 @y < x2 @y, (1.27)
x1 <xp povlaci  xp =y <x1 =Y, (1.28)
y1 <y2 povlaci x—y; <x = Yo (1.29)

Propozicija 1.10. Sledeca svojstva vaze za svako {x;}ic; C L i {yi}ier € L u svakoj
kompletnoj reziduiranoj mrezi L = (L, A\, V, ®,—,0,1):

x@\yi=\VExey), (1.30)
iel iel

x@ Nyi < N(x@y), (1.31)
i€l iel

x— Ayi= AN&x—vi), (1.32)

iel iel

\/ Xi— Y= /\(xz- =), (1.33)

iel iel

\/(x —y) <x— \/yi, (1.34)

iel iel

\/(xi —vy) < /\xi — V. (1.35)

iel i€l

Naredna Teorema pokazuje da se svojstvo adjunkcije moZe predstaviti na vise
ekvivalentnih nac¢ina (videti [15}16]).

Teorema 1.11. Neka je (L, A, V, ®,0, 1) struktura koja zadovoljava uslove (1) i (2) iz Defi-
nicije[1.5} Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. Postoji binarna operacija — na L takva da par (®, — ) zadovoljava svojstvo adjunkcije
(1.11),

2. Zasvako x,y € L, skup {z|x ® z < y} ima najveci element,

3. x®Vie1yi = Vier(x®y;) vaZizasvakox € Liy; € L,i € I,

4. Za binarnu operaciju — na L definisanu sa x — y = \/{z|x ® z < y}, par (®, —)
zadovoljava svojstvo adjunkcije (1.11).

Neka je £ = (L, A,V,®,—,0,1) reziduirana mreZa. Tada je birezidual binarna
operacija <+ na L definisana sa:

xey=(x—=y) Ay —x),
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za svako x,y € L, dok je negacija — unarna operacija na L definisana sa:
x=x—0,

za svako x € X. Operacija bireziduala <> namenjena je za modelovanje jednakosti
istinitosnih vrednosti, dok je negacija = namenjena za modelovanje dopune (kom-
plementa) za datu istinitosnu vrednost u odgovaraju¢im logikama. Na kraju, za
svako x € Lin € Ny definiSe se n-ti stepen od x rekurzivno sa:

=1 i "M =x"®x
Primer 1.12. Birezidual, negacija i n-ti stepen su, respektivno, definisani za svako
x,y € Lin € Ny sa:

¢ U standardnoj Lukasiewiczevoj algebri:

xeoy=1—-|x—y|, -x=1-x, x"=max{0,1—n(l—x)},

¢ U standardnoj Godelovoj algebri:

Xy = b Y=Y o =0 e
min{x,y}, inace ’ 0, inate ’

¢ U standardnoj proizvod algebri:

negacija kao u standardnoj Godelovoj algebri, a n-ti stepen kao uobicajeni n-ti
stepen od x u skupu realnih brojeva.

Naredna teorema pokazuje neka osnovna svojstva bireziduma.

Propozicija 1.13. U svakoj kompletnoj reziduiranoj mrezi L = (L, A\, V, ®, —,0,1) vazi:

01=1+0=0, 0£0=1<1=1,
x> x=1,

XY=y x,

(xR WYez) <x<z

x> 1=x, x+0=x,
xoy=@xVy) > (xAy),

N\ (@i < i) < (\/xi> - (\/yi).

i€l i€l iel

Navodimo neke dodatne uslove za reziduirane mreZe koje vode do posebnih
istinitosnih struktura, a koje su od posebnog interesa za dalje izlaganje.
BL-algebra (Basic Logic Algebra) je reziduirana mreza £ koja zadovoljava sledeca
svojstva: svojstvo deljivosti:
XNy =x®(x = y), (1.36)
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kao i svojstvo prelinearnosti:
(x—=y)V(y—x) =1, (1.37)

za svako x,y € L. BL-algebra koriste se u okruZenju za interpretaciju formula Haje-
kove osnovne logike [86, [79]. Napominjemo da je svojstvo deljivosti ekvivalentno
sa:

x<y povlali (FTzel)x=yRz (1.38)

za svako x,y € L (videti [16]).
Postoji nekoliko vaznih klasa BL-algebri. Naime, MV-algebra (Multi Valued Alge-
bra) je BL-algebra koja zadovoljava zakon dvostruke negacije:

-—x =x, zasvakox € L.
IT-algebra (Product algebra) je BL-algebra koja zadovoljava sledec¢a dva svojstva:

(z—=0)—=0<((x®z) > (y®z)) = (x > y),
xA(x—0)=0,

zasvako x,y,z € L. Nakraju, G-algebra (Godel algebra) je BL-algebra koja zadovoljava
zakon idempotencije:
xX®x=x, zasvakox € L.

Razmotrimo strukture iz Primera [1.6|i Tada je standardna Lukasiewiczeva al-
gebra MV-algebra, standardna Godelova algebra je G-algebra, dok je standardna
proizvod algebra Il-algebra.

Heytingova algebra je reziduirana mreza £ u kojoj za svako x,y € L vazi:

XQY=xNY,

dok se reziduirana mreZa koja je istovremeno Heytingova algebra i MV-algebra na-
ziva Boolova algebra. MoZe se pokazati da je svaka kona¢na Boolova algebra izo-
morfna Boolovoj algebri (ZA, N,U,@, A) svih podskupova konatnog skupa A. De-
finicije Boolove algebre i Boolove mreZe medusobno su ekvivalentne. Zaista, ako je
(L,A,V,0,1) Boolova mreza, tada je struktura (L, A, V, ®, —,0,1) Boolova algebra,
pritemuje x®y = xVyix — y = x’ Ay, za svako x,y € L. Obratno, ako je
(L,A,V,®,—,0,1) Boolova algebra, tada je (L, A,V,0,1) Boolova mreza u kojoj je
operacija dopune ’ definisana sa ' = x — 0 za svako x € L.

Neka je £ kompletna reziduirana mreZa. Ukoliko se izostave operacije infimum
i rezidual, dobija se algebra £L* = (L,V,®,0,1) koja je komutativan poluprsten.
Preciznije, (L, V,0) i (L, ®,1) su komutativni monoidi, ® je distributivna nad V, i
0®x = 0, za svako x € L. Struktura £* naziva se poluprstenski ostatak od L. S ob-
zirom daje (L, V,0) polumreZa, a svaka polumreZa je lokalno kona¢na, imamo da je
L* lokalno kona&an ako i samo ako je monoid (L, ®, 1) lokalno konacan.

1.4 Reziduirane mreZe i t-norme

Reziduirane mreZe iz Primera [1.6| predstavljaju specijalne slucajeve reziduiranih
mreZa indukovanih takozvanim t-normama. T-norma (ili trougaona norma) kao bi-
narna operacija uvedena je u radu Schweizer i Sklar [192]. Od tada, t-norme uglav-
nom su kori$éene u probabilistickim metri¢kim prostorima i fazi logici, s obzirom da
predstavljaju generalizaciju operacije preseka u mrezi, kao i konjukcije u logici [86].
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Kao sto ¢e uskoro biti pokazano, postoji korespodencija izmedu reziduiranih mreZza
na realnom jedini¢nom intervalu [0, 1] i levo neprekidnih t-normi. Pored toga, po-
stoji korespodencija izmedu reziduiranih mreZa definisanih na [0, 1] koje zadovolja-
vaju svojstvo deljivosti i neprekidnih t-normi.

T-norma je binarna operacija * na jedini¢nom intervalu u skupu realnih brojeva
[0,1] tako da vazi:

(1 ([0,1],%,1) je komutativan monoid;
(2) *je kompatibilna sa prirodnim uredenjem na [0, 1], odnosno:

x<yiz<wov povladi x+xz<yxv, zasvakox,y,z,vE€ [0,1].

T-norma je levo-neprekidna (odnosno, desno-neprekidna) ako za svako y € [0,1] i za
svaki neopadajuéi (odnosno, nerastuci) niz {x, }nen € [0, 1]N vazi:

Jim (xo +3) = (fim ) =y,

dok je t-norma neprekidna ako je ujedno i levo- i desno-neprekidna, ili drugim re¢ima,
ako za sve konvergentne nizove {x, }nen, {¥n }nen € [0, 1]N vazi:

fimCxo e yo) = (fimy ) « (Jim o)

S obzirom da je jedini¢ni interval [0, 1] kompaktan podskup realne ravni R?, za-
klju¢ujemo da je t-norma neprekidna (odnosno, levo-, odnosno, desno-neprekidna)
akko je neprekidna (odnosno, levo-, odnosno, desno-neprekidna) kao realna funk-
cija dve promenljive, tj. u uobi¢ajenoj topologiji na [0, 1]2.

Realna funkcija dve promenljive moZe biti neprekidna po svakoj promenljivoj a
da ne bude neprekidna na skupu [0,1] x [0,1]. Za proizvoljnu t-normu, naprotiv,
ovo tvrdenje ne vaZzi. Naime, slede¢a lema vaZi za sve t-norme.

Lema 1.14. T-norma * je neprekidna akko je neprekidna u jednoj promenljivoj, tj. akko je
funkcija f,(x) = x * y neprekidna za svako y € [0,1]. Analogna tvrdenja vaZe za levu- i
desnu-neprekidnost t-norme.

Sledec¢e dve leme uspostavljaju korespodenciju izmedu neprekidnih t-normi i
reziduiranih mreZa na [0, 1].

Lema 1.15. T-norma * je levo-neprekidna akko je struktura ([0,1], min, max, *,=,0,1)
reziduirana mreZa, pri Cemu su min i max binarne operacije definisane na uobicajen nacin
na [0,1], a = binarna operacija na [0, 1] definisana sa

x=y=\/{ze[0,1]lxxz<y}, (1.39)

za svako x,y € [0,1].

Lema 1.16. T-norma * je neprekidna akko je struktura ([0, 1], min, max, x, =,0, 1) rezidu-
irana mreza koja zadovoljava svojstvo deljivosti ((1.36)) ili (1.38)), pri cemu su min i max
binarne operacije definisane na uobicajen nacin na [0,1], a = binarna operacija na [0, 1]

definisana sa (1.39).

S obzirom da je svojstvo prelinearnosti (1.37) uvek zadovoljeno u linearno ure-
denim reziduiranim mreZama, te stoga i u reziduiranim mreZama na [0,1], sledeca
Teorema sledi direktno iz Leme
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Teorema 1.17. T-norma * je neprekidna akko je struktura (|0, 1], min, max, x,=,0,1) BL-
algebra, pri cemu je = definisana sa (1.39).

Za dokaz prethodnih tvrdenja pogledati [15, 16], dok za dodatna svojstva nepre-
kidnih t-normi i njihovih reprezentacija videti [119, (120} [121]].

1.5 Fazi podskupovi i fazi relacije

Teoriju fazi skupova inicirao je L. A. Zadeh u svom sada ¢uvenom radu [219]
iz 1965. godine. Za razliku od obi¢nih skupova, u kojima je pripadnost elemenata
jasno odredena, elementi kod fazi skupova mogu pripadati njima u odredenom ste-
penu. Na taj nacin, fazi skupovi sluZe za modelovanje klasa objekata koje se susre¢u
u realnom fizickom svetu, a u kojima ne postoje precizno definisani kriterijumi pri-
padnosti. Uvodenjem pojma fazi skupa, Zadehova ideja bila je da se premosti jaz iz-
medu mentalne reprezentacije realnosti koja zahteva gradacijski pojam pripadnosti,
i uobicajene bivalentne matematicke reprezentacije. Zaista, klasi¢na logika previse
je rigidna da bi bila u moguénosti da modeluje pojmove iz fizickog sveta opisanih
prirodnim jezikom, kao $to su visoka temperatura, mlad ¢ovek, veliki grad, itd, a u
kojima je apriorno prisutna nepreciznost i nejasnost.

U istom radu, Zadeh je uveo pojam fazi relacije koji je dalje razvijao u radu iz
1971. godine [220], gde je uveo i pojmove fazi ekvivalencije i fazi uredenja. Na-
kon toga, u velikom broju radova razmatrani su razni aspekti tih fazi relacija [39,
40, 55, (111} 158, 159], tako da je danas teorija binarnih fazi relacija jedna od najzna-
¢ajnih oblasti u teoriji fazi skupova. Upravo zato $to je u moguénosti da modelira
klase objekata iz relanog fizickog sveta u kojima je prirodno prisutna nepreciznost,
fazi relacije nasle su primenu u mnogim poljima, kao sto su lingvistika [49], psiho-
logija [128]], vestacka inteligencija [19], itd.

U nastavku, £ oznacava kompletnu reziduiranu mrezu, dok A oznacava nepra-
zan skup. Fazi podskup od A nad L, ili jednostavno fazi podskup od A, je svako presli-
kavanje« : A — L. Za svaki fazi podskup a« od A, a(a) € L interpretira se kao stepen
istinitosti od “a pripada a”, za a € A. Jasno je da je definicija fazi podskupa genera-
lizacija karakteristi¢ne funkcije x4 od A, ili drugim re¢ima, karakteristi¢ne funkcije
obi¢nih skupova poklapaju se sa fazi poskupovima u slucaju kada je L = {0,1}.
Skup svih fazi poskupova od A oznatava se sa L4.

Neka su a, B € LA dva fazi podskupa od A. Jednakost od « i B definige se kao
obi¢na jednakost preslikavanja, tj.

a=p akko «a(a)=p(a), zasvakoa € A,
i inkluzija od « i B takode se definiSe pokoordinatno:
a<p akko «a(a)<p(a), zasvakoa € A.

Moze se pokazati da je inkluzija fazi podskupova < delimi¢no uredenje, stoga se <
naziva delimic¢no uredenje fazi podskupova. Sa @ oznacava se prazan fazi podskup od
A definisan sa @(a) = 0 za svako a € A, dok se sa A oznatava pun fazi podskup od A
definisan sa A(a) = 1 za svako a € A. Tada je struktura (LA, A, V,D,7) kompletna
distributivna odrani¢ena mreza u kojoj su infimum (presek) i supremum (unija) pro-
izvoljne familije {«; }c; fazi podskupova od A definisani kao preslikavanjaiz A u L

</\ ocl-) (a) = N\ ai(a), <\/ oci> (a) =\ ai(a),

i€l iel i€l iel
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respektivno. Takode, ukoliko se operacije ® i — prosire pokoordinatno na fazi pod-
skupove od A, dobijamo da je struktura LA = (LA, AV, ®,—,D,A) kompletna re-
ziduirana mreZa. Stoga, svi identiteti i nejednakosti koje vaze u £ vazeiu L4,

Fazi podskup « od A naziva se krisp ako je a(a) € {0,1}, za svako a € A. S obzi-
rom da su krisp fazi podskupovi karakteristi¢ne funkcije obi¢nih podskupova, krisp
fazi podskupovi od A odgovaraju obi¢nim podskupovima od A. Stoga, ne pravimo
razliku izmedu krisp fazi podskupova od A i odgovarajucih obi¢nih podskupova od
A.

Za fazi podskup a € L4 kaZe se da je normalizovan ako postoji a € A tako da je
a(a) = 1. Takode, za fazi podskup a € L4, njegova visina ||a|| € L definisana je sa:

lall =\ a(a).

aceA

Fazi relacija (ili preciznije, binarna fazi relacija) na skupu A je svako preslikavanje
iz A x AulL,tj. svakifazi poskup od A x A, ijednakost, inkluzija, presek i unija fazi
relacija definiSe se kao za fazi podskupove. Skup svih fazi relacija na A oznacava se
sa LA*4. Krisp fazi relacija je fazi relacija koja uzima vrednosti u skupu L = {0,1},
i odgovara obi¢noj binarnoj relaciji na A. Takode se koristi oznaka prazne fazi relacije
@ definisane sa @(a,b) = 0 za svako a,b € A. Jedini¢na fazi relacija Ny € LA*A
definisanajesa A (a,a) = 1zasvakoa € AiAy(a,b) = 02zasvakoa,b € A zakoje
jea #b.

Za neprazak skup A i fazi relaciju ¢ €
LA*4 definisana sa

LA*4, njen inverz je fazi relacija ¢! €

¢ (b,a) = ¢(a,b),

za svako a,b € A. Stavige, za fazi relacije ¢, ¢ € L4*4 i fazi podskupove a, B € L4,

definisu se proizvodi ili kompozicije po ¢ € LA*4, a0 € L4, poa € LAiaoB €L
sa:

(po¢)(a,c)=\/ ¢(ab)@p(bc), zasvakoa,ce A, (1.40)

(a0 @)(b) = \/beZ(a) ® @(a,b), zasvakob € A, (1.41)

(poa)(a) = \E/A p(a,b)®a(b), zasvakoa € A, (1.42)

wop=\ ab(iz/; ® B(a). (1.43)
aeA

Formule (1.40), (1.41), (1.42) i (L.43) predstavljaju generalizaciju formula (1.1), (1.2),
i (T4), respektivno. Na kraju, proizvod x ® « € L* fazi podskupa « € L4 i
skalara x € L definisan je za svako a € A sa:

(x®@wa)(a) =x@a(a). (1.44)

Kada je skup A konacan, fazi relacije na A interpretiraju se kao matrice, dok se
fazi podskupovi od A interpretiraju kao vektori sa elementima u L. Tada se pro-
izvod fazi relacija posmatra kao matri¢ni proizvod, proizvod fazi podskupa i fazi
relacije kao proizvod vektora i matrice (u odgovaraju¢em redosledu), proizvod dva
fazi podskupa kao skalarni proizvod vektora, i proizvod skalara i fazi podskupa kao
proizvod skalara i vektora.
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Proizvod fazi relacija je asocijativna binarna operacija, odnosno:
(pog)oyp =go(poy), (1.45)
za svako ¢, ¢, € LA*4. Takode, za svako ¢ € L4*4 vazi:
Apgop=¢=@poy.

Stavige, za svako Q,¢c LAXA g, B e LA vazi:

(aog)op=wuo(pog), (1.46)
(aog)op=ac(pop), (1.47)
(pog)oa=go(pon). (1.48)

Stoga se sve zagrade u - mogu izostaviti.
Nekaje a € L4 i @ € LA*4. KaZe se za a da je prosirujué ili vidljiv u odnosu na ¢
ako je:
a(a) @ ¢(a,b) < a(b),

za svako a,b € A, kao i da je neraspoznatljiv ili neprimetljiv u odnosu na ¢ ako:
#(a) © a(b) < pla,b),

za svakoa,b € A.
Za fazi relaciju ¢ na A kaze se da je:

(R) refleksivna (ili fazi refleksivna), ako ¢(a,a) = 1 za svakoa € A;
(S) simetricna (ili fazi simetricna), ako ¢(a,b) = ¢(b,a), zasvakoa,b € A;
(T) tranzitivna (ili fazi tranzitivna), ako ¢(a,b) ® ¢(b,c) < ¢(a,c), zasvakoa,b,c € A.

Iako se fazi refleksivnost, fazi simetri¢nost i fazi tranzitivnost mogu izraziti preko
razli¢itih definicija (videti [63]), uslovi (R), (S) i (T) jedni su od najcesce korisc¢enih
s obzirom da generalizuju njihove odgovarajuce krisp uslove (videti stranu[8). Ta-
kode, uslovi (R), (S) i (T) kaZzu da su logicke formule prvog reda koje izraZavaju
refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost ta¢ne u stepenu 1.

Za fazi relaciju ¢ € L4, fazi relacija 9™ na A definisana sa

° =\ ¢,
neN
je najmanja tranzitivna fazi relacija na A koja sadrZi ¢ (najmanja u smislu standarnog
uredenja fazi relacija), i naziva se tranzitivno zatvorenje od ¢.

Fazi relacija na A koja je refleksivna i tranzitivna naziva se fazi kvazi-uredenje. U
pojedinim referencama, fazi kvazi-uredenja nazivaju se fazi preuredenja (videti, na
primer, [24, |65} 129]), no mi se opredeljujemo za gornji termin iz istog razloga kao i
za krisp kvazi-uredenja. Za svako fazi-kvazi uredenje ¢ na A vazi:

PpoP=¢-

Skup svih fazi kvazi-uredenja na A oznacava se sa Q(A). Struktura (Q(A), A, V)
predstavlja kompletnu mreZu, u kojoj se presek A poklapa sa presekom fazi relacija,
dok se V, u opstem slucaju, ne poklapa sa unijom fazi relacija, ve¢ je definisan za



26 Glava 1. Uvodni pojmovi i rezultati

proizvoljnu familiju {¢; }ic; fazi kvazi-uredenja na A kao:

Simetri¢no fazi kvazi-uredenje na skupu naziva se fazi ekvivalencija (ili operator ne-
raspoznavanja ili fazi slicnost u nekim izvorima [54, 204]). Skup svih fazi ekvivalencija
na skupu A oznacava se sa £(A).

Nekaje ¢ € LA*4. Tada g-afterset od a, a € A, predstavlja fazi podskup a¢p € L4
definisan sa:

ap(b) = ¢(a,b), zasvakob € A,
dok je ¢-foreset od a fazi podskup @a € L4 definisan sa:

pa(b) = ¢(b,a), zasvakob € A.

Skup svih @-aftersetova oznacava se sa A/, dok se skup svih ¢-foresetova ozna-
Cava sa A\@. U slutaju daje ¢ € £(A), tada se za svako a € A definise fazi klasa
ekvivalencije (ili samo klasa ekvivalencije) od ¢ sa a kao fazi podskup ¢* € L4 sa

¢" =ap = ga,

odnosno, fazi klasa ekvivalencije od ¢ sa a ekvivalentna je @-aftersetu ili p-foresetu
od a. Drugim recima, stepen u kojem neko b € A pripada nekoj klasi ekvivalencije
od ¢ € £(A) jednako je stepenu u kojem su a i b ekvivalentni (odnosno, u kom
stepenu pripadaju fazi ekvivalenciji ). Skup svih klasa ekvivalencije od ¢ oznacava
sesa A/ g.

U Sekciji 1.1 pokazano je da krisp realcije ekvivalencije na nepraznom skupu A
jednoznac¢no odgovaraju particijama skupa A. Sada pokazujemo da analogna kore-
spodencija vazi i za fazi relacije i takozvane fazi particije koje se uvode u nastavku.
Najpre se daju sledeée karakterizacije fazi klasa ekvivalencija koje su dokazane u
radu Ciri¢ i ostali [39].

Lema 1.18. Fazi podskup a € L? je fazi klasa ekvivalencije neke fazi ekvivalencije ¢ €
E(A) akko je a« normalizovan, proSirujué i neraspoznatljiv u odnosu na ¢.

Lema 1.19. Neka je ¢ € £(A). Tada za svako a,b € A vaZi:

@ ¢(a,b) = [lo" @ ¢,
(i) ¢° = @’ akko ¢(a,b) = 1.
Fazi particija je svaki skup (dakle, krisp skup) 7t fazi podskupova od A takav da
je:
(1) Svako a € 7 je normalizovan fazi podskup od A;
(2) Zasvakoa € A postojia € 7 tako dajea(a) =1;
(3) Zasvakow, B € 7 vaZi:

\/ a(a) ®B(a) < N a(b) < B(b). (1.49)

acA beA

U slucaju L = {0, 1} koncept fazi particije poklapa sa konceptom particije skupa.
Kao sto je navedeno u [39], nejednakost moZe da se tumaci kao “stepen pre-
klapanja « i 8 (leva strana nejednakosti) jednaka je stepenu jednakosti a i § (desna
strana nejednakosti)”, $to generalizuje svojstvo (3) krisp particija sa strane [0} “ako «
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i B nisu disjunktni (odnosno, imaju stepen preklapanja 1), tada je « = B (odnosno,
imaju stepen jednakosti 1)”.

Propozicija 1.20. Neka je ¢ € E(A), 7t fazi particija skupa A, i neka je /7 € LA*4 fazi
relacija definisana sa:

¢/7(a,b) = aa(b),
za svako a,b € A, gde je a, € 7t fazi podskup od A takav da je a,(a) = 1. Tada vaZi sledece:

(1) A/ g je fazi particija od A;
(2) @/t je fazi ekvivalencija na A;
B p=9/(Alp)in=rm/(p/n).

Za viSe informacija o fazi particijama i fazi ekvivalencijama videti knjige Bélo-
hlavek [14], Bélohlavek i Vychodil [16], kao i radove Ciri¢ i ostali [39], De Baets i
Mesiar [11]], Demirci [53]], Klawonn [[117], Klawonn i Kruse [118].

Za fazi kvazi-uredenje ¢ na A, fazi relacija €, definisana sa €, = ¢ A ¢! je fazi
ekvivalencija na A, i naziva se prirodna fazi ekvivalencija od ¢.

Za proizvoljan fazi podskup « od A, fazi relacije ¢, i ¢* na A, definisane sa:

¢ul(a,b) =a(a) - a(b), ¢*(a,b) =a(b) - a(a),

zasvakoa,b € A, predstavljaju fazi kvazi-uredenja na A. Posebno, ako je « normali-
zovan fazi podskup, tada je on afterset od ¢, i foreset od ¢*. Takode, za proizvoljan
fazi podskup a od A, fazi relacija €, definisana sa:

€x(a,b) = ua(a) < a(b),

zasvako a,b € A, predstavlja fazi ekvivalenciju na A.
Naredna Teorema daje vaZna svojstva fazi kvazi-uredenja i prirodnih fazi ekvi-
valencija.

Teorema 1.21. [197] Neka je ¢ € Q(A) i € prirodna fazi ekvivalencija od ¢. Tada vaZi:

(a) Za proizvoljno a,b € A, sledeci uslovi su ekvivalentni:
1) e(a,b)=1;

() € = ¢b;
(3) ¢a = ¢b;
4) ap = be.

(b) Preslikavanja ap — € iz A/o u A/e, kaoiap — gaiz A/ ¢ u A\, predstavljaju
bijektivna preslikavanja.

Neka je ¢,¢ € LA*4. Tada je desni rezidual od ¢ sa ¢ fazi relacija ¢\¢p € LA*4
definisana za svalo a,b € A sa:

(p\@)(a,b) = A\ ¢(c,a) = ¢(c,b), (1.50)

ceEA

dok je levi rezidual od ¢ sa ¢ fazi relacija ¢/ ¢ € LA*4 definisana za svako a,b € A
sa:

(¢/9)(a,b) = N\ ¢(b,c) = ¢(a,c). (151)

ceA

Tada vaZe sledeca svojstva adjunkcije za fazi relacije @, ¢, p € LA*4(videti [98]):

pop < ¢ akko o< @\g, (1.52)
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Ppop<¢ akko ¢ <¢/g. (1.53)
Drugim re¢ima, za date ¢, ¢ € L4*4, ¢\ ¢ je najvece reSenje fazi relacijske nejedna-
gine g o < ¢, pri Cemu je P € LA*4 nepoznata fazi relacija. Sli¢no, ¢/ ¢ je najvece
reSenje fazi relacijske nejednacine ¢ o ¢ < ¢, pri emu je ¢ € LA*4 nepoznata fazi
relacija.

Takode, nekaje a, B € L. Tada je desni rezidual od B sa a fazi relacija a\f € LA*4
definisana za svako a,b € A sa:

(@\B)(a,b) = a(a) — B(b), (1.54)
dok je levi rezidual od B sa a fazi relacija B/ € LA*4 definisana za svako 4,b € A sa:
(B/a)(b,a) = a(a) — B(D). (1.55)

Jasno je daje B/a = (a\B)~!. Nekajeuw, B € L4i¢p € LA*4. Tada vaZe sledeca
svojstva adjunkcije:

xop <p akko ¢ <a\B, (1.56)
poa<pB akko ¢ <pB/a. (1.57)
Drugim re¢ima, za date a, 8 € L4, «\ B je najvece reSenje fazi relacijske nejednacine
xog@ < B, pri éemu je ¢ € LA*4 nepoznata fazi relacija. Sli¢no, B/« je najvece
reSenje fazi relacijske nejednadine g o« < B, pri temu je ¢ € L4*4 nepoznata fazi

relacija. Takode, definig§imo i birezidual od «a i B kao fazi relaciju a|8 € LA*4 sa
a|B = (a\B) A (a/PB), ili ekvivalentno, za svako a,b € A:

(«[B)(a,b) = a(a) <> B(b). (1.58)

Sledeca tvrdenja navode odredene osobine fazi kvazi-uredenja i fazi ekvivalen-
cija (videti [204, 67]) koja ¢e biti koriS¢ena u nastavku.

Lema 1.22. Neka su ¢,¢ € Q(A) fazi kvazi-uredenja na A. Tada je fazi relacija ¢ N ¢
takode fazi kvazi-uredenje na A..

Lema 1.23. Neka su ¢, ¢ € E(A) fazi ekvivalencije na A. Tada je fazi relacija ¢ N ¢ takode
fazi ekvivalencija na A.

Lema 1.24. Nekasu ¢, € Q(A) i@ < ¢. Tada je p o p = ¢.
Lema 1.25. Nekasu ¢, ¢ € Q(A)i ¢ < ¢. Tadaje ¢ < (¢*/$") za svako a € A.
Lema 1.26. Nekasu ¢, ¢ € E(A)i ¢ < ¢. Tada je ¢ < (¢°|¢p?) za svako a € A.

Lema 1.27. Neka je « € L. Tada su fazi relacije a\a i o/« fazi kvazi-uredenja na A, dok
je fazi relacija a|w fazi ekvivalencija na A.

1.6 Uredeni poluprsteni, dioidi i matrice

Kao sto je prikazano u Sekcijama i mreZe predstavljaju osnovnu alge-
barsku strukturu prilikom izu¢avanja fazi skupova i fazi relacija, kao i njihovih pri-
mena. Glavni razlog leZi u postojanju delimi¢nog uredenja u mrezama. Prethodnih
godina, u fokusu istraZivanja bili su i delimi¢no uredeni poluprsteni kao opéstije algebar-
ske strukture, a u kojima je i dalje prisutno delimi¢no uredenje [76, 77, |78} 88, 203].
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Posebno znacajna klasa delimi¢no uredenih poluprstena ¢ine dioidi, koji ¢ine klasu
poluprstena koji nisu prsteni. Kao sto ée biti pokazano, dioidi predstavljaju vezu
izmedu algebarskih struktura u fazi logici i opstih algebarskih struktura, i mnogi
algebarski rezultati koji se nalaze u literaturi vezanoj za fazi logiku mogu se posma-
trati kao svojstva dioida [77,(10].

ViSevrednosne relacije nad poluprstenima nazivaju se matrice, i dok su one dobro
izu€avane od strane algebrista, retko su razmatrane kao uopstenja obi¢nih binarnih
relacija, na nacin kao $to su izucavane fazi relacije. Postoje dva glavna razloga za
to, a prvi je, kao sto je ve¢ napomenuto, nedostatak delimi¢nog uredenja na polup-
stenima, i on se moZe resiti izborom delimi¢no uredenih polupstena kao strukture
vrednosti matrica. Drugi razlog leZi u tome $to skup {0, 1}, koji se sastoji od nule i
jedinice poluprstena, ne mora da bude podpoluprsten, pa se matrice sa vrednostima
u skupu {0,1} ne mogu razmatrati kao klasi¢ne dvovrednosne relacije. Kao §to ¢e
biti pokazano, ovi problemi mogu se resiti tako da se vrednosti matrica uzimaju iz
aditivno idempotentnih poluprstena, koje predstavljaju Siroku klasu ne samo dioida,
vec i samih poluprstena.

Neka je (S,+,+,0,1) poluprsten i R relacija na S. Tada je R kompatibilna sa sabira-
njem ako R(x,y) povla&i R(x + z,y + z), za svako x,y,z € S. Ako postoji delimi¢no
uredenje < u S koje je kompatibilno sa sabiranjem, tj. ako za svako x,y,z € S vaZi:

x<y povlati x+z<y-+z

tada se za S kaZe da je delimicno uredeni poluprsten.
Na proizvoljnom poluprstenu S moguce je definisati binarnu relaciju < sa

x<y akko (Jz)x+z=y, (1.59)

za svako x,y € S, koja je kvazi-uredenje na S, i koja se naziva kanonicko kvazi-uredenje
na S. Kanonicko kvazi-uredenje je kompatibilno sa +, ali nije obavezno antisime-
tricno. Poluprsten u kojem je kanonicko kvazi-uredenje zapravo delimi¢no kvazi-
uredenje, odnosno poluprsten u kojem je kanonic¢ko kvazi-uredenje antisimetri¢no,
naziva se kanonicko ureden poluprsten ili dioid. Drugim re¢ima, dioid je poluprsten u
kojem kanonicko kvazi-uredenje ¢ini poluprsten delimi¢no uredenim. U diodu, ka-
nonicko kvazi-uredenje naziva se kanonicko delimicno uredenje. Sledeée tvrdenje koje
vazi za dioide je fundamentalno (videti [78} 10]).

Propozicija 1.28. Neka je (S, +,-,0,1) dioid. Tada vaZi sledece:

() Kanonicko kvazi-uredenje, definisano sa (1.99), kompatibilno je sa operacijama + i -, tj.
za svako x,y,z € S vaZi sledece:

x<y povlaci x+z<y+z
x<y povlati x-z<y-z
x<y vpovlati z-x<z-y,

(ii) O je najmanji element u S, tj.

0<wx, =zasvakox € S.
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Posebno bogatu klasu dioida c¢ine aditivno idempotentni poluprsteni. Na adi-
tivno idempotentnom poluprstenu S, kanonicko delimi¢no uredenje moZe da se oka-
rakteriSe sa:

x<y akko x+y=y, =zasvakox,y€S§, (1.60)

Zaista, x < y za x,y € S je, prema definiciji (I.59), ekvivalentno sa tim da postoji
z € Stakodaje x +z = y. Ili drugim re¢ima, x +y = x + x +z = x +z = y. Dakle,
x < yakko x +y = y. Stavise, ako je S aditivno idempotentan poluprsten, tada je
(S, <) supremum-polumreZa sa najmanjim elementom 0, pri ¢emu je < kanonitko
delimi¢no uredenje na S (ili ekvivalentno, gdeje x Vy = x +y).

Neka je A neprazan skup i S poluprsten. Tada je A x A-matrica nad S svako
preslikavanje u : A x A — S. Sli¢no, A-vektor nad S je svako preslikavanje p : A —
S. Skup svih A x A-matrica nad S oznacava se sa SA*4, dok se skup svih A-vektora
nad S oznalava sa S4. Za matricu y € S4*8, njena transponovana matrica y* € S8*4
definige se sa u'(y, x) = u(x,y), za svako x,y € A. Nula matrica 04 € S4*4 definise
se sa 04(a,b) = 0 zasvako a,b € A, jedinicna (ili identicka) matrica Iy € SAxA ga
Io(a,a) = 1zasvakoa € Ails(a,b) = 0zasvakoa,b € A zakojejea # b. Na
kraju, univerzalna matrica Uy € S4x4 definige se sa U4 (a,b) = 1 zasvakoa,b € A.

Neka je 4 € S4*4 proizvoljna A x A-matricanad Sia € A element iz A. Tada
se definige a-ti red-vektor ay € S sa au(x) = u(a, x), kao i a-ti kolona-vektor ub € S*
sa pa(x) = u(x,a), zasvako x € A.

Za dve A x A-matrice pq, up € , njihova matri¢na suma yy + py € SA*4 i
Hadamardov proizvod p1 ® ppy € S4*4 definigu se pokoordinatno, tj. za svako x,y € A
vazi

SAXA

(#1+wm2)(a,b) = pa(a,b) + p2(a, b),
(41 © p2)(a,b) = pa(a,b) - pa(a,b),

dok se njihov matricni proizvod py - py € S**4 definiSe za svako a,c € A sa

(11 - p2)(a,c) = bZA ui(a,b) - pa(b,c).

U sluéaju kada je 1 € S i up € SA*4, tada se definige njihov matricno-vektorski
proizvod py - pp € S za svakoa € A sa:

(m1-p2)(a) = Y pa(a,b) - pa(b).

beA

Sli¢no, kada je u; € SA*4 i uy € S4, tada se njihov matricno-vektorski proizvod py -
pi2 € S definise za svako b € A sa:

(u1-p2)(b) = Y pa(a) - pa(a,b).

acA

Na kraju, kadaje u1 € S iuy € S4, njihov skalarni proizvod yq - ya € S definide se sa:

w2 =Yy pa(a) - pa(a).

acA

Takode, za matricu y € SAXA i n € Ny, n-ti matricni stepen od p definiSe se kao
matrica " € S4*4 induktivno sa:

1o =1y,
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=

Propozicija 1.29. Neka je A neprazan konacan skup, S poluprsten, a, B € S, w,v,n €

SAA i {ui}ier C SA*A. Tada vaze sledeéa svojstoa:
H+v=v+uyu, (1.61)
(H+v)+n=p+W+n), (1.62)
(w-v)-m=p-(v-n), (1.63)

a-(pev)=(a-p)v,e-(p-p)=(@u-B (p-v)-a=p-(v-a), (1.64)

(Zﬂi) V=) v, V- <Z#i> =Y vop (1.65)

i€l iel i€l iel
(p-v)t =vt-ul, (1.66)

Stoga se sve zagrade u - mogu izostaviti. Takode, zaklju¢ujemo da
je struktura (S4*4,+,-,04,14) poluprsten.

Neka je S aditivno idempotentan poluprsten. Tada se definiSe uredenje dve A x
A-matrice 1, iy € S**4 pokoordinatno, odnosno:

m <pp akko pi(ab) < p(ab), (1.67)

zasvakoa,b € A. Ovo uredenje kompatibilno je sa matriénom sumom, proizvodom
i transpozicijom, tj. vaZze sledeca tvrdenja.

Propozicija 1.30. Neka je A neprazan konacan skup i S aditivno idempotentni poluprsten.
Tada za svako py, iz, v1,va € SA*A vazi:

< pp i vy <vp povlaci  p+vp < o+ 1y,
i <pp i vy <vo povlaci  pq vy < po -1y,

p1 <o povlati i < pj.

Za svaki aditivno idempotentan poluprsten S i neprazan skup A, uredena pe-
torka (SAXA,+, -,04,14) formira aditivno idempotentan poluprsten. Stavise, pri-
rodno uredenje na ovom aditivno idempotentnom poluprstenu, definisano pravi-
lom (1.60), poklapa se sa pokoordinatnim uredenjem matrica (1.67).

Matrice nad Boolovim poluprstenom nazivaju se Boolove matrice. Skup svih A x
A-Boolovih matrica ozna¢ava se sa 24*4. Za aditivno idempotentan poluprsten S,
skup {0,1} formira Boolov poluprsten od S. Stoga, matrice nad S koje uzimaju
vrednosti u skupu {0, 1} mogu se identifikovati sa Boolovim matricama, tj. moZe se
reéi da je 24*4 podpoluprsten aditivno idempotentnog poluprstena S4*4.

Stavige, postoji bijektivna korespodencija izmedu skupa Boolovih matrica 24*4
i skupa svih binarnih relacija na skupu A. Zaista, za p € 24*4i R C A x A, vaZi
(x,y) € R akkoje u(x,y) = 1, kaoi (x,y) ¢ R akko je u(x,y) = 0. Povrh toga,
uredenje Boolovih matrica odgovara inkluziji binarnih relacija, matri¢na suma i Ha-
damardov proizvod Boolovih matrica odgovaraju uniji i preseku binarnih relacija,
dok matri¢ni proizvod Boolovih matrica odgovara proizvodu (kompoziciji) binar-
nih relacija. Stoga se ne pravi razlika izmedu skupa svih A x A-Boolovih matrica i
skupa svih binarnih relacija na 4, te oba skupa oznatavamo istom oznakom 24*4.
Na kraju, za Boolove matrice u,v € 24*4 definige se razlika kao Boolova matrica
0 =pu—v € 244 zakoju vazi ¢ + v = u. Otigledno, razlika izmedu dve Boolove
matrice odgovara razlici izmedu dve binarne relacije.



32 Glava 1. Uvodni pojmovi i rezultati

Po uzoru na binarne relacije, za Boolovu matricu ¢ € 24*4 kaze se da je:

(1) refleksivna, ako je o(x,x) =1, za svako x € A;
(2) simetricna, ako je o(x,y) = 0(y, x), zasvako x,y € A;
(3) tranzitivna, akoje o(x,y) - 0(y,z) < o(x,z), zasvako x,y,z € A.

Refleksivna i tranzitivna Boolova matrica naziva se matrica kvazi-uredenja, dok se
simetri¢na matrica kvazi-uredenja naziva matrica ekvivalencije.

Lema 1.31. Neka je 0 € 24*4 matrice kvazi-uredenja. Tada je 0 - 0 = o.

Lema 1.32. Neka su 0,0 € 24%4 matrice kvazi-uredenja (odnosno, matrice ekvivalencije).
Tada jei o ® 0 € 24*4 takode matrica kvazi-uredenja (odnosno, matrica ekvivalencija).

Lema 1.33. Neka su 0,0 € 24*4 matrice kvazi-uredenja takve da je 0 < 6. Tada je 0 - 6 =
0-0=0.

Za matricu ekvivalencije ¢ € 24*4 ia € A, a-ti red-vektor (ili a-ti kolona-vektor)
naziva se klasa ekvivalencije od ¢ sa a, i piSe se ¢” umesto ao (ili ¢a). Skup svih klasa
ekvivalencija od ¢ oznacava se sa A/¢, i naziva se faktor skup od A u odnosu na o.
Kao i u slu¢aju binarnih relacija ekvivalencija na A, imamo da vazi:

(1) ¢" = ¢’ kadaje o(a,b) = 1;

(2) 0" ®¢" = 04 kadaje o(a,b) = 0, pri ¢emu je 04 € 24 definisan sa 04(a) = 0 za
svakoa € A;

(3) Y,ea 0" = In, priemuie I4 € 24 definisan sa I4(a) = 1 za svako a € A.

Neka su ¢, 0 € 24*4 dve matrice kvazi-uredenja. KaZe se da je matrica ¢ usitnje-
nje matrice 0 ako je ¢ < 6. Drugim recima, ¢ je usitnjenje 6 ako je svaka red-vrsta
od ¢ podskup neke red-vrste od 8 (ili ekvivalentno, ako je svaka kolona-vrsta od o
podskup neke kolona-vrste od 6).

Neka je S aditivno idempotentan poluprsten, A neprazan skup, i neka su a,p €
S4*A_ Tada je Boolov levi rezidual od B sa & Boolova matrica /a € 24*4 definisana
zasvakoa,b € Asa:

(B/a)(b,a) = [ax < bB], (1.68)

dok je Boolov desni rezidual od B sa a je Boolova matrica #\B € 24*4 definisana za
svako a,b € A sa:

(a\B)(a,b) = [aa < Bb], (1.69)

Sledeci rezultat, vezan za Boolov levi i desni rezidual, dokazan je u [51]].

Lema 1.34. Neka su a, f € 2%, Tada za svako x € 24*4 vaZe sledeca svojstva adjunk-
cije:

X-«<pB akko x<PpB/a, (1.70)
a-x <pB akko x <a\pB. (1.71)

Stoga je za svako a, B € 24”4, prema (T.70), Boolov levi rezidual /a € 244 od
B sa a najvece reSenje matri¢ne nejednacine x - « <  u skupu svih A x A-Boolovih
matrica, gde je x € 24xA nepoznata Boolova matrica. Sli¢no, prema (1.71)), Boolov
desni rezidual a\ B € 2% od B sa a najvece regenje matri¢ne nejednacine a - xy < 8
u skupu svih A x A-Boolovih matrica. Pored toga, definiSe se i Boolov rezidual a|p €
2AXA sa

a| = (a\B) © (a/B).
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Takode, neka je v, 77 € S#. Tada su Boolov levi rezidual od 1 sa v i Boolov desni rezi-
dual od 7 sa v su Boolove matrice n7/v € 24*4 i v\ € 24*4, respektivno, definisane
sa

(1/v)(b,a) = (v\n)(a,b) = [v(a) < 5(b)],

za svako a,b € A, odnosno vazi (7/v) = (v\n)". Sli¢no kao u Lemi moze se
pokazati da je Boolov levi rezidual 17/v € 24*4 od 7 sa v najvece re$enje matri¢ne
nejednacine x - v < 5 u skupu svih A x A-Boolovih matrica, gde je x € 244 ne-
poznata Boolova matrica. Takode, Boolov desni rezidual v\ € 24*4 od 7 sa v je
najvece reSenje matri¢ne nejednacine v - x < # u skupu svih A x A-Boolovih ma-
trica, gde je x € 24*4 nepoznata Boolova matrica. Pored toga, definiSe se i Boolov
birezidual vy € 24*4 sav|y = (v\n7) ® (v/1), ili ekvivalentno,

(vln)(a,b) = [v(a) =n(b)], (1.72)
za svako a,b € A. Sledece osobine Boolovih reziduala koriste se u daljem radu.

Lema1.35. a) Neka su 0,0 € 24*4 matrice kvazi-uredenja takve da je ¢ usitnjenje 6.
Tada je o takode usitnjenje 6a/6a, za svako a € A.

b) Neka su 0,0 € 24*4 matrice ekvivalencije takve da je o usitnjenje 6. Tada je o usit-
njenje 0°|6°, za svako a € A.

Dokaz. a) S obzirom daje ¢ < 010 matrica kvazi-uredenja, sledidajeo-0 < 6-6 = 6.
Neka sua,b € A.Tada vazi:

(0-0)(b,a) =} o(bc)-0(c,a) =} o(b,c)-fa(c) = (¢~ 0a) (D), (1.73)

ceEA ceA

stoga imamo ¢ - 0a < 0a, ili ekvivalentno, ¢ < 0a/6a, za svako a € A.

b) S obzirom da je ¢ i 6 matrica ekvivalencije, iz a) imamo ¢ < 67/6", za svako
a € A. Stavise, iz simetri¢nosti o sledi da za svako a € A vazio = o' < (8°/67)T =
67\6". Dakle, o0 < 67|6°, za svako a € A. O
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Glava 2

Fazi 1 tezinski automati

Nedugo nakon uvodenja teorije fazi skupova u radu Zadeh [219] iz 1965. go-
dine, teorija fazi automata nastaje kao odgovor na potrebu stvaranja matematickog
modela izracunljivosti koji je u stanju da ukljuci pojmove koji se ¢esto susrecu u
izu€avanju prirodnih jezika, poput “neodredenosti” i “nepreciznosti”. Prvu mate-
mati¢ku formulaciju fazi automata dao je Wee [209] 1967. godine, a kasnije i Wee i
Fu [210]. Nedugo zatim, Santos [187] je 1968. godine definisao takozvane maxmin
automate (takode videti [188, 189, |186]]), dok su Lee i Zadeh [131] definisali koncept
fazi automata sa kona¢nim brojem stanja 1969. godine. Mizumoto i ostali [151), |152]]
potom su izucavali fazi automate sa fazi inicijalnim stanjem. Asai i Kitajima [7] iz-
ucavali su dve klase fazi automata koje odgovaraju Mealyjevom i Moorovom tipu
obi¢nih automata. Malik i ostali [139] uveli su novi tip fazi automata 1999. godine.
Krithivasan i Sharda [125] opisali su pojam fazi w-automata. Fazi automate nad
Godelovom strukturom intenzivno su izucavani do pocetka 2000-ih godina (videti
[63,183,/157] i reference u njima).

Prvi pokusaj definisanja fazi automata nad generalnim algebarskim strukturama
dao je Wechler [208] 1978. godine. Od tada, fazi automati nad razli¢itim uredenim
stukturama izucavani su u velikom broju radova. Preciznije, fazi automate nad mre-
Zno uredenim monoidima izucavali su Li i ostali [132] (133} [135, [137], dok su fazi
automati nad mreZama izucavani u [14, [62, 124, (127, (134, 136, (163, (164, 165, [166].
Mockot je u [153] predstavio fazi automate kao ugnjezZdene sisteme nedeterministic-
kih automata, dok je Bélohlavek u [14] predstavio deterministicke automate sa fazi
skupom zavrénih stanja kao ugnjeZdene sisteme deterministi¢kih automata. Stavise,
Bélohlavek je razmatrao fazi automate nad lokalno kona¢nim kompletnim mreZzama,
i dokazao je da bilo koji fazi jezik koji je raspoznat fazi kona¢nim raspoznavacem ta-
kode moZe biti raspoznat i deterministi¢kim fazi kona¢nim raspoznavacem. Opstiji
rezultat dat je u radu Li i Pedrycz [135]. U tom radu, autori su razmatrali fazi auto-
mate nad mrezno uredenim monoidom £, i dokazali su da bilo koji fazi jezik, koji je
raspoznat fazi kona¢nim raspoznavacem nad £, moZe biti raspoznat deterministic-
kim fazi kona¢nim raspoznavacem ako i samo ako je poluprstenski ostatak od £ (u
odnosu na operacije supremum i mnoZenje) lokalno konacan. Pored toga, Jin i ostali
su u [113] izucavali fazi automate nad po-monoidima, Li u [134] nad generalnim
mrezama. Fazi automate nad kompletnim reziduiranim mreZama izuc¢avali su Qui i
saradnici u [173] 174, [213| 214, 215, 216, 217]. Sa druge tatke gledista, fazi automate
nad kompletnim reziduiranim mreZama izuc¢avali su Ignjatovi¢, Ciri¢ i saradnici [41]
42,145,197,1100, 108, 109, [110, (147, 194, 197].

Kao $to je dobro poznato, u “krisp” slucaju postoji samo jedan model determini-
stickog automata, i zadaje se skupom stanja, jedinstvenim pocetnim stanjem, funkci-
jom prelaza (koje slika svako stanje i simbol u neko stanje) i skupom zavrsnih stanja
kao podskup skupa stanja. Takode je poznato da i za svaki nedeterministicki ko-
nacni automat postoji ekvivalentan deterministicki konacan automat. U fazi slucaju,
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postoji vise modela deterministickih fazi automata. Verovatno najizuc¢avaniji model
deterministickog fazi automata je takozvani krisp-deterministicki fazi automat (k-DFA,
skraceno), koji predstavlja deterministicki automat u kojem je skup zavrsnih stanja
zamenjen fazi podskupom skupa stanja fazi automata. Takav model fazi automata
najpre je izu€an u radu Bélohlavek [14], a potom i Li i Pedrycz [135]. U istim rado-
vima razvijeni su i determinizacioni metodi za konverziju fazi automata u ekviva-
lentan k-DFA. Drugi determinizacioni metod razvili su Ignjatovié i ostali [97]], da bi
kasnije u [100] pokazali da k-DFA moZe alternativno biti konstruisan preko Nero-
dovih desnih kongurencija originalnog fazi automata. k-DFA-i nadalje su izu¢avani
u mnogobrojnim radovima [109, 110, (147, 196, 202, 206].

Iako imaju vrlo prirodnu definiciju, glavni nedostatak k-DFA-a lezi u tome Sto su
u stanju da raspoznaju jedino fazi jezike sa kona¢nim rangom. Stoga, svi determi-
nizacioni metodi razvijeni u prethodno nabrojanim radovima ne mogu se primeniti
na fazi automate koji raspoznaju fazi jezike beskona¢nog ranga. Stoga, de Mendivil
i Garitagoitia uvode u [145] novi model deterministi¢ckog fazi automata, takozvani
kompletan deterministicki fazi automat (KDFA, skraceno), koji predstavlja generaliza-
ciju k-DFA. Preciznije, KDFA je fazi automat koji ima jedinstveno pocetno stanje sa
odredenim stepenom, koji ima prelaz iz svakog stanja i za svaki simbol u drugo stra-
nje u odredenom stepenu, kao i skup zavrsnih stanja kao fazi podskup skupa stanja
fazi automata. Ovakav deterministi¢ki model fazi automata u stanju je da raspozna
fazi jezik sa beskona¢nim rangom. U istom radu, autori su dali takozvanu Lemu o
napumpavanju za fazi jezike raspoznate od KDFA, te time odredili neophodan uslov
za determinizaciju fazi automata. U radu [144], isti autori dali su determinizacioni
algoritam za konverziju fazi automata u ekvivalentan KDFA.

Ideja za definiciju i konstrukciju KDFA potekla je zapravo iz literature teZzinskih
automata. Nakon Schiitzenbergera [191], koji je prvi dao njihovu osnovnu karakte-
rizaciju, tezinski automati dolaze u fokus teoretskih istrazivanja ve¢ ranih sedam-
desetih godina [18) |64} |184], a nedugo potom nalaze i primenu u brojnim poljima,
izmedu ostalih, u automatskom prepoznavanju glasa, kompresiji slika, diskretnim
sistemima dogadajima, lingvistici, procesuiranju prirodnih jezika (videti [10, 31} 71}
72, 85,187,102, (112} {115} |154, (155, 168] i reference u njima). TeZinski automati izu-
¢avani su nad brojnim strukturama, preciznije, nad tropskim poluprstenima [154],
min-plus i max-plus algebrama [13, 122, [10], poluprstenima [116, 126, 60], hemipr-
stenima [59], jakim bimonoidima [61, 43, 109]. Model deterministickog automata
dali su Kirsten i Mdurer u [116] za teZinske automate nad poluprstenima. Njihov
automat, kao i detertminizacioni algoritam, predstavljaju generalizaciju rezultata
vezanih za teZinske automate nad tropskim poluprstenom (videti [2} 154] i [60, Po-
glavlje 7.2]). Iako teZinski automati predstavljaju opstiji pojam od fazi automata, jer
su strukture nad kojima se obi¢no definisu teZinski automati opstije od struktura
nad kojima se obi¢no defini$u fazi automati jer ne zahtevaju uredenje (videti [60]),
pokaza¢emo da se mnogi rezultati vezani za determinizaciju fazi automata mogu
primeniti uz odredene adaptacije i na teZinske automate nad odredenim tipovima
dioida.

Glava je organizovana na slede¢i nac¢in. U Sekciji 2.1| date su definicije fazi au-
tomata i fazi jezika nad kompletnim reziduiranim mreZama, kao i teZinskih au-
tomata i formalnih stepenih redova nad poluprstenima. Sekcija posvecena je
grafickoj reprezentaciji i analizi fazi i tezinskih automata. Na kraju, u Sekciji
date su definicije kompletnih deterministickih fazi i teZinskih automata, kao i krisp-
deterministi¢kih fazi automata kao poseban slu¢aj KDFA-a.
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2.1 Fazii tezinski automati

Kao i ranije, neprazan skup simbola koji nazivamo alfabet oznacava se sa X, dok
se slobodna polugrupa i slobodan monoid nad alfabetom X oznacavaju sa X+ i X*,
redom. Prazna re¢ oznacava se sa e. Na kraju, £ oznacava kompletnu reziduiranu
mrezu.

Fazi automat nad L i X, ili jednostavno samo fazi automat, je uredena Cetvorka
A= (A,0,6,1),pricemuje:

(1) A neprazan skup, koji se naziva skup stanja,

(2) 0: A — L fazi podskup od A, koji se naziva fazi skup pocetnih stanja,

(3) 6: Ax X x A — Lfazipodskup od A x X x A, koji se naziva funkcija fazi prelaza,
4) 7: A — L fazi podskup od A, koji se naziva fazi skup zavrsnih stanja.

Za fazi automat A, o(a) interpretira se kao stepen u kojem je 2 € A pocetno
stanje, d(a, x, b) kao stepen u kojem ulazni simbol x € X prouzrokuje prelaz iz stanja
a € Austanjeb € A, a T(a) kao stepen u kojem je a € A zavr$no stanje. Takode,
za stanje 2 € A kaze se da je pocetno (odnosno, zavrsno) ako je o(a) > 0 (odnosno,
T(a) > 0).

Zbog metodoloskih razloga, dozvoljavamo da skup stanja A bude beskonacan.
Fazi automat kod kojeg je skup stanja konac¢an naziva se fazi konacni automat (FKA).

Ukoliko su ¢ i T krisp podskupovi od A i ¢ krisp podskup od A x X x A, tada
je A obican (krisp) nedeterministi¢ki automat, a ukoliko su ¢ i T krisp podskupovi
od A, i ¢ krisp preslikavanje A x X — A, tada je A obi¢an (krisp) deterministi¢ki
automat.

Funkcija fazi prelaza 6 : A x X x A — L moZe se pro8iriti na funkciju d, : A x
X* x A — L na slededi nadin: za praznu re¢ ¢ € X* postavimo d,(a,¢,a) = 1 za
svakoa € A,id.(ae,b) = 0zasvakoa,b € A priemujea # b, kao i za svako
a,be A, ue X*ix € X postavimo da je:

6. (a,ux,b) = \/ b6.(a,u,c) ®6(c,x,b).

ceEA

Funkcija fazi prelaza  : A x X x A — L takode indukuje i familiju {4, },ex- fazi
relacija na A sa:

(58 - AA/
Ox(a,b) = 6(a,x,b), zasvakoa,be Aixe€X,
Oyy = 0,00, zasvakou € X*ix e X.

Indukcijom se dokazuje da za bilo koje dve re¢i u,v € X* vaZi:
Ouy = 6y © byp. (2.1)
Takode, ukoliko je u = x1x2. .. x,,, tada se moZe zapisati:
Oy = 0x, 005, 0...00y,. (2.2)

Familija {6, } ,ex- naziva se familija fazi relacija prelaza od A. Za svako u = x1x3 ... Xy,

iz (2.2) sledi:

5u (ﬂ, b) - \/ (Sx] (ﬂ, Cl) ® 53{2 (cl, CZ) ® e ® 53(” (Ci’lfll b) (2.3)

(C] ..... C,/,,])EAVHI



38 Glava 2. Fazii teZinski automati

= \V d(a,x1,61) @6(c1,x2,02) ® ... ®(cp_1,Xn-1,b). (2.4)

(Clr~~~/cn—1 ) cAn-1

Intuitivno, proizvod pod supremumom u (2.4) predstavlja stepen u kojem ulazna re¢
u € X* prouzrokuje prelaz iz stanja a € A u stanje b € A kroz niz posrednih stanja
€1,€2,...,¢p—1 € A. Tada d,(a,b), kao supremum svih takvih stepena, predstavlja
stepen u kojem ulazna re¢ u prouzrokuje prelaz iz stanja a u stanje b.

Na sli¢an nacin kao za familiju fazi relacija prelaza, definiSu se dve familije fazi
podskupova od A, {0y }uex 1 {Tu }uex+. Preciznije, za svako u € X*, defini$u se fazi
podskupovi oy, i T, od A sa:

0, =000, (2.5)
Ty = 514 oT, (2.6)
Iz (1.41), (1.42), i sledi da za svakoa € Aiu € X* vazi:
U'M(ﬂ) = \/ U<b) ® 514([7/“)/ (27)
beA
7u(@) = \/ dula,b) @ 7(b). 28)
becA

Proizvod na desnoj strani u moZe se interpretirati kao stepen u kojem ulazna
re¢ u € X* prouzrokuje prelaz iz nekog pocetnog stanja b u stanje a4, dok oy (a),
kao supremum svih takvih stepena, oznacava stepen postojanje takve putanje pod
uticajem reéi u. Stoga, 0, predstavlja fazi skup takav da o,(a) predstavlja stepen
u kojem ulazna re¢ u prouzrokuje prelaz iz nekog pocetnog stanja fazi automata u
stanje 2. Na sli¢an nacin, na osnovu zaklju¢ujemo da je 7, fazi skup takav da
T, (a) predstavlja stepen u kojem ulazna re¢ u prouzrokuje prelaz iz stanja a u neko
zavr$no stanje fazi automata. Stoga se familija {0y, },ex+ naziva familija fazi dostiznih
stanja, dok se familija {7, },ex+ naziva familija fazi ko-dostiZnih stanja.

Neka je A = (A, 0,9, T) fazi automat. Reverzni fazi automat od A predstavlja fazi
automat A = (A,7,5,7), gdejed = 7, T = 0,aé : Ax X x A — L definisano
sa é(a,x,b) = 6(b,x,a), zasvako a,b € Aix € X. Grubo govoredi, reverzni fazi
automat A od A dobijen je zamenom fazi skupova pocetnih i zavrénih stanja, kao i
“zamenom” svih prelaza od A. S obzirom da je operacija ® komutativna, imamo da
je:

5y(a,b) = 6;(b,a)

zasvakoa, b€ Aiu € X*.

Fazi jezik nad L i X, ili jednostavno fazi jezik, je svako preslikavanje f : X* — L.
Generalno, fazi jezik moZe imati beskonacan rang. Fazi jezik raspoznat fazi automatom
A= (A,0,6,7) je fazijezik [A] € LX definisan za svako u € X* sa:

[Al(u) = \/ o(a) ®du(a,b) @ T(b) =0 o0b,0T. (2.9)
a,beA

Drugim re¢ima, stepen pripadnosti re¢i u fazi jeziku [.A] jednak je stepenu u kojem
fazi automat A prihvata ili raspoznaje re¢ u. Fazi automati A i B su jezicki ekviva-
lentni, ili samo ekvivalentni, ako je [A] = [B].

Reverzni fazi jezik fazijezika f € X* je fazi jezik f € X* definisan sa f(u) = f (i),

za svako u € X*. S obzirom daje (if) = u za svako u € X*, imamo daje (f) = f za



2.2. Graficka reprezentacija fazi i teZinskih automata 39

svaki fazi jezik f € X*. Jednostavno je proveriti da za svaki fazi automat A vazi:
[A] =[],

odnosno, fazi jezik raspozat reverznim fazi automatom A jednak je reverznom fazi
jeziku [[A] fazi jezika [.A] raspoznat fazi automatom .A.

Neka je S proizvoljan poluprsten. TeZinski konac¢ni automat nad X i S, ili jed-
notavno samo teZinski konac¢ni automat (TKA), predstavlja uredenu cetvorku A =
(A,0,0,7), pritemuje:

¢ A konacan neprazan skup stanja,

* 0:AX XX A — S teZinska funkcija prelaza,
o 0 € S4 pocetni teZinski vektor,

o T € S4 zavréni teZinski vektor.

Skup stanja A, iz metodoloskih razloga, takode moZe biti beskonacan, i tada se A
naziva teZinski automat. Za svako x € X definige se teZinska matrica prelaza 5, € SA*4
sa:

Ox(a,b) = 6(a,x,b), zasvakoa,b e A.

S obzirom da se teZinski automati uvode na isti nacin kao i fazi automati, A x A-
matrica ¢,, kao i A-vektori 0, 1 T,, za svako u € X* definisu se na isti nacin kao i
u slucaju fazi automata, s tim $to je operacije V i ® zamenjuju operacijama + i - iz
poluprstena, tim redom.

Formalni stepeni red nad X i S, ili jednostavno samo red, je preslikavanje f : X* —
S. Ponasanje tezinskog automata A = (A, §, 0, T) predstavlja red [A] definisan sa:

[Al(u) =06, -T=)_ o(a) bu(ab)-T(b), (2.10)

a,beA

za svako u € X*. Tezinski automati A i B su ekvivalentni ukoliko imaju isto pona-

Sanje, tj. ako je [A] = [B].

2.2 Graficka reprezentacija fazi i teZinskih automata

Podsetimo se da se usmereni graf (ili jednostavno graf u ostatku izlaganja) defi-
nise kao par G = (V,E), pri ¢emu je V skup ¢vorova, a E C V x V skup grana, pri
¢emu za svako e = (a,b) € E znali da postoji usmerena grana iz ¢vora a € V
u ¢vor b € V. Dozvoljavamo da grane budu oznacene, odnosno, formalno go-
voredi, ukoliko postoje skupovi oznaka X;, Xo, ..., X,, tada se skup grana E defi-
nisesa E C VxXjx...x X, xV, pri ¢emu za svako ¢ = (a,x1,...,x,,b) € E
znaci da postoji usmerena grana iz ¢voraa € V u &vor b € V oznacena oznakama
x1 € Xq,...,x, € X,.

Za dati graf G = (V,E), putanja u grafu G definiSe se kao niz stanja tako da
postoji grana izmedu svaka dva stanja u nizu. Ukorenjeno stablo (ili samo stablo u
nastavku izlaganja) je graf u kojem postoji ta¢no jedna putanja izmedu bilo koja dva
¢vora grafa, i postoji poseban ¢vor u grafu koji sa naziva koren stabla. Tada su sve
grane u stablu orijentisane iz korena stabla ka ostalim ¢vorovima. Za daton € IN, n-
arno stablo predstalja stablo u kojem svaki ¢vor ima najvise n potomaka, dok je puno
n-arno stablo stablo u kojem svaki ¢vor ima ta¢no n potomaka.

FKA A = (A, 0,6, T) moze se vizuelno predstaviti kao ozna¢en usmeren graf
(AE), ciji su ¢vorovi stanja iz skupa A, i E C A x X x L x A, pri ¢emu postoji
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usmerena grana e = (a,x,0,(a,b),b) € E iz ¢vora a u &vor b oznacena sa x/6(a, b),
ako postoji x € X tako da je dx(a,b) > 0. Za svako poletno stanje a fazi automata
A crta se strelica oznacena sa o(a) koja ulazi u ¢vor a, dok za svako zavr$no stanje
a fazi automata A odgovarajuéi ¢vor a u grafu predstavlja se dvostrukim krugom i
oznacava se sa T(a). Takode, obi¢no se stepeni 6x(a,b), o(a) i T(a) ne pisu ukoliko
su jednaki 1. Ovakav graf naziva se graf prelaza fazi automata A.

U grafu prelaza fazi automata A definiSe se putanja preko rec¢i u (ili jednostavno
putanja ako je re¢ u jasna iz kontektsta), gde je u = x1x2...x, in > 0, kao torka
mu = (a1,...,a,+1) € A" takva daje 6y, (a;,a;,1) > 0, zasvako 1 < i < n. Izraz

n
w(my,) = ® Ox, (@i, aiy1)
i=1

naziva se teZina putanje 7t,. Pri tome je uvek w(7,) > 0 ako je £ bez delioca nule.
Pocetno stanje putanje 7, je stanje a;, i oznacava se sa s, dok je zavrsno stanje putanje
7, stanje a,1, 1 0znacava se sa em,. DuZina putanje 71, poklapa se sa duZinom reci
u. U konkretnom slu¢aju kada je u = ¢, postoji putanja 77, = (a,a) za svakoa € A,
s obzirom da je, prema definiciji, dc(a,4) = 1 za svako a € A. Putanja moze biti i
beskonaéna, i pritom, smatramo da putanja nema zavrsno stanje.

Generalno, u grafu prelaza fazi automata .A moze postojati viSe putanja preko
redi u, te se skup svih putanja preko re¢i u ozna¢ava sa P (ili jednostavno sa P, kada
je fazi automat A jasan iz konteksta). Za dve putanje 7, = (a1,a2,...,a,+1) € Py i
my = (b1,ba, ..., bus1) € Py, njihovo nadovezivanje ili konkatenacija je moguca ako je
e, = S7,, arezultat nadovezivanja je putanja 7t,, = (a1,a2,...,a,4+1,b1,b2, ..., by11)
€ Py &jaje tezina w(my,) = w(my) @ w(my).

Za svakure¢ u € X* definiSe se njen stepen prihvatanja od fazi automata A preko
sledeceg izraza:

\ o(sm) @ w(m,) @ T(emy). (2.11)
UASI
Izraz moZe biti jednak 0 kada ne postoji putanja preko reci u (odnosno, kada
je P, = ©), ili kada ne postoji putanja 71, u nepraznom skupu P, takva da povezuje
neko pocetno stanje i zavr$no stanje fazi automata A (ili drugim re¢ima, kada je
o(smy,) = 0ili T(emr,) = 0).

Slede¢a Lema dokazana je u radu de Mendivil i Garitagoitia [145], a u njoj je iska-
zano da je stepen prihvatanja re¢i u od fazi automata .4 jednak stepenu pripadnosti
redi u fazi jeziku [A].

Lema 2.1. Neka je A = (A, 0,9, 7) fazi automat. Tada za svako u € X* vaZi:

[Al(w) =\ o(sm) @ w(m,) @ T(emy).

ﬂll eljll

Takode, u grafu prelaza fazi automata A definiSe se ciklus preko reci u (ili samo
ciklus kada je re¢ u jasna iz konteksta) kao putanja preko re¢i u u kojoj se pocetno
stanje i zavr$no stanje putanje poklapaju. Ciklus preko re¢i u oznacava se sa 0.
Napomenimo da ciklus preko rei u postoji ako je |u| > 0. Sa 0¥ = o, ... 04 (k puta)
oznalava se putanja preko re¢i u* = u - ... - u (k puta) koja se dobija nadovezivanjem
ciklusa g, k puta (u smislu nadovezivanja putanja). Prema dogovoru, ¢! = 7. Jasno
je da je teZina putanje ¢¥ jednaka

ZU(QI;) = w(QU)k/
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za svako k > 0. Takode vaZi i sledece svojstvo (videti [145]).

Lema 2.2. Neka je A = (A,0,9,7) fazi automat i u,v,w € X* tako da je |v| > 0. Ako
je Tyow = TTu0u Ty (0dN0SNo, Ty je putanja preko reci uvw dobijena nadovezivanjem
putanje 7t,, preko u, ciklusa o, preko v, i putanje 7t,, preko w), tada je

(7)) = w(”uQ];”w) = w(m,) ® w(Qv)k @ w(my),
za svako k > 0.

Analogno, svi pojmoviioznake vaze i za teZinske automate, s tim Sto se operacije
V i ® zamenjuju operacijama + i - iz poluprstena, tim redom.

2.3 Deterministic¢ki fazi i tezinski automati

Fazi (resp. teZinski) automat je nedeterministicki po svojoj prirodi. Zaista, za
dato stanje u fazi (resp. teZinskom) automatu i ulazni simbol moZe postojati vise
prelaza ka razli¢itim stanjima iz datog stanja, svaki sa stepenom prelaza razli¢itim
od nule. U onome $to sledi, prezentuju se deterministicki oblici fazi i teZinskih au-
tomata.

Neka je A = (A,0,,7) fazi automat. Tada se za A kaZe da je kompletan ako
zadovoljava sledeci uslov:

(C) Zasvakox € Xia € A postoji b € A tako daje d,(a,b) # 0,

dok se za A kaZze da je deterministicki ako zadovoljava sledeca dva uslova:

(D1) Postoji jedinstveno stanje a € A tako daje o(a) # 0,
(D2) Zasvakox € Xia, by, b, € A, akojedx(a,by) # 0idx(a, by) # 0, tadaje by = by.

Ako je fazi automat A istovremeno i kompletan i deterministi¢ki, oznacava se sa
A = (A {a/o(a)},d,7), tj. naglasava se njegovo jedinstveno pocetno stanje sa ste-
penom, i naziva se kompletan deterministicki fazi automat (KDFA). Kada je A konacan,
tada se naziva kompletan deterministicki fazi konacni automat (KDFKA). Za fazi jezik
f : X* — LkaZe se daje KDFA-raspoznatljiv ako postoji KDFA A takav daje f = [A].
U tom slucaju takode se kaze i da KDFA A raspoznaje f.

Akoje A= (A,{a/c(a)},d,7) KDFA, tada za svaku re¢ u = x1x3...x, € X* po-
stoji jedinstven niz stanja ag, ay,, . . ., Ax,x,..x, S8 4. = a tako daje oy, (ax,..x; ;, Ax;..x;) >
0 zasvako1l < i < n. UopSe, za svakou = x1x2...x, € X*ib € A, oznadimo sa
b, stanje iz A koje je dostiZno iz stanja b preko reci u preko jedinstvenog niza stanja
be, by, ..., bx,. x,. Kaoiobi¢no, be = b, za svako b € A, tj. svako stanje je dostizno
preko prazne reci €. Tada postaje:

[A](u) = o(a) ® <® 6(xy..xi_ys Xis axl...xl.)) ® T(ay). (2.12)

i=1

Za KDFA A = (A,{a/c(a)},d,T) preslikavanje 6 : A x X x A — L moze se
prosiriti na preslikavanje d, : A x X* x A — L na sledeéi na¢in: é,(a,¢,a) = 1 za
svakoa € A,1id.(ae,b) = 0 za svako a,b € A za koje je a # b, kao i za svako
n,beAueX'ixeX:

Ox(a,u,c) ®6(c,x,b), c=ua,ib=ay,

L (2.13)
0, inace.

Ox(a,ux,b) = {
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Drugim re¢ima, za svako u = x1x2...x, € X* gdejen > 0ia,b € Aimamo da je:
5. (11, u, b) _ {@?_1 (S(Qxl...x,',lz Xi, axl...xi)r ako je b= Axy..xpr (2.14)
0, inace.

Primetimo da, ukoliko je fazi automat A kompletan a £ bez delioca nule, tada
je 0«(a,u,a,) > 0zasvakoa € Aiu € X*. Stavise, prema asocijativnosti ® imamo
daje d.(a,uv,ayy) = 0x(a,u,ay) ® 8,(ay,v,ay,) zasvakoa € Aiu,v € X*. Takode,
moZe se zapisati i kao:

[A](u) = o(a) ® 6.(a,u,a,) @ T(ay), (2.15)

za svako u € X*.

ZaKDFA A = (A,{a/c(a)},d,T), ne postoji supremum u i (2.8), te su fami-
lija fazi dostiznih stanja {0y, },ex- i familija fazi ko-dostiznih stanja {7, },cx- za svaki
KDFA definisane za svako u, v € X* preko:

ou(ay) = o(ay) @8 (ay, 4, apy),  Tu(ay) = 6x(ay, U, ) @ T(ayy,). (2.16)

Nekaje A= (A,{a/c(a)},d,7) KDFA. Za stanje b € A kaZe se da je dostizno ako
postoji u € X* tako da je 62 (a, u,b) > 0. Ukoliko je stanje b € A dostiZno, tada je iz
(2.14), b = a,,. Drugim re¢ima, stanje b je dostiZno iz pocetnog stanja a preko reci u.
Ukoliko je svako stanje fazi automata .4 dostizno, tada se A naziva dostizni KDFA.

Ako fazi automat A zadovoljava slede¢a dva uslova:

(C’) Zasvakox € Xia € Apostojia’ € A—{a} takodajedy(a,a’) =1idx(a,b) =0,
zasvakob € A —{a,da'},
(D’) Postojiag € A takodajec(ag) =1ico(a) =0zasvakoa € A—{ap},

tada se A naziva krsip-deterministicki fazi automat (k-DFA), a ako je dodatno skup A
konacan, tada se A naziva krsip-deterministicki fazi konacni automat (k-DFKA). k-DFA
moze se zadati kao torka A = (A, ap,6,7), gdeje 6 : A x X — A funkcija prelaza,
ap € A jedinstveno pocetno stanje, i T € L4 fazi skup zavrinih stanja. Primetimo
da se definicija k-DFA razlikuje od definicije deterministickog automata samo kod
skupa zavrsnih stanja - kod obi¢nih deterministi¢kih automata, skup zavrsnih sta-
nja je krisp podskup, dok je kod k-DFA skup zavrsnih stanja fazi poskup od A. Ova
¢injenica dozvoljava da k-DFA prihvata re¢i u odredenom stepenu, odnosno da ras-
poznaje fazi jezik.

Za fazi jezik f : X* — L kaZe se da je k-DFA-raspoznatljiv ako postoji k-DFA
A= (A, ap,6,7)takavdaje f = [A]. U tom slucaju takode se kaze i da k-DFA A ras-
poznaje f. Fazijezik koji raspoznaje k-DFA A zadatje izrazom [A]|(u) = 7(d,(ao, u)),
zasvako u € X*. Preciznije, rang fazi jezika [.A], gde je A k-DFA, sadrzan je u rangu
fazi podskupa 7, koji je konacan kada je skup stanja A konacan. Dakle, k-DFKA ras-
poznaje jedino fazi jezike sa kona¢nim rangom. Sa druge strane, KDFKA je, preko
formule (2.12), u stanju da raspozna fazi jezik sa beskonaénim rangom.

Nerodov fazi automat od fazi automata A = (A, 0,d,7) je k-DFA AN = (AN, o,
SN, TN), pri cemu je AN = {o,Ju € X*},adN : ANx X — ANitN : AN — Lsu
definisane sa:

MN(oy, x) = 0yr, ™ (0y) =0y0T,

zasvakou € X*ix € X. Za viSe informacija o Nerodovom fazi automatu videti [97,
100].
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Kompletan deterministicki (ili u nekim izvorima, sekvencijalni) tezinski automat
(KDTA, skraceno) predstavlja teZinski automat koji zadovoljava uslove [(C)| [DI) i
sa strane KDTA oznatavamo sa A = (A,6,{ap/c(ao)}, T), kao i u slucaju
fazi automata. Ukoliko je A konacan, tada se naziva kompletan deterministicki teZinski
konacni automat (KDTKA). Ponasanje KDTA-a zadato je redom:

[A](u) = o(ag) - (ﬁéxi(ai_l,ai)> -T(ay), (2.17)

zasvakou = x1x2...x, € X*, pri¢emujeay, az...,a, € Ajedinstven niz stanja tako
daje dx,(aj—1,a;) > 0zasvakoi € {1,2,...,n}.
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Glava 3

Racunanje najvecih desno i levo
invarijantnih fazi kvazi-uredenja i
fazi ekvivalencija

Ekvivalentnost ponasanja razli¢itih sistema, zajedno sa algoritmima za proveru
i racunanje takve ekvivalentnosti, izu¢avana je u mnogim oblastima matematike i
racunarskih nauka pod razli¢itim imenima, a najc¢esc¢e kao simulacije i bisimulacije.
Mnogi autori u brojnim postavkama izucavali su simulacije i bisimulacije, na pri-
mer, Park [161] i Milner [148, 150, 149] u teroriji paralelnog izrac¢unavanja, van Bent-
hem [17] u modalnoj logici, Forti i Honsell u teoriji skupova [68], kao i u mnogim
drugim oblastima (videti [180, |185]). Posebno znacajno mesto simulacije i bisimula-
cije zauzimaju u teoriji automata, ili preciznije, u teoriji nedeterministi¢kih [46, 57,
138], teZinskih [30, 51], fazi [41, 42, (193} 211, 212] i probabilistickih automata [12].
Posmatrana izmedu dva identi¢na NKA-a, bisimulacije su izu¢avane pod imenom
desno i levo invarijantne relacije [33, 34, 35, 36,1103, 104, 105} 106|], koje su prvenstveno
kvazi-uredenja ili ekvivalencije, a koriste se za modelovanje ekvivalentnosti stanja
NKA, u smislu da dva stanja NKA pripadaju desno ili levo invarijantnom kvazi-
uredenju ili ekvivalenciji ako ih je nemoguce razlikovati.

Desno i levo invarijantne fazi relacije nad fazi automatima takode su dobro izu-
Cavane [44, 45, [197]], a njihove definicije baziraju se na odgovarajué¢im definicijama
krisp desno i levo invarijantnih relacija. Preciznije, desno i levo invarijantne fazi re-
lacije definisane su kao reSenja odredenih sistema fazi relacijskih jednacina i nejed-
nacina (videti i [96, 98| 99, 101]), a koriste se za modelovanje ekvivalentnosti stanja
FKA. Desnoilevo invarijantna fazi kvazi-uredenja i fazi ekvivalencije primenjene su
u determinizaciji i redukciji stanja FKA (videti [44) 45, 110, 147,197, [198| 195] i refe-
rence u njima), i u uskoj su vezi sa simulacijama i bisimulacijama na FKA (videti [41,
42,|107,(193, 211])). Stoga je razvoj efikasnih algoritama za ra¢unanje najvec¢ih desno
i levo invarijantnih fazi kvazi-uredenja i fazi ekvivalencija za dati fazi automat od
izuzetne vaznosti.

Prema [45, Teorema 4.2], za svaki fazi automat postoji najveca desno (odnosno,
levo) invarijantna fazi ekvivalencija, dok prema [197, Teorema 4.3] za svaki fazi auto-
mat postoji najveée desno (odnosno, levo) invarijantno fazi kvazi-uredenje. Takode,
u istim radovima razvijeni su i polinomijalni algoritmi za njihovo ra¢unanje bazi-
rani na nalaZenju najvece fiksne tacke koja postoji na osnovu Kleeneove Teoreme o
fiksnoj tacki. Bez obzira na to, ti algoritmi nisu u mogu¢nosti da ih pronadu u svim
slu¢ajevima. Preciznije, u istim radovima pokazano je da se pomenuti algoritmi
zavrSavaju u kona¢nom broju koraka samo kada je struktura istinitosnih vrednosti
lokalno kona¢na. Sa druge strane, kada struktura istinitosnih vrednosti nije lokalno
konac¢na, pomenuti algoritmi se mogu, ali i ne moraju zavrsiti u kona¢nom broju
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koraka [44,45,(197].

U ovoj Glavi prikazuju se algoritmi za ra¢unanje najvecih desno i levo invarijant-
nih fazi kvazi-uredenja, kao i najveéih desno i levo invarijantnih fazi ekvivalencija.
Ovi algoritmi koriste dobro poznatu tehniku usitnjenja particija. Dobro je poznato da
je problem nalaZenja najveée bisimulacije ekvivalentan nalaZenju najveée particije
skupa stabilne u odnosu na datu relaciju [56, 57, |73]. Hopcroft [91] je prvi primenio
tehniku usitnjenja particija u teoriji automata, i to u problemu minimizacije stanja
DKA-a, da bi kasnije njegovi rezultati bili dalje objasnjeni i poboljSani u [82, [123].
Kanellakis i Smolka [114] re$ili su ovaj problem u generalnom slucaju, da bi kasnije
Paige i Tarjan [160] dodatno poboljsali njihov rezultat. Danas se tehnika usitnjenja
particija koristi u mnogim oblastima ra¢unarskih nauka koje se bave teorijom gra-
fova, stringovima, Boolovim matricama ili automatima (videti [84]).

Medutim, algoritmi za ra¢unanje najveceg desno ili levo invarijantnog fazi kvazi-
uredenja ili fazi ekvivalencije bazirani na tehnici usitnjenja particija pate od istog
nedostatka kao i algoritmi bazirani na Kleeneovoj Teoremi o fiksnoj tacki razvijeni
u [44, 45, 197], a to je da se zavrSavaju u kona¢nom broju koraka ako je struktura
istinitosnih vrednosti lokalno kona¢na. Ovaj nedostatak moZe se prevazici ako se
ra¢unaju desno i levo invarijantne krsip ekvivalencije na fazi automatu. Preciznije,
ne samo da se algoritmi za racunanje najvecih desno i levo invarijantnih krisp ekvi-
valencija na fazi automatu uvek zavrsavaju u kona¢nom broju koraka, ve¢ se i iz-
vriavaju brZe od ve¢ razvijenih algoritama u [45, 197]] za rac¢unanje najvecih desno i
levo invarijantnih krisp ekvivalencija na fazi automatu.

Stavige, ukoliko je struktura istinitosnih vrednosti fazi automata BL-algebra nad
intervalom [0, 1], dokazano je da se najvece desno ili levo invarijantno fazi kvazi-
uredenje ili fazi ekvivalencija mogu odrediti preko grani¢ne vrednosti konvergent-
nih nizova konstruisanih u prezentovanim algoritmima. Poslednja tvrdnja sledi iz
Sekcije gde je opisano da u BL-algebrama na intervalu [0, 1] postoji veza izmedu
neprekidnosti t-norme ® i neprekidnosti ® kao funkcije realne promenljive, sto nam
omogucuje da koristimo grani¢nu vrednost u uobi¢ajenom smislu.

Rezultati iz ove glave objavljeni su u radu [146], a organizovani su na slede¢i
nacin. U Sekciji|3.1| dati su pojmovi desne i leve stabilnosti fazi relacija na fazi auto-
matu, kao i definicije desno i levo invarijantnih fazi relacija. Potom se u Sekciji
prosiruje pojam stabilnosti krisp relacija uveden u [160] na fazi relacije, i nalazi veza
izmedu stabilnosti fazi relacija u odnosu na druge fazi relacije i stabilnosti fazi re-
lacija na fazi automatu (Lema [3.2). U istoj Sekciji se potom daju algoritmi za ra-
¢unanje najvecih desno i levo invarijantih fazi ekvivalencija (Algoritmi [1]i[2), kao i
njihova formalna analiza. Kako se prikazani algoritmi ne moraju nuzno zavrsiti u
kona¢nom broju koraka za proizvoljnu kompletnu reziduiranu mrezu, dokazujemo
da nizovi fazi ekvivalencija generisani preko Algoritama [I]i[2] uvek konvergiraju u
slucaju kada je struktura stepena istinitosti BL-algebra na realnom jedini¢nom in-
tervalu [0, 1], te da se najveca desno, odn. levo invarijantna fazi ekvivalencija dobija
kao grani¢na vrednost odgovarajucih nizova fazi ekvivalencija (Teorema3.6). U Sek-
ciji3.3uvodimo pojmove desne i leve stabilnosti fazi relacija u odnosu na druge fazi
relacije, i dajemo algoritme za ra¢unanje najveéih desno i levo invarijantih fazi kvazi-
uredenja na datom fazi automatu (Algoritmi3]i[4). Preko Teoreme dokazujemo
da grani¢na vrednost nizova fazi kvazi-uredenja generisanih preko Algoritama 3]i[4]
postoji u istim uslovima kao i u Teoremi te da je ona jednaka najve¢em desno,
odn. levo invarijantnom fazi kvazi-uredenju. Sekcija (3.4 posvecena je algoritmima
za ra¢unanje najveéih desno i levo invarijantnih krisp ekvivalencija na datom fazi
automatu. Ovi algoritmi pruZaju ubrzanje u odnosu na odgovarajuce algoritme za
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racunanje najvecih desno i levo invarijantnih krisp ekvivalencija na datom fazi au-
tomatu razvijenih u [44, 45]. Naime, ukoliko sa m oznacimo broj simbola ulaznog
alfabeta, a sa n broj stanja ulaznog fazi automata .4, tada algoritmi razvijeni u [44,
45] rade u O(mn°) vremenskoj slozenosti, dok Algoritam [5dat u Sekciji 3.4| radi u
O(mn®) vremenskoj sloZenosti.

3.1 Desno ilevo invarijantne fazi relacije

Neka je A = (A, 0,9, T) fazi automat nad kompletnom reziduiranom mrezom £
i alfabetom X. Za fazi relaciju ¢ € L4*4 na A kaZe se da je desno stabilna na A ako
zadovoljava slededi sistema fazi relacijskih nejednakosti:

podyop <Jdyoqp, zasvakox € X. (3.1)

Sli¢no, fazi relacija ¢ € LA*4 je levo stabilna na A ako zadovoljava slededi sistema
fazi relacijskih nejednakosti:

podyop < @ody, zasvakox € X. (3.2)

Dalje, za fazi relaciju ¢ € LA*4 kaZe se da je desno invarijantna na A ako je desno
stabilna na A i ako je T progiruju¢ u osnosu na ¢!, odnosno, ako zadovoljava (3.1)
I

poT < T. (3.3)

Analogno, fazi relacija ¢ € L4*4 je levo invarijantna na A ako je levo stabilna na A i
ako je o prosiruju¢ u osnosu na ¢, odnosno, ako zadovoljava (3.2) i:

cog <o (3.4)
S obzirom da fazi relacija ¢ € L4*4 zadovoljava akko je:
p<Tt/T= fs,

zaklju¢ujemo da je desno stabilna fazi relacija na fazi automatu .4 desno invarijantna
akko je sadrzana u 7t/*. Sli¢no, s obzirom da fazi relacija ¢ € L4*4 zadovoljava
akko je:

¢ <o\o =",

zaklju¢ujemo da je levo stabilna fazi relacija na fazi automatu .4 levo invarijantna
akko je sadrZana u 7.

S obzirom da je svako fazi kvazi-uredenje refleksivno, lako se pokazuje da je fazi
kvazi-uredenje ¢ € Q(A) desno invarijantno akko zadovoljava slede¢i sistem fazi
relacijskih jednakosti:

podyop=0,0¢p, zasvakox € X, (3.5)
poT=rT, (3.6)

a da je fazi kvazi-uredenje ¢ € Q(A) levo invarijantno akko zadovoljava sledeci
sistem fazi relacijskih jednakosti:

podyop=¢@od,, zasvakox € X, (3.7)
cog=c. (3.8)
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Primetimo da je i fazi ekvivalencija ¢ € £(A) desno invarijantna akko zadovoljava
sisteme i(3.6),idaje ¢ € £(A) levo invarijantna akko zadovoljava sisteme
i(3.9).

Krisp kvazi-uredenje (resp. krisp ekvivalencija) na A koje zadovoljava sisteme
i naziva se desno invarijantno kvazi-uredenje (resp. desno invarijantna ekviva-
lencija) na A, a kvazi-uredenje (resp. ekvivalencija) na A koje zadovoljava sisteme
i naziva se levo invarijantno kvazi-uredenje (resp. levo invarijantna ekvivalen-
cija) na A. Primetimo da je (fazi) kvazi-uredenje na A ujedno i desno i levo invari-
jantno na A akko je

0yop =@oby, zasvakox € X,

i tada se naziva stabilno (fazi) kvazi-uredenje na A. Takode, iz svih definicija izosta-
vljamo fazi automat A ukoliko je jasan iz konteksta.
Takode, za fazi relaciju ¢ € L4*4 kaZe se da je slabo desno invarijantna ako je:

pot, <Ty, zasvako u € X", (3.9)
i dualno, ¢ je slabo levo invarijantna ako je:
ouo¢ <0y, zasvako u e X" (3.10)

Lako je proveriti da je svaka desno invarijantna fazi relacija ujedno i slabo desno
invarijantna, kao i da je svaka levo invarijantna fazi relacija ujedno i slabo levo inva-
rijantna. Primetimo da, ukoliko je ¢ refleksivna, tada ¢ zadovoljava (3.9) ako i samo
ako zadovoljava:

poT, =Ty, zasvako u € X", (3.11)

i ¢ zadovoljava (3.10) ako i samo ako zadovoljava:
o,0¢ =0y, zasvako u € X*. (3.12)

Slabo desno invarijantne i slabo levo invarijantne fazi relacije uvedene su u [197],
gde su korisc¢ene u redukciji stanja fazi automata. One daju fazi automate sa manjim
brojem stanja u odnosu na desno i levo invarijantne fazi relacije, ali ih je teZe izra-
¢unati (naime, algoritmi za njihovo ra¢unanje rade u eksponencijalnoj vremenskoj
sloZenosti). Slabo desno invarijantne i slabo levo invarijantne fazi kvazi-uredenja i
fazi ekvivalencije u uskoj su vezi sa slabim simulacijama i slabim bisimulacijama za
fazi automate, koje su izu¢avane u [107].

Naredna Teorema predstavlja verziju rezultata iz [197] i daje karakterizaciju sku-
pa svih desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja na datom FKA-u.

Teorema 3.1. Za svaki FKA A vaZi:

(1) Skup svih desno stabilnih fazi kvazi uredenja Q™ (A) formira kompletnu mrezu, i pred-
stavlja kompletnu supremum-polumrezu mreze Q(A) svih fazi kvazi-uredenja na A,

(2) Skup svih desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja Q"(A) formira glavni ideal mreZe

Qrs(A)_
3.2 Racunanje najveéih desno i levo invarijantnih fazi ekvi-
valencija

Dobro poznati algoritam Paige i Tarjana zasniva se na pojmu stabilnosti blokova
i particija (videti [1, 48,160]]). Zato najpre dajemo definiciju stabilnosti u fazi slucaju.
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Nekaje A = (A,0,6,T) FKA1¢, ¢ € £(A) dve fazi ekvivalencije na A. KaZzemo da
je ¢ stabilna u odnosu na ¢ ako vazi:

¢ < N\ (6x09")|(60¢%), zasvakoa € A. (3.13)

xeX

Naredna Lema daje vezu izmedu stabilnih fazi ekvivalencija na fazi automatu i
stabilnih fazi ekvivalencija u odnosu na druge fazi ekvivalencije.

Lema 3.2. Neka je AFKA i ¢ € E(A). Tada je ¢ stabilna u odnosu na samu sebe ako je
desno stabilna na A.

Dokaz. Neka je ¢ € £(A) desno stabilna na 4. Tada se (3.1) moZe na ekvivalentan
nacin zapisati kao:

\ ¢(c,b) @ (6x 0 9)(b,a) < (6x0 ¢)(c,a), zasvakox € Xia,c€ A,
beA

Sto je dalje ekvivalentno sa:
¢(c,b) @ (6x 0 @)(b,a) < (6x0¢)(c,a), zasvakox € Xia,b,c€ A,
a nadalje, prema svojstvu adjunkcije (1.11), ekvivalentno sa:
¢(c,b) < (0x0¢@)(b,a) = (6xo¢)(c,a), zasvakox € Xiab,ceA,
odnosno:
¢(c,b) < (0x0¢")(b) = (6x0¢")(c), zasvakox € Xia,be A. (3.14)
Takode, s obzirom da je ¢ simetri¢na fazi relacija, sledi
o(b,c) ® (6x0@)(b,a) < (6xo¢)(c,a), zasvakox € Xiab,c€A,

Sto je prema svojstvu adjunkcije (1.11) ekvivalentno sa:

@(b,c) < (6x0¢")(b) = (6x0¢")(c), zasvakox € Xia,be A. (3.15)
Na osnovu (3.14) i (3.15) sledi da ¢ zadovoljava (3.13). O

Naredna Lema bi¢e od izuzetnog znacaja za dalje izlaganje.

Lema 3.3. Neka je AFKA i ¢, ¢ € E(A) fazi ekvivalencije na A takva da je ¢ usitnjenje
od ¢. Tada je ¢ stabilna u odnosu na ¢ ako je ¢ desno stabilna na A.

Dokaz. Akoje ¢ € £(A) desno stabilna, tada vazi (3.1), te je stoga:
podyopop <dyo@o¢p, zasvakox € X.

Iz Leme sledi:
podyop <dbyro¢p, zasvakox € X,

Sto je ekvivalentno sa:

@(b,c) ® (60 ¢)(c,a) < (6xo¢p)(b,a), zasvakox € Xia,b,ce A. (3.16)
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Koristeéi svojstvo adjunkcije (1.11) uo¢avamo da je gornja nejednakost ekvivalentna
sa:

@(b,c) < (0x0¢")(c) = (6x0¢")(b), zasvakox € Xia,b,ceA, (3.17)
Takode, s obzirom da je ¢ simetri¢na fazi relacija, iz sledi
@(c,b) ® (byop)(c,a) < (6x0¢p)(b,a), zasvakox € Xia,b,c€ A,
a Sto je potom na osnovu svojstva adjunkcij ekvivalentno sa:
¢(c,b) < (0x0¢d")(c) = (6x0¢")(b), zasvakox € Xia,b,c€ A, (3.18)
te sledi iz i (3.18). O

Za fazi automat A = (A, 0,6, T), oznatimo sa L(J, T) podalgebru od L generi-
sanu svim vrednostima od i 7.

Naredna Teorema pruza metod za ra¢unanje najveée desno invarijantne fazi ekvi-
valencije na datom fazi automatu. Najpre, primetimo da ¢ € £(A) zadovoljava
akko ¢ < 7|t = 7/t

Teorema 3.4. Neka je A FKA. Definisimo induktivno nizove {¢y }ren i { @k }ren fazi rela-
cija na A na sledeci nacin: Za k = 1, odaberimo proizvoljno a € A i stavimo da je:

$1=U, (3.19)
g1 =1 NN (8,0 97)[(5x 0 ¢]), (3.20)

xeX

Pretpostavimo da su u koraku k izracunate fazi relacije ¢y i @x. U sledecem koraku, ako
je ¢ # @k, odaberimo proizvoljno a € A tako da je ¢} # @}, i izraCunajmo skup B =
{b € Alg{(b) # 1} (odnosno, krisp podskup skupa A ¢iji elementi jasno ne pripadaju klasi
ekvivalencije @f). Potom izracunajmo fazi relacije i1 i @r1 na sledeci nacin:

Prr1 = P A (@rl9%), (3.21)
Pr+1 = Pk N < /\ (6x 0 @)|(6x 0 @Z)) N ( /\ /\ (6x 0 4’1€+1)|(‘5x o ‘PII?H)) , (3.22)
xeX xeX beB

Inace, postavimo da je ¢r11 = Pr 1 Px+1 = Px. Tada vaZi sledece:

(a) Nizovi {¢x}ken i { @k treN Su opadajuéi;
(b) ¢ € E(A) i ¢p € E(A) (Cime se opravdavaju gore upotrebljene oznake za fazi klase
ekvivalencije), za svako k € IN;

(c) @i je usitnjenje od ¢y, za svako k € IN;
(d) @y je stabilna u odnosu na ¢y, za svako k € IN;
(e) Zasvakok € Nix € X vaZi:

Pk ©0x 0 Pr < 0x 0 P (3.23)
(f) Ako je ¢s = s, za neko s € IN, tada je ¢s = @ najveca desno invarijantna fazi
ekvivalencija na A;

(g) Ako L(5,7) zadovoljava UOL, tada se nizovi {¢i }ren i { @k ken stabilizuju, odno-
sno postoji s € IN tako da je ps = @s.
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Dokaz. (a) Sledi direktno iz definicija nizova {¢x }ren 1 { @k tren-

(b) Na osnovu Lema[1.23)i[1.27 sledi ¢y € £(A) i ¢ € E(A), zasvako k € N.

(c) Dokazujemo da je ¢ < ¢ za svako k € IN indukcijom po k. Za k = 1 na
osnovu (3.19) vazi ¢; < U = ¢;. Pretpostavimo daje ¢, < ¢, zaneko k = m. Prema
Lemi[1.26|imamo da je ¢, < ¢%,|¢?%, pri éemu je a € A odabrano u koraku m tako
da vazi ¢}, # ¢%,. Na osnovu indukcijske pretpostavke sledi ¢, < ¢ A (95| 9%,) =
¢m+1. Na osnovu dela (a), niz { ¢ }ren je opadajug, te sledi @1 < @m < Py, $to
je i trebalo dokazati.

(d) Dokazujemo da vazi

o < N\ N (Gx0df)(6x09), (3.24)

xeXacA

za svako k € IN indukcijom po k. Najpre, primetimo da je ¢1 = U, te su sve fazi
klase ekvivalencije od ¢; jednake fazi podskupu od A ¢iji su svi elementi jednaki 1.
Tada direktno iz definicije (3.24) sledi da za svako a € A vazi:

1 < /\ (0x 0 ¢1)[(0x 0 ¢1),

xeX

odakle (3.38) direktno sledi. Pretpostavimo sada da (3.24) vaZzi za neko k = m, te
dokazimo da vaziiza k = m 4 1. Najpre, primetimo da direktno iz definicije (3.22)
sledi:

Pmi1 < N (Bxo¢fi1)|(6x 0 @5 1), zasvakoc € B, (3.25)

xeX

gde su, prema konstrukciji, 2 € A takvo daje ¢, # ¢5, i B = {b € A|g{(b) # 1}.
Dokazimo sada da je ¢;, | = ¢y, zasvako c € A — B. Zaista, za svako d € A imamo
da na osnovu (3.21) vazi:

Pn1(d) = Pm1(d, €) = P (d, ¢) A (@l @) (d, €) = ¢ (d) A (@3 () < @l (d))-

S obzirom da je C = A — B, dalje dobijamo da je

Pn1(d) = @ (d) A (1 93,(d)) = ¢ (d) A 97 (d) = @3 (), (3.26)

pri ¢emu poslednja jednakost sledi na osnovu dela (c). Sada, s obzirom da takode iz
definicije (3.22) vazi:
o1 < /\ (80 93,)|(3x 0 9in),

xeX

tada na osnovu (3.26)) vazi i:

Pmi1 < N (Ox o ¢hiq)|(6x0 @5 1), zasvakoc € A— B, (3.27)
xeX

te na osnovu i dobijamo da nejednakost vazi za svako k = m+1,
Sto je i trebalo dokazati.

(e) Sledi direktno iz (d).

(f) Ako je ¢s = ¢s, za neko s € N, tada je na osnovu @s desno stabilna na
A, dok je na osnovu @s < @1 < /b, §to znaki da je @5 desno invarijantna fazi
ekvivalencija na A. Dokazimo sada da je ¢ ujedno i najveca desno invarijantna fazi
ekvivalencija na A. Da bismo to uradili, dokaza¢emo da je i < ¢ za svaku desno
invarijantnu fazi ekvivalenciju ¢y na A ik € IN indukcijom po k.
U slucaju k = 1, s obzirom da su ¢ i ¢; fazi ekvivalencije na A takva da je p <
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U = ¢, prema Lemi [3.3| dobijamo da je ¢ stabilna u odnosu na ¢, Sto znaci da je
¥ < Axex(6x 0 9%)|(6x 0 ¢4) za svako a € A. Takode vaziiy < 7|t = 7/t §to znadi
daje < 700 A Asex(6097)[(50 ) = 1.
Pretpostavimo da je

Y < @n, zanekok =m. (3.28)

Tada iz Leme 3.3l sledi

< N\ (6x0¢5)|(6x0¢), zasvakoa € A. (3.29)

xeX

Najzad, iz (3.28) i (b) sledi ¢ < ¢, a na osnovu Leme i < ¢y41. Potom, iz
Leme[B.9sledi i

< N\ (Bxo¢hi1)|(6x0¢h 1), zasvakoa € A. (3.30)

xeX

Na osnovu (3.28), (3.29) i (3.30) sledi ¥ < ¢,,1, §to je i trebalo dokazati.

(g) Ukoliko £(J,T) zadovoljava UOL, tada se fazi relacija ¢ moze posmatrati
kao matrica sa elementima u £(J, 7), za svako k € IN. Za svaki par (a,b) € A x A,
elementi na poziciji (4,b) u ovim matricama formiraju nerastuéi niz {¢y(a,b) }ren
elemenata iz £(J, 7). Prema pretpostavci, svi ovakvi nizovi se stabilizuju, odnosno
postoji s € IN takav da se svi ovakvi nizovi posle s ¢lanova stabilizuju. To znaci da
seiniz {¢r(a,b)}ren fazi ekvivalencija takode stabilizuje nakon s ¢lanova, §to znadi
Ps = Ps 1.

Dokazimo sada da iz ¢s = ¢s1 sledi ¢s = @s. 1z s = ¢ps11 na osnovu (3.21) imamo
da vazi ¢s < (¢?]p?). Stogajei¢? < ¢?, as obzirom da je ¢? < ¢?, dobijamo da je
¢$? = ¢?. To znadi da u koraku s konstrukcije nizova {¢x tren 1 { @k }renw ne postoji
fazi klasa ekvivalencije ¢¢ od ¢ tako da je ¢¢ # ¢4, ili ekvivalentno ¢s = @s. O

Teorema [3.4 moZe se transformisati u proceduru za ratunanje najvece desno in-
varijantne fazi ekvivalencije na FKA-u A, i data je Algoritmom

Algoritam 1 Rac¢unanje najveée desno invarijantne fazi ekvivalencije na fazi au-
tomatu

Ulaz: Fazi automat A = (A,c,d,T) nad alfabetom X i kompletnom reziduiranom
mrezom L.
Izlaz: Najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na A.
L ¢« U
2 @+ 10N (Ayex(0x 0 ¢7)|(6x 0 ¢*)), za proizvoljno a € A
while ¢ # ¢ do
Odaberimo proizvoljno a € A tako daje ¢* # ¢”
Izratunati B = {b € Al¢"(b) # 1}
¢1 @A (9%]9")
Q1= @A (/\ (0x 0 ¢")[(0x 0 4’”)) A (/\ /\ (5x04’117)’(5x0¢?))

xeX xeX beB
¢ P19 < ¢
9: end while
10: return ¢

*®

Odredimo vremensku sloZenost Algoritma(l} Neka je [A| = ni |X| = m, i neka
sucy, Ca, Cg i c—, respektivno, vremena izvr$enja operacija V, A, ®, — u L. Kadaje £
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standardna proizvod, standardna Godelova ili standardna Lukasiewiczeva algebra,
tadajecy =ch =cg =c =1.

Otigledno, Korak 1 izvrgava se u O(n?) vremenu. Da bismo izra¢unali ¢ u Ko-
raku 2, najpre je potrebno izratunati fazi relaciju 7t/?, §to se vrsi u O(n?(c_, +cp))
vremenu, potom kompoziciju fazi relacije J, i fazi podskupa ¢?, za neko a € A, sto
se vr$i u O(n?(cg + cy)) vremenu. Na kraju, ra¢unanje izraza A ¢ x (6x © ¢*)|(3y 0 ¢%)
vrsi se u O(mn?(cg + cy) + mn?(c—, +cp)) vremenu. Stoga je ukupno vreme izvrse-
nja Koraka 2 jednako O(mn?(cg + ¢y + ¢ +cp))-

Vreme potrebno da se nade a2 € A uKoraku 4 takvo da je ¢* # ¢® proporcionalno
je sa O(n?), dok Korak 5 zahteva O(n) vremena.

Racunanje fazi relacije ¢y u Koraku 6 preko izraza zahteva O(n?(c_, +
cn)) vremena, dok ratunanje fazi relacije ¢; u Koraku 7 preko izraza (3.22) zahteva
O(mn®(cg + ¢y + ¢y +cp)) vremena.

NajteZe je odrediti broj iteracija koje zahteva petlja kroz Korake 3-9, u slucajevi-
ma kada je broj takvih iteracija kona¢an. Posmatrajmo samo elemente niza {¢x }xen
s obzirom da oba niza {¢y }ren 1 { @k tren, generisanih preko formula (3.19) — (3.22),
imaju isti broj elemenata ako su kona¢ni. Kao $to je ve¢ napomenuto, svaka fazi re-
lacija ¢ predstavlja matricu sa elementima iz £(d, 7). Ukoliko £(J, T) zadovoljava
UOL, tada je niz {¢x }xen konacan, pa postoji broj I € IN takav da je broj razli¢itih
elemenata u svakom od tog niza manji ili jednak od I. Takode, niz {¢y } ren je opada-
juci, svaki element moZe da promeni vrednost najvise I — 1 puta, te je broj promena
manji ili jednak (I — 1)(n?> — n) (elementi na glavnoj dijagonali matrice moraju biti
jednaki 1). Stoga se petlja zavriava najvi§ nakon (I — 1)(n? — n) + 2 koraka (izmene
se deSavaju izmedu drugog i pretposlednjeg koraku).

Sumirajuéi, ukupno vreme izrvenja Algortma (1| jednako je O(Imn°(cg + cy +
¢ +cxp)), odnosno, vreme izvrienja algoritma je polinomijalno.

Napominjemo da moZemo pretpostaviti da je I broj elemenata podalgebre £(J, T)
u slucaju kada je podalgebra kona¢na. Posebno, kada je £ standardna Godelova
algebra, tada su jedine vrednosti koje mogu uzeti elementi fazi relacija iz familije
{¢x ke jesu 11 one vrednosti koje uzimaju elementi fazi relacija iz familije {dx }xex,
i moZemo pretpostaviti da je | = j + 1, pri ¢emu je j broj razli¢itih vrednosti koje
uzimaju elementi fazi relacija iz familije {dy } xex. U ovoj strukturi, Algoritam 1| za-
vriava se u j(n?> — n) + 2 koraka, ili najvise posle (m + 1)n?(n? — n) + 2 koraka, s
obzirom daje j < mn? + n?, ili drugim re¢ima u O(jmn°) vremenu, $to je proporcio-
nalno sa O(m?n”).

Na kraju, ukoliko je £ Boolova struktura, tada je | = 2, pa se Algoritam zavrsava
posle najvise n? — n + 2 koraka, §to znaci da je njegova kompleksnost u tom slu¢aju
jednaka O(mn°).

Narednim primerom demonstrira se rad Algoritma

Primer 3.5. Nekaje A = (A, 0,6, 7) FKAnad £i X, pri ¢emu je £ standardna prozi-
vod (Gougenova) algebra, X = {x}, A = {a1,a2,a3,44,a5},a 0, 6, i T zadate slede¢im
matricama:

0 1 0 06 0 0
1 1 0 1 0 0
c=[1 0000, &=106 1 0 0 0|, =1
0 0 03 04 08 0
06 02 0 0 0 1
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U prvom koraku, Algoritam 1] daje slede¢e matrice:

1 1111
1 1111
pp=U=|[1111 1},
1 1111
1 1111
1 1 0 08 0
1 1 0 08 O
01 =T|TA (6x09D)|(6x0¢N =] 0 0 1 0 06
08 08 0 1 0

0 0 06 0 1

Vidimo da fazi ekvivalencija ¢ sadrZzi jednu klasu ekvivalencije, dok fazi ekviva-
lencija ¢ sadrZi Cetiri klase ekvivalencije koje su pritom sve razli¢ite od klase ekvi-
valencije od ¢;. Stoga, odaberimo a1 € A (za koje je ¢7' # ¢7'. Tadaje B = {b €
Al (b) # 1} = {a3,a4,a5}. U sledeéem koraku, Algoritamdaje slede¢e matrice:

1 1 0 08 0
1 1 0 08 O
pr=PprA(e7l9)=1] 0 0 1 0 1],
08 0.8 0 1 O
0 0O 1 0 1
1 08 0 0 O
0.8 1 0O 0 O
<pz=<pw<6xo<pil>|(5xoqo?m(/\(@w’z)r(éxw@)= 0 0 1 0 06
beB 0 0 0O 1 O
0 0 06 0 1

Sada fazi ekvivalencija ¢» sadrZi Cetiri klase ekvivalencije, dok fazi ekvivalencija ¢,
sadrZi pet klasa ekvivalencije i koje su pritom sve medusobno razli¢ite. Odaberimo
ponovo a; € Ajer vazi ¢5' # ¢5'. Sadaje B = {b € A|@5'(b) # 1} = {ay,a3,a4,a5},
te u slede¢em koraku dobijamo matrice:

1 08 0 0 O
08 1 0 0 O
p3=d2 A (@' |9') = 0 0 10 1]/,
0 0 010
0 0 1 01
1 06 0 O O
06 1 0O 0 O
¢3=¢2A(5x0¢§1)|(5x0¢§1)/\(/\(5x0¢§)!(5x04’§)>: 0 0 1 0 048
beB 0 0 0O 1 O
0 0 048 0O 1
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Nastavljajuci u istom maniru dobijamo:

1 06 0 0 O 1 06 0 0 O
06 1 0 0 O 06 1 0O 0 O
ps=] 0 0 1 01|, o= 0 0 1 0 036],
0 0O 010 0 0 0 1 0
0 0 1 01 0 0 036 0 1
$5 = @5 = P4

Dakle, Algoritamzavréava se nakon 5 koraka kada dobijamo da je ¢5 = @5 najveca
desno invarijantna fazi ekvivalencija na A.

Na osnovu Teoreme [3.4{ (g), Algoritam (1| zavrSava se u kona¢nom broju koraka
akoje £ lokalno kona¢na. Prethodni primer pokazuje da se Algoritam[I]jmoze takode
zavrsiti u kona¢nom broju koraka ako £ nije lokano kona¢na, ali to ina¢e ne mora
biti slucaj. Postavlja se pitanje kako odrediti najvecu desno invarijantnu fazi ekvi-
valenciju u slu¢ajevima kada Algoritam 1| daje beskona¢ne nizove fazi ekvivalencija.
Sada pokazujemo da su ovi nizovi fazi ekvivalencija konvergentni u slu¢aju kada je
L = ([0,1], min, max, ®, —,0,1) BL-algebra, i da je tada najveca desno invarijantna
fazi ekvivalencija za dati fazi automat jednaka grani¢noj vrednosti tih konvergentnih
nizova. To znadi da se naredna Teorema moZe iskoristiti za dobijanje najveée desno
invarijantna fazi ekvivalencija za dati fazi automat kada se Algoritam[I|ne zavrsava
u kona¢nom broju koraka. Podsetimo se da su standardna prozivod, standardna
Godelova i standardna Lukasiewiczeva algebra primeri BL-algebre.

Teorema 3.6. Neka je A = (A,0,6,7) FKA nad L i X, pri Cemu je L BL-algebra nad
realnim jedinicnim intervalom [0, 1]. Tada su nizovi {¢x bken i { @k treN, definisani preko
(3.19) — (3.22), konvergentni. Ako oznacimo limy e ¢y = limyseo 9 = @, tada je ¢
najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na A.

Dokaz. Najpre primetimo da su nizovi {¢x }rew 1 { @k fxew monotoni, s obzirom da
je u Teoremi [3.4| (a) dokazano da su nizovi opadajuéi. Takode, s obzirom da su fazi
relacije ¢y i @y refleksivne za svako k € IN, imamo da su oba niza ogranicena, s
obzirom da za svako k € IN vazi:

I<Qe<U, T<R<U,

gde je, kao i obi¢no, sa I oznacena identi¢ka fazi relacija a sa ¢ univerzalna fazi
relacija.

S obzirom da svaki ograni¢eni monotoni niz konvergira u skupu realnih brojeva,
zakljutujemo da su nizovi {@ ren i { @k }ren konvergentni. Stavie, na osnovu de-
finicije nizova direktno sledi da je lim,, 00 ¢, = limy, 0 @1 = @.

Dalje, dokazimo da je ¢ desno invarijantna fazi ekvivalencija na A. Najpre, s
obizorom da je { ¢ }xenw Opadajuéi niz, sledi ¢ < ¢ za svako k € IN, pajei ¢ <
@1 < /. Dakle, ¢ zadovoljava (3.3).

Da bismo pokazali da je ¢ desno stabila, koristimo ¢injenicu da je t-norma ®
neprekidna u BL-algebrama (videti Teoremu [1.17). Primenjujuci dobijamo da
za svako x € X vaZi:

lim (QDn odyo0 (Pn) < lgn (535 o 4)n)/

n—o0
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odnosno:

podrop= (,}gr.}oq’n) 0dx 0 (T}E{}o‘f’n) = T}LHO\o(GOn 0 0y O )
< r}i_r}(}o(éxoqbn) :‘Sxo(r}i_{{}ofpn)
=Jy00q.

Dakle, ¢ je desno invarijantna. Takode, ¢ je refleksivna (sve fazi relacije ¢, su refle-
skivne), a takode vazi i:

-1
¢ = (nlgrgo (Pn) = lim (¢u) " = lim ¢, = ¢,

kao i:
pog= (ggrgoqvn) o (lim svn) = lim (¢, 0 ¢) = lim ¢, = ¢,

n—o0 n—oo
$to redom znaci da je ¢ simetri¢na i tranzitivna, odnosno, da je ¢ fazi ekvivalencija.
U Teoremi (g) dokazali smo da za svaku desno invarijantnu fazi ekvivalenciju
Y vazip < @, zasvakon € N, te je stoga p < lim,en ¢ = @, odakle sledi da je ¢
najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na A. O

Primer 3.7. Neka je A = (A,0,6,7) FKAnad L i X, pri ¢emu je £ standardna proi-
zvod algebra, X = {x,y}, A = {a1,a2,a3}, kao i:

0 0 08 05 0 00 0 0
0 005 0 0 0 03 0 05
c=[1 000}, =41, &=10 0 o4 0l ¥ lo 0 03 04
1 00 0 0 00 0 0
Algoritam 1| daje sledece matrice:
11 1 1T 1 0 0 0]
1111 0 1 08 0
=11 1117 2 lo o8 1 o|”
11 1 1] 0 0 0 1
1 0 0 0] 1 0 0 0]
o111 o 1 080
2=19g 111" 2700 08 1 o0|”
01 1 1] 0 0 0 1
10 0 0 1 0 0 0
0 1 0829 0 1 0810
= = > .
=10 og2 1 o’ P |o ot 1 o Zasvakok=3
0 o 0 1 0 0 0 1

Dakle, ¢ # @, za svako k € IN, dakle nizovi {¢y }ren 1 { ¢k }ren su beskonaéni. Sa
druge strane, na osnovu Teoreme |3.6/imamo da je

1000
. . 0100
Jm g = lim e =9 =1, o 1 ol
000 1

te imamo da je ¢ najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na A.
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Za fazi automat 4 nad £ i X analogno se mozZe ratunati i najveca levo invari-
jantna fazi ekvivalencija na 4, i metod za njeno ratunanje dat je Algortimom 2 Vre-
menska sloZenost ovog algoritma identi¢na je vremenskoj sloZenosti Algoritmall} a
zavr$ava se kada algebra £(0, ) zadovoljava UOL. StaviSe, rezultat analogan Teo-
remi (3.6|vaZzi i za nizove generisanih preko Algoritma

Algoritam 2 Ra¢unanje najvece levo invarijantne fazi ekvivalencije na fazi auto-
matu

Ulaz: Fazi automat A = (A,c,d,T) nad alfabetom X i kompletnom reziduiranom

mrezom L.
Izlaz: Najveca levo invarijantna fazi ekvivalencija na A.
1. ¢« U
2 ¢ WA (Neex (9" 00x)|(¢" 08y)), za proizvoljno a € A
3: while F # E do
4: Odaberimo proizvoljno a € A tako da je ¢* # ¢*
5: Izratunati B = {b € Al¢"(b) # 1}
6 1 A (99"
7 g o AN (97 00)[(9"08)) AN N ($108:)|(97 06x))
xeX xeX beB
8: 47 — (Pl, ¢ < @1
9: end while

10: return ¢

3.3 Racunanje najvecéih desnoilevo invarijantnih fazi kvazi-
uredenja

U ovoj sekciji dajemo adaptaciju prethodnih algoritama za ra¢unanje najvecih
desno i levo invarijantnih fazi kvazi-uredenja. S obzirom da fazi kvazi-uredenja ne
moraju zadovoljavati uslov simetri¢nosti, potrebno je prilagoditi pojam stabilnosti
uveden u prethodnoj sekciji. Neka je A = (A,0,0,7) FKAig@,¢ € Q(A) dva fazi
kvazi-uredenja na A. KaZemo da je ¢ desno stabilna u odnosu na ¢ ako vazi

¢ < )\ (6xoa)/(6x0pa), zasvakoa € A, (3.31)
xeX
i dualno, kaZemo da je ¢ levo stabilna u odnosu na ¢ ako vazi

¢ < /\ (ap o dy)\(ap 0dy), zasvakoa € A. (3.32)

xeX

Naredne dve Leme predstavljaju direktno prosirenje Lema [3.2]i[3.3|

Lema 3.8. Neka je AFKA i ¢ € Q(A). Tada je ¢ desno (resp. levo) stabilna na A akko je
desno (resp. levo) stabilna u odnosu na samu sebe.

Lema 3.9. Neka je AFKAi ¢, ¢ € Q(A) fazi kvazi-uredenja na A takva da je ¢ < ¢. Tada
je @ desno (resp. levo) stabilna u odnosu na ¢ ako je ¢ desno (resp. levo) stabilna.

Naredna Teorema pruza metod za ra¢unanje najveéeg desno invarijantnog fazi
kvazi-uredenja na datom fazi automatu.
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Teorema 3.10. Neka je A FKA. Definisimo induktivno nizove {¢i}ren i { @k }ren fazi
relacija na A na sledeci nacin: Za k = 1, odaberimo proizvoljno a € A i stavimo da je:

¢ =1, (3.33)
g1 =1 A N (6x 0 Pr1a)/ (55 0 pr1a), (3.34)

xeX

Pretpostavimo da su u koraku k izracunate fazi relacije ¢y i @x. U sledecem koraku, ako je
¢k # @x, odaberimo proizvoljno a € A tako da je pra # @ya, i izracunajmo skup B = {b €
Alpra(b) # 0}. Potom izracunajmo ¢y 1 i @r1 na sledeci nacin:

Pri1 = P N (pra/ pia), (3.35)
Pr+1 = P N /\ /\ (0x © pi1b) / (Ox © Pr1b). (3.36)
xeX beB

Inace, postavimo da je ¢r11 = Pk i Px1 = Qk. Tada vaZi sledece:

(a) Nizovi {¢r}ken i { @k treN Su opadajuéi;

(b) ¢p € Q(A) i@ € Q(A), za svako k € IN;

(c) @i je usitnjenje od ¢y, za svako k € IN;

(d) @y je desno stabilna u odnosu na ¢y, za svako k € IN;

(e) Za svako k € IN vaZi:

¢r 00y 0 P < Oy 0 P; (3.37)

(f) Ako je ¢s = @s, za neko s € IN, tada je ¢ps = @5 najvece desno invarijantno fazi
kvazi-uredenje na A;

(g) Ako L(8,T) zadovoljava UOL, tada se nizovi {¢y }ken i { Pk }ren stabilizuju, odno-
sno postoji s € IN tako da je s = @s.

Dokaz. (a), (b), (c), (f) i (f) dokazuju se identi¢no kao u Teoremi 3.4,
(d) Dokazujemo da vazi

o < N\ N\ (6x 0 Pra)/ (6x o ya), (3.38)

xeXacA

za svako k € IN indukcijom po k. Najpre, primetimo da je ¢1 = U, te su svi afterse-
tovi fazi relacije ¢; jednaki fazi podskupu od A ¢iji su svi elementi jednaki 1. Tada
direktno iz definicije (3.34) sledi da za svako a € A vazi:

91 < )\ (60 ¢ra)/ (6 o pra),

xeX

odakle (3.38) direktno sledi. Pretpostavimo sada da (3.38) vazi za neko k = m, te
dokaZimo da vaZiiza k = m + 1. Najpre, primetimo da direktno iz definicije (3.36)
sledi:

Pmt1 < /\ (6x © Ppmy1€)/ (65 © Ppi1c), zasvakoc € B, (3.39)

xeX

gde su, prema konstrukciji, a € A takvo daje gma # ¢naiB = {b € A|pra(b) # 0}.
Dokazimo sada da je ¢, r1c = ¢nc za svako c € A — B. Zaista, za svakod € A
imamo da vazi:

Pm16(d) = Pmi1(d,¢) = Pm(d, ) A (@ma/ pna)(d, c)
= ¢mc(d) A (pma(c) = gua(d)) = puc(d) A (0 = pna(d))
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= Pmc(d) N1 = ¢ppc(d).

Prema indukcijskoj pretpostavci imamo da vaZzi

Pm < /\ (5x o (Pmc)/((sx o (Pmc)/

xeX

zasvakoc € A, teizasvakoc € A — B. Sobzirom daje ¢;,11 < ¢, sledi

Pmt1 < /\ (6x 0 pmy1¢)/ (6x 0 Ppmy1c), zasvakoc € A—B, (3.40)

xeX

te na osnovu (3.39) i (3.40) dobijamo da nejednakost (3.38) vazi za svako k = m + 1,
Sto je i trebalo dokazati.
(e) Sledi direktno iz (d). O

Teorema moZe se transformisati u proceduru za ra¢unanje najveceg desno
invarijantnog fazi kvazi-uredenja na datom FKA-u, i data je Algoritmom

Algoritam 3 Racunanje najveceg desno invarijantnog fazi kvazi-uredenja na fazi
automatu

Ulaz: Fazi automat A = (A,c,d,T) nad alfabetom X i kompletnom reziduiranom
mrezom L.

Izlaz: Najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje ¢™ na A.

1. ¢« U

@ < 75 A (Ayex(6x 0 pa)/(6x o ¢pa)), za proizvoljno a € A

while ¢ # ¢ do
Odaberimo proizvoljno a € A tako da je ¢a # ¢a
Izratunati B = {b € A|¢pa(b) # 0}
P1 < ¢ N (ga/ga)
P14 @A ( /\ /\ (6x 0 ¢1b)/(0x © 1b))

xeX beB
¢ P, 9 @1
9: end while
10: return ¢

Vremenska sloZenost Algoritma 3| moze biti analizirana analogno kao za Algo-
ritam[1} i ona je jednaka O(Imn°(cs + ¢y + c— + c,)), pri éemu je n broj stanja fazi
automata, m broj simbola alfabeta X, a [ prirodan broj takav da je broj razlicitih ele-
menata u svakom od nizova { ¢ tren 1 { ¢k }renw generisanih u Algoritmu (1) manyji ili
jednak od I. Takode, vaZi i naredna Teorema.

Teorema 3.11. Neka je A = (A,0,0,T) FKA nad L i X, pri éemu je L BL-algebra nad
realnim jedinicnim intervalom [0,1]. Tada su nizovi {$x bkew i { Pk freN, definisani preko

(3.33) - (3.36), konvergentni. Ukoliko je lim, o ¢r = lim,—co @1 = @, tada je ¢ najvece

desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na A.

Dokaz. Tvrdenje sledi direktno iz Teoreme s obzirom da fazi kvazi-uredenja ne
moraju zadovoljavati svojstvo simetri¢nosti. O
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Primer 3.12. Neka je A fazi automat iz Primera U prvom koraku, Algoritam
daje sledece matrice (u matricama ¢, oznacavamo aftersetove koji se koriste u kon-
strukciji odgovarajuceg ¢y):

1111 1 0 00
1111 o6 1 10
P1=11 111 9| 05 08 10

1111 0 0 01

Odaberimo element a;, € A za koji je ¢7* = [0 0 0 1]71

koraku dobijaju se matrice:

# ¢1*. U sledecem

1110 1 0 00
11110 o065 1 10
2=11 110" 7| 05 081 0
1111 0 0 01
Odaberimo sada element a3 € Ajerje 93> = [0 1 1 0]_1 # ¢5°. Dalje se dobijaju
matrice:
1 0 00 1 0 00
1110 o625 1 1 0
B=11110]| 05 08 1 0
1 001 0 0 01

Nadalje, za svako k > 4, odaberimo uvek element a; € A. Tada imamo da je (pZ1 =
[1 0625 05084 0] ' #¢", tejei:

1 0 00 1 0 00
B 0.625 1 10 B 0.625 1 10
Pe=1 055084 082 1 0|’ P | 055083 082 1 0
0 0 01 0 0 01

Dakle, Algoritam (3| se ne zavrSava u kona¢nom broju koraka, ali primenom Teo-
reme dobijamo da je fazi relacija ¢ data sa:

1 0 00

¢ = lim ¢ — lim g — 0625 1 1 O
k—o0 k—o0 0 010

0 0 01

najvece desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na A.

Primer 3.13. Neka je A fazi automat iz Primera pri ¢emu je sada £ standardna
Godelova algebra. Primenom Algoritma 3| dobija se sledeéi konacan niz fazi kvazi-
uredenja:

1111 1 0 00
1111 Clos 110
=17 111 T |o40410]|"

1111 0 0 01
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te je @f%° najvece desno invarijantno fazi kvazi-uredenje. Sa druge strane, Algo-
ritam (1] takode se zavrSava u kona¢nom broju koraka, te dobijamo slededi niz fazi

ekvivalencija:

$1

COoOORFR R R R, .

P2 =

I W e T S G S G S Y

== O

e e e N

4

10 0 0
o 1 04 0
PP=10 04 1 0]
00 0 1

rife

Pp=Pp3=pp3=¢1=¢ ",

te stoga zaklju¢ujemo da je ¢"f¢ najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na .A.

Analogno, moZe se dati metod za racunanje najveceg levo invarijantnog fazi
kvazi-uredenja na fazi automatu (videti Algoritam [4). Takode, rezultat analogan
Teoremi vazi i za nizove generisanim Algoritmom {4

Algoritam 4 Rac¢unanje najveceg levo invarijantnog fazi kvazi-uredenja na fazi

automatu

Ulaz: Fazi automat A = (A, 0,4, T) nad alfabetom X i kompletnom reziduiranom

mrezom L.

Izlaz: Najvece levo invarijantno fazi kvazi-uredenje ¢! na A.

1:4)%11

N

xeX

while ¢ # ¢ do

¢1 < ¢ A (ap\ag)

xeX beB
¢ P, 9 ¢1
end while
return ¢

o ®

10:

@ A () (ag 0 6:)\(ag o b)), za proizvolino a € A

Odaberimo proizvoljno a € A tako daje a¢ # ag
Izra¢unati B = {b € Alag(b) # 0}

P14 @A ( /\ /\ (b1 0 0x)\ (b1 Oéx))
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3.4 Racunanje najveéih desnoilevo invarijantnih krisp ekvi-
valencija

Neka je £ kompletna reziduirana mreZa i neka je 2 = {0,1} C L. Za data dva
fazi podskupa a, B € LA nepraznog skupa A definige se krisp birezidual od a i B kao
krisp relacija a 1 B € 24%4 sa:

((x T ﬁ)(g,b) = {(1)1 0‘(112 = ,B(b)r (341)
, inace,
zasvakoa,b € A.

Teorema 3.14. Neka je A = (A, 0,9, 7) FKA nad L i X. Definisimo nizove krisp relacija
{F ke i {Ex bkew, pri Cemu je F, € 24%4 i Ey € 24%4 za svako k € N, na sledeci nacin:
Inicijalno za k = 1 stavimo da je:

F=U, (3.42)
Ev=(T17)AN N\ (bxoF) 1 (60 F), zanekoae A. (3.43)

xeX

Dalje, za svako k € IN ponovimo sledeci postupak: Odaberimo a € A tako da je F} # EJ, te
postavimo da je:

Fey1 = BN (Eg T Ep), (3.44)
Eip1 =EcA N\ ((6x0 ER) T (6x 0 ER) A (6x 0 (Ff — ER)) 1 (6x 0 (Ff — Ef))). (3.45)
xeX

Inace, ako je F = Ey, tada stavimo da je Fy1 = Fy i Ex11 = Ey. Tada vaZe sledeca tordenja:

(a) Nizovi {Fy}xen i {Ex ke Su opadajuci;

(b) Fy i Ey su relacije ekvivalencije, za svako k € IN;

(c) Ex je usitnjenje od Fy, za svako k € IN;

(d) Ey je desno stabilna u odnosu na Fy, za svako k € IN;

(e) Postoji s € IN tako da je Fs = Es = E, i E je najveca desno invarijantna ekvivalencija
na A.

Dokaz. (a), (b) i (c) dokazuje se analogno kao u Teoremi
(d) Dokazujemo indukcijom po k € N da je za svako ¢ € A:

E; < /\((53(01:,5)1*(53(01:,5); (3.46)
xeX

Slucaj k = 1 sledi direktno iz definicije E;. Za k = 2 imamo daje F, = F; A (Ef T Ef)
za neko a € A. Primetimo da F; = U ima samo jednu klasu ekvivalencije, koju
oznacavamo sa Ff. Prema definiciji F,, zaklju¢ujemo da je F, ekvivalencija koja je
dobijena deljenjem klase ekvivalencije F' na dva disjunktna podskupa Ef i Fj — Ef,
koji predstavljaju klase ekvivalencije od F,. Sada, prema definiciji E; imamo da je:

Ey=E A\ ((0xo (F —E})) T (0xo (B — E7))) A ((6x 0 E{) T (62 0 EY))

xeX

$to znaci da je:
Ey < (6, 0E!) 1 (6y0E%), xeX (3.47)
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< (bxo(F —E{) T (6o (K —Ef)), xeX (3.48)
Izi1mamo da je:
S Ea A A\ (8o (B — E)) 1 (B (F — ED))) A (80 E) 1 (80 ED)),

xeX
Sto znaci da za k = 2 vazi nejednakost (3.46). Pretpostavimo da je (3.46) zadovoljena
za neko k = m. Posmatrajmo ekvivalenciju Fy,4+1 = Fy A (E%|E%) za neko a €

A tako da je Fj, # Ej,. Prema (c) imamo da je Ej, < Fj,. To zna¢i da je relacija
ekvivalencije F,, 11 dobijena od relacije ekvivalencije F, deljenjem klase F;, na dve
klase E% i F& — E%. Stoga, za svaku klasu ekvivalencije F, 41 b € A, za koju je

Fb. ., #E%iFl. | # (F% — E%), prema indukcijskoj hipotezi imamo da vazi:

En1 < Ew=En A [\ (6x0Fy) 1 (dx 0 Fy)

xeX
= EuA N\ (GxoFpiq) T (8x0Fpig) < N\ (Sr0 Fpyy) T (80 Fippy),
xeX xeX

te je stoga:
Epnt1 = Emsa A\ (6x0 Fr ) 1 (Bxo Fhuy).
xeX

Dakle, za svako b € A za koje je anﬂ # ESiF? w1 7 (Fy — Ej), (3.46) vazi. Sto se
klase ekvivalencije EY, ti¢e, prema definiciji Em+1 vazi:

Enit < EnA N\ (0r0 ER) 1 (0 EL) < A\ (8x 0 EL) T (65 0 EL),

xeX xeX

Sto znaci da je:
Ent1=Ena A /\ (6x 0 Ep,) T (dx 0 Ep)).
xeX

Na analogan nacin dokazujemo i da je:

Emi1 = Emri A\ (6x 0 (F — E)) 1 (0x o (Fj, — )

xeX

Dakle, za k = m + 1 takode vazi nejednakost (3.46), §to je i trebalo dokazati.

(e) Prema (a), niz {Ej}ren je opadajudi. S obzirom da ekvivalencija E; ima u
najgorem slucaju jednu klasu, sledi da se niz { E; }xen stabilizuje najvise nakon |A| —
1 koraka, jer je |A| ukupan broj klasa ekvivalencije od Ej. Preostali deo tvrdenja
dokazuje se analogno kao u Teoremi [3.4e). O

Teorema moZe se transformisati u naredni algoritam za ra¢unanje najvece
desno invarijantne ekvivalencije na fazi automatu.

Odredimo sada vremensku sloZenost Algortima 5| Najpre primetimo da se u
analizi ra¢unanja kompozicije 6, o F* mogu izostaviti cg, c—, i cs, s obzirom da je
F* € 2% te se mnoZenje vrsi jedino sa 0 i 1. Dakle, korak 2 izvrsava se u O(mn?cy))
vremenu. Sli¢no, korak 5 izvr§ava se u O(n?) vremenu, dok se korak 6 izvr$ava u
O(mn?cy) vremenu. Kao to je pokazano u Teoremi e), ukupan broj puta kroz
koji prolazi petlja kroz korake 3-7 Algoritma [5|je najvise n — 1, tj. vreme izvrSenja

tog dela jednako je O(n). To znadi da je vreme izvrenja celog algoritma O(mn3cy).
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Algoritam 5 Rac¢unanje najvec¢e desno invarijantne ekvivalencije na fazi auto-
matu

Ulaz: Fazi automat A = (A,c,d,T) nad alfabetom X i kompletnom reziduiranom
mrezom L.

Izlaz: Najveéa desno invarijantna ekvivalencija E™ na A.

. F«<U

E <+ (71 1) A (Axex(6x 0 F*) 1 (6x 0 F*)), za proizvoljno a € A

while F £ E do
Odaberimo proizvoljno a € A tako daje F* # E?
F, « FA(E" 1 E%)
Ey < EA N\ ((6x0E") 1 (6x 0 E*) A (8x 0 (F* — E")) 1 (bx o (F* — E7))

xeX

F+ F,E+ E;
8: end while
9: return E

S obizrom da su u radu [45] autori dali algoritam za ra¢unanje najvece desno invari-
jantne ekvivalencije na fazi automatu koji se izvr$ava u O(mn°c,) vremenu, zaklju-
¢ujemo da dati algoritam predstavlja poboljSanje ve¢ postojeceg algoritma iz [45].

Algoritam 5|pokazuje da se najve¢a desno invarijantna ekvivalencija moZe efika-
sno izrac¢unati za bilo koji fazi automat, i da se zavrSava u kona¢nom broju koraka
bez nametanja dodatnih uslova kompletnoj reziduiranoj mrezi £. Medutim, s obzi-
rom da vazi E" < ¢, na osnovu Teoreme zaklju¢ujemo da desno invarijantne
ekvivalencije ne moraju biti efikasne kao desno invarijantne fazi ekvivalencije u de-
terminizaciji fazi automata.



65

Glava 4

Determinizacioni algoritmi za fazi
automate

Za razliku od NKA-a, koji uvek mogu biti determinizovani, ne mogu svi FKA-i
biti determinizovani. Stoga je problem determinizacije od posebnog znacaja u kon-
tekstu FKA-a, te su tokom godina razvijeni brojni metodi za determinizaciju FKA-a.

Determinizacija FKA-a primarno je posmatrana kao njegova konverzija u ekvi-
valentan krisp-deterministicki fazi konacni automat (k-DFKA, skraéeno) od strane broj-
nih autora, i ovakvi algoritmi su dobro razvijeni u skoradnjoj literaturi. Preciznije,
Malik i Mordenson [140} 157] pokazali su da je svaki (max, min)-fazi automat ekvi-
valentan k-DFKA-u, dok su istu tvrdnju Bozapalidis i Louscou-Bozapalidou poka-
zali za (max, T)- i (max, D)-fazi automate, pri ¢emu T oznatava Lukasiewiczevu
normu, dok D oznacava drasti¢ni presek. Bélohlavek [14] je posmatrao fazi auto-
mate nad lokalno kona¢nim kompletnim mreZama i pokazao njihovu ekvivalentnost
sa k-DFKA, dok je isti rezultat dao Rahonis [[177] za fazi automate nad ograni¢enim
distributivnim mrezama. Li i Pedrycz [135] posmatrali su fazi automate nad mreZzno
uredenim monoidima i pokazali da je takav fazi automat ekvivalentan sa k-DFKA
ako je poluprstenski ostatak monoida lokalno konacan. Metodi za determinizaciju
FKA koji su razvili Bélohlavek [14] i Li i Pedrycz [135] analogni su dobro poznatoj
podskupovnoj konstrukciji za NKA-e.

Ignjatovié, Ciri¢ i Bogdanovié¢ razvili su u [97] determinizacioni algoritam za
FKA-e nad kompetnim reziduiranim mreZama, a koji je analogan dostiznoj podsku-
povnoj konstrukciji za NKA-e, i pokazali da je determinizacija moguca u slucaju kada
Nerodova fazi desna kongruencija na FKA ima konacan indeks (videti i [100]). Me-
tod dat u radu [97] poboljsan je u brojnim radovima. Jan&i¢, Ignjatovi¢ i Ciri¢ [[109]
razvili su algoritam za konstrukciju decjeg fazi automata koji generalizuje determini-
zaciju preko skupova prelaza [75] 74]. Potom su Janci¢ i ostali u [110] razvili algo-
ritme za konstrukciju k-DFA-a koristeé¢i desno i levo invarijantne fazi relacije, a koji
generalizuju determinizaciju preko simulacija [75] 74]. Algoritmi razvijeni u [110]
zapravo kombinuju determinizacioni metod i metod redukcije broja stanja fazi au-
tomata u jedan metod koji simultano vrsi ove dve operacije, ¢ime se zapravo do-
bijaju algoritmi koji su bolji od algoritama razvijenih u [14, 97, (109} [135], u smislu
da generiSu deterministicke fazi automate sa manjim brojem stanja dok rade u istoj
vremenskoj sloZenosti.

Prethodni algoritmi ne mogu se koristiti ukoliko ulazni FKA prihvata fazi jezik
beskonac¢nog ranga, s obzirom da k-DFKA po svojoj prirodi raspoznaje jedino fazi
jezik kona¢nog ranga. Stoga, de Mendivil i Garitagoitia razvijaju u [145] determi-
nizacioni metod koji konvertuje ulazni FKA u ekvivalentan KDFA, s obzirom da je
KDFA u stanju da raspozna fazi jezik beskona¢nog ranga. Njihov algoritam bazira se
na pojmu faktorizacije fazi podskupova, koji su prvobitno uveli Kirsten i M&durer [116]]
u determinizacionom metodu za teZinske automate nad poluprstenima. Osim toga,
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de Mendjivil i Garitagoitia [145] pokazuju i da je svojstvo reprezentativnih ciklusa potre-
ban i dovoljan uslov da se njihov determinizacioni metod zavrsi u kona¢nom broju
koraka. Ovaj uslov opétiji je od svojstva blizanaca, a koji predstavlja dovoljan uslov za
determinizaciju teZinskih automata nad polupstenima. Preciznije, autori su u [145]
dali primere fazi automata koji ne zadovoljavaju svojstvo blizanaca a zadovoljavaju
svojstvo reprezentativnih ciklusa, i za koje se determinizacioni metod zavrSava u
kona¢nom broju koraka.

U ovoj glavi dajemo algoritme za determinizaciju FKA koji raspoznaju fazi je-
zike beskonacnog ranga. Drugim re¢ima, pod determinizacijom podrazumevamo
konverziju FKA u KDFA. Prikazani algoritmi zasnivaju se na kori$¢enju faktorizacije
fazi podskupova, kao i desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja uvedenih u Glavi
i zapravo vrSe simultano determinizaciju i saZimanje ekvivalentnih stanja fazi au-
tomata u konstrukciji. Na ovaj nacin, poboljsava se determinizacioni algoritam ra-
zvijen u [145]. Osim toga, uvodimo i uslov slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa, te
dokazujemo da je ovaj uslov potreban i dovoljan da ulazni FKA ima ekvivalentan
KDFKA. Ovaj uslov je jo$ opstiji od svojstva reprezentativnih ciklusa, ¢ime se prosi-
ruje klasa fazi automata koji mogu biti determinizovani.

Rezultati iz ove glave objavljeni su u radu [198], a organizovani su na slede¢i na-
¢in. U Sekciji 4.1) daju se definicije faktorizacije i maksimalne faktorizacije fazi pod-
skupova nad kompletnim reziduiranim mreZama bez delioca nule, kao i njihova
osnovna svojstva i osobine. U Sekciji 4.2| prikazan je na¢in za determinizaciju fazi
automata na osnovu faktorizacije fazi podskupova, kao i desno invarijantnih fazi
kvazi-uredenja. Preciznije, za dati FKA A &iji je skup stanja A, kao i fazi relaciju
¢ na A, najpre konstruiSemo FKA A,, a potom konstruiSemo kompletan determi-
nisti¢ki fazi automat Ag od A. Takode, u Sekciji za dati FKA Ai ¢ € LA*4,

konstruisemo takozvani kompletan deterministicki degji fazi automat (A7) od A,

za datu faktorizaciju D. Dokazujemo da su oba fazi automata .Ag i (.Ag )¢ ekviva-
lentna sa A u slucaju kada je ¢ refleksivna slabo desno invarijantna fazi relacija na
A. Takode, dokazujemo daje (A7) konatan ako i samo ako je Ag konatan, kao i da
broj stanja od (Ag) ne mozZe biti veci od broja stanja od Af. Stavise, dokazujemo
da koris¢enjem najvecih desno invarijantna fazi kvazi-uredenja algoritmi rezultiraju
najmanjim KDFA-om, ¢ime se direktno daje moguénost primene algoritama razvije-
nih u Glavi 3| Sekcija 4.4{ posvecena je formalnoj analizi razvijenih algoritama. Na
kraju, u Sekciji 4.5l uvodimo takozvano slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa, i doka-
zujemo da su A i (A}))° konaéni, pod uslovom da je D maksimalna faktorizacija,
ako i samo ako A, zadovoljava slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa. Ovo svoj-
stvo opéstije je od svojstva reprezentativnih ciklusa prethodno odredenog u [144] kao
potreban i dovoljan uslov za determinizaciju preko maksimalne faktorizacije, ¢ime
prosirujemo klasu fazi automata koji mogu biti determinizovani. Ovo svojstvo for-
muliSe se jedino na osnovu interne strukture ulaznog fazi automata. Na kraju, u
Sekciji |4.6| prikazani su brojni ilustrativni primeri.

4.1 Faktorizacije fazi podskupova
U nastavku teksta, ukoliko nije drugacije naglaSeno, posmatramo kompletne re-
ziduirane mreZe bez delioca nule.

Definicija 4.1. Neka je £ kompletna reziduirana mreZa i A neprazan skup. Tada je
faktorizacija fazi podskupova od A nad L, ili samo faktorizacija od A, ureden par D =
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(f,g) preslikavanja f : LA — LA ig: LA — L takav da vaZi:

a=g(a)® f(n), zasvakoa € L4, 4.1)
g(@) =1 (4.2)
Slede¢a Lema navodi osnovna svojstva faktorizacije nad kompletnim reziduira-

nim mrezama.

Lema 4.2. Neka je D = (f,g) faktorizacija od A, pri Cemu je A neprazan skup. Tada za
svako & € LA vazi:

g(a) >0, (4.3)
a(a) =0 akko f(a)(a)=0, zasvakoaec A, (4.4)
a=Q akko f(a)=0Q, (4.5)
a < f(a), (4.6)
fla)(a) < g(a) - a(a), zasvakoa € A, 4.7)
g() > \/ ala). 48)
acA
Dokaz. (4.3): Direktno iz i zaklju¢ujemo da vazi:
a(a) =g(w) ® f(a)(a), zasvakoa € A. 4.9)

Pretpostavimo da za neki fazi podskup a« od A vazi g(a) = 0. Tada prema i
vazia = 0® f(a) = @. Ali tada, prema {@.2), vazi g(a) = 1, $to dovodi do
kontradikcije.

(4.4): Akoje f(a)(a) = 0,zanekoa € A, tada iz sledi a(a) = 0. Obratno,
ako vazi a(a) = 0 zaneko a € A, tada je takode iz f(a)(a) =0jeriz sledi
g(w) >0, a £ je bez delioca nule.

(4.5): Direktna posledica (4.4).

(4.6): Sledi iz i (L.18).

([4.7): Sledi iz i svojstva adjunkcije (1.1).

(4.8): Takode iz i sledi a(a) < g(«), za svako a € A, §to znadi da
je g(a) € U(rang(w)). Sada dokaz sledi iz ¢injenice da je \, e a(a), po definiciji,
najmanji element skupa U (rang(«)). O

U svakoj kompletnoj reziduiranoj mreZzi postoji trivijalna faktorizacija, odnosno
faktorizacija Dy = (fn,gn) od A, gdeje gn(a) = 11i fy(a) = &, za svako a € LA,
Proizvoljna faktorizacija D = (f,g) od A naziva se maksimalna ako vaZi:

gx@a) =x®g(a), (4.10)
flx®a) = f(a), (4.11)

zasvakox € Lia € L4 zakojeje x ® a« # @. Uslov x ® a # @ je neophodan,
jer bi bez tog uslova imali da je f(¢) = f(0®a) = (D), te oznaka maksimalne
faktorizacije ne bi imala smisla. Maksimalne faktorizacije igraju vaznu ulogu u de-
terminizaciji fazi automata, kao $to ¢e biti formalno dokazano u narednim sekcijama.

Lema 4.3. Neka je D = (f,g) maksimalna faktorizacija od nepraznog skupa A. Tada za
svako & € LA vazi:

f(f(@)) = f(a). (4.12)
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Dokaz. U slutaju kada je & = @, prema vazi f(f(a)) = f(@) = @ = f(a).
Inace, ako je « # @, tada je

fla) = f(g(a) @ f(a)).

Iz i # @ zakljutujemo daje g(a) ® f(a) # 0. S obzirom da je D maksimalna
faktorizacija od A, (4.11) takode vazi, sledi da (4.12) vazi. O

Posmatrajmo sada problem konstrukcije faktorizacije nad kompletnom rezidui-
ranom mreZzom bez delioca nule. Definisimo funkcije gy : LA > Li fum e LA — 1A

gm(a) = {1' "0 fu(e)(@) = gu(a) - ala), (4.13)
Vacaa(a), inace

zasvakoa € L4 ia € A. Tada vaZi sledece tvrdenje.

Lema 4.4. Neka je L kompletna reziduirana mreZa bez delioca nule i koja zadovoljava svoj-
stvo deljivosti, i neka je A neprazan skup. Ukoliko L zadovoljava svojstvo deljivosti, tada je

Dy = (fm, gm), definisan sa (4.13), faktorizacija od A.

Dokaz. Na osnovu definicije (4.13) zaklju¢ujemo da vazi a(a) < gum(a), za svako
a € Aia € L% S obzirom da je svojstvo deljivosti (I.38) zadovoljeno, sledi da
postoji z € L tako daje a(a) = gpm(a) @ z. Tada iz (1.24) sledi:

gm(@) ® fm(w)(a) = gm(w) ® (gm(a) — a(a)) = a(a),

zasvakoa € Aia € LA. Dakle, svojstvo je zadovoljeno. Svojstvo je veé po
definiciji gp zadovoljeno. Sledi, Dy = (fum, §m) je faktorizacija od A. O

Prema tome, uredeni par Dy = (fup, §m) nazivamo Mohrieva faktorizacija kada je
L kompletna reziduirana mreza bez delioca nule i koja zadovoljava svojstvo deljivo-
sti. U opstem slucaju, Dy nije maksimalna faktorizacija, ali su zadovoljena sledec¢a
svojstva.

Lema 4.5. Za svako « € L i x € L, Mohrieva faktorizacija Dyt = (fa, §m) zadovoljava:

gm(x®@a) =x@gm(a), (4.14)
fm(a) < fu(x®a), (4.15)
fm(a) = fm(fm(a)). (4.16)

Dokaz. Na osnovu (T.30) sledi da za svako x € Lia € L? za koje je x ® a # @ vaZi:
gu(xoa) =\ (xoa)a)=\/ x®a(a) =x® \/ a(a) = x @ gm(«),
acA aceA acA

svojstvo (4.14) sledi. Dalje, za svako a € A, primenjujuci redom (1.20), (1.23) i (4.14),
dobijamo:

fm(a)(a) = gm(o) = o(a) =1® (gm(a) — a(a))
= (x = x) ® (gm(a) — a(a))
< (x®@gm(a)) = (x@a(a))
= fu(x®a)(a),
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odakle (4.15) sledi. Na kraju, da bismo pokazali da (4.16) vazi, dokazujemo obe
strane nejednakosti. S jedne strane, s obzirom da je gam(fm(a)) < 1,iz (1.21) i (1.29)
sledi

fu(a)(a) =1 = fu(a)(a) < gm(fm(a)) = fu(a)(a) = fru(fm(@))(a),

za svako a € A. Sa druge strane, iz (4.15) i ¢injenica da je Dpr = (fam, gm) faktoriza-
cija od A, sledi

fm(fm(a)) < fu(gm(a) ® fu(a)) = fm(a),

¢ime je dokaz zavrSen. O

Propozicija 4.6. Neka je L standardna prozvod algebra, definisana sa (1.14), i A neprazan
skup. Tada je Mohrijeva faktorizacija Dyt = (fam, gm) maksimalna.

Dokaz. S obzirom daje a(a) < gm(a), zasvakoa € Aia € L4, iz (T.14) sledi da je

tezasvakox € L,a € Aia € LA vazi:

fM(X®0c)(a)—(x®“)(”)_ x-a(a)  a(a)

Tanbea) g gu@ MO0

dakle, Dy je maksimalna faktorizacija od A. ]

4.2 Determinizacija preko faktorizacije fazi podskupovai de-
sno invarijantnih fazi kvazi-uredenja

Neka je £ kompletna reziduirana mreZa bez delioca nule i koja zadovoljava svoj-
stvo deljivosti, i neka je X konacan alfabet. Neka je A = (A,0,6, 1) fazi automat
nad £i X, inekaje D = (f,g) faktorizacija od A. Defini§imo familiju {02 },cx+ fazi
podskupova od A induktivno sa:

USD = f(o),
oD = f(eP 0sy), zasvakou € X*ix € X.

Drugim re¢ima, za svako u = x1x2...x,, pri ¢emu je x1,x2,...,x, € Xin € Ny,
imamo da vaZi:

0 = f(.. f(f(f(0) 08x) 0d3) 0...) 0 bx,).

Oznatimo sa AP = {0D},cx+, i defini§imo funkciju fazi prelaza 6P : AP x X x
AP - Lsa
g(ePoéy), a=cPand B=0cp,

6P (a,x,B) = { (4.17)

0, inace
zasvakou € X*ix € X, kao i fazi skup zavrsnih stanja 0. AP 5 L sa:
™) =waor,

za svako o € AP. Tada vazi sledeéi rezultat.
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Teorema 4.7. Neka je A fazi automat i D = (f,g) faktorizacija od A. Tada je AP =
(AP, {cP/g(0)}, 8P, tP) dobro definisan KDEA.

Dokaz. (Dobro definisan) O¢igledno je da su preslikavanja 6° i T2 dobro definisana,
te je fazi automat AP dobro definisan fazi automat.

(Kompletan) Za svako u € X*ix € X imamo daje ol € APicD € AP, tadaiz
i (@.17) sledi 6P (¢P, x,0P) = g(¢P 0 6,) > 0.

(Deterministi¢ki) Prema konstrukciji fazi automata AP, jedinstveno pocetno sta-
nje je o sa stepenom ¢(c), a prema (£3), taj stepen je veci od 0. Stavise, ako je
SP(eP,x,00) > 0i6P(eP,x,00) > 0,zanekou € X*, x € Xioy, 0 € AP, tada
prema imamo o1 = 0, = 0. O

Determinizacioni metod baziran na gore opisanoj konstrukciji nazvan je u [144]
determinizacija preko faktorizacije fazi stanja. U slu€aju kada je D trivijalna faktorizacija,
fazi automat AP postaje Nerodov fazi automat AN Kkonstruisan u [97] (videti i [100]).
Dakle, fazi automat AP predstavlja generalizaciju Nerodovog fazi automata AN.
Fazi automat AP naziva se KDFA od A. S obzirom da je AP KDFA, prema (2.12)
imamo da je fazi jezik raspoznat fazi automatom AP jednak:

[AP](u) = cl @ T°(0), (4.18)

za svakureC u = x1x3...x, € X¥, pri ¢emu je skalar cuD € L definisan sa:

n
¢ =cP(P)® <® 8P (03 5.y 1 Xis a£x2...xi)> : (4.19)
i=1

Na osnovu prethodnih zapaZanja, zaklju¢ujemo da vazi ¢ > 0.

Lema 4.8. Neka je A fazi automat, D = (f, g) faktorizacija od A, i neka je AP KDFA od
A. Tada za svako u € X* vaZi:

n
ou=00( )by =clad). (4.20)
i=1

gde je c? definisan sa (£.19).

Dokaz. Dokaz se izvodi indukcijom po duZzini n € INg re¢i u € X*. Kadajen = 0,
pocevsi od leve strane jednakosti (4.20) dobijamo:

o =3g(0)® f(o) =oP(c?) @07,

Sto je ta¢no desna strana jednakosti (4.20), dakle (4.20) vazi za n = 0. Pretposta-
vimo sada da (4.20) vaZi za neko n € Ny i simbole x1,x7,...,x, € X. Tada prema
indukcijskoj hipotezi za svako x,,1 € X vazi:

n+1 n
— _ D D
o O 5361 =0o° (Sxi o 5Xn+1 - Cxlxz...xn ® (lexz...xn © 5xn+l)'
i=1 1

i=

Stavise, s obzirom daje D = (f, g) proizvoljna faktorizacija, sledi:

n+1
oo (Q (5x1.> = Calc)lxz...xn ® <g<0'32x24..xn © §xn+1) ®f(agx2...xn © (an+1)> .
i=1



4.2. Determinizacija preko faktorizacije fazi podskupova i desno invarijantnih faz}l
kvazi-uredenja

Na kraju, prema asocijativnosti ®, dobijamo:

n+1

_ D D¢.D D D

o (Q 59(1‘) - (Cxlxz...xn ®9 (lexz...xn/xn-&-llo-xlxz...xnﬂ)) @ 1% Xpsn
i=1

- D D(,D D _ D 5 -
S 9bz1rorp da Cxyazy @ 07 (Tr 0. xnr X141, Ox 5. 2y 11) = Cya.ny, VAZ1 prEma asoci-
jativnosti ®, dokaz je zavrSen. O

Ekvivalencija fazi automata A i AP sledi iz naredne Teoreme.

Teorema 4.9. Neka je A fazi automat, D = (f,g) faktorizacija od A, i AP KDFA od A.
Tada vazi [A] = [AP].
Dokaz. Odaberimo proizvoljnu re¢ u € X*. Primenom (4.20) dobija se

[Al(w) =coduoT=c)®(c,)0T).
Imaju¢i u vidu da je T°(¢?) = of o7, kao i da (#18) vazi, zaklju¢ujemo da je
[A](u) = [AP](u). S obzirom da je re¢ u € X* odabrana na proizvoljan nacin,
ekvivalencija fazi automata A i AP sledi. O

Maksimalne faktorizacije igraju vaznu ulogu u determinizaciji fazi automata,
kao $to je prikazano u narednoj Teoremi. Pre toga je potrebno dokazati narednu
Lemu.

Lema 4.10. Neka je A fazi automat i D maksimalna faktorizacija od A. Tada za svako
u € X* vazi:
fled) = o). (4.21)

Dokaz. Najpre, primetimo da u slu¢ajevima kada je 0? = @, pri ¢emu je u € X*, iz
dobijamo f(0f) = @ = ¢P. Pretpostavimo da je P # @. Akojeu = ¢, iz
svojstva sledi:

fe) = f(f(0)) = f(o) = o).

Inace, ako je u € X, tada se re¢ u moZe predstaviti kao u = x1x7 ... x,, pri ¢emu je
n > 0, te tada ponovo iz (4.12) sledi:

F@) = F(f(0nry 2, ©0%)) = f(O00y 2,y ©0n) = 037,

¢ime je dokaz zavrSen. O

Teorema 4.11. Neka je A fazi automat, N = (fn,8n), M = (fm,gm) i D = (f,8)
trivijalna, maksimalna i proizvoljna faktorizacija od A, respektiono, i AN, AM and AP
odgovarajuéi KDFA-i od A, respektivno. Tada vaZi:

|AM| < AP i |AM] < AN, (4.22)
Dokaz. Za proizvoljnu re¢ u € X*, prema Lemi [4.8|dobijamo da vazi:
oy = cE@af = CQ’I@UIJXI.
S obzirom da je D)y maksimalna faktorizacija od A, iz sledi

fuley @) = fuley),
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i takode:
e @a)) = fu()) = o),

stoga vazi:
ou' = fu(e)) = fu(ow).

S obzirom da je prethodni identitet zadovoljen za svako u € X*, sledi da su nejed-
nakosti (4.22) zadovoljene. O

Teorema navodi da KDFA od A dobijen preko maksimalne faktorizacije
nema veci broj stanja od KDFA od A dobijen preko proizvoljne faktorizacije ili fazi
Nerodovog automata od A (iako KDFA od .4 dobijen preko proizvoljne faktorizacije
moze imate veéi broj stanja od Nerodovog fazi automata od A, kao sto je pokazano
primerima u Sekciji [4.6). Ova ¢injenica je od posebnog interesa u standardnoj proi-
zvod algebri, koja nije lokalno kona¢na. Zaista, kada je A fazi automat definisan nad
standardnom proizvod algebrom i postoji barem jedan ciklus u grafu prelaza od A,
tada je Nerodov fazi automat AN beskonacan, ali AM moze biti konadan, s obizrom
da nema vedi broj stanja od AN. Ipak, postoje slu¢ajevi kada je i fazi automat AM
beskonacan. Stoga je od posebne vaZznosti razvoj determinizacionih metoda koji ¢e
biti u stanju da prevazidu ove nedostatke.

Stoga obra¢amo paZnju na slede¢u konstrukciju. Neka je ¢ proizvoljna fazi rela-
cija na A. Defini§imo fazi automat A, = (A, 0y, dy, Ty) na sledeci nacin:

Oy =00¢,
dy(a,x,b) = (6xo¢)(a,b), zasvakoabec AixcX,
Ty = T.

Oznacimo familiju (Ay)P = {(0p) tuex- sa AY = {@} }uex+, kao i fazi automat
(Ap)? = ((A9)" {(0g)2/8(7 0 @)}, (84)7, (Ty)P) jednostavno sa Ag = (Ag, {@7/
g(oo (p)},ég,rg ). Otigledno je da se elementi familije AS mogu direktno zadati
formulama:

9P = f(oog),
¢ = f(pl 06y 0¢), zasvakou € X*ix € X,

c LAngxAD

dok se fazi relacija (55 ¢ moZe zadati sa:

g(@Poéy09), a=¢liB=¢l, zanekoue X*ixe X

5$(a,x,ﬁ) = { ,

0, inace

. . D
kao i fazi skup Tq? € LY sa:

qu?(uc):ucor,

zasvakoa € Ag . U slu¢aju kada je ¢ = A 4 identicka fazi relacija, tada je Ag = AD.
Prema Teoremi Ag je KDFA, stoga je fazi jezik raspoznat fazi automatom
Ag , prema (2.12), jednak:

[AD](u) = ¢ @ T2 (D),
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pri ¢emu je P € L jednako:

n
,D
CZ) = g(O— © gD) ® ® 55(@2){2...)(1‘,1’ xi/ ¢.I>CD1X2...X,‘)' (423)
i=1

za svako U = x1X3...x, € X*. Stavie, posmatrajudi fazi automat A, umesto A u
Lemi 4.8 (#.20) postaje:

n

,D
copo()(yog) =cli, v, @ @Ry, (4.24)
i=1

Pokazacemo da se, izborom odgovarajuce faktorizacije D od A i fazi relacije ¢ na
A, konstrukcijom A, pre konstrukcije AP dobijaju pobolj$anja u odnosu na direktnu
konstrukciju AP iz A. U tom svetlu, najpre odredujemo uslove pod kojima su fazi
automati A i A} ekvivalentni.

Teorema 4.12. Neka je A fazi automat, D = (f, g) faktorizacija od A, ¢ refleksivna slabo
desno invarijantna fazi relacija na A, i neka je Ag KDFA od A. Tada je [A] = [[Ag I

Dokaz. Odaberimo proizvoljnu re¢ u = x1x;...x, € X* duzine n € INy. Prema (2.9)
i sukcesivne primene (3.11) sledi:

n

[Ay](u) = ogo (Q(éx,-o@) 0T =00 (Q%) o1 = [A](w).
i=1

i=1

S obzirom da je re¢ u € X* odabrana na proizvoljan nacin, ekvivalencija fazi auto-
mata Ay i A sledi. Ali iz Teoreme @ znamo da su fazi automati A, i .Ag ekviva-
lentni. Ovim je dokaz Teoreme zavrsen. O

Sada pokazujemo da se veli¢ine odgovaraju¢ih KDFA-a od A mogu uporediti
kada se koriste desno invarijantna fazi kvazi-uredenja i maksimalne faktorizacije.

Teorema 4.13. Neka je A fazi automat, D = (f, ) maksimalna faktorizacija od A, i neka su
@ i ¢ desno invarijantna fazi kvazi-uredenja na A. Neka su Ag i Ag odgovarajuci KDFA-i

od A. Ako je ¢ < ¢, tada sledi | A})| < |AD)].

Dokaz. Defini§imo preslikavanje ¢ : Ag — Ag sa (D) = ¢P, za svako u € X*.
Tada je ¢ dobro definisano preslikavanje. Zaista, neka su u = x1x2...x, € X* i
U =1Y1Y2--.-Ym € X* dve redi za koje je pL = ¢D. Tada iz (.24) dobijamo:

n

P ® (ao 9o () o (p>> =ctP ool

i=1
,D ,D
= CZ) X cZ) & gof?

m
— P (00(,)0 O(@pq))) .

i=1

Koristeci prethodni identitet u kombinaciji sa Lemom zakljuc¢ujemo da vazi:
D D
o @d” @)

S <“"’°O<5x,-o¢>) =P @ (Tos0p) =P ® (Cod0pop)
i=1
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:cf’D(g) <(ro¢o ( (5xioq))> o<p> = <c§f’D® <ao¢o©((5xi0(p)>> o¢
i i=1

= (cﬁ’D(X) (U°¢OQ(5yi°¢)>> ocpch)’D@ (Uogoo <Q(5yiogo)> 04))

i=1 i=1

3 Il

=@ (0od0909)=clP @ (00,09)=cl’® (UO(POQ(%O‘P)) '

i=1

Ponovo, iz (4.24) dobijamo:
IP ool =P @ @D,

te s obzirom da je D maksimalna faktorizacija od A, primenjujuci 4.21) i (4.11) do-
bijamo:

o0 = f(9D) = f(IP @ P @ ¢D) = f(cIP @ 8P @ ¢P) = f(¢P) = ¢D.

U zaklju¢ku, dokazali smo da ¢f = ¢f povladi ¢f = ¢P, $to obezbeduje da je &
dobro definisano preslikavanje. Stavise, o¢igledno je da za svako ¢ € Ag postoji
oL € AZ tako da je ¢(¢D) = ¢P, za proizvoljno u € X*, te je stoga ¢ i surjektivno
preslikavanje. Dakle, ]Aq? | < |A$ | sledi. O

Napomena 4.14. Prethodna Teorema navodi da se koriséenjem najveceg desno inva-
rijantnog fazi kvazi-uredenja na A dobija odgovaraju¢i KDFA od A koji nema veci
broj stanja od KDFA od A dobijenog koris¢enjem proizvoljnog desno invarijantnog
fazi kvazi-uredenja na A i, posebno, koris¢enjem fazi identicke relacije na A, pod
uslovom da se takode koristi i maksimalna faktorizacija od A. Smanjenje broja sta-
nja moZe biti znacajno, odnosno moze se dobiti KDFA sa kona¢nim brojem stanja,
kao Sto je pokazano primerima u Sekciji

Sada ¢emo pokazati da ekvivalencija fazi automata A i .Ag vaZziiu slu¢aju kada
je ¢ refleksivna levo invarijantna fazi relacija na A. Ipak, koriS¢enje refleksivnih levo
invarijantnih fazi relacija na A ne daje poboljsanja u konstrukciji KDFA-a od A.

Lema 4.15. Neka je A fazi automat, D = (f,g) faktorizacija od A, ¢ refleksivna slabo
levo invarijantna fazi relacija na A, i neka je A KDFA od A. Tada za svako n € No i
U= 2x1X2...x, € X" vazi:

oy, =000, = cﬁ’D ® qo,?, (4.25)

pri cemu je c'° definisano sa E23).
Dokaz. Dokaz ide preko indukcije po duZini n re¢i u. U slu¢aju kada je n = 0 imamo:
e=0=00p=g(cog)® flrog)=0.(¢])® ¢}

Drugim re¢ima, (4.25) vaZzi kada je n = 0. Pretpostavimo sada da (4.25) vazi za neko
n € N isimbole x1,x7,...,x, € X. Nekaje x,11 € X. Tada vaZi:

vo 5X1X2~~~xn+1 =0o (lemeanrl 0@ = 000xx,.x, © 5Xn+1 °c¢

Koristeci sli¢ne principe kao u Lemi 4.8 dobijamo:

_ oD D
cody = Cxixp..xy & ((lexz...xn ° 5xn+l © (P)
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,D
= CJqf)lxzmxn ® (g(cpa?lxz‘..xn © 5X»1+1 © §0) ®f(¢3?1x2...xn © 5xn+l © (P))

_ (9D D/ D D D
- (Cxlxz...xn ® 5<p (qoxlxz...xn/ Xns §0x1x2...xn+1)) ® (lexz...an

_ 9D D
- Cxlxzmxnxnﬂ ® (PX1X2-~~X»1+1’

¢ime je dokaz zavrSen. O

Teorema 4.16. Neka je A fazi automat, D = (f,g) faktorizacija od A, ¢ refleksivna slabo
levo invarijantna fazi relacija na A, i neka je Ag KDFA od A. Tada je [A] = [[Ag J.

Dokaz. Prema (2.9) i (4.25), za svako u € X* vazi:
[A)w) = 005,07 = P ® (92 0 7).

S obzirom da je ¢ o T = 75 (¢f)), iz @18) dobijamo [A](u) = [AD](u), time je
dokaz zavrsen. O

Teorema 4.17. Neka je A fazi automat, D = (f,g) maksimalna faktorizacija od A, ¢ i
¢ refleksivne slabo levo invarijantne fazi relacije na A, i neka su .Ag i Ag odgovarajuci

KDFA-i od A. Tada vazi |A41,)| = |AD| = |AP|.
Dokaz. 1z (4.25) sledi da za svako u € X* vazi:
gody, = C:f,D®¢uD = Cﬁ,D@)(PE'

Koristeci ¢injenicu da je D maksimalna faktorizacija od A, dobijamo:

o0 = f(9D) = (P @ gD) = floodu) = f(ch” @ 9D) = f(¢P) = ¢P.

Prethodni identitet vaZi za svako u € X*, stoga je preslikavanje ¢ : Ag — Ag,
definisano sa &(¢L) = ¢, za svako u € X*, dobro definisano i bijektivno. O

Napomena 4.18. Prethodna Teorema pokazuje da korisc¢enje refleksivnih slabo levo
invarijantnih fazi relacija ne pruza poboljSanje u konstrukciji KDFA-a u odnosu na
koriS¢enje identicke fazi relacije kada se koriste maksimalne faktorizacije. Ali, reflek-
sivne slabo levo invarijantne fazi relacije daju poboljsanje kada se koriste proizvoljne
faktorizacije, kao $to je pokazano primerima u Sekciji [4.6]

4.3 Determinizacija preko konstrukcije de¢jeg fazi automata

U ovoj sekciji, pokazujemo da se dodatna poboljSsanja mogu dobiti konstrukcijom
takozvanog decjeg fazi automata. Neka je £ kompletna reziduirana mreZa koja je bez
delioca nule i zadovoljava svojstvo deljivosti, i neka je X = {x1,x,...,x,} alfabet.
Neka je A = (A, 0,6, 7) fazi automat nad £1i X, D = (f,g) faktorizacija od A, i
neka je ¢ fazi relacija na A. Za svako u € X* definigimo (2m + 1)-torku (@2)¢ €
(LA x L)™ x Lsa

(@) = (@i, 8(@F 002, 09), Py, 8(@F 06x,09), ..., ¢, 8(@F 06y, 0 @), ¢F o T).
(4.26)
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Dalje, neka je (Ag)c = {(¢P)°|u € X*}, te definigimo preslikavanja (5$)C : (Ag)c X
X x (A)" = Li(t))": (AD)" — Lsa:

0, ) [S080E00), w=gRip= B, mnekoue X ixeX,
¢ " 0, inace ’

(T(E)C(ac) =aorT,

zasvakow, B € A’q:,) . Tada vaZi sledece tvrdenje.

Lema 4.19. Neka je A fazi automat, D = (f,g) faktorizacija od A, i ¢ fazi relacija na A.
Tada je (AD)" = ((AD)", {(¢P)/g(c 0 @)}, (65)¢, ()°) dobro definisani KDFA.

Dokaz. (Dobro definisan) Najpre pokazujemo da su (J5) i (7)€ dobro definisana
preslikavanja. Neka je (¢7)¢ = (¢5)¢ za neko u,v € X*. Tada iz definicije
direktno sledi daje 2 = @b ig(¢P 0by, 0 ¢) = g(¢f 0 by, 0 @) zasvako1 < i < m,
kao i P o T = ¢ o 7. Odaberimo proizvolino x € X. Tada je ¢, = ¢, te zbog
toga:

@Exxi = f(@;?x © 5351' © gD) = f(@z?x © 536,‘ © (P) = gozl?xxi

zasvako1 <i < m,kaoi ¢l o1 = ¢D o7. Stoga, (p2)° = (¢L.)¢. Stavige, takode
iz definicije (£:26) imamo daje g(¢L o 6y 0 @) = g(¢% 0 5y 0 @), stoga je:

(B (@) x, (9i)) = gl 0 6x 0 9) = g(@F 0 6x 0 9) = (6)((93) %, (95))-

Ovo znaci da je ((55 )¢ dobro definisano preslikavanje. Takode, lako se proverava da

jei(ty)" takode dobro definisano preslikavanje, ¢ime je dokazano da je (A)¢ dobro
definisan fazi automat.

(Kompletan) Prema konstrukciji fazi automata (Af))°, imamo da je (¢;)¢ € (AD)i
(pD)e € (Ag )¢ zasvako u € X*ix € X, stoga prema svojstvu (4.3) imamo da vazi:

B ((92) %, (1)) = 8(@7] 0650 9) > 0.

(Deterministicki) Prema konstrukciji fazi automata (Ag )¢, ¢P je jedinstveno pocetno
stanje sa stepenom g(co o ¢). Takode, ako je (55)5((¢E)C, x,B1) >0i ((S(I;)C((%D)C,x,
B2) > 0, zaneko u € X*, tada je prema konstrukciji (A7), B1 = B2 = (¢ix)"- O

U slu¢aju kada je D = N trivijalna faktorizacija, mozemo se uveriti da za svako
u € X* (2m 4 1)-torka (¢}')° € (A}))° postaje

(M) = (¢ 00, 09,1, 9N 06x,09,1,...,¢) 06x, 09,1, ¢) 0T),

te se stoga moZe identifikovati sa (m + 1)-torkom (¢,)°¢ € (L?)™ x L definisanoj u
[110] sa

(pu) = (¢l 06x, 09,9l 06x,09,..., 90 05y, 0, @} 0T).

Zbog toga, (.,45 )¢ predstavlja generalizaciju fazi automata konstruisanih u [109}110].
Posto su ti fazi automati u [109, [110] nazvani degji fazi automati Nerodovog fazi au-
tomata od A, KDFA A{, nazivamo kompletan deterministicki decji fazi automat (KDDFA)
od fazi automata A. Takode, kada je D proizvoljna faktorizacijai ¢ = Ay, tada od-
govaraju¢i KDDFA od A oznatavamo sa (AP)¢ = ((AP)S, {(cP)¢/g(0)}, (6P)¢, (tP)°),
gdeje (AP)¢ = {(0))"|u € X*}.

Sada pronalazimo uslove pod kojima su fazi automati (AP)¢ i A ekvivalentni.
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Teorema 4.20. Neka je A fazi automat, D = (f, g) faktorizacija od A, ¢ refleksivna slabo
desno invarijantna ili refleksivna slabo levo invarijantna fazi relacija na A, i neka je (Ag )¢

KDDFA od A. Tada je [ A] = [(A5)].

Dokaz. Prema definiciji fazi automata (.Ag )¢, zaklju¢ujemo da je

(B (@)%, (@32)) = 85 (@1, %, i),
kaoi
(7)) ((92)%) = 75 (1),
zasvako u € X*. Stoga, prema Lemi (Ag) je KDFA, te za svako u = x1xp ... Xy
€ X* imamo da je:

n

[(AD)](w) = g(0 o p) ® (®<5$>C<<¢zxznm>e % <qo£zx2...x,.)f>) ® (1) ((¢2)°)
i=1

= g(o—o q) (® 5D q)xle Xi 1’xl’ ¢x1x2 Xl)> ®T(PD(¢E)
i=1
= [Ag] ().

Drugim retima, (A}))° je ekvivalentan sa AP, za proizvoljnu faktorizaciju D od A i

proizvoljnu fazi relaciju ¢ na A. Ali znamo da je Ag ekvivalentan sa A kada je ¢ re-
fleksivna slabo desno invarijantna ili refleksivna slabo levo invarijantna fazi relacija
na A, ¢ime je dokaz zavrsen. O

Sada pokazujemo prednost konstrukcije de¢jeg fazi automata, ili preciznije, da
detiji fazi automat (AJ)° ne moze imati veci broj stanja od fazi automata Ap.

Teorema 4.21. Neka je A fazi automat, D = (f,g) faktorizacija od A, ¢ fazi relacija na A,
AP KDFA od Ai (A)° KDDFA od A. Tada je |(A)] < |.AD].

Dokaz. Nekaje & : A) — (AQ)¢ preslikavanje definisano sa:

S(en) = (),

za svako u € X*. Tada je preslikavanje ¢ dobro definisano. Zaista, ako za neke reci
u,v € X* imamo da vazi ¢ = ¢f, tada takode vazi:

= (@) = (phn, 8(@F 00, 00),..., 90, 8(@F 055, 0 @), 9L 0 T)
(f(qvff 00y, 09),8(pF 0bx, 09),..., f(@f 05x, 0 9),8(pF 0 v, 09), 95 o1)
D06 00),8(¢) 06y, 09),...,f(F 05, 09),8(pF 0y, 09), ¢ o)

= (qv?x /8(95 006, 09), -, Py, 8(95 © 8, 0 9), @ 0 T) = (97)°
=2(g0).
Jasno je i da je ¢ surjektivno preslikavanje, ¢ime je dokaz Teoreme zavrsen. O

Teorema 4.22. Neka je A fazi automat, D = (f, ) faktorizacija od A, ¢ fazi relacija na A,
Al KDFA od Ai (A}))° KDDFA od A. Tada je AY) konacan akko je (A}))° konacan.

Dokaz. Najpre, pretpostavimo da je (A}))° konacan skup, tj. (A9)¢ = { (1)), (¢1)),
. (¢h )} zanekok € Niuy,...,up € X*. Zasvako u € X imamo da je u =
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vxzanekov € X*ix € X, kaoi (¢h)¢ = ((puDj)C zanekoj € {1,...,k}. Ovo
poslednje podrazumeva da je goz?y = q)Ejy zasvakoy € X, ili f(¢F 0 by 0 ¢) = f(qouD]_ o
by 0 @) za svako y € X. Stoga dobijamo da je ¢F = f(¢D 0 b, 0¢) = f(go,?j 08y 0
p) = q)ij. Dakle, AP\ {¢?} = {(p,?jxl|1 <j <k 1<1<m} tejestoga |AD| <
km 4 1, osnosno, |A$ | < |(A$)C] -|X| 4+ 1. Drugi smer tvrdenja direktno sledi iz
Teoreme 4.21] O

4.4 Algoritmi za determinizaciju fazi automata i njihova ana-
liza

U ovoj sekciji dajemo algoritme za konstrukciju grafova prelaza KDFA-a prikaza-
nih u prethodnim sekcijama. Koristimo dobro poznate strukture podataka i opera-
cije na njima. Preciznije, koristimo red kao strukturu podataka snabdevenu sledeé¢im
standardnim operacijama:

* Enqueue(q, v), koja dodaje stavku v na kraj reda g,
* Dequeue(q), koja uklanja stavku sa pocetka reda g i vraca je kao rezultat,

e IsEmpty(q), koja vraca true ukoliko je red g prazan i ne postoji stavka koja se
moZe uzeti sa pocetka reda, i false inace.

Sve navedene operacije izvrsavaju se u O(1) vremenu.
Dalje, koristimo stablo kao strukturu podataka snabdevenu slede¢im standard-
nim operacijama:

* Lookup(T,v), koja vraca true ako postoji ¢vor sa vredno$éu v u stablu T, i false
inace,

e Insert(T,n,v,1), koja dodaje novi &vor sa vrednos$éu n u stablu T sa granom
oznacenom sa / iz postojeceg ¢vora sa vrednoséu v,

e GetValue(T,v), koja vraca ¢vor sa vredno$éu v u stablu T.

Takode koristimo i oznaku Insert(T,n) = Insert(T,n, null,null) za dodavanje
¢vora sa vrednoscu n kao koren praznog stabla T. Oznacimo sa t broj ¢vorova stabla
T, a sa ¢ cenu rac¢unanja da li su vrednosti dva ¢vora stabla T jednake. Tada ope-
racija Lookup(T, v) zahteva, u najgorem slucaju, prolazak kroz sve ¢vorove stabla T
(8to zahteva O(t) vreme), i za se za svaki ¢vor proveru da li je njegova vrednost jed-
naka zadatoj vrednosti v (5to zahteva O(c) vreme). Dakle, ukupno vreme izrvSenja
operacije Lookup je O(tc). Na sli¢an na¢in moZemo zaklju¢iti da se i operacije Insert
i GetValue izvrsavaju u O(tc) vremenu.

Na kraju, kao strukturu podataka koristimo i usmereni graf G = (V, E) snabde-
venu sledeéim standardnim operacijama:

* AddVertex(G,v), koja kreira novi ¢évor sa vredno$¢u v u grafu G,

* Addedge(G, u,v,e), koja kreira usmerenu granu sa oznakom e iz ¢vora sa vred-
nos¢u u do ¢vora sa vrednos$éu v u grafu G.

Kada je graf predstavljen preko liste susedstva, tada se obe operacije izvrsavaju u
O(1) vremenu, a kada je graf predstavljen preko matrice susedstva, tada se operacija
AddEdge izvrsava u O(1), dok se operacija AddVertex izvr§ava u O(|V|?) vremenu.
Takode, koristimo i operacije:

* Lookup(G,v), koja vraca true ako postoji &vor sa vrednoséi v u grafu G, i false
inace,
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* GetValue(G,v), koja vraca ¢vor sa vredno$¢u v u grafu G.

Sli¢no, ako se sa ¢ oznaci trosak provere jednakosti vrednosti dva ¢vora u grafu G,
tada se obe operacije Lookup i GetValue izvrsavaju u O(|V|c) vremenu.

Najpre dajemo algoritam za konstrukciju KDFA od fazi automata .A. Preciznije,
za dati fazi automat A = (A,0,6,7) gde je |A| = n i |X| = m, faktorizaciju D =
(f,8) od A, i datu fazi relaciju ¢ na A, cilj je konstrukcija KDFA AJ = (AP, {9/
g(cog)}, 55 , T(IPD ) od A. Dati algoritam oslanja se na teoretske rezultate iz prethod-
nih sekcija, i njegov formalni opis dat je Algoritmom [6] Ideja Algoritma [f]je da se
induktivno konstruiSe puno m-arno stablo prelaza od Ag ¢iji su ¢vorovi fazi skupovi.
Da bismo konstruisali stablo prelaza, koristimo pomo¢ni red ¢iji su elementi fazi
skupovi. Zapravo, koristimo red za skladistenje ¢vorova iz stabla prelaza koje kon-
struiSemo. Primetimo da se, zbog koris¢enja reda kao strukture podataka, stablo
prelaza od Ag konstruiSe u BFS (Breadth-first search) maniru, odnosno, stanja koja
su dostiZna iz pocetnog stanja pod dejstvom kracih reci generisana su i procesirana
pre stanja koja su dostiZna iz pocetnog stanja pod dejstvom duZih re¢i. Takode, kori-
stimo i pokazivace s(-) koji pridruzuju ¢vorovima stablu prelaza koje konstruisemo
odgovarajuce cele brojeve, koje kasnije koristimo kod kreiranja grafa prelaza od Ag
iz njegovog stabla prelaza. Induktivna procedura za konstrukciju grafa prelaza od
Ap data je Algoritmom@

Procedura za konstruisanje grafa prelaza KDFA od A ne mora da se zavrsi u ko-
na¢nom broju koraka, zbog &injenice da kolekcija fazi podskupova {¢D},cx+ moze
biti beskona¢na. Medutim, u slu¢ajevima kada je ova kolekcija kona¢na, procedura
se zavrSava u kona¢nom broju koraka, nakon izra¢unavanja svih elemenata te ko-
lekcije. Kao sto ¢e biti dokazano u Sekciji kada je D maksimalna faktorizacija
od A i ¢ desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na A, tada se procedura zavrsava
akko fazi automat A, zadovoljava takozvano slabo svojstvo reprezentationih ciklusa. U
tom slucaju, ozna¢imo sa k broj razli¢itih vrednosti koje fazi podskupovi iz familije
{¢P},ex- mogu uzeti. Tada se iz ovih k razli¢itih vrednosti mogu konstruisati naj-
viSe k" razli¢itih fazi podskupova od A, $to zna¢i da kolekcija {92}, cx- moZe imati
najvise k" razlicitih elemenata.

Sada analiziramo vreme izvrSenja Algoritma @ Oznacdimo sa ¢y, ca, Cg, C—, Cg
i ¢y, redom, troSak izvrSenja operacija V, A, ®, — u L, i operacija g i f faktorizacije
D od A. Na primer, kada je £ standardna proizvod, standardna Godelova ili stan-
dardna Lukasiewiczeva struktura, tada imamo dajecy = cy = cy = c, = 1,akada
je D = (f,g) = Dm(fm, gm) Mohrijeva faktorizacija, tada je c; = ¢ = n. Podsetimo
sedaje |A| =ni|X|=m.

Analiziramo samo one korake iz Algoritma [f] Cije je vreme izvrienja vece od
O(1). Racunanje f(o o ¢) u koraku 3 najpre zahteva ratunanje kompozicije o o ¢
(koje se zavrsava u O(n%(cg + cv)) vremenu), te zatim ra¢unanje f(o o @) (§to se
zavrdava u O(cs) vremenu), $to daje ukupno vreme izvrsenja O(n*(cg + cv) + cf)
za korak 3. Sli¢no, prvo ratunanje u koraku 5 zavrsava se u O(n?(cg + cv) + ¢g)
vremenu, a drugo u O(n(cg + cv)) vremenu.

Sada, vidimo da se korak 11 izvr$ava u O(n?(cg + cy) + ¢ £) vremenu, dok se
korak 12 izvrsava u O(n(cg + cv)) vremenu, odnosno, oba koraka zahtevaju polino-
mijalno vreme. S obzirom da stablo prelaza moZe imati najvise k" ¢vorova, a provera
da li su dva fazi skupa jednaka zahteva O(n) vremena, zaklju¢ujemo da svaki od ko-
raka 13, 17119 zahteva po O(nk") vremena, j. svi zahtevaju eksponencijalno vreme.
Stoga, koraci 11-19 izvrsavaju se u O (nk") vremenu. Posto je |X| = m, imamo da se
petlja koja formira korake 10-20 izvrSava u O(mnk") vremenu. Na kraju, imajuéi u
vidu da su elementi reda g elementi kolekcije {2}, cx+, kao i da se preko koraka 13
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Algoritam 6 Konstrukcija grafa prelaza kompletnog deterministickog fazi auto-
mata Ag

Ulaz: Fazi automat A = (A,0,d,7) nad kompletnom reziduiranom mrezom L i
alfabetom X, faktorizacija D = (f,g) od A, i fazi relacija ¢ na A.
Izlaz: Kompletan deterministi¢ki fazi automat .Ag = (Ag , (T(]PD , 5? , Tq? ).
1: S+ 1
2: Inicijalizovati prazan red g ¢iji su elementi fazi skupovi, kao i prazno stablo T
ciji su ¢vorovi takode fazi skupovi

3 ¢f < foo @)

4: Insert(T, ¢P)

505 (90) < 8(c09), T(pd) < g0t

6: s(pP) S, S« S+1

7: Enqueue(q, ¢P)

8: while not IsEmpty(q) do

9: @k + Dequeue(q)

10: forall x € X do

11: Pux < fgy 00x09)

12: ‘75(405;() <0, T(E(?Ex) — q)llz)x °T
13: if not Lookup(T, ¢~ ) then

14: Enqueue(q, L)

15: s(pP) S, S« S+1

16: else

17 s(pl,) « s(Getvalue(T, ¢2.))
18: end if

19: Insert(T, oL, of,x/g(pl 06, 0 9))

20: end for

21: end while

22: Stablo prelaza T je konstruisano. Spajamo listove stabla T sa njegovim unutra-
$njim ¢vorovima sa istom vrednoséu pokazivaca s. Rezultujudi dijagram pred-
stavlja graf prelaza od Ag .

obezbeduje da se svaki element kolekcije nalazi samo jedanput u redu g u nekom
trenutku, zaklju¢ujemo da se koraci 8-21 izvrsavaju u O (mnk?*) vremenu. S obzi-
rom da izvrSenje koraka 22 ne prelazi ovo vreme, zaklju¢ujemo da je ukupno vreme
izvrienja Algoritma [f|jednako O (mnk>").

Sada dajemo algoritam za konstrukciju KDDFA (A2) od A. Ideja je da se is-
tovremeno konstruisu stablo prelaza od .Ag i graf prelaza od (Ag )¢. Ukoliko je
|X| = m, tada su ¢vorovi traZzenog stabla i grafa (2m + 1)-torke. Zajedno sa poka-
zivatima s(-) korig¢enih u Algoritmulf koristimo i pokazivace #(-) koji prudruzuju
odgovarajuce cele brojeve ¢vorovima grafa prelaza koji konstruiSemo. Procedura za
konstrukciju grafa prelaza od (Ag )¢ data je Algoritmom

Prema Teoremi (.Afp) )¢ je konacan akko je AL, i kao $to je pokazano u Sek-

ciji Ag je konacan akko A, zadovoljava slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa,
pri Cemu je D maksimalna faktorizacija. Kao i u analizi Algoritma |6} posmatrajmo
slu¢aj kada kolekcija {9 },cx+ ima najvige k" razli¢itih elemenata.

Primetimo da, kada se dostigne korak 19 u Algoritmu [7} tj. kada se konstruise
¢vor u grafu G koji je (2m + 1)-torka, prvih 2m komponenti je veé izracunato u toku
konstrukcije stabla prelaza T, i sve $to preostaje je da se ukaZe na te vrednosti (to se
¢ini u O(2m) vremenu) i da se izra¢una vrednost g% o T (§to se ¢iniu O(n) vremenu).
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Algoritam 7 Konstrukcija grafa prelaza kompletnog deterministickog dedjeg fazi
automata (A})°

Ulaz: Fazi automat A = (A,c,d,7) nad kompletnom reziduiranom mrezom L i
alfabetom X = {x1,x2,...,xy}, faktorizacija D = (f,g) od A i fazi relacija ¢ na
A.
Izlaz: KDDFA (A2) = ((AD)S, (0), (65)°, (t))°).
1: S« 1, T+ 1
2: Inicijalizovati prazan red g &iji su elementi fazi podskupovi, prazno stablo T ¢&iji
su ¢vorovi takode fazi podskupovi, prazan red w &iji su elementi (2m + 1)-torke,
i prazan graf G &iji su ¢vorovi takode (2m + 1)-torke.
3 ¢ « floog)
4: Insert(T, ¢P)
5 s(pP) S, S« S+1
6: Enqueue(q, ¢P)
7
8
9

S

: while not IsEmpty(gq) do
@ « Dequeue(q)
forall x € X do

10: Py — f(@1 06:09)

11: Zapamtiti vrednost g(¢L o 6, o @)
12: if not Lookup(T, ¢%,) then

13: Enqueue(q, %)

14: s(pf) <SS, S« S+1

15: else

16: s(@L ) < s(Getvalue(T, ¢2.))
17: end if

18: Insert(T, 9L, oL, x/g(pl 0 5, 0 @))

19: end for

20 (@F) < (@D, 8(@F 065 09),..., 98 ,g(@F 06y, 09), ¢F o1)
21: if u = e then

22 (@) ((9i))) < g(eop)
23: else

24: CAN(CARE

25: end if

26 (7)) ((9)°) @il oT
27 if not Lookup(G, (¢2)¢) then

28: Enqueue(w, (@2)¢)

29: t(eP)) T, T+ T+1

30: else

31: t((D)°) « t(Getvalue(G, (¢F)))
32: end if

33 Addvertex(G, (¢2)¢)
34: end while
35: while not IsEmpty(w) do

36: (¢D)¢ < Dequeue(w)

37: forall x € X do

38: ifs(pD.) = s(¢L) zaneko ¢ € T sajedinstvenom vrednoséu s(¢L) then
39: AddEdge (G, (¢7))°, (¢7)%, x/8(@y © 6 0 9))

40: end if
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41: end for

42: end while

43: Spajamo ¢vorove u grafu G sa istom vrednoséu pokazivaca t. Rezultujudi dija-
gram predstavlja graf prelaza od (Ag ).

Dakle, korak 19 izvr$ava se u O(2m + n) vremenu. Korak 21 zahteva izvrSenje u
O(n?(cg + cv)) vremenu. I pored toga, ukupno vreme izvrenja za korake 8-25 je
O(mnk™"), kao §to je izratunato u analizi Algoritma 6]

Fokusirajmo se sada na korak 26. U toku konstrukcije stabla prelaza T takode
smo odredili koji ¢vorovi u T su jednaki (u smislu jednakosti fazi skupova), te se
njima pridruZuju iste vrednosti pokazivaca. Stoga, kada se proverava jednakost dve
(2m + 1)-torke u G, potrebno je jedino proveriti jednakost vrednosti pokazivaca pri-
druzenih ¢vorovima, a vreme izvrenja te provere je O(m). S obzirom da ne postoji
viSe od k" ¢vorova u grafu G, vreme izvrsenja koraka 26 je O (mk"). Ista vremenska
slozenost vazi i za korak 30. Ukupno vreme izvrsenje koraka 26-32 je O (mk").

Zaklju¢ujemo da je vreme izvrsenja koraka 8-32 i dalje O(mnk"), dok je vreme
izvr§enja koraka 7-33 jednako O(mnk®"). Na sli¢an nacin zaklju¢ujemo da izvrsenje
koraka 34-42 ne zahteva viSe vremena od izvrSenja koraka 7-33. Sumirajuci, zaklju-
¢ujemo da je ukupno vreme izvrSenja Algoritma E] jednako O(mnk>"), isto kao i za
Algoritam [p]

4.5 Potrebniidovoljni uslovi za determinizaciju preko mak-
simalne faktorizacije fazi podskupovaidesno invarijant-
nih fazi kvazi-uredenja

U ovoj sekciji odredujemo potrebne i dovoljne uslove da se Algoritmi iz Sek-
cije 4.4 zavrse u kona¢nom broju koraka. Neka je A = (A, 0, J, 7) fazi automat nad
L1iX,D = (f,g) maksimalna faktorizacija od A, i ¢ desno invarijantno fazi kvazi-
uredenje na A. S obzirom da je ¢ desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na A, iz
dobijamo da za svaku re¢ u = x1x;...x, € X* vazi:

n
Uuo(P:aoéuoq)Zao(PO< 5xio(P>=C5'D®¢E-
=1

1

Stavige, vazi (&.11) i (#.21) jer je D maksimalna faktorizacija, te za svako u € X* vaZi:

ol = f(oR) = f(cIP @ ¢D),

te konacno zakljuc¢ujemo da za svako u € X* vazi:

ou = flouo ). (4.27)
Sledec¢a Lema i Definicija dati su u radu de Mendivil i Garitagoitia [144].

Lema 4.23. Neka je A FKA, D = (f,g) maksimalna faktorizacija od A, i AP KDFA od A.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(@) Postoji ceo broj k > 0 takav da za svaku re¢ u € X*, gde je |u| > ki o, # @, postoje
reciv e X*iw € X gde je vw prefiks od u, tako da vazi f(0y) = f(0ww).

(b) AP je KDFKA.
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Dokaz. (a) = (b). Pretpostavimo da tvrdenje (a) vaZi i da je AP beskonacan skup.
S obzirom da su elementi skupa AP ¢vorovi stabla prelaza T konstruisanog preko
Algoritma @ postoji re¢ ¢ € X za koju postoji nezatvorena grana, odnosno postoji
beskona¢na putanja 71, € P, u stablu prelaza T od AP. Za svaki prefiks g/ € X* re¢i
q vazi 0';? # @, jer bi se inace putanja 71, pod reci q zavrsila u stanju O'qD, , 8 obzirom
da bi tada vazilo @ o0 §y = @ zasvako x € X, kaoi f(®) = @. Stavise, 0*‘? # @ prema
i povladi 0y # @, za svaki prefiks ¢ € X* od g, s obzirom da je £ bez
delioca nule.

Sada, nekajeu = x1x2...x, € X* prefiks re¢i g, pri émuje n > k > 0. Na osnovu
prethodnog, vazii o, # @. Iz uslova (a) sledi da postoji prefiks vw od u tako da je
|lw| > 01 f(0) = f(oww). 1z zapravo imamo da vaZi 0} = o) . Stoga, putanja
u stablu prelaza T koja prolazi kroz ¢vorove (7? , (72 P (711,) , ... zavrSava se kada se
dostigne ¢vor o2, §to je kontradikcija sa po¢etnom pretpostavkom.

(b) = (a). Pretpostavimo da tvrdenje (b) vaZzi, odnosno da je AP konatan skup.
Nekaje |[AP| = p,inekajeu = x1x2...x, € X* re¢ takvadajen > pio, # @. Tada
je 0u # @ za svaki prefiks v od u. Prema (.5), svi elementi u nizu f(c), f(oy,), ...,
f(0xyx,..x, ) razlititi su od @. Stavise, na osnovu ([#.27) imamo da su elementi ovog
niza elementi skupa AP. Tada, prema Dirihleovom principu, postoje celi brojevi k
ik takvidajeO < k < K'i f(0nxyy) = f(Oxynyxy). Nekaje v = xix0...x¢ i
W = Xgy1Xks2---Xp. Tada je vw prefiks od u za koji je |[w| > 01 f(0y) = f(oww)-
Drugim recima, tvrdenje (a) vaZzi. O

Definicija 4.24 (svojstvo reprezentativnih ciklusa). Neka je A FKAi D = (f,g)
maksimalna faktorizacija od A. KaZemo da A zadovoljava svojstvo reprezentationih
ciklusa ako vaZzi:

SRC: Zasveretiv € X*iw € X7, ako je 0y # @, za svaki ceo brojm > 0, tada
postoji ceo broj k > 0 takav da za svaki ceo broj r > k vazi f(0pwr) = (Tt )-

Takode, de Mendivil i Garitagoitia pokazali su u [144] da je SRC potreban i do-
voljan uslov da AP bude konacan, pod uslovom da je D maksimalna faktorizacija.
Sada uvodimo $iri koncept, takozvano slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa, i poka-
zujemo da je ono potreban i dovoljan uslov da fazi automat AP ima konacan broj
stanja, pri ¢emu je D maksimalna faktorizacija. Na ovaj nacin, prosirujemo klasu
fazi automata koji mogu biti determinizovani preko maksimalne faktorizacije.

Definicija 4.25 (slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa). Neka je A FKA i D =
(f,g) maksimalna faktorizacija od A. Kazemo da A zadovoljava slabo svojstvo repre-
zentativnih ciklusa ako vazi:

SSRC: Zasveretiv € X*iw € X', ako je opym # @, za svaki ceo broj m > 0,
tada postoje celi brojevi k > 0ir > k tako da vazi f(0vw) = f(Tppk)-

Za date dveretiv € X*iw € X, uslov “oyym # @, za svaki ceo broj m > 0”
zna¢i da postoji barem jedno stanje a € A u fazi automatu A tako da je oy (a) > 0
(odnosno, stanje a koje je dostiZzno iz nekog pocetnog stanja fazi automata A preko
re¢i vw) i 6, (a,a) > 0 (odnosno, postoji barem jedan ciklus koji ukljucuje stanje
a preko re¢i w, a pritom je |w| > 0). Sa druge strane, uslov f(0vw) = f(Oyur)
za cele brojeve r > k iz SRC znaci da ciklus preko re¢i w u fazi automatu A ne
stvara beskonacan broj razlicitih stanja u KDFA AP od A, gde je D maksimalna
faktorizacija od A. Ovo je stoga $to su stanja f(0y.r) za razlicite vrednosti celog
broja r jednaka stanju f (o« ) za dati celi broj k. Preko SSRC pokazujemo da je samo
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jedno r > k potrebno da bi se izbegla generisanje beskona¢nog broja stanja u AP koji
se nalaze u ciklusu u grafu od AP preko reéi w.

Ocigledno, ako A zadovoljava SRC, tada A zadovoljava i SSRC.

U narednoj Teoremi dokazujemo da je SSRC dovoljan uslov da KDFA AP od A
ima konacan broj stanja.

Teorema 4.26. Neka je A FKA, D = (f,g) maksimalna faktorizacija od A, i AP KDFA od
A. Ako A zadovoljava SSRC, tada je AP KDFKA.

Dokaz. Dokaz izvodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da A zadovoljava SSRC i
da skup AP ima beskonacan broj stanja. Prema Lemi ovo znacdi da uslov (a) iz
Leme [4.23|nije zadovoljen, Drugim re¢ima, vazi sledece:

Tvrdnja: Za svaki ceo broj m > 0 postoji re¢ u € X*, pri ¢emu je |u| > mio, # Q,
tako da za svako p,q € X* gdeje |q| > 0i pq prefiks od u vazi f(0,) # f(0pq)-

Sada, odaberimo dve re¢i v € X*iw € X' tako da je opym # @ za svaki ceo broj
m > 0. To zna¢i da postoji ciklus u grafu prelaza od A preko re¢i w koji ukljucuje
stanje a koje je dostiZno preko re¢i vw. Prema prethodnoj Tvrdnji, moZemo odabrati
dovoljno veliko m > 0 tako da vaZe slede¢a dva tvrdenja:

1. Postoji u € X* takodaje |u| > mio, # @,
2. Ret¢ u prolazi kroz neki ciklus u grafu prelaza od A preko re¢i w najmanje r
puta.

Dakle, vw" je prefiks re¢i u, i s obzirom da je 0, # @, tada je 0y # @. Prema SSRC,
f(opwr) = f(o,). Nekaje p’ = vw*iq = w'~*. Primetimo da je |¢'| > 0 jer je
r > k. Drugim re¢ima, f(0,,) = f(0,) gdeje [q'| > 0, $to je kontradikcija sa gore
navedenom Tvrdnjom. O

SSRC iz Definicije [4.25 uklju¢uje pojam maksimalne faktorizacije od skupa stanja
fazi automata A. Slede¢com Lemom dokazujemo da je moguce izraziti SSRC isklju-
¢ivo preko elemenata familije fazi dostiznih stanja. To znaci da je SSRC svojstvo
interne strukture grafa prelaza fazi automata A.

Lema 4.27. Neka je A FKA i D = (f,g) maksimalna faktorizacija od A. Fiksirajmo reci
ve X iwe X takve da je oom # D za svaki ceo broj m > 0. Tada su sledeéa svojstva
ekvivalentna:

(@) Postojek € Ngir € IN, priemu jer > k, tako da je f(0vw) = f(Opyt),
(b) Postojek € Ng, v € INgdejer > k, kaoil € L gdejel > 0, tako da vaZi oy =
l® Ok -

Dokaz. (a) = (b). Pretpostavimo da svojstvo (a) vazi. Tada je 0y = 0k © 6k, te s
obzirom da je D maksimalna faktorizacija od A, (4.10) vazi, te dobijamo:

g((var) = g(avwk) ® g(f(avwk) © (sw’*k) = g(ngk) ® g(o,vak © 5w’*k)’

Nekaje ! = g(cP , 06,—). Tada vazi:

Ovwr = g((var) ®f(ng'> = g(o—va) ®f(avwk> =I® (g(vak) ®f(avwk)) =I® Oowk-

Prema imamo daje I > 0, te stoga sledi svojstvo (b).

(b) = (a). Ako vazi (b), tadaje f(0vw ) = f(I ® 0,x ). Prema pretpostavci, opm #
@ za svako m > 0, stoga je oy # @, i tavise [ > 0, stoga je | ® opym # @, za svako
m > 0. S obzirom da je D maksimalna faktorizacija od A, dobijamo f(opw) =
f (0t ), te svojstvo (a) sledi. O
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Definicija 4.28 (slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa (SSRC), alternativna repre-
zentacija). Neka je A fazi automat. Tada .4 zadovoljava slabo svojstvo reprezentationih
ciklusa (SSRC) ako vazi:

SSRC, alt: Zasveretiv € X*iw € XT, ako je opym # @, za svaki ceo broj m > 0,
tada postoje celi brojevik > 0ir > k, kao i konstantal € £ takodajel > 0i
Oy = Z ® O-UZUk'

Prema Lemi[#.27] Definicije[d.25]i4.28su ekvivalentne, ali je SSRC u Definiciji[4.28]
izraZeno nezavisno od pojma maksimalne faktorizacije, $to znacdi da je zavisno je-
dino od strukture grafa prelaza fazi automata. Imamo u vidu da je Teorema [4.26]
takode validna i za Definiciju

U narednoj Teoremi pokazujemo da je SSRC potreban uslov da KDFA AP od A
ima konacan broj stanja, pri ¢emu je D proizvoljna faktorizacija od A.

Teorema 4.29. Neka je A FKA, D = (f, g) faktorizacija od A, i AP KDFKA od A. Tada
A zadovoljava SSRC.

Dokaz. Ponovo, dokaz ide preko kontradikcije - pretpostavimo da je skup AP kona-
¢an i da A ne zadovoljava SSRC. To znadi da postoje dvere¢iv € X*iw € X takve
da je oy # @ za svaki ceo broj m > 0, i za svako k € Ny, svakor € Nsar >k, i
svako!l € Lsal > 0vazi oy # | ® Oy

S obzirom da postoje v € X* i w € X' takve da je oy # @ za svako m > 0,
zaklju¢ujemo da postoji ciklus u grafu prelaza od A preko re¢i w a koji prelazi preko
stanja a koje je dostiZzno preko re¢i vw. Prema pretpostavci, fazi automat .AP je dobro
definisan KDFKA ekvivalentan sa .\A. Prema deterministi¢koj strukturi AP, postoji
jedinstvena putanja u grafu prelaza od AP za svako vw™ € X*, m > 0. Stavige, AP
je konacan fazi automat, te stoga postoji k € Ny ij € IN tako da postoji stanje u AP
koje je dostizno preko re¢i vw (naime, to je stanje Uguk), iiz tog stanja postoji ciklus
preko redi w!. Iz dobijamo:

_ D D
Towk = Cop ® Tk

. _ a2 e D .. .
Neka je w = x1x5 ... x,. Tada prema definiciji ¢ ,.; dobijamo:

_ D( D
wkﬂ - wk ® ® ® o z;k“x X1 Xi, O-ka“xl...x,v)

t=0 i=1
Neka je | = ®£;(1) " 6P(eP AT 1’x1’aka+fx1...x,v) € L. Tada iz (4.24) i ciklusa
preko reci w/ dobijamo.
Oowkti = Cz?w"*/ ® Uzgukﬂ' = vwkﬂ ® U = vwk ®l® 0- wk =1®c (4.28)

Stavige, s obzirom da je oyym # @ za svako m > 0, kao i j > 0, dobijamo da je [ >
0. Dakle, (4.28) je kontradikcija sa po¢etnom pretpostavkom, $to je i bilo potrebno
dokazati. ]

4.6 Primeri

U ovoj sekciji dajemo nekoliko ilustrativnih primera kojima se porede perfor-
manse algoritama opisanih u prethodnim sekcijama. U svim primerima koristi se
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Mohrieva faktorizacija D = (f,g) definisana sa (¢.13). Imamo u vidu da je Mohri-
eva faktorizacija maksimalna kada je £ standardna proizvod algebra.

Napomena 4.30. U svim grafovima prelaza u narednim primerima ne prikazujemo
prazno fazi stanje @.

Primer 4.31. Neka je A nad alfabetom X = {x,y} i standardnom proizvod (Go-
ugenovom) strukturom, ¢iji je graf prelaza prikazan na Slici Fazi automat A
moze se prikazatiikao A = (A, 0,6, 1), pritemuije A = {ay,az,a3}, 0 = [1 0 O],

T=[0 0 1] ! dok su matrice prelaza date sa:

0 05 0 0 0 0

oy=10 0 03|, 6= |0 05 05

1 0 08 0 08 05
x/0.8,y/0.5

SLIKA 4.1: Graf prelaza za FKA A iz Primera

Fazi jezik [.A]] ima beskona¢ni rang s obzirom da FKA A, na primer, reci oblika
x?y" prihvata u stepenu [A](x?y") = 0.15- (0.5)", za svako r > 0. Dakle, Nerodov
fazi automat AN od A je beskonacan.

Sa druge strane, skup AP = {¢P},cx+ je konacdan, §to nije lako proveriti jer
postoji vise ciklusa u grafu prelaza od A. Posmatrajmo, na primer, re¢i oblika x*.
Vidimo da je 0z = [100], 0x = [0050], 0,2 = [000.15], 0,3 = [0.1500.12], 0s =
[0.12 0.075 0.096], i 03 = 1.25" "% ® 0,4 za svako r > 4. Sumirajuéi, oeyn # @ za svako
m> 010 = 125 4%® 0. za v > 4, dakle svojstvo reprezentativnih ciklusa je
zadovoljeno za re¢i € and x.

Medutim, posmatrajmo reci oblika x?y™. U grafu prelaza od A, postoji stanje
koje je dostizno preko re¢i x%y kao i ciklus preko tog stanja i re¢i y. U grafu prelaza
od AP, postoji stanje dostizno preko reéi x?y, kao i ciklus preko tog stanja i reci y>.
Ratunom dobijamo da je 0,2, = [0 0.12 0.75] i za svako m > 3:

0.4 ® [0 0.06 0.06] , m = 2k.
(Tx2ym — k ~1/2 .

04*®[00.120.075] = 04" 20,0, m=2k+1
Dakle, A ne zadovoljava svojstvo reprezentativnih ciklusa, ali zadovoljava slabo
svojstvo reprezentativnih ciklusa za re¢i x? i y. Za ostale cikluse moZemo se uve-
riti da svojstvo reprezentativnih ciklusa moZe ili ne mora biti zadovoljeno, dok je
slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa uvek zadovoljeno.
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Dakle, KDFA AP = (AP, 0P, 6P, tP) od A je kona¢an. Elementi kona¢nog skupa
AD prikazani su u prvoj koloni u Tabeli Unutrasnje kolone odgovaraju simbo-
lima alfabeta X, i svako polje tabele sa indeksom vrste ¢? € AP i indeksom kolone
p € X predstavlja izraz g(0 0 6,) @ f(0L o 8,). Polja u poslednjoj koloniu predsta-

vljaju izraz TP (¢P) za svako ¢l € AP. Ratunanje fazi skupa ¢P je trivijalno, naime

oP(cP) =1i0cP(a) = 0zasvakoa € AP\{cP}.

AP x y 0
0P =[100] 05@[010] =05®07 100=1®0) 0
P =010 03®[001] =03®0d5 05®[011] =05®0% 0
o) =@ 100=100) 100=100) 0
ol =1[001] 1©[1008] =1®03 08®[010625] =08®0p 1

oh =[011] 101008 =1®03 08®[010625] =08®03 1

ol =1[1008] 08®[1062508] =08®07  0.64®[010625] =06400, 08
02, =[010.625] 06252 [1008] =0625x0; 05@[011] =0500y 0.625

oh =[1062508] 08w [1062508 =08m0; 064®[010625] =0.64@0p 08

TABELA 4.1: Vrednosti g(0 0 6;) @ f(0f 06y), g(0F 0 6y) ® f(0D 0 6y) i
7P (0P) izratunate preko Mohrieve faktorizacije D za svako oY € AP.

Sli¢cno, KDDFA (AP)¢ = ((AP)e, (¢P)¢, (6P)¢, (tP)¢) od A takode je konacan.
Elementi konaénog skupa (AP)¢ prikazani su u prvoj koloni Tabele Unutrasnje
kolone odgovaraju simbolima alfabeta X, a svako polje sa indeksom vrste (¢?)¢ €
(AP)¢ i indeksom kolone p € X predstavlja izraz “(67)°((0,))°, bx,, ((Tqu)C)/(O'qu)C".
Polja u poslednjoj koloni predstavljaju izraz (tP)°((¢?)¢) za svako (¢P)¢ € (AP)".
Fazi skup (¢P)¢ ra¢una se naravno trivijalno, odnosno (¢)¢((c¢P)¢) = 11 (¢P)¢(a®)
0 za svako &« € AP\{cP}.

(AD)° x y (7))"
(¢P)" = (¢?,05,07,1,0) 0.5/(cD)¢ 1/ 0
(0) = (¢5,03,0,05,0) 03/(ch)" 0.5/(0f))" =05/(ch)° 0
(eP)e = (2,1,2,1,0) 1/(oR)¢ 1/(0,2])6 0
(¢5)° = (65,165 ,08,1) 1/(e5)° 0.8/(055)6 1
(@B)° = (¢5,08, 03,,064,0.8) 0.8/(c5)¢ =0.8/(cB)° 0.64/ (0}, )¢ = 0.64/(agy)f 0.8
(agy)c = (Ugyx,0.625, q3y2,0,5,0.625) 0.625/((73yx)” =0.625/(c3)" 0.5/(qu2)f =05/(ch)" 0.625

TABELA 4.2: Elementi i prelazi KDDFA (AP)¢ od A izratunate preko
Mohrieve faktorizacije D.

Koristec¢i Algoritam |§I konstrui$emo graf prelaza za KDFA AP od A prikazanog
na Slici i koriste¢i Algoritam [7 konstruigemo graf prelaza za KDDFA (AP)° od
A prikazanog na Slici 4.3, Odmah markiramo ¢vor (7;7 = @ kao zatvoren u stablima
prelaza u Figurama {4.2]i radi pojednostavljenja. Primeéujemo da KDFA ima
8 stanja (ukljucujudi i stanje @), dok KDDFA ime 6 states, odnosno, KDDFA ima
striktno manji broj stanja od odgovaraju¢eg KDFA.

Stavige, imamo da je najvece desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na A jed-
nako:

0
p=¢" =106 1
1 1

_ O O

Fazi automat A, takode zadovoljava slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa, $to
se takode moZe proveriti ru¢nom proverom. Graf prelaza od Ag prikazan je na
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SLIKA 4.2: Stablo prelaza (a) i graf prelaza (b) za KDFA AP od fazi automata

A iz Primera

x/0.8

0.8

SLIKA 4.3: Stablo prelaza (a) i graf prelaza (b) za KDDFA (AP)¢ od fazi
automata A iz Primera
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x/0.3,y/0.5

x/0.5

SLIKA 4.4: Stablo prelaza (a) i graf prelaza (b) za KDFA Ag od fazi automata
A iz Primera [£.31]

Slici a izracunat je primenom Algoritma @ Elementi skupa A? u prvoj ko-
loni Tabele Unutrasnje kolone odgovaraju simbolima alfabeta X, a svako po-
lje tabele sa indeksom vrste @5 € Ag i indeksom kolone p € X predstavlja izraz

g(pPo Sp09) ® f(pl o dp © ¢). Polja u poslednjoj koloni predstavljaju izraz Tq’?(go,?)
za svako ¢f) € Ag.

AD x y Ty
P =T100] 05®[0.610] =05 ¢P 100=1¢0 0
#P = [0.610] 03®[111] =03®¢" 05@[111] =05®¢5 0
(Pg:@ 100=10¢P 100=1¢0 0
o =[111] 1©[10808] =1®¢h 0.8® [0.62510.625] =08® ¢, 1
¢P =[10808] 0.8® [10.80.8] =08 9>, 0.64® [062510.625] =0.64® ¢ 0.8
P, = [062510625] 0625® [10808] =06250¢% 05@[111]=050¢0 0.625

TABELA 4.3: Vrednosti g(¢f 0 0y) ® f(¢F 0 6x), g(9 0 6y) @ f(9F 08y) i
Tq)D (¢D) izratunate preko Mohrieve faktorizacije D za svako ¢ € Ag .

Naredni primer prikazuje pun potencijal naseg pristupa. Naime, dajemo primer
fazi automata A ¢ije je najveca desno invarijantno fazi kvazi-uredenje razli¢ito od
identicke relacije, i pri tome A ne zadovoljava SSRC, dok A, zadovoljava, Sto ¢ini
fazi automat A determinizabilnim.

Primer 4.32. Neka je A FKA nad jednoelementnim alfabetom X = {x} i standard-
nom proizvod algebrom ¢iji je graf prelaza prikazan na Slici 4.5|a).

Lako proveramao daje 0 = [100], oy = [0051], kaoi oy = [010.5"71], za
svakon € IN, n > 2. Dakle, Nerodov fazi automat od A je beskonacan. Takode, A ne
zadovoljava SRC, jer nije moguce dobiti/ € £ takodaje! > 0i0oyy =" ¥ ® 0y za

dato k > 0. Takode, SSRC nije zadovoljeno. Dakle, KDFA AP takode je beskonacan.
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@ x/0.5 /1
*’ x/1 G@ 0.5

x/0.5 x/1

—()
(A) (B)

SLIKA 4.5: Graf prelaza za fazi auto;il?l’; ).A iz Primera (a), i KDFA Ag od

x/05 y/03

/0.4
x/0.8

a

/0.5
x

x/0.5 y/04

SLIKA 4.6: Graf prelaza za fazi automat A iz Primera

Sa druge strane, najvece desno invarijantno fazi kvazi uredenje, kao i najvece
slabo desno invarijantno fazi kvazi-uredenje jednaki su:

| 10 05
go — ¢I‘1 — qOWI'l — 1 1 1
10 1

Jednostavno proveravamo daje o0 ¢ = [100.5], 0y 09 = [1051], kaoioy 0 ¢ =
[111], za svakon € N, n > 2. Dakle, za k = 2 imamo daje oy 0 ¢ = 00 ¢ za
svaki ceo broj r > k, dakle A, zadovoljava SRC (time i SSRC). Dakle, Algoritam @
zavrsava se u kona¢nom broju koraka, i rezultuju¢i KDFA Ag od A prikazan je na

Slici E5]b).

Naredni primer demonstrira determinizacione metode iz prethodnih sekcija na
fazi automate koji prihvataju fazi jezik kona¢nog ranga.

Primer 4.33. Posmatrajmo fazi automat .4 nad alfabetom X = {x, y} i standardnom
Godelovom algebrom, ¢iji je graf prelaza prikaza na Slici

Lako proveravamo da fazi jezik raspoznat fazi automatom .4 ima konacan rang, s
obzirom da je ® idempotentna u Gédelovoj strukturi. Stoga je Nerodov fazi automat
konacan, i prikazan je na Slici [#.7]a). KDFA od A prikazan je na Slici [£.7]b), dok je

KDDFA od A prikazan na Slici[4.7]c).
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y/0.4
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y/0.4
0.4 x/05 @
= Y x/0. @ /0.4 x/0.5

x x/0.8
H H .
(A) (B) (c

SLIKA 4.7: Nerodov fazi automat (a), KDFA AP od A (b), i KDDFA (AP)¢ od
A (c), gde je A fazi automat iz Primera

Oy

y/0.4

HoRO

x/0.8
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Glava 5

Kanonizacioni metod za fazi
automate

Problem nalaZenja minimalnog DKA ekvivalentnog poc¢etnom NKA-u predsta-
vlja klasi¢an problem u ra¢unarskim naukama koji datira jos iz radova Huffman [93]]
i Moore [156]. Iako su mnogi algoritmi za nalaZenje minimalnog DKA razvijeni
tokom godina, ¢ini se da metod koji je razvio Brzozowski [29] privladi najvise pa-
Znje istrazivaca zbog svoje jednostavnosti i elegantnosti. Naime, originalna ideja
Brzozowskog [29] bila je da se, za dati ulazni NKA A, konstruise minimalni DKA
d(r(d(r(A)))) ekvivalentan sa A, pri ¢emu je sa r(-) oznacen reverzni proces, dok
je sa d(-) oznalen determinizacioni proces (na primer, dostizna podskupovna kon-
strukcija). Uprkos ekponencijalnoj sloZenosti u najgorem slucaju, algoritam Brzozo-
wskog pokazao se dobrim u prakti¢nim primerima (videti [37, 200, 207]). Za viSe
detalja o algoritmu Brzozowskog, kao i drugim algoritmima za nalaZenje ekviva-
lentnog minimalnog DKA, videti [3| 4, 74, 75, [183].

Brojni radovi u skorijoj literaturi posveceni su razvoju algoritama za nalaZenje
minimalnog deterministi¢kog fazi automata za ulazni FKA. Jan¢i¢ i Ciri¢ [108] bili
su prvi koji su primenili proceduru Brzozowskog za nalaZenje ekvivalentnog mini-
malnog k-DFA-a za dati FKA. Kasnije, Mici¢ i drugi [147] razvili su kanonizacioni
metod zasnovan na jezickoj inkluziji, i iako je teoretski brzi od metoda tipa Brzozo-
wski [108]], takode su pokazali da se taj metod moZe koristiti u prvom reverznom
procesu metoda tipa Brzozowski radi dodatnog ubrzanja.

U ovom radu, pod kanonizacionom metodom podrazumevamo determinizacioni
metod koji za ulazni FKA daje ekvivalentni minimalni KDFA, a jedan takav metod
najskorije je razvio de Mendivil [143]]. U tom radu, autor je posmatrao konstrukciju
tipa Brzozowski d(r(d(r(A)))) za razli¢ite determinizacione procese d(-), za dati
ulazni FKA A. U istom radu dokazano je da ovakav metod rezultira minimalnim
FDKA-om ukoliko determinizacioni proces d(-) ne proizvodi proporcionalne fazi
skupove.

U ovoj glavi dajemo algoritam za kanonizaciju FKA tipa Brzozowski koja pri-
menjuje determinizacione metode razvijene u prethodnoj Glavi. Ovaj metod za-
sniva se na koriséenju faktorizacije fazi podskupova, kao i levo invarijantnih fazi
kvazi-uredenja. Konstrukcija tipa Brzozowski koja se zasniva na faktorizaciji fazi
podskupova posmatrana je i u opstijem kontekstu u [143]], ali mi ovde pokazujemo
da se dodatna poboljSanja mogu posti¢i paralelnom determinizacijom i saZimanjem
ekvivalentnih stanja, koje se mozZe posti¢i primenom levo invarijantnih fazi kvazi-
uredenja. Takode, iako su se pojedini rezultati iz ove Glave pojavili u [143]], mi ih i
ovde navodimo jer se daje drugaciji dokaz.

Glava je organizovana na slede¢i nacin. U Sekciji 5.1j uvodimo pojmove koli¢nik
fazi jezika i koli¢nik fazi automata koji ¢e biti neophodni za dokaz glavnih trvdenja.
Sekcija |5.2| posvecena je formalnoj konstrukciji kanonizacionog metoda. Preciznije,
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za dati FKA A ¢iji je skup stanja A, kao i fazi relaciju ¢ na A, najpre konstruisemo
FKA A,, a potom konstruiemo kompletan deterministicki fazi automat ﬂg od A,
gde je D faktorizacija od A. Na osnovu njega daje se nacin za konstrukciju fazi

——D
automata B = (AD) 1 tipa Brzozowski, pri ¢emu je D; faktorizacija od Ap. Teore-
mom obezbedujemo da je fazi automat B minimalni KDFA ekvivalentan sa A,
pod uslovom da su faktorizacije D i D1 maksimalne, a ¢ levo invarijantno fazi kvazi-
uredenje. U Sekciji 5.3/ formalno je predstavljen kanonizacioni algoritam zajedno sa
vremenskom analizom. Na kraju, u Sekciji 5.4 prikazano je nekoliko ilustrativnih
primera.

5.1 Kolic¢nik fazi jezika i koli¢nik fazi automat

Kao i obi¢no, neka je X neprazan alfabet i X* slobodan monoid nad X. Tada
definiS§emo desni kolicnik, ili jednostavno samo kolicnik fazi jezika h € LX" od reti u €
X*, kao fazijezi u='h € LX sa:

u"h(v) = h(uv), (5.1)

za svako v € X*. Lako se mozZe proveriti da za svako x € X iu € X* vazZi sledeca

veza:
x Yu"th) = (ux)"th.

Neka je h € X* fazi jezik i D = (f, g) faktorizacija od X*. Oznatimo sa A =
{f(u='h)}uex+. Potom defini§imo KDFA AP = (AP, {ag/0P(a9)}, 6P, 1P), pritemu
je AD skup stanja fazi automata, a9 = f (¢~ 'h) je pocetno stanje sa stepenom o} (ag) =
g(e7th), 6P : AP x X x AP — L je funkcija prelaza definisana sa:

g~ f(u™th)), a=fu=th)ip= f((ux)"h),

0, inace,

600, B) — {

i TP : AD — L fazi skup zavrsnih stanja definisan za svako a € AP sa:

Tada vazi sledece tvrdenje:

Teorema 5.1. [142] Neka je h € X* fazi jezik i D = (f, g) faktorizacija od X*. Tada je fazi
automat AD minimalni KDFA koji raspoznaje fazi jezik h ako je D = (f,g) maksimalna
faktorizacija od X*.

Neka je A = (A,{a/c(a)},d,T) KDFA. Za svako stanje g € A defini$imo novi
KDFA sa A; = (A,{q/1},6,7), tj. fazi automat koji se dobija iz A zamenom po-
¢etnog stanja a sa g sa stepenom 1, dok ostala stanja i prelazi ostaju nepromenjeni.

Stoga iz (2.15) i dobijamo da je:
[Ag] () = 6:(q,u,9u) ® T(qu) = Tu(q), (5.2)

za svako u € X*. Veza izmedu fazi automata [A] i [A,] je sledeca: za svako u,v €
X* imamo daje [A](uv) = 0(a) ® é.(a,u,a,) @ [A,,] (v). Stoga je:

u  A] = (0(a) ®6.(a,u,a4)) ® [As,]. (53)
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za svako u € X*. StaviSe, lako se proverava da za svako u € X* vaZi:

u A = di(a,u,a,) @ [As]

5.2 Konstrukcija reverznog kompletnog deterministi¢kog fa-
zi automata

Kao i u prethodnoj Glavi, u ovoj Glavi posmatramo kompletne reziduirane mre-
Ze bez delioca nule. Za dati FKA A, najpre dajemo metod za ra¢unanje KDFA ekvi-
valentnog sa A.

Neka je A = (A,0,6,7) FKAi D = (f,g) faktorizacija od A. Tada defini$imo
familiju fazi skupova {Z},cx+ induktivno na slede¢i nacin:

za svako~u € X* and x € X. Postavimo da je AP = {£DP}, cx+, i definig§imo funkciju
prelaza 6P : AP x X x AP — L sa:

52 (0 x, B) — (0, 0%P), a=%Pig=1L, ueXx* (5.4)
" 0, inace, '
kao i fazi skup zavrsnih stanja i'q? : Ag — L sa:
f(zx) =ocown, zasvakoa € flg. (5.5)

Tada vazi sledece tvrdenje:

Teorema 5.2. Neka je A = (A,0,6,T) FKA i D = (f,g) faktorizacija od A. Tada je
AP = (AP, {zP/g(7)}, 8P, TP) dobro definisan KDFA ekvivalentan sa A.

Dokaz. Analogno dokazima Teorema [4.7]i O

S obzirom da je AP KDFA, progirujuce preslikavanije (67)* : AP x X* x AP — L
preslikavanja 6P : AP x X x AP — L, definisano preko (2.14), oznatavamo jed-
nostavno sa 6P, Takode, prema (2.15) imamo da je fazi jezik koji raspoznaje AP

jednak
[AP] () = & © 2°(%7), (5.6)

za svako u € X*, pri éemu je ¢ € L definisano sa:
¢l = g(t) ® 6P (2P, u, D). (5.7)

Lema 5.3. Neka je A = (A,0,5,7) FKA, D = (f,g) faktorizacija od A, i neka je AP =
(AP,{%P /¢(1)},8P,%P). Tuda za svako n € Ng and x1,x3, ..., %, € X vaZi:

n
_ zD ~D
(O 6xn+li> 0T = CX1X2...JCV, ® Tx,,xn_l...xll (5'8)

i=1

gde je c”,?l x...x, definisano sa (5.7).
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Dalje, odaberimo proizvoljnu fazi relaciju ¢ € LA*4 i konstruigimo fazi automat
Ay = (A, 04,04, Ty) na slededi nacin:

5—(P =,
5¢(a,x,b) = (pody)(ab), zasvakoa,be AixcX,
fq) = q)OT.

Oznadimo familiju fami~liju (Ay)P = {(%p)D Yuex- sa Ag = {fp,’f tuex, kao i od-
govarajuci fazi automat (Ap)P = (({\(p)D, {(%)P /(@ o 1)}, (64)P, (%5)P) jedno-
stavno sa Ag = .(Ag A@P/g(e O'T) }, 55 , ’fq’? ) _Naredni requtati mogu biti d9kazani
na analogan natin kao odgovarajudi rezultati iz Glave 4] te je dokaz izostavljen.

Teorema 5.4. Neka je A = (A,0,0,7) FKA, D = (f, g) faktorizacija od A, ¢ refleksivona
slabo lev&invarijentnafazi relacija na A, i neka je AY = (AD,{¢P /(9o 1)},87,77).
Tada je [A] = [AZ].
Lema 5.5. Neka je A FKA, D = (f, ) maksimalna faktorizacija od A, ¢ fazi relacija na A,
i neka je AD = (AD, {¢2/g(9o1)},87,%7). Tada za svako ¢y € A withu € X* vazi:
f(92) = ..
Lema 5.6. Neka je A FKA, D = (f, g) maksimalna faktorizacija od A, ¢ levo invarijantno
fazi koazi-uredenje na A, i neka je AD = (AD,{¢P/g(¢ o 1)},80,%7). Tada za svako
u € X* vazi:

0 = fleom). (5.9)
Teorema 5.7. Neka je A = (A,0,6,7) FKA, D = (f, g) maksimalna faktorizacija od A, i
neka su @ i ¢ levo invarijantna fazi kvazi-uredenja na A. Neka su ,[lg = (Ag, {¢pP/g(@o
T)},S(lp), 7)) i AD = (A(IPD, {¢P/g(p o)}, Sg, f(/?) odgovarajuc¢i KDFA-i ekvivalentni sa
A. Akoje ¢ < ¢, tada je | AJ| < |AD].

Neka je A = (A,0,0,7) FKA, D = (f,g) maksimalna faktorizacija, i ¢ levo in-
varijantno fazi kvazi-uredenje na A. Kao $to smo do sada videli, konstrukcijom fazi
automata AP = (AD, {¢P '/, g(@po1)},67,77) dobijamo KDFA koji je ekvivalentan
reverznom fazi automatu A pocetnog fazi automata A. Sada se postavlja pitanje -
Sta se dobija kada se isti postupak primeni na fazi automat flg . Preciznije, ukoliko

je D1 = (f1,£1) maksimalna faktorizacija od Ag i ¢1 levo invarijantno fazi kvazi-

P

~ ~ 1
uredenje na AL, pitamo se da li je fazi automat (.Ag)(P KDFA ekvivalentan sa A. U
1

naredne dve Teoreme pokazujemo sledece:

* Dobijeni fazi automat predstavlja minimalni KDFA ekvivalentan pocetnom
fazi automatu,

* Fazi relacija ¢; ne igra nikakvu ulogu u drugom reverznom procesu i moZze
biti zamenjena jedini¢nom fazi relacijom.

Da bismo dokazali ove tvrdnje, koristimo ¢injenicu da drugi reverzni proces startuje
od KDFA-a.

Lema 5.8. Neka je A = (A,{a/c(a)},é,7) dostizni KDFA i D = (f,g) maksimalna
faktorizacija od X*. Ako za svaki par stanja p,q € A pri Cemu je p # q vazi f([A,]) #
f(TAG]D), tada je A minimalan.
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Dokaz. S obzirom daje D = (f, g) maksimalna faktorizacija od X*, iz dobijamo

da je:

f([Aa]) = fFu™[A]).
Ukoliko ozna¢imo h = [A], jasno je da je preslikavanje ¢ : A — AP, definisano sa
&(p) = f([A,]), za svako p € A, dobro definisano i surjektivno. Stavise, ukoliko za
svako p,q € A zakojeje p # q f([Ap]) # f([A4]), tada preslikavanje ¢ postaje i
bijektivno. S obzirom da je fazi automat .A” minimalan (videti Teoremu [5.1), sledi
da i fazi automat .A mora biti minimalan.

Teorema 5.9. Neka je A = (A,{a/c(a)},d,7) dostizan KDFA, D = (f, g) maksimalna
faktorizacija od A, i neka je AP = (AP, {zP/g¢(7)}, 6P, tP). Tada je AP minimalni KDFA
ekvivalentan sa A.

Dokaz. Prema Lemi i Teoremi AP ekvivalentan je sa A, te ostaje da doka-
7emo da je AP minimalan. Pretpostavimo suprotno, odnosno da AP ni'e mini-

malan. Prema Lemi [5.8) to znad¢i da postoje re¢i u,v € X* takve da je TP # P
i f([AS]) = f’([[A b)), gde je D' = (f’,¢') maksimalna faktorizacija od X*.

Prema (5.3) imamo da j ]e
1 [AP] = g(r) ® 80(%2,1,7) ® [AZ],
o [AP] =g(1) @ 62(%°, 7, %) @ [AD],
te s obzirom da je, prema pretpostavci, f'([A5,]) = f'([.A5]), za maksimalnu fak-

torizaciju D’ = (f’,¢') od X*, dobijamo da je f'(7 '[.A"]) - (o7 1[AP]), ili ekvi-
valentno, f'(i '[A]) = f'(o'[A]). Stoga dobijamo:

g [AD) @a '[A] = ¢'(o '[A]) @ &' (a '[A]) © f'(a ' [A])
=g (@ ' [AD) @ (7 '[A]) @ f'(5 ' [A])
= ¢ (a [A]) @ 5[ A]. (5.10)

Sa druge strane, za svako w € X* vazi:

[A] (@) = [A](a@) = [A](wu) = 0(a) @ 6.(a,w, ) @ [As, ] (1)

U( ) (a/ w, aw) ® Tu(aw),
pri éemu poslednja jednakost sledi iz (5.2). Analogno je:
[Al(o@) = o(a) ® 6. (a,w, a0) © To(aw),

za svako w € X*. S obzirom da je (a) ® . (a, w, a,) > 0 (na osnovu &injenice da je
A kompletan i deterministi¢ki), kao i ¢’(h) > 0 za svako h € LX', takode dobijamo
da je:

c1 =g (@ A]) ® o(a) ®d.(a,w,a,) >0,
=g (a [A]) @ o(a) ®d.(a,w,ap) >0,

jer je L bez delioca nule. Stoga je za svako w € X*:

(8" (67 [AD @ a ' [A]) (@) = ¢’ (07 [A]) @ a7 [A) (@) = c1 @ Tu(aw),
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i analogno,

(' (@ ' [A]) @ o7 [A])(@) = c2 ® To(aw),
za svako w € X*. Stoga, iz sledi da je:

C1®Tu:C2®Tv.

S obzirom dajec; > 0ic, > 0,imamo daje f(7,) = f(). Ali, iz dobijamo da
je f(tu) = TP 1 f(1) = TP, 8to znadi da je:
-D _ =D

.

Ty

Dakle, dobili smo kontradikciju sa pofetnom pretpostavkom, $to je i trebalo doka-
zati. t

Sada smo u poziciji da dokaZemo glavno tvrdenje ove Sekcije.

Teorema 5.10. Neka je A = (A,0,6,7) FKA, D = (f,g) maksimalna faktorizacija od A,
¢ levo invarijantno fazi kvazi-uredenje na A, i D1 = (f1,§1) maksimalna faktorizacija od
Ag . Neka je fazi automat B definisan sa:

—D

B = (flg )
Tada je B minimalni KDFA ekvivalentan sa A.

- _ ——D
Dokaz. Prema Lemii Teoremif5.4) A} je KDFA ekvivalentansa A, i (AD) ' KDFA

ekvivalentan sa A. Stavise, prema Teoremi B je minimalni KDFA ekvivalentan
sa A. O

5.3 Algoritam za kanonizaciju i njegova analiza

U ovoj Sekciji dajemo algoritam za ra¢unanje grafa prelaza KDFA konstruisanog

u Teoremi Koristimo sve strukture podataka i operacije nad njima koje su ko-
D

riS¢ene u Sekciji 4.4, Metod za racunanje KDFA B = (fllq? ) " dat je sukcesivnom
primenom Algoritama [§)i [0} pri ¢emu je prvi reverzni proces formalizovan Algo-
ritmom 8 dok je drugi reverzni proces formalizovan Algoritmom 9} Primetimo da
se drugi reverzni proces malo razlikuje od prvog, s obzirom da je ulaz u drugom
reverznom procesu KDFA.

Uslovi pod kojima se Algoritam [} te stoga i Algoritam [ zavrsava u konaénom
broju koraka moze se odrediti analogno kao za Algoritam [6] konstruisan u Glavi
Ovaj uslov nazivamo reverzno slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa. Formalni dokaz
da je ovaj uslov potreban i dovoljan uslov da bi se Algoritam |8 zavrS$io u kona¢nom
broju koraka je izostavljen, s obzirom da je vrlo slican onome dat u Glavi [

Definicija 5.11 (reverzno slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa (RSSRC)). Neka
je A= (A,c,0,7) FKAiD = (f,g) maksimalna faktorizacija od A. Kazemo da A
zadovoljava reverzno slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa (RSSRC) ako vazi sledece:

RSSRC: Zasveretiv € X* and w € X, ako je Tgns # @, za svaki ceo broj m > 0,
tada postoje celi brojevik > 0ir > k tako daje f(¢ o Tars) = f(@ © Tyks)-
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Algoritam 8 Konstrukcija grafa prelaza kompletnog deterministi¢ckog fazi auto-
mata flg

Ulaz: Fazi automat A = (A,c,d,7) nad kompletnom reziduiranom mrezom L i
alfabetom X, faktorizacija D = (f,g) od A, i fazi relacija pna A.
Izlaz: Kompletan deterministicki fazi automat ftg ( APP/g(poT)}
1: S+ 1
2: Inicijalizovati prazan red g ¢iji su elementi fazi skupovi, kao i prazno stablo T
¢iji su ¢vorovi takode fazi skupovi

r(sgl D)-

3 ¢ < flgoT)

4: Insert(T, ¢P)

5 T, (¢P) < oo §p

6: s(pP) S, S« S+1

7: Enqueue(q, ¢P)

8: while not IsEmpty(g) do

9: @ « Dequeue(q)

10: forall x € X do

11: Pru < f(@odio@y)

12: ’TT(E((PE”) 0o (palc)u

13: if not Lookup(T, #¢,,) then

14: Enqueue(q, ¢2,,)

15: s(pP,) «S, S+ S+1

16: else

17 s(@P,) < s(Getvalue(T, ¢2,))
18: end if

19: Insert(T, #L,, oL, x/g(¢p o by o ¢L))

20: end for

21: end while

22: Stablo prelaza T je konstruisano. Spajamo listove stabla T sa njegovim unu-
trasnjim ¢vorovima sa istom vrednos$éu pokazivaca s. Postavljamo ¢vorove re-
zultujuceg dijagrama kao elemente skupa Ag. DefiniSemo funkciju fazi pre-
laza &) : AD x X x A — L sa bj(a,x,B) = t ukoliko postoji grana ozna-
¢ena sa x/t iz ¢vora sa vrednoscu a u ¢vor sa vrednoséu  u rezultujuéem dija-
gramu, a 5D (&, x, B) = 0 u suprotnom. Rezultujuéi fazi automat ozna¢avamo sa

A = (A7 {qvg/g(cPOT)},fFé?,D-

Definicija 5.12 (reverzno slabo svojstvo reprezentativnih ciklusa (RSSRC), alter-
nativna reprezentacija). Neka je A = (A, 0,4, 7) FKA . KaZzemo da A zadovoljava
reverzno slabo svojstvo reprezentationih ciklusa (RSSRC) ako vaZi sledece:

RSSRC, alt: Zasveretiv € X*iw € X', ako je Tams # @, za svaki ceo brojm > 0,
tada postoje celi brojevik > 0ir > k, kao i konstanta I € £ takodajel > 01
¢ 0T = 1@ (¢ 0 Tyry)-

Analizirajmo sada vreme izvr$enja metoda koji se sastoji od sukcesivne primene
Algoritama [8]i[9} Nekaje A FKAnad £iXsa|A| = nil|X| =m, D = (f,g)
faktorizacija od A, D1 = (f1,41) faktorizacija od AL, i ¢ fazi relacija na A. Neka
A, zadovoljava RSSRC. U tom slucaju, oznadimo sa k broj razli¢itih vrednosti koje
konstruisani fazi skupovi mogu da uzmu. Tada od tih k razli¢itih vrednosti moZzemo
konstruisati najvige k" fazi skupova na A, odnosno, familija {$2},cx+ ima najvise



100 Glava 5. Kanonizacioni metod za fazi automate

Algoritam 9 Konstrukcija minimalnog kompletnog deterministi¢kog fazi auto-
mata

Ulaz: Kompletan deterministi¢ki fazi automat Ag = (Ag APP/g(po T)},gg , T(pD )
nad kompletnom reziduiranom mreZom L i alfabetom X, i faktorizacija D =
(f,g) od Af.

Izlaz: Minimalani  kompletan  deterministicki fazi automat B
(B, {bo/cB(bo)},68,78).

23: S+ 1

24: Inicijalizovati prazan red q ¢iji su elementi fazi skupovi, kao i prazno stablo T
¢iji su ¢vorovi takode fazi skupovi

25 TP <+ f(%))

26: Insert(T,tP)

27: b0<—f€D, U'B(bo) (—g(’f(?)

28: T8(17) = g(@oT) ® T ()

29: s(TP) + S, S+« S+1

30: Enqueue(q, TP)

31: while not IsEmpty(q) do

32: D < Dequeue(q)

33: forall x € X do

34: f)?u < f(éx © @uD)

35: (TR,) + g(poT) @ 72 (97)
36: if not Lookup(T, T2,) then

37: Enqueue(q, T2,)

38: s(fP,) +S, S+ S+1

39: else

40: s(£D,) < s(Getvalue(T, L))
41: end if

42: Insert(T, %0, 2P, x/g(6y 0 TP))

43: end for

44: end while

45: Stablo prelaza T je konstruisano. Spajamo listove stabla T sa njegovim unutra-
$njim ¢vorovima sa istom vredno$¢u pokazivaca s. Rezultujuéi dijagram pred-
stavlja graf prelaza od B.

k" razli¢itih ¢lanova. Algoritam [§ analogan je Algoritmu [6]iz Glave [} te je njegovo
vreme izvr$enja jednako O (mnk*").

lako Algoritam [l moZe za ulaz imati eksponencijalno veliki fazi automat, nje-
gov izlaz je minimalni KDFA koji nema veci broj stanja od Ag konstruisanog preko
Algoritma [6] a koji ne moZe imati vide od k" stanja. Dakle, rezultujuce stablo pre-
laza konstruisano u Algoritmu [9|ne moZe imati vide od k" unutrasnjih ¢vorova, te je
stoga i ukupno vreme izvrSenja Algoritma@takode jednako O(mnk®"). Sto znati da

——D

je ukupno vreme izvrsenja konstrukcije minimalnog KDFA-a B = (flg ) 1 jednako
O(mnk?"), odnosno, isto kao i za Algoritam @
5.4 Primeri

U ovoj Sekciji dajemo nekoliko primera koji ilustruju rad Algoritama[§]i[9} kao i
poredenje sa Algoritmima iz Glave il Najpre dajemo primer u kojem prikazujemo
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da je izlaz prvog reverznog procesa konac¢ni fazi automat kada je najvece levo in-
varijantno fazi kvazi-uredenje na ulaznom fazi automatu razli¢ito od identicke fazi
relacije.

Primer 5.13. Neka je A FKA nad alfabetom X = {x,y} i standardnom proizvod

algebrom, a ¢iji je graf prelaza prikazan na Slici

x/0.5,y/0.3

x/04,y/0.3
SLIKA 5.1: Graf prelaza za FKA A iz Primera

Neka je D = (f,g) Mohireva faktorizacija od A, a D; = (f1,¢1) Mohrieva fak-
torizacija od AP. Mozemo se uveriti da RSSRC nije zadovoljen za fazi automat .A.
Zaista, imamo daje Ty = [0 0.5 0.4 0] i T, = [0.4- (1/2)* "1 0.5""1 0.4"1 0], tako da ne
postoje skalar I € £\{0} i celi brojevik > 0ir > k tako da je Tury = [ ® Tyr,. Dakle,
KDFA AP (ekvivalentan sa .A) je beskonacan, i deo njegovog grafa prelaza prikazan
je na Slici 5.2l a). Odnosno, prvi reverzni proces ne zavrsava se u kona¢nom broju
koraka, i primena Algoritma nije moguca.

Sa druge strane, najvece levo invarijantno fazi kvazi-uredenje na A jednako je:

1 0 00

i o1 00

TP 700 1 10

0 06 0 1
Sada, neka je D = (f,g) Mohireva faktorizacija od A, i D; = (f1,41) Mohireva
faktorizacija od Ag . Imamo da je, na primer, g o7, = [0050503] i ¢ 0 Ty, =

x/0.5

y/0.1875 x/0.8

H. y/05 @

y/0.3

(B)

SLIKA 5.2: KDFA AP (a), i flg (b) konstruisani iz fazi automata A iz

Primera [513}
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x/0.8 x/03
— ()

x/05 y/03

SLIKA 5.3: Graf prelaza fazi automata B iz Primera

x/0.8

x/0.8,4/0.5

H@
y/0.1

(A) (B)
. . . . D . .
SLIKA 5.4: Grafovi prelaza za fazi automate A (a) i Aq)ri (b) iz Primera

(1/2)"1®[0.40.250.250.15] = (1/2)*1 ® ¢ o 1y, za svako k > 1. MoZemo se uve-
riti da je za svaki ciklus ispunjen RSSRC. Dakle, KDFA ftg je konacan, i njegov graf

——D

prelaza prikazan je na Slici|5.2|(b). Na kraju, graf prelaza KDFA B = (./15 ) 1 prika-
zan je na Slici

Naredni primer prikazuje FKA koji zadovoljava SSRC, ali ne i RSSRC. Stoga,
kanonizaciona metoda koja se sastoji od primene Algoritama [§]i[)] ne moze se pri-
meniti jer se ne zavrdava u kona¢nom broju koraka, dok se Algoritam [6| zavrsava u
kona¢nom broju koraka.

Primer 5.14. Neka je A FKA nad alfabetom X = {x,y} i standardnom proizvod
algebrom ¢iji je graf prelaza prikazan na Slici[5.4|(a).

Imamo da su najvece desno invarijantno i najvece levo invarijantno fazi kvazi-
uredenje jednaki, respektivno, sa:

1 0 0 10 0
p=9¢" =106 1 0|, ¢i=1]01 0
1 11 00 1

Mozemo proveriti da RSSRC nije zadovoljeno, te fazi automat B dobijen primenom
Algoritama [§]i[9nije konacan. Sa druge strane, SSRC je zadvoljeno, te je graf prelaza
KDFA dobijen primenom Algoritma 6| prikazan na Slici[5.4] (b).
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Glava 6

Racunanje najvecih desno i levo
invarijantnih Boolovih matrica i
determinizacija tezinskih automata

Kao i u slucaju fazi automata, determinizacija nije moguca za sve teZinske au-
tomate. Drugim re¢ima, postoje racionalni stepeni redovi koji nisu u stanju da ge-
neriSu deterministicki teZinski automat. Pod determinizacijom teZinskog automata
podrazumevamo algoritam koji za ulazni TKA generiSe ekvivalentan KDTA. Uzi-
majudi prethodno receno, kao i veliki znacaj determinizacije u brojnim oblastima, a
posebno u automatskom prepoznavanju govora [32, 154, 155, 167, 168], ne iznena-
duje veliki broj radova posvecenih razvoju algoritama za determinizaciju teZinskih
automata.

Prvi determinizacioni algoritam za teZinske automate razvio je Mohri [154] za
tezinske automate nad tropskim poluprstenom. U istom radu, Mohri dokazuje da je
takozvano svojstvo blizanaca dovoljan uslov da se njegov algoritam zavrsi u kona¢-
nom broju koraka. TKA zadovoljava svojstvo blizanaca ako postoje re¢i u i v tako da
za svaka dva stanja a i b koja su dostiZna iz nekog pocetnog stanja preko reci u, kao i
da postoji ciklus pod dejstvom reci v iz oba stanja a i b, tada su teZine oba ciklusa jed-
nake. Kao sto je primeceno u [6], klasa TKA-a koja zadovoljava svojstvo blizanaca
predstavlja Siroku klasu teZinskih automata koji mogu biti determinizovani. Stavise,
provera da li TKA zadovoljava svojstvo blizanaca zahteva polinomijalno vreme [2,
31].

Kirsten i Mdurer [116] adaptirali su Mohriev determinizacioni algoritam za te-
Zinske automate nad proizvoljnim poluprstenom, i to ¢ine uvodedi pojmove fakto-
rizacije, koja zavisi od odabranog poluprstena. Takode, uvode i pojam maksimalne
faktorizacije i pokazuju da su najoptimalnije ukoliko je odabrani poluprsten bez de-
lioca nule. Na kraju, pokazuju da je svojstvo blizanaca takode dovoljan uslov za
zavrsetak njihovog determinizacionog algoritma.

U ovoj Glavi dajemo algoritme za determinizaciju tezinskih automata nad adi-
tivno idempotentnim i komutativnim poluprstenima bez delioca nule. Ovi deter-
minizacioni metodi predstavljaju adaptaciju determinizacionih metoda za fazi auto-
mate prikazanih u prethodnim Glavama. S obzirom da su ti determinizacioni me-
todi bazirani na odredivanju i spajanju ekvivalentnih stanja fazi automata, odnosno
na kori$¢enju desno i levo invarijantnih fazi relacija, potrebno je uvesti odgovarajuce
vrste relacija na skupu stanja tezinskog automata koje ¢e modelovati ekvivalentnost
odredenih stanja. Kao $to je prikazano u Glavi |1}, Boolove matrice mogu posluZiti
kao model tezinskih relacija ako je poluprsten aditivno idempotentan. Dalje, zahte-
va¢emo da poluprsten bude bez delioca nule da bi se mogla iskoristiti faktorizacija
u determinizacionom procesu. Na kraju, kao sto ¢e biti formalno dokazano kasnije,
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zahteva¢emo da poluprsten bude komutativan da bismo bili u stanju da poredimo
veli¢inu rezultujucih deterministickih teZinskih automata.

Kao i u fazi slu¢aju, desno i levo invarijantne Boolove matrice u uskoj su vezi
sa simulacijama i bisimulacijama na teZinskim automatima nad aditivho idempo-
tentnim poluprstenima (videti [51]). Iako su simulacije i bisimulacije za teZinske au-
tomate definisane i u generalnijim kontekstima (videti [30} 25]), aparatura razvijena
u [51]] za teZinske automate nad aditivno idempotentnim poluprstenima omoguéava
nam ra¢unanje najvece simulacije ili bisimulacije direktnom metodom uz pomoc¢ le-
vog i desnog Boolovog reziduala u konaénom broju koraka. Algoritmi iz [51] za
racunanje najvece simulacije ili bisimulacije mogu se lako adaptirati za racunanje
najvece desno i levo invarijantne Boolove matrice. Sa druge strane, u ovoj Glavi
pokazujemo da se dodatna poboljsanja mogu dobiti koris¢enjem tehnike usitnjenja.

Rezultati iz ove Glave objavljeni su u radu [199], i organizovani su na slede¢i na-
¢in. U Sekciji 6.1] date su definicije desno i levo invarijantnih Boolovih matrica, kao
i slabo desno i slabo levo invarijantnih Boolovih matrica. Takode, prikazani su di-
rektni metodi za ra¢unanje najveée desno i levo invarijantne Boolove matrice adap-
tirani na osnovu algoritama iz [51] za rac¢unanje najveée simulacije ili bisimulacije.
U Sekciji [6.2] prikazani su algoritmi za ra¢unanje najvece desno i levo invarijantne
matrica ekvivalencije baziranih na tehnici usitnjenja particija. Dok se direktni me-
tod zavrsava u O(mn’c. ) vremenu, pri ¢emu je |A| = n, |X| = m, a c; oznatava
vreme izvrSenja operacije + u aditivno idempotentnom poluprstenu S, algoritam
baziran na tehnici usitnjenja particija izvrsava se u O(mn3cy) vremenu. Dalje, u
Sekciji[p.3|prikazani su algoritmi za ratunanje najvecih desno i levo invarijantne ma-
trica kvazi-uredenja, takode baziranih na tehnici usitnjenja particija. U Sekciji
dat je kratki prikaz algoritama za ra¢unanje najvecih slabo levo i slabo desno inva-
rijantnih matrica ekvivalencije i kvazi-uredenja. Na kraju, u Sekciji prikazani su
determinizacioni metodi za teZinske automate, zajedno sa ilustrativnim primerima.

6.1 Desnoilevo invarijantne Boolove matrice

Kroz celu Glavu, S predstavlja aditivno idempotentni poluprsten. Neka je A =
(A,d,0,7) TKAnad Si X. Boolova A X A-matrica ¢ € 24*4 nad S naziva se desno
stabilna ako je:

0-6x-0<0dy-0, zasvakox € X, (6.1)

i naziva se desno invarijantna ako je desno stabilna i ako zadovoljava:
0-T<T. (6.2)
Dualno, Boolova A x A-matrica ¢ € 24*4 nad S naziva se levo stabilna ako je:
0-0x-0<0-6y, zasvakox € X, (6.3)
i naziva se levo invarijantna ako je levo stabilna i ako zadovoljava:
c-0<o0. (6.4)

Za Boolovu A x A-matricu ¢ € 24*4 kaZe se da je stabilna ako je i desno i levo sta-
bilna. Osim toga, Boolova A x A-matrica ¢ € 24*4 naziva se slabo desno invarijantna
ako je:

0t <7, zasvakou € X*. (6.5)
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dok se naziva slabo levo invarijantna ako je:
oy-0< 0, zasvakou e X*. (6.6)

Indukcijom po duZini re¢i u € X*, moZe se proveriti da je svaka desno (resp. levo)
invarijantna matrica i slabo desno (resp. slabo levo) invarijantna. Primetimo da,
ukoliko je ¢ refleksivna matrica, tada svi sistemi nejednacina - postaju
sistemi jednacdina.

Desno i levo invarijantne matrice u uskoj su vezi sa simulacijama za TKA-e nad
aditivno idempotentnim poluprstenima koje su uvedene u [51]. Naime, vaZi slede¢a
lema.

Lema 6.1. Nekaje A = (A,6,0,7) TKA, i neka je o € 24*4 matrica kvazi-uredenja. Tada
su sledeca dva uslova ekvivalentna za svako x € X:

ﬂ) Q‘éx'QZéx'Q/
b) 0-0x <dy-o0.

Dokaz. Odaberimo proizvoljno x € X. Ako ¢ -y - 0 = Iy - 0, tada iz refleksivnosti ¢
dobijamo ¢ - 6y < 08y -0 = Jy - 0. Obratno, ako je ¢ - 6y < Iy - 0, s obzirom da je ¢
matrica kvazi-uredenja imamo daje ¢ - dy - 0 < 6y - 0 - 0 = dx - 0. Druga nejednakost
sledi iz refleksivnosti ¢. O

Iz Leme [6.1| zaklju¢ujemo da je matrica kvazi-uredenja ¢ € 24*4 desno invari-
jantna ako je njena transponovana matrica ¢! direktna simulacija na A. Sli¢no se
pokazuje da je matrica kvazi-uredenja levo invarijantna ako je povratna simulacija

na A.

Teorema 6.2. Neka je A = (A, 9,0, T) TKA. Tada postoje najvece desno i levo invarijantne
(resp. slabo desno i slabo levo invarijantne) matrice kvazi-uredenja.

Dokaz. S obzirom da je identicka matrica I4 desno invarijantna matrica kvazi-ure-
denja, familija {o;};c; svih desno invarijantnih matrica kvazi-uredenja je neprazna.
Koriste¢i Lemu zaklju¢ujemo da je suma elemenata familije {0;};c; takode de-
sno invarijantna matrica, ali ne obavezno i matrica kvazi-uredenja. Sa druge strane,
s obzirom da je drugi stepen (a samim tim i prozivoljni stepen) desno invarijantne
matrice kvazi-uredenja takode desno invarijantna matrica kvazi-uredenja, zakljuc¢u-
jemo da je tranzitivno zatvorenje sume elemenata familije {o; }ic;, definisano sa:

0" =3 (a)"

nelN iel

desno invarijantna matrica kvazi-uredenja. Dakle, ¢" je najveca desno invarijantna
matrica kvazi-uredenja. Sli¢no se tvrdenje pokazuje i za najvecu levo invarijatnu
matricu kvazi-uredenja, a isti argumenti vaZe i za slabo invarijantne matrice. O

Teorema |6.2| obezbeduje postojanje najveée desno (ili levo) invarijantne matrice
kvazi-uredenja (kao i matrice ekvivalencije), ali ne daje nacin za njeno racunanje.
Medutim, odgovarajuéi algoritmi mogu se lako izvesti iz algoritama za ra¢unanje
najvecih simulacija izmedu dva TKA datih u [51]. U narednoj Teoremi navodimo
nacine za racunanje najve¢ih desno i levo invarijantnih matrica kvazi-uredenja i
ekvivalencija, a koji se zasnivaju na racunanju desnih i levih reziduala za Boolove
matrice (videti i (L.69)). S obzirom da naredna Teorema predstavlja varijaciju
[51, Teorema 5.4], njen dokaz je izostavljen.
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Teorema 6.3. Neka je A = (A,5,0,7) TKA, i neka je {oxken € 24%4 niz Boolovih
A X A-matrica definisan induktiono sa:

0=1/T i o1 =000 0k)/(0x-0x), zasvakok € N.

xeX

Tada je niz {0y } rew konacan i opadajuéi, i stabilizuje se za neko m € N, tj. postoji m € IN
tako da je 0y = Om+1. Stavise, oy, je najveca desno invarijantna matrica kvazi-uredenja.

Na sli¢an nac¢in ra¢unamo najvecéu levo invarijantnu matricu kvazi-uredenja, tj.
jedina razlika je da se niz {o hen € 24*4 ratuna uz pomoé Boolovog desnog rezi-
duala (1.69) na sledeéi nacin:

01=7T\T i 01 =00® @(Qk -0x)\(0k - 6x), zasvakok € N,

xeX

kao i desno i levo invarijantne matrice ekvivalencije, pri ¢emu se niz {ox}ren <
244 jdnuktivno konstrui$e na jedan od odgovaraju¢ih nacina:

01=T1]T i 01 =0 (6 0)|(6x-0x), zasvakok € N, odnosno

xeX

0 =TT i 01 =0®()(0k-0x)|(0k-6x), zasvakok e N.

xeX

Odgovarajudi algoritmi za racunanje najvece desno ili levo invarijantne matrice
kvazi-uredenja ili ekvivalencije mogu se lako izvesti na osnovu prethodnih formula.
Svi algoritmi zavrSavaju se u kona¢nom broju koraka i rade u polinomijalnoj vre-
menskoj sloZenosti, odnosno u O(mn°c) vremenu, gde je |A| = n, |X| = m,ic;
oznacava vreme izvrSenja operacije + u aditivno idempotentnom poluprstenu S.
(uporediti sa [51]).

6.2 Racunanje najvecih desno i levo invarijantnih matrica
ekvivalencije

Kao 3to smo ve¢ napomenuli, algoritmi za ra¢unanje najvecih desno i levo in-
varijantnih matrica ekvivalencije mogu se poboljsati tehnikom usitnjenja particija.
Preciznije, koristimo tehniku Paige i Tarjana [160], te za razliku od direktnog me-
toda zadatog preko Teoreme pamtimo i dodatnu particiju uz trenutnu particiju,
tako da su odredena svojstva zadovoljena. U onome $to sledi, dajemo formalni opis
algoritma.

Neka je A = (A,6,0,7) TKA,inekasu g,0 € 24%A matrice ekvivalencije. Tada
kaZzemo da je ¢ stabilna u odnosu na 6 ako je:

0< (D(6c-0")](6c-0"), zasvakoa € A. (6.7)

xeX

U slucaju kada je A TKA nad Boolovim poluprstenom, prethodna definicija po-
klapa se sa definicijom stabilnosti particija na skupu stanja NKA (uporediti sa [1, 48,
160]).

Naredna Lema daje vezu izmedu stabilnosti matrica ekvivalencija na fazi auto-
matu i njihovih stabilnosti u odnosu na druge matrice.
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Lema 6.4. Neka je A = (A,0,0,7) TKA i ¢ € 2474 matrica ekvivalencije. Tada je o
stabilna u odnosu na samu sebe ako je desno stabilna na A.

Dokaz. Prema (1.73), 0 € 2% je desno stabilna akko
0-0x-0"<dy-0" zasvakoae€ AixeX,
ili ekvivalentno,
0<(6x-0")/(6x-0"), =zasvakoaec AixeX.
Dalje, s obzirom da je ¢ simetri¢na matrica, imamo i da je:
0=0" < ((6x-0°)/(6x-0°))" = (6¢-0")\(6x - 0%), zasvakoae Aixe X.
¢ime je dokaz zavrSen. O

Lema 6.5. Neka je A = (A, 6,0, 7) TKA i neka su 9,0 € 24*4 matrice ekvivalencije. Ako
je 0 < 01 o desno stabilna, tada je o stabilna u odnosu na 0.

Dokaz. S obzirom da ¢ zadovoljava (6.1), imamo da je:
0:6x-0-0<0d,-0-0, zasvakox € X,
i prema Lemi dalje imamo da je:
0:0y-0<6y-0, zasvakox e X.
Koristedi (1.73), zaklju¢ujemo da vazi:
0-0x-0"<6,-0%, zasvakox € Xia€ A,
Sto je ekvivalentno sa:
0<(6,-0%)/(6x-6"), zasvakox e Xiac€ A.
Stavige, iz simetri¢nosti o0 dobijamo:
0=0" < ((6y-6")/(6x-0))T = (0, -0")\(6¢-0"), zasvakox € Xia € A.
Dakle, 0 < (dy - 07)|(6y - 67), zasvako x € Xia € A, odakle sledi (6.7). O

Sada se navodi metod za rac¢unanje najvece desno invarijantne matrice ekviva-
lencije za dati TKA.

Teorema 6.6. Neka je A = (A,d,0,7) TKA, i neka su {6y }ren i {0k }xen dva niza Bo-
olovih A x A-matrica induktivno definisanih na slede¢i nacin: Za k = 1, postavimo da

je:
0 = Uy, (6.8)
01 =T1]T® () (6c-6])|(6x-67), zanekoa € A. (6.9)

xeX

Pretpostavimo da smo izracunali 0y i oy u trenutnom koraku k. U sledecem koraku, ako je
Ok # o, odaberimo neko a € A za koje je 0 # 0}, i izraCunajmo O, i Qx41 na sledeci
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nacin:

Ok+1 = 0k @ (0f]0}), (6.10)
01 = 0k © (D ((0x - 0D)| (62 - 0f) © (6 - (6 — af)|(6x - (67 — 00)))- (6.11)

xeX

U suprotnom, kada je 6y = oy, postavimo da je O = Ox1 i 0k = Ok+1. lada vaZe sledeca
turdenja:

a) Nizovi {6 }ken i {0k bkew Su opadajuci;

b) ok i Ok su matrice ekvivalencije, za svako k € IN;

c) oy je usitnjenje od Oy (tj. ox < 6x), za svako k € IN;
d) oy je stabilna u odnosu na 6y, za svako k € IN;

e) Postoji s € IN tako da je s = 0s, i 05 je najveca desno invarijantna matrica ekviva-
lencije na A.

Dokaz. Delovi a) i b) slede direktno iz definicija 6y i ox;

c) Dokazujemo da je ¢x < 6, za svako k € IN indukcijom po k. U slucaju k = 1
imamo da je 01 < Uu = 6;. Pretpostavimo da je 0, < 0, za neko k = m. Prema
a) imamo da je 0,41 < 0. Na osnovu Leme imamo da je o < 0505 za
svako ¢ € A, i kombinujudi sa indukcijskom hipotezom ¢,, < 6,,, dobijamo da je
om < 0 © (0%,10%,) = Opmt1. Stogaje om+1 < om < 0441, $to je i trebalo pokazati.

d) Dokazujemo da:

ok < (D(6:-09)|(0x - 07), zasvakoa € A, (6.12)

xeX

vazi za svako k € IN indukcijom po k. Direktno iz mozemo zaklju¢iti da je (6.12)
validno za k = 1.
U slucaju kada je k = 2 imamo daje 6, = 61 ® (0f|0]) zanekoa € A. S obzirom da 6,
ima ta¢no jednu klasu ekvivalencije 0 = 14, to zna¢i da se 6, dobija iz 6; deljenjem
klase ekvivalencije 07 na dve klase ekvivalencije ¢f i 8 — ¢f. Prema (6.11) imamo da
je:
02 =010 (D ((%- N)(dx - ) © (8- (07 — 1)) [(dx - (1 — 01))),
xeX
Sto znadi da je:
02 < (D (dx - )| (3x - 1)
xeX
kao i:
02 < (D(8x - (6 — 1) [(6x - (61 — 01)),
xeX
odnosno, (6.12) vazi za obe klase ekvivalencije od 6, $to znaci da (6.12) vazi u slu-
¢aju kadaje k = 2.
Pretpostavimo sada da je (6.12) validno za neko k = m. Posmatrajmo matricu ekvi-
valencije 0,41 = 0 © (0%,]0%,) za neko a € A tako da je 02, # 0%. 1z ¢) sledi da
je o4, < 05, sto znaci da se 6,11 dobija iz 8, deljenjem klase ekivivalencije 6}, na
dve klase ekvivalencije ¢f, i 05, — o}, (dok sve ostale klase ekvivalencije ostaju iste).
Stoga, za svaku klasu ekvivalencije 931 41 € Our1, b € A, takvu daje an 1 # o i
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0b 11 # 0, — oy, prema a) i indukcijskoj pretpostavci imamo da je:

Om+1 < Om < @(596 : 9;21)|(5x ' 9;21) = @(596 ’ 931+1)|(5X : 9rbn+1)'

xeX xeX

Drugim re¢ima, (6.12) vaZi za svako b € A za koje je 0, 1 7 O i9£’1 1 70—y Sa
druge strane, direktno iz (6.11)) imamo da je:

Omt1 = 0m © () ((0x - 05,)[(6x - @5,) © (82 - (05, — @5,)) (82 - (65, — @)

xeX

Sto znaci da je:
Om+1 < @(5x -0 ) | (6x - o)
xeX
kao i:
om1 < (0 - (05, — €))|(8x - (6 — @),
xeX
odnosno, (6.12) vaZzi u slucaju k = m + 1, $to je i trebalo pokazati.

e) S obzirom da je A konacan skup, imamo da je 24*4 takode konacan skup,
stoga se oba niza {6 }xen 1 {0k }ren stabilizuju. Ali, ukoliko za neko s € IN imamo
daje 05 = 6541, prema konstrukciji ova dva niza imamo da vazii6s; = g;.

Ostaje da pokazemo da je ¢s; najveca desno invarijantna matrica ekvivalencije. S
obzirom da iz d) sledi da je o5 stabilna u odnosu na 6;, kao i 6; = g5, dobijamo da je
0s stabilna, tj.

0s < @(5x -05)[(0x - 05),

xeX

za svako ¢ € A, $to znadi da ¢s zadovoljava (6.1). Takode, iz a) imamo da je 05 <
01 < 7|71, stoga, o5 takode zadovoljava i (6.2) te je os desno invarijantna matrica
ekvivalencije. Da bi dokazali da je ¢s ujedno i najvec¢a, dokazujemo da je w < ¢ za
svaku desno invarijantnu matricu ekvivalencije w € 24*4 indukcijom po k.
Zak =1,imamo daje w < Uy = 01, is obzirom da je w desno stabilna, iz Leme
imamo da je w stabilna u odnosu na 6. Takode, w zadovolajva (6.2), $to znaci da je:

w<t/T i w=w'<(t/7)=1\1,
dakle, w < 7|7, stoga je:

w < Tt O 005, - 67) = a1.

xeX

Pretpostavimo sada da je w < ¢,, za neko k = m. 1z b) imamo da je w < 60,,, a iz
Leme takode imamo da je w < o, |0f,, pri ¢emu je a € A takvo da je o}, # 67,
Stoga,

W < O © (e lom) = Om1-
S obzirom da je w desno stabilna, iz Leme[6.5]sledi da je w stabilna u odnosu na 6,1,
t. vaZzi za sve klase ekvivalencije od 6,1, i posebno za klase ekvivalencije ¢,
i 605, — oy,. To znaci daje:

@ < 0 ® (0 - ¢n)1(8x - 05) © (Bx - (0 — €)) (82 (05, — €)= @m+1,

xeX

Sto je i trebalo dokazati. O]
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Prethodna Teorema lako se moZe transformisati u algoritam za ra¢unanje najvece
desno invarijantne matrice ekvivalencije za dati TKA nad aditivno idempotentnim
poluprstenom.

Algoritam 10 Racunanje najvece desno invarijantne matrice ekvivalencije na te-
Zinskom automatu

Ulaz: TKA A = (A, 6,0, T) nad alfabetom X i aditivno idempotentnom poluprstenu
S

Izlaz: Najveca desno invarijantna matrica ekvivalencije

1: 0+ Uy

0 T|T® Ouex(0x - 07)[(6y - 0"), zanekoa € A

while 6 # o do
Izaberimo a € A tako daje 6" # o”
01 < 60 (")
01 4= 0© Orex((0x - €")[(dx - ") © (8x - (67 — ")) [ (0x - (6" — "))
0 <+ 0y, 0 01

end while

return ¢

Prema Teoremi 6.6, nizovi {6k }ren 1 {0k frew su opadajudi i stabilizuju se, stoga
se Algoritam [10|uvek zavrsava u kona¢nom broju koraka, bez obzira na odabir adi-
tivno idempotentnog poluprstena.

Odredimo sada vreme izvr$enja Algoritma [10} Oznacimo, kao i ranije, |A| = n i
|X| = m. Takde, neka c; i c. oznatavaju, redom, vreme izracunavanja operacija + i -
u S. Na primer, kada je S Boolov, tropski ili Viterbiev poluprsten, tadajecy =c. = 1.

Korak 1 izvrava se u O(n?) vremenu, dok Korak 2 zahteva izratunavanje Ha-
damardovog prozivoda m + 1 Boolovih matrica, pri ¢emu je svaka Boolova matrica
izratunata preko formule (I.72). S obzirom da elementi Boolove matrice mogu biti
jedino nula i jedinica iz poluprstena, mnoZenje se zavrsava u konstantnom vremenu,
pa je stoga za izratunavanje svakog A-vektora dy - 0% potrebno O(n?c,) vreme. Iz-
ra¢unavanje matrice zadate preko formule zahteva n? provera jednakosti, te
stoga zahteva O(n?) vreme. Dakle, Korak 2 se zavrsava u O(mn?c, ) vremenu.

U Koraku 4 imamo, u najgorem slucaju, prolazak kroz sve klase ekvivalencije
matrica 0 i ¢, a svaka moZe imati najviSe n klasa ekvivalencije. Provera da li su
dve klase ekvivalencije jednake zahteva O(n) vreme, dakle Korak 4 izvr3ava se u
O(n?) vremenu. Sli¢no kao u analizi Koraka 2, zaklju¢ujemo da se Korak 5 izvrsava
u O(n?) vremenu, a Korak 6 u O(mn?c,) vremenu. O¢igledno je da se Korak 7
izvrsava u O(n?) vremenu.

Prema Teoremi ukupan broj ponavljanja Koraka 4-7 je najvise n — 1. Stoga
je ukupno vreme izvrgenja Algoritma [10|jednako O(mn>c. ). Dakle, Algoritam se
izvrS8ava u polinomijalnom vremenu koje je brZe od vremena koje zahteva direktan
metod zadat preko Teoreme

Algoritam za racunanje najvece levo invarijantne matrice ekvivalencije moZe se
analogno izvesti, te ga izostavljamo.

Primer 6.7. Neka je A = (A,6,0,7) TKA nad tropskim poluprstenom pri ¢emu
je A = {ay,a2,a3,a4,a5} 1 X = {x} Ciji je graf prelaza dat na Slici Imamo da su
pocetni teZinski vektor, zavrsni tezinski vektor, kao i tezinske matrice prelaza zadate
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sa:
00 oo 0 o0 0 o0
0 0 0 © 0 o
U:[Ooooooooo], T=|1 01|, d¢e=1]1 0 0 00 o0 o
0 0 0 o o0 o
SLIKA 6.1: The transition graph of the WFA from Example
U prvom koraku, Algoritam 10| daje matrice:
00O0O0O0 0 0 © 0 oo
000O0O 0 0 © 0 o0
=Usa=[0 0 0 0 0|,00=71|tTO(6x-67)[(6x-6]) =] c0 c0 0O o0 0
000O0O0 0 0 © 0 o0
00O0O00O0 © o0 0 oo 0

U slede¢em koraku, za a; € A imamo da je Q’fl £ 07, stoga odaberimo a; € Ai
dobijamo:

g o3 co
8 =83
g o3 co

8 =838

0
0
62 =610 (ef'ler') = | o0
0
o0

02 =010 (0 - 01')[(0x - 01') © (Jx - (6" — 01"))|(dx - (61" — 0')) =

88 8oo
g8 8oo
©8 o83
g =8 838
©8 o83

Ponovo, odaberimo a1 € A jer je 05! # 65', i dobijamo:

03 =00 (03']05') =

888 oo
888 oo
©8 o83
g o883
©8 o83
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03 =020 (8x- 03')[(0x - 03") © (0x - (63" — 03'))[(6x - (63" — €3")) =

388 co
388 oo
©c3 =83
g 28 3 38
©c3 =83

S obzirom da je 63 = ¢3, zaklju¢ujemo da je najveca desno invarijantna matrica ekvi-
valencije jednaka 63 = ¢3.

6.3 Racunanje najveéih desno i levo invarijantnih matrica
kvazi-uredenja

Algoritmi dati u prethodnoj Sekciji mogu se generalizovati za ra¢unanje najvecih
desno i levo invarijantnih matrica kvazi-uredenja.

Nekaje A = (A,6,0,7) TKA, inekasu g, 0 € 24*4 matrice kvazi-uredenja. Tada
kazemo da je o desno stabilna u odnosu na 6 ako je:

0< @(5x -0a)/ (0 -6a), zasvakoa € A,

xeX

i dualno, o je levo stabilna u odnosu na 6 ako je:

0< (D)(ab-5,)\(ab-5,), zasvakoa € A.

xeX

Naredne dve Leme predstavljaju direktnu generalizaciju Lema|6.4]i

Lema 6.8. Neka je A = (A,6,0,7) TKA, inekasu o € 2A%A matrice kvazi-uredenja. Tada
je o desno stabilna (odnosno, levo stabilna) u odnosu na samu sebe akko je desno stabilna
(odnosno, levo stabilna) na A.

Lema 6.9. Neka je A = (A,6,0,7) TKA i 0,0 € 24%4 matrice kvazi-uredenja. Ako je
0 < 61 o desno stabilna (odnosno, levo stabilna), tada je o desno stabilna (odnosno, levo
stabilna) u odnosu na 6.

Naredna Teorema formalizuje na¢in za rac¢unanje najveée desno invarijantne ma-
trice kvazi-uredenja.

Teorema 6.10. Neka je A = (A,6,0,7) TKA, i neka su {0k txen i {0k }ren dva niza
Boolovih A x A-matrica induktiono definisanih na sledeci nacin: Za k = 1, stavimo:

th = Uy,

01=T7/T0 @((5x -01a)/(6y - 01a), zanekoa € A.

xeX

Pretpostavimo da smo izracunali 0y i oy u trenutnom koraku k. U sledecem koraku, ako je
ok # Ok, odaberimo neko a € A tako da je Oxa # oya, i izratunajmo skup B = {b €
Aloka(b) # 0}. Potom izracunajmo 61 i 01 na sledeci nacin:

Okr1 = Ok © (0ka/xa),
Ok+1 = 0k © @ @(5x “Ok1b) / (0x - Ors1b).

xeX beB

Inace, postavimo da je 01 = 0 i 0x+1 = Ok. lada vaZi:
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a) Nizovi {6k bkew i {0k Fken Su opadajuci;

b) ok i 0 su matrice ekvivalencije, za svako k € IN;

c) oy je usitnjenje od 6, za svako k € IN;

d) o je desno stabilna u odnosu na 60y, za svako k € IN;

e) Postoji s € IN tako da je 0s = os, i 0s je najveca desno invarijantna matrica kvazi-
uredenja.

Dokaz. Delovi a), b), ¢) i e) mogu se dokazati analogno kao u Teoremi koristeci
Lemel6.8li
d) Dokazujemo da

or < ®(§x -0ra)/(0x - Ora), zasvakoa € A, (6.13)

xeX

vazi za svako k € IN indukcijom po k. U slu¢ajuk =1, sledi direktno iz defini-
cije o1 jer se skup A/#6; sastoji od jednog elementa (foreseta) 09 = 14. Pretpostavimo
da (6.13) vazi za neko k = m te dokaZimo da takode vaziiza m + 1. Prema definiciji
Om+1 imamo da je

0k < (D (0x - 0kc) /(6 - bkc), zasvakoc € B. (6.14)

xeX

Dokazimo sada da je 6,,c = 0,,11c za svakoc € A — B. Akojec € A — B, tada vazi
oma(c) = 0 te stoga, za svako d € A, vazi opa(c) < opma(d), kao i:

9m+1c(d) = 9m+1 (d, C) = Qm(d, C) : (Qma/lel)(d, C)
=0,(d,c)-1="04(d,c) =0nc(d).

Prethodno vazi za svako d € A, te prema indukcijskoj pretpostavci imamo da je:

Om+1 < 0m < @(59( “Omc)/ (0x - Omc) = O(‘Sx “Omr10)/ (Ox - Omr1c), (6.15)

xeX xeX
za svako c € A — B. Kombinujudi (6.14) i (6.15), (6.13) sledi u slu¢aju k = m + 1, ¢ime
je dokaz zavrSen. O

Prethodna Teorema lako se transformise u Algoritam za ra¢unanje najvece de-
sno invarijantne matrice kvazi-uredenja za dati TKA nad aditivno idempotentnim
poluprstenom.

Kao i kod Algoritma [10, Algoritam [11{uvek se zavrsava u kona¢nom broju ko-
raka, nezavisno od odabira aditivno idempotentnog poluprstena.

Primer 6.11. Neka je A = (A, 6,0, 7) TKA iz Primera[6.7} Cilj nam je izratunavanje
najvece desno invarijantne matrice kvazi-uredenja preko Algoritma U prvom
koraku dobijamo matrice:

0 00O0O0 0 0 oo 0 o0
00 0O00O0 0 0 c0o 0 o
0pb=Up=10 0 0 00 ,Q1:T/T@(5x-91a)/(5x'91ﬂ): 00 0 0O
00 0O00O0 0 0 0o 0 o
00 0O00O0 00 0 0 O
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Algoritam 11 Racunanje najvece desno invarijantne matrice kvazi-uredenja na
tezinskom automatu

Ulaz: TKA A = (A, 4,0, 7) nad alfabetom X i aditivno idempotentnim poluprste-
nom S
Izlaz: Najveca desno invarijantna matrica kvazi-uredenja
1: 0+ Uy
04 T/TO Oyex(0x-0a)/(6y-0a), zanekoa e A
while 6 # o0 do
Izaberimo a € A tako daje 6a # oa
Izracunati B = {b € Aloa(b) # 0}
61 < 0 © (0a/oa)
01 4= 0® Orex Opep(dx - 01b)/ (5x - 61D)
0« 04, 0+ 01
end while
return ¢

=
@

U slede¢em koraku odaberimo, na primer, a3 € A, jer je 6143 # 0143, i izra¢unajmo
skup B = {b € A|o1a3(b) # 0} = {a3,as}. Tada imamo:

6 = 61 © (01a3/0103) =

coocoo
coocoo
©c8 o83

coococo
8 o83

S obzirom da je 62a3 = 6a5, dalje imamo:

02 =01 ® (0y - 02a3)/ (Ox - 62a3) =

coocoo
coocoo
8 o83
g 238 8 38
©c8 o83

U sledec¢em korako, s obzirom da za a4 € A imamo da je 6144 # 0144, odaberimo
ag € A, iizratunajmo skup B = {b € A|02a4(b) # 0} = {a4}. Tada imamo:

0 0 0 o0 o0
0 0 c0o 0
93:92®(Q2114/Q2[l4)2 00 0 o0 0|,
0 0 c0o 0 oo
00 0 o 0
0 0 o0 o o™
0 0 o0 o o
03 =020 (0x-03a4)/(6x-63a4) = | 0 00 0 oo 0
0 0 o0 0 o
0o oo 0 oo 0
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Na kraju, odaberimo 4; € A, i dobijamo:

0 0 o0 o o™
0 0 o0 o o
0y =03 ® (03a1/03a1) = | © o 0 oo 0 |,
0 0 o0 0 o
oo oo 0 o0 O
0 0 o0 o0 o
0 0 o© o o
Q4:Q3@(5x'94611)/(5x'94611): o oo 0 oo 0
0 0 o0 0 o
oo oo 0 o0 0

Algoritam se zaustavlja te dobijamo da je 6, = 04 najveéa desno invarijantna matrica
kvazi-uredenja na A.

6.4 Najvece slabo desno i slabo levo invarijantne matrice

Ova sekcija posvecena je izrac¢unavanju najvecih slabo desno i slabo levo invari-
jantnih matrica ekvivalencije i kvazi-uredenja. Prema odgovaraju¢im definicijama,
najpre je potrebno izratunati sve A-kolona vektore kolekcije {7, },cx+, te je proce-
dura za njihovo racunanje formalizovana Algoritmom

Algoritam 12 Ra¢unanje svih ¢lanova familije {7, },ex-

Ulaz: TKA A = (A,J,0,7) nad alfabetom X i aditivno idempotentnim poluprste-
nom S
Izlaz: Familija A-kolona vektora {7, },ecx-
1: Inicijalizovati prazan red g ¢iji su elementi A-kolona vektori, kao i prazno stablo
T &iji su ¢vorovi takode A-kolona vektori.
T T
Insert(T, 1)
Enqueue(q, T¢)
while not IsEmpty(g) do
T, < Dequeue(q)
forall x € X do
Tyu & Oy * Ty
if not Lookup(T, Ty.,,) then
Enqueue(q, Tx-u)
end if
Insert(T, Ty.u, Tu)
13: end for
14: end while
15: return Unutrasnji ¢vorovi stabla T (svi razliditi ¢lanovi familije {7, },ex+)

_
N 22

Nazalost, kao i u fazi slu¢aju, ova procedura se ne mora uvek zavrsiti u konac-
nom broju koraka, s obzirom da kolekcija {7, } ,ex» moZe biti kona¢na. Ponovo, kao
i u fazi slu¢aju, ukoliko sa k ozna¢imo podpulprsten S(4, T) od S, tada je vreme iz-
vrSenja Algoritma jednako O(mnk*"). Dakle, vreme izvSenja algoritma je ekspo-
nencijalno u odnosu na broj stanja od A, jer broj elemenata kolekcije {7, } yex+ moze
eksponencijalno da raste. Sa druge strane, broj elemenata ove kolekcije u mnogim
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prakti¢nim primerima je daleko manji od teoretske granice k", sto omogucuje kori-
$¢enje Algoritma|12|u mnogim primerima.

Sada dajemo algoritam za ra¢unanje najvece slabo desno invarijantne matrice
kvazi-uredenja. Ostale vrste slabo invarijantnih matrica mogu se izra¢unati na sli¢an
nacin.

Algoritam 13 Racunanje najvece slabo desno invarijantne matrice kvazi-
uredenja

Ulaz: TKA A = (A, J,0,7) nad alfabetom X i aditivno idempotentnim poluprste-
nom S
Izlaz: Najveca slabo desno invarijantna matrica kvazi-uredenja
1: Izra¢unati familiju A-kolona vektora { T, },cx~ preko Algoritma
20 04 Ouex: T/ T
3: return ¢

Ponovo, ukoliko podpoluprsten S(J,7) od S ima k elemenata, tada kolekcija
{Tu }uex moZe imati najvise k" razli¢itih elemenata, Tada ra¢unanje Boolovog levog
reziduala T,/T, izvrSava se u O(n2c+) vremenu, ra¢unanje kolekcije {7,/ T, }uex-
zahteva O(k"n’c.) vreme, i ratunanje Hadamardovog proizvoda svih matrica iz
kolekcije zahteva O(k"n?c.) vreme. Dakle, Korak 2 izvriava se u O(k"n’c,) vre-
menu, $to ne prekoracuje vreme potroseno u Koraku 1. Dakle, vreme izvrsenja Al-
goritma [13]je O (mnk?"), isto kao i za Algoritam[12]

6.5 Determinizacija tezinskih automata

Neka je A neprazan konacan skup i S proizvoljan poluprsten bez delioca nule.
Ureden par D = (f,g) preslikavanja f : S — S4ig: 54 — S naziva se faktorizacija
dimenzije A, ili jednostavno samo faktorizacija, ukoliko je:

p=g(u) f(p), zasvakop € S%,
g(OA) = 1.

Za svako y € S4 imamo daje ¢(i) # 0, kao i u = 04 akko f(u) = 04. Fakto-
rizacija Dy = (fn,gn), gdeje gn(i) = 11i fn(u) = u, za svako u € S, naziva se
trivijalna faktorizacija. U svakom poluprstena bez delioca nule postoji faktorizacija,
i to je upravo trivijalna faktorizacija. Faktorizacija D = (f, g) naziva se maksimalna
akoje f(a-u) = f(u) zasvakoa € Siu € S takodajea-u # 04. Kao &to je
napomenuto u [116], uslov “a - 4 # 04” je neophodan, s obzirom da u suprotnom
imamo daje f(u) = f(0-u) = f(04), za svako u € S*, te pojam maksimalne fak-
torizacije postaje besmislen. Ako je D = (f,g) maksimalna faktorizacija, tada je

FUF() = f(g(p) - f(1)) = f(p) zasvako u € 4.

Primer 6.12. U ovom primeru dajemo maksimalne faktorizacije za neke aditivno
idemptoentne poluprstene. Neka je A neprazan konacan skup.

1. Neka je ({0,1}, max, min, 0,1) Boolov poluprsten. Bilo koji dvoelementni adi-
tivno idempotentni poluprsten izomorfan je Boolovom poluprstenu. U Bo-
olovom poluprstenu moguce je konstruisati jedino trivijalnu faktorizaciju, tj.
¢(p) =1i f(u) = u, zasvako u € {0,1}4, koja je ujedno i maksimalna fakto-
rizacija.
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2. U tropskom poluprstenu (R4 U {co}, min, +, 00,0), definis§imo Mohrievu fakto-
rizaciju sa g(p) = mingeap(a) i f(u) = ¥/, pri ¢emuje ¢’ € (Ry U {oo})4
definisano sa g(u) + ¢’ = u, za svako u € (R; U {c0})?. A-vektor p’ jedin-
stveno je odreden, i Mohrieva faktorizacija je maksimalna faktorizacija.

3. U Viterbievom (probabilistickom) poluprstenu ([0, 1], max, -,0,1), takode de-
finiSemo Mohrievu faktorizaciju sa g(u) = maxzea p(a) i f(p) = p/, pri temu
je ' € [0,1]* definisano sa ¢(u) - 4/ = u, za svako u € [0,1]4. A-vektor '
jedinstveno je odreden, i Mohrieva faktorizacija je maksimalna faktorizacija.

Napomenimo da su svi prethodni primeri ujedno i primeri komutativnih polupr-
stena bez delioca nule.

Sada smo u poziciji da primenimo metode za determinizaciju TKA analogne
onima za determinizaciju FKA prikazanih u prethodnim Glavama. Neka je A =
(A, 9,0, 7) TKA nad pouprstenom S bez delioca nule, i neka je D = (f, g) faktoriza-
cija dimenzije A. Za svako u € X* Za svako u € X* defini§imo A-vektor c? € S4
induktivno sa: 0P = f(c)izasvakou € X*ix € X stavimo daje o2, = f(oP - 6).
Neka je AP = {oPlu € X*}, i defini§imo funkcije 6P : AP x X x AP — S i
0 AP — Ssal

D .5 _ Di, _ D
5D(;u,x,1/) = {‘g(% x), }l VO” ty (T”", zasvakou € X*ix € X,
, inace
™ (u) = -1, zasvakoa € AP.

Naredne dve Teoreme dokazuju se analogno kao i u slucaju fazi automata, a
mogu sa naci i u radu Kirsten i Méurer [116].

Teorema 6.13. Neka je A = (A, 0,6, T) TKA nad poluprstenom bez delioca nule, i D =
(f,g) faktorizacija od A. Tada je AP = (AP, {cP/g(c)},6P,TP) dobro definisan KDTA
ekvivalentan sa A.

Teorema 6.14. Neka je A = (A, 0,0,T) TKA nad poluprstenom bez delioca nule, N =
(fn,8N), M = (fm,gm) i D = (f,g) trivijalna, maksimalna i proizvoljna faktorizacija
dimenzije A, respektivno, kao i AN, AM i AP odgovarajuéi KDTA-i.Tada je | AM| < | AP
i|AM] < AN

Definicija 6.15 (Svojstvo blizanaca). [154] Neka je A = (A, 0,4, T) TKA nad polupr-
stenom. Tada A zadovoljava svojstvo blizanaca ako za sve re¢i u,v € X* kao i za sva
stanja a,b € A vazi da, ako je 0, (a) # 010y (b) # 01 ako postoje dva ciklusa 65 i #,
u grafu prelaza od A takodajea € 6,1b € 1, tada sledi w(6,) = w(15).

Definicija 6.16 (Min-poluprsten). [116] Za poluprsten S kaZe se da je min-poluprsten
ako zadovoljava jedan od sledeca tri ekvivalentna uslova:

(1) Zasvakox,y € Svazix+y € {x,y};
(2) Postoji linearno uredenje < na S tako da je + = min (minimum u odnosu na
uredenje <);
(3) Postoji linearno uredenje < na S tako da je:
(@) + = min (minimum u odnosu na uredenje <);
(b) < je kompatibilno u odnosu na -.

Svaki min-semiring je aditivno idempotentan, ali obrnuto ne mora da vaZi - na
primer, poluprsten (2A, U,N, D, A) za neprazan skup A.
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Teorema 6.17. [116] Neka je A = (A, 0,5, T) TKA nad komutativonim, aditivno idem-
potentnim poluprstenom bez delioca nule, i neka je D = (f,g) maksimalna faktorizacija.
Ukoliko A zadovoljava svojstvo blizanaca, tada je AP konacni KDTA.

Neka je S aditivno idempotentni poluprsten bez delioca nule, i neka je ¢ € 2AxA
Boolova A x A-matrica. Definisimo TKA A, = (A4, o, 0y, T,) sa:

(TQ =0 - Q, TQ =T,
do(a,x,b) = (6x-0)(a,b), zasvakox € Xia,b, € A.

Teorema 6.18. Neka je A = (A,6,0,7) TKA nad aditivno idempotentnim poluprste-
nom bez delioca nule, i o € 2% refleksivna desno invarijantna matrica, i neka je A, =
(A, 8,04, 7). Tuda je [A] = [AZ].

Teorema 6.19. Neka je A = (A, S, 0, T) TKA nad komutativnim, aditivno idempotentnim
poluprstenom bez delioca nule, D = (f,g) maksimalna faktorizacija dimenzije A, i neka su
@, ¢ € 244 desno invarijantne matrice kvazi-uredenja. Ako je ¢ < ¢, tada je ].Ag | <

A

Ukoliko je poluprsten S i min-poluprsten (i pritom zadovoljava sve uslove iz
Teoremel6.19), tada na osnovu Teoreme|[6.17|zaklju¢ujemo da se na$ determinizacioni
metod zavrSava u kona¢nom broju koraka ako A, zadovoljava svojstvo blizanaca.

Naredni primer prikazuje slu¢aj kada je AP beskonacan, ali je AE kona¢an KD-
TA, pri ¢emu je ¢ najveca desno invarijantna matrica kvazi-uredenja, a D maksi-
malna faktorizacija dimenzije A.

x/1

N @ R7
| o x/0

4) x/0 y/0
@@

x/0
SLIKA 6.2: Graf prelaza za TKA SLIKA 6.3: Graf prelaza KDFA
A iz Primera AR ekvivalentnog sa A.

Primer 6.20. Neka je A = (A,d,0,7) TKA nad alfabetom X = {x,y} i tropskim
poluprstenom ¢iji je graf prelaza dat na Slici Moze se proveriti da .A ne zadovo-
ljava svojstvo blizanaca, te je stoga AP beskona¢ni KDTA. Sa druge strane, prime-
nom Algoritma[IT]dobijamo da je najveca desno invarijantna matrica kvazi-uredenja

0 € 24*4 zadata sa:

Q:

g o8 o

g oo 38
g =838
©8 8 3

Sada moZemo dobiti TKA A, koji zadovoljava svojstvo blizanaca. Graf prelaza Ag
prikazan je na Slici[6.3]
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Konstrukcija de¢jeg teZinskog automata, kao i teZinskog automata tipa Brzozvski
analogna je kao u slu¢aju fazi automata, te upucujemo ¢itaoca na prethodne Glave
za viSe detalja.
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neuporedivi, [
uporedivi,[9]

faktorizacija,
maksimalna, [67]

Mohrieva,
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trivijalna, [67]

familija
fazi dostiznih stanja,
fazi ko-dostiZnih stanja,
fazi relacija prelaza, 37]

fazi automat,
dedji,
deterministi¢ki,
kompletan,
kompletan deterministicki,
kompletan deterministicki dedji,

/6l
krisp-deterministicki,
Nerodov,
reverzni, 38|

fazi ekvivalencija,
stabilna,

fazi jezik,
k-DFA-raspoznatljiv,
KDFA-raspoznatljiv,
koli¢nik,
raspoznat fazi automatom,
reverzni, 38|
fazi klasa ekvivalencije,
fazi kvazi-uredenje,
desno stabilno,
levo stabilno,
fazi particija,
fazi podskup,
inkluzija,
jednakost,
krisp,
neprimetljiv, Vidi neraspoznatljiv
neraspoznatljiv,
normalizovan,
pocetnih stanja fazi automata, 37]

prazan, 23]

prosirujud, 25|

pun, 23]

vidljiv, Vidi prosirujuc
visina, [24]

zavr$nih stanja fazi automata,
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fazi preduredenje, Vidi fazi
kvazi-uredenje
fazi relacija,
desno invarijantna,

desno stabilna na fazi automatu,

(47
inverz, 24]
jedini¢na,
kompozicija,
levo invarijantna,

levo stabilna na fazi automatu,

prazna, [24]
refleksivna,

simetri¢na, 25]
slabo desno invarijantna,
slabo levo invarijantna,
tranzitivna, 25
tazi skup, Vidi fazi podskup
foreset,
funkcija, Vidi preslikavanje

fazi prelaza,

karakteristi¢na,
prelaza, teZinska,
graf,
prelaza, [40]
infimum,
jezik,
kanonizacija

fazi automata,

tezinskih automata, [103
klasa

ekvivalencije, 9
krisp birezidual fazi relacija,
kvazi-uredenje, [

desno invarijantno,

kanonicko,

levo invarijantno,

lanac, Vidi skup, linearno uredjeni

matrica, 30|
Boolova,
desno invarijantna,
desno stabilna, [104
levo invarijantna, [104]
levo stabilna, [104]
refleksivna,
simetri¢na, 32]
slabo desno invarijantna, [104]

slabo levo invarijantna, [105]
stabilna, [104]
tranzitivna, 32|
desno stabilna,
ekvivalencije,
jedini¢na,
kvazi-uredenja,
levo stabilna, (112
nula,
stabilna, [106
stepen, @
transponovana, [30]
tranzitivno zatvorenje, [105]
univerzalna, 30|
usitnjenje, [32]
mnoZenje, [12} [17]
monoid,
generisan sa podskupom,
idempotentan,
komutativan,
kona¢no generisan, [12]
lokalno konacan,
minimalno generisan,
slobodan,
monoid reci,
mreZa, 10} [13]
Boolova,
distributivna,
dopunjena,
jednoznacno dopunjena,
kompletna,
kompletna reziduirana,
ogranicena, [10]
reziduirana,

negacija, [20]

operacija, [T]]
binarna,
asocijativna, [T1]
idempotentna,
komutativna,
ostatak, Vidi rezidual

particija, [9]
usitnjenje, [9]
podmonoid,
polugrupa,
idempotentna,
komutativna,
redi, [11]
slobodna,
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polumreza,

infimum-polumreZa,
kompletna,

ogranicena, [I3]
supremum-polumreZa,
kompletna,

poluprsten,

P ukasiewiczev,
aditivno idempotentan,
arkticki,

bez delioca nule,
Boolov,

delimi¢no uredeni,

fazi,

formalnih jezika,
kanoni¢ko ureden, Vidi dioid
komutativan,

lokalno konacan,
max-min, [13]

max-plus, Vidi arkticki
min-plus, Vidi tropski
min-poluprsten,

duzina, [40]
nadovezivanje,
pocetno stanje, [40]
teZina, [40]

zavrsno stanje, [40]

re¢, [T1]
duZzina,
konkatenacija, Vidi spajanje
prazna, [I1]
spajanje, [11]
stepen prihvatanja od fazi
automata,
red,
relacija, 7]
binarna, [7]
anti-simetri¢na,
refleksivna,
simetri¢na,
tranzitivna, 9|
identicka, [7]
inverz, [7]
kompatibilna sa sabiranjem, 29

tropski, [13 .

VitIe) rbie kompozicija,
poluprstenski ostatak, f;ignﬁ' 7
pref11‘<s, . univerzalna, [7]
pres:rlftai:]j:g,eig reverzno slabo svojstvo

injektivno (jedan-na-jedan), reZidlualrrezenta’clvmh ciklusa, [98]

}zomorfno, B Boolov desni,

1zotono ',El e Boolov levi, 32 [33|

opadajuce, Vidi antitono fazi podskupova

rastuce, Vidi izotono desni

surjektivno (na),[§] lovi
preuredenje, Vidi kvazi-uredenje fazi re/lacija
prirodna fazi ekvivalencija, 27] desni
proizvod, 1] lovi

Dekartov, ’

fazi podskupa i skalara, sabiranje,

fazi podskupova, simbol,

fazi relacija, sistem generatora, [12]

fazi relacije i fazi podskupa, minimalan,

Hadamardov, skup, [7]

matri¢ni, 30| delimi¢no uredeni, [9]

matri¢no-vektorski, faktor, [9}

podskupova, [§] koli¢nik, Vidi faktor

preslikavanja, linearno uredeni, [9]

relacija, [7] stanja fazi automata,

relacije i podskupa, stanja teZinskog automata,
skalarni, slabo svojstvo reprezentativnih

putanja, 39 ciklusa,
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slovo, Vidi simbol matrica, 3]
stablo, uslov
(puno) n-arno stablo, 39 opadajuceg lanca,
koren, rastuceg lanca,
stepen, [20]
suma vektor,
matrica, 30| kolona-vektor,
supremum, 10} [T3] pocetni tezinski,
svojstvo adjunkcije, Vidi zakon red-vektor,
adjunkcije zavrsni tezinski,
svojstvo reprezentativnih ciklusa,
t-norma, 22| zakor:i. Keiio D7D
tezinska matrica prelaza, adyunicye,
e - apsorpcije, [13]
teZinski automat, 39 SR asocijativnosti, [T1]
kompletan deterministicki, deljivost,

ponasanje, 39

tranzitivno zatvorenje, @ desni distributivni,

dvostruke negacije,

uredenje idempotencije,
delimi¢no, [9] komutativnosti,
kanonicko, levi distributivni,

linearno, [9] prelinearnosti,
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Dodatak A

Implementacija algoritama za fazi
automate

Dijagram klasa programa prikazan je na Slici[A.2] Glavne komponente dijagrama
klasa su:

¢ Apstraktna klasa CRLATTICE sa apstraktnim metodama MULT i RES za opera-
cije mnoZenja i reziduuma u kompletnoj reziduiranoj mreZi, respektivno, za-
jedno sa tri izvedene klase CRLATTICELUKASIEWICZ, CRLATTICEPRODUCT
i CRLATTICEGODEL, pri ¢emu svaka konkretna klasa implementira mnoZe-
nje i reziduum u standardnoj Lukasiewiczevoj, produkt i Godelovoj algebri,
respektivno.

¢ Apstraktna klasa FACTORIZATION sa apstraktnim metodama F i G za par funk-
cija D = (f, g) koje formiraju faktorizaciju, zajedno sa dve izvedene klase FAC-
TORIZATIONTRIVIAL i FACTORIZATIONMOHRI koje implementiraju funkcije f
i g iz trivijalne i Mohrieve faktorizacije, respektivno.

¢ Klasa FUZZYSET koja sadrZi tri atributa: NUMBEROFELEMENTS (ceo broj koji
pamti broj elemenata fazi skupa), VALUES (vektor vrednosti fazi skupa), i TRUT-
HVALUE (tipa CRLATTICE). Takode, preklapaju se slede¢i operatori: * (za kom-
poziciju dva fazi skupa), ~ (za nalaZenje supremuma medu vrednostima fazi
skupa), kao i logicki operatori ==i! =.

* Klasa FUZZYRELATION koja sadrZi tri atributa: NUMBEROFELEMENTS (ceo
broj koji pamti broj elemenata fazi relacije), VALUES (matrica vrednosti fazi re-
lacija), i TRUTHVALUE (tipa CRLATTICE). Takode, preklapaju se sledeci opera-
tori: * (za kompoziciju fazi relacija, kao i kompoziciju fazi skupa i fazi relacije),
kao ilogicki operatori ==1i! =.

* Klasa FORM1 predstavlja jezgro programa. Od atributa sadrZi INITALSTATE
and TERMINALSTATES (tipa FUZZYSTATE), TRANSITIONRELATIONS (niz ele-
menata tipa FUZZYRELATIONS), i metode za determinizaciju prikazanih u di-
sertaciji, kao i za ra¢unanje najveéih (slabo) desno i levo invarijatnih fazi ekvi-
valencija i fazi kvazi-uredenja.

* Na kraju, imamo pomoc¢ne klase PROMPT za generisanje poruka korisniku, kao
i klasu PROGRAM koja pokreée program, a koristi klasu Form1.

IzZvORNI KOD FAJLA A.1: Codes/FuzzyAutomata/CRLattice.cs

1| using System;
2|l using System.Collections.Generic;
3|l using System.Ling;
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=) Fuzzy Automata — O X
Choose underying truth value structure: Choose factorization
(®) Product structure () Godel structure () Lukasiewicz structure (®) Mohi's Factorization () Trivial Factorization
Choose fuzzy relation on automaton

(@) Chrisp Equality () Greatest Weakly Left Invariant FQO () Greatest Left Invariant FQO () Greatest Weakly Right Invariant FQO () Greatest Right Invariant FQO

() Greatest Right Inv FQO PartRef () Greatest Right Inv FE PartRef () Greatest Right Inv QO PartRef () Greatest Right Inv £ PartRef

P—

DETERMINIZATION Reverse DOUBLE REVERSE

SLIKA A.1: Graficki prikaz aplikacije.

using System.Text;
using System.Threading.Tasks;
namespace FuzzyAutomata
{
public abstract class CRLattice
{
public abstract double Mult(double a, double b); // Multiplication
public abstract double Res(double a, double b); // Residuum
public double Bires(double a, double b) // Biresiduum
{
return Math.Min(Res(a, b), Res(b, a));
3
3
}
[ZVORNI KOD FAJLA A.2: Codes/FuzzyAutomata/CRLattice_Godel.cs
using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;
using System.Text;
using System.Threading.Tasks;
namespace FuzzyAutomata
{
class CRLattice_Godel : CRLattice
{
public override double Mult(double a, double b)

{
return Math.Min(a, b);
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SLIKA A.2: Pregled dijagrama klasa.
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3
public override double Res(double a, double b)
{
return (a <= b ?2 1 : b);
3
}
}
I1zZvORNI KOD FAJLA A.3: Codes/FuzzyAutomata/CRLattice_Product.cs
using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;
using System.Text;
using System.Threading.Tasks;
namespace FuzzyAutomata
{
class CRLattice_Product : CRLattice
{
public override double Mult(double a, double b)
{
return a * b;
3
public override double Res(double a, double b)
{
return (a <= b ? 1 : b / a);
}
}
}

IZVORNI KOD FAJLA A.4: Codes/FuzzyAutomata/CRLattice_Lukasiewicz.cs

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace FuzzyAutomata

{
class CRLattice_Lukasiewicz : CRLattice
{
public override double Mult(double a, double b)
{
return Math.Max(a + b - 1, 0);
3
public override double Res(double a, double b)
{
return Math.Min(1, 1 - a + b);
3
3
3

IZVvORNI KOD FAJLA A.5: Codes/FuzzyAutomata/Factorization.cs

using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;
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using System.Text;
using System.Threading.Tasks;

namespace FuzzyAutomata

{
abstract public class Factorization
{
public FuzzySet FuzzySet { get; set; }
public abstract double g();
public abstract FuzzySet f();
3
}

IZvORNI KOD FAJLA A.6: Codes/FuzzyAutomata/FactorizationMohri.cs

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace FuzzyAutomata

{
public class FactorizationMohri : Factorization
{
public override double g()
{
return FuzzySet.IsNull() ? 1 : ~FuzzySet;
}
public override FuzzySet f()
{
int n = FuzzySet.NumberOfElements;
FuzzySet result = new FuzzySet() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = FuzzySet.Truthvalue };
result.Values = new double[n];
for (int i = @; i < n; i++)
{
result[i] = FuzzySet.Truthvalue.Res(g(), FuzzySet[il]);
}
return result;
3
}
}

IZvVORNI KOD FAJLA A.7: Codes/FuzzyAutomata/FactorizationTrivial.cs

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace FuzzyAutomata

{
class FactorizationTrivial : Factorization
{
public override FuzzySet f()
{
return FuzzySet;
}
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public override double g()
{

return 1;

3

IzZvORNI KOD FAJLA A.8: Codes/FuzzyAutomata/FuzzySet.cs

using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;

namespace FuzzyAutomata

{

public class FuzzySet

{
public const double PRECISION = 1E-15;

public double[] Values { get; set; } // Values of fuzzy set
(vector)

public int NumberOfElements { get; set; } // Total number of
values

public CRLattice Truthvalue { get; set; } // Truth Value for
fuzzy set

/* Get element of fuzzy set with specific key =x/
public double this[int key]

{
get

{

return Values[keyl;

Values[key] = value;

}

/* Check if fuzzy set is empty =*/
public bool IsNull()

{
for(int i = @; i < NumberOfElements; i++)
{
if (this[i] != @) return false;
}
return true;
3

/* Write fuzzy set as string x/
public override string ToString()
{

n

return "{" + string.Join(", , Values) + "}";

}

/* Find supremum of fuzzy set x/
public static double operator ~(FuzzySet fs)
{
double res = fs[0];
for (int i = @; i < fs.NumberOfElements; i++)

{
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if (fs[i] > res) res = fs[i];
}

return res;

b

/* Composition of two fuzzy sets x/

public static double operator *(FuzzySet fs1, FuzzySet fs2)

{

if (fs1.NumberOfElements != fs2.NumberOfElements) return 0;
if (fs1.Truthvalue.GetType() != fs2.Truthvalue.GetType())

return 0,
int n = fs1.NumberOfElements;
double res = double.MinValue;
for (int i = @; i < n; i++)

{

res = Math.Max(res, fs1.Truthvalue.Mult(fs1[i], fs2[il));

}

return res;

3

/* Check if two fuzzy sets are equal =*/
public static bool operator ==(FuzzySet fsl1, FuzzySet fs2)

{
//if ((object)fsl == null) return (object)fs2 == null;
//if ((object)fs2 == null) return (object)fsl == null;
return fsl1.Equals(fs2);

}

/* Check if two fuzzy sets are not equal =x/
public static bool operator !=(FuzzySet fs1, FuzzySet fs2)

{
if ((object)fsl == null) return (object)fs2 != null;
if ((object)fs2 == null) return (object)fsl != null;
return !fsl1.Equals(fs2);

}

/* Check the ordering of fuzzy sets x/
public static bool operator <=(FuzzySet fs1, FuzzySet fs2)

{
if (fs1.Truthvalue != fs2.Truthvalue) return false;
if (fs1.NumberOfElements != fs2.NumberOfElements) return
false;
for(int i = @; i < fs1.NumberOfElements; i++)
{
if (fs1[i] > fs2[i]) return false;
3
return true;
}
public static bool operator >=(FuzzySet fs1, FuzzySet fs2)
{
if (fs1.Truthvalue != fs2.Truthvalue) return false;
if (fs1.NumberOfElements != fs2.NumberOfElements) return
false;
for (int i = @; i < fs1.NumberOfElements; i++)
{
if (fs1[i] < fs2[i]) return false;
}
return true;
}

public bool Equals(FuzzySet fs)
{
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//if ((object)fs == null) return false;
if (Truthvalue.GetType() != fs.Truthvalue.GetType()) return
false;
if (NumberOfElements != fs.NumberOfElements) return false;
for (int i = @; i < NumberOfElements; i++)
{
if (Math.Abs(this[i] - fs[i]) > PRECISION) return false;
}
return true;
3
public override bool Equals(object o)
{
return Equals(o as FuzzySet);
3
public override int GetHashCode ()
{
return NumberOfElements;
3

/* Compute right residual of two fuzzy sets =*/

public static FuzzyRelation RightResidual (FuzzySet f, FuzzySet g)

{
int n = f.NumberOfElements;
double[,] res = new double[n, n];
for(int i = 0; i < n; i++)
{
for(int j = @; j < n; j++)
{
res[i, jl = f.Truthvalue.Res(f[i], g[jl);
3
}
return new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n, Truthvalue
= f.Truthvalue, Values = res };
3

/* Compute left residual of two fuzzy sets */

public static FuzzyRelation LeftResidual (FuzzySet g, FuzzySet f)

{
int n = f.NumberOfElements;

double[,] res = new double[n, nl;
for (int 1 = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
res[j, il = f.Truthvalue.Res(f[i], gl[jl);
}
3

return new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n, Truthvalue

= f.Truthvalue, Values = res };

}

/* Compute crisp left residual of two fuzzy sets =*/
public static FuzzyRelation CrispLeftResidual (FuzzySet g,
FuzzySet f)

{
int n = f.NumberOfElements;

FuzzyRelation res = new FuzzyRelation() { NumberOfElements

n, Truthvalue = f.Truthvalue, Values = new double[n, n] };
for (int i = @; i < n; i++)
{

for (int j = 0; j < n; j++)
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{
res(j, il = (f[il <= g[j1) ? 1 : ©o;
3
}
return res;
}
/* Compute biresidual of two fuzzy sets x/
public static FuzzyRelation BiResidual (FuzzySet a, FuzzySet b)
{
int n = a.NumberOfElements;
FuzzyRelation res = new FuzzyRelation() { NumberOfElements =
n, Truthvalue = a.Truthvalue, Values = new double[n, n] };
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
res[i, j]l = res.Truthvalue.Bires(alil, b[jl);
}
}
return res;
3
/* Compute crisp biresidual of two fuzzy sets */
public static FuzzyRelation CrispBiResidual (FuzzySet a, FuzzySet
b)
{
int n = a.NumberOfElements;
FuzzyRelation res = new FuzzyRelation() { NumberOfElements =
n, Truthvalue = a.Truthvalue, Values = new doublel[n, n] };
for (int i = @; 1 < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
res[i, j]l = (alil == b[j1) ? 1 : o;
}
3
return res;
}
¥
}
1ZVvORNI KOD FAJLA A.9: Codes/FuzzyAutomata/FuzzyRelation.cs
using System;
using System.Collections.Generic;
using System.IO;
using System.Ling;
using System.Text;
using System.Threading.Tasks;
namespace FuzzyAutomata
{

public class FuzzyRelation

{
public const double PRECISION = 1E-15;

public double[,] Values { get; set; } // Values of fuzzy relation
(matrix)

public int NumberOfElements { get; set; } // Total number of
elements

public CRLattice Truthvalue { get; set; } // Truth Value for
fuzzy relation
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/* Get value at a specific position */
public double this[int keyl, int key2]

{
get

{
return Values[keyl, key21;

Values[keyl, key2] = value;

3

/* Get a foreset of a fuzzy relation =*/
public FuzzySet this[int key1]

{
get
{
double[] res = new double[NumberOfElements];
for (int i = @; i < NumberOfElements; i++)
{
res[i] = Values[i, keyl];
}
return new FuzzySet() { NumberOfElements =
NumberOfElements, Truthvalue = Truthvalue, Values =
res };
3
3

/* Compute composition of fuzzy relations =*/
public static FuzzyRelation operator *(FuzzyRelation fr1,
FuzzyRelation fr2)

{
if (fr1.NumberOfElements != fr2.NumberOfElements) return null;
if (fr1.Truthvalue.GetType() != fr2.Truthvalue.GetType())
return null;
int n = fr1.NumberOfElements;
double[,] res = new double[n, nl;
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
double max = double.MinValue;
for (int k = 0; k < n; k++)
{
max = Math.Max(max, fr1.Truthvalue.Mult(fri1[i,
k1, fr2lk, j1));
3
res[i, j]l = max;
}
}
return new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n, Truthvalue
= fr1.Truthvalue, Values = res };
}

/* Compute composition of fuzzy set and fuzzy relation =*/
public static FuzzySet operator x(FuzzySet fs, FuzzyRelation fr)
{
if (fs.NumberOfElements != fr.NumberOfElements) return null;
if (fs.Truthvalue.GetType() != fr.Truthvalue.GetType())
return null;
int n = fs.NumberOfElements;
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double[] res = new double[n];
for (int j = 0; j < n; j++)

{
double max = double.MinValue;
for (int k = @; k < n; k++)
{
max = Math.Max(max, fs.Truthvalue.Mult
ind;
3
res[j] = max;
}
return new FuzzySet() { NumberOfElements = n,
fs.Truthvalue, Values = res };

}

/* Compute composition of fuzzy relation and fuzzy
public static FuzzySet operator *(FuzzyRelation fr

(fs[kl, fr[k,

Truthvalue =

set *x/
, FuzzySet fs)

{
if (fr.NumberOfElements != fs.NumberOfElements) return null;
if (fr.Truthvalue.GetType() != fs.Truthvalue.GetType())
return null;
int n = fr.NumberOfElements;
double[] res = new double[n];
for (int i = 0; i < n; i++)
{
double max = double.MinValue;
for (int k = 0; k < n; k++)
{
max = Math.Max(max, fr.Truthvalue.Mult(fr[i, k],
fs[k1));
3
res[i] = max;
}
return new FuzzySet() { NumberOfElements = n, Truthvalue =
fr.Truthvalue, Values = res };
}
/* Check if two fuzzy relations are equal x*/
public static bool operator ==(FuzzyRelation fri1, FuzzyRelation
fr2)
{
return fri1.Equals(fr2);
3
/* Check if two fuzzy relations are not equal =/
public static bool operator !=(FuzzyRelation frl1, FuzzyRelation
fr2)
{
if ((object)frl == null) return (object)fr2 != null;
if ((object)fr2 == null) return (object)frl != null;
return !fr1.Equals(fr2);
3
public bool Equals(FuzzyRelation fr)
{
if (Truthvalue.GetType() != fr.Truthvalue.GetType()) return
false;
if (NumberOfElements != fr.NumberOfElements) return false;
for (int i = @; i < NumberOfElements; i++)

{
for (int j = @; j < NumberOfElements; j++)

{

//if (this[i, j1 != fr[i, j]) return false;
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if (Math.Abs(this[i, j1 - fr[i, j1) > PRECISION)
return false;

}

}

return true;
3
public override bool Equals(object o)
{

return Equals(o as FuzzyRelation);
}
public override int GetHashCode ()
{

return NumberOfElements;
3

/* Compute right residual of two fuzzy relations */
public static FuzzyRelation RightResidual (FuzzyRelation a,
FuzzyRelation b)

{
int n = a.NumberOfElements;
FuzzyRelation res = new FuzzyRelation() { NumberOfElements =
n, Truthvalue = a.Truthvalue, Values = new double[n, n] };
for (int 1 = @; 1 < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
res[i, j] = double.MaxValue;
for (int k = 0; k < n; k++)
{
res[i, j] = Math.Min(res[i, jJ,
a.Truthvalue.Res(alk, i1, b[k, j1));
3
3
3
return res;
3

/* Compute left residual of two fuzzy relations =*/
public static FuzzyRelation LeftResidual (FuzzyRelation b,
FuzzyRelation a)

{
int n = a.NumberOfElements;
FuzzyRelation res = new FuzzyRelation() { NumberOfElements =
n, Truthvalue = a.Truthvalue, Values = new double[n, n] };
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
res[i, j] = double.MaxValue;
for (int k = @; k < n; k++)
{
res[i, j]l = Math.Min(res[i, jJ,
a.Truthvalue.Res(alj, k1, b[i, k1));
3
}
}
return res;
3

/* Convert fuzzy relation to string =/
public override string ToString()
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184 {
185 string result = "";
186 for (int i = @; i < NumberOfElements; i++)
187 {
188 for (int j = 0; j < NumberOfElements; j++)
189 {
190 result += this[i, jl1 + " ";
191 3
192 result += "\n";
193 3
194 result += "\n";
195 return result;
196 3
197
198 /* Construct crisp equality relation =x/
199 public static FuzzyRelation CrispEqualityRelation(int
numberOfElements, CRLattice truthValue)
200 {
201 double[,] res = new double[numberOfElements,
numberOfElements];
202 for (int i = @; i < numberOfElements; i++)
203 {
204 for (int j = @; j < numberOfElements; j++)
205 {
206 resfi, jl = (i == 3 2?21 : 0);
207 }
208 }
209 return new FuzzyRelation() { NumberOfElements =
numberOfElements, Truthvalue = truthValue, Values = res };
210 }
211
212 /* Construct universal relation =/
213 public static FuzzyRelation UniversalRelation(int
numberOfElements, CRLattice truthValue)
214 {
215 double[,] res = new double[numberOfElements,
numberOfElements];
216 for (int i = @; i < numberOfElements; i++)
217 {
218 for (int j = @; j < numberOfElements; j++)
219 {
220 res[i, jl1 = 1;
221 T
222 3
223 return new FuzzyRelation() { NumberOfElements =
numberOfElements, Truthvalue = truthValue, Values = res };
224 3
225
226 const int MAX_NUMBER_OF_ITERATIONS = 100;
227
228 /* Compute greatest left invariant fuzzy quasi-order (by
approximating fixpoint) =/
229 public static FuzzyRelation GreatestlLeftInvariantFQO(FuzzySet
initial, Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)
230 {
231 int n = initial.NumberOfElements;
232 StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
233 FuzzyRelation phi = FuzzySet.RightResidual(initial, initial);
234 FuzzyRelation oldPhi, newPhi;
235 int numberOfIterations = 0;
236 do
237 {
238 /**x Write Phi in debug file #**x*%%/
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for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
sw.Write(phili, j1 + " ");
3

sw.WritelLine();

}
sw.WritelLine();
/**%%x End wirte Phi x*xx/

double[,] calc = new double[n, nl;

for(int i = @; i < n; i++)
{
for(int j = @; j < n; j++)
{
calc[i, jl = phili, jI;
3

}
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

{

FuzzyRelation tmp = FuzzyRelation.RightResidual (phi *
transitionRelation.Value, phi =*
transitionRelation.Value);

for (int i = @; i < n; i++)

{
for (int j = @; j < n; j++)

{
calc[i, jl = Math.Min(calcl[i, j1, tmp[i, j1);
3
3
}
newPhi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };

oldPhi = phi;
phi = newPhi;

}

while ((oldPhi != newPhi) && (++numberOflIterations <
MAX_NUMBER_OF _ITERATIONS));

sw.Close();

return newPhi;

3

/* Compute greatest right invariant fuzzy quasi-order (by
approximating fixpoint) =/
public static FuzzyRelation GreatestRightInvariantFQO(FuzzySet
terminal, Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)
{
int n = terminal.NumberOfElements;
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
FuzzyRelation phi = FuzzySet.LeftResidual (terminal, terminal);
FuzzyRelation oldPhi, newPhi;

int numberOflIterations = 0;

do

{
/**%%x Write Phi in debug file *x*xx/
for (int i = @; i < n; i++)
{

for (int j = @; j < n; j++)
{

sw.Write(phil[i, j1 + " ");
3
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}

sw.WriteLine();

}
sw.WriteLine();
/**%x End wirte Phi *x*xx/

double[,] calc = new double[n, nl;

for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calcl[i, j1 = phili, jI1;
3
3

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

{
FuzzyRelation tmp =
FuzzyRelation.LeftResidual (transitionRelation.Value
* phi, transitionRelation.Value * phi);
for (int i = @0; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calcl[i, jl = Math.Min(calcl[i, jl1, tmp[i, j1);
3
}
3
newPhi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };
oldPhi = phi;
phi = newPhi;
3
while ((oldPhi != newPhi) && (++numberOflIterations <
MAX_NUMBER_OF _ITERATIONS));
sw.Close();

return newPhi;

/* Compute greatest right

invariant fuzzy quasi-order (by

partition refinement) =x/
public static FuzzyRelation GreatestRightInvariantFQOPR(FuzzySet
terminal, Dictionary<char,
{
int n = terminal.NumberOfElements;
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
FuzzyRelation phi = FuzzyRelation.UniversalRelation(n,
terminal.Truthvalue);
FuzzyRelation varphi = FuzzySet.LeftResidual(terminal,
terminal);
double[,] calc = new double[n, nl;
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = 0;
{

j < n; jtt)
calc[i, jl = varphili, jI;
3
}

foreach (KeyValuePair<char,
in transitionRelations)

FuzzyRelation> transitionRelatio

{
FuzzyRelation tmp =
FuzzySet.LeftResidual(transitionRelation.Value =*
phi[@], transitionRelation.Value * phi[0]);

FuzzyRelation> transitionRelations)

n
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for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calc[i, j] = Math.Min(calc[i, jJ, tmp[i, j1);
3
}
}
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };
/**x Write Phi in debug file #**xxx%/
sw.Write("Phi[0] = ");
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(phil[i, j1 + " ");
}
sw.WriteLine();
}
sw.WriteLine();
/*x% End write Phi *xxx/
/*x* Write Varphi in debug file *x*xx%/
sw.Write("Varphi[0] = ");
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(varphili, jl1 + " ");
3
sw.WriteLine();
}
sw.WriteLine();
/**x End write Varphi #*xxx%/
int numberOflIterations = 0;
while ((phi != varphi) && (++numberOflIterations <
MAX_NUMBER_OF_ITERATIONS))
{
int index = 0;
while ((philindex] == varphi[index]) && (index < n))
{
index++;
}
FuzzyRelation tmp = FuzzySet.LeftResidual (varphi[index],
varphi[index]);
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
phili, j1 = Math.Min(phili, j1, tmp[i, j1);
3
}
calc = new double[n, nl;
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calcl[i, j1 = varphil[i, jl;
}
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foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

{
for(int m = @; m < n; m++)
{
if(varphi[m, index] != 0)
{
tmp =
FuzzySet.LeftResidual (transitionRelation.Val
* phi[m], transitionRelation.Value *
philm]);
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calc[i, j] = Math.Min(calc[i, jJ,
tmpli, j1);
}
}
}
}
3
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };
/**x Write Phi in debug file #*xxx/
sw.Write("Phi[{0}] = ", numberOfIterations);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(phil[i, j1 + " ");
}
sw.WriteLine();
3

sw.WriteLine();
/**%x End write Phi x*xx/
/*%x* Write Varphi in debug file x*xx/

sw.Write(”"Varphi[{0}] = ", numberOfIterations);
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(varphili, j1 + " ");
b

sw.WritelLine();
}
sw.WriteLine();
/**xx End write Varphi xx%x/
3
sw.Close();
return varphi;

}

/* Compute greatest right invariant fuzzy equivalence (by
partition refinement) =x/

public static FuzzyRelation GreatestRightInvariantFEPR(FuzzySet
terminal, Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)

{
int n = terminal.NumberOfElements;
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
FuzzyRelation phi = FuzzyRelation.UniversalRelation(n,

terminal.Truthvalue);
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FuzzyRelation varphi = FuzzySet.BiResidual (terminal,
terminal);
double[,] calc = new double[n, n];
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calc[i, j] = varphili, jJ;
}

}
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation
in transitionRelations)

{
FuzzyRelation tmp =
FuzzySet.BiResidual (transitionRelation.Value x phi[@],
transitionRelation.Value * phi[0]);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calcl[i, j]l = Math.Min(calcl[i, jl1, tmp[i, jl1);
3
3
}
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };

/*x* Write Phi in debug file x**xx/

sw.Write("Phi[@] = ");
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(phili, j1 + " ");
}

sw.WritelLine();
3
sw.WriteLine();
/*x*% End write Phi *x*xx/
/*%x*% Write Varphi in debug file x*xx/

sw.Write("Varphi[@] = ");
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(varphili, j1 + " ");
}

sw.WriteLine();
}
sw.WritelLine();
/**%x End write Varphi xx%x/

int numberOfIterations = 0;
while ((phi != varphi) && (++numberOflIterations <
MAX_NUMBER_OF_ITERATIONS))
{
int index = 0;
while ((philindex] == varphil[index]) && (index++ < n)) ;
FuzzyRelation tmp = FuzzySet.BiResidual(varphi[index],
varphi[index]);
for (int i = @; 1 < n; i++)
{
for (int j = @0; j < n; j++)
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514 {

515 phil[i, j] = Math.Min(phil[i, j1, tmp[i, j1);

516 }

517 T

518 calc = new doublel[n, n];

519 for (int i = @; i < n; i++)

520 {

521 for (int j = 0; j < n; j++)

522 {

523 calc[i, j] = varphili, jI;

524 3

525 T

526

527 foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>

transitionRelation in transitionRelations)

528 {

529 tmp = FuzzySet.BiResidual(transitionRelation.Value *
varphi[index], transitionRelation.Value x*
varphi[index]);

530 for (int i = @; i < n; i++)

531 {

532 for (int j = 0; j < n; j++)

533 {

534 calc[i, jl = Math.Min(calcl[i, j1, tmpli, j1);

535 3

536 3

537 3

538

539 foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>

transitionRelation in transitionRelations)

540 {

541 for (int m = @; m < n; m++)

542 {

543 if (varphi[m, index] != 1)

544 {

545 tmp =

FuzzySet.BiResidual (transitionRelation.Valu¢g
* phi[m], transitionRelation.Value *
philm]);

546 for (int i = @; i < n; i++)

547 {

548 for (int j = @; j < n; j++)

549 {

550 calc[i, j] = Math.Min(calcl[i, jI,

tmpli, j1);

551 3}

552 3

553 3

554 3

555 3

556 varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,

Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };

557 /*%x% Write Phi in debug file #*xxx/

558 sw.Write("Phi[{0}] = ", numberOflIterations);

559 for (int i = @; i < n; i++)

560 {

561 for (int j = @; j < n; j++)

562 {

563 sw.Write(phil[i, j1 + " ");

564 3

565 sw.WriteLine();

566 3

567 sw.WriteLine();




568
569
570
571
572
573
574
575
576
577
578
579
580
581
582
583
584
585
586

587

588
589
590
591

592

593
594
595
596
597
598
599
600
601

602
603

604
605
606
607
608
609
610
611
612

613
614
615
616
617
618
619
620
621
622

158

Dodatak A. Implementacija algoritama za fazi automate

}

}

/**% End write Phi *xx%x%/
/*x% Write Varphi in debug file xx**x*/

sw.Write(”Varphi[{0}] = ", numberOfIterations);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(varphil[i, j1 + " ");
3

sw.WriteLine();
}
sw.WritelLine();
/*x%x End write Varphi *xxx/

sw.Close();
return varphi;

/* Compute greatest right invariant crisp quasi-order (by
partition refinement) =x/

public static FuzzyRelation GreatestRightInvariantQOPR(FuzzySet
terminal, Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)

{

int n = terminal.NumberOfElements;
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
FuzzyRelation phi = FuzzyRelation.UniversalRelation(n,

terminal.Truthvalue);

FuzzyRelation varphi = FuzzySet.CrisplLeftResidual (terminal,

terminal);

double[,] calc = new double[n, nl;
for (int 1 = @; 1 < n; i++)

{

}

for (int j = @; j < n; j++)
{

calc[i, j]l = varphili, jJ1;
3

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation

in transitionRelations)

{
FuzzyRelation tmp =
FuzzySet.CrispLeftResidual (transitionRelation.Value *
phi[@], transitionRelation.Value x phi[@]);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calc[i, j]l = Math.Min(calcl[i, jl1, tmp[i, jl1);
3
}
}
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };

/*%x*% Write Phi in debug file **xx/

sw.Write("Phi[0] = ");
for (int i = 0; i < n; i++)
{

for (int j = 0; j < n; j++)
{

sw.Write(phil[i, j1 + " ");
3

sw.WritelLine();
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}

sw.WritelLine();

/**x*% End write Phi *x%x/

/**%%x Write Varphi in debug file **xx/

sw.Write("Varphi[@] = ");
for (int i = 0; 1 < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(varphil[i, j1 + " ");
3

sw.WriteLine();

3
sw.WriteLine();
/**% End write Varphi #%%x/

int numberOfIterations = 0;

while ((phi != varphi) && (++numberOflIterations <

MAX_NUMBER_OF _ITERATIONS))
{

int index = 0;

while ((phil[index] == varphi[index]) && (index < n))

{
index++;

3

FuzzyRelation tmp =
FuzzySet.CrispLeftResidual (varphi[index],
varphi[index]);

for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
phi[i, j] = Math.Min(phili, j1, tmp[li,
3
}
calc = new double[n, nl;
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calcl[i, j] = varphili, jJ1;
}
3

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>

transitionRelation in transitionRelations)

{
for (int m = @; m < n; m++)
{
if (varphilm, index] != 0)
{
tmp =

FuzzySet.CrispLeftResidual (transitionRelatiqg

il;

* phi[m], transitionRelation.Value *

philml);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calc[i, j] = Math.Min(calcl[i, jI,
tmpli, j1);
}
3

n.Value
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}

3
}
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };
/*x% Write Phi in debug file x*xx/
sw.Write("Phi[{0}] = ", numberOfIterations);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
sw.Write(phili, j1 + " ");
3
sw.WriteLine();
}

sw.WritelLine();
/**x*% End write Phi #*x*x/
/*x% Write Varphi in debug file xx**x*/

sw.Write("Varphi[{0}] = ", numberOfIterations);
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (lnt J =] Qy J < n; j++)
{
sw.Write(varphili, j1 + " ");
3

sw.WritelLine();
}
sw.WriteLine();
/**% End write Varphi #*%*x/
}
sw.Close();
return varphi;

/* Compute greatest right invariant crisp equivalence (by

partition refinement) =x/

public static FuzzyRelation GreatestRightInvariantEPR(FuzzySet

{

terminal, Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)

int n = terminal.NumberOfElements;
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
FuzzyRelation phi = FuzzyRelation.UniversalRelation(n,
terminal.Truthvalue);
FuzzyRelation varphi = FuzzySet.CrispBiResidual(terminal,
terminal);
double[,] calc = new double[n, nl;
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calc[i, j] = varphili, jJ;
}
}
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation
in transitionRelations)
{
FuzzyRelation tmp =
FuzzySet.CrispBiResidual (transitionRelation.Value =*
phi[@], transitionRelation.Value x phi[@]);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calcl[i, j]l = Math.Min(calcl[i, jl1, tmp[i, jl1);
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}
}
}
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };

/*xx*x Write Phi in debug file x*xx/

sw.Write("Phi[0] = ");
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(phil[i, j1 + " ");
3

sw.WriteLine();
}
sw.WritelLine();
/**%x End write Phi x*xx/
/**%%x Write Varphi in debug file x*xxx/

sw.Write("Varphi[@] = ");
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(varphil[i, j1 + " ");
3

sw.WriteLine();
}
sw.WriteLine();
/**% End write Varphi #%%x/

int numberOflIterations = 0;

while ((phi != varphi) && (++numberOflterations <
MAX_NUMBER_OF_ITERATIONS))

{

int index = 0;

while ((philindex] == varphi[index]) && (index++ < n))

FuzzyRelation tmp =

’

)

FuzzySet.CrispBiResidual (varphi[index], varphil[index]);

for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
phi[i, j]l = Math.Min(phil[i, jl1, tmp[i,
}
3
calc = new doublel[n, nl;
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calcl[i, jl = varphili, j1;
}
3
FuzzySet vect = new FuzzySet { NumberOfElements
Truthvalue = terminal.Truthvalue, Values =
doublel[n] 3;
for (int i = @; i < n; i++)
{

vect[i] = philindex][i];
b

il;

new

n ’
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3

FuzzySet vectl = new FuzzySet { NumberOfElements = n,
Truthvalue = terminal.Truthvalue, Values = new
double[n] 3};

for (int i = 0; i < n; i++)

{
vect1[i] = phi[index][i]l == 1 ? @0 : 1;

}

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

{

tmp =
FuzzySet.CrispBiResidual (transitionRelation.Value
* vect, transitionRelation.Value * vect);
for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calc[i, jl = Math.Min(calc[i, j1, tmpl[i, j1);
}
3
tmp =
FuzzySet.CrispBiResidual (transitionRelation.Value
* vectl, transitionRelation.Value * vectl);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calcl[i, j] = Math.Min(calc[i, jl, tmp[i, j1);
}
3
}
varphi = new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = phi.Truthvalue, Values = calc };
/**%x Write Phi in debug file x*xx/
sw.Write("Phi[{0}] = ", numberOfIterations);
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; Jj++)
{
sw.Write(phili, j1 + " ");
3
sw.WritelLine();
3
sw.WritelLine();
/**%x End write Phi x*xx/
/**%%x Write Varphi in debug file #**xxx%/

sw.Write("Varphi[{0}] = ", numberOflIterations);
for (int i = @; 1 < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
sw.Write(varphil[i, j] + " ");
3

sw.WriteLine();
}
sw.WriteLine();
/**%x End write Varphi x*xxx/

sw.Close();
return varphi;
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while ((words.Count > @) && (++numberOflIterations <
MAX_NUMBER_OF_ITERATIONS));

double[,] calc = new double[n, nlJ;

for(int i = @; i < n; i++)
{
for(int j = 0; j < n; j++)
{
calcl[i, j1 = 1;
}

}

foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> sigma in sigmas)

{

/**x Write sigma in debug file *x*xx/
sw.Write("Sigma_{" + sigma.Key + "} = [");

for(int i = @; i < n; i++)
{

sw.Write(sigma.Valuel[i]l + " ");
}

sw.WriteLine(”1");
/**x* End wirte sigma x*xx/
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/* Compute greatest weakly left invariant fuzzy quasi-order */
public static FuzzyRelation

GreatestWeaklylLeftInvariantFQO(FuzzySet initial,
Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)
{
int n = initial.NumberOfElements;
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");
Dictionary<string, FuzzySet> sigmas = new Dictionary<string,
FuzzySet>();
Queue<string> words = new Queue<string>();
words.Enqueue("");
sigmas.Add("", initial);
int numberOfIterations = 0;
do
{
string currentWord = words.Dequeue();
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)
{
string newWord = currentWord + transitionRelation.Key;
FuzzySet newSigma = sigmas[currentWord] *
transitionRelation.Value;
bool alreadyCalc = false;
foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> sigma in
sigmas)
{
if(sigma.Value == newSigma)
{
alreadyCalc = true;
break;
3
}
if(!alreadyCalc)
{
words.Enqueue (newWord) ;
sigmas.Add (newWord, newSigma);
3
}
}
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FuzzyRelation tmp = FuzzySet.RightResidual (sigma.Value,
sigma.Value);
/**%%x Write tmp in debug file **xx/

for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(tmp[i, j1 + " ");
3

sw.WriteLine();
b
sw.WritelLine();
/*%% End wirte tmp *x*x%/

for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
calc[i, jJ] = Math.Min(calc[i, jJ, tmp[i, j1);
3

}
}

sw.WriteLine();
/**x Write Phi in debug file *xxx/

for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(calcl[i, j1 + " ");
3

sw.WritelLine();
}
sw.WritelLine();
/*x% End wirte Phi *x*xx/

sw.Close();
return new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n, Truthvalue
= initial.Truthvalue, Values = calc };

3

/* Compute greatest weakly right invariant fuzzy quasi-order */

public static FuzzyRelation
GreatestWeaklyRightInvariantFQO(FuzzySet terminal,
Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations)

int n = terminal.NumberOfElements;

StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");

Dictionary<string, FuzzySet> taus = new Dictionary<string,
FuzzySet>();

Queue<string> words = new Queue<string>();

words.Enqueue ("");

taus.Add("", terminal);
int numberOfIterations = 0;
do
{
string currentWord = words.Dequeue();

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

{
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string newWord = currentWord + transitionRelation.Key;

FuzzySet newTau = transitionRelation.Value =
taus[currentWord];

bool alreadyCalc = false;

foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> tau in taus)

{
if (tau.Value == newTau)
{
alreadyCalc = true;
break;
}
}
if (lalreadyCalc)
{
words.Enqueue (newWord) ;
taus.Add(newWord, newTau);
}

3
b

while ((words.Count > @) && (++numberOfIterations <
MAX_NUMBER_OF _ITERATIONS));

double[,] calc = new double[n, n];
for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calcl[i, jl = 1;
}
}
foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> tau in taus)
{
/**x Write tau in debug file #*x*%/
sw.Write(”"Tau_{" + tau.Key + "} = [");
for (int i = @; i < n; i++)
{
sw.Write(tau.Value[i] + " ");
}
sw.WriteLine("1");
/**x End wirte tau x*x%/

for (int i = 0; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
calc[i, j] = Math.Min(calc[i, jJ,
FuzzySet.LeftResidual (tau.Value, tau.Value)[i,
in;

3
b

sw.WriteLine();
/**%%x Write Phi in debug file x*xx/

for (int i = @; i < n; i++)
{
for (int j = @; j < n; j++)
{
sw.Write(calcl[i, j1 + " ");
3

sw.WriteLine();
3
sw.WritelLine();
/**x*% End wirte Phi #*x%x/
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sw.Close();
return new FuzzyRelation() { NumberOfElements = n, Truthvalue
= terminal.Truthvalue, Values = calc };

1ZvORNI KOD FAJLA A.10: Codes/FuzzyAutomata/Forml.cs

using
using
using
using
using
using
using
using
using
using
using

System

System.
System.
System.
System.
System.
System.
System.
System.
System.
System.

Collections.Generic;
ComponentModel;

Data;

Drawing;

I0;

Ling;

Text;
Text.RegularExpressions;
Threading. Tasks;
Windows.Forms;

namespace FuzzyAutomata

{

public partial class Forml : Form

{

CRLa
int

ttice truthvalue = new CRLattice_Product();
numberOfStates = 0;

FuzzySet initialStates, terminalStates;

Dict
Fact

ionary<char, FuzzyRelation> transitionRelations;
orization factorization = new FactorizationMohri();

FuzzyRelation phi;

private const int MAX_NUMBER_OF_STATES = 200;

publ
{

publ
{

3

publ
{

3

ic FuzzyRelation this[char key]
get
{

return transitionRelations[key];

transitionRelations[key] = value;

ic Dictionary<char, FuzzyRelation> TransitionRelations
get
{

return transitionRelations;

ic Forml()

InitializeComponent ();
transitionRelations = new Dictionary<char, FuzzyRelation>();

private void radioButton_CheckedChanged(object sender, EventArgs
e)
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{
if(radioButton1.Checked)
{
truthvalue = new CRLattice_Product();
}
else if(radioButton2.Checked)
{
truthvalue = new CRLattice_Godel();
}
else
{
truthvalue = new CRLattice_Lukasiewicz();
}
}

private void radioButton_FactorizationChanged(object sender,
EventArgs e)

{
if(radioButton4.Checked)
{
factorization = new FactorizationMohri();
}
else if(radioButton5.Checked)
{
factorization = new FactorizationTrivial();
}
}

/* Add transition matrix =/
private void buttonTransition_Click(object sender, EventArgs e)
{
string input = Prompt.ShowDialogTwoInputs("Enter symbol",
"Enter fuzzy transition relation”, "Fuzzy transition
relation?");
if (input.Contains('-"'))
{
string[] parts = input.Split('-"');
char symbol = Convert.ToChar(parts[0]);
if ((parts[1][0] == '{') && (parts[1][parts[1].Length -
11 == "'}"))
{
string fuzzyRelationString = parts[1].Substring(1,
parts[1].Length - 2);
string[] fuzzyParts = fuzzyRelationString.Split(new
string[] { "}," 3}, StringSplitOptions.None);
int i = @, n = fuzzyParts.Length;
double[,] result = new double[n,n];
foreach (string fuzzyPart in fuzzyParts)
{
var fuzzySetString = (fuzzyPart[fuzzyPart.Length
- 1] == '}') ? fuzzyPart : fuzzyPart + "3}";
string valuesString = Regex.Match(fuzzySetString,
@"\{([*}I*)\}").Groups[1].Value;
double[] convert =
Array.ConvertAll (valuesString.Split(',"),
Double.Parse);
for(int j = @; j < convert.Length; j++)
{
result[i,j] = convert[j];
}
1++;
}

if (!transitionRelations.ContainsKey(symbol))
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{
transitionRelations.Add(symbol, new
FuzzyRelation() { NumberOfElements = n,
Truthvalue = truthvalue, Values = result });
3
else
{
transitionRelations[symbol] = new FuzzyRelation()
{ NumberOfElements = n, Truthvalue =
truthvalue, Values = result };
3

}

/* Add fuzzy inital state =*/
private void buttonInital_Click(object sender, EventArgs e)
{

nn

string value = o

if (initialStates != null)
{
value = String.Join(",”, initialStates.Values);
value = value.Insert(o, "{");
value = value.Insert(value.Length, "}");
3
string input = Prompt.ShowDialog("Enter fuzzy set of initial
states”, "Initial states?"”, value);
if (input != null && input != "")
{

string valuesString = Regex.Match(input,
@"\{([*}]1*)\}").Groups[1].Value;

double[] valuesDouble =
Array.ConvertAll (valuesString.Split(', "),
Double.Parse);

initialStates = new FuzzySet() { NumberOfElements =
numberOfStates = valuesDouble.Length, Truthvalue =
truthvalue, Values = valuesDouble };

3

/* Add fuzzy final state */
private void buttonFinal_Click(object sender, EventArgs e)
{

nn

string value = ;

if (terminalStates != null)
{
value = String.Join(","”, terminalStates.Values);
value = value.Insert(o, "{");
value = value.Insert(value.Length, "3}");
3
string input = Prompt.ShowDialog("Enter fuzzy set of terminal
states”, "Terminal states?"”, value);
if (input != null && input != "")
{

string valuesString = Regex.Match(input,
@Q"\{([*}]1*)\}").Groups[1].Value;

double[] valuesDouble =
Array.ConvertAll (valuesString.Split(',"),
Double.Parse);

terminalStates = new FuzzySet() { NumberOfElements =
numberOfStates = valuesDouble.lLength, Truthvalue =
truthvalue, Values = valuesDouble };
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}
private void setTruthValues()
{
initialStates.Truthvalue = truthvalue;
terminalStates.Truthvalue = truthvalue;
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation
in transitionRelations)
{
transitionRelation.Value.Truthvalue = truthvalue;
}
}

/* Set fuzzy relation on a fuzzy automaton x/
private FuzzyRelation setPhi ()

{
FuzzyRelation phi =

FuzzyRelation.CrispEqualityRelation(initialStates.NumberOfEl
truthvalue);

if (radioButton7.Checked)

{
phi =

FuzzyRelation.GreatestWeaklylLeftInvariantFQO(initialStat
transitionRelations);

if (radioButton8.Checked)
phi =
FuzzyRelation.GreatestLeftInvariantFQO(initialStates,
transitionRelations);
if (radioButton9.Checked)
phi =
FuzzyRelation.GreatestWeaklyRightInvariantFQO(terminalSy
transitionRelations);
if (radioButton1@.Checked)
phi =
FuzzyRelation.GreatestRightInvariantFQO(terminalStates,
transitionRelations);
if (radioButton12.Checked)
phi =
FuzzyRelation.GreatestRightInvariantFQOPR(terminalStates
transitionRelations);
if (radioButton14.Checked)
phi =
FuzzyRelation.GreatestRightInvariantFEPR(terminalStates
transitionRelations);
if (radioButton13.Checked)
phi =
FuzzyRelation.GreatestRightInvariantQOPR(terminalStates

transitionRelations);

if (radioButton15.Checked)

ements,

ates,
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}

phi =
FuzzyRelation.GreatestRightInvariantEPR(terminalStates,
transitionRelations);

3

return phi;

/* Perform determinization by factorization of fuzzy states and

fuzzy relation =*/

private void buttonCalculate_Click(object sender, EventArgs e)

{

setTruthValues () ;
dataGridViewl .Rows.Clear();
dataGridViewl.Refresh();
labell.Text = "";

phi = setPhi();

dataGridViewl.ColumnCount = transitionRelations.Count + 2;
int i = 0;
dataGridViewl.Columns[i++].Name = "Sigma”";

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation
in transitionRelations)

dataGridViewl.Columns[i++].Name =
transitionRelation.Key.ToString();

3

dataGridViewl.Columns[i++].Name = "sigma * tau”;

Dictionary<string, FuzzySet> sigmas = new Dictionary<string,
FuzzySet>();
factorization.FuzzySet = initialStates * phi;

nn

sigmas.Add("", factorization.f());

Queue<string> words = new Queue<string>();
words.Enqueue ("");

int numberOfStates = 1;
bool proccessInterrupted = false;

while ((words.Count > @) && !proccessInterrupted)
{
string currentWord = words.Dequeue();
int index = dataGridViewl.Rows.Add();
DataGridViewRow row =
(DataGridViewRow)dataGridViewl.Rows[index];

i =0;

row.Cells[i++].Value = "sigma_{" + currentWord + "} = " +
sigmas[currentWord]. ToString();

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

char symbol = transitionRelation.Key;

FuzzySet sigmaNew = sigmas[currentWord] =
transitionRelation.Value * phi;

factorization.FuzzySet = sigmaNew;

double g = factorization.g();

FuzzySet sigmaF = factorization.f();

FuzzySet before = sigmaF;

bool alreadyExists = false;

foreach(KeyValuePair<string, FuzzySet> sigma in
sigmas)
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{
if(sigma.Value == sigmaF)
{
alreadyExists = true;
before = sigma.Value;
break;
}
}
if (lalreadyExists && !sigmaF.IsNull())
{
string newWord = currentWord + symbol;
words.Enqueue (newWord) ;
sigmas.Add(newWord, sigmaF);
if (++numberOfStates > MAX_NUMBER_OF_STATES)
{
proccessInterrupted = true;
break;
}
}
row.Cells[i++].Value = g + " % " + before.ToString();
}
row.Cells[i++].Value = sigmas[currentWord] x*
terminalStates;
}
labell.Text = "Number of states: " + numberOfStates;
if (proccessInterrupted)
{
labell.Text += "\nPROCCESS WAS TERMINATED!";
}

const int MAX_NUMBER_OF_ITERATIONS = 500;

/* Compute reverse fuzzy automaton */
private void buttonReverse_Click(object sender, EventArgs e)
{

setTruthValues () ;

dataGridViewl.Rows.Clear ();

dataGridViewl .Refresh();

labell.Text = "";

phi = setPhi();

dataGridViewl.ColumnCount = transitionRelations.Count + 2;
int i = 9;
dataGridViewl.Columns[i++].Name = "Tau";

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation

in transitionRelations)
{
dataGridViewl.Columns[i++].Name =
transitionRelation.Key.ToString();

}

dataGridViewl.Columns[i++].Name = "tau * sigma";

Dictionary<string, FuzzySet> taus = new Dictionary<string,
FuzzySet>();

factorization.FuzzySet = phi * terminalStates;

taus.Add("", factorization.f());

Queue<string> words = new Queue<string>();
words.Enqueue("");

int numberOfStates = 1;
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}

bool proccessInterrupted = false;

while ((words.Count > @) && !proccessInterrupted)
{
string currentWord = words.Dequeue();
int index = dataGridViewl.Rows.Add();
DataGridViewRow row =
(DataGridViewRow)dataGridViewl.Rows[index];

i=0;

row.Cells[i++].Value = "tau_{" + currentWord + "} = " +
taus[currentWord].ToString();

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)

{
char symbol = transitionRelation.Key;
FuzzySet tauNew = phi *x transitionRelation.Value =*
taus[currentWord];
factorization.FuzzySet = tauNew;
double g = factorization.g();
FuzzySet tauF = factorization.f();
FuzzySet before = tauF;
bool alreadyExists = false;
foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> tau in taus)
{
if (tau.Value == tauF)
{
alreadyExists = true;
before = tau.Value;
break;
3
3
if (lalreadyExists && !tauF.IsNull())
{
string newWord = currentWord + symbol;
words.Enqueue (newWord) ;
taus.Add(newWord, before);
if (++numberOfStates > MAX_NUMBER_OF_STATES)
{
proccessInterrupted = true;
break;
}
3
row.Cells[i++].Value = g + " * " + before.ToString();
}
row.Cells[i++].Value = taus[currentWord] * initialStates;
3
labell.Text = "Number of states: " + numberOfStates;
if (proccessInterrupted)
{
labell.Text += "\nPROCCESS WAS TERMINATED!";
3

/* Compute Brzozowski fuzzy automaton =/
private void buttonDReverse_Click(object sender, EventArgs e)

{

setTruthValues();
phi = setPhi();

// First reversal
Dictionary<string, FuzzySet> taus = new Dictionary<string,
FuzzySet>();
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Dictionary<string, double> rests = new Dictionary<string,
double>();

Dictionary<string, double> finals = new Dictionary<string,
double>();

Dictionary<string, int> indexes = new Dictionary<string,
int>();

List<Tuple<char, double, string>>[] trans = new
List<Tuple<char, double, string>>[MAX_NUMBER_OF_STATES];
for (int k = @; k < MAX_NUMBER_OF_STATES; k++)
{
trans[k] = new List<Tuple<char, double, string>>();

b

factorization.FuzzySet = phi * terminalStates;
taus.Add("", factorization.f());

rests.Add("", factorization.g());
indexes.Add("", 0);

Queue<string> words = new Queue<string>();
words.Enqueue("");

int numberOfStates = 1;
bool proccessInterrupted = false;
int currentStatelndex = 0;

while ((words.Count > @) && !proccessInterrupted)
{
string currentWord = words.Dequeue();
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelations)
{
char symbol = transitionRelation.Key;
FuzzySet tauNew = phi * transitionRelation.Value =*
taus[currentWord];
factorization.FuzzySet = tauNew;
double g = factorization.g();
FuzzySet tauF = factorization.f();
bool alreadyExists = false;
foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> tau in taus)
{
if (tau.Value == tauF)
{
alreadyExists = true;
trans[currentStateIndex].Add(new Tuple<char,
double, string>(symbol, g, tau.Key));

break;
}
3
if (lalreadyExists)
{
string newWord = symbol + currentWord;

words.Enqueue (newWord) ;
taus.Add(newWord, tauF);
rests.Add(newWord, g);
indexes.Add(newWord, numberOfStates);
trans[currentStateIndex].Add(new Tuple<char,
double, string>(symbol, g, newWord));
if (++numberOfStates > MAX_NUMBER_OF_STATES)
{
proccessInterrupted = true;
break;
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3
3

finals.Add(currentWord, initialStates x*
taus[currentWord]);
currentStateIndex++;

}

if (proccessInterrupted)

{
labell.Text += "\nPROCCESS WAS TERMINATED!";
return;

}

// Second reversal setup

FuzzySet sigmaR = new FuzzySet { NumberOfElements =
numberOfStates, Truthvalue = truthvalue, Values
double[numberOfStates] };

FuzzySet tauR = new FuzzySet { NumberOfElements =
numberOfStates, Truthvalue = truthvalue, Values = new
double[numberOfStates] };

sigmaR[@] = rests[""1];

int i = 0;

foreach (KeyValuePair<string, double> final in finals)

{

new

tauR[i++] = final.Value;

}

Dictionary<char, FuzzyRelation> transitionRelationsR = new
Dictionary<char, FuzzyRelation>();

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation
in transitionRelations)

{

FuzzyRelation transRev = new FuzzyRelation {
NumberOfElements = numberOfStates, Truthvalue =
truthvalue, Values = new double[numberOfStates,
numberOfStates] 3};

for (i = 0; i < numberOfStates; i++)

{
foreach (Tuple<char, double, string> element in

trans[i])
{
if (element.Iteml == transitionRelation.Key)
{
transRev[i, indexes[element.Item3]] =
element.Item2;
}
3

}

transitionRelationsR.Add(transitionRelation.Key,
transRev);

}

// Write reverse in debug
StreamWriter sw = new StreamWriter ("debug.txt");

/*
for(i = @0; i < numberOfStates; i++)
{
foreach (Tuple<char, double, string> element in trans[i])
{
sw.Write(i + "(" + element.Iteml + "): " +
element.Item2 + " => " + element.Item3 + " ");
}

sw.WritelLine();
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foreach (KeyValuePair<string, int> idx in indexes)

{
sw.WriteLine(idx.Key + "[" + idx.Value + "]1");
3
*/
sw.Write("sigmaR = [");
for (i = @; i < numberOfStates; i++)
{
sw.Write(sigmaR[i]l + " ");
3

sw.WriteLine("1");

sw.Write(”"tauR = [");

for (i = 0; i < numberOfStates; i++)
{

sw.Write(tauR[i] + " ");
}

sw.WriteLine("]1");

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> tr in
transitionRelationsR)

{
sw.Write("delta_{0} = [", tr.Key);
for (i = @; i < numberOfStates; i++)
{
sw.Write("{{");
for (int j = @; j < numberOfStates; j++)
{
sw.Write(tr.Valueli, jl1 + " ");
3
sw.WriteLine("3}3}");
}
sw.WriteLine("1");
}
sw.Close();

// Second reversal

dataGridViewl.Rows.Clear ();
dataGridViewl .Refresh();
labell.Text = "";

dataGridViewl.ColumnCount = transitionRelationsR.Count + 3;
i=0;

dataGridViewl.Columns[i++].Name = "Initial”;
dataGridViewl.Columns[i++].Name = "Tau";

foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation> transitionRelation

in transitionRelationsR)

{
dataGridViewl.Columns[i++].Name =
transitionRelation.Key.ToString();

}

dataGridViewl.Columns[i++].Name = "Final”;

Dictionary<string, FuzzySet> tausR = new Dictionary<string,

FuzzySet>();
factorization.FuzzySet = tauR;
tausR.Add("", factorization.f());

words = new Queue<string>();
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words.Enqueue("");

numberOfStates = 1;
proccessInterrupted = false;

while ((words.Count > @) && !proccessInterrupted)
{
string currentWord = words.Dequeue();
int index = dataGridViewl.Rows.Add();
DataGridViewRow row =
(DataGridViewRow)dataGridViewl .Rows[index];

i = 0;

row.Cells[i++].Value = numberOfStates == 1 ?
factorization.g() : 0;

row.Cells[i++].Value = "tau_{" + currentWord + "} = " +

tausR[currentWord].ToString();
foreach (KeyValuePair<char, FuzzyRelation>
transitionRelation in transitionRelationsR)

{
char symbol = transitionRelation.Key;
FuzzySet tauNew = transitionRelation.Value =*
tausR[currentWord];
factorization.FuzzySet = tauNew;
double g = factorization.g();
FuzzySet tauF = factorization.f();
FuzzySet before = taufF;
bool alreadyExists = false;
foreach (KeyValuePair<string, FuzzySet> tau in tausR)
{
if (tau.Value == tauF)
{
alreadyExists = true;
before = tau.Value;
break;
}
3
if (!alreadyExists && !tauF.IsNull())
{
string newWord = symbol + currentWord;
words.Enqueue (newWord) ;
tausR.Add (newWord, tauF);
if (++numberOfStates > MAX_NUMBER_OF_STATES)
{
proccessInterrupted = true;
break;
}
3
row.Cells[i++].Value = g + " * " + before.ToString();
}
row.Cells[i++].Value = sigmaR * tausR[currentWord];
}
labell.Text = "Number of states: " + numberOfStates;
if (proccessInterrupted)
{
labell.Text += "\nPROCCESS WAS TERMINATED!";
}

IZVORNI KOD FAJLA A.11: Codes/FuzzyAutomata/Prompt.cs
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using System;

using System.Collections.Generic;
using System.Ling;

using System.Text;

using System.Threading.Tasks;
using System.Windows.Forms;

namespace FuzzyAutomata
{
public static class Prompt
{
public static string ShowDialog(string text, string ca
string value)

Form prompt = new Form();
prompt.Width = 500;
prompt.Height = 150;
prompt.Text = caption;

ption,

Label textLabel = new Label() { Left = 50, Top = 20, Width =

400, Text = text };

TextBox textBox = new TextBox() { Left = 50, Top =
= 300, Text = value };

Button confirmation = new Button() { Text = "OK",
Width = 80, Top = 48 };

50, Width

Left = 380,

confirmation.Click += (sender, e) => { prompt.Close(); };

prompt.Controls.Add(confirmation);
prompt.Controls.Add(textLabel);
prompt.Controls.Add(textBox);
prompt.ShowDialog();

return textBox.Text;

public static string ShowDialogTwolInputs(string textl,
text2, string caption)

Form prompt = new Form();
prompt.Width = 500;
prompt.Height = 210;
prompt.Text = caption;
Label textLabell = new Label() { Left = 50, Top =
400, Text = textl };
TextBox textBox1 = new TextBox() { Left = 50, Top
= 300 };
Label textLabel2 = new Label() { Left = 50, Top =
400, Text = text2 };
TextBox textBox2 = new TextBox() { Left = 50, Top
Width = 300 };
Button confirmation = new Button() { Text = "OK",
Width = 80, Top = 110 };
textBox1.LostFocus += (sender, e) =>
{
Form1l forml = Application.OpenForms["Form1"”] a
char symbol = Convert.ToChar(textBox1.Text);
if (forml.TransitionRelations.ContainsKey (symbo
{
FuzzyRelation relation = forml[symbol];
string output = "{";
for (int i = @; i < relation.Values.GetlLen
{
output += "{";

string

20, Width =
= 45, Width
85, Width =
= 110,

Left = 380,

s Forml;

DY)

gth(0); i++)

for(int j = @; j < relation.Values.GetlLength(1) -

1; j++)
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{
output += relation.Values[i, j]l + ",";
}
output += relation.Values[i,
relation.Values.GetlLength(1) - 1];
output += "3}";

if (i != relation.Values.GetLength(@) - 1)
{

output += " ,";
}

}
output += "3}";
textBox2.Text = output;
}
b
confirmation.Click += (sender, e) => { prompt.Close(); }I;
prompt.Controls.Add(confirmation);
prompt.Controls.Add(textLabell);
prompt.Controls.Add(textLabel2);
prompt.Controls.Add(textBox1);
prompt.Controls.Add(textBox2);
prompt.ShowDialog();
return (textBox1.Text != "" && textBox2.Text != "") ?
(textBox1.Text + "-" + textBox2.Text) : "";

}

public static int ShowDialogNumeric(string text, string caption,
int value)
{
Form prompt = new Form();
prompt.Width = 300;
prompt.Height = 150;
prompt.Text = caption;
Label textLabel = new Label() { Left = 50, Top = 20, Width =
200, Text = text };
NumericUpDown inputBox = new NumericUpDown() { Left = 50, Top
= 50, Width = 100, Value = value };
Button confirmation = new Button() { Text = "OK", Left = 180,
Width = 80, Top = 48 };
confirmation.Click += (sender, e) => { prompt.Close(); }I;
prompt.Controls.Add(confirmation);
prompt.Controls.Add(textLabel);
prompt.Controls.Add(inputBox);
prompt.ShowDialog();
return (int)inputBox.Value;

}

public static double[,] ShowDialogFuzzyRelation(string text,
string caption, int value)
{
Form prompt = new Form();
prompt.Width = 500;
prompt.Height = 250;
prompt.Text = caption;
Label textLabel = new Label() { Left = 50, Top = 20, Width =
200, Text = text };
DataGridView dataGridView = new DataGridView() { RowCount =

value };
for(int i = 0; i < value; i++)
{

dataGridView.Columns.Add("column” + i, "a_" + (i + 1));
}
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Button confirmation = new Button() { Text = "OK", Left = 400,
Width = 80, Top = 20 };
confirmation.Click += (sender, e) => { prompt.Close(); };
prompt.Controls.Add(confirmation);
prompt.Controls.Add(textLabel);
prompt.Controls.Add(dataGridView);
prompt.ShowDialog();
return new double[value, valuel];
}
3
}
I1zZvORNI KOD FAJLA A.12: Codes/FuzzyAutomata/Program.cs
using System;
using System.Collections.Generic;
using System.Ling;
using System.Threading.Tasks;
using System.Windows.Forms;
namespace FuzzyAutomata
{
static class Program
{
/// <summary >
/// The main entry point for the application.
/// </summary >
[STAThread]
static void Main ()
{
Application.EnableVisualStyles();
Application.SetCompatibleTextRenderingDefault(false);
Application.Run(new Forml1());
}
3
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N3JABA O AYTOPCTBY

M3jaBipyjeM Jia je JIOKTOpCKa JicepTaluja, 1101 HaCJIOBOM

INOBOJbIIAHU AJITOPUTMMU 3A JIETEPMUHU3ALINITY
®A3N U TEXKUHCKUX AYTOMATA

Koja je ojopamena Ha llpupojiHo — matematiuukom (akyinrery YHusepsurera y Humry:

® pe3yjiTaT COIICTBCHOI' UCTPAKUBAYKOI pajia,

e Jla OBY JIUCEPTAIIM]Y, HH y IICJIMHHU, HUTH Y JISJIOBUMA, HUCAM IPUjaB/bUBA0/JIa HA JIPYIHM
¢dakyreTuma, HUTH YHUBEP3UTETHMA,

e Jla HHCAM IOBPE/IMO/JIa ayTOpCKa 1paBa, HUTH 3JI0yHOTPeOnO/J1a HHTEJIEKTYaIHy CBOJUHY
JIPYTHX JIALA.

Jlo3BoJbaBaM Jia ce oOjaBe MOJM JIMYHM I0JIalld, KOJU Cy y BE3HM ca ayTOpPCTBOM M
no0WjambeM aKaJeMCKOT 3Bamba JOKTOpa Hayka, Kao IITO Cy MME M IIPe3HMeE, I'OJIMHA M MECTO
poherma u jarym ojOpaHe paja, ¥ TO y Karajuory bubnuoreke, JIAruTainoM peno3suTopHjymy
Vuuep3urera y Hunry, kao u y nyOimkanujama YHusepsutera y Hury.

Y Humy, Mb2007.
ITormuc ayropa aucepranuje:
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U3JABA O UCTOBETHOCTHU HITAMITAHOI' U EJIEKTPOHCKOI" ObJIMKA
JOKTOPCKE IUCEPTAIIMJE

Hacnos nucepranuje:

INNOBOJ/bHIAHU AJITOPUTMMU 3A JETEPMUHU3ALIUIY
®A3U U TEXKUHCKUX AYTOMATA

W3jaBibyjeM J1a je eeKTPOHCKH 00JIHMK MOje JIOKTOPCKE JIMcepTaIje, Kojy caM Ipejlao/na
3a yHoIewhe y Jlururaianu penosuropujym Yuusepsurera y Humy, ucroseran mraminanom
00JIUKY.

V Humry, 42019

[Totnuc ayropa jaucepraruje:
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U3JABA O KOPULII'RELY

Osnamhyjem Yuusepsurercky Oubimorexy . Huxona Tecma® na y Jlururannu
peniosuropujym Yuusepszutera y Humry yHece Mojy JIOKTOPCKY JAMCEPTaIH]y, 1O/ HACIIOBOM:

INOBOJLINAHU AJITOPUTMMU 3A JTETEPMUHU3AIINIY
®A3U U TEXKKUHCKUX AYTOMATA

Jlucepraijy ca CBUM MPHJIO3UMa TIpeJiao/sia caM y eJIeKTPOHCKOM OOJIMKY, IIOTOJHOM 3a
TpajHO apXUBHUPAHE.

Mojy HOKTOpCKY JHcepTaiujy, yHery y JIMrutaiHu peno3uTopujym YHUBEp3UTETA Y
Huiy, MOTy KOPHCTHTH CBH KOjH TIOIITY]y OJpeade cajapxaHe y oJa0paHOM THILY JIMIIEHIEC
Kpearusne 3ajeauiie (Creative Commons), 3a KOjy caMm ce 0uTy4no/Jia.

1. Ayropcto (CC BY)

2. AyroperBo — HekomepijaiiHo (CC BY-NC) B

| 3. AyropcrBo — Hekomepumjaino — 6e3 npepaje (CC BY-NC-ND) ]

4. AyTopcTBO — HEKOMEpIHjastHO — JiesinTu 1o/ uctuMm yciaosuma (CC BY-NC-SA)

5. AyropctBo — 6e3 npepajie (CC BY-ND)

6. AyropctBo — Jjiesutu 11oJ1 uetum yesiopuma (CC BY-SA)

Y Humy, A4 2009,

[lormuc ayropa auceprarmje:
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