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IIpearosop

CuekrpaJsina Teopuja rpadoBa je MareMaTHdKa AUCIUILINHA Y KOjOj ce ocobume
rpacda u3ydaBajy KopuinhemeM COICTBEHUX BPEIHOCTH U COICTBEHUX BEKTOPA Pa3JiH-
YUTUX MaTpHIA IpUApYyKeHux rpady. OBa rpaHa MaTeMaTHKe IOCICIBUX JTEIEHU]ja,
OeJieKM MHTEH3WBAH pa3Boj, 3axBasbyjyhm OpojHUM M Pa3IHIUTHM MpPHUMEHAMAa, Ipe
cBera y JIOMEHy padyHapCTBa, ajii U y ODJACTU XeMHUje, TEOPHUjU eJIEKTPUYHHUX KOJIA,
TEOPUjU KOHAYHHUX ayTOMaTa, Y €EKOHOMCKHM HayKaMa, COINUOJIOTHjU, OMOIOTHjU, UTI.

[Tpeamver ncrpakuparma y aucepraiuju je enepruja rpada, rpadpoBcka nHBapHjaHTa
3aCHOBaHa Ha CIIEKTPY rpada, Koja uMa 3HaYajHe IPUMEHe yV PA3JIHIUTUM 00JIaCTHMA,
a mpe cpera y xemuju. Enepruja rpada ganac mpejcraB/ba BeOMa aKTYeJIHy TeMAaTHKY
HCTPAXKMABIHA, KAKO €A aCIEKTAa XeMHje, TAKO U ca aciekra maremaruke. CrenujasiHo,
ouhe pa3marpana pe3oJiBenTHa u PanjauheBa enepruja rpada. PesosiBeHTHa eHepruja
rpaca je rpadoscka wHBapujaHTa Koja je yBegena HemabHo (2016. rommme), Te crora
IpeJ/icTaB/ha WHBAPHUJAHTY KOja je BeoMa aKTye/JHa ca acleKTa HCTPaKWBamba HeHUX
ocobMHA, IPpUMeEHe, KA0 U IbeHe IIOBE3aHOCTH €a JIPYIUM IpadOBCKHUM HHBAPHjAHTAMA.
PanaunheBa enepruja ce moBoan y Be3y ca Pammmhesum maIeKCOM, rpadOBCKOM MHBA-
PUjaHTOM KOja MMa MHOTroOOpOjHE TPUMEHE Yy XeMUJU U MaTEeMATHUIIH.

Y okBHUpY JAucepTalifje JaTta je cucreMaru3alinja oapeheHnx ocobmHa pe30JBEeHTHE
n PanguheBe enepruje, a 3aTUM HUXOBA KOMIIapalldja ca HEKUM HOBHM PE3YITaTHMA.

Jucepranuja caJpKu IIeT IOrJIaB/ba Koja Cy IoJe/beHa Ha u3BecTaH Opoj ojesbaka.

Y mpBOM MOIJIAB/BY JAT je MpHKa3 IMO3HATHX Pe3yiaraTa u3 Teopuje rpadoBa, He-
OIXOJIHUX 3a Jla/ba pa3MaTparba, a 1HoceOHO pe3y/iTara KOju ce OJIHOCe HA CIIEKTap U
eneprujy rpada.

Y Apyrom MorJiaB/by €y W3JI0KEHW OCHOBHU IIOjMOBH, JTe@UHUIMje U IMO3HATH pe-
3yJATAaTU KOJU ce OJHOCe Ha pe3osBeHTHY U PannmheBy eHeprujy. OBo morsiasibe je
HO/Ie/hEHO Ha JIBA OJIeJbKA.

Opnemak 2.1 nocsehen je nedpununuju Panguhese marpune nu Panmguhese enepruje.
lara je Be3a usmehy Panmuhese marpune u PangnheBor nnjekca, 3aTuM OCHOBHE 0CO-
oune crekTpa Panamhese marpuite, kao n Be3a uamely crnekrpa Pananhese marpuiie
u Marpuie cycejacrba. Takohe, npukasano je ga ce PanguheBa enepruja Moxke mocma-
TpaTu Kao HopmaJsm3oBaHa JlamnacoBa enepruja rpada. Mszmarama y OBOM OJe/bKY
basupana cy Ha Monorpaduju [72].

Y onemky 2.2 nara je jgeduHuIja pe30JBEHTHE €HEPruje W JIoKa3aHe Cy IheHe
ocHoBHe ocobune. Takobhe, yBenene cy nmedununmje JlamracoBe pe3ojBeHTHE W He-
HeratusHe Jlamiacose pe3osBenTHe enepruje. OBaj ojes/bak O6a3upaH je Ha paJOBUMA
[68] u [17].

Y tpehem noryas/by mpeicTaB/beHe ¢y Tpanuiie 3a PananhieBy u pe3oBeHTHY eHep-
TUjy.



Opnemak 3.1 ce ogHocH Ha rpanune 3a PamauheBy eneprujy um mojmesbeH je Ha MOIO0-
JieJbKe MO3HATUX U HOBUX pe3yarara. [Ipersien moznarux pesyarara KOHIUITUPAH je Y3
koputhere MoHorpaduje [72]. V momo/e/bKy HOBUX pe3yJraTa jare Cy Heke HOBe Iop-
e U JI0Ehe TpaHulle 3a PanauheBy eneprujy koje cy objaBibene y pajgopuma 78] u [131].
Heke on mux cy nobosblama rpaHuia MyoOJIUKOBAHUX Y MPOTEKJIUX HEKOJUKO TOJIMHA.
Ha kpajy mojoje/bka HOBUX pe3yiarara, u3 paja [134] je W3M0KeHO jelHO YOIIITemne
Pananhese marpuiie nu Panjgunhese enepruje u3 dera je m3BeJeHO HEKOJIUKO T'PAHUIA 33
PanguheBy n kiacuany eneprujy rpada.

Y one/bKy 3.2 jare cy I'DaHHIE 33 PE30JBEHTHY €HEPrujy, 3acHOBaHEe Ha pe3yJ-
tatuMa pagosa [68], [133] u [136]. Hajupe cy usioxene rpannne u3 pazga [68], koje
HIpeCTaB/bhajy MpBe TpaHule J00ujeHe 3a 0By rpadOBCKY HHBAPHjAHTY. 3aTHM CY U3J10-
JKeHe 1 HOBHje IPAHUIIE 33 PE30JIBEHTHY eHeprujy, cajprkane y pajosuma [133] u [136],
U Ha Kpajy HeKe HOBe IpaHulle 3a JlanaacoBy pe3oJiBeHTHY U HeHeraTuBHy JlanjiacoBy
PE30JIBEHTHY eHeprujy Koje cy msnarade y [135].

YeTBpTO IMOIJIAB/BE CE OJHOCH Ha eKCTpeMaJjHe IpadoBe V OJHOCY Ha PE30JIBEHTHY
eHeprujy rpadopa y Kjacama ctadaia, yHUIUKITIHAX, ONIUKIAIHAX U TPUIUKITIHAX
rpacosa. OBo noruiassbe je 6azupano Ha pajgosuma [68] u [3]. Ha kpajy noriasipa jgara
Cy YeTHPU OTBOPEHA MpobeMa.

V nerom morsaB/by v 0/e/bKY 5.1 Mo3HaTUX pesy/iTara pa3MaTpaHa je Be3a m3mehy
Panauhese u Jlamtacose enepruje u Kiaacuune enepruje rpacda. Onepak 5.1 je KOHIIH-
UpaH Ha OCHOBY MoHorpaduwuje [71].

Y ose/bKy 5.2 NpHKa3aHH Cy HOBH Pe3yJITaTH KOjH Ce OJHOCe Ha Be3y u3melhy pe-
30/IBEHTHE U KJIaCH4YHE eHepruje rpada.

Hajpasxkaujn 1onpuHOC ayTopa 0BOj AWCEPTAIN]U TPEJICTaB/bajy ciaegaehn pesyaraTu:

e lcnuruBame OCHOBHUX 0COOMHA Pe30JIBeHTHE eHepruje (oje/bak 2.2, mpema pe-
3yaTarnMa paga [68]).

e [ToGosbiame jeiHe TOPbE U jejiHe JIoe Tpanulle 3a PanauheBy eneprujy (ogempak
3.1, mpema pesysrraruMa paznosa [78] u [131]).

e JloOuwjarme HOBUX I'paHHUIA 3a PE30JBEHTHY, .JIalIacoBy pe30JIBEHTHY U HeHera-
tuBHy JlamracoBy pesosBenTHy eneprujy rpada (oge/pak 3.2, npema pesysra-
tuma pagosa [68], [133], [136] u [135]).

o Kapakrepuszamuja ekcrpeMaanux rpadoBa y OJTHOCY HA PE30JBEHTHY €HEpPrujy y
KJacaMa cBUX crabaja, yHUITUKINIHIX, ONIUKINIHIX 1 TPATHKJINYHEX I'padoBa
(omesprim 4.1-4.4, mpema pesynraruma pajgosa [68] u [3]).

e OupehuBame 3aBucHocTn u3mehy pe3ojiBeHTHE U KJaacudne enepruje rpada (oje-
/baK 5.2).



* ok X%

OBOM IPHIMKOM TTOCEOHO KEJIUM J[a Ce 3aXBaJMM CBOM MeHTOpy, Ap bojanun Bo-
poBuhanuH Ha MOMONM, MOAPIIIY U U3Y3€THO KOPEKTHOM OJIHOCY MpeMa MOM pajy u
3ajiaramy IITO je 3a MeHe OMJIO OJ K/bydHOr 3Hadaja. Takohe, BeJMKy 3aXBajiHOCT JTy-
ryjem npodecopuma ap Msany ['yrmany, ap Uropy MuioBanosuhy u ap MupociaBy
[TerpoBuhy Ha BeIWMKO] MOMONW W MOJPIIIHA TOKOM MOT TIEJOKYITHOT HCTPAYKUBATKOT
paza. 3axBajbyjeM Ce CBHMa KOjU Cy BEpPOBa/Id y MeHe, a MOCeOHO mpodecopuma Jip
hemany lonuhanuny, ap /Iparuhy Bamkosuhy, ap Pamomy Bakuhy u ap /paranu
Tonopuh. Ha kpajy, 3axBaJsbyjemM ce CBOjOj MOPOJUIN U TIPHjaTe/hUMa, HA CTPILbEhY 1
paszyMeBamy TOKOM CBUX OBUX T'OJIMHA.

Kparyjesan, okrobap 2018. Emup 3oruh



I'maBa 1

YBOI

1.1 Teopuja rpadona

Heka je V mempaszan konadan ckyn u F Gunapua pesnanuja jgedpuHucana Ha CKYILY
V. Ba ypehenu nap G = (V, E) kaxemo j1a je rpad. Egementn ckyma V cy 4BopoBu
rpada, a ejeMeHTH cKyma F cy rpane rpada. Ako je F cuMeTpHdHa pesalmja, Taaa
je rpad G cuMerpuvaH WM HEOPHjEHTUCAH, IITO MOAPA3YMEBa /14 aKO mapy IBOPOBA
v;, Vj OArOBapajy Ase rpame (v;,v;) m (vj,v;), HA OPTEXKY Ce He IMOBIAYE JBE JIHHUjE
usmeljy usoposa v; un vj, Hero ce jeJIMHCTBEHa JIMHUja JBOCTPAHO OPUjEHTHUINe WU Ce
VOIIIIITe He opujeHTHINe. ['paHa Koja cliaja 4BOP ca CaMHM CODOM Ha3HWBa ce IeTJha.
['pacd G je anTucuMeTpUYaH UM OPUjEHTUCAH aKO U CAMO akKo je F aHTHCHUMeTpUUIHA,
perannja. Axo je F jenna xKoMOmHaImja ca IIOHaB/bambeM cKyna V2, taga ce nsmely
nBa uBopa y rpady G MOry mojaBuUTH J(B€ WU BUIIE IPAHA HCTE OPUjeHTAIHje KOje ce
Ha3WBajy BUTITECTPYKE TDaHe.

Y mpuMmenaMma, mojam rpada 106uja cBOjy IMyHY BPETHOCT KajJa ce CKYMOBU U PeJa-
yje Ha ILUMa IPeJCTaB/bajy T'eOMeTPUjcKUM (burypama kKoje cy obpaszoBaHe oJ HH3a
Tavyaka ClojeHux JmuHujama. Teopuja rpadosa npoyudasa ocobune oBux dpurypa koje
OCTajy MHBApHjaHTHE NPH KOHTHHYAJHUM JiepopMaInjaMa, Tj. HENPEKHJTHUM IPEC/IH-
KaBambhUMa.

Teopwuja rpadosa je jegHa o MaTeMaTHUYKUX JTUCIHUILIMHA KOJY MOCEIIbUX TOIUHA
OJIJIMKY]je U3y3eTHO HMHTEeH3UBaH pa3Boj. ['unkoct amapara teopuje rpadona omoryhasa
J1a ce OPOjHM TPOOJIEMH HAa KOHAYHUM CKYMOBUMA, U3 BEOMAa PA3HOPOIHUX HAYIHHUX
obJtacTu, (GOPMYJINIIY U perniaBajy Ha jejuHcTBeH Ha4YuH. [[pumena teopuje rpadosa u
IEHUX METO/Ia 3ay3MMa JIAaHAC 3HAYAjHO MECTO y TEOPHjU €JCKTPUYHUX KOJIa, TeOPUju
HOY3JaHOT TpeHoca wHMOpMaIja, 3aTUM § XeMUjH, eKOHOMCKAM HayKaMa, COIUOJIO-
ruju, OMOJIOTHjH, UTA. [JIaBHU pas3jor 3a OBAaKO IIHPOK PACIOH MPHUMEHA JIeXKH, Y
IPBOM PeJy, V jaCHOj TeOMeTPHjCKOj MPeICTaBu KoOjy rpad caJapzku u Koja je OJIHCKa
UHTYUTHUBHO] IIPEJCTABU KOJY YOBEK MMa O OCOOMHAMa M HOHAIIamy O0jeKTa KOju ce
npenacraBba rpadom [25].

Y macraBky hemMo W3JI0KUTH HEKe OCHOBHE TOjMOBe Teopuje rpadoBa kKopucrehn
[25,126]. Ha noveTky ucTakHHMO JIa Ha OCHOBY jecbunuiuje rpaca caenn aa je |[V] > 1.
Ocum Tora, moxke 6utn E = (). Takobe, ckynosn V n E me mopajy OMTH KOHAYHH.
Ykosmko cy oba KoHadHa, Ta1a Kaxemo ja je G konadan rpad.

Y 1eopuju rpacdoBa pasauKyjy ce Tpu THIIA T3B. HEyCMepeHux rpadoBa:



1.1. TEOPUJA I'PA®OBA

e ITPOCT (JEAHOCTABAH) I'PA® je rpad Koju He CajipKu MeT/he HU BU-
HIeCTpyKe IPaHe.

o MVYJITUI'PAD je rpad Kom Kora Mory moCTOjaTH BHIIECTPYKe I'PaHe, aJu He U
netTJbe.

o [ICEVIOT'PA® je rpad koju MOKe cagpzKaTh BUIIECTPYKe TpaHe u (UJn) meT/be.
[Topen naBegenux Bpcra rpadoBa MOCTOje YCMepeHH IpadOBH.

Hedbunnnuja 1.1.1. Yemepenu epad uau duzpad D je ypehenu nap (V (D), A(D)),
2de je V(D) ckyn usoposa, a A(D) crkyn ayko6a, 00HOCHO YCMEPEHUL 2PANA Koje Cajajy
usopose cryna V(D).

Y nucepranuju he OuTH pa3zmMaTpaHu caMo IIPOCTH KoHauHu rpadosu. Hasenrhemo
nedbuHAIMje HEKUX MI0JMOBa U3 Teopuje rpacdoBa Koju cy o mHTepeca 3a j1a/ba pa3Ma-
Tpama.

Hedbunnumja 1.1.2. Cmenen weopa v epaga G, y oznayu dg(v) (uau d,), je 6poj
epana cycednur (unyudenmuuz) ca wum. 3a npocm epad G, cmenen weopa v ce de-
dunuwe Kao 6poj cycednuxr 460posa we8opy v.

Hajsehu crenen uBopa y rpady G osnauasamo ca A(G), a Hajmamu ca 6(G). Ako
je dg(v) = 0, onga 3a YBOp v KarxKeMo Ja je u30J0BaHu 4BOp rpada G.
Cneneha tBphema cy aupekTHa MOCIeanANa AepUHUIEje CTEeHa YBOPA.

Teopema 1.1.1. [25] 3a ceaku epagh G = (V, E) saorcu

> da(v) =2|E].

veV

Jlema 1.1.1. [25] V ceakom epagdy 6poj ueoposa Henaproz cmenena je napa.
Casa hemo HaBecTn Heke BazKHHje Kjace rpadoba.

Hedbunnnumja 1.1.3. IIpazan 2pag je epadh 6e3 epara, mj. cacmoju ce camo 00 u3040-
BAHUL 4BOPOBQ.

Hedbununuja 1.1.4. IIym ca n usoposa, y osuwauyu P,, dedunucan je ca V(P,) =
{v1,v9, ., 00}, E(P,) ={vivip1:i=1,...,n—1} (cauka 1.1).

Py e - . P e . . .
P4 L . L hd g Pﬁ- * & & *

Cmuka 1.1: T'padp P, 3an =3,4,5,6

Hedbunnnuja 1.1.5. Konwmypa (yurayc) ca n weoposa, y osnauu C,, je npocm epadh
depurnucan ca V(C,) = {v1,ve,..., 0.}, E(Cy) = {v1v2, 0203, . . ., Up_1Un, vy01 } (cauxa

1.2).



1.1. TEOPUJA I'PA®OBA

(-Tg C"~1 (71_5

Cauka 1.2: T'pad C,, 3an=3,4,5,6

Chg
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Chauka 1.3: I'padp K, 3a n=3,4,5,6,7

Hedbununuja 1.1.6. Komnaeman 2pagd ca n weoposa, y oznavu IK,, je npocm epad y
KOME jJe CeaKU Nap 460posa cnojen 2parom (caura 1.5).

Hedbununuja 1.1.7. I'pag je r-pezyrapan axo my je ceaxu wgop cmenewa r, mj.
d(v) =1, 3a ceaxo v € V. I'pa je peeysapan axo je r-pezyrapan 3a nexo T (cauka

1.4).

Kybnun rpad Petersen-os rpady

Cauka 1.4: Perynapuu rpacdosu

Hedbunnnuja 1.1.8. Bunapmuman 2pag je epad wuju ce ckyn 46oposa mootce node-
Aumu 1e dea mebycobrno ducjynkmmua ckyna X u Y mako da ceaxa epana uma jedar
kpaj y X, a dpyeu y Y. Pasbujarwe (napmuyuja) (X,Y) ckyna ueoposa epaga 308e ce
bunapmuuyugja 2paga. Komnaeman bunapmuman epagd je npocm epad ¢ napmuyujom
(X,Y) y xome je ceaku usop ckyna X cnojen epanom ca cearum 46opom ckyna Y . Ao
je | X| =a u Y| = b, komnseman 6unapmuman epad osnavwasamo ca K,y (cauxa 1.5).



1.1. TEOPUJA I'PA®OBA
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Cnuka 1.5: Bunaprutnu rpadosu

Hedbununuja 1.1.9. I'pag je k-napmuman, k > 1, axo ce weeo6 ckyn uweoposa V.
moorce pazbumu na k mebycobrno ducjynxmuuxr nodckynosa, makxo da HujedHa 2paHa
He noseayje dea usopa u3 ucmoez nodckyna. Komnaeman k-napmuman epagd je k-
NAPMUMaH 2pad Y KOME CY CeaKa 0684 460Pa U3 PASAUMUMUL MAPTULULIG CNOJEHa 2pa-
Hom. Axo cy Vi, Vs, ..., Vi baokosu k-napmuuyugje ca 6pojem wgoposa ny, . .., N, pedom,
mada Komnaeman k-napmuman epagd oznavasamo ca Ky, n, ... I'pad je womnaeman
MYAMUNGPMUMAH aKO je Komnaemar k-napmuman 3a wexo k > 2.

LELE K3333

Chuka 1.6: k-naptutau rpacdosu, k = 3,4

Hame hemo pedunncaru nojam moarpacda.

Hedbunnnnuja 1.1.10. I'pap G' = (V', E') je nodepag epagpa G = (V, E) ako je V' CV
uBE CEN (‘; ) I'pagp G je nadepag epaa G’ axo je G' nodepagp epaa G. I'pagp G' =
(V', E') je undyrosanu nodepad epagpa G = (V, E) aro saocu V' CV uw E' = EN (‘;/ .
3a epad G' ce xavice da je undyrosan cxynom weoposa V'. I'padp G' = (V' E') je
pazanurwyhu (cnpesternu) nodzpad epaga G = (V, E) axo je V' =V uw E' C E.

Hedbununuja 1.1.11. Cmabao je nosesan 2pad ca n weoposa um =n — 1 epana.
OcHoBHe ocobuHe cTabana cy gate y ciaenehoj TeopeMn.

Teopema 1.1.2. [126] Heka je G = (V, E) epagh, maras da je |V| =n > 1. Caedehiu

UCKA3Y CY EKBUBANEHIMHU.
(a) I'pagp G je cmabao.
(6) T'pap G je nosesan u e cadporcu Hujedny kowmypy.
(6) I'pap G uma n — 1 epana u ne cadporcu Hujedny KoHmypy.

(2) I'pagp G je nosesan, aru 2ybu mo c60jcmeo ako ce Yydansu 162064 NPOU3EOHHA
2pana.



1.1. TEOPUJA I'PA®OBA

(0) I'pagp G we cadporcu nujedny xKowmypy, asu dodasareem Hoge epare, uamely npo-
ussomHa 0sa usopa, obpasyje ce jedHa.

() Ceaxa dsa usopa epaga G cy nosesana mawno jedHuM nymem.

Hedbununuja 1.1.12. 3a nosezar 2pag G rxascemo 0a je c-uuKAUMGH GKO 68aHCU C =
m—n+1. Axo je c =1, mj. m = n, onda je G ynuyursuwan, 3a ¢ = 2 Kaxcemo da
je epag buyukrsunan, a axo je ¢ = 3, onda 3a G Kasrcemo da je MPUUUKAUNAH 2Pag.

leo Teopujcke xeMuje y KOjOj ce Ka0 OCHOBHI MaTeMAaTHUYKH allapaT IIPUMemyje Teo-
puja rpadoBa JJaHac ce yobudajeHo Ha3MBa XeMHjcKa Teopuja rpadosa. Maremaruyakn
amapar xemmjcke teopuje rpadosa omoryhaba jia ce MHOIO JiyO/be M MHOT'O IIPEIn-
3HHje carjieiajy ojapehere xeMujcke YUILEHHIIE, TE J1a Ce OHE Ha jacaH U HEeJIBOCMUC/IEH
HaunH (Gopmyauiny. 3a XeMHUjcKy Teopujy rpacdosa on dyHIaMeHTaIHOT 3HAUA]A je
mojam MoJjiekyJckor rpada. I'pad Koju oiroBapa CTpYKTYPHO] OpPMY/IH Ha3HBa ce
MOJIeKyJIcKE rpad oaroapajyher monekyna. CJIOKeHH OJTHOCH YHYTap IMOjeTMHATHUX
MOJIEKYJIa u3pazkaBpajy ce decto OpojeM - crpyKTypHuMm jeckpunropom. Taja ce ryou
3HaTaH JIe0 YKYyITHe nHQOpPMAIUje 0 MOJIEKYJICKO] CTPYKTYPH, aju ca OpojeBuMa je 0ou-
YHO MHOTO TOTO/IHUj€ PAJIUTU HETrO Ca =~ XEeMH]JCKOM CTPYKTypoMm” . MoOJIeKyJICKH CTPYK-
TYPHH JeCKTPUITOPY 3aCHOBAHH HA MOJIEKYJICKOM Tpady YecTo ce HA3WBajy TOIMOJO-
IITKW WHIEKCH. Y Be3W €a MOJEKYJICKAM CTPYKTYPHUM JeCKPUNTOPUMAa MOPAaMO YBeK
uMaTu Ha ymy ciaeaehwm ommtu mpoOiaeM. Mostekysicka CTPYKTypa je He-HyMepuJIKH
mojaM, 1a ce He MOXKe y MOTIyHOCTH omucatu Opojesuma. C apyre crpaHe, y XeMUju
ce BpIIle Meperha W CBU MEPHU Pe3y/iTaTu ce m3parkapajy 6pojem. Ha Taj Haunu jeaHO]
ojipel)eHOj cyIcTaHIy ce MOTY HPHUJIPYZKHUTHA PAa3HU OPOjYaHH MOJIAIM, KOJU OJroBapajy
BeHUM (DU3UIKO-XeMHIjeKUM ocoOuHama. Tparame 3a Besama usMmeljy crpykrype (He-
HYMEPHYKOL TI0jMa) U (DU3MIKO-XeMHUJCKUX 0COOUHA jequmbeha (Koje ¢y u3parxkene 6po-
jem) jecre jesHO 071 OCHOBHEX IMJbeBa XeMuje kao Hayke [58]. Bynyhu na cy nam ox un-
Tepeca CaMo CTPYKTYPHHU JIECKPUIITOPH 3aCHOBAHW HA MOJIEKYJICKOM rpady, moTpebHO
je medunucatu nojam rpadoBcKe WHBapHjaHTe Kao U MojaM m30MOpdHUX rpadoBa.

Hedbunnnuja 1.1.13. /lsa epaga G = (V1, E1) u Go = (Va, Ey) cy usomopdna axo u
camo arxo nocmoju oujexyuja f : Vi — Vo xoja uysa ocobuny cycednocmu 480posa.

Hedbunnnuja 1.1.14. Hexa je I = [(G) mamemamuyku objexam (6poj, mampuya,
NOAUHOM, BEKMOP, 2PYNG,. .. ) Koju ce Ha HeKu Hawun npudpyocyje epady G. Axo je
zadosower ycaoe da 3a csaxa dsa uzomopgna 2pada Gy u Gy sascu 1(G1) = I(Gy),
onda ce xaorce da je I unsapujanma epaga uaru da je I epadoscra unsapujanma.

Hedbunncahemo jgasbe m ciegehe mojMoBe KOju Cy 3HAYAjHW 3a pa3Marparma y Iu-
CepTaIyj.

Hedbunnunuja 1.1.15. Heka je dam epap G = (V, E), ede je V = {vy,..., 0.}, F =
{e1,...,em}. Illemmwa dyscune t y epady G je nus W = (vg, €1, v1, €9, V2, ..., €4, Ut).
Yroauxro je vg = vy, mada je W szameopena wemsva.

Hedunrunmja 1.1.16. Ysoposu u u v epada G cy noseszany axo y G nocmoju wemia
0d u do v. I'pagp G je nosezan axo cy ceara dsa wsopa u,v € V nosesana.
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Hedununmja 1.1.17. Axo cy wsoposu u u v 2paga G nosesanu, mada je pacmojaroe
0d usopa u do weopa v, y osnayy d(u,v), jednaro dyscunu wajkpahez nyma usmehy
usoposa u u v. lujamemap epaga G, y osnayu diam(G), dedunucan je ca diam(G) =
max  d(u,v).

u,veV(G)

Hedbununuja 1.1.18. Vuuja dea epaga G1 u Gy y osnayu G U Gy je epagh wuju je
CKYN 460p068a YHUJG CKynosa weoposa zpadosa G u Ga, a ckyn 2pana yruja CKynosa
epana epagosa G u Gs.

Hedbunaunmmja 1.1.19. Komnaeman npouseod epagosa G u G y osnavu GV Ga je
epag dobujern 00 G1 U Gy nosesusarvem cearoz wsopa u3 Gy ca cearum 46opom u3 Gs.

1.2 CnoekTpu rpada

Cuekrap rpada G meduHmIe ce KAO CHEKTAD MATPUIE KOja je MPUAPYZKEHA JTaTOM
rpady. Hajnosunaruju cnekrap rpada 3acHOBaH je Ha MaTpuIlk cycejcTa. [lope oBor
criekTpa, mocebHo ce m31aBajajy Tpu Tuia JlammacoBor cnekTpa Koje hemMo W3JI0KuTH y
HACTaBKY.

Ha mouerky majeMo HeKe OCHOBHE MOJMOBE W pe3yJTaTe O CIeKTPY MaTpHIle.

Hedbununuja 1.2.1. Axo je A womnaekcna xeadpamua mampuya peda n, mada ce
ceaxu sekmop r € C" Koju je pazaudum od Hysa 6eKMOPa U 3600606066 YCAO8

(1.1) (I e C) Az = Az,

HA3UBG cONCMBeny sexmop mampuue A, a ckarap \ concmeena 6pedHoC Mampuue
A. Ba sexkmop x xasce ce da odz2oeapa concmeeno] epednocmu .

Hedbununnnuja 1.2.2. Ckyn ceux concmeenux spednocmu keadpammue mampuue A na-
3UBG CE CNEKMAP ME MAMPUUE.

Teopema 1.2.1. Bpoj A\ je concmeena epednocm mampuue A axo u camo arxo Ag
aadosonwasa jednavuny det(Al, — A) = 0, 2de je ca I, o3nauena jedurnuuna mampuya
peda n.

Hedbununnnuja 1.2.3. Axo je A keadpammna mampuua, mampuuya Al,,— A je wena xapak-
mepucmuuna mampuya, noaunom P(N) = det(Al, — A) no A wen xapakmepucmuuny
noaurom u jednauuna det(Al, — A) = 0 wena KapaxmepucmusHa jeOHGUHG.

Jemuaanna det(A\, — A) = 0 uma BaxKHY yJa0ry y HEOECKO] MEXaHUIM, T€OMETDH]H,
TEOPUjU OCHUIJIAIM]A U Y JIPYTUM 00JaCTUMa TEOPUjCKE U MPUMEIbeHEe MaTeMaTuke. Y
IpUMeHAMa je HapOdHUTO BarKaH CJIydaj Kaja je Marpuna A cuMerpudHAa.

[IpocTom rpady MoxKe ce NPUAPYKUTH BUIIE MATPUIA, Tj. HBUXOBUX CHEKTapa, a
HajcTapuja ¥ Hajpa3BHUjeHMja Teopuja u3rpabhena je mosgaszehnm o KaacuaHe MAaTpHUIE
cycejacTBa rpada.

Hedbunnnnja 1.2.4. Hexa je G npoem zpad ca cxynom weoposa V(G) = {vq,vs,
. U} Mampuya cycedemsa epada G, y osnayu A(G), je keadpammua n X n mampuya
dedhunucana Ha credehu nauum:

1, axo cy weoposu v; uv; cycednu,
4@ ={ j
.Y CYNPOMHOM.
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1.2. CHEKTPU I'PADA

Comcrrene Bpennoctu Marpure cycenctsa A(G) oznagasahiemo ca A\, g, ..., A\, T
HA3WBATH COIICTBEHHM BpenHocTuMa rpada G.

CnekTpajHe ocobure MaTpuiia Kakpa je marpura cycencrsa A(G) ommcane cy y
Perron-Frobenius-oBoj Teopuju HeHeraTuBHUX MaTpuna. ¥ Uiy popmynanuje Perron-
Frobenius-oBe TeopeMe, Kao IeHTpaJIHEe TeopeMe y MOMEHYTO] TeOPHUjH, HABEIUMO Jie-
(bUHHIN]e HeHEeTaTHBHUX U HePAa3JI0KUBUX MATPHILA.

Hedbununuja 1.2.5. Ipasoyzaora mampuua A ca peasnum eaemeHmuma

A=llaxl] (=1,2,....mk=12...,n)

nasuea ce nenezamusnom (y oswayu A = 0) uau nosumuenom (y osnayu A > 0)
MAMPULOM GKO CY C8U eaemenmu, mampuye A nenezamuehu (ay = 0) wiu nosumuenu
(aik > O)

Jla 6ucmo jrecbuHECcATIN TI0jaM PA3JIOKUBE, OJHOCHO HEPA3JI02KUBE MATpPHIE, dedu-
HUTIIMMO HajIIpe mojaM nepMmyTanuje MmaTpuie. [log mepMmyTanmjoM KBajpaTHe MaTpHUIle
A = ||a||T nospaszymesamo nepmyranujy Bpera marpuie A y KOMOUHAIUJU CA UCTOM
nepMYTaIjoM KOJIOHA.

Heduunumja 1.2.6. Ksadpamna mampuya A = ||ayl||} ce nazusa pasaoscusom axo
nocmoju nepmymayuje mampuye A Kojom ce ona c6odu na 06Uk

~ B O

i-le )

ede cy B u C xeadpamne mampuue. Y cynpommom, 3a mampuuy A kascemo da je
HEPA3N0AHCUBA.

Perron je 1907. ronurae 10Ka3a0 3HAYAJHY OCOOMHY CHEKTPA MO3UTUBHUX MATPHUIIA.

Teopema 1.2.2. [55] ITosumuena mampuya A = ||ai||} ysex uma nosumueny pearny
concmeeny epednocm T Koja je npocm Kopew kapaxmepucmusne jednavune u eeha je
00 M0odyaa c8uT ocmasux concmeenur epednocmu. 060j "marcumannoj” concmeenos
epedHocmu 002068apa CONCMBERU 6eKMOp z = (21, 29, . . ., Z,) Mampuye A ca no3umus-
HuM Koopdunamama z; > 0,0 =1,2, ... n.

[TosuTrBHA MaTpula je cremujagaH CJAyYaH Hepas/JIo:KWBe HeHeTaTUBHE MaTpHIIE.
Frobenius je renepasimzoBao Perron-oBy rteopemy pazmarpajyhu crekrpaJjiHe ocodune
HEPA3JI02KBUX HEHEIraTUBHUX MaTpHIA.

Teopema 1.2.3. [55] Hepasaoorcusa nenezamusna mampuya A = |lag||? yeex uma
NO3UMUBHY CONCMBEHY BPEIHOCTN T KOJA J€ NPOCM KOPEH KAPAKMEPUCTNUYHE JeOHAUUHE.
Modyau ceux ocmaruxr concmeenux epednocmu cy marwu 0d r. Concmeero] spednocmu
r 00206aPa CONCMBEHU BEKMOP CA NOZUMUBHUM KOOPOUHAMAMG.

Axo mampuua A uma h concmeenur epedHocmu Ag = Ty A1, ..., Ap_1 MOOYAG T,
mada cy 6pojesu \g = T, A1, ..., A\h_1 MEHYCOOHO passudumu u npedcmasnajy Kopeme
jednavune
(1.2) M — b = 0.

10



1.2. CHEKTPU I'PADA

Yonwme, yeo cnexmap Ao, A1, ..., Ap_1 Mampuue A nocmampar Kao cucmem ma-
YAKG Y KOMNAEKCHO] A-PaA8HU, NPECAUKABG Ce Y camo2 cebe POmauujom PasHl 3G Y2ao
00 27” Axo je h > 1, mada ce mampuya A mostce NEPMYMAUUJOM CEECTNU HA UUKAUYHU
00AUK

O Ay, O --. O

O O Ay --- O
(1.3) 7 ,

O O O - Ay

Ap O O -~ O

npu uemy cy odeosapajyhu 640K08U Ha 2406H0J 0UJA2OHAAU KEAIPAMHE MATMPUUE.

AKo je mara KBajapaTHa cHMeTpHuYHa MaTpuna A pema n, Taja ce meHA TIABHA

nojMarpuna peja k jpobuja bpucamem nocienambux n—k Bpera u n— k KOJIOHA MATPUILE
A.

Cireneha TeopeMa roBOpH O CIEKTPY IVIABHE MOJAMATPHUIE CAMETPUYIHE MATPHIIE.

Jlema 1.2.1. [123] Heka je B ksadpamua cumempuyna Mampuya peda p u Hexa je By
weHa 2aaeha noomampuua peda k. Tada, 3a i =1,2,...,k sascu

Ep—it1(B) < &pmiv1(Br) < it (B),
ede je ca &(B) osnavena i-ma najseha concmeena epednocm mampuue B.

Marpuna cycencrsa A(G) je cumerpuuna marpuna (A(G) = A(G)T), n oryna cuek-
tap rpada G caJapKu caMo peaJiHe OpojeBe KOju NpeMma TeopeMu 1.2.3 IPHUIAIajy cer-
menty [—r,7]. Hajseha concrsena spegnocr 1 ce 30Be unjekc rpada G.

3a HajMmamy comcrBeHy BpemHocT ¢ rpadpa G Baxke Hejennakoctn —r < ¢ < 0. 3a
rpad 6e3 rpana Baxku ga je ¢ = 0, 10K je 3a rpadope ca 6ap jeHOM rpaHoMm ¢ < —1.

Y caenehoj TeopeMu ¢y m3JI02KeHe OCHOBHE CIieKTpaJine ocobune rpadosa.

Teopema 1.2.4. [26] Heka je G epag ca cnexmpom {Ai, Ao, ..., \p}. O3nauumo ca q
Hajmary, a ca r najeehy concmeeny epednocm epada G. Tada easce caedeha mepheroa:

1. Bpojesu A1, Ag, ..., N\, cy peasnu u sascu da je Y N, = 0.
i=1

2. Axo epap G ne cadporcu nwujedny epany, mada je Ay = Ay = -+ = X\, = 0.
3. Axo epap G cadporcu bap jedny epany, mada je

(1.4) 1<r<n—1,

(1.5) —r<g<—L

Jednaxoem wa decnoj cmpanu nejednarocmu (1.4) eascu axo u camo axo je G Kom-
naeman epafd, a jednaxocm wa aesoj ecmparu wejednarocmu (1.4) eascu ako u camo
axo cy xomnonenme epaga G, Ko u esenmyanto K.

11



1.2. CHEKTPU I'PADA

Jednakocm na decnoj cmparu nejednarocmu (1.5) 6astcu ako u camo axo cy Komno-
neume zpagpa G romnaemuu epadosu, dox jedHaKOCM HA AEBO] CMPAHU HEJEIHAKOCTIU
(1.5) saowcu jednaxocm aro u camo axo je xomnonwenma epaga G xoja uma najsehu
undexc bunapmuman 2pad.

Axo je G nosesan epagh, dorwa epanuya y (1.4) moorce ce samenumu ca 2 cos T
n

npu wemy jednarocm eascu ako u camo axo je G nym P,.
Y cnenehoj Teopemu je gar norpedaH u J0BOJHAH YCJOB PEryaapHOCTH rpada.

Teopema 1.2.5. [24] I'pag G je peeyarapar axo u camo ako je
nAL =AM 4+ AL

Axo jednarxocm sascu, 6poj xomnonenmu epapa G jedHak je MYAMNUNAULUITIENY COT-
cmeeHe 8PedHOCU 1.

IIpehumo caga Ha pasMarpame cuekTpa OuImapTHTHOr rpada.

Teopema 1.2.6. [28] I'pap G je Gunapmuman axo u camo aKO je 1e206 CNeKmap
CUMEMPUUAH Y 00HOCY HA KOOPOUHAMHU NOUEMAK.

Teopema 1.2.7. [24] Hexa je dam 6unapmuman 2pagh G ca concmeenum epednocmuma
A =X =2 N\, Tada je G 6unapmuman axo U camo aKo je A\y = —\,.

HaBosumo joinr jBa pesy/irara Koja he nam 6utu norpedna.

Jlema 1.2.2. [26] I'pagp G uma jedny concmeeny epednocm axo u camo axo je G mo-
MAAHO HEN0BE3AH, epad, mj. cacmoju ce camo 00 uzorosanux weoposa. I'pad G uma
dee pasauNume concmeene 6peOHOCMU A1 > Ag, UUWECMPYKOCU My U Mo, PEIOM, GKO
u camo axo je 2pad G ynuja my Komnaemnuz epagosa peda A + 1. ¥V osom cayuajy,
AQZ_]_ umgzml)\l.

— n 2
Jlema 1.2.3. [26] Heka jed = — > d; = mill cpedivba 8pedHOC CIENERa 460PO8a U A\
n

najsehia concmeena epednocm epaga G. Tada je d < Ny, npu wemy jednarocm 6ascu
axo u camo axo je G pezysapan 2padg.

Bazkan mojam koju hemo kopuctnuTu je k-Tn cuekrpajan MoMeHT rpada G, y O3HaAIM
n
M, (G), xoju ce gedunume ca My, = M,(G) = S Ak,
i=1

Hapemnthemo ciiegehn mo3naru pe3ysrar KOju ce OJHOCH Ha Opoj meTmu ayzxKuHe k
y rpady.

Teopema 1.2.8. [26] Axo je A mampuya cycedemsa epaga, mada je esemenm afj Ha
nosuyuju (i,7) mampuue A* jednax 6pojy wemiou dysicune k Koje nowurey y ueopy i

U 3a68PULABATY CE Y UBOPY j.
Ha ocuoBy mperxomne Teopeme cjaeau ja je OpOj 3aTBOpPEHUX IIETHH JIy:KUHHE k
n n
jemHak k-TOM CIIEKTPAJHOM MOMEHTY, jep je » ay;) = tr(A%) = > A
j=1

Jj=1
3a cmekTpanane MmoMenTe Tpada Baxke caenehe jeqnakoctu [26]

12



1.2. CHEKTPU I'PADA

M():n, M1:O, M2:2m, M3:6t,

rje je t 6poj TpoyriioBa y rpady.

Kapakrepucruuan noaunom rpada G ca n 4Boposa, y o3nay ¢(G, \), aedunuiie
ce ca ¢(G, \) = det(A,, — A).

Y cnenehoj jseMu maT je MOCTYNAK KOJUM Ce MOYKe OJPEeJTUTH KAapPaKTePUCTHIHH
HOJIMHOM rpada.

Jlema 1.2.4. [26] Hexa je v € V(G) u C(v) cryn xonmypa koje cadporce weop v. Tada
Jje

GG N) =2(G—v,\) = Y H(G—v—w ) =2 Y d(G-V(Z)\),

vweE(G) ZeC(v)
ede je o(G —v—w,\) =1 axo je G = Py, u p(G —V(Z),\) =1 axo je G xoumypa.

[Topex crekTpa rpacda Koju je 3acHOBaH Ha MATPUIM CYCEJCTBA, MOCTOje U JAPYTH
CIIEKTPH 3aCHOBAHU Ha MaTPHUIAMa PA3JUINTUM OJI MaTpHIle cyceacTBa. Hajno3naruje
takBe Marpuie cy Jlamnacosa marpuna L, mopmasu3oBana JlammacoBa marpura L,
Kao W HeHeraTwBHa JlamiacoBa marpuna (). Y HacTaBKy heMo HaBeCTH HeKe OCHOBHE
ocoOmHe MTOMEHYTUX MATPHIIA U IBUXOBUX CHEKTapa.

Heka je D jpujaronajiHa MaTpuiia 4uju Cy JMjaroHajHU e€JIeMEHTH jeJIHaKu CTele-
HuMa uBOopoBa rpada. Jlamracosa marpuma ce gedbunumie kao L = D — A. Jaxie,
Jannacosa marpuna L(G) je marpuna geduHncana ca

—1, ako cy 4BOPOBHU v; U V; CyCeJTHHU; i 7# j
[L(G)];j =< 0, ako YBOPOBH v; U Uj HUCY CYCEIHU; | F# j
d;, aKko jei = j.

Axko ca p; o3nadumo i-Ty HajBehy comcTBeHy BpemHOCT Marpure L, taga je

M1 2= o Z -0 2 .

Cxyn {p1, pio, - - ., in } Ha3UBa ce Jlamiacos crekrap rpada.
[Tokazahemo na cy JlamnacoBe comncTBeHe BpeJTHOCTH HEHETATHBHE M Y Ty CBPXY
HOJICETUMO Ce Hajupe Jedunuiyje no3uTuBHE ceMuJIeUHUTHE MATPUIIE.

Hedbunnnnja 1.2.7. Cumempuuna mampuya A € M, (R) je nosumuena cemudedu-
numna axo je ¥ Ax > 0 3a ceaxo x € R™.

Teopema 1.2.9. [55] Axo nocmoju mampuuya B maxea da je A = BT B, mada je
mampuya A nosumusta cemudehuHumma.

Teopema 1.2.10. [55] Axo je mampuuya A nosumuena cemudedunummua, onda cy cee
reHe CONCMBeHe 8PedHOCMU HEHE2AMUBHE.

Jokxas. Younmo HajIpe Ja Cy CBe CONCTBEHE BPETHOCTH MaTpulle A peasiHe, ¢ 003UpoOM
Ha TO 1a je A cumerpwduna marpuna. Heka je \ mpom3BoJ/bHA COICTBEHA BPEIHOCT
matpuie A u x ogrosapajyhu comcreenu BekTop. Tama je
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1.2. CHEKTPU I'PADA

Az = d\zx.

Muozkehu mocsieimby jeJHAKOCT ¢a T ca jeBe cTpaHe 100HjaMo

2T Az = 'z,

Kaxko je A mosnTuBHa ceMumedTHATHA MaTpHIa mobujamo n1a je A’z > 0. Kako
je x coucrsenu exrop u x'x = (x,x) = ||z||* > 0, ciean ga je A > 0. O

Ilokaxkumo na je L nosutubHa cemuiebMHATHA MATPHUIA KaIa ¢é MPOU3BOJHHO OpH-
jentuiry rpane rpada G Tako mrTo hemo je mpukaszatu y o0auky L = RRT, e je R
MaTpHLa HHILIEHI]e 1B0poBa U I'pada odrosapajyher yemepenor rpada G aedutu-

caHa ca
—1, ako je v; MOYeTHU YBOP I'PAHE €

[R(G)lie =4 0, akKo 4BOp v; ¥ TPaHA € HACY UHIIUJIEHTHHU
+1, axo je v; 3aBPIIHA YBOP I'PaHe €.

Matpuua R ce 30Be rpaiujent marpuna yemepetor rpada G (1 rpaaujenT marTpuna
rpacda G).

Jlema 1.2.5. (28] Jlanaacosa mampuya L epagpa G ce mooce npukazamu y o6AuKy
L =RR".

Joxas. Tlpumerumo na je (RRT),] = Ze(}?)e,vi(}?)ew, oJakjae paszaukyjemo ciaemehe
cIydajeBe:

(RR");; = > (R evl) > 1 =d;, rie d; 03HAYABA CTEIEH YBOPA ;.

e e~v;
® | # j W He TOCTOju Tpana m3mehy v; n v;:

(RRT);; = Z(Re,vi)(émj) = 0, jep cBaKa rpaHa HUje HHIMJCHTHA ca 6ap jeHuM

e
O, YBOPOBA Vj, Vj.

e i # j u nocroju rpana ¢ usmely uBoposa v; u v;:

(RRT)ij = Z(Re,vi)(Re,vj) = (RE/,UL')(RE/,’U]') =-L O
e
Ha ocnoBy Teopeme 1.2.9 m meme 1.2.5 cienn na je maTpunia L TO3UTUBHA CEMU-
jnedwHUTHA, O/1aKkJe Ha ocHOBY Teopeme 1.2.10 cjean jga cy cBe CONCTBEHE BPEIHOCTH
Marpuie L HeHeraTuBHE.
3a marpuny L, kao 1mro je Beh pedeno, Baxku ga je L = D — A. Kaxko je cyma
eJleMeHaTa j-Te BpcTe MaTpule A jeqHaxa cTelleHy 4Bopa vj, cileau Ja je Lj = 0, rae
je j BeKTOp uwmje cy cBe KoopawHate jeqHake 1. Owo 3maum ga je Lj = 0 - j, omakie
craenu na je p, = 0. Kako je j concrBenu BekTop, L uma n — 1 JuHeapHO HE3ABUCHHUX
COTICTBEHNX BEKTOPA Y OPTOTOHAJIHOM KOMILJIEMEHTY jJ‘.

Teopema 1.2.11. [28] Buwecmpyrocm concmeene epednocmu 0 mampuue L jednara
je 6pojy komnonwenmu epaga G.

14



1.2. CHEKTPU I'PADA

Cnekrap marpuie L, 3a pa3iauky o ciekTpa maTpuie A, oapehyje 6poj KomIo-
HEHTH rpada.
[Tocmarpajyhu Tpar marpure L, godujamo

g+ et = dy dy A+ -+ dy,

oJlakJe caemu j1a je 6poj rpaHa m oapehen momohy JlamaacoBor ciekTpa

1 n
1.6 _Is
(1.6) m 2;u

Teopema 1.2.12. [28] Heka je G epag ca Jlanaacosum concmeenum 6pednocmuma
1 = o =0 2 . Axo cy emenenu weoposa epaga G damu y wepacmyhem nopemxy,
mj. dy =>dy > --- > d,, mada je

k k
(1.7) iz di (k=1.2,...,n),
=1 =1

npu wemy jednarocm easicu kada je k =n.
KowmenTap 1.2.1. [28] Uz (1.7) dobujamo

n—1

fin—1 < d < i1,

ede d npedcmasma cpedrwy epednocm cmenena weoposa. (Ose dse nejednarocmu je
noborwao Fiedler na caedehu navum:

n
1.8 o1 < A,
(1.8) S 1

=
n—1
2de cy O u A\ pedom MUHUMAAHU U MAKCUMAAHY CMENEH Y60pa.

Teopema 1.2.13. [28] Axo je G nosesan epag ca r pasavuwumuz Janasacosux con-
cmeenur epednocmu u dujamempom D, mada je D < r — 1.

Axo je G rpad 6e3 n30/70BaHUX YBOPOBA, TAJa C& HOPMAJIM30BaHa Jlamracora Ma-
Ll .
tpuna jgedunuine ca L = D™ 2LD72. [lebununuja nopmaauszopane Jlammacose ma-
TPHIle MOXKE ce IPOIIUPUTH Ha ¢Be TpadoBe:

1, ako jei = j,d; # 0,
[L(G)];; = — ;d , AKO je UBOp v; CyceJaH ca YBOPOM Vj, © 7# 7,
id;
0, nHave.

Hexa je T' nmjaronanna mMaTpuia 4Yuju je i-TH ,ZLI/IjaI‘OHaJIHI/I eJleMeHT jeqHak 1/d;
axo je d; # 0, omaocno 0, y cynpornom. Tana je E T:LT? u 3a 6u10 KOJV I'Da/IMjeHT
MaTpHILY R Baxm naje L=RR"Y, rue je R = T:R R. lakne, cBe concTBeHe BPEIHOCTH
matpure L cy neneratuHe. HajMmama comcrBena BpemHOCT [i, MaTpuie L je 0, jep je

(Vdi,Vds, ..., \/d,)T onrosapajyhu concreenn BexTop.
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1.2. CHEKTPU I'PADA

Teopema 1.2.14. [28] Hexa je G epap ca n weoposa (n = 2) u HOPMAAU30EAHUM
Jlanaacosum concmeernum spednocmuma fiy = fio = -+ = fin. Tada

n

(a) > f; < n, npu wemy jednakocm eavcu axo u camo ako G HeMa U30A06AHUL
e
wEOPOBA;

(6) Axo je G ¥ K, mada je i, 1 < 1;

n .
T npu wemy jedHarocm

(6) Ako G Hema u30406AHUT 460POSA, MAda je i1 <

saotcy, ako u camo axo G = K, ;

(2) Axo G wema usorosanux weoposa, mada je fiy > npu uemy jednarxocm
n

-1’
saoicu axo u camo ako G = K, ;

(0) i1 <2, npu uemy jednarocm sancu ako u camo ako G UM HEMPUBUIAAHY KOM-
NOHEHMY KOJa Jje bUNAPMUMHG.

Teopema 1.2.15. [28] Buwecmpyrocm concmeene epednocmu 0 mampuye L jednara
je bpojy xomnonenmu 2paga G.

ITocaenuna 1.2.1. [28] I'pag G je bunapmuman akxo u camo axo je concmeena speod-
HOCM [1] Jednara 2 u ucme je SUWECMPYKOCIU KO CONCMBEHE 8PEJHOCT [iy,.

Heneratusua Jlamracosa matpurna ) je marpuna gedunncana ca () = D+ A. Heka
je B marpuna wHIIAEHINje YBOpoBa u rpana rpada G ca n aBopoBa m m rpaHa. laja
je BBT = Q).

Osznaunmo i-Ty HajBehy comcTBeny BpeaHocT MaTpure () ca ¢;. Kako je () mo3utupHa
ceMuIepUHATHA MATPUIIA, BAXKH /1A je

G Z2q@=-2q20.
IIpnvernvo ga je m = $tr(Q) = 3 3 q;.
i=1

Axo je G nopesan rpad, Taja je marpuna () Hepa3I0KHBA U IIOCTOJU jeINHCTBEHH
MO3WTUBAH Je JUHUYIHU COTICTBEHW BEKTOP KOJU OJrOBAapa COICTBEHO] BPEIHOCTH (1.

Teopema 1.2.16. [28] Hexa je G nempusujarar nosezan 2pad ca n weoposa. Tada
je epap G bunapmuman axo u camo axko je ¢, = 0. YV mom cayuajy, 0 je npocma
concmeena epednocm mampuue Q.

ITocaenuna 1.2.2. [28] Buwecmpyrocm concmeene epednocmu 0 mampuye Q) jednara
je bpojy xomnonenmu 2paga G xoje cy bunapmumme UAU MPUSUJLAHE.

Kopucrehu crekrap MaTpuiie cycejacTBa, MOXKEMO OJPEIUTH Ja Jiu je rpad Oumnap-
TUTAH, aJd He U Ja Ju je rpad mopezan. Ha ocuoBy JlammacoBor crekTpa MOKeMO
YTBPAUTH Ja Jiu je rpad moBe3aH, aju He U ja Ju je Obumapruran. AKO je mo3HAT
cuekTap HeHeratusHe JlammacoBe marpure (), Ha ocHOBY mocaemuie 1.2.2, axko je G
moBe3aH, MOKeMo onapeantu fa ju je G obunapruran. Takobhe, ako je G Gunmapruran
rpad, MoxKeMo yTBpAUTH Jjia Jju je G noBe3an. C apyre crpane, Ha OCHOBY CIEKTpa
HOpMaJIm30BaHe JlamnacoBe MaTpuie MOKeMO YTBPJAUTHU Ja Ju je G IIoBe3aH U Jia Ju
je G bunmapruran rpad.
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

IMocnemuna 1.2.3. [28] 3a 6uso koju 6unapmuman epad, cnexkmpu mampuye QQ u L
CE NOKAGNGJY.

ITocamenuna 1.2.4. [28] Axo je q1 najeehia concmeena spednocm mampuue Q, mada

(a) g1 =0 axo u camo axo G nema epana;
(6) q1 <4 axo u camo ako cy cee Komnonenme od G nymesu;

(6) Ba nosesan epad G easrcu da je g1 = 4 ako u camo axo G je Konmypa usu 2pag

K173.
[Tonyrpancka merwwa ayxkune k y rpady G je HU3 IYBOPOBA vy, Vo, . .., Ukt1, TAKAB
JIa je v; CYyCeJIaH ca v, WIN U; = V11, 3a cBako i € {1,... k}. 3a moayrpancky meTmy

JyzxKuHe k KaxKeMo Jia je 3aTBOPeHa aKko je Uy = Ugy.

Teopema 1.2.17. [29] Bpoj noayepancrur sameopenus wemmu oyscune k y epady G

jednax je k-mom cnexmpanrom momenmy mampuve Q, mj. Mp(Q) = qF.
i=1

Y caegehoj siemu jajeMo Be3y msmely CONCTBEHUX BPEJHOCTH MATPHUIIE CYCEACTBA
u JlanmacoBe marpure 3a peryiaapue rpadose.

Jlema 1.2.6. [111] Hexa je G nosesan r-pezysapan epag peda n. Tada je
Wi=r—Ap_it1, t=12,...,n,

ede cy \; u p; i-ma najeeha concmeena epednocm mampuue cycedecmsa u Jlanaacose
mampuue 2pada G, pecnexmuesHo.

Teopema 1.2.18. [30] Hexa je G nosesan 2pag ca dujamempom D u r passusumus
neneeamuehux Jlanaacosux concmeenur epednocmu. Tada je D < r — 1.

KomenTap 1.2.2. Ha ocnosy meopema 1.2.13 u 1.2.18 saxsyuyjemo da 3a epaghose ca
mauHo jednom, 00HoCHO mauno dee pasauvume (nenezamuene) Jlanaacose concmeere
epedrocmu astcu anaso2no mepherve mepheroy aeme 1.2.2.

1.3 Emnepruja rpada

ITojam enepruje rpada yseden je 1978. roguue y paiy [59] u ox taga 1o panac je
objaB/beH BeJIMKU OpOj pajoBa Koju ce ODaBe MaTeMaTHIKUM M XEMUjCKUM OCOOMHaMa
enepruje rpada. VY MOYeTKy, TJIABHO TEXKUIITE NCTpazKuBarba eHepruje je Ouaa 3a-
BHCHOCT €HEepruje OJ MOJEKYJICKe CTPpYKType (mim o cTpykType rpada) u 3aro fiemo
KpPaTKO U3JI0KHTH Be3y u3Mely XxeMHuje u creKTpaJine Teopuje rpadosa, Kao u yBoheme
mojMa enepruje rpada Koje je TPOUCTEeKJIO U3 XeMuje. Y Ty CBPXY, KOpUCTHheMo KIbUry
[58].

3a moderak, HaBeAUMO Be3y u3Mel)y crnekTpasine Teopuje rpadoBa u XxeMuje y BUILY
onpehenux mojmosa. Cienehom Tabemom jara je KopeclonjeHnuja usMehy nasupa
HEeKWX MO0jMOBa y Teopuju rpacdoBa u oaropapajylinx vasusa y xemuju [125].
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

Ilojam y Teopuju rpacdoBa ITojam y xemmuju
Xemujcku (MoJiekysicku) rpad Crpykrypasna gpopMmy.ia
Ygop Arom
['pana XeMmujcka Be3a
Cremen uBopa Basienmna aroma
Crabiio Anukimana cTpykTypa
Jlamay JIuHeapHm ajKaH
Kontypa ILluknoankan
Bunapruraun rpad AnTepHaTHBHA XEMHjCKa CTPYKTYpa
Hebunapruran rpad HeasitepraTuBHa xeMujcka CTPYKTYpa
1-paxTop Kekulé-opa crpykrypa
Marpuna cyceacrsa Hiickel-oBa (Tomosomnika) Marpuna
CorncrBena BpeHOCT MATPUIIE Concreena speguoct Hiickel-oBe marpurie
CoIcTBeHH BEKTOP MATpHUIIE Hiickel-oBa (Tomoionka) MoJekyrapHa opouraia
CuekTpaJjina Teopuja rpadgosa Hiickel-osa Teopuja

['pad koju ojgroBapa cTpyKTYpHO] hOPMYJIH Ha3UBa €€ MOJIEKYJICKH I'pad OIro-
Bapajyher mosiekyna. IlocToje nBe ocHOBHe BpcTe MOJIEKYJICKHX T'pacdoBa 3a Koje je
Cayley yBeo nasuse mjeporpam u kenorpam. OBu HA3UBH C€ y CABPEMEHO] JINTEPATYPU
peTko ynorpebsbasajy. IlneporpaM ce KOHCTpyHIle TaKO IITO Ce CBAKU aTOM IPUKa-
3yje IBOPOM, & JIBa YBOPA Cy CYCeJTHA aKO Cy OJIroBapajyhm aToMu XeMHjCKU TTOBE3aHU.
Kenorpam ce KoHCTpyWUIIle TAKO MITO ce& YBOPOBUMA MPUKA3Yjy CBU aTOMH OCUM BOJO-
HUKOBUX. Ha Taj HAUWH KEeHOIPaM penpe3eHTyje caMo (YIJbeHUYHH) CKeJIeT OPraHCKOT
MoJekyaa. lcrpazkuBarma y caBpeMeHO] XeMHjCKOj Teopuju rpadoBa TOTOBO UCKIbY-
YUBO Ce BPIIE HAa KEHOTpAMUMa. Y JIMTEPATYPH €€ 3aTO YeCTO TOBOPU O MOJIEKYJICKUM
rpachoBuMa, 1o/ Ipa3zyMeBajyhu npu ToMe KeHOTpaMe.

Kana je mouerkom 20. Beka yBeJleHa KBaHTHA TeOpHja IOCTAJIO je jacHO Ja ce
nomMolly e MOry OIIMCATH OCHOBHE OCOOMHE XEeMHjCKHX jeJIUIbelba, & IOCeOHO eJIeK-
TPOHCKA CTPYKTypa MojeKyma. ¥y To BpeMme je Hiickel mpuMenno KBaHTHY TeopHjy 3a
objalimee XeMIjCKe U TepMouHaMudke crabuianoctu 6ensena. [lokazaso ce ja je
MeTO/1a KOjy jeé KOHCTPYHUCAO 3a OINC €JIEKTPOHCKE CTPYKType OeH3eHa IPUMEH/bUBA 1
3a JIpyTe KOWYTOBaHe T-eJIeKTPOHCKe cucTeMe. Ta MeToja je JaHAC MO3HATA MOJ, HMe-
nom Hiickel-oBa moJiekysicko-opOuTana Teopuja u yobudajeHo ce o3HadaBa ckKpaheno
kao XMO teopuja.

3a KBAaHTHO-MEXAHUYKHU OITHMC HEKOT MOJIEKY/Ia MOTPpeOHO je pemuTu oirosapajyhy
Schrodinger-oBy jennadnny oOIKa

HY = B,

rie je H Hamilton-oB oneparop, ¥V rtanacua dpyHknuja, a £ eHepruja mocMarpaHor
cucrema. Hamilton-oB omeparop je mo3nar 3a cBakn KOHKPETAH MOJIEKYJI, a 3a/laTaK ce
CacToju y HaJaxKemwy oHUX OpojeBa E u dyHknmja ¥ koju 3a10BobaBajy Schrodinger-
oBy jennauuny. Hiickel je ymecto npaBor Hamilton-osor oneparopa ymnorpebuo jeany
EerOBY allPOKCUMATUBHY POpPMY.

Y mactaBky heMo ce OrpaHMYHMTH Ha MOJIEKY/€ KOIbYTOBAHUX YIJHOBOJOHHUKA. VY
XMO Teopwuju onucyjy ce camo BUXOBH m-e1eKTpoHu. CBakuW aToM YIJbeHUKA J1aje Ch-
CTeMYy jelaH T-eJeKTPOH; TaKJje MOJEKYT ca N YIJbeHIKOBHX aTOMa UMa 1 T-eJIeKTPOHA.

Y XMO Tteopuju ce ymecto mpapor Hamilton-oBor omneparopa KOpHCTH Heroba
alpOKCUMAaTUBHA MaTpPUYHA pelpe3eHTanuja y Buay kKsajapaTHe matpuie H, pema n,
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

Koja je medunucana ca

a, aKojet =]
H];; = ¢ [, axo jei # ju aKo HOCTOjI XeMH]jCKa Be3a u3MeDy aroma i u j
0, aKo jei # j W aKO ATOMHU i M J HUCY XEMUjCKH BE3aHHU.

Pasmorpumo marpuny H ma npumepy Oudenniena Koju je Tunndan Hezacuhenu
KOIbYTOoBaHu yriboBojouuk. Ha cimmu 1.7 npukasan je oudenuien H u mberos oJroBa-

pajyhu rpad G.

H 1 7
1 1
c C 6 2 T2
H‘cb/‘ Q‘;clz—clzf?\glcl:'H 8
Th I
— g
H'C\é¢0 c%g'/c\H 5 3 1 9
H A 4 10

Cnuka 1.7: Budenunnen H u oxrosapajyhu rpad G

Matpuna H ce moxe 3anucatu y oOJUKY
H = o, + A(G).
Y MOJIEKYJICKO-OPOUTATHO] TEOPUjU TMO3HATA je T3B. CeKyJapHa jeHauYnHA

det(EI, — H) = 0,

rae je marpuria H mosnara um [, je oxrosapajyha jemmuanmuna marpuia. CekyaapHa
jelHAYMHA ce pelllaBa I0 eHepruju [ m mpu ToM ce jgobuja n pasjmduTHX pPellermha
Ei, Es, ..., E,, Koja ce MHTEPIPETHPA]y KaO eHepruje MOJIeKYJICKIX opbuTaia, Tj. eHep-
ruje Koje MojeIMHN eIeKTPOHN NMajy KaJa ce Tajgacajy Ha Ha9WmH OMUCAH TOM MOJIEKYJT-
ckom opbuTasiom. JlecHy crpaHy cekysiapHe jeiHadlMHEe MOXKEMO €aJla TpaHcHOpMHUCATH
Ha cjaenehn Havymn

det(EL, — H) = det(EI, — (al, + BA(G))) = det((E — a)I, — BA(G))

B
= rder (F500, - AG) ) = 57 det(M, — A(G) = 5'0(G, )
E—« .
rJie CMO yBEJH CMEHy \ = 5 Yeqos det(FI, — H) = 0 je ekBuBajenTan ycjaoBy
#(G, ) = 0. Baksmyuyjemo ga usmeljy concrBeHUX BPEIHOCTH Ap, Ag, . .., A, MOJIEKYJI-

ckor rpada G u T-eJeKTPOHCKUX MOJIEKY/ICKO-OPOUTAHUX eHePreTCKUX HUBOA
FEi, B, ..., E,, nocToju Be3a

(19) EZ:CY—F)\Zﬁ, 221,2,,7’L

YKynHa T-eqeKTpoHcKa eHepruja y XMO teopuju nobuja ce Tako mTo ce cabepy
eHeprHje HojeMHATHIX T-eJeKTpoHa. AK0o Opoj eJeKTPOHA ¥ j-TOj MOJEKYJICKO] opOu-
TaJl O3HAYHMO Ca ¢;, OHJA je YKYIIHa T-eJeKTPOHCKa eHepruja jeJlHaka
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

ETF = Zngj7
j=1

omaksie Ha ocuosy (1.9) crenn

Er=Y gila+XNB) =an+8) gk
j=1 j=1

rie je n yKynau opoj m-enektpona. C 003MpoM Ha TO Ja ¢y v M [3 KOHCTAHTe, jeTUHH
n

HETPHBHUjaJIHN 1e0 u3pasa 3a F . je Y g;A;. ¥ XMO Teopuju ce Taj 10 HCK/ByIHBO I
=1
POy YaBa. ’

3a BelinHy KOMBYTOBAHUX MOJIEKYJIa MOMYHeHe ¢y (ca Mo JIBa m-eJeKTPOHA) CBe Be-
3uBHE opOuTaJe, a IIpa3He Cy CBe aHTHBe3UBHe opOuTase. To 3Ha4u ja je

) 2, akojeA; >0
95 = 0, axko je\; <O0.

n
3a uspas Y gjA;, CBEjeJHO je KOJy BPEJHOCT HMA ¢; 33 HEBE3HBHE MOJIEKYJICKE
j=1
opburare (kazma je A\; = 0). Y majuenthem ciyuajy, Bakn aa je

dghi=2> "\
j=1 +

rJe Y O3HAYaBa CyMHDParhe [PEKO MO3UTHBHUX CONCTBEHUX BPETHOCTH.
+
Bemmunay 2 ) \; hemo osmatmt ca € = £(G). Ona je normyno oapebhena rpa-
Jr

dom G. Cymmupame OpeKo MO3UTUBHUX CONCTBEHUX BPEIHOCTH MOXKE €€ 3aMEeHHTH
CYMEDAIbEeM IIPEKO CBHX COICTBEHHX BpegnocT. Hamme, ako ca ) A\; 03HAYHMO CyMu-

pambe IPeKO HeraTUBHUX CONTBEHHX BPEeJHOCTH Aj, TaJa KopHcTeli dumeHuny Ja je

A=A+ >N =0, ceau aa je
=1 + -

23 =S =Y D= Il
+ + - + - J=1

Benmuuuna £(G) nedunucana je 3a cBe rpadoBe, a He caMO 3a MOJIEKYJICKe rpadose
KOIbYI'OBaHUMX jejintberba. 10 je Oujia MoTuBaluja Jjia ce upeioxKu ciejeha remepaJin-
zamuja nojma XMO yKymHe mT-eJIeKTPOHCKe eHepTrHje.

J

Hedbununnnuja 1.3.1. [59] Hexa je dam zpad G u nexa je {1, A, ..., A} 1oe2o6 cnex-
map. Enepeuja epaga G, y osnayu E(G), je epadoscka unsapujanma dedurucana ca

n

E(G) =) |\l

i=1

Cnenehu cy ocuHoBHE pa3/o3u 3a yBoheme mojMa enepruje rpada:
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e (CBH mO3HATH Pe3yJITATU Y TEOPHUjU YKYITHE T-eJIeKTPOHCKE eHEePTHje OJHOCE Ce Ha
eneprujy rpacda. Besuku O6poj Tux pesy/rara BaxKu 3a cBe rpadose, JaKje HHje
OTpaHWYeH Ha MOJEeKYJIcKe TpadoBe.

e V HCTparkuBambUMa, YKYIIHE T-eJIeKTPOHCKE eHEPIHje, HAPOUUTO HeHe 3aBUCHOCTH
0/T MOJIEKYJICKE CTPYKTYPE, 9eCTO je TOrOAHNje He OTPAHNIABATH CE HA MOJIEKYJI-
cke rpacdore. Pazmarpama Koja ce ojHOCe Ha ¢Be rpadone 1ecTo oMoryhyjy 6osen
VBHI Y XEeMHjCKY CTpaHy Ipob/ieMa W BeroBOI PElIerba.

e [lokazano je j1a ce enepruja rpada MoxKe yCIelrHO MIPUMeHhUBATH Ka0 MOJIEKYJICKN
CTPYKTYPHH JECKPHUITOP, 338 ONHUCHUBaMe (PU3NIKO-XEMUjCKUX OCOOMHA aJKaHA.
To ykasyje 1a ce Xxemujcke mpuMeHe enepruje rpada ne orpanndanajy na Hiickel-
OBY TEOPHjy KOFbYTOBAHUX MOJIEKYJIA.

e Kako je £(G) cumerpuyna (byHKIHMja CBUX COMCTBEHUX BPETHOCTH, OBa JedUHU-
[Kja je JOIpHUHEeIa Ja cé MHOTH MAaTeMaTHYapd HOYHY OAaBUTH €HEPIHjoM I'pa-

dosa.

Opx 1996. roaune, eneprujy rpadgoBa Kao 001acT HCTParKuBarbha XeMHje U MaTeMa-
THKe TIpaTH WHTEH3UBAH Pa3Boj, MTO ce TMOoceOHO orviefa y duibeHuIm jga ce o 2007.
rojiuinmbe mybsinkyje oko 60 pajioBa o enepruju rpadosa, a 0 jlaHac je 00jaB/beHO
npeko 800 paaoBa 0 0BoOj rpadOBCKOj MHBAPUjAHTH.

Benuku 6poj nHTEpecAaHTHUX W HETPUBHUjATHUX PE3yJITaTa y BE3U Ca €HEPTHjOM T'Pa-
¢doBa MOTHBHCAO je HCTPaXKUBaUe IMIMPOM CBETa Ja AepUHUIITY B pa3MaTpajy HeKe HOBe
eHepruje Koje cy 3acHOBaHe Ha MATPHUIAMA PA3IUUUTUM O]l MATPHIIE CyCeJICTBa, KA0 1
Ha HeKUM nojrnHomuMa. Jlanac mocroju mpeko 60 pazanauTux TUIIOBA eHepruje rpada.
Hagenthemo neke najnoznaruje.

JlansacoBa eHepruja. 3a COICTBEeHE BPEIHOCTH JlarmgacoBe MaTpuile Bayku Ja je
n

i =00=1,....nu Y u; =2m, ofakie cieau Ja je nedpuHucambe eHeprije 3aCHOBaHe
i=1

n

wa Jlammacosoj marpunm ca Y |u;| TpuBujaano. Exepruja 3acHoBana Ha JlamiacoBoj
i=1

MaTpuny HasuBa ce Jlamnacosa enepruja, y o3nanu LE(G), u nedunucana je ca [77]

LEG) = 3 | — 22

- n
=1

Enepruja pacrojamwa. Heka je G nosesan rpad ca n usopoa u V(G) = {vy, v,
..., Up}. Marpuna pacrojama, y osHanu D(G), je KBaIpaTHa MATPUIA Pela n, THjU
je erement Ha mosuimju (i,7) jeqHak pacrojamy m3Mely usoposa v; u v;. Hexka cy
P15 P25 - - -5 P COCTBeHE BpeaOoCcTU Marpure D(G). C 063upom Ha TO 12 je cyma OBUX
COICTBEHHUX BPEJIHOCTH jeJIHAKA HYJIU, CJIC/IH Ja Ce eHepruja 3acHoBaHa HAa MaTpuiu D,
y osHamm DE(G), moxe nedbunucary ca [81]

DE(G) =Y |pil-
i=1
Enepruja DFE(G) Ha3upa ce eHepruja pacrojama.
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

Enepruja marpuna. Heka je M peanna matpuna tuna p X q. CUHTYIapHEe BPEIHOCTH
marpuie M cy jenHake (MO3HTHBHUM) KBAaJAPATHUM KODEHHMAa COINCTBEHUX BPEIHOCTH
marpune MM7T. Heka cy sy, Sa, . .., S, cuarynapue speanoctn marpune M. Enepruja
matpure M, y osuanu E(M), nedunucana je ca [114]

p
E(M)=> s
i=1
Enepruja cnmapuBama. Heka je gar npoct rpad G ca n usopoa. O3HaYnMO ca
m(G, k) 6poj k-cmapupama rpada G, 1j. 6poj omabupa k HezaBucHux rpana. Cre-
mujanno, Baxu ga je m(G,1) = m,m(G,k) = 03a k > § u m(G,0) = 1. [lonmmom
cnapuBama y rpady G, y osnamu aG), gedunurre ce ca

a(G) = a(G,z) = > (~1)m(G, k)a" ",

k=0

Heka ¢y w,9,...,2, Hyle moauHoMa crnapuatka «(G). Enepruja cnapupama, y
osnanu M E(Q), nedunucana je ca [76]

Ca mMaTeMaTH9IKOr aclekTa eHepruje rpada, Kao n meHnX MOAn(UKAITja, O 3HA-
Jaja je anajgusuparu ciejgeha tpu mpobdiema:

1. OapehuBate 1mTO 00/BUX IPAHUIA Y KOJEMA C€ HAJMA3€ BPETHOCTH PA3INIHTHX
TUIIOBA eHepruje rpada.

2. Hanaxkeme ekcrpemaJsiHux rpacdoBa y pa3HuM KjacaMa rpadosa, Iie ce mocebHo
M3Bajajy Kiaace cTadasa, YHUIUKIMIHAX, OUIMUKIAIHAX U TPUIUKINIHUX TPa-
doBa ca 3ajaTuM O6pojeM YBOPOBA.

3. Yrephupame mehycobHe 3aBUCHOCTH PA3/JUIUTHX THIIOBA eHepruje rpada.

Y cBa Tpu HaBejeHa 1pod/eMa, 3a OWJIo KOju Tuil eHepruje rpada, BazxKHO je uc-
TpaXKUTU MOryNHOCTH TIpejicTaB/batha ojpehene enepruje.

Hajsakuuju pesyararu koju ce ogHoce Ha eHeprujy rpada, £(G), mory ce nahu
y monorpadwujama [72, 92]. TlocebHo je 3a mpoydaBarse eHepruje rpada 3HaYajHA
Coulson-oBa maTerpaana ¢opmysia, Kao u eHa IIpUMeHa Ha oJpehuBarmbe eKcTpeMall-
nux crabasia. Takobhe, 3a naia jla/ba pazMarparba 0Ji HHTepeca je jiepuHucaT Xuio-
eHepreTCKe U XulepeHeprercke rpadose.

VY teopuju rpadosa, 138.  Coulson-oBa maTerpasna dopmyna (1.10) mma Beoma
3HavajHy ysaory. OBy dopmyuy je moomo Coulson u ona rotacu

(110)  &(G) = % 700(11 - %) dr=— 70<n - xd% lnqb(G,ix)) dz,

rae je G natu rpad, ¢(G, x) je meros kKapakrepucTuanu nounoM, ¢ (G, x) = % (G, x)
HerOB TIPBU M3BOJ U 42 = —1.
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

Y dopmynu (1.10), uaTerpad fj;o F(x)dx nmpeacraB/ba TIaBHY BPETHOCT OTOBa-
pajyher unrerpasna, Tj.

+t

lim [ F(x)dx.
t——+o00
—t

®opwmyaa (1.10) u mwene moguduKanmje WMajy BaxkHe npuMeHe y xemuju. Oba
dopmysia ycrmocrapiba Be3y m3Mel)y enepruje rpada m KapaKTepHCTUUHOI IIOJHHOMA
rpada.

Cneneha TeopeMma je moznaTta Kao Sachs-oBa TeopeMa u oHa Jaje 3aBUCHOCT m3Mel)y
KoeduInjeHaTa KapakTepuCTUuIHOr OJNHOMa rpada u cTpykrype rpada.

Teopema 1.3.1. [26] Hexa je G 2padh wuju je xapaxmepucmuunu nosunom ¢(G) =

S arz™ k. Tada, 3a k > 1, easicu da je

k=0
ap =Y (=1)927),

SeLy

ede Ly o3nauasa ckyn Sachs-oeux nodepagiosa (mo cy epadosu wuje cy cee Komno-
newme Py u/usu Cs u/usu Cy u/usu Cs u/uau Cg u/uau..) epaga G; w(S) je 6poj
nosesanuz Komnonenmu 0d S, c(S) je 6poj kowmypa cadporcarnuz y S. Cneyujarro,
ag = 1.

Hexka cy G1 u G5 nBa rpada ca uctum 6pojem uBopoBa. Tazma, npuMeHoM (hopMmyie
(1.10) mobujamo caemehy dopmyrty

—+00

(1.11) E(Gh) — £(G) :% ln%

—0o0

dzx.

®opmyaa (1.11) ce nazusa Coulson-Jacobs-osa dopmyia.

[Momuurerpanna dbyukuja y dbopmynn (1.11) Moke nMaTH KOMILIEKCHY BPEIHOCT,
a JieBa cTpaHa oBe (opMyJe UMa peasHy BpeIHOCT. Y3uMmajyhu y ob3up Ja je peanu
neo on In z, In |z|, dbopmyry (1.11) mozkemo 3anucarn Ha ciaegehin Haunu

(1.12) E(Gh) — £(Gy) = %/m % da.

Axo je Gy = K,, taga je £(Gy) = 0 m gecwa crpana dopmymre (1.11) moctaje
jennaka enepruju rpada Gi. Yzumajyhu y o03up na je

n

gb(G,ZL") = Zakajn_k u ¢(Kna$) =",

k>0

cJIean JIa je
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1.3. EHEPI'UJA I'PADA

—+00

(1.13) amzl/m

—0o0

Z ap(iz) ™"

k>0

dx,

ojakJje ce jobuja caeneha dopmysia 3a eneprujy rpada

(1.14) E(G):%/%ln <Z<—1)ka2k$2k> +<Z(—1)ka2k+1$2k+l> de.

k>0 k>0

—0o0

Heka je borp(G) = |agk(G)| 1 bok+1(G) = |agk+1(G)], 32 0 < k < |n/2]. Baxu na je
Axo je GG bunapturtan rpad, OHJA je FHErOoB KapPAaKTEPUCTHIHH MOJTUHOM OOJIMKA

S (=1)kborx™ 2% rae je boy > 0 3a cako k. Tama ce dopmyna (1.13) moxke nojeano-
k>0
cTaBuUTH Ha ciejielin HaduH

+oo “+o00
11 o 2 [ 1
(1.15) E(G) = p / ﬁln [Z bokx ] dx = — / Pln

k=0 0

1+ Z kaJIZk] dzr.

k>1

Ha ocnoBy dopmyme (1.15) moxe ce meduHncaTH KBa3W-TOPEIAK 3a OHIAPTHTHE
rpacdose omohy kora ce mory ynopehuatu enepruje dGumapruTHux rpadgona.

3a aBa OunaprutHa rpada G; u Ga, jedUHUANIEMO KBAa3U-TOPEJIaK = H ITHIIEMO
Gl j GQ (GQ i Gl) aKoO je bgk(Gl) < bgk<G2) (bgk(Gl) 2 bgk(Gg)) 3a ¢Bako k. Ako
je 6ap jemna om mejenHakocTH bop(Gh) < bor(Ga) (bar(Gh) = bar(Gs)) crpora, onma
muremMo G < Gy (Go = G). Jlakie, Baxke MMILIHKAIH]e

G1 =< Gg = g(Gl) < S(Gz),

Gi1 <Gy = S(Gl) < E(Gg)

Ca m(G, k) o3maunmmu cmo 6poj cmapusama pena k 'y rpady G. Ilo nedununuju je
m(G,0) =1 u m(G, k) =0 3a cBako k < 0. Ako je G rpad 6e3 kouTypa (AlUKJINIHHI
rpad), Tana je Ha ocHOBY Sachs-oBe Teopeme, bop(G) = m(G, k) 3a cBako 0 < k <
|n/2]. Ako je G ctabyio (Wau YyONIITeHO TIyma), Tajaa je

(1.16) $(Gx) = (—1)fm(G, k)2"**,

k>0

Y 0BOM CJIy4ajy BayKu

(1.17) ang/ém
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Jlema 1.3.1. [26] Heka je e = uv epana cmabaa T ca n weoposa. Tada je
m(T, k) =m(T —uv, k) +m(T —u—v,k—1), sa k=1,2,...,|n/2],
ede je m(T,0) = 1. Cneyujanno, axo je u eucehiu usop, mada je

m(T, k) =m(T —u, k) +m(T —u—v,k—1).
Ha ocnosy snieme 1.3.1 Baxxu ciiesiche Tpheme.

JIema 1.3.2. [92] Hexka je T auyurauuan epad ca n wsoposa (n > 1) u T" pazanurwyhu
nodepag (npasu pasanurwyhiu nodepad) 0d T. Tada je T =T (T > T").

Heka je 7, ckym cBux crabaja ca n 9BopoBa. Heka cy 4BOpoOBH Vi, Vs, ..., U, IyTa
P, o3HaueHW TakKo A3 Cy Uy U U, 3aBPIIHA YBOPOBH U UBOPOBH Uj H Vi1 CY CYCETHN
(j=1,2...,n—1).

Hasme, neka je G upoussosban rpad u v € V(G). Osnaunmo ca G(v)m rpad
no0mjen moBe3uBameM rpanoM myrta P, u usopa v € V(G) (cauka 1.8).

v U
G G(v)l G(v)4

Cnuka 1.8: I'padosu G, G(v)1, G(v)4

Ocmm Tora, rpad P, (i)m mobujen mosesumBarmeMm rpaHoMm myta P, w 4Bopa v; €
V(P,) osunagasahiemo ca n(i)m (cauka 1.9).

7(3)2 8(2)1

Couka 1.9: I'padosu 7(3)2 u 8(2)1
3a 6uno koje T € Ty, na ocuoBy dopmye (1.16), monurom ¢ (T, x) ce MoxKe HATHU-
catu y obJImKy
(1.18) O(T,x) = 2™ — b2 + byz™ ™ — -+ 4 (= 1) g™ 2P 4 - -

Ha ocuoBy sieme 1.3.1, 3a 6uJ10 KOjy Tpany e = uv, BaxKH
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(119) b2j<T) = ij(T — UU) + sz_g(T —UuU— U).

[Tpumerumo j1a ako je v Bucehu uBop cradsia 1T, oHja je

(120) bQJ(T) = bgj(T — U) + bgj_Q(T —Uu— U).
Cuemnujanno, axo je T' = Ty(v)m, ouga je by; (1) = bo;(To(v)m —1) +bej_o(To(v)m —2).

Teopema 1.3.2. [92] 3a 6uso xoje cmabao T € T, easicu

(1.21) £(S,) < E(T) < E(P).

Jokas. Kapaxkrepuctuunu nojunom 3eesje je ¢(S,,r) = 2™ — (n — 1)2" 2. 3a cBa
ocrasa crabsa T € T, takohe je b =n — 1, amm 3a T # S, Baxu 1a je by > 0. Haxie,
E(T) = E(Sy).

Cagma je ocramo ma ce gokaxke nga je E(T) < E(P,). JemnoctaBHOM mpoOBEpOM ce
yrBphyje ma je oBo TBpheme Tauno 3a n = 2,3,4. Caga, npernocraumo jga P, = T
Baxku 3an =2,3,...,m— 1, rae je T € T,. Hexka je Ty crabno Takso ma je Ty = T 3a
cako T € T,,. Tlokazahemo na je Ty = P,,.

Heka je v Bucelin uBop y crabiy Ty cyceman usopy w. Taga na ocuoy (1.20) Bazku

bgj(To) = bgj (To — U) + bgj_g(To — UV — ’lU)

Koedunujenr by (1)) 6ulie makcumanan ako ¢y koebunujentn by;(Th — v) u byj_o(ThH —
v—w) Mmakcumasan. Ha ocHoBy Hame npermnoctaske u jieme 1.3.2, cenn fa je Ty —v =
P, 1uTy—v—w=PF,_ 5. Oso je moryhe axo je Ty = P,,. O

Jaxkse, mehy cBuMm crabumma, nyT P, uMa MaKCUMAJIHY €HEeprujy, a 3Be3ja S, uMa
MUHUMAJTHY eHeprujy. [Ipuverumo fa je Lovasz ca capaaauiuMa y pany [95] mokasao
Jia 3a cBa crabsa 1’ ca n 4BOpOBa BaxKu

(1.22) M(S) = M(T) = M(P).

Cnmanocr u3mehy nejenmakocru (1.21) u (1.22) je eBugenrna. Hejennaxocr (1.22)
yiyhyje Ha YME-eHHUILy CYMPOTHY Off OHEe Koja je mara y teopemu 1.3.2; a 1o je £(S,) >
E(T) = E(P,). Tokazamu ¢MO Ja MOCJe/ibe HejeJHAKOCTH He BazKe, Ojlakje CJAeIn Ja
je pe3yarar teopeMe 1.3.2 HeTpuBHjaJIaH.

JeJIHy o1 MO3HATUX TOPIbUX IpaHuna 3a eneprujy rpada gao je McClelland.

Teopema 1.3.3. [105] 3a 6uso koju 2padh G ca n wsoposa u M 2paHa 6axHCY
E(G) < V2mn.
Jedwaxoem eastcu axo u camo aro je G =2 K, uau G = (n/2)Ky.

Jlakte, jeqHa o1 anpokcuMarnuja enepruje rpada je £ ~ av/2mn. Nmajyhu y sy
OBy U JIpyTe allpoKcuMaligje eHepruje rpada Koje cy MOHOTOHO pactyhe dyHKIuje y
OJIHOCY Ha TTapamMeTap m, Kao u unmbenuiy 1a je £(K,) = 2n— 2, nonasu ce g0 caenehie
IPETIOCTaBKeE.
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IIpernocraBka 1.3.1. [59] Axo je G epagd ca n weoposa, pasiuuum 00 KOMNAEMHOZ
epagha K,,, mada je E(G) < 2n — 2.

Y KacHUjuUM pa3MaTpambuMa, IIPOHAIAKEHeM MHOIUX KOHTPAIpUMepa, JJOKAa3aHO je
na upernocraBka 1.3.1 Huje Tauna. 3a rpadose 3a koje je £ > 2n — 2 KaxKeMmo Ja
cy xunepeneprercku rpadgosu. Cieneha Teopema yKasyje jia cy CKOpo cBH rpacdoBu
XUIIEPEHEePTeTCKU.

Teopema 1.3.4. [114] 3a cropo cee epagiose savcu
4
£G) = (?m + 0(1)) ne.

3a rpadose 3a koje je £(G) < n KaxeMmo ga cy xumnoeneprercku rpacdosu. Ha
ocHoBy TeopeMe 1.3.4 3ak/bydyjeMo jia CKOPO CBU I'padOBU HUCY XUIIOEHEPIETCKH.

1.4 AnajnTnyke HejeJHAKOCTU

Y crekTpaJiHoj U XeMHUJCKOj Teopuju rpadosa oj mocebHOr je 3Hadaja padMarpa-
e IPAHUIA y KOjuMa ce Hajase BpegHoCcTH ojapeheHnx rpadOBCKUX WHBAPHjAHTH. 34
IUXOBO JI00Mjarhe 4ecTO ce yBOJje HOBE WJIM KOPHUCTE HEKe MO3HATE aHAJIUTHYKE Hejel-
HAKOCTW. ¥ HACTABKY Cy jaTe HejeTHAKOCTH Koje heMO KOPUCTUTH Y HAIIUM JaJbHM
pasMaTrpamuMa.

JIema 1.4.1. [106] 3a peaane 6pojese a3 > as > -+ = a, = 0 u a > 1 sasrcu
k k @
Zaf < (Z CLi) ;
i=1 i=1
npu Yemy jedHaKocm 8axHCU AKO U CAMO aKO je ay = -+ = ap = 0.

JIema 1.4.2. [106] Hexa cy a = (a;) u b= (b;) dsa peasna nuza ucme monomornocmu
up = (p;) peasnu nus. Tada je

(1.23) ZMZM@ i szazsz ;.

Axo cy nusosu a = (a;) u b = (b;) pasauuume monomonocmu, mada 6axcu, 06pHYMA
nejednarocm 00 nejednarocmu (1.23).
Jednarocm y (1.23) easrcu axo u camo ako je a; = ag = -+ + = a, usu by = by = --- = b,.

JIema 1.4.3. [98] Heka je a;,r, RER, 0 <r<a; < R,i=1,...,n. Tada je

(1.24) zn:azn:alé 1+aln <\/i_\/>)

npu wewy je afn) = + (1— 5L

2n2
Jednakxocm easicu ako u camo axo je R=a1 =ay =+ =a, =7 usu R =a; = ay, =
_ _ _ _ _ n
= 2 gy = =a, =T, 30 k= %]
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Jlema 1.4.4. [23] Heka cy ay,as,...,a, nosumueny peaanu Opojesu, maksu da je
a1 = as = - = a, > 0. Tada je

(1.25) > ai—n (H a,-) : > (Var — an)?.

i=1 i=1
Jednakxocm 6asicu aKo U CaMO GKO je Qg = A3 = -+ = Up_1 = \/A10y,.

Jlema 1.4.5. [23] Heka cy damu peannu bpojesu 0 < a3 < -+- < a; < -+ <ap < -+ <

Gy U PLy P2,y - oy P NOSUMUGHU PEaAHU OPOJE6Y MaKey 06 je Py + P+ -+ +pn = 1
Qi=p1+pe+-+pi, R =Dk + pry1 + -+ + pp. Tada je

- i 1 z.R a —aiz
(1.26) B o _Qify(ar — @)

a; Zn:p-a- ~ a;ax(Qia; + Riay)

Jednarxocm eascu axo u camo axo je a) — Qg = -+ = Q;, 0 = Ay — =+ = Qp, Ajp] =
i — _ Qiai+Ryay
Giy2 == ak—1 = “ R, -

3a gmBa Hu3a peannux OpojeBa a = (a;) u b = (b;), i = 1,2,...,n, KaxkeMo Ja
cy ucror ypehema ako m camo axko 3a cBaku map (i,7), i,7 = 1,2,...,n, Baxu ma je
(a; — a;)(b; — b;) = 0.

Heka cy patu ckymosu [ = {1,2,...,n}, Jp = {i1,d2, ..., ik}, Jgy C 1,1 < iy <y <
o<y <n, 0<k<n—2Jy=0, 1,y =1—J,tnejel, =11, ={l,n}n
L ={1}.

Heka cy a = (a;) u p = (p;) ABa peaqHa HeHeraTHBHA HU3A. [eXKUHCKA CPeIHHA
peda r, Hu3a a = (a;) y ognocy Ha HU3 p = (p;), Jedunncana je ca

> piaj
el
M, (a,p;I) = S

i€l

Jlema 1.4.6. [63] Hexa cy a = (a;) ub = (b;), i = 1,2,...,n, neneecamuenu pearu
HU306U ucme monomonocmu, u p = (p;),i = 1,2,...,n, nodumusan peainu nu3. Aro
cy naposu (M (a, p; I —13), My (a, p; I5)) w (My(b, p; I —1s), M (b, p; I2)) ucmoe ypehera,
mada je

(1.27) sz szaz ; — Zplai ipibi > P1pn(@1 — ay) (b — by) ipi.

i=1 i=1 b1 + Pn i—1
Jednakrocm sascu ako U CAMO aKO je Gy = a3 = +++ = (p_1 = ‘”JFT“" AU by = by =--- =
b 1= b1+bn
— :
Jlema 1.4.7. [7] Hexa cy damu peannu 6pojesu ay,...,a, u by, ..., b,, maxeu da je

a<a;, <Aub<b<B,i=1,...,n. Tada je

(1.28) nZaibi - Zai Z bi| < n*a(n)(A—a)(B —b),
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o ety 23] (12 [3) -3 (1- S t2),

Jednakrocm eascu arxo u camo aKo je a1 = Qg = -+ = Ay UAU by = by = - -+ = b,,.

Jlema 1.4.8. [88, 138] Hexa je a = (a;), i = 1,...,n HU3 HEHE2AMUSHUT PEANHUL
bpojesa. Tada je

(1.29) (n—l)Zai—l—n(Hai)n}(Z\/a_i) >Zai+n<n_1)<nai>

Jeduaxocm y obe nejednaxocmu (1.29) saskcu ako u camo axo je a; = ag = -+ = ay,.

1
n

Jlema 1.4.9. [121] Hexa cy a;,pi,m, RER, 0 <r<a; < R,i=1,....n, Y. pi= 1.

Tada je
1.30 a; +rR — <r+R.
(1.30) D_pai+rRY =<
i=1 =1
Jednarxocm eaorcu arxo u camo ako je R =ay = as = -+ = a, =1 uau je R = a; =
Ay =" =Qp 2 Qps1 = =a, =71, 3a Heko k, 1 <k<n—1.

JIema 1.4.10. [85] Hexa cy a;,pi,m, RER, 0 <r<a; <R, i=1,...,n, > p;=1.

Tada je
& & 1 R T ’
(1.31) Syl < (ﬁ N \/;) |
Jednakocm easrcu axo u camo axo je R=a; =ay =+ =a, =1.
Jlema 1.4.11. [117] Heka cy x = (z;), v a = (a;), i = 1,2,...,n, dea nusza nosumus-

Hux peaanux 6pojesa. Tada 3a ceaxo r = 0 sastcu nejednarocm

n r+1
nrtl ( = xl)
i i=
(1.32) o s
i=1
. X1 ) Tn
Jednakocm eascu axo u camo ako je — = — = - = — .
ai Q2 7
JIema 1.4.12. [13] 3a 6pojese aq, as, . . .,a, € RT sasce nejednaxocmu

PP >PP>...>pP
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npu wemy je
ap+ag+---+a,

Pl - )
r
P aijas + arasz + -+ - +ajaz + asaz + - -+ ar_1a,
2 = 1 )
sr(r—1)
a1a9 - Qr_1 + @1QA9 * + * Qp_9Qyp + -+ + A2A3 * * * Ar_1 0y
P = )
T
P. = aay---a,.
Jendarocm y c6uUM HEJEOHAKOCTNUMA BANHCU KO U CAMO GKO Je A1 = Uy = -+ = Q.

Jlema 1.4.13. [44] Hexa cy X,Y € R" u A(X) = 23 2, A(Y) = £ 3 y;. Ao je
=1 i=1
¢<z; <Puy<y <I, mada je

< V(@ = A(X))(AX) = ) (T = AY))(A(Y) ).

%;xzyz szzyz

J'IeMa 1.4.14. [108] Hexa cy a1 = as = --- > a, = 0 peasnu nenezamusnu 6pojesu,

P = E a? uQ = Zaz 3a npoussonte peasne bpojese ki u ks ca ocoburom a; =

\/g \/% ko = ay,, saotcu caedeha nejednarocm

Q < min {/ﬁ /(0= )P = k). ka1 (0= 1)(P — K3), \/nP - 2o - an)Q} .

Jednarocm 6astcu aKko U CamMoO GKO je a1 = Ay = -+ = Q.

Jlema 1.4.15. [107] Hexa je a = (a;), i = 1,2,...,n, HU3 NO3UMUEHUT DPEGAHUL
bpojesa. Tada 3a 6uno xoju peasarn 6poj r, maxras da je r = 1 uau r < 0, sascu
caedeha  Jensen-osa nejednakrocm

(1.33) Tlip (Zp)

Axo je 0 < r < 1, mada saoscu obpryma wejednarocm od (1.33).

JIema 1.4.16. [43] Heka cy a; # 0, b;, i = 1,2,...,n, pearnu 6pojesu ca 0coburom
(1.34) m< 2 <M, i=12,....n.

Tada je
i=1

Jednaxocm y (1.35) easrcu axo u camo axo y ceaxoj 0d n nejednaxocmu (1.34) sasrcu
bap jedna jednarocm, mj. b; = ma; uau b; = Ma;, 3a cearo 1 =1,2,...,n.
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I'maBa 2

OcHoBHU pe3yJiTaTi

2.1 PanamheBa eHepruja

Heka je nar mpocr rpad G = (V, E), tue je V. = {vy,v9,...,v,} u |E| = m. Heka
je d; cremen 4uBopa v;, i = 1,2,...,n. llogcetumo ce ma cMo ca A u 0 O3HATIIH
MAKCHMAJHU U MAHUMAJIHH cTeneH 4Bopa y rpady G, pecreKTUBHO.

1975. ropune je M. Randi¢ [118] gedunucao ronosomkn nujgexc R ca

2.1
0 =X v
rje ce Cymuparb€ BpIIU 110 CBUM IIapOBUMa CYyCECAHUX YBOPOBa U; U Uj.

Jlanac ce TomoJomKn uHAEKC R HasuBa Panamhes unmexc. OBaj MHIEKC HAIIAO je
OpojHE MpUMeEHe Yy XeMUju | yOP30 je MOCTao MpeaMeT HCTPAYKUBAamha U Y MaTeMaTUIln
[70, 91, 116, 118, 119, 120].

[Mocmarpajyhu Panauhes unyexe, S. Bozkurt u capaguumu [11] momnu cy Ha uuejy
na jgedununty PanjpuheBy marpuily y Kojoj ce cabupuu Ha JiecHO] crpanu (opmyiie
(2.1) mory mocmarpaTn Kao enemMeHTH MaTpuie. Pannuhesa marpuia, y o3namu R(G),
nedumucana je ca [11]

1
[R(G)]i; = did;
0, y CYIPOTHOM.

, axo vv; € E(Q)

Youasamo ja cy Pamauhes nrgekc u PamauheBa MaTpuiia noBe3anu peJaliujoM

n n
22 RO =
i=1 j=1
Y macraBky hemMo M3/JI0KUTH HEKOJUKO pe3ysrarta Koju ce ogHoce Ha Panpmheny
MaTPHILY.

Teopema 2.1.1. [65] Hexa je G 2pagp ca n ueoposa, u A u R, pedom, mampuuya cyced-
cmea u Panduhesa mompuya epaga G. Arxo mampuuya A uma n,, ng 4 n_ NO3UMUSHUL,
JEOHAKUT HYAU U HE2AMUBHUT CONCMEEHUT 8PEOHOCINU, PECEKMUEHO (Ny +Nng+n_ =
n), mada mampuya R uma makolie ny,ng 4 N_ NO3UMUGHUT, JeOHAKUT HYAU U HE20-
MUBHUT CONCMEBEHULT BPEIHOCTNU, PECTEKMUBHO.
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2.1. PAH/IMKEBA EHEPI'1JA

Osnaunmo ca 1 HyarHocT rpada G, Tj. MyJaTHIUIHIUTET (BUIIECTPYKOCT) Gpoja 0
Kao colcrBeHe BpegHocTu marpuie cyceactsa A(G) rpada G. Ha ocHoBy reopeme
2.1.1 ciequ ja je n 3anpaBo MmyatuiuiureT () Kao concrBeHe Bpeganoctu Pamjmhese
Matpuie R.

Teopema 2.1.2. [54] Hexa je G 6unapmuman epadh ca n usoposa. Tada je

X n
Pi = —Pn—it+1, 1= 1727 SR ’75-‘ .

Teopema 2.1.3. [10] Ilosesan epah G uma dee pasauvwume Panduficse concmeene
spednocmu axo u camo axo je G xkomnaeman epadp.

Y mapeanoj Teopemu je garta Be3a msmely PamguheBux cOICTBEeHHX BPEIHOCTH U
1

did;’

yormrenor Panamhesor nunekca, nedunucanor ca R_1(G) = Z

Vi~
Teopema 2.1.4. [19, 90] Heka je G nosesan 2padh ca n wsoposa u Panduficsum con-
CMBEHUM 6PEOHOCTIUMG P = Po = -+ = Pp. 1ada

n

1.3 pi=0,2p =2R 1 u pipj=—R_1.
=1

i=1 i<y
—1
n—1

2. Ako je G = K,, madaje py=1upy=---=p, =

3. Axo je G 2 K,,, mada je py > 0. Cneyujanno, jednaxocm 6ancu axko u camo ako
je G komnaeman mysmunapmuman 2padp.

Teopema 2.1.5. [65] Axo epagp G cadporcu usonosane usopose, mada je det R =
det A =0. Axo je G epagp 6e3 uzorosanur 46oposa, mada je

det A

n

I d:
=1

(2.2) det R =

ITpousBox crenena uBoposa je rpadoBCcKa MHBapHjaHTa Mo3HAaTa Kao Narumi-
Katayama-nu nnjekc [66]. Haperfiemo HeKoIMKO pe3ysirarta y Be3H ¢a OBUM HHIEKCOM.

Teopema 2.1.6. [66]
(a) Mehy cmabauma ca n ueoposa najeehy epednocm N K undexca uma nym P,.

(6) Ilosesan yruyukauvan 2pagd peda n ca wajsehom epednocwhy NK undexca je
korwmypa C,.

Teopema 2.1.7. [66] Mehy ceum nosesanum epagosuma peda n, 36esda S, uma Haj-
marwu NK undexc (jednar n—1).

Teopema 2.1.8. [66] Mehy ceum nosesarum yruguksusrum epadosuma peda n, 2pad
Y., npuxasan wa cauyu 2.1 uma wajmary spednocm N K undexca (jednary 4(n — 1)).
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2.1. PAH/IMKEBA EHEPI'1JA

Cauka 2.1: I'padp Y,

BaBucHOCT jleTepMmuHanTe MaTpuie cycencrsa A(G) ox crpykrype rpada G je no-
suara [80]. M3moxkuhemo y HACTABKY HeKe pe3yJTaTe KOjU ce OJHOCE Ha JIeTePMUHAHTY
det A marpune cyceacrsa rpada G.

Heka je mar rpad G ca ckynom usopoBa V' = {vy,vs,...,0,} U CKymoM rpana
E = {ey,eq,...,e,}. Marpuna cycencrsa koja 3asucu o/ rpana rpada G, y o3HAIM
A(G,e), nedunucana je ca

0, akojei=7
(A(G,e))ij = { re J

€k, AaKO CY UYBOPOBU ¢ U j TIOBE3aHU TPAHOM €.

[Toacerumo ce aa je smneapuu noarpad rpada G pasanumyhn noarpad dmje cy
KOMIIOHEeHTe IyTeBr uin KoHType. Heka je k 06poj mmueapuux noarpadosa rpada G u
Heka je G; i-tu quueapun noarpad. 3a det(A(G, e)) Baxu na je [80]

det(A(G,€)) = Zdet(A(Gi, e)).

Heka je L; ckyn kommonentn rpada (; koju ce cacroju on rpagosa Ko m Heka
je M; cxkym mpeoctasux kommonenTn rpada (G; Koju ce cactoju o kKoHTypa. llapra
KoMITOHeHTa Trpada (; je oHa Koja mMa mapaH Opoj uBopoBa. (O3HadmMmo ca 1; 6poj
napHux KoMroHeHnTu rpada G; u ca ¢; 6poj KomrnonenTu rpada G; Koje cajpzke BHIIE
OJ1 JIBa YBOpa (CAMUM TUM U KOHTYDY ).

Teopema 2.1.9. [80] 3a demepmunanmy det(A(G;, e)) sasicu jednarocm
det(A(Gy,e)) = (=12 [ & I e
ex€E(L;) e;€E(M;)

Teopema 2.1.10. [80] 3a det(A(G)) saorcu jednarocm

n

det(A(G)) = (—1)r27.

i=1

Ha ocnoBy jennaxocru (2.2) ciaeqn na ce cBu pesyiaratu y Besu ca Narumi-Katayama
-MHIM HHAEKCOM, Kao u pesyararu o det(A(G)) mory npumenurn ma det(R(G)).

Teopema 2.1.11. [65], [102] Hexka je G epag ca n weoposa, n > 1, u neka je py najeeha
concmeena epednocm mampuue R(G). Tada je p1 = 0 ako u camo axo je G = K,,. Axo
epagh G uma 6ap jedny epany, mada je p; = 1.
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2.1. PAH/IMKEBA EHEPI'1JA

Teopema 2.1.12. [65] Hexa je G epagh ca n weoposa. Tada je p1 = 1 jeduna nosumusna
concmeena epednocm mampuue R(G) ako u camo axo je jedna womnonenma epaga
G Komnaemarn MyAMUNapmuman epaf, a cee ocmane Komnonenme (ako nocmoje) cy
UB0A0BAHU YBOPOBU.

PanauheBa enepruja rpada medununiie ce aHAJIOTHO 00MYHO] eHepTHju rpada mo-
jiazehn oj1 corrctBeHnx BpeaHocTu Panauhese marpuiie.

Hedbunnnuja 2.1.1. [11] Hexa je dam npocm epad G ca n wsoposa u weka cy py =
p2 = -+ = py conemsene epeduocmu mampuve R(G). Panduliesa enepeuja, y oznayu
RE(G), dedpunucana je ca

RE = RE(G)=>_|pil.
i=1

OcHOBHe 0ocoOMHE W pe3yaTaTh y Be3u ca PaHgamheBOM eHeprujom o0jeIHFHeHu Cy Y
monorpaduju [37].

PanauheBa enepruja ce MoxKke mocMaTpaT U Kao HoOpMaJm3oBaHa JlammacoBa exep-
ruja. Tlogcerumo ce jga je HopmanuzoBana Jlamnacosa marpuna rpada G, y o3namu L,
neduHICAHA Ca

L=1,—D'?AD'/?

rie je D(G) aujaronaaHa MaTpuila Ydju Cy JAUjaArOHAJIHE €JIEMEHTH CTEIeHH IBOPOBA

naror rpacda u I, je oxropapajyha jeaunumyuna marpuia. Hamomenumo ga je D~1/2

3allpaBo JIMjaroHa/IHa MATPUTIA YUJU je ¢-TU JIUjarOHAJIHU eJIeMEeHT je/IHaK \/Ldj-' Pauy-

rajyhu mponssox D~Y2AD~Y? nonasmmo 10 3aK/bydKa 1a je
D2ADV? =R,

Teopema 2.1.13. [11] Hexa je G epadh 6e3 usonosanuzr ueoposa. Tada 3a wezosy
Hopmasuzosany Jlanaacosy u Panduhesy mampuuy eascu caedeha pearavuja

(2.3) L=1I,-R.

PangulieBa MaTpuIiia je 3a pasauky oJ HOpMaau3oBaHe Jlamracose matpuie (Koja
je nedunncana 3a rpadose 6e3 H30J0BAHUX YBOPOBA), jedbuHHcaHa 3a cBe rpadose.
OzuauuMo ca fi; = flo = -+ = [I, CONCTBEeHE BpeaHOCTH MaTpuie L.

Hedunnnuja 2.1.2. [15] Hexka je dam npocm epadh G ca n usoposa. Hopmarusosana
Jlanaacosa enepzuja epaga G, y osnayu Ep(G), dedpunucana je ca

Er(G) = Z (L) — 1].

Teopema 2.1.14. [11] Axo je G epad 6es usonosanux weoposa, mada je Ep(G) =
RE(G).

Jlokas. Ha ocuoBy jemmakocru (2.3) ciaeau na je p; = 1 — fi,_j01 381 = 1,2,... 0,
OJTaKJIe je
EE(G):;Kl_pi)_ll:;‘_pi‘ Z;\m\ = RE(G). O
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2.2. PE30OJIBEHTHA EHEPI'IJA

Kako je p; =1 — fip_iy1,1=1,2,...,n, ay pany [19] je nokazano na je 0 < fi; < 2,
1=1,2,...,n, ctemn na je —1 < pl\lz 1,2,...,n
Heke woBe rpanure 3a Paunnnhiese concrsene Bpeanoctn mMory ce nahu y pasy [132].

2.2 Pe3oaBeHTHa eHepruja

Heka je mar rpacd G ca n uBopoBa u Heka je A meroa Marpuia cyceiacta. Kao
IITO je U yobudajeHo, ca A, Ao, ..., A, o3HadaBaheMo comcTBeHe BPeIHOCTH MATPHUIE
A, 1j. concrBene BpepnocTu rpacda (. PesonsenTHa marpuma marpuine A, y o3Hanun
Ra(z), nedunutie ce ca

Ra(z) = (21, — A)_l 5

rJe je z KOMIUIeKCHa npomersbuBa. Concreene BpeganocT Marpuie R4 (z) cy

1
Z— N\
Ha ocnoBy untbenutie [26] ga je \; < n— 1,0 = 1,....,n, cienn ga ce y (2.4) moxe
y3eru ga je z = n. Hemasuo je y paxy [68], 1. Gutman ca capagauinumMa JoIao Ha
unejy gedunncama eHepruje rpada Koja je 3acHoBaHa Ha MaTpuiy Ra(n).

(2.4)

,1=1,2,...,n.

Hedunnnuja 2.2.1. [68] Heka je dam epagh G ca n weoposa u concmeenum 6pedo-
CcmuMa Ay, ..., A\p. Pesoasenmmua enepeuja epaga G, y osnayu ER(G), je epagoscra
uHeapujarma depurucana ca

(2.5) ER(G) = En: - !

3a HCIIUTHBaIbE PE30JIBEHTHEe eHepruje rpada, a mocedbHo 3a oapehuBarme ekcTpe-
MaJIHUX T'padoBa, BaxKHO je uctahim 1a ce pe3oJBeHTa eHepruja rpada Moxe jgedunn-
caTu Ipexko Opoja CBUX 3aTBOPEHUX MIETIHM JIYyZKUHE K, Tj. IIPEKO CHEKTPAJHUX MOMe-

mnata My(G).
Teopema 2.2.1. [68] Axo je G epag ca n ueoposa, mada je

M(G)

nk

Y

(2.6) ER(G) = %Z

k>0

n
npu wemy je My(G) = S°NF, k-mu cnexmpannu momenm zpaga G.

Jlokas. Kopucrelin nedunnuumjy (2.5) v nmajyhu y Buay aa je

Ai
‘<1 1=1,2,...,n,
cJieu Jia je
SE Ly G
nkn nk

k>0 k>0

3IH
M:

—_
3 —
N
g
Y
s |
S~—
=

I
S|
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2.2. PE30OJIBEHTHA EHEPI'IJA

PesosBenTHa enepruja mpunaia Kaacu GyHKImja obanka [51]

(2.7) E(G) =Y aMi(G),

k>0

rje cy co,Ci,Ca, ... HO3UTUBHE peajHu OpojeBu omabpanu Tako ga Maclaurin-oB pej
3" cra® xouseprupa mexoj dbynxuuju f(r). Kako je My(G) = tr(A¥), crenu aa je
k>0

E(G) = tr(f(A)).

Ha upumep, kajga je —n < x < n, tajga peg y. n 1y
k>0
Kako concrsene Bpennoctu marpuie A takohe 3a10B0/baBajy OBy HEjeIHAKOCT 38, OO

koju rpad G, caenn aa pen Y. n~*LA* xomseprupa ka (nl, — A)~L. Tlpumernmo n1a
k>0
1 1

n—XMAn—>X ‘n—2>\
[akse, pe3oJgBenTHA eHEePrHja ce Moxe mocMarparn Kao dbyukinuja E(G) tae je ¢ =

k 1

KoHBeprupa ka (n — x) .

cy concrsere Bpeanoctu marpune (nl, — A)~! Gpojesn

i1 33 CBaKO ku f(x) = m——

Jlema 2.2.1. [52] ER(G) = tr ((nl, — A)71).
Oznaunmo ca G — e moarpad aobujen Opucamem rpane e u3 rpada G. C o63upom

Ha 10 na je My(G) = My(G — e) 3a cBako k > 0, xao u na je My(G) > My(G — e),
uMajyhu y suny (2.6), mobujamo ciemely mocsemuiry.

TTocaenuma 2.2.1. [68] Hexka je e epana epagha G. Tada je

ER(G —¢) < ER(G).

Ha ocnoBy nejegnakoctn My (K,) < Mip(G) < My(K,) u (2.6) Baxku cueneha
HOCTIEINTIA.

ITocrenuma 2.2.2. [68] Heka je K,, komnaeman epad ca n 460posa u K,, 1e206 kom-
naemenm. Tada 3a 6uro xoju epad G ca n usoposa xoju je passuvum 00 K, u K,
8AHCU

ER(K,) < ER(G) < ER(K,).

— 1 1 1
C o63upom Ha 1o 1a je ER(K,) = E =n-—=1u FR(K,) = E =
n
=1

o0 n—A
1 1 1 1 2n
-1 1) . _ h
n—(n—1)+n+1+ +n—i—1 + (n ) nl n+1,Ba>1<HCﬂe;Lea
HOCTIEeTATIA.

ITocaenuma 2.2.3. [68] Axo je G epag ca n usoposa, mada je

2n
1 < ER(G) < :
(@) n+1
— 2
Jednaxocm ER(G) = 1 saorcu axo u camo axo je G = K,,. Jednarocm ER(G) = fl
n

saostcu axo u camo axo je G = K.
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2.2. PE30OJIBEHTHA EHEPI'IJA

Teopema 2.2.2. [52] Ao ca rj; 03nauumo esemenm y j-moj epcmu u k-moj koaonu
mampuye (nl, — A)~, mada je

1 2 1

—<rig < akoje] =k u 0 <ry < axo je j # k,

o STk S o aKo je ] e S o 0 Jej #
2de ce obe z2opre epanuye docmustcy axo u camo axo je G = K,. Axo je G nosesan,
mada je i > 0 3a cearo j, k € {1,2,... n}.

Jlokas. TIoTpazKUMO PE30IBEHTHY MATPHILY IIPA3HOr U KOMILTeTHOr rpada. 3a mpasan
rpad Baxku 1a je RA(Fn)(n) = (nl,)™! = 11, nox je 3a xommaeran rpad Rak,y(n) =

(n+ 1)L, = J) ' = =5 (I + J), jep je_ '
(n+1) L, — N+ )=+ D, +(n+1)J—J—nJ=(n+1)I,

pu 4eMy je J KBaJipaTHa MaTPHUIla pejia n IYuju ¢y cBU eqeMeHTH jeqHaku 1. Ha ocHoBy
nocaeauie 2.2.2 ciaenn na ako je G ¥ K, u G 2 K, tana je RA(gn)(n) < Rae(n) <
R a(k,)(n), onakie ciaean JoKa3. O

Ha ocnosy nocsieuiie 2.2.1 Baxku u ciaenehe TBpheme.

TTocnenuma 2.2.4. [68] Melhy ceum nosesanum epadosuma ca n w60posa, epafd ca
HATMATOOM PESONCGEHMMHOM EHEPRUJOM J€ HEKO CMabao.

PasMorpumo caja Besy usMel)y pesosBeHTHe eHepruje m KapaKTepUCTHYHOT MOJIH-
Homa rpada. Heka je ¢(G,\) = det(A], — A) kapakrepucrnunu nonusom rpada G.

Teopema 2.2.3. [68] Hexa je G epagh ca n weoposa. Tada je

(2.8) ER(G) = &1

ede je ¢'(G, ) npsu uzeod 0d ¢(G, N).

Jlokas. Heka je kapakrepucruunu nojuaom rpada G obauka ¢(G, ) = (A — M) (N —
Ag) - (A= N\,). Tana je

’¢(G7>‘)‘ = ’)‘_ >\1’ ’ ’)‘_ )\2‘ ’)‘_ An’a

oJ/laKJie, Kaja npeheMo Ha jorapuTaM ca OCHOBOM €, CJIeJIH
n
In($(G,A)| = In|x— A\l
=1

Kopucrehu jtorapuraMcku u3BoJ1 J106HjaMo

PG 1
2.9 — = .
(29) o(G,N\) Z A=\

=1 v
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2.2. PE30OJIBEHTHA EHEPI'IJA

Ako jey (2.9) A = n, crequ ma je
P(Gn) —~ 1
¢(Gan) B Z n_)\i’

=1

Tj.

Er(c) = L&) O

¢(G,n)

Jlakse, 3a padyHame pe30JIBeHTHE eHepruje rpada J0BOBHO je 3HATH KapaKTepH-
CTHYHH ToJIMHOM rpada. Takolhe, ¢ 063upom Ha TO J1a cy KoeHUIUjeHTH KapaKTePUCTH-
GHOT HOJIMHOMA T1eJ1H Opojesu, u3 jenaque (2.8) ciaenn j1a je FR(G) yBek panuonaian
opoj.

ITosazehn on nedunnimje pesosBenTHe eHepruje rpada m umajyhu y Bumy mga je
i <n,i=1,2 . nuqg<2n—2,1=1,2, ..., n (mpema [28]), Cafure u capaguunu cy
y paay [17] nedunucanu JlanmacoBy pe3oJBeHTHY eHEPIrUjy U HeHeraTUBHY JlamiacoBy
pesosiBenTHy eneprujy (enr. signless Laplacian resolvent energy), y oznanu RL(G) u
RQ(G), peciektusHO, KopuihemeM JlamacoBux, OMHOCHO HeHeraTuBHUX JlamiacoBux
concTeennx BpegHOCTH Tpada (G, YMECTO CONCTBEHUX BPEIHOCTH MATPHUIE CYCE/ICTBA
rpada G, Tj.

n

RLG) =Y ———— RQ(G):ZH: !

—n+1—p i:12n—1—q2-'
Y mactasky hemo usnoxkutu Heke ocnoBne ocobune 3a RL(G) u RQ(G).

Axo cy Mp(L(G)) = > puF u Mp(Q(G)) = >_ ¢F, k-tu cnekrpanmn momentu Jla-
i=1

1=1

IacoBe u Heneratuphe Jlamiacose marpuie, tajga je [17]

L S

Nmajyhu y Buay nocreauity 1.2.3, qonaszumo 1o ciejgeher pesysararta.
IMocaenuna 2.2.5. [17] Axo je G 6unapmuman 2pad, mada je
1 Mp(Q(G
RSSEES STCIC)

n+1 <4 (n+ 1)*

Jlaxse, 3a bunaprutHe rpadose, JlamracoBa pe3oJBeHTHA W HeHeraTUBHA Jlaria-
COBa PE30JIBEHTHA €HEPIrHUja Ce IMOKJIAIajy.

JlomaBameMm rpana rpady G, caka JlamracoBa CONCTBEHA BPEIHOCT Ce HE CMambyje
Beh ce eBeHTyasIHO TTOBehaBa, oj1aK/ie ce MOYKe 3aKJ/byUNTH Ja JIoJaBame rpana rpady
G nosehiaBa k-1u JIamracoB CieKTpaJHd MOMEHT WM I OCTaB/ba HempoMerenuM [112].
Caza ua ocuoBy (2.10) coenn fa 3a cBaku rpad G ca n 9BOpOBa BaKe HejeTHAKOCTH

n

= RL(K,) < RL(G) < RL(K,) =
— = RL(K,) < RL(G) < RL(K,)

38



2.2. PE30OJIBEHTHA EHEPI'IJA

JlomaBame rpana rpadgy G Taxkohe mopehaBa WM OcTaB/ba HENMPOMEHEHUM Kk-TH
HeHerarusau Jlammacos crektpasinun MomeHT, jep je My (Q(G)) jennak 6pojy cBux mo-
JYTPAHCKHUX 3aTBOPEHUX IIeTHH Ay KuHe k (Teopema 1.2.17), omake, va ocaoBy (2.10),
3a 6m10 Koju rpacd G ca nm IBOpPOBa BaxKH Ja je

2n
n+1

n

; = RQ(K,) < RQ(G) < RQ(K,) =
n—1
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I'maBa 3

I'panune 3a PanauheBy n
pPEe30JIBEHTHY eHeprujy rpada

3.1 TI'panwurie 3a PanamheBy eHeprujy

Y 0BOM 0/1e/bKY Pa3MaTpaMo HEKe MO3HATE Pe3y/ITaTe y Be3U Ca JIOUM U TOPHUM
rpannmama 3a PanmgmheBy eneprujy. Ocum Tora, Omhe M3/10KeHH W HEKH HOBH PE3Y.JI-
TaTh U mobosbIama mocrojehux pesynrara, o6jaBbenn y pajgosuma [78] u [131].

3.1.1 Ilo3naTu pe3yaraTu

Hajnpe hemo nznoxxkutn HEKe J10He, a 3aTUM U TOpHhe rpanntie 3a PangunheBy enep-
rujy y dyHknuju 6poja 4BopoBa, 6poja rpaHa, MUHUMAJHOT U MAKCUMAJIHOT CTEleHa
n
upopa, Narumi-Katayama-usor ungekca NK = [] d;, yommrenor Pannuliesor m-
i=1
nekca R_1(G) = > dvldv, JgerepMmuHanTe PamguheBe marpuie, Kao # JeTePMHU-
1
vv; EE(G) ’
HaHTe MaTpuile cycejcrna. Pesyiraru Koje heMo M3JI0KUTH CY JIOKA3aHU Y PAJIOBUMA
00jaB/HEHUM TOKOM IOCJIEIHUX HEKOJUKO TOJIUHA.
Ha nouerky, mokazahemo jga Pananhesa enepruja 3a 6uio koju mopesan rpad Huje

Mamba o1 2.

Teopema 3.1.1. [65] Hexa je G nosesan epadh ca n usoposa. Tada je RE(G) > 2.
Jeonaxocm eascu axo u camo ako je G KoMNACAN MYAMUNGPMUMAH 2Dap.

Joxas. Heka cy p1 = ps = --- = p, Panguhese concrBene BpegHoCTH U Ay = Aoy >
- > )\, CONCTBEHEe BPEeIHOCTH Marpuie cyceactsa rpada G. Ha ocHoBy Teopeme
2.1.11 Baxku n1a je p; = 1. Caza je

n

sz‘

=2

Zpi_l

=1

RE(G)=1+) |p| =1+ =1+ =1+]|-1]=2
=2

JeHaKOCT Bayku akO M caMo ako je po < 0 mro je ekBuBajeHTHO ca Ay < 0. I'pad
GG mMma camo je/Hy MO3UTHUBHY COINCTBEHY BPEIHOCT aKO W CaMmo ako je (G KOMILTeTaH
mysarunaprutan rpad [26]. ]
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VY caenehoj Teopemu nata je Beza udMehy Pamaunhese enepruje u yommrenor Pamin-
heBor nnaekca.

Teopema 3.1.2. [16] Hexa je G epag ca n u60posa koju HeMA U30A068GHUT “4EOPOGA.
Tada je

(3.1) RE(G) = 2R_;.
Jlokas. Kako je p; € [—1,1],i = 1,2,... n, CJIG,ZLI/I na je p? < |pil,i = 1,2,...,n
= 2R 1(G), nobujamo

Kopucrehu uumenuny aa je tr(R?) =2 - Z

dd N
viv; €EE(G
E(G) =" |pil = > pf = tr(R?) = 2R_1(G). O
=1 =1

VY pazay [104], Maden je memaBHo mobuia jaBe rpanuie 3a PaxgnhieBy eneprujy
KopucTehu HejeaHakocTu u3 Jjieme 1.4.12.

Teopema 3.1.3. [104] Hexa je G nosesan epag ca n usoposa u P ancoaymma epednocm
demepmunanme Panduhese mampuuye R. Tada je

RE(G) > 14 /(n— 1)(n — 2)PY=0 £ 2R, — 1.
Jednarocm eascu axo u camo axo je G Komnaeman 2padp.

Teopema 3.1.4. [104] Hexa je G nosesan 2pag ca n usoposa u P ancoiymma epednocm
demepmunanme Panduhese mampuue R. Tada je

RE(G) 2 2+ \/(n — 2)(n — 3)P/(=2 £ 2R_, —2.
Jednaxocm eascu axo u camo ako je G xKomnaemar bunapmumar 2pad.

Y caenehoj Teopemu gara je Jgoma rpanuie g0 kKoje je 2015. roamnre gomao Li ca
capagHuIMa y paay [101].

Teopema 3.1.5. [101] Heka je G nosezan 2pag ca n usoposa u Panduhesum concmee-
HUM 6PEOHOCTIUMG P = Py = -+ = pp. 1ada je

RE(G) > 2R, —1+2]1 — R4 + 1.

Jednarocm eascu axo u camo axo je G KOMNAEMAH MYAMUNAPMUMGH 2Pad.

Joxas. Ha ocuoBy reopeme 2.1.4 (1) cnenu na je >, pipj =1 — Ry up, < 0 3a

2<i<j
nose3anu rpad G. Ilpumernmo gaje > |pillpil =1 d° pipj| = |1 — R-1|. Jennaxoct
2<i<j 2<i<j
BaKH aKo 1 camo ako je p; < 03a1=2,...,n, jep je p, < 0. Cnean 1a je G KoMILeTan

myarunaprutal rpad Ha ocHoBy Teopeme 2.1.4 (2, 3). Cana je

RE?(G) = (Zml) = Z|pz|2+2|pz||py

Z#J

= Z!pz!2+22|pz!+ > pillpsl

2<i#]
> 2R,1+2(RE(G)—1)+2\1— Ryl
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U3 mocnenme uejeanakoctu cieau aa je RE(G) > \/2R_1 —142[1—R_4|+ 1, mpu
9eMy jeJIHAKOCT BaKM aKO M CaMo ako je (G KOMILJIeTaH MYJATHIAPTUTAH rpad. O

Hapenne getupu teopeme jrokasao je Li ca capagaunumva y paay [101] kopucrehiu
aemy 1.4.13.

Teopema 3.1.6. [101] Heka je G nosezan 2pag ca n usoposa u Panduhesum concmee-
HUM 8PEJHOCTNUMA P1 = P = -+ = pPp. lada je

2R_1 + (n - 1)0&5 —1
RE(G) > "

+1,
2de je a = min {|p;|} u § = max{ps, |pnl}.

Teopema 3.1.7. [101] Hexa je G nosezan epag ca n usoposa u Panduhesum concmee-
HUM 8PEOHOCTIUMG p1 = P = + -+ = pn. Axo je rang(A) = r, mada je

2R+ (r—1a*f—1
ricy > D

ede je @ = min {|p;[ : p; # 0} u f = max{ps, |pnl}.

+1,

Teopema 3.1.8. [101] Hexa je G nosesan bunapmuman epag ca n weoposa u Pandu
-hesum concmeenum spednocmuma py = ps = -+ = pu. Axo G wnuje xomnaeman
bunapmuman 2pad, mada

RE(G) > 2 (R‘l ha (L?;;) a2 =1, 1) ,

ede je « = min {|p;|}.

2<i<| 2

Teopema 3.1.9. [101] Hexa je G nosesan 6unapmuman epad ca n weoposa u Pandu-
hesum concmeenum spedHocmuma py = pa =+ = pp. Ao je rang(A) =r u G nuge
Komnaeman bunapmuman 2pagd, mada

R+ (Z—1)a"ps—1
RE(G)>2( (G- 1atp +1>,
a* + pa

ede jo " = min {|oJ : pi # 0.

Cavers je ca capagnunnma y pafy [16] mobuo caenehy momy rpanunity 3a Pangnheny
eHeprujy, aJju Huje oJpeauo rpadoBe 3a Koje ce JOCTUKE jeJTHAKOCT y JI0OMjeHoj He-
JeTHAKOCTH.

Teopema 3.1.10. [16] Hexa je G 2pad ca n 480posa Koju HEMA U30A0BAHUT “4EOPOSA.
Tada je

RE(G) > /2R 1 +n(n — 1) det(I — £)2/".
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Gutman u capaJIHuIM T00UJIN CY IOy rpaHuiy 3a PanguheBy eHeprujy uzaoxkeHy
y caezelioj TeopeMu, OJpeuBINN HPUTOM U eKCTpemaJjiHe rpadoBe KoJ KOjUX ¢e J0-
cruzke jenHakocT (a Koju Hucy oapelenn y okupy reopeme 3.1.10).

Teopema 3.1.11. [35] Heka je G 2pad ca n 480posa Koju HEMA UB0A0BAHUT “4E0POSA.
Tada je

2/n

| det A|
[T d;
=1

(3.2) RE(G) > |2BR_1(G) +n(n—1)

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K.

n

Joxas. Baxu ma je > p? = 2R_;. Kopucrelin mejeanakoct usmelly apurMernuke u
i=1

reoMeTpHujcKe cpejnHe, J100mjaMo

n 2/n
n(n —1)
Z pillpjl = — (Hm") ;
i=1

1<i<j<n
IpU 9eMy jeJJHAKOCT BayKh aKO M CaMo ako je |p1| = |p2| = -+ = |pu|. Cana je
" 2
(S) = T2 3 ol
=1 1<i<j<n
2/n
> 2Ry +n(n—-1) <H|pl>
2/n
| det A|

= 2R 1 +n(n—-1)

I1 d:
=1

3a ananusy jegnakoctu y (3.2) kopucruhemo ciaenehy nemy.

Jlema 3.1.1. [14] Heka je G epagp ca n usoposa 6e3 usososarnux weoposa. Tada je

2] ~ ,u2
< .
A ShsTy
[Tpernocrasumo Ja jemnakocr Baxu y (3.2). Tama y mperxoaHoM J0Ka3y cBe He-
jemHAKOCTH TOCTAjy jeTHAKOCTH, Olakie ciaeau aa je [p1| = |p2] = -+ = |pn]. Kaxko je

p1 = 1, cienn na cse Panjguhese concrBene BpeHOCTH Mopajy outn jeanake 1 wiam —1.
Ako je G = Ky, Tana je py = 1, po = —1, u jegnakoct Baxu y (3.2).

[Tpernocrasumo caja ga je n > 3. Axo je G = K,,, Tajia He BayKu jeHAKOCT ¥ (3.2).
Y cynporaom, ako G Z K, Taza je Ha ocHoBy Teopeme 2.1.4, py > 0. Ha ocHoBy Jeme
3.1.1 n ynmenunne na je py > 0, cieqn ma je

=
[\V)
I

—_
|
RS
V)

WV
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Tj.
A — po
p2 < N < L.
Caga je 0 < po < 1, ogakiie caeau ja ycioB |p1| = |ps| = -+ = |pn| He moxe Guru
3a,/10BOJBEH. ]

V citesiehoj TeopeMu jlaTa je J0a TPaHUIA drje 000 bIamke heMo IpeJicTaBuTu y
0JIe/bKY KOJjU Ce OJHOCH Ha HOBe pe3yJITaTe.

Teopema 3.1.12. [12, 36, 84] Hexa je G 2pag ca n weoposa. Tada
(3.3) RE(G) > 1+ (n—1)|det R|7.

Jednaxocm eastcu aro u camo aro je G komnaemanr epad usu axo je G Hebunapmuman
epag ca mpu pasauvume Panduhese concmeene epednocmu

1 1
2 2 a1 2 2 a1
3.4 14| —= A Y
( ) ’ n—1 ’

n—1

Jloxas. Kopucrehn HejeHakoCT u3Mel)y apuTMeTHUKe U FeOMeTPHjcKe CpeIrHe, J001mja
ce

1
n—1

RE<G>=m+Zw>1+<n—1>(Hw) =1+ (n—1)|det R
=2 1=2

_1
n—1

Pasmorpumo ciaydajese kaja Baxku jeaqnakoct v (3.3). Axko je G = K, uium axo je
G uebunapruran rpad ca Tpu pazauunte Panguhese concreere Bpegaoctn (3.4), Tajua
ce JIMPEKTHOM MPOBEPOM yTBphYyje /a BayKu jeIHAKOCT.

[pernocrasumo ma y (3.3) Baxu jemnakoct. Taxa je py = 1 u |po| = -+ = |pn| =
1 R
n—1

Mory mactynurtnu cienehu ciaydajeBu:

e I'pad G uma TauHo JBEe pa3aIUdIUTe CONCTBEHE BPEJIHOCTU. Taja HAa OCHOBY TEO-
peme 2.1.3 Baxku 1a je G = K, 3a HEeKO n > 2.

e ['pacp G mma Tauno Tpu pazaumunte Panauhene comcrTBene BpemHocTH. Kako je
pr > piuap; #0332 <0 < n, 3akmyayjeMo jga je G HEOMIAPTUTAH MOBE3AH
rpad ca Tpu pazimuaure Panmuhese concrsene pennocru (3.4).

]

Y HapeIHOM H3Jaramy mpuKasaheMo Heke JOFe I'DAaHHIE KOje CY Y BE3H ca jaKo
perysmapauM rpadosuma. Jako peryrapan rpad ca mapamerpuma (n,r, A, 1), y 03HAIH
SRG(n,r,\, i), je r-perymapan rpad ca n 4BOpoBa, TAKaB Ja 32 CBAKH Map CYCeTHUX
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YBOPOBA ¢ U j MOCTOjH A UBOPOBA CYCEIHUX UBOPY ¢ M A UBOPOBA CYCEIHUX UBOPY 7,
U 3a CBAKH 1ap HECYCEJHUX YBOPOBa k W [ OCTOJU [L YBOPOBA CyCEJIHUX YBOPY Kk U [
YBOPOBA CYCEIHUX YBOPY [. Y HACTaBKy MPETIOCTaB/haMO Ja je jako peryiaapan rpad
(G moBe3aH W Ja HHje KomieTaH. Takole, Baxku 1a je OGpoj r COICTBEHA BPEIHOCT
rpacda G BHUIIECTPYKOCTU 1 JOK OcCTajie COICTBEHE BPEIHOCTH MOpPAjy 3a10BOHABATH
JjeTHATMHY

v — (N —pwax — (r—p)=0.

Jlakte, concrBene Bpeanoctu rpacda G cy

A—pt VA —p)? +4Ar—p)

(3.5) ru Ty = 5

[ToznaTo je ja cy BUIIECTPYKOCTH COIICTBEHUX BPEJHOCTH T, X1 U T jeJlHAKE, PeJoM, 1,

1 , 27‘+(n—1)(/\—u)] : 1["_1 2+ (n— 1)(\ — p)

5 [ _\/)\—M)2+4(7’—M> 2 _\/A—u)2+4(r—u)

JIema 3.1.2. [130] Heka je G nosesan d-pezysrapar epag ca n 460posa u mpu pasiu-
wume Jlanaacose concmeene epednocmu 0,1 u s. Tada je G jaxo peeyaapar epagh ca
napamempuma (n,d,rs/n+2d — (r +s),rs/n).

Teopema 3.1.13. [36] Hexa je G nosesan epa ca n 460po6a, MAKCUMAAHUM CIENE-

Hom A u Huzom cmenena usoposa 7(G) = (dy,dy, ..., d,). Tada je
2/(n—1)
det A
(3.6) RE(G) > 1+ %—1+(n—1)(n—2) | det A]

I[1d
=1

Jednakocm y (3.6) sasicu axo u camo axo je G = K, uau

G =~ SRG (n,r, T(T_l),m“_l)).

n—1 n—1

3a rpad KarkemoO /1 je HECHUHIYJapaH aKO Cy CBe FHeroBe COICTBEHE BPEIHOCTH
pazamaure of Hyse. 3a rTakaB rpad axu jga je |det A| > 0. YV HapenHoj Teopemu
JlajeMo JIomy rpanully 3a PanauheBy eneprujy HecwuHryaapuux rpadosa.

Teopema 3.1.14. [35] Hexa je G nosesan wecuneysapar epag ca n 480posa U MaKCU-
mannum cmenerom A. Tada je

| det A|
o1 (142)
A

(3.7) RE(G) > 1+
Jednaxocm eaorcu axo u camo axo je G = K,,.
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Jloxas. Heka cy Ay = Ay > --+ = A, comcrBene Bpeanocru rpada G. YV pany [31]
mokas3aHo je ga je x > 1+ Inx 3a x > 0, npu deMy jeJIHAKOCT BayKu aKO M CaAMO aKoO je
x = 1. Kopucrehu osaj pesyarar, jmodujamo

(3.8) EG) =x = > I

(3.9) > n—1+)Y In|)l

i=2
(3.10) = n—1+In|detA| —In )\
(3.11) > n—1+In|det A] —InA.

Y pany [35] mokazano je ma Baxku uejeanakoct £(G) < ARE(G) + A\ — A (unju
fiemo noka3 kacuuje uznoxutu). Caza je

EG)— M\ >1+n—1+1n|detA|—lnA'

A2 E >1 >
(312 RE(G)>1+=00 3

[IpernioctaBuMo Ja Baxku jearakoct y (3.7). Tama cBe HejeTHAKOCTH y TPETXOHO
M3JI03KEHOM JIOKA3y TOCTajy jennakoctu. 13 jemmakocru y (3.9) cienu

ol = gl = oo = A = 1.

Caza je A\, = —1. U3 jemnakoctu (3.11) cienn na je A\; = A, onakiie gobujamo 1a je G
peryiapan rpad. Ako je A =n — 1, tana je G = K,, u nuperxoHe jeJHAKOCTH BaKe.
Y cymporroMm, A < n — 2. Taga je Ko uanyxosanu noarpad rpada G. Ha ocHoBy
geme 1.2.1 cnenu nma je

1=\ < Ns(Ki2) = —V?2,

IITO je KOHTPAJIUKITH]a.
Ako je G = K, raga Baxku jequnakocr y (3.7). O

Casa hemo M310:KUTH HEKe Topbe Ipanuie 3a PannulieBy eneprujy. ¥ pasy [16],
Cavers je ca capagHunuma jg00M0 TOPY rpanuily y pyHKIuju Opoja 9BOPOBA U YO-
nmreHor PamanheBor mumexca.

Teopema 3.1.15. [16] Hexa je G 2pad ca n u60posa Koju HEMA U30A0BAHUL “4EOPOSQ.
Tada je

RE(G) < v/2nR_,.

Jokas. Tlpumemwyjyhun Cauchy-Schwarz-osy nejeanaxocr na sekrope (1,1,...,1)7 u
(|p1’7 ‘IO2|7 SR |pn’)T cjiean aa je

RE(G) < y/n é sl2 = \/n - tr(B) = \/2n R (C). 0

Kopucrelin nejeqnakocru u3 jgeme 1.4.12, y pany [104] nobujene cy cuenelie ase
ropwe rpanuiie 3a PanjiuheBy eneprujy.
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Teopema 3.1.16. [104] Heka je G nosesan epag ca n wsoposa. Tada je

(3.13) RE(G) <1+ +/(n—1)(2R_; — 1).

Teopema 3.1.17. [104] Hexka je G noseszan bunapmuman 2pag ca n weoposa. Tada je

(3.14) RE(G) <2+ +/(n—2)(2R_, — 2).

Pesyararu nperxo/se JBe TeopeMe HeJaBHO Ccy MOOO/bIIaHN y pamy [38], Tako mro
je Jarta KapakTepu3alifja eKCTpeMaJIHuX rpagoBa U MocTaB/beHa HOBA MPETIOCTABKA.

Teopema 3.1.18. [38] Axo je A =n — 1, mada sasrcu jednarocm y (3.13) axo u camo
arxo je G = K,, uau G = KiVrK,, 2dejen=2r+1,r > 2.

Teopema 3.1.19. [38] Axo je n menapan 6poj, mada jednaxocm eascu y (3.14) axo u
camo ako je G = Kp,, 2de jen =p+q.

IIpernocraBka 3.1.1. [38] Hexa je G nosesan epag peda n > 2 ca MAKCUMAAHUM
cmenenom weoposa A < n —2 u P =|det R|. Axo je

RE(G) = 1+ \/(n— 1)(n — 2)P¥=0 £ 2R, 1,

usu

RE(G) =1+ +/(n—1)(2R_; — 1),
?—d d*—d
"n—1"n-1

mada je G = SRG (n,d ) uru G = K1 VrKy, edejen =2r+1,r > 2.

I. Milovanovié¢ ca capagauiuma je y paay [108] mokazao jemy 1.4.14 u npumenno je
3a J00Mjarme HEKOJINKO HOBUX U TIOOOJBITIAHUX TOPEH-UX TPAHUIA 33 HEKE TUIIOBE eHePTH]je
rpacda. Mehy muma ce u3aBaja ropma rpanuna 3a PanguheBy eneprujy Koja je jgata y
caenehoj Teopemu.

Teopema 3.1.20. [108] Hexa je G npocm epag peda n > 2 ca m epana. Tada, 3a 6uno
Koje peaane bpojese ki u ko ca ocobunom 1 < ki < \/ZR,l/n u \/2R,1/n > ko = |pk),
2de je p wajmarwa Panduhesa concmesena epedrnocm no ancoaymmoj epedrocmu, 6aicu
da je

RE(G) <

win {ky + /0= DR = R, ks + /(0= DR = 1), /2R — 50— T

Jednarocm easicu axo u camo axo je G = K,,.
Caenehu pesyiarar g06mo je Li ca capagaunuva y pasty [89].

Teopema 3.1.21. [89] Hexa je G nosesan 2padh ca n usoposa u Panduliesum concmee-
HUM BPEOHOCTNUMG P1 = P = -+ = pp. lada je

RE(G) <+v/(n—1)(2R_; — 1)+ 1.
Jednakocm easicu ako u camo axo je |pz| = |ps| = = |pnl-
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n
Joxas. Tloacetumo ce ma je 2R = Y p2. lame je
=1

anR_y —2RE* = 3> (ol = [ps])?
i=1 j=1

= 2 (Ipl = loa)* +
=2

n n

(li] = 1ps1)*
2

=2

3 .

n

= 2(n+2R_, —2RE) + > Y (Il — Ips])?

i=2 j=2

WV

2(n+2R_; — 2RE).

3 nocaeame nejennakoctn crenn aa je (RE —1)2 < (n— 1)(2R_; — 1), npu gemy

n n
jemHaKoCT BazKu ako m camo ako je Y. > (|pi] — |p;])? = 0. Haxue,
=2 j=2

RE(G) < /(n—1)(2R_; — 1) +1,
IpU 9eMY jeJTHAKOCT BaXKh aKO M CaMo ako je |po] = -+ = |p,|. O

Caga hemo HaBecTn Topmy rpanuiy 3a PamguheBy eneprujy crabasia y QyHKIHjT
bpoja aBopoBa N.

Teopema 3.1.22. [36] Heka je T cmabao ca n usoposa. Tada je

RE(T) < 2 LEJ'5n+8

2 18

Pesynarar y Teopemu 3.1.22 y Be3m je ca XuWmore3oM Kojy je moctaBuo Gutman
ca capajgHunmMa y pajy [65]. Y numspy u3siarama HOMEHyTe Xurorese, Hajiupe hemo
nedbnHucaTH Heke crnenujaaHe kaace rpadosa. Heka je p > 0. Cradno Su, pena n =
2p + 1, Koje caJp:Ku p BUCENUX YBOPOBA CYCEJIHUX €A YBOPOBHMA CTEIeHa 2 U YBOP
crerena p, Haspaliemo p-cyrme. Hexka cy p,¢ > 0. Crabmo DSu,, pena n = 2(p +
q+ 1), 106ujeno ox p-CyHIA U ¢-CYHIIA, TIOBE3UBAIHEM IHUXOBUX MEHTPATHUX IBOPOBA,
nazsaliemo (p, q)-aymwio cynue (Bugeru cauky 3.1).

r

q

Poope

Cnuxa 3.1: I'padosu Su, u DSuy,,
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IIpernocraska 3.1.2. [65] Heka je T cmabao ca n ueoposa. Ako je n menapro, mada
mehy ceum cmabauma, najeehy epednocm Panduhese enepauje uma ("T_l)—cyHue. Axo

je n napno, mada mehy ceum cmabauma, najeehy Panduhesy enepeujy uma
(["T*QL | %5 2J) -dynao cynue.

VY caenehoj reopemu Das je ca capajHuiimMa oJipeino ropiy rpanuiy 3a Panguhesy
eHeprujy u /1a0 KapaKTepHU3allyjy eKcTpeMaaHnx rpadoBa kopuctehn jako peryiapne

rpacdose.

Teopema 3.1.23. [36] Heka je G npocm epad peda m ca MUHUMEGAHUM CMENEHOM
weopa 0. Tada je

—1)(n—=9
(3.15) RE(G) <1+ \/<" )5(" ),
Jednarocm eascu arxo u camo axo je G =2 K, uau G = SRG <n,r, %, %) .

Jloxasz. Baxu na je

_2 = — —
d Zdi d;
=1 vleGE( =1 viv; EE(G)
1 1
3.16 < -
(3.16) ;. Z a
=1 €EE(G
n
S 5

Kopuctehn Cauchy-Schwarz-oBy Hejeqnakoct mobujamo
=> ol =14 Ipil
i=1 i=2
(3.17) <1+, (n—1) <Zpl—1>

<1+\/(n—1§n—5).

[IpernoctaBuMo caja ja jegHakocT Baxku y (3.15). Tajga cBe Heje THAKOCTH ¥ IPET-
XOJIHO HABEJICHOM JIOKA3y TOCTajy jeanakoctu. U3 jennakoctu y (3.16) caemu ma je
di =dy = -+ =0, onakiie caean aa je G r-perynapan rpad 3a HEKO 7.

U3 jeqnakocrn y (3.17), caenu na je |po| = |ps| = - -+ = |pa|- Takobhe, Baxu 1a je

Lt (= ] = 14/ 200

Tj.
n—r
r(n—1)
49
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HOCManajMo ciaeneha aBa caydaja:
i) p2
i

(
(#4) ps
(

1 n
i) HeKaJe p2 = pn- Tagaje pr =1up = — 1,i =2,3,...,n, jep je Y p; = 0.
- i=1
Hakme, G = K,,.
(17) Heka je py = —p,. Tama je ps > 0. Y oBoMm ciyuajy Tpu paziuaure Pannufiese

corcTBeHe BpeaHocTu rpada G cy 1, po, —po, pu ueMmy je PannuheBa comcTBeHa Bpe/I-
nocr 1 myrummnnurera 1. Kako je G r-perysapan, caeau jga je A(G) = rR(G). Cana
rpad G uMa TpU PA3IUIUTE CONCTBEHE BPEAHOCTH (MATPHIE CYCEICTBA) T, TP, —T P2,
npu demy je r mysarummuiurera 1. Ha ocuory sieme 1.2.6, Tpu pazauuure Jlamnacose
corctBene Bpeanoctu rpada G cy 0,17 — rps, v + 1rpa, Tj.

O /r Tl—T [r n—’r’ n—r
r— jep je .

I'pad G je nosezan. Ha ocuoBy jieme 3.1.2 cieqaun ja je

G = SRG (n,r, rir=1) rin= 1)) .

n—1 n—1

[IpernocraBumo cana, obpuyTo, 1a je G = K,,. Tana je RE(G) = 2.
Pasmorpumo apyru ciayuaj. Heka je G usomopdan jako perynapHoMm rpady ca ma-
r(r—1) r(n—1)
pamerpuma | n,r, T
n —
HOCTH MaTpHIE CYCeIcTBa Cy

VLGRS CEL]

0JIaKJIe CJIeN Ja CY Pa3JnduTe CONCTBeHe BpegaHocTn PanmguheBe marpuie

1’\/(::17;r’_\/(::17;r'
RE(G):1+(n—1)1/ﬁ:1+\/("_1);"_7”). O

KomenTap 3.1.1. [72] Jsa jaxo peeysapna epaga Hy u Hy npukazana cy Ha cAuKama
-1

3.2 u 8.8. Ba Hy sasrcu da jer =3,n =10 u 7’<7“—1)

r(r—1) r(r—1)
n—1" n-1

7’5:_—11), r(nr_—ll)) |

1 ) Ha ocHoBy (3.5), pazinuure COINCTBEHE BpE/I-
n p——

Haxkie,

Huje yeo 6poj, odakae caedu da

-1
). 3a Hy eaomuﬁajen:16,r:6ur(r—1):
n_

H, 2 SRG (n,r,

1. daxane, Hy, = SRG (n,r,

20
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/’ﬂ\\

Cnuka 3.3: I'pad Hs

KomenTap 3.1.2. [72] Kopucmehu meopemy 3.1.23 mooice ce dobumu 20pta 2panuya

3a RE(G) + RE(G) y dynxyuju od n, A u d.

RE(G)+ RE@) < 2+ \/ n = 1?” L \/ m;_”ffl )

. z+m<\/”g5+\/nﬁil).

VY cnenehoj Teopemu HaBoAMMO Topiby Tpanuiy 3a RE(G) y dyukmmju o1 n, m, A
uo.

Teopema 3.1.24. [35] Hexa je G npocm epag peda n (n > 2). Tada je

RE(G) <1+ %\/n?n—__z)[an(n L) = (2m—A—6)2 — (n—2)(A2 + 5?)].

r(r—1) r(r — 1)) |

Jednarxocm sastcu aro u camo axo je G = K, uru G = SRG (n, T, T 7
n— n—

o1
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3.1.2 HoBu pe3yaratn

Heka je G 6unapruran mose3an rpad can (n > 3) uBoposa, m rpana u Pananhesnm
COTICTBEHHM BpeJHOCTUMA p1 = 1 = po = -+ =2 po1 = pp = —1. Heka je p =
max {[p;|}.

2<i<n—1

Teopema 3.1.25. [78] Hexa je G bunapmuman nosesan 2paf ca n weoposa (n > 3)

2(R_1 —1
u m epana. Tada sa ceaxu pearnu 6poj k, 3a xoju je p = k > (;2), 8aIHCU
n —
HejedHarocm
(3.18) RE(G) <2+ k++/(n—3)(2R_; —2 — k?).

Jednaxoem y (3.18) sascu axo je G Komnaeman bunapmuman 2pad, u Yy mom cAyuajy
je k=0.

Jlokas. TlocMaTpajMo KJacy peajHux HOJUHOMA, y o3Haiu P, (a1, az), obIuKa

Pn(1‘>:xn+a1xn—1+a2xn—2+b3xn—3+_“+bn7

e cy a; u as purcupanu peaysHu OpojeBu. (OBa KJaca HOJHHOMA pasMarTpaHa je y

pajy [97], rae je mOKa3aHO Ja 3a KOPEHEe OBUX MOJIMHOMA Ty > Tg > * - = X, BAXKH
HejeTHAKOCT
_ 1
(3.19) 1 <T+—/(n—1)A |
n
rie je

n

(3.20) f:%ixl u Aznix?—(Zm)
i=1 i=1 '

1= 1=1

2

ITocmaTpajmo cajia moJMHOM

n—1

on(r) = (x—1)? (z—1pi]) = (2=1)*(2"*+arz" P+ asx" * + 012"+ +b,_3),

@
Il
M)

pu 4emy je

ay = %((i o) - Z nil?) = %((RE(G) ~2)?— (2R -2)).

Osaj nosmuoM npunata knacu P, (2 — RE(G), 3 (RE(G) —2)? — R_; + 1). Caga u3
pesranmje (3.20), 3amemyjyhiu n ca n — 2 u ysumajyhu ga je x; = |p;|, i =2,...,n—1,
J1001jaMo
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n—1
1 RE(G) — 2

A=) 1o~ (X lod) =20n~2)(R1 ~ 1)~ (RE(G) - 2"

2(R_1—1
Taga 3a cBako k TakBo Ja je p > k > (;2), mvajyhu y Buay (3.19), Baxn
n JR—
HejeTHAKOCT
RE(G) —2 1
b<p< TG 22 L aem - R, - (REG) - 27).
n—2 n—2
OJHOCHO

(3.21) (n —2)k — (RE(G) —2) < /(n—3)(2(n —2)R_1 — (RE(G) — 2)2).

Nmajyhu v BUAY YCJIOB JaT V TEOPEMH, CACIU Ja je

(n—2)k — (RE(G) —2) = v/2(n —2)(R_, — 1) — (RE(G) —2) >0,
onakJe ce, Ha ocHOBY (3.21), mobuja

(n — 2)%k? — 2(n — 2)k(RE(G) — 2) + (RE(G) — 2) < 2(n — 2)(n — 3)(R_, — 1)
—(n - 3)(RE(G) — 2)?

v (n —2)k* = 2k(RE(G) — 2) + (RE(G) — 2)* < 2(n —3)(R_; — 1),

OJIAKJIE CJIEJIA J1a je

((REG) ~2) - k>2 < (n-3)(2(81 — 1)~ 1),

Caza uejennakoct (3.18) qupeKTHO cresiu.
Axo je G komiieran bunapruran rpad, raga je R_1(G) =1u p = 0. Cueau na je
k=0,RE(G) =2 u jennakocr Baxu y (3.18). O

ITocaenuua 3.1.1. [78] Hexa je G nosezan bunapmuman 2pad ca n > 3 460posa u
m epana. Tada je

(3.22) RE(G) <2+ p++/(n—3)(2R_, —2 — p?).

Jednarocm sascu axo je G komnaeman bunapmuman 2pap.

23
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Kowmenrap 3.1.3. 3a k = /| —————= na ocnosy (3.18) caedu da je

2(R_; — 1)
n—2

RE(G) < 2+ M+\/(n_3) (Q(R_1—1)—2(R_1_1))

n—2 n—2
= 2+ %jL(n—?)) %_2+\/2(n—2)(}3_1—1),
odaxae ce dobuja nejednarocm
(3.23) RE(G) <24 +/2(n—2)(R_; — 1),

Koja je doxasana y pady [12].

Komenrtap 3.1.4. loprwa epanuya (3.18) je 6oma od 2oprwe epanuue (3.22) sa k >

2(Ry—1)
n—2
KomenTap 3.1.5. V pady [15] doxasana je nejednarocm R_ < % Ha ocnosy ose

nejednarocmu u (3.23) caedu da je

RE(G) <2+ \/(” - 2)((5” —20)

Ilocaedrwa nejednarocm dokasana je y pady [15].

Y pazuy [99] noxazano je na 3a youmren Panauhes unjekc saxu ga je Ry < |5].
Ha ocroBy oBe Hejennakoctu u (3.23) caenn ja je

n, aKo je n mapat,
2++/(n—2)(n—3), ako jen nenapan.

RE(G) < {
JeTHaKOCT BaxKM ako U caMo ako je G = K.

Teopema 3.1.26. [131] Hexa je G epagp ca n weoposa, n > 2, u neka cy pi = ph =
<o 2 proancoaymue epednocmu Panduhesur concmeenux epedrocmu.

(a) Axo je G necuneyaapan 2pad, mj. n(G) =0, mada je

(3.24) RE(G) > 1+ (n—1)|det R|#T + (/5 — /p5)*.

Jednaxocm easicu axo u camo axo je G komnaeman epad uru axo je G nebunap-
muman 2pad ca mpu padasunume Panduhiese concmeene epednocmu

1 1
2Zdidj—1 2Zdidj—1
1 VU _ VU
) n _ 1 )

n—1

o4
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(6) Axo je n(G) =n—j, 0 < j <mn, mada je

(3.25) RE(G)>1+(j—1) (sz> + (/s = Vo).

Jednaroem eascu axo je G = K, , U Fn_p_q ua G 2 rKy UK, o

Jloxas. (a) N3 n(G) =0, ciequ na pf € (0,1].
RE(G) moxemo 3amucaru y obauky RE(G) = p; + > pi. Ako npumenunmo neje/-

maxocr (1.25) ma Y pf 3a a;—1 = p}, i = 2,...,n, nobujamo ja je
i=2

oo = (n=1)" s o+ (Von — )
1=2
= (n—1)|det R|7T + (\/pf, — \/p3)’

Kaxo je p] = 1, TBpheme Baxku.

Ako je G 2 K,, nwin ako je G HeOumapTuTaH rpad ca HaBeIeHe TPH PA3IUIUTE
Panjuhese concrsene BpejHOCTH, Taja Ce JUPEKTHOM IHpoBepoM yTBphyje jia Baxku
jeJTHAKOCT.

Ako Baxku jemnaxkocr y (3.24), Tama ce Ha MCTH HAYWMH Kao y Teopemu 3.1.12 moxe
3aksbyunTn Ja je G =2 K, nin je G HeOumapruTaH rpad ca HaBeIeHe TPH PA3JIUINTE
Pannuhese concrBene BpeIHOCTH.

(6) Tlocmarpajmo caga caydaj kaga je n(G) = n— 7, 0 < 7 < n. AKO UpuMeHHMO
nejequakoct (1.25) ma me-mysna Pampuhese comcrsene Bpegnoctu 1 = pf > ph > -+ >
p; > 0, mpumersyjyhn meton xao moz (a) mpobujamo (3.25).

Kopucrehu cnekrap marpuue £ 3a rpadose K, u K, , [19], Ha ocHOBY (2.3) MOKeMO
3aK/byIuTH 14 je 3a rpad K, 4, Panufies crexrap gat ca {1, —1, [0]PT9=2} | a 3a rpad
rKy U K, _y,, Panuhies crmextap je {[1]",[(—=1)]", [0]""?'}, omaxme 3axmydyjemo 1a 3a
HaBeJieHe rpadoBe Baxku jenHakocr y (3.25). O

KomenTtap 3.1.6. Axo je G necunzyaapan 2pad, mada je dowa epanuya (3.24) Gowa
0d dowe epanuue (3.3). Axo je n(G) > 0, mada det R = 0 u nonoso je dorwa epanuya
(3.25) 6owa 0d dowe epanuye (3.3).

Teopema 3.1.27. [131] Hexa je G epag ca n wsoposa, n > 2, u pf = ph = -+ = pk cy
ancoaymue epednocmu Panduhesuxr concmeenux epednocmu. Tada
(3. 26)

n)(V i =)

npu wemy je on) = (1 - w) :

RE(G) < n*a(n)(v/pi = /)’

2n2
Jednaxocm wa obe cmpane wejednaxocmu (3.26) sascu ako u camo axo je G = K, uau
. ~ N
(nod ycaosom da je n napro) G = LK.
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Jloxas. Y mokasy JsieBe crpane HejenHakoctu (3.26) kopuctuhiemo nejemnakoct (1.28)

3a A=B=./pj,a=b=/p;,a;=b=+/p;,i=1,...,n. Y3umajyhu y o63up gecny
crpany Hejegakoctu (1.29), mobujamo 1a je

RE(G) > —(/pi — Vpn)'na(n (Zﬁ)

> —(/pi — Vpu)na(n sz n—D(HpZ‘)n
= —(V7 — /pn)na )+ERE(G)+(n—1)|detR|%.

Caja 10Ka3 cJjiejin Ha OCHOBY IOCJIE/IHhe HEejeIHAKOCTH.

Umajyhin y Bugy caydajeBe jeanakoctu 3a (1.28) u (1.29), 3ak/bydyjeMo jaa jenHa-
KOCT Ha JIEBO] CTPaHU HejeTHAKOCTH (3.26) BasKy aKO M CAMO aKo je pi = ps =« -+ = pk,
Tj. aKo M camo ako je G = K, uin (moj ycaooM ja je n mapuo) G = K.

Jla 6ucmo mokazainm Ja BazKu U JIeCHa cTpaHa HejeaHAKOCTH (3.26), TIOHOBO KODH-
crumo mejeqmaxkoct (1.28) u (1.29). Vaumajyhu na je A = B = /p], a = b = \/p},
a; = b; = \/p_;-k, i=1,...,n,y nejennakoctu (1.28), u kopucrehnu JeBy cTpany Hejej-
nakoctu (1.29), mobujamo

RE(G)

N

(Vpi = /pr)*na(n) +% (Z \/P_f>
(Vi — /) na(n) + %(n —1) Zp: + (H p;> ’

1
= (Vi —V/p) nan) + —(n — )RE(G G)+ |det R|,

N\

OJIAKJIC CJIEIH JIOKA3 TeOpeMe.

JegHaKOCT Ha JICCHOj CTpaHu HejeqHaxkocTH (3.26) Baxu aKko U camo ako je py =

= pt, 1j. ako u camo ako je G = K, win (IOX yCIOBOM Ja je m MapHo)

2 K O
5

[l I

P2
G

Caja hemo mpukasarTu joIr jegaH HAYNH KOPHUIINEha aHAJIAUTUIKAX HejeTHAKOCTH
3a jo0ujambe HOBUX I'panuiia 3a PamauheBy eneprujy, rie hemo H3JI0)KUTH pe3y/irare
u3 paga [134]. Hamme, MOKeMO moCMATpATH MATPHIYY KOja MPEJICTAB/ba YOIIITEHe
Panjuhese marpurie.

Mpuore rpadoBcke nHBapujanTe 3aCHOBAHE HA CTENEHHMA YBOPOBA MOI'Y Ce NMpHUKa-
3aTu y 00uKYy [61]

TI=TI(G)= ) F(d;dy),

VU

npu demy je F' oxrosapajyhe uzabpana dyukmuja ca csojctBoMm F(z,y) = F(y, x).
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Cakoj rpadoBckoj nuasapujantu 11, moxe ce mpuapyxutn PamguheBa marpuia
3aCHOBAHA, Ha CTEIIeHHMa YBOPOBHMA, y o3Hamu R.A, koja je neduHucana ca

Fldi,d;) aKo je v; ~ v;
RA =< adg T
0, nHaYe.

Heka cy fi > fo > -+ > f, concrene Bpegnoctn marpune RA, u vy = 7o =

-+ = 7p, AICOJyTHE BPEIHOCTU CONCTBeHWX BpemuocTu f;, ¢ = 1,2 ... n. Tana Baxe
jeaHaKOCTH
(3.27) tr(RA)=> fi=0,
i=1

u

_ " F2(d;, d;)
3.28 tr((RA)?) = = 2=2) — 2

= i= Vi~V

Enepruja marpune RA, y oznamu RE7;, Moxke ce gedunucaru Ha ciaegehn Hadun
RErr = RET1(G) = Z |fil = Z%’ :
i=1 i=1

Kana dyuknuja F(d;, d;) y3uma onpeljene koHKpeTHe BpeiHOCTH, 100Hjajy ce HEKH
HO3HATH TONOJIONIKK HHJEKCH U ojroBapajyhe enepruje, Mehy kojuMa ce mojaBibyje u
Pannuhesa.

e 3a F(d;,d;) =1 nobuja ce Panmuhiesa enepruja, tj. REr; = RE.

e 3a F'(d;,d;) = \/did; nobuja ce T'I = RR, mro npeacTaBba penunpodnn Panm-
heB uHIEKC. YV OBOM ciaydajy moduja ce odbuvHa eHepruja, Tj. RErr = £.

e 3a F(d;,d;) = d; + d; nobuja ce npBu 3arpebauxu uHIeKC, Tj. 11 = Zg,. Moxe
ce nedununcaru ofaropapajyha eaepruja y oznamu RE 7 = RZ 1 E.

e 3a F(d;,d;) = d;d; nobuja ce apyru 3arpebauku uuiexc, tj. 71 = Zgy. Moxe
ce nmedununcatu ofaropapajyha erepruja y oznamu RE 7 = R FE.

WNnaeke cuMeTpudHe IojeIe cTeleHa 4BopoBa, y o3Hamu SD D, nedunucan je ca
[127]
2 2
d; + d

SDD = SDD(G) = ) T
(Aad]

ViU

Teopema 3.1.28. [134] Heka je G npocm epah ca n > 2 460posa, Koju Hema U3040-
sanur weoposa. Tada je

n

(3.20) REM(G) < Wtr«m?) " (o1 = )

Jednakrocm 6asicu aKo U CaMO GKO je Yo = Y3 = -+ = Yp_1 = 5
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/loxas. Ha ocmoBy Lagrange-oBor miaeHTUTeTa CIEIN 11 je

(3.30) nZﬁ—(Z%) = Z i (=) 2+ (=) ) +(11—1m)* -

1<i<g<n

Bar=2,n=2,a; =7 — 7 ¥ ay ="; — Yn, Ha ocHOBY (1.33) caenn na je

1
(3.31) (m =7+ (v =) > Z 5 - Tn)?-
13 (3.30) u (3.31) pobuja ce
n nfl n
2 2 . 2 _ 7 o 2
D (z%) > S = =

Tj.
ntr((RA)?) — g(m — ) = (RET(G))?.

onakJe caean (3.29).

Kaxko jennakoct y (3.30) Bazku aKO M CAMO aKO je J1 = Yo = +* = Yp_1 U Yo = Y3 =
s =Yy, Cllenn Ja jemHakocT y (3.29) BayKu aKO M CAMO KO je Yo = Y3 =+ = Y1 =
N + Tn O
5

KOMeHTap 3.1.7. 3a F(dl, d]) = 1, F(dl, dj) = dld], F(dl, d]) = dl—Fd] [ F(dl, d]) =
d;dj, na ocnosy (3.29), dobujajy ce, pecnexmusno, ciedehe nejednarocmu

2

(3.32) RE(G) < \/2nR_1—g(71_%)27

(3.33) £(G) < \/gm g(% )2,
RZEBG) < \/4n(5DD +m) = 5 (1 = ),
RAEG) <[220~ 3 =2,

Hejednarocm (3.32) je doxasana y [108], a nejednaxocm (3.33) y [109].
C o6zupom Ha 10 aa je (v —vn)? = 0, mobujamo caeaehy nocaeauiy teopeme 3.1.28.

ITocaenuna 3.1.2. [134] Hexa je G npocm 2pag ca n > 2 u6oposa, Koju HEMA U30A40-
sanux weoposa. Tada je

(3.34) REr(G) < /ntr((RA?).

Jednakocm 6asicu ako U camMo KO je Y1 = Yo = -+ = Yp.
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KOMeHTap 3.1.8. 3a F(dl, d]) = 1, F(dl, dj) = didj, F(dl, dj) = dl—i—d] u F(dl, d]) =
d;d;, us (3.34), pecnexmueno ce dobujajy caedehe nejednarocmu

(3.35) RE(G) < +/2nR_,
(3.36) E(G) < V2mn,
RZE(G) < 2y/n(SDD +m),
(G) <

\V2nZgs .

Hejonaxocm (3.35) je doxaszana y [11], a nejednaxocm (3.36) y [105].

Teopema 3.1.29. [134] Hexa je G npocm 2pagd 6e3 u30406aHUT 4w60p0o6a ca 6ap jedHoMm
eparom u Hexa je n > 2 6poj ueoposa 2paga G. Axo je fi 0 3ai=1,2,...,n, mada
Je
tr((RA)? n
(3.37) REp(G) > WRAS) £ mm
4! + Tn

Jednarocm eascu ako U caMo aKO je Y = Y1 UM Vi = Vn, 30 1= 1,2,....n.

Jlokas. Ba by =1, a; = v, m = v, M = v, @ = 1,2,...,n, Hejennakoct (1.35) ce

Tpanchopmuiie y
va +%%Z 1< (71 + ) Z%,
i=1 i=1 i=1

Tj.
tr((RA)?) + nymm < (11 + 1) REL:(G),
onakse caeau (3.37).

Ha ocuoBy cayuaja jennakoctu y (1.35), jennakoct y (3.37) BaxKu ako U CaMO aKO
jevi=m aam oy, =Yy, 3a 1= 1,2,...,n. O
KOMeHTap 3.1.9. 3a F(dl, d]) = 1, F(d“ dj) = dld], F(dz, d]) = dl—Fd] [ F(CZZ, d]) =
didj, us (3.37), pecnexmueno ce dobujajy caedehe nejednarocmu

2R_ "
RE(G) 1+ N7y 7
’71 ‘I’ ’Yn
2 n
(3.38) £(G) = m A Y
§é! + Tn
4(5DD n
71 +’7n
27 n
RZ,E(G) > M
’71 ‘I’ ’Yn

Hejednarocm (3.38) je dokasana y [110].

Teopema 3.1.30. Hexa je G npocm 2pag ca n = 2 460po6a u CONCMEEHUM 8PEIHO-
cmuma f; 0,1 =1,2,...,n. Tada je

2tr((RA)?)
(3.39) REn(G) > == =

Jednarocm eastcu axo u camo axo je fr = fo = - = f, = —fpr1 = - = —fn,
(n = 2p).
59



3.1. I'PAHUIIE 3A PAH/INREBY EHEPI'UJY

Jloxas. Ha ocuosy (3.27) u (3.28) caemnu ma je
= = "2

1 n
P Al

zjm fa) £

=1

(3.40)

Kako je fi > f; > fn,3a1=1,2,...,n, ciean ga je
—(h-fa)<2fi-fhi—-fu<fi—fa,
Tj.
(3.41) 2fi = fi—=fal S fr = fu-
Caza na ocuosy (3.40) u (3.41) cienu na je
((RAP) < 5(fi ~ ) REM(G)

IMTO Jaje TPaXKeH! pe3yaTarT.

Ha ocuomy (3.40), jeanakoct HacTyma ako u camo ako je f; = —f,. Cana je jako
3aK/bydnTH Ha OCHOBY (3.41) ma jemmakoct HacTyna (¢ o63upoM Ha TO Ja je fi + fo +
4+ fo=0)akomcamo ako je fi = fo = = f = —fprr1 = ~fpro = = —fa
(n = 2p).
Komenrtap 3.1.10. 3a F(d;,d;) = 1, F(d;,d;) = \/did;, F(d;,d;) = d; +d; u
F(d;,d;) = d;d;, us (3.39), pecnexmusno ce 006UJajy caedehie nejednarocmu
4R_
(3.42) RE(G) > ——
fl fn
4m
EG) =
( ) fl fn
8(SDD
RZ\E(G) > ﬂ’
fl - fn
47
RZ,E(G) > 72
fl - fn

Kaxo je sa Panduhese concmeene spednocmu ucnyrweno fi — f, < 2, nejeduarocm
(3.42) je 6omwa 0d nejednarocmu (3.1).

Teopema 3.1.31. [134] Hexa je G npocm epad ca n > 2 u60posa koju je pasiusum
0d npocmoz epaga. Tada je

Jednarocm eaorcu axo u camo axo je fr = —fn, fo=fs == f_1 =0.
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Jloxas. Yanvajyhu y o63up (3.27), mobujamo 1a je

0:<Zf) DNEDW

1<J

Kako je
N fp==2> fifi
i=1 i<j

Tj.

S =2 _fify
=1

i<j

)

cJIeTa 1a je

(REr(G))* = (Z |fi|> Z il 23 A1)
> fifi

1<j

(3.44) Z|fz|2+2 _2Z|fl|2_2tr (RA)?),

IITO jaje TpazkeHn pesyarar (3.43).
Ako je fi = —fu, fo = f3 = -+ = fa1 = 0, Tana je RSTI(G) = 2|f1’ n
2tr((RA)?) = 2|f1|, ma jeanakoct Baxu y (3.43).
[IpernocraBumo caja aa jeqnakoct Baxku y (3.43). Tana jennakoct saxu y (3.44),
mro 31a4n 12 f;f; Mopajy 6urtu ucror 3maka 3a 1 < i < j < n. Caeau na je fi = —fp,

fo=fs==fui1=0. O
Kowmenrap 3.1.11. 3a F(d;,d;) = \/did;, uz (3.43) dobuja ce nejednarocm

Koja je doxasana y [92].
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3.2 [I'panurie 3a pe30JIBEHTHY €HEPIrujy

Cana hemo W3JI0KUTH HeKe pe3yiaTaTe JoOHjeHe Y TOKY H3paje IucepTaiuje, y
KojuMa cy oxapehene rpanuie 3a pe3oJBeHTHY eHeprujy rpada y 3aBHCHOCTH OJ1 Opoja
YBOpPOBa, Opoja rpaHa U HYJITOCTH I'pada.

Teopema 3.2.1. [68] Heka je G epagp ca n weoposa u m epana. Tada je

n? 2m(2n — 1)
3.45 —— < FRG) L1+ ———7+7——+.
(3:45) n3 —2m (@) * n?(n? — 2m)

Jednaxoem wa ae6oj cmpanu easrcu ako u camo ako je G = K, usu (nod ycaosom da je
n napno) G = 5 K,. Jednaxocm na decrnoj cmpanu s axo u camo axo je G = K.

Joxas. Jowa epanuua y (3.45). Baxu na je

ER(G) = 1 Z M (G) > 1 Z Mo (G) ’

n nk n n2k
k>0 k>0

IpU Y€MY jeJIHAKOCT BayKu ako U caMo ako je G oumapruran. lajpe je

1= Mop(G) 1 [ Mi(G) M (G)
W T T | 2 PV
k>0 | k>0 k>0
1| 1 —~ 1
— 5 i i
27’L L =1 1 T n i=1 1 + n
1 & 1 1 2
(3.46) T & ,
n < — (= n
=1 n Z (1 - (%)2)

n
1 n?
- -
x
=17 Y
i=1
IpH 9eMy jeTHAKOCT BayKM aKO U CaMO aKO Je X1 = XTg = +++ = Ty, .

Uspas Ha necHoj crpanu penanuje (3.46) ce caga Tpancdopmuiie y

n* n?

(2 =) = 3N
i=1 =1

onakiie, Kako je My(G) = 2m, caeaun noma rpanuna y (3.45).

JeJIHaKOCT BaxkKu ako U camo ako je rpad G GumapruTan u akKo HEroBe COICTBEHe
BPEJHOCTH 3370BOJbABAjY yeIoBe A = A2 = ... = A\2. Ha ocuosy steme 1.2.2 3aK/byy-
jemo na je G =2 K, umm G = %K, (nox ycioBoMm jia je n 1apHo).

Topra eparnuya y (3.45). Kako je Mo(G) =n u Mi(G) =0, crequ na je

S|
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pai)= L [ M6 | 5 M)

2k 2kt
L >0 k>0
1| Ma(G) My (G)
~n n+ n2k + Z 2kt
L k>1 k>1
=1+ n2k + 2kl
k>1
. Zl(/\Z)Qk . . Zl<)‘l>2k
3.47 <14 - i= i= ,
( ) si+ P n2k n n2k

IpU Y€MYy CMO KOPUCTHIH YUHHEHUILY Ja je n — 1 = \;.

Jemuakocr Baxku jeauno ako je \; = 0w je \;, =n—1 (1 =1,2,...,n), 1j. ako
1 camo ako je G =2 K, .

Uspas Ha jnecHoj crpanu penanuje (3.47) ce caga TpancdopMmuiie y

n k

3 A
1 277/—]. i:12 277/—].
14+ = <1
+ > =

n2k
k>1 k>1

om—1 om\ * om—1 om\ *
= 1+— Z(ﬁ) =l+—5 [Z(ﬁ) —1]

k>1

2n —1 1
= 1+ e (_%—1>,

OJIaKJIe TUPEKTHO CJIeJIU Topiha Tpanuma y (3.45).
Ha ocroBy jieme 1.2.2, jeqHakoCT BazKu ako u camo ako je G = K. ]

> A
i=1

n2

Axo je moznar 6poj comcrBeHux BpeaHocTH rpada G Koje cy jeaHaKe HYJIH, Tj.
uyaroct rpada G, taja ce noma rpanuna y (3.45) mMoxke 1m060JbIIATH.

TTocnenuma 3.2.1. [68] Hexa je G epagh ca n w6oposa u m 2para, u ng CONCMEEHUL
epedrnocmu jednarur nyasu. Tada je

no n(n — ng)?
3.48 ER(G) > — + :
(3.48) (@) n  n%(n—ng) —2m
. . 1< 1

Jlokas. YV nokasy Teopeme 3.2.1 je nokasano na je ER(G) > — Z W Axo

n—1-— (&

=1 n
O3HAYUMO Ca Y . CYMHDParbe [0 CBHM He-HYJa CONCTBEHUM BPETHOCTHMA, JT0OUjaMo
A£0
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ER(G) — —Z

01— ( )’
n 1 n—n n 1 n—ng)?
> Myl (noml o 1 (r—no)
n n2<1_(&)> noon on-—ng—3
AZ0 "
oakJje HejeHAKOCT (3.48) NUPEKTHO CJie/IH. O

Ako je G bunapruran rpad ca HemapHUM OpojeM YBOpOBa, Tada je ng = 1 [25]. 3a
TakaB rpad je

ER(G) > 1 n(n —1)?

"0 m2(n—1)-2m’

Ako je rpad G GumapruraH, Taga ce ropma rpanuna y (3.45) Mozke moGOIBIIATH.

TTocaenuma 3.2.2. [68] Heka je G bunapmuman epag ca n weoposa u m epana. Tada
je

2m
2

(3.49) ER(G) <1+

n(n?—m) "

Jednarocm easicu axo u camo axo je G = K, uiu G = Ko, U K, 4, 2de je Ky
Komnaeman bunapmuman 2pad maxas da je ab =m

Joxas. Tlomro je G Gunaprurtan, taga je My, 1(G) =03acBako k > 0um Y. \2 = m,
+

rae Z IpeacCTaB/ba CyMHUpPaibe IO CBUM IO3UTUBHUM COIICTBEHUM BPEAHOCTHUMa OAIO-
_l’_
Bapajyher rpada. Kopumihemem jeme 1.4.1, 1o/ IpeTmnocTaBKOM Jia je n > 3, BaxKu

aa je

oJlaKjie TUpeKTHO ciean (3.49) .
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Jemnakoct y (3.49) Bazku ako u camo ako rpad G HeMma BHIIE O je/THE MO3UTHUBHE
corcTeere BpeaHocTH. AkO (G HeMa MO3WTUBHE CONCTBEHE BPEIHOCTH, TaJla Cy CBE
FErOBe COIICTBEHE BPEIHOCTH jeIHAKe HYH, onakie ciaean a1a je G = K,,. Axo rpad G
nMa TAIHO jeTHY HO3UTUBHY COICTBEHY BPEIHOCT, TaJa Ha OCHOBY JieMe 1.2.2, 1 KaKo je
G 6unapTUTaH, OH MOPa CaJIpzKaTH KoMIlleTaH ounaptutan rpad Ko, u uMatu n—a—>b
M30JI0BAHUX IBOPOBA, TIe je ab = m. O

Y HacTaBKy he OMTH HaBeJeHH JOII HEKH Pe3yJTaTH y KojuMa ce ofpelyjy HoOBe
IrpaHuIle 3a pe30JBeHTHY eHeprujy. Hajsehu meo Tux pesyiarara je caap:Kkan y pajy
[133].

1
IToacerumo ce na cy

TL—>\Z"

i =1,...,n, concrTBere BpeJHOCTH MaTpuie Ra(n) =

n

1
(nl, — A)~!, omaxne cienn ga je det(Ra(n)) = H "
= A
i=1

3a pe30JiBeHTHY eHeprujy rpada moxasaim cMoO 1 BaXKu

(3.50) ER(G) > 1,

pU Y€MYy jeJHAKOCT BazKu ako u caMo ako je G = K.
Y macraBky m3jarama mokazahemo na je

(3.51) ER(G) > n(det Ra(n))7,

a nakon Tora hemo uckopucruru nejeguakocru (3.50) u (3.51) y nmmy nobujama HOBUX

rPAHNUIA 32 PE30JIBEHTHY eHeprujy. KoHKpeTHO, pasMarpahieMo 101be i TOPIbe IPAHHIEe
1 .

3a FR(G)—1u ER(G)—n(det R4(n))= koje 3aBuce o1 n, A1, A, det R 4(n). [Ipso fiemo

JIOKa3aTH jeJIHy JieMy Koja he HaMm OuTH morpebHa 3a KacHHja pasMaTparba.

Jlema 3.2.1. [133] Hexa je G epagp ca n 4w60posa u concmseHum 8PEIHOCTNUMG A =
Ay == \,. Tada je

(3.52) Zn: a1 =n?*(ER(G) —1).

n—\
i=1 v
n

Jlokas. Kopucrehn aumennny na je > A; = 0, nobujamo
i=1

n*(ER(G) -1) = n’ (injA ‘i%) :”zg(njxi_%)

i=1 v i=1

n

& A Ai(n? —n);) +nA\?
o 2 i _ i i i
- Z_erﬂ—n)\i ZZI n? —n\;

i=1
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>k > (det Ra(n))n,

Jlema 3.2.2. [133] 3a ceaxu pearan 6poj k, maxas da je 2
n—a

8avCU Hejednarocm

(3.53) ER(G) > k + (n—1) (de‘;RTA(”)) o

Joxas. Tlocmarpajmo yHKIujy

, x> 0.

f@) =a+(n-1) (M)

T

Kako je

Y

Fa=1-(

caenu ga je f(x) meonamajyha dbyukmuja 3a x > (det RA(n))%.
Ha ocuoBy mnejepnakoctn n3mely apuTMeTuvdke U reOMeTpHUjcKe cpejune Jao0uja ce
1 1
1 je (det Ra(n))w < S OMAKIIe CIeAu 1A je f (detRA(n))%) < f ( S )
n—a n—a
Ha ocnoBy mejeanakocTn u3mehy apuTMeTHUYKE U MeOMETPUJCKe CpejIuHe CJIeIu J1a
je

det RA(m) =

xn

1 1
f(n—)\1> - n—)\1+(n_1)

< — +) L _ER@).

n — )\1 2 n — )\z
: : 1 1
Jakne, 3a cBaku peasnan 0poj k, Takas ma je S > k > (det Ra(n))w, Baxe
n —_
HejeITHAKOCTH '
1
BR(G) > 1 (2 ) 2 100 > £ (1@t Rafi)?).
n—n
onakJe ce nobuja HejeaHaxoct (3.53). O

3=

Komentap 3.2.1. [133] Kaxo je f <det RA(n))%> =n(detRa(n))", us (3.53) moorce

ce 3akpyvumu da je
(3.54) ER(G) = n(det R(n))w.
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Hejednarocm (3.54) ce maxohe moorce dokazamu kopuwhervem nejednaxocmu usmely
APUMMEMUIKE U eeomempujere cpedune. Jeduaxoem y (3.54) eascu ako u camo ako
je G = K,,. Hejednaxocm (3.54) je 6owa 00 nejednarocmu (3.50).
. 2m ) 1 n
Kaxko je A\; > — [26], cneau na je > . Kopmmhemewm necne crpane
n n—>AN _n2—2m
Hejennakoctn (3.45), Tj. HejemHAKOCTH

2m(2n — 1)

E <14 men—
(@) - n?(n? — 2m)

MOY¥Ke Cce 3aKJBYUHUTH Jia je

n?(n? —2m) + 2m(2n — 1)

(det Ra(n))s < ~ER(G) <

n n3(n? — 2m)
2(n? — 2 2m(2n — 1 1
Jlako ce nokasyje ja n3 n(n n;;)z—i__ 2:7;() n—1) < 2 f2m , CJIEJIA J1a je pa— >

Lz > (det Ra(n))*.

n? —2m

1
n > (detRA(n))TlL, 3a k =

KowmenTap 3.2.2. [133] Kaxo je

" n—>X _ n2—2m n—>N
uk= 3o, Peenekmueo, us (3.53) dobujajy ce caedehie nejednarocmu
n? —2m
1
(3.55) ER(G) > ——— =+ (n = 1) ((n = A) det Ra(n))=T,
— A1
n n? —2m =

Teopema 3.2.2. [133] Hexa je G npocm epagh ca n weoposa. Tada je
1

(3.57) ER(G) > 1+ —|det A= (det Ra(n))7.
n

Jednaxoem sastcu axo u camo axo je G = K,,.
n

Jlokxas. Ha ocuoBy HejennakocTu uaMel)y apuTMeTHUYKe U I€OMETPHjCKE CpeJIuHe U
(3.52) caenu ma je

N A 2 1
2 _ i i _ 2 1
n*(ER(G)—1) = ; m—— >n (1:]1 — Ai) = n|det Al (det Ra(n))7.
A2 A2 A2
JeJIHAaKOCT BayKd aKO M CaMO aKo je 1_ - 2_— ... = . omaKJ/e CJemn
n — )\1 n — /\2 n __)\n
naje \y = Ay = --- = \,. Ha ocroBy Jsteme 1.2.2 cienm na je G = K. O

V nacrasky liemo pasmarparn rpanune 3a ER(G) — n(det Ry(n))» u ER(G) — 1.
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Teopema 3.2.3. [133] Hexa je G epagh ca n usoposa, n > 1, u concmeernum epedno-
cmuma ANy = Xy = - = \,. Tada je

(Ve - VA

(3.58) ER(G) — n(det Ra(n))» > (ESNCE
Ly (VA VA
(3.59) ER(G) —n(det Ra(n))» < na(n) - TSNS

_ 1(n 1(n 1 (1) 41
-2 (1-=15]) =7 (1 -5 ).
npu ey je o(n) n LQJ ( n L2 ) 4 ( 2n?
Jednaxocm y obe nejednarocmu (3.58) u (3.59) easrcu axo u camo axo je G npasan
epa.
1

Joxas. Jowa epanuuya y (3.58). Hokas cieau u3 uejennakoctu (1.25) 3a a; = "

n— A
1=1,...,n.

1 1

Topra epanuua y (3.59). 3a a; = b; = i=1,....nfA=B=—nu=—,a=

i &

b= T Ha OCHOBY Hejennakoctu (1.28), mobujamo j1a je
n—An

\/Tl,—)\l7

IR N R e P Y

Kopucrehu sieBy crpany nejegnakocru (1.29) nobujamo na je

(Vn— XA, —V/n—A\)?
(n—XA)n—2X\,)

ER(G) < % ((n —1)ER(G) + n(det RA(n))%) + na(n)

OJIaKJIe CJIeIH JTOKA3.

1
Ha ocuoBy seme 1.4.4, jennakoct y (3.58) Bayku ako W caMo ako je =
n— A2
1 1 1 . o) \
e — T]. aKO U CaMO aKoO ]é — —
n— As n— An_1 (n—X)(n—N\,)’ ) 16 A2 ’

o= =n—+/(n— A1) (n— ).

Ako je A\, = A\, Tama je n — \/(n —A)(n—A\,) = A\, omakie ciaean ma je Ay =
Ay = --- = \,. Ha ocuoBy seme 1.2.2, ciengu na je G npasan rpad.

Axo je A\, < A\ Tama rpad G uma Tpu pas3amIUTe CONCTBEHE BPEIHOCTH

{)\1, [n =) - )\n)r_2 , )\n} .

Kako je n — /(n — A\1)(n — A,) > 0, ciien za je osaj apyru cayuaj nemoryh, jep je
Taga |A,| > A;.

Jemuakocr y (3.59) Baku aKo W caMo ako je A} = Ay = -+ = \,,, OJIaKJIe CJIeJIN 1A
je G npazan rpad. O
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ITocnemuna 3.2.3. [133] Heka je G 6unapmuman epad ca n 460posa, u cOnCmeenum
spednocmuma Ay = Ag = -+ = \,. Tada je

(3.60) ER(G) — n(det Ra(n))t > 20—V = A1)

n? — A\ ’
; 2(n — /n” — X\t
(3.61) ER(G) — n(det Ra(n))» < n’a(n) (n = n/\Q /\1)-
- M

Jednarxocm y obe nejednarocmu easicu axo u camo ako je G npasan epad.

Teopema 3.2.4. [133] Hexa je G epagp ca n weoposa, n > 1, u concmeenum epedro-
cmuma ANy = Ay = --- = \,. Tada je

()‘1 _ )‘n)2
(n—=A)(n—X)2n— A — \y)

et 5] (-2 [3]) = (- 5

Jednaxocm na aesoj cmpanu wejednarocmu (3.62) eaocu axo u camo axo je G = K,

a jednaxocm wa decnoj cmpanu wejednarocmu (3.62) sascu ako u camo axo je G = K,
N ~ n

wau (nod yeaosom da je n napno) G = LK.

()‘1 _ )‘n)2
(n—X)(n—A\,)’

(3.62) < ER(G) — 1< a(n)

Joxras. Jora eparnuya y (3.62). Jlesa crpana nejejaunakocru (3.62) nobuja ce u3z (1.27)

3ap; =n—N\,a; =b = 1=1,2,...,n.

n—N\ 1 1
r 3.62). Baa; = ——,i=12..,nr=——R= ’
oproa epanuya y (3.62). 3a a n—\ ! e n— A, n—A

uejennakoct (1.24) ce rpancdopmuIne y HejeTHAKOCT

T S

OJIaKJIe CJICM JIOKA3.
JeqHakocT Ha J1€BOj cTpaHu HejegHaKoCcTH (3.62) Basku ako W camMo ako je

1 1

| 1 I W,

n—)\g_n—Agz _n—)\n_l_ 2

Cnuano Kao y teopemu 3.2.3, MoxkKe ce 3ak/byuntn fa je G = K, win na rpadp G uma
TPpHU PA3JIMYINUTE COIICTBEHE BPEJIHOCTU

n—2
A A A —\,)2
W R et u)] N

PYEDW
2 A(n — 2t

)\1 + >\n + ()\1 - /\n>2
2 4<TL— )\1"2_)\71)
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1
JeTHAKOCT Ha JIeCHO] CcTpaHu HejemHakocTH (3.62) BayKn ako U caMo aKo je =
n—A1

1 1 1 1 1 S 1
n — A9 n— A, n—M\ n — Ao n— A n — ki1

1 _

” 3a k = |5]. Ha ocnosy meme 1.2.2, y npsom ciaydajy je G = K, a y Apyrom
n —
je G = LK, (mox ycioBoM Jia je n mapHo). O
ITocnenuna 3.2.4. [133] Heka je G 6unapmuman epad ca n > 1 ugoposa u concmee-
HUM 6PEOHOCTIUMG N1 = Ao = -+ = N\,. Tada je
2)\2 4)\2

3.63 — < FER(G)-1< —1.
(3.63) o < ER(G) — 1< aln)

Jednarocm na aesoj cmpanu eaxcu ako u camo axo je G = K, dok jednarocm ha

decnoj cmpanu 6axcu ako u camo ako je G = K, uau (nod yciosom da je n napro)
n
G = LK.

Teopema 3.2.5. [133] Hexa je G epagp ca n weoposa, n > 1, u concmeenum epedro-
cmuma ANy = Xy = -+ > \,. Tada je

A,
(n—X)(n— A1)

(3.64) ER(G)—1< —

Jednarxocm saocu axo u camo axo je G = K, uau G = kK, s3anexek us, 1 <k < n—1,
maxee da je n = ks.

Jlokas. N3 nejequakocru (1.30) 3a a; =

1 )
pi = —, CTenn Ja je
n

n 1 1 1
n
" _+7‘RZ n )\n+n—)\1’
i=1
Tj.

1 1 1 & oM — A — A\,
“E L ) < |
n R(G)+(n—)\n)(n—)\1) nZ(n ) (n—Ap)(n—Ap)

i=1
Kako je > (n — \;) = n?, nocaeama HejeJHAKOCT ¢e TpaHCDOPMHUIIE y HejeTHAKOCT
i=1
1 n 2n — )\1 — )\n
n (@) (n=X)(n—=XA1) ~ (n—=X)(n—X\)

OJIaKJIe CJIeIU JTOKA3.

. 1 1 1
Jeqnakoct y (3.64) Bazku aKo M caMo aKo je ey vl v W
uau 1 = 1 = ... = 1 > ! = ... = ! 3a HEKO k
n—M n — Ao n—)\k n — Aga1 n—>A, ’
1< k< n—1. Y upsom cayuajy je G = K, 10K je y apyrom ciayuajy G = kK, 3a
Heke ku s, 1 <k <n—1, takse j1a je n = ks. O
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ITocnenuna 3.2.5. [133] Heka je G 6unapmuman 2pag ca n 460posa u concmeenum
spednocmuma Ay = Ag = -+ = \,. Tada je

A

2 27
n _>\1

(3.65) ER(G)—-1<
npu wemy jednaxocm easicu axo u camo axo je G = K, uau (nod ycaosom da je n
napro) G = LK.

Y macrtaBky hemo M3/I0)KUTH HEKe HOBE JIOIe U Iopihe rpanuile 3a JlamnacoBy u
HeHeraTUBHY JlamracoBy pe3osBeHTHY eHeprujy. Y Ty CBPXY HOJCETUMO Ce Ja Cy

u ,1=1,2,...,n, councrBere BpejHocTH MaTpuiia Ryp(n+ 1) =
n+1—-pu 2n—-1-g¢ pedt punia Ry ( )

(n+ 1)1, — L) ' uRg(2n—1) = ((2n— 1)1, — Q)" pecrexTuBHO, 0JaKIE CIAETHN JA

je det(Rp(n+1)) = H n det(Rg(2n — 1)) =[] ﬁ

n+1-— 273 .
i=1
N3noxuhemo majupe Heke Hose gome rpannie 3a RL(G) u RQ(G).

Teopema 3.2.6. Hexa je G 2pag ca n ueoposa. Tada je

(3.66) RL(G) > ndet(Ry(n + 1))n,

3=

(3.67) RQ(G) = ndet(Rg(2n — 1))n.

Jednaxocm y obe nejednarxocmu sascu ako u camo axo je G = K.

1
Jloxas. Ha ocuoBy Hejennakoctu (1.23)3ap;, = 1,0, =b; = ————,1=1,2,...,n,

JI00MjaMO HejeTHAKOCT

n-RL(G) > (Z ﬁ) .

Casia 10Ka3 cJeu HA OCHOBY JlecHe crpaHe HejeaHakoctn (1.29). Jlokas HejeTHAKOCTH
(3.67) je anasoram.

Jenakoct y 0be HejeHAKOCTH BayKu, Ha OcHOBY Jema 1.4.2 u 1.4.8 u komenrTapa
1.2.2, ako u camo axo je G = K,,. m

Teopema 3.2.7. Hexa je G epag ca n ueoposa. Tada je

2

n
u
(3.69) RQ(G) > "

o2 —n—2m’
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3.2. 'PAHUIIE BA PE30OJ/IBEHTHY EHEPI'UJY

Jokas. U3 nejeanaxoctu (3.66) caem ga je RL(G) > ndet(Ry(n41))w > ++
n — M1
2m n n(n —1)
Kako je j1 > — [26], i > . Caxa, ¢ 00-
aKo je i1 n—l[ ]CJIG,ZLH,ZLaJen_'_l_Ml D) —2m ajla, ¢ 0
n(n —1) n?

3UPOM Ha TO JIa je

(3.68).
Kopucrehn nejennaxocr (3.67) caenn na je

(n—D(n+1)—2m > w1 = Gy cJIe/Id 1A BaXKu HejeIHAKOCT

n
RQ(G) 2 ndet(Ro(2n — 1 %2—
Q(G) > ndet(Raf2n — )} > 51—
, 2m . n n(n—1)
K > > — [21], > .C
Ao e G 2 i n—l[ J; crean qa je 2n—1—-q¢  (2n—-1)(n—1)—2m ana
_ < n(n —1) < n? 6
BaZKH J1a je > > , OJIAKJIe JI06IjaMo
e 2n—1—-q¢  (2n—1)n—-1)—2m (2n—1)n—2m A AR
(3.69). O

Teopema 3.2.8. Hexa je G epag ca n usoposa. Tada je

(Vn+T—p —vVn+T1—p,)?
(n+1—p)(n+1—pu)

(3.70) RL(G) > ndet(Ry(n + 1))% +

Y

(V2n—T1T—q —2n—1—¢,)?
2n—1-—q)2n—1—¢q,)

(3.71) RQ(G) = ndet(Ro(2n — 1))7 +

Jednarocm y (3.70) sasicu axo u camo axo je G = K, uau G uma mpu pasauwume
Jlannacose concmeene epednocmu

{ttn; 0+ 1=V +1— ) (n+1—p)]" % m}.

Jeduaxocm y (3.71) easrcu axo u camo axo je G = K, usu G uma mpu pasiuuume
nernezamueste Jlanasacose concmeene epednocmu

{qn,[2n -1~ \/(2n —1-q)2n -1~ Qn)]nda ¢}

1
Jlokas. Kopucrehin mejennakoct (1.25) 3a a; = +1—,i =1,...,n, nobujamo aa
n M
Baxu (3.70). Jdokas nejequaxocru (3.71) je amasoram.

Ha ocuoBy seme 1.4.4 jequakocr y (3.70) BaxKu ako ¥ CaMO aKoO je [y = fig = -+ =

fno1 =n+1—/(n+1—p)(n+1—p,), 1j. ako u camo ako je G = K, wm G uma
TPM PA3JIMIMTE JIAIIacoBe CONCTBEHE BPEIHOCTH

{ttn; 0+ 1=V (n+1— ) (n+1—p)]" % m}.

Cangno, Ha ocHOBY Jieme 1.4.4, jenHakoct y (3.71) BaXKu aKo M caMoO aKo je ¢y =

g3 = =(qu1=2n—1- V(2n—1—¢)(2n—1—g,), OJHOCHO aKO M CaMO KO
je G = K, nniu G uMa Tpu pasjuduTe HeHeraTupHe JlamaacoBe colcTBeHe BPEIHOCTH
{gu,2n—1—+/Cn—1—q1)2n —1—q,)]" % @1} O
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Teopema 3.2.9. Heka je G 2pag ca n ueoposa u m epana. Tada je

2

(3.72)  RL(G) > —" + (i = pin)”
' T2 —2m (n+1—p)(n+1— ) 2n4+2 — g — )’

TL2 <QI - Qn)2

2n2—n—2m+(2n—1—q1)(2n—1—qn)(4n—2—q1—qn)'

(3.73)  RQ(G) >

Jednaxocm y obe nejednaxocmu sastcu axo u camo axo je G = K, uau G uma mpu pas-

aunume Jlanaacose (00nocno neneeamusne Jlanaacose concmeene epediocmu) dame
1+ n—2 q1+gnn—2

ca {fin, [F5F2]" 72, 1}, 0dnocho {qn, [P52]"7%, q1}, pedom.

Jlokas. Ha ocuoBy mejennaxocru (1.26) 3a a; = n+ 1 — p;,p; = %,i =1,....,n,Q =
R, = %, noGujamo (3.72) u anasorno (3.73).

Ha ocnoBy seme 1.4.5 jemnakoct y (3.72) BaxKu ako M CaMO aKoO je [y = fig = - =
M1 = WT“", OJIAKJIe CJIEN /14 jeJHAKOCT BasKd ako U caMo ako je G = K, umn G
MMa TpU pasandnte JIamiacoBe COMCTBEHE BPETHOCTH jgare ca {[i,, [‘“JFT“”]"”, p}

Camvno, ua ocuoBy Jeme 1.4.5 3akipydyjemo na y (3.73) BaxKu jeJiHAKOCT aKO U

caMo aKo jJe ¢ = @ = = (p_1 = qﬁTq", OJHOCHO aKo M camo ako je G = K,

nan G uMa TpuW pa3auunTe HEeHeraTwBHE JlaliacoBe CONMCTBEHE BPEIHOCTH JaTe Ca
q1+qn n—2

{qu[ 2 n] >QI}~ ]

VY HacraBky heMo M3JI0KUTH HEeKe HOBe Topihe rpanuie 3a RL(G) u RQ(G).

Teopema 3.2.10. Hexa je G 2pag ca n wsoposa. Tada je

(WVn+T—m—vn+T1—p,)
(41— m)(n+1— )

(3.74)  RL(G) < n(det Rp(n + 1)) + n’a(n)

Y

(V2n—1—q —v2n—1—4¢,)?
Cn—1—q)2n—-1—gq,)

st 3[3] (1= 313]) -5 (- ).

Jednarocm y obe nejednarocmu eascu axo u camo axo je G = K.

(3.75)  RQ(G) < n(det Rg(2n — 1)) + na(n)

Jloxas. Kopucrehn wejeqnakoct (1.28) u mecuy crpany nejennakocrn (1.29) 3a a; =

1
bi:

- i=1.. . mA=B=—— g=—b= —— j0bu-
v+ 1 —p vn+1—m vn+1—p, 8
jamo (3.74). /loka3 3a (3.75) je aHasoras.

JeHakoct y 0be HejeIHAKOCTH BayKu, Ha OCHOBY Jema 1.4.7 u 1.4.8 u komenTapa
1.2.2, ako u camo axo je G = K. O

Teopema 3.2.11. Hexa je G epagp ca n usoposa u m epana. Tada je

n? (11 — pn)?
(3.76) RL(G) < 2 tn_om (1 +a(n) (n+1—p)(n+1- un>> ’
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3.2. 'PAHUIIE BA PE30OJ/IBEHTHY EHEPI'UJY

6 80 < g (1 et .

s < 1{3] (- 438) -5 (- 5).

Jednaxocm y obe nejednarocmu eastcu ako u camo axo je G = K, uau (nod ycaosom
da je n napno) G = 5Ky,

1 , 1

oka3. Axoy mejeqnakoct (1.24) craumo a; = —— i1 =1,...,n,r = ———,
Al y Hejes (1.24) P — P —

1
R = —— siobujamo j1a Baxku (3.76).
Ha ocroBy sieme 1.4.3 jeanakoct y (3.76) BasKi aKO U CAMO aKO j€ [l = g = -+ = [ip

W Je [l] = flg = -+ = [l > flgs1 = - = i 32 k = | §]. Umajyhu y Bugy xomenrap
1.2.2, 3ak/ByuyjeMo ga jemnakocT y (3.76) Baxku axo u camo ako je G = K, mwin (mog
ycaioBoM ja je n napuo) G = LK.

Cangno, Ha ocHOBY Jeme 1.4.3 jemHakoct y (3.77) BazxKu aKo W caMO ako je ¢ =

q2:~..:an/LHI/Ijeq1 :q2:...:qk>qk+1:...:qngak: L%J MMaJthyBI/EY
KoMenTap 1.2.2, 3akspydyjemo jJa jennakoct y (3.77) Baxu ako u camo ako je G = K,
un (10J1 ycjaoBoM Ja je n napno) G = LK. O]

Teopema 3.2.12. Hexa je G 2pagd ca n usoposa u m epana. Tada je

2m+nn+1) —n(p + pin)

(3.78) RUG) S = o m T =)

Y

2m+n2n —1) — n(q + gn)
2n—1—q)2n—-1—-g¢,)

(3.79) RQ(G) <

Jednarocm y obe uejednarxocmu saxrcu axo u camo axo je G =2 K, usu G = kK, 3a
Heke k u s, 1 < k< n—1, maxse da je n = ks.
n

Jlokas. Umajyhn y Bugy na je > u; = Y q; = 2m, Hejennakoctu (3.78) u (3.79) npo-
i=1 i=1

1 1 1

n3maase u3 vejeanakocru (1.30) 3a a; = 7= R=—

n+1—p n+1—p, n+1l—py

. 1 1 1 1

pi:_7Z:1a27"'7nHai: = ) =5 5 b=

n 2n — 1 —gq; 2n—1—gqn, 2n —1—q n
1=1,2,...,n, peCIEKTUBHO.

Ha ocuosy sieme 1.4.3, jeqnakoct y (3.78) BaKu aKO M CAMO aKO je 1] = fig = =+ =

o W J€ Uy = [lg = =+ = [, = flpy1 =+ = [n, 38 HeKO k, 1 <k < n — 1. Nmajyhn

y Bujy KomenTap 1.2.2, 3akspydyjemo ja jeanakoct y (3.78) BazxKu ako W caMo ako je
G2 K,um G=ZEkK;3aneke kus, 1 <k<n-—1, rake ga je n = ks.
Cangno, Ha ocHOBY Jieme 1.4.3, jemHakocT y (3.79) BaKu ako W caMoO ako je q; =

o=+ =QqUIMje g =q =" " =(qr = Qrr1 =+ =(qn, 38 HeKO k, 1 <k <n—1.
Nmajyhin y Buay komentap 1.2.2, 3ak/bydyjeMo na jeHakocT v (3.78) BayKu ako u camo
ako je G =2 K, wm G 2 kK, 3aneke ku s, 1 <k < n—1, takse 1a je n = ks. O
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Teopema 3.2.13. [115] Heka je G nosesan epag ca n wsoposa. Tada je

n(d+1)

(3.80) RL(G) < m5

2de je d npocewar cmenew wsoposa y epady G Koju je yeo 6poj.

KomenTap 3.2.3. Kako je d = —m, caedu da ce nejednarocm (3.80) moorce mparc-
n

dopmucamu y nejednarocm

2m+n
3.81 RL(G) < .
(3.81) ©) <=

Toprea epanuya (3.78) je 6oma 0d (3.80).
Hauwme, xaxo je y cayuajy nosesanoz 2paga p, = 0, dobujamo da je

2m+n(n+1) — nwy o 2m+n<:>2m+n(n+1)—n,u1 o 2m+n)(n+1— )
(n+1-—m)n+1) =~ nt+l 7 +l-m)n+1) = (a+D)n+1—m)’

s2m+nn+1)—num < Cm+n)(n+1— )< < n.

Hocaedwa nejednarocm je ysex mavha.

KomenTap 3.2.4. Ha ocnosy usaosicenus nosur dowur u 2oprur epanuya 3a RL(G)
u RQ(G), dobujamo caedehe nejednarocmu

(WVn+T1T—m—n+1-p)?
(n+1—pm)(n+1—pu)

RL(G) — n(det Ry (n + 1))«

ﬁa(ﬂV”+1_“f‘V”+1_““2

) (n+1—p)(n+1—p)
(V2n—T—q =20 —T—gq.)* 1
@n—1-q)2n—1-gq,) RQ(G) — n(det Rg(2n — 1))
< nga(n) (\/Qn —1—q - \/Qn — 1= qn)z
B (2n—1—q1)(2n_1_qn) )
(:ul_,un>2 2

< RL(G)

m+1—p)n+1— )20 +2 — g — py) Cn+n—2m

n? aln (Nl_ﬂn>2
<n2+n—2m( ( )(n—l—l—ul)(n—i—l—un))’

(QI - Qn>2 n2

< -
BT a1 g2 g g < ) T

n? (04(”)( (61 — ¢2)? ) '

S 2n2 —n —2m 2n—1—q)2n—1—q,)
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I''taBa 4

Excrpemasau rpadoBu y ogHOCY Ha
pPEe30JIBEHTHY eHeprujy rpada

PezonBenTHa enepruja rpada ce Moxke AedUHACATH TPEKO CIIEKTPAJIHUX MOMeHaTa,
Tj. BaXKu Ja je

ER(G) = {f M’;f).

Ako 3a nBa rpada Gy u Gy Baxu ga je My(Gq) < My(Gs) 3a cBako k € Ny, Ttaza
je ER(G1) < ER(G2), a kako M (G) upencrasiba Opoj 3aTBOPEHUX IIETHHU JIyKHHE
k y rpady G, 3akmydyjeMo Ja je ol WHTepeca TOCMAaTPAaTH OPOj 3aTBOPEHUX TIETHU
3a ynopehupame BpeJ[HOCTH Pe30JIBeHTHE eHepruje jarux rpadona. zioxuhemo ana-
3y Opoja 1meTmn y Tpady u BbUX0B YTHIA] Ha BPEIHOCT PE30JIBEHTHE eHepruje rpada.
[Tpencrasuhemo pesynrare w3 pajgosa [68] u [3]. Takobe, mpukazahemo n pesyarare
KOjU ce ojHOCe Ha JlamracoBy pe3osBeHTHY U HeHeraTHUBHY .JlamiacoBy pe3oJiBEHTHY
eHepTrHjy.

4.1 CrabJia

Pasmarpahiemo crabia ca n ysoposa.

Cnuka 4.1: 3sesga S,

Jlema 4.1.1. [41] Hexa je S, 36e3da ca n 460posa vy, vy, . .., U, U UEHMPOM V1, NPU-
kazana na cauuy 4.1. Tada nocmoju unjerxyuja & : Wor(ve) — Wor(v1), npu wemy &
nuje cupjexyuja 3a n = 3 u k = 1, 2de cy ca Wor(v1) u War(va) o3nauenu crxynosu
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4.1. CTABJIA

3amBopeHuT wemrwu dyscune 2k Koju nouwury u 3a8puiasajy ce Yy ueopy vi, 00HOCHO
Vo, 36e3de S, pecnexmueHo.

Jlokas. Heka je & : Wor(vy) — Woar(v1) npecimkaBame neduHHCAHO TaKO 1a 32
CBAKy 3aTBOPEHY LIETEY W = UgU1Vj « - - Uiy, ,V1U2 U3 Woy(v2) Bazkm ma je &(w) =
VIVU1V;, -+ - Viy, V1. OBako JeduHHCaHO IIpeciHKaBaibe je HHjeKIHja Koja Huje CH-
pjektmja 3a n > 3 uw k > 1, jep me moctoju w € Woy(ve) Tako ma je &(w) =
V1U3V1V3V1 + + - V3V € ng(’l)1>. ]

{
Us I / \ //(: { %
U4 , | Uy
2 , '., U (31)*"\/\
t % L TRy
n \\ T / 1 1
Gg

Cnuka 4.2: Tpancdopmarnuja [

Jlema 4.1.2. [41] Hexa je u neusorosanu weop npocmoe 2paga G. Axo cy epadosu G4
u G dobujeny 00 epagha G udenmudurosaroem 46opa Vs, 00HOCHO yenmpa v 36e3de Sy,
PECTIEKMUBHO, €4 YEOPOM U, WIMO je UAYCTPOBAHO Ha cAuyl 4.2, mada je Moy (G1) <
Mok(Gs) 3an >3 uk > 2.

Jlokas. Heka je ca Wor(G) 03Hau€H CKyll CBUX 3aTBOPEHUX IETHH JLyKuHe 2k y rpady
G. Tama je Wor(G;) = War(G) U War(S,) U A;, tne A; je cKyn 3aTBOpEHUX IIETEHH
nyzxune 2k y rpady G;, TaKBUX Jla CBaKa OJ BUX cajpxKu 6ap jeany rpany u3 E(G) u
Gap jenny rpany u3 E(S,), i = 1,2. Hakie, Mo (G;) = |[War(G)| + |War(Sn)| + |Ai| =
Mok (G) + Mok (S,) + |4;|. Ouurnenno, noBospHO je mokasatu Ja je |A;| < |Asl.

Heka je m; : A] — As npecamkaBame jgedunucano ca ny(w) = (w—wNS,)U& (wN
Sp) 3a CBaKy 3arTBOpeHy ImeTmy w € Ajp, Tj. m(w) je 3aTBopeHa meTma jgyxuae 2k
y As mobujeHa ol w 3aMeHOM CBAaKOT FHeHOI MaKCUMATIHOT (Ug, Vg)-Jeta y S, (Koju je
3aTBOPEHA TETHA O Uy ¥ Sy,) ¢a BEeHOM CJIMKOM TIpH TpeciukaBamwy . Ha mpumep,

/ / " "
M1 (Uoty - -+ - UpVV V3V VU] + + + U VoV Vgl VoV V5V Uy -+ - Uy Ug)

/ / " "
= UpU71 * * - UpV1VV1V3V1 U7 * * * UGU1V2V1V4V1 V2V VU501 U+ + - Uy U,

/ /
71 (V301V9Ug « + - UpVoV V4V VU] + + + WSV V4V V3)

e

! 1
3U1UL * * * UpU1V2V104V1 U7 - - - UGV V2V1V4V1 V3,

TIE CY Uy Uy« ooy Upy Wy oo, Uy Uy, ... 0} aBOpOBHE Y G.

Ha ocnony sieme 4.1.1, & je uHjekiuja u oBako jedunucana pyHKIimja 1; je Takohe
unjeknuja. Melhyrum, we mocroju w € A; tako ga n(w) € As u ny(w) He mposasu
rpaHoM v1vy v Go. lakite, 1y Huje cupjeknuja u Baxu jaa je |A;| < |As|, onakie ciemu
a je Mgk(Gl) < Mgk(Gg). UJ
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4.1. CTABJIA

Cnuka 4.3: Tlyt P,

Jlema 4.1.3. [41] Heka je P, = vivg---v, nym ca n ueoposa (cauxa 4.3). Tada
nocmoju unjexuyuga £ : Wa(v1) — Wi (vi) u & nuje cupjexyuja san > 4,1 <t <n
uk > 1, ede cy Wy (v1) u Wi (v) exynosu sameopenur wemrou dyorcune 2k Koje
nowury u saepwasajy ce y vy u vy y P,, pecnexmuéno.

Jlokas. Nedurnmumo uajupe byakuujy f: {vy,ve, ..., 0} — {v1,v9, ..., 0} ca f(v;) =
Vi—iy1, ¢ = 1,2,...,t. Tama moxkemo momohy dyukiuje f ycrnocraButu OWjeKIu]jy
u3Meljy cKylla 3aTBOpeHHX HICTIbH Ay:KUHE 2k Koje IIOYMIbY M 3aBPLIABA]Y CE Y YBOPY
vy myTa P, = vjvy - v; U CKYIA 3aTBOPEHHX NICTIHH AyzKHHE 2k Koje IOYMIbY H 3a-
BpIIABajy ce y 4BOpy v; nyra P, = vivg - - - vy.

Hexka je name gedunucana dyuxunja & : Wi, (v1) — W3, (v;) 3a cBako w € Wy, (v1)
na caenehu nauwnmn:

(i) Ako je w € Wi, (vy) myr y P, = vjvg -+ -0y, Tj. W HE TPOJA3H TPAHOM VpUpi1,
taga je &(w) = f(w);

(17) Ako w € W3, (v1) IpoJasu rpaHOM ViVsi1, T4 W MOKEMO 3alIUCATH KA0 W =
wy Uwg Uwsg, Te je wy upBu (v, vy)-1€0 MeTHe W, w; je mocaeamu (vg, v1)-1e0 IeTHe
W, W OCTaTaK Wy je YHYTPAITHI MaKCUMAIHU (U, U;)-71€0 MIEeTHe W, Tj. W je 3aTBOpeHa
HIeTH>A KOja HOYUILE U 3aBPUIABA Y YBOPY U1, TAKO IITO HAJIPE MPOJIA3H IyTeM wW; Ol
U1 JI0 Vg, 34THUM IPOJIA3K IMyTeM Wy O U; IO U;, U Ha Kpajy IIPOJA3d IMyTeM w3 O Uy
70 vy; Tama je &(w) = wit Uwg !t Uws, Tj. &(w) je 3aTBopena TMeTma Koja MOUHIbE
W 3aBpIIABA CE Y YBOPY ¥y, TAKO IITO HAjHpe MPOJA3H IIyTeM w; = O Uy JI0 Uy, 3aTHM
MPOJIA3T TYTeM w3 = O V1 JI0 U; W Ha KPajy MPOTasd MyTeM wy O Uy 10 Vy.

Y cay4ajy myta Py = v1020304U506, 38 t = 3

W = V1V2V3V2V3V2V1,
j€ 3aTBOpEHa IMeTHa KOja MOYWIbe W 3aBPIIaBa ce y YBOPY vUp W HE TPOJA3u I'PaHOM
v3vg y B, a
/
W = V1V2V3V2V1V2V3V4V5V4VU3V2V1 VaV3VU4V3V2V3 V2V V2V,
j€ 3aTBOpeHa IeTHha Koja MOYUhe W 3aBpIlaBa ce Y YBOPY v W MPOJA3U TPAHOM V3ly
y Fs. Tana je
&2(w) = v3v201 V2010203,

/
€2<w ) = V3V2V1V2V1V2V3V2V1V2V3V4V5V4V3V2V1V2V3V4V3V2V3.

OBako nedunncana GyHKIHja & je HHjeKInja, aIu HEje CHPjeKInja, jep He TOCTOju
w € Wj, (v1) Tako 1a je &(w) 3arBopena mieTiba ayzkune 2k y P, Koja me mposasu
I'PAHOM VyU;_1 U KOja IIOYHIHEe U 3aBPINABA CE Y UBODY ;. O
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4.1. CTABJIA
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Chuka 4.4: Tpancdopmanuja I1

Jlema 4.1.4. [41] Hexa je u neusonosan usop npocmoz epaga H. Axo cy Hy u Hy
epaosu dobujenu 00 epaga H udenmugdurosareem 4sopa v, 00HOCHO YHYMPaULIbE2
w6opa vy nyma P, ca 460pom u, pecnekmusno, Kao wmo je npuKa3aHo MG CAUYY 4.4,

mada je Mo (Hy) < Mop(Hsz) s8an >3 uk > 2.

Zlokxas. Heka je B; cKyII 3aTBOpeHUX MIETHHU Ay:KHHE 2k v H;, Ipu 4eMy cBaKa O] lbUX
cajpxku 6ap jeany rpany uz E(H) u 6ap jeany rpany uz E(FP,), 1 = 1,2. Cjuuno kao
y noka3zy jeme 4.1.2 10Bo/bHO je nokaszaru na je |Bi| < |Bal.

Heka je 1y : By — By npecinkaBamme Jie(DUHICAHO TAKO 14 3a CBAKY IIETHY W € By
Baxku 112 je ma(w) = (w —wN BP,) U&(wN P,), Tj. n2(w) je 3aTBOpeHA MIETHA Ty KHHE
2k y Bs mobujeHa oJl w 3aMeHOM CBAKOT HheHOT jiesia y P, (Koju je 3aTBOpeHa IeTha
KOja TIOYHE-e U 3aBpIIaBa ce y IBopy vy y P,) npu npecaukaBamy s.

Ha ocuoBy neme 4.1.3, & je unjeknuja. Cienm 1a je 1, Takohe nnjexnmja. PyHKimja
72 HHje CHDjeKInja, jep He mocroju w € By, Tako ga ny(w) € By He mposia3u rpaHoM
vy He. Hakite, |By| < |Ba. O

Teopema 4.1.1. [68] Hexa je T cmabao ca n weoposa pazauuumo od 3eesde S, u nyma
P,. Tada je
ER(P,) < ER(T) < ER(S,).

/loxas. Tlonampajyhu Tpancdopmanujy [, 6m1o koje cradao 1T’ ca n 4BOpoBa ce MOKe
cBecTd Ha 3Be37y S,. Ha ocuoy jeme 4.1.2 caenn na je Moy (T) < Moy (S,) 3a k > 2.
Kaxko je cTtabno 6unaprutan rpad, a 3a ounaprutae rpadone BaxKu jaa je Mop 1 = 0
3a cBako k > 0, mobuja ce HejeTHAKOCT

1= My (T) 1 My(S,)
ER(T)=-)_ -y — " =E .
R( ) n k>0 nk - n k>0 nk R(Sn)

C apyre crpane, nonassbajyhu Tpancdopmarujy 11, 61umo Koje crabyio ca n IBOPOBA
ce Moxe ceectu Ha myr P,. Ha ocuoBy sneme 4.1.4 Baxku ma je Mog(T) > Moy (P,) 3a
k>2mn

1= Map(T) 1 = My(P,)
ER(T) = - > > > — = ER(P).
k>0 k>0

Jlakie, ER(P,) < ER(T) < ER(S,). 0
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4.2. YHUIINKJ/JINYHU I'PA®OBU

Ha ocnoBy Teopeme 4.1.1 u nmocaeaune 2.2.1 3ak/bydyjeMo 1a BaxKu caeaeha moce-
JAIA.

ITocaenuna 4.1.1. [68] Hexa je G nosesan zpag ca n weoposa, paziuuum od nyma
P, u xomnaemnoz epaga K,. Tada je ER(P,) < ER(G) < ER(K,).

Wznoxkenn pe3ylaTaT 0 eKCTpeMaJTHUM cTabauMa Y OJTHOCY Ha Pe30JBEHTHY eHep-
rujy rpacda Baxke u y caydajy Jlamnacose pesoiBenTHe U HeHeratusHe Jlamracose pe-
3oBeHTHE eHepruje. Hanme, kako cy crabja dunaprutHu rpadoBr, Ha OCHOBY IIOCJIe-
mure 2.2.5 caenn jqa je RL(T) = RQ(T), 3a 6uio koje crabmo T

Teopema 4.1.2. [17] Axo je T cmabao ca n wsoposa, pasauvumo 0d nyma P, u 36e3de
Sn, mada je

4.2 YHUIIUKINIHA TpadoBu

Y HacTaBKY, Pa3MOTPUMO PE30JIBEHTHY €HEeprujy VHUIUKINIHUX rpadoBa, Tj. Tpa-
dbosa koju cajpxke TaYHO jeJHY KOHTYpY, Kopucrehn pesyarare u3 pana [3]. 3a mo-
Oujarbe eKCTpeMaJHUX YHUIUKJIMYHUX TpadoBa y OJHOCY Ha PE30JIBEHTHY €HEPIujy,
kopuctuhemo 6poj mermu y rpady.

Osnaunmo ca X, yHunmkawdan rpad mobujer ox kKourype C3 momaBamem n — 3
BHCcehuxX rpaHa Ha jegaH HBEH YBOP, U €a X, VHUIMKITYIAH Tpad A00UjeH 0 KOHTYpe
Cy nonaBamem n — 4 Bucehux rpana Ha jefaH weH YBOp (cimka 4.5).

Teopema 4.2.1. [45] Hexa je G ynuyukauuar 2pad ca n > 4 wsoposa u G % X, X,.

1. Axo je epap G Gunapmuman, mada je My (G) < My(X,), 3a cearo k > 0, u
My, (G) < My (X)) 3a nexo ky.

2. Axo epadp G nuje bunapmuman (mj. G cadpotcu nenapuy kowmypy), mada je
My(G) < Mi(X,) sa cearo k >0, u My, (G) < My, (X,) 3a nexo ko.

" ]

o
.7 -

n—34¢ @ . n—4
[ ]

Ciuxa 4.5: [padosu X, u X,
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4.2. YHUIINKJ/JINYHU I'PA®OBU

3a mgoka3 Teopeme 4.2.1 morpebHa je aHaauza Opoja meTmu y rpady Kojy msJia-
JKEMO y HapegHuM JeMaMa. 3a IIodYeTak, yBeaumMmo oapeheHy TepMuHOIOrH]Y Koja je
HEOIIXO/IHA 38 MOMEHYTH JI0Ka3.

Ba u,v € V(G) Heka (u, v) 03HAYABA IIETHY KOja MOYUBE Y YBOPY U, & 3aBPIIABA Ce
y uBopy v rpada G. Heka je Wi (G, u,v) ckyn cBux (u,v) - merwn jgyzxune k 'y rpady
G u Hexa je My(G;u,v) = |Wi(G, u,v)|. Hogcerumo ce na je My(G;u,v) = Mip(G;v,u)
3a CBe MO3UTHBHE Tiejie Opojese k.

Heka cy G; u Gy ama rpada, u Heka ui, v, € V(Gy), a ug,vy € V(Gs). Axo
je My(Gyiyuq,v1) < Mi(Go;uz,v9) 3a cBe mosutupHe Ieje GpojeBe k, Taja MUIIEMO
(Grsur,v1) = (Gojug,v2). Axo je (Gi,ui,v1) = (Ga,u2,v2) u mocroju 6ap jeman
HO3UTHUBAH 1eo 6poj ko TakaB ga je My, (G1,u1,v1) < My, (Ga, ug, v2), Taga THIIEMO
(G1;u1,v1) < (G, ug, v7).

Heka je Wi(G;u) = Wi(G;u,u), My (G5 u) = Mp(Gsu,u) u (Gyu) = (G u,u).

Ba moackyn M ckyna rpana rpada G, G — M o3nadaBa rpad Koju ce gobuja nu3
rpacda G 6pucamem rpana u3 M, 10K 3a mojgckyn M* ckyna rpaHa KOMILIEMeHTa I'pada
G, G + M* oznauaBa rpad Koju ce gobuja u3 rpada G pomaBambeM rpana u3z M*.

Heka je H rpad (koju mmje myxuo nosesan) u u,v € V(H). IlpermocraBumo na
w; € V(H) n uw;,vw; ¢ E(H) 3a1=1,2,...,7, vae je r no3utuBan 1eo 6poj. Heka
je By = {uwy,uwy, ... ,ww,}, B, = {vwy,vwy, ..., ow,}, H,=H+ E,, H,= H + E,,
Vi = {u,wy,wa, ..., w,} u V, = {v,wy,we, ..., w,.}. Ouuraensno, saxu ga je V,\{u} =
Vo\{v}. Ba x1,29 € V, (21,22 € V,,, pECIEKTHBHO), HEKA ﬁ(H'xl,xg) (Tr(Hy; x1, 22),
PECIIEKTUBHO) O3Ha4YaBa CKyll (X7, To)-mernu gyxuue ky H, (H,, pecieKTuBHO) Koje
HOYNERY M 3aBpIaBajy ce rpanama y F, (E,, peCIeKTHBHO).

VY pagosuma [46, 45], Du je ca capagnunmma JoKa3ao TBpljema Koja cy BarKHa 3a
nu3ydanambe Opoja 3aTBOPEHUX HIETHU Y rpady.

JIema 4.2.1. [46] Hexa je (H;u) < (H;v) u (H;w;,u) = (Hyw;,v) sa 1 < i < r. Tada
3G cearxu nozumusar ueo 6poj k easrcu

1| Te(Hus w, w)| < [ Te(Hy; v, 0)];

2. | Te(Hys u, x2)| < |To(Hos v, 22)| 30 22 € V\{u};
Hy;xp,u)| < |Te(Hy; 21,0)| 30 21 € V\{u};

4o |Te(Hy; 21, 20)| < |Tie(Hy; 21, 22)| 30 21,29 € V,\{u}.

JIema 4.2.2. [46] Axo je (H;u) < (H,v) u (H;w;,u) = (H;w;,v) 3a 1 <1i<r, mada
je ER(H,) < ER(H,).

5;1

(
(
(
(

Jlokas. 3a mosurusan 1eo 6poj k, veka je S, (k) (S,(k), pecieKTHBHO) CKyTI 3aTBOPEHUX
mern ayxkune k y H, (H,, pecnekTHBHO) Koje cajprke Heke rpane ckyna E, (E,,
pectiektuBHO). Tana je

13 noceme JBe jeTHAKOCTH 3aKJ/bydyjeMo Jia je JOBOJbHO jnokasatu ja je |S, (k)| <
|S, (k)| 3a cBe mosuTuBHE TesIe GpojeBe k, IpU YeMy BayKU CTPOTra HEjeJHAKOCT 32 HEKH
NO3UTHUBAH 11e0 6poj k.
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4.2. YHUIINKJ/JINYHU I'PA®OBU

Heka je W € S, (k) npoussosbHa mmettha. [lermy W MoxkeMo HA jeIMHCTBEH HAUNH
pas3jiokuTH Ha Tpu sea, peuumo, WiWolWs, tie je Wi mermwa y H uunja jaykuna MozKe
outn nyna, Wy je najayxu jneo mermwe Wy H, Koju nmounme u 3aBpiiaBa ce rpaHaMa
y E,, u W3 je merwa y H uuja nyxkmHa Moxe outu Hysaa. Ha ocmoBy msbopa W,
3akspydyjemo jma Wy mounme y HEKOM 4BOpY cKymna V, W 3aBpIllaBa ce y HEKOM 4YBOPY
ckyma V,. Heka je

Sl (k) = {W € S, (k) : W je (z1,22) — merma },

rae cy ri,re € V,. Tana je

[Su®) = D ISR = ISR+ Y IS8 (k)]

z1,22€Vy z2€Vu\{u}
+ D ST Y ISR
z1€Vu\{u} z1,22€ Ve \{u}

Cauano, Heka je
S@re) () = (W e S,(k) : Wy je (z1,x5) — mrerssa },

rae cy ri,ro € V,. Tana je

[Suk) = D SRR = ST R+ Y ISP (k)]

r1,22€V, 2V \{v}
+ > SEIE) 4+ Y S (k).
1€V, \{u} z1,22€ Vo \{v}
Cana je
S5 (k)| = > Z My, (Hs y,w) - [Ty (Hus w, w)| - Mgy (H; u, y)
ki+ ke +ks=k yEV
ki,ks > 0,ka > 1
= > | Te(Hiuwu)| > My, (H;y,u) - My, (H;u,y)
ki+ka+ks=k yeV (H)
ki,ks > 0,ka > 1
= > Te(Huu,u)| - My (Hsu, ).
ki+ko+ks=k
ki,k3 >0,k >1
Canano je

1S@) ()] = Z | Thy (Hy;0,0)| - My, 1y (H 0, 0).

ki + ke +ks=k
k1,k3 >0,k > 1

Ha ocuosy sieme 4.2.1 (1), Baxku na je |T;(Hy; u,u)| < |Ts(Hy;v,v)| 3a cBe mO3UTHBHE
neste 6pojese s. Kaxo je (H;u) < (H;v), caemn na je My (H;u,u) < My(H;v,v) 3a ce
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4.2. YHUIINKJ/JINYHU I'PA®OBU

IO3UTHBHE IIejie OpojeBe S, IPU YeMy BayKH CTPOTa HEJeIHAKOCT 33 HEKH MO3UTUBAH
3 3 (uvu) (’U,U) 3
1eo 6poj so. Oryaa je |Sy (k)| < |So 7/ (k)|, upn wemy Bazku cTpora HejeTHAKOCT 3a
HEKW MO3UTUBAH 110 Opoj k.
Ha ocuosy seme 4.2.1 (2,3,4), Bazxke HejeJHAKOCTH

Y 188 ()

2V \{u}

= > > | Ty (s tt, 22) | - My oy (H'; 222, 00)

z2€Vu\{u} ki +ka+ks=k
ki,k3 >0,k >1

< D) ISEHEmI = > > Ty (Hy; 0, 2)| - My 45 (H; 22, 0),
z2€Vy\{v} z2€Vu\{v} ki +ky+k3=k
ki,k3 >0,k > 1
Yo IsEmI= Y S [Te(Huswr,0)] - My (H; u, 1)
x1€Vu\{u} r1€Vu\{u} ki +ke+ks=k
ki,k3 > 0,k2 21
< Z ‘Sémhv)(k” = Z Z |ﬁ2(Hv;x1,v)| 'Mk1+k3(H;va1)7
z1€Vy\{v} z1€Vu\{v} k1 +ka+ks=k
ki,k3 >0,k > 1
S (s ()
x1,22€ Vo \{u}
- Z Z ‘EQ(Hu;xlaxQ)’ ‘Mk1+k;3(H;x2,fE1)
J?1,J?2€Vu\{u} ki +ko+ks=k
ki1,k3 >0,k2 > 1
<D IS

z1,22€ Vo \{v}

= ) S T (Hywa,w2)| - My iy (H; 9, 71).

x1,22€Vo\{v} ki +ke+ks=k
ki,ks 2 0,k2 > 1

Hakme, |S, (k)| < |S,(k)| 3a cBe mosurusHe nese 6pojese k, mpu demy BazKu CTPOra
HejeJIHaKOCT 3a HeKHU MO3UTHUBaH 11e0 6poj k. O

Jlema 4.2.3. [45] Hexa je G ynuyukauuan epag ca jeduncmeenom konmypom C. Axo

jeuw € V(C) usop ca eucehum cycedom uy u ug je cycednu 460p 460pa u Ha KOHMYpU
C, mada je (G;uy) < (G;us).

Jloras. Heka je k nosurusan ieo 6poj. Kouncrpyummmo npecinkasamwe f @ Wi (G uy) —
Wh(G; ug) Ha cnenehn naunu: 3a W € Wi (G uy), weka je f(W) merma nobujena o
W 3aMeHOM HpBOT 4BOpa up ca mocjaeamuM uy. Ouurienno, f(W) € Wi(G;ug) u f
je unjexrmja, 1j. Mip(Giur) < Mi(G;ug). Kako je dg(ug) > dg(uy) = 1, crenn na je
My(G;uy) < My(G5ug), omakie je (Gyuy) < (G ug). O

Heka je C,, kouTypa ca n > 3 upopopa. Oznaaumo ca U(n, m) cKyn yHUITHKIHIHAX
rpacdoBa pejia n KOju cy J00HjeHH MOBE3HBAImEM N — m BHceNHX YBOpOBa ca HEKUM
yBopoBuMa KouType C),, T1e je 3 < m < n.
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4.2. YHUIINKJ/JINYHU I'PA®OBU

Jlema 4.2.4. [45] Hexa je G epag ca makcumanrom epednowhy pesossermne enepauje

mehy ceum yruyuksuuHum epagdosuma peda n u kowmypom dyscune m = 3. Tada je
G € U(n,m).

Jlokas. Tlpernocrasumo na G ¢ U(n,m). Heka je C,, jenuncrsena koHrypa rpada
G. Taga mocroju Gap jenan uBop Ha KOHTYpH C),, PEIUMO u, ca 0ap jeJHUIM CyCeTHUM
9BOPOM, peruMo 1, Koju HHuje Bucehwm m koju we mpunama koutypu C,,. Hexka cy
U1, Vg, ..., U; CYCEJIHM YBOPOBHU UBOPA 11 y rpady G Koju cy pasjmIuTH OJ U, U Uy IBOP
CyceJlaH YBOPY u Koju ce Hauaszu Ha KouTypu C,. Heka je E,, = {ujvy, uivs, ..., ugv:},
E., = {ugvi,ugvy,...,usvy} uw H = G — E,,. Ha ocuoBy sieme 4.2.3, caequ ja je
(H;uy) < (H;uy). Cana je Ha ocuoBy qeme 4.2.1, ER(G) < ER(H + E,,), mTo je
KOHTPAJINKIIH]a. O

Axo je y nemu 4.2.4 rpad G ounaptutan, taga rpadosu G u H + E,, umajy ucty
OUnapTUIL]y.

JIema 4.2.5. [45] Axo je G 2pag ca marcumanrnom epedrowhy pesossenmue enepauje
mehy ceum buUnapmuUmHuUmM yRuyukAsusHum 2pagosuma ca (p,q) - bunapmuyujom, 2de
jep = q =2, mada je G € U(p + q,m), 2de je m > 4 napan yeo 6poj.

3a nBa pazamunTa usopa u,v € V(G), mexa je Wi(G;u, [v]) ckyn (u,u) - meTmn
ayzxune k y rpady G koje caapzxke 9Bop v, u Heka je My (G;u, [v]) = [We(G;u, [v])].

Jlema 4.2.6. [45] Hexa je G cmabao dobujeno 0d nyma P, = 010y ... v, dodasarvem
n; eucehux weoposa na weop v; 3a 1 = 1,2,...,t, npu wemy je m; > 0,t > 5. Axo je
n1 < ng, mada je

1. (G;v1) < (G;v3);
2. (G;Utavl) j (G;Ut,U3>.

Jlokas. 1. Heka je Hy (Hs, pecnektusno) kommonenta ox G — {vqvs} (G — {vjve},
PECIIEKTUBHO) Koja caJp:ku ve. Ouurienno, Hy je upasu moarpad ox Ha, jep je nq < ng
mt>5. Orynaje (Hi;vi) < (Hosvs) u (Hisvi,ve) < (Ha,vs,v2).

Heka je k mosutuBan meo 6poj. IIlpumerumo na je

Mp(Giv1) = My(Hy;vr) + Mp(Gi vy, [vs]),
Mg (Giv3) = My (Hy;vz) + My (G;vs, [v1]).

Caza je npeocraso jomr camo aa ce nokazxke aa je My(G; vy, [vs]) < Mi(G;vs, [v1]).
Heka je W € Wi (G, vy, [v3]) mpoussospra mietwa. [lery W moxemo Ha jeauH-
CTBEH HAUWH Pa3IoKuTh Ha 1Ba gexa WiWs, rae je Wi majkpahin (v, vs)-1eo (campku
(v1,vo)-merTwsy y Hy w Tpany wvgvz) u Wy mpeictaniba mpeoctaiu (vs, v1)-1eo om W.
Tana je
Mk:(G; U1, [Us]) = Z Mk1—1(H1;Ul,Uz)MkQ(G;U:a,M)-

ki+kas=k
ki,k2 20
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4.2. YHUIINKJ/JINYHU I'PA®OBU

Canano je

My(Gios, [n]) = D My, _1(Ha; v, 02) My, (G5 01, 03).

ki+ ko =k
ki,k2 >0

Kako je My, (G;vs,v1) = My, (G;v1,v3) (3a cBe nosurusHe 1ese 6pojese ky), BazKu J1a
je My(G; oy, [us]) < My(Gj s, [v1]).

2. Heka cy uy, ug, ..., up,, (w1, ws, ..., wy,, peciekTuBHO) Bucehn cyceam uBopa vy
(vs, peciekTuBHO) y Tpady G Koju ce He Hana3m Ha myTy P

Heka je k nosutusan 1eo 6poj. Koucrpywummumo byurmujy f @ We(G;o,v1) —
Wi(G; vy, v3) ma crenehin naann. Heka je W € Wy (G vy, v1) TpON3BO/bHA TETHA KOJY
MOYKEMO Ha jeTUHCTBEH HAUYWH pa3aokuTu Ha aBa gena Wi Ws, rme je Wi najmyxn
(vt, va)-meo o W, u Wy je npeocraru (ve, v1)-meo oa W (3a Koju, yHyTpalimbi IBOPOBH,
aKO TOCTOje, MOTy OUTH jeTHHO V1, Uy, Us, . . ., Uy, ). Heka je f(W) = f(Wy)f(Ws), tae
je f(Wy) = Wh, u f(W3) je (ve,v3)-merma gobujena ox Wy 3ameHOM v ca vs, U U;
caw;, 3ai =12 ..., ny. Ounrnenno, f(W) € Wi(G; v, v3) u f je unjekuumja, ogakie
crequ My (G vy, v1) < M(Gs g, v3). O

Jlema 4.2.7. [45] Hexa je G € U(n,m), ede je 5 < m < n. Ipemnocmasumo da je
Crn = 010y . .. VU Jeduncmeena konmypa epagda G, dg(vs) = max{dg(v;) : 1 <i < m}

)
u Gy =G —{vvn} + {vsv,}. Tada je ER(G) < ER(Gh).

Joxas. Heka je H = G — {vjv,}. Kako je dg(vs) = max{dg(v;) : 1 < i < m}, na
ocHoBy J1eMme 4.2.6 ciequ na je (H;vi) < (H;vs) u (H;vp,v1) 2 (H;Um,vs). llpu-
merumo Ja je G = H + {vjv,} uw Gy = H + {v3v,,}. Cana noxas caenn u3 jeme
4.2.2. [

KomenTtap 4.2.1. [45] I'pagp G1 y aemu 4.2.7 je ynuyurivunu epadp peda n ca kon-
mypom dystcure m — 2.

Heka je C3(ny,ng, n3) yaumukanann rpad 106HjeH TAKO IMITO ce Ha CBAKH O] YBO-
poBa koutype C3 = v10903v1 J01a n; Bucehux rpaHa, mpu 4emy je ny = ng > ns > 0.
Hexa je C3(n1,ne) = Cs5(n1,n2,0) n C3(ny) = Cs(n4,0,0).

Jlema 4.2.8. [45] Axo jea > 1 u b >0, mada je (Cs(a,b);vs) < (Cs(a,b);vy).

JIema 4.2.9. [45] Hexa cy ny, ng, ng Henezamueny yeau bpojesu. Axo je ng > 1, mada

je ER(Cg(TLl, Na, TL3)) < ER(Cg(TLl + no, TL3))

Heka je G € U(n,3), mpu yemy je n > 4. Ha ocuoy Jjeme 4.2.9 ciaemn na je
ER(G) < ER(C3(n—3)), mpu ueMy jeIHAKOCT BayKd aKo u caMo ako je G = Cs(n—3).
Heka je Cy(ny, no, ng, ny) yuunukandan rpad modujer ox kKoHType Cy = 0103030401
JIOZIaBa-eM Nn; BUcehux rpana Ha 4Bop v; 3a ¢ = 1,2, 3,4, upu yemy jeny; = ng = 0,19 >
ng = 0,n1+n3 = no+nyg. Heka je Cy(nq,ny) = Cy(ny,ne,0,0) u Cy(ny) = Cy(nq,0,0,0).

JIema 4.2.10. [45] Heka cy ni,na, ng, Ny HEHE2GMUBHY UeAl OPojesu.

1. Axojens > 1 uaung > 1, mada je ER(Cy(ny,no,n3,ny)) < ER(Cy(ng+nsz, ny+
714))
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2. Axo je ny = ng > 1, mada je ER(Cy(n1,n2)) < ER(Cy(ny + na)).

Kopumihemem nperxonHux pesyaTaTa O MeTHhaMa V YHUIUKJIAIHAM TpadOBHMA,
cajia MOXKeMO M3JIOXKUTHU J0Ka3 Teopeme 4.2.1.
Joxaz meopeme 4.2.1. IlpBu neo teopeme cjejn Ha ocHOBY Jiema 4.2.4, 4.2.7 n 4.2.10,
a JPyTH Je0 cJeau Ha ocHOBY Jema 4.2.4, 4.2.7 n 4.2.9. OJ

Teopema 4.2.2. [3] Heka je G ynuuyukauuan 2pag ca n > 4 weoposa. Tada je
ER(G) < ER(X,), npu wemy jednarxocm eascu aro u camo axo je G = X,,. Cneyu-
jaano, axo je G bunapmuman 2pad, mada je ER(G) < ER()N(,LL npu wemy jedHarocm
sasrcy ako u camo axo je G = X,,.

Jlokas. Heka je G yuunukudan rpad. Ha ocroBy Teopeme 4.2.1 cienn na je FR(G) <
ER(X,) axo G caapxu nenapuy koutypy, 1 ER(G) < ER(X,,) ako G caap:xu mapuy
KOHTYPY (Tj. ako je G GunapTutan). JeJHAKOCT BayKu ako U caMo ako je G = X, y
cayuajy memapue konrype, win G = X, y cayuajy 6unapruraor rpada.
Vuurnukjanaan rpad ca MaKCHMAJJHOM PE30JIBEHTHOM €HEprujoM je caja X, win

X,.. Hokaxumo na je ER(X,,) > FR(X,), 3a n > 4. ckopuctumo dbopmyry (2.8)

Cb/(Xn?n) > _ Cb/(an)
oXm) R =

Ha ocnosy sieme 1.2.4 nobujamo cienehe kKapakTepuCTUYHE MOJTUHOME

(4.1) ER(X,) =

O(Xn, A) = ATHA —nA2 =2\ +n —3),
O( X, A) = AHAT = nA? +2n —8).

Jlakme, Baku 1a je

> ! Xn; ! Xn;
oo -
¢/(Xna TL)Qb(Xn) B QS/(SZn)Cb(Xm n)
P( Xy, n)d(Xn)
10n* — 24n3 + 10n% — 4n + 16

(n* —n?—n—3)(n* —nd+2n —8)

[oaunom p(A) = 10A* — 2403 +10A2 — 4\ + 16 nema peasinux nyJia, na je 6pojusar p(n)
MO3NTHBAH 3a CBaKO n. Peainn Kopern mommaoMa A* — A3 — X =3 A — X3 +2\ -8
Cy MambH OJ 2, Ma je UMeHWIAll no3uTuBan 3a n > 2. Onasie cuaenn na je ER(X,) —

ER(X,) > 0.
Jaxne, rpad X, uma HajBehy BpegHOCT pe30JIBeHTHE eHepruje Mehy CBUM YHUIIH-
KJIUYHUM T'pachOBUMa Ca N YBOPOBA. [

V mactaBKy m3jarama padmarpahemo yHunumkndae rpadoBe ca HajMamOM BPEI-
HOIINY pe30JIBEHTHE eHepruje.

Osznmaunmo ca C yauUIUKInYan rpad modujeH momapameM Bucehe TpaHe Ha MpoOwU-
3BOJbaH YBOp KoHType C),_1.
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Jlema 4.2.11. [45] Hexa je G ynuyurausan epad ca n > 5 ueoposa. Axo je G 2
Cn, Cr, mada je manan bap jedan 0d caedehux uckasa.

1. My(G) = Mi(C,) 3a cearo k >0, u My(G) > My(C,,) 3a nexo ko > 0.
2. Mip(G) = My(C}) 3a cearo k > 0, u My(G) > Mi(C}) 3a nexo ky = 0.

3a gokasz jseme 4.2.11 HaBoguMo Tpu Jieme U3 pajaa [45] uujn g0Ka3u Cy CAMIHE Kao
Y TMPETXOHOM JIeJly M3JIaramba Kala CMO pa3sMaTpaju YHUIUKINIHE TpadoBe ca MaKCH-
MaJTHOM BpeaHoIly pe30JIBEHTHE eHepruje, Ia MX U3 Tora pasJora HelleMo HABOJMUTH.

JIema 4.2.12. [45] Hexa je G € U(n,m) epah ca MaKCUMAGAHUM CMENEHOM 460Pa 3 U
n/2] <m < n—2. Tada je ER(G) > min{ER(C,,), ER(C})}, n > 4.

JIema 4.2.13. [45] Hexa je G cmabao u vy € V(G), npu wemy je |V(G)| = 3. 3a yeo
bpoj s = 1, nexa je G cmabao dobujero 0d cmabaa G dodasarem nyma Py = v1vy . . . v,
Ha 460D V.

1. Axo je s = 2 napan, mada je (Gg;vs) < (Gg;v9), u (Ggyu,vs) 2 (Gg;u,v0) 3a
u € V(G)\{vo}.

2. Axo je s = 3 nenapan, mada je (Gs;vs—1) < (Gs;00), u (Gs;u,vs-1) = (G5 u,vp)
3au € V(G)\{vo}.

JIema 4.2.14. [45] Hexa w npoussonar 460p nempusujarnoz nosezanoe epaga G. 3a
Henezamuere yeae bpojese p u q, wexa je Gy, epagd dobujen od epagha G dodasarbem
dsa nYma ca P u q 460PO8aA, PECNEKMUBHO, Ha 4eop w. Ako je p = q = 1, mada je

ER(Gpvq) > ER(GP-&-Lq—l)‘

Cajta MOKEMO U3JIOKUTH JOKa3 Jjeme 4.2.11.
Aokas seme 4.2.11. Axo je G 2 C,,, C*, na ocHoBy stema 4.2.12, 4.2.13, 4.2.14 cieqn na
ce y KOHaYHOM OpOjy Kopaka, rpad GG moxke tpancdopmucatn y C, wim C. YV cBakoM
KOpPaKy, k-TH CIeKTPaJHH MOMEHT ce He moBehaBa 3a cBako k, u omaja 3a HeKo ky. [
Ha ocnosy sieme 4.2.11, Baxku cjejieha Teopema.

Teopema 4.2.3. [3] Axo je G ynuyukauuar 2pad ca n > 5 usoposa u axo je G %
Cy, C*, mada je ER(G) > min{ ER(C,,), ER(C})}.

Y cnenehoj Teopemu jpokazahemo ma kourypa ), uMa HajMarby BPeIHOCT PE30JI-
BEeHTHEe eHepruje Meljy ¢cBUM yHUIMKINYHUM rpacoBHMa Ca 1 IBOPOBA.

Teopema 4.2.4. [3] Hexa je G yrnuyukauvan epad ca n > 5 usoposa. Axo je G ¥ C,,
mada je ER(G) > ER(C,,).

/loxas. Ha ocuoBy teopeme 4.2.3 nososbHo je mokaszaru na je ER(C,) < ER(CY).
Kopunihemem pauynapa Moxke ce IpoBepUTH Ja TBpherbe BaxKu 3a rpadoBe ca HajBHIIe
15 uBoposa. IlpermoctaBumo ma je n > 15. Tazma je

~ dIng(G, )
) !

A=n

ER(G)
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BR(C,) -~ BR(Cy) ~ (TRAGY) o)

dN dN
d . ¢(Cn )

= —pm

dx U H(CN)

A=n

A=n

Hajseha concrena BpegrocT KoHType C), je 2, 10K je HajBeha colcTBeHA BPETHOCT
rpacda C mama ox 3. Oryna, mmajyhu y suny ga C, u C He cagpxKe TPOYIJIOBE HUTU
HeTOYIJIOBE, 3a A = n, J00ujaMo

H(CpyA) = A=A 2 by (CHON -
G(CrA) = A=A b5 (C)N -

Baxku na je

?Eﬁ&:1+me—mwm+O(1>

o(Cry A) At A8
oJTaKJe je
O(Cny A)  bao(Cr) — b (CF) 1
1 = = R
&Ry oo 2\
Cana je

nd n’

bo(Cr) — ba(C 1
ER(C,) — ER(CY) = —4 2(Cn) = 0a(C) (-) .
Kopuctehu Sachs-oBy Teopemy MozKe ce moKazaTu Ja je

bo(Cl) = %n(n ~3), b(C;) = 5(n—B)(n—4) +20 -7,

OJaKJI€ 3a JOBOJbHO BEJIUKO 71 BazKN

4
ER(Cn) — ER(Cy) = ——,

. ER(C,) < ER(C?). m

Pasmorpumo cajia neneraruBny JlamiacoBy pe30JBEHTHY €HEPTH)y YHUITUKJITIHUX
rpacdoBa. Henerarusna JlammacoBa pe3oJiBeHTa €HEepruja ce JOBOJU Y Be3y ca HeHera-
tusauM Jlamnacosum Ectpagunnm ungekcom rpada G, v ozunann SLEE(G), koju je
nedunncan ca [4]

(4.2) SLEE(G) = Xn: e =Y w

k>0

[Mocmarpajyhu (2.10) u (4.2) MoxkeMo 3ak/byduTd Ja cy rpadgoBcke mHBapujaHTe
RQ(G) u SLEE(G) pacryhe dbyukiuje y ogrocy Ha crnekrpaane momente My (G). Pe-
syaraTu y pajy [4] koju ce oHOCE Ha eKCTpeMaJiHe YHUIMKIndHe rpadoBe y OMHOCY Ha
SLEE(G) Baxe u 3a RQ(G), jep cy n00UjeHn pa3sMaTparmeM CIEeKTPATHAX MOMEHATa

Mi(Q).

Hexa cy C,S(ny,ng, ..., n,), GV, G? rpacdopn npukazanu ma caurmm 4.6.
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. Tn—3 | Tn—4
5}111 /N ; : /N ; :
To Tg
€1 T
(55 m Yy U2 (1
&t (32

Cnuka 4.6: YHUIUKJITIHE TpadoBU

Teopema 4.2.5. [47] Hexa je G ynuyuriuvan 2pag ca n usoposa. Axo je G ¥ G,
mada je

SLEE(G) < SLEE(G®) < SLEE(GWY),
npu “emy Jednarocm Ha Ae60] CMPaHU 8aHCU ako u camo ako je G = G®@.

Ha ocnosy Teopeme 4.2.5 jobujamo ciejiehu pesysirar.

Teopema 4.2.6. Hexa je G ynuyurauwunu epad ca n wsoposa. Axo je G 2 GV, mada
(4.3) RQ(G) < RQ(GY) < RQ(GW),

npu wemy jednakocm wa se6oj cmpany (4.3) sascu axo u camo axo je G = G@.

Hekajeq > 3,un; > 0, mpuuemy jet = 1,2, ..., ¢q. Osnasmmo ca CyP(ny, ng, ..., ng)
rpad gobujen ox KoHType Cy = v102 - - - V4V1 JojaBambeM BHcelier myTa ca n; + 1 4Bo-
poBa Ha 4BOp v;, 3a cBako i = 1,2,...,q. I'pad C,,_1P(1,0,...,0) o3nauasahemo ca

G(9) (cuxa 4.7).

C,P(ni,na,...,n,) G2

Cnuka 4.7: Vaunukanaan rpadpoBu
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Teopema 4.2.7. [47] Heka je G ynuuyukauuan epad ca n 460posa u jeduncmesHom
kowmypom Cy. Axo je ¢ < n, mada je

SLEE(C,) < SLEE(G ) < SLEE(G),

npu wemy jednarocm na decnoj cmpany 6adcu ako u camo ako je G = Gy (mj. q =
n—1).

Ha ocuoBy Teopeme 4.2.7 nobujamo ciemehn pesyarar.

Teopema 4.2.8. Heka je G ynuyukiuuar 2pag ca n 460posa u jeOUHCMEEHOM KOH-
mypom Cy. Axo je g < n, mada

(4.4) RQ(Cy) < RQ(G(2)) < RQ(G),

npu wemy jednaxocm na decnoj cmpany (4.4) eascu aro u camo axo je G = G(g).

4.3 bunukamaau rpadpoBu

YV oBOM 0/1e/bKY HaBOJMMO HEKe pe3y/TaTe Be3aHe 3a OMIUK/JIndHEe rpadpoBe ca MaK-
CHMAJTHOM Pe30JIBEHTHOM eHeprujoM Kopucrehu pesyarare u3 paja [3].

Ha mouerky, uzinoxxkuhemo Heke ocHOBHE ITOjMOBE 0 OMIMKINIHUM I'pachoBuma. bBu-
mukauaan rpad G = (V) E) je mosesannm mpocT rpad KOjH 330BOJbABA PEJIAIH]Y
|E| = |V| 4+ 1. ocroje aa ocHoBHA Tuna dunuk/andnux rpadosa: oco-rpad u f-rpad.
oo-rpad, y osmaunn oo(p,q,l), nobujen je ox ase mucjyukrue xourype C, u C,, mo-
Be3WBAmEM jeJHOT uBopa KoHType C, U jenHor uBopa KoHType C, myrem P, ny:KuHe
[ —1 (y cnyuajy [ = 1 garu rpad ce nobuja uaeHTH(DUKAIIJOM TIOMEHYTHX YBOPOBA).
Hpyru tun rpada, f-rpad, y ozuamu, 0(p,q,l), npegcrasba YHH]Y TPH JUCjYHKTHA
nyta P,i1, Pyy1, P41 AyXuHa p,q,l, pecieKTHBHO, ca 3ajeJHUYKUM IOUCTHUM H 3a-
BPIIHUM YBOPOBHUMA, MPH YeMy je p > q = | > 1 u upurom HajBuiie jegan oj Opojesa
P, q,l moxe 6utn jeqnak 1. IIpumerumo ga je 6uno koju Ournukangan rpad G m1obu-
jen ox oo-rpacda unu f-rpada, Gy, momaBameMm crabaja Ha Heke dBopoBe rpada Gj.
I'pad Gy 30Bemo jesrpom rpaca G. Ha couru 4.8 npukasanu cy rpadosu co(p, q,l) n

0(p,q,1).

Ro—i—l
P
oo(p, q,1) 0(p,q,1)

Couka 4.8: I'padosu oco(p, q,1) u 0(p,q,1)

Hexka cy Y, n }7” rpacdhoBu mpuKa3aHu Ha cauiu 4.9.
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[ ] ® L]

o . e .
n—44{ e— o j ‘j_‘,‘. n—>54¢ @— "': '/'_‘_"

] ®

Cinka 4.9: T'padosu Y, u Y,

Jlema 4.3.1. [3] Hexka je G buyukauswnu 2pag ca n > 5 ueoposa, G 2 Yy, Y, . Tada
saotcy, jedro 00 caedeha dea mepherva:

1. My (G) < Mp(Yy,) 3a cearo k>0 u Mg (G) < Mg, (Ys) 3a nexo ko = 0.

2. My(G) < My(Y,) 3a cearo k>0 u My, (G) < My, (Y,) 3a nexo ko> 0.

Teopema 4.3.1. [3] Hexa je G buyurauuny 2pagd can > 5 usoposa. Tada je ER(G) <
ER(Y,), npu uemy jednaxocm sasrcu ako u camo axo je G =Y, .

/loxas. Ha ocuoBy Jsieme 4.3.1, rpad ca MakcuMaJIHOM Pe30JIBEHTHOM eHeprujoMm mebhy
cBuM GuuukangHnM rpadoBIMa ca n 4Boposa je Y, mwin Y, . IIpema ToMe, 10BOBHO
je mokazaru ma je ER(Y,) > ER(Y,), 3an > 5. Ako ca ¢(Vy,,\) 1 ¢(Y,, \) o3mammo
KapaKTepucTHIHe mo/tnHoMe rpadosa Y, 1 Y, pecleKTuBHO, Tajga je

. Qb/(ym /\) i O\ ¢/<ym /\)
ERY.) = 5555 ER(Y,) = T

Ha ocnomy neme 1.2.4 criemn na je

OV, N) = NHN — (n+ 1A —4) +2(n — 4)],
OV, \) = A = (n+ 1N 4 3(n—5)].

[Ipema ToMme, BazKku jia je

SN TN
oY, ) B(Yo, N)
?b,(Yn? >‘)¢<Y/nv )‘) — ¢’(an7 )‘)(b(an )‘)
(Yo, (Y, A)
16n* — 34n3 + 8n? + 2n + 60
(n*—n?—n?2—2n—-8)(n* —n3—n>+3n—15)

ER(Y,) — ER(Y,)

[Monunom p(x) = 1621 —3423+82?+22+60 Hema peannux nya, na je 6pojunai p(n)
MO3UTUBAH 3a cBakKo n. Peasne myne noauaoMa vt —23 —22—22—8 m 2t — 23— 2243215
cy Maibe O 3, Ha je HMeHW/JIall MO3UTHBAaH 3a cBako n = 3. Opjapie ciaeinm ga je

ER(Y,) — ER(Y,) > 0. 0
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PazmoTrpumo ourmkndne rpacdoBe ca MAaKCUMAJHOM BpeTHOITY HeHeraTuBHe Jla-
I1acoBe pe3osBeHTHe eHepruje. Y paay [128] nokaszano je jga Gunukananu rpad Y,
NpuKa3al Ha caunu 4.9 nMa MakcuMa/iHy BPeAHOCT HeHeraTuBHOT Jlamracosor Ecrpa-
quHOr mHiekca. Ha ocHoBy (2.10) Baxku ciezelia Teopema.

Teopema 4.3.2. Mehy ceum buvyukrsudrum epaposuma peda n, Hajeehy epednocm
nernezamushe Jlanaacose pesoasenmue enepeuje uma epad Y, npukxasan 1o cauyy 4.9.

4.4 Tpunukandau rpadoBu

Y 0BOM OJIeJbKY HABOJIMMO HeKe pe3ysTaTe Be3aHe 3a TPHUIUKJINYHe Tpadose ca
MAKCHMAJIHOM De30JIBEHTHOM €HEPrHjoM TIpeMa pesyararuma paja [3].
Heka cy Z;, 1 <1 < 6, rpadosu npukaszanu na caunu 4.10.

° ® o o .
[ & . N - o : ¥ ' : °
n—41{® & "+ "8 n—-5{ e % “® n-Gle & e
[ ! L ] o - pe P “ -
- 1 ¢ o ® ®
Zﬂ ZE 23
® | N ® ° - -
L 9 ° o »
n—>54 @ /.\.:_: n—>514 & & ® »-G!e \ ” .
L LY . e [ ® o ; i
® o ° ° e '
% Zn 5

Cauka 4.10: Tpunukjnaau rpadoBU ca MAKCUMAJHOM PE30JIBEHTHOM €HEePIHjoM

Jlema 4.4.1. [3] Hexa je G mpuyuriuunu epag can > 4 weoposa, maxae da je G % 7
3a1 <i<6. Tadasai € {1,2,3,4,5,6} saorcu da je My, (G) < My(Z!) 3a cearo k > 0,
u Mi(G) < My(Z!) 3a nexo ko > 0.

Teopema 4.4.1. [3] Hexa je G mpuyukauwnu 2pad ca n > 4 weoposa. Tada je
ER(G) < ER(Z}), npu uemy jednarocm easicu axo u camo axo je G = Z1.

/loxaz. Ha ocnosy Jieme 4.4.1, rpad ca MakCcuMaJIHOM PE30JIBEHTHOM eHeprujom mehy
CBUM TpUIUK/IHIHEM rpadoBuMa ca n 4Boposa je Z' 3a neko 1 < i < 6.
Ha ocnosy sneme 1.2.4 Baxku ja je
(ZLA) = A"V = (n+ 2))\3 — 8N +3(n—5)A+2(n—4)) = A""f1(N),

(Z ) (A= (n+2)A? = 6A +3(n = 5)) = A" fo(N),

(Z,A) (A = (n+2)X° +4(n = 6)) = A" (V)
O(Zy,A) = AN = (n+2)X* —6X° +3(n — )N + 21— (n —5)) = A\ O f4(N),

(Z, A) (A" = (n+ 2N = AN +4(n — A +4) = A" f5(N)

(Zn, A) (A° = (n+2)X" +5(n = 5)A* = 2(n — 8)) = X" fg(N) .
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Ba 2 <1 <6, cmean ma je

¢'(ZnN) (2, N)
S(Z5 ) 0(Zis )

O(Zy, No(Z), A) '
Nszpauynapamem pe30JIBEHTHUX eHepruja aobuja ce

6 —12n° 4 42n* — 18n° — 42n — 12
ER(Z}) — ER(Z?) = 6n n’ +42n 8n n 07
nfi(n)fa(n)
6 _ 5 4 _ Q.3 2 _
ER(Z}L)—ER(ZE) _ 28n® — 56mn° + 44n* — 8n° + 136n° + 80n 192’
nfi(n)fs(n)

6n® 4+ 40n% — 2n° — 48n* — 96n3 — 188n2 — 132n — 40
ER(Z}L)—ER(Zi) _ n® + 40n n n n n n 7
nfi(n)fa(n)
16n” — 20n° + 56n° — 40n* + 4n3 — 52n% — 188
ER(Z!)) — ER(Z?) — n n° + obn n- 4 4n n n’
nfi(n)fs(n)

32n8 — 62n7 4+ 30n° + 92n° 4 94n* — 2n3 — 432n% — 432n — 128
nfi(n)fe(n) '

CBe peasiHe HyJle OJMHOMA KOjU ce TOjaB/byjy V OpojuonuMa OBUX pasjoMaka cy
Mame ox 2. OcuMm Tora, cBe peajHe Hynae noaunoma f;, 1 <1 < 6, cy mame ox 3. Ha
OCHOBY TOTa CJIeJiU Jia Cy OpOjUOIM ¥ UMEHHOIU Y JATUM Pa3/JIOMIUMAa [MO3UTUBHU 33
n > 3. Tpema rtome, Baxku ja je ER(Z) — ER(Z') > 03a 2 <i < 6. O

ER(Z!) — ER(Z")

ER(Z,) - ER(Z,) =

Ha xpajy, HaBoauMo pe3yaTaT KOju ce OJHOCH Ha TPUIUKJINIHE rpacdoBe ca Max-
CUMAaJTHOM BpejHOIIhy HeHeraTuBHe JlaliacoBe pe30JiBeHTHE eHepruje.
n
Hexa cy Hj' rpadosn npnkasanm Ha canmu 4.11.

n—7 n—=~6 n—2> n—4
—_—— —_—— —_—— —_——

Hr Hr Hy Hr
F=3n=>27 (=4n>26) (F=6,n=>5) (j=7n>4)

Craunka 4.11: Tpunuxkandau rpadoBu

VY pany [113] oapebhenn cy Tpurukangan rpadoBH ca MaKCHMAJIHOM BpeTHOIINY
HeHeratuBHOT Jlamnacosor Ectpamunor uniekca. Ilpumemyjyhu (2.10) monasumo 1o
ciaeneher TBphema.

Teopema 4.4.2. Axo je G mpuyurauuan 2pagd ca n wsoposa (n = 5), mada

RQ(G) < RQ(Hg) = RQ(H7),
npu wemy jednaxocm eastcy aro u camo ako G = Hf uau G = HY.
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4.5 OTBOpeHU MpodbjaeMu

IIpernocraBka 4.5.1. [68] Hexa je dam 6uyurauvan epad Bap . npukasan na cauyy
4.12. Mehy ceum nosesanum 6uyursusHum epagdosuma peda n, 2padosu ca HaJMar60M
spednowfiy pezoasenmme enepauje cy

Bp_1p-1p axoje m=3p,p=2,
(4.5) By ipp akoje n=3p+1,p=>1,
By akoje n=3p+2,p=>1.

Buuurauuny epagosu ca dpyzom najmareom epedrnowhy pezossenmmue enepauje cy

By 2pp axo je n =3p,p = 2,
By ip-1pr1 axoje m=3p+1,p=>2,
By 1 ppt1 akoje n=3p+2,p=>1.

a &

BCI,L‘J.C

Couka 4.12: Bunukinaau rpadoBu ca MEHAMAJIHEM BpegHoctuma 3a ER(G)

IIpernocraBka 4.5.2. [68] Tpuyuriuunu epagosu peda n, 5 < n < 15, ca Hajmarom
spednowhy pesossenmue enepauje NpuKrasary ¢y Ha cauuyy 4.13.

ITpobaem 1. V kjacu cBUX OMIUKJIMYHUX U TPUIMKJIUYHUX rpadOBa OJPEIUTU I'Pa-
¢doBe Koju UMajy MUHUMAJIHY BPEJIHOCT HeHeraTuBHe JlamacoBe pe3oBeHTHE eHePruje.
IIpobaem 2. Oppenuru ekcTpeMasne rpadose y ojHocy Ha JlamiacoBy pe3o/IBeHTHY
eHepTHjy y KJIACW CBUX HEOWMAPTUTHUX YHUIUKIUIHUX, OUMUKIAIHAX W TPUITUKIA-
qHUX rpadosa.
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=5 n==06 = n==~8
=9 =10 n=11 =12
n=13 n=14 n=15

Cruka 4.13: Tpunukjunaau rpadoBU ca MUHUMAJIHOM PE30JBEHTHOM €HEPIHjOM
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I'maBa 5

3aBucHocT Mel)y eHeprujama

5.1 Ilo3naTu pe3yaraTru
3a nouerak, pazmorpumo Be3y usamehy enepruje £(G) u Panauhese enepruje RE(G)
rpada G.

Teopema 5.1.1. [16] Hexa je G 2pad ca n u60posa koju HeMa U30A08GHUT 4EOPOSA.
Tada je

(5.1) JRE(G) < £(G) < ARE(G).
Joxasz. N noxaszy hemo KopuctuTn ciegehn pesysrar.

Teopema 5.1.2. [86] Hexa cy A u S ksadpamue mampuye peda n, npu wemy je Mma-
mpuya A zepmumcra, a mampuya S wecunzyaapra. O3nauumo ca S* Kowy208aH0-
mpancnonosany mampuuy mampuye S. Hexa cy concmeene spednocmu mampuya A
u SS* copmupare y wepacmyhem nopemxy, mj. Ay = Ay = --- = \,. 3a csako k =
1,2,...,n, nocmoju nosumusan peasar 6poj O makas da je A, (SS*) < O < A\ (55%)

C 0b3upom Ha TO ja je D2 HECUHIyJIapHa MaTPHIA 3a cBako k = 1,2,...,n, rje je
D numjaronajina MaTpuUIla YUjU CY JUJjarOHAJIHU €JIeMEHTH jeHAKH CTEIeHNMa YBOPOBA
rpada 6e3 n30J10BaAHNX YBOPOBA, Ha OCHOBY Teopeme H.1.2 cJieun /1a MOCTOjH TO3UTHBAH
peasian 6poj 0 Takas na je

Pk = /\k(D_l/QAD_l/2) = 9k>\k<A)
Cana je RE(G) = > 0k|\e(A)], omaxie crenn gokas. O
k=1
Komenrap 5.1.1. [37] Jednakxocm y obe nejednarxocmu (5.1) sasrcu ako u camo axo je
G peeynapar epag.

Teopema 5.1.3. [35] Hexa je G epagh peda n 6e3 u30406GHULT 460P06aA G UHOCKCOM
A1. Tada je

(5.2) SRE(G) + M — 6 < £(G) < ARE(G) + A, — A,
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/oxasz. Kaxko je D:RDz = A, Ha ocHOBY Teopeme 5.1.2 ciaean ma je

(D) < 0 < M(D), Tj. 5 < 0 <A,

n
)\k(A) = HkAk(R), Tj. /\k: = Gk,ok, zak = 17 2, coa N
Capa je
Ol pk| < Orlpk| < Alpxl,
Tj.
(5-3) Olprl < Akl < Alpgl-

Cymupajyhu enemente y (5.3) 3a cBako k, k = 1,2,... n, Ha ocuoBy neduHuIje
enepruje u Panguhese enepruje ciaean (5.1). Cymmpajyhu eremente y (5.3) 3a cBako
k, k=1,2,...,n, u y3umajyhu y o63up 1a je p; = 1 jobujamo

d)(RE(G)—1) < &(G)— M < A(RE(G) —1).
O
KowmenTap 5.1.2. [37] I'panuue (5.2) cy 6ome 00 epanuya (5.1), jep je & < Ay < A.
Pasmorpumo Be3sy usmely enepruje u Jlamiacose enepruje rpada.
IIpernocraBka 5.1.1. [62] 3a npouseonan zpad G sasrcu da je
(5.4) E(G) < LE(G).

PasmoTpumo Heke 3akjbydke y Besu mpermocTaBke 5.1.1 koju cy Hamenenu y [71].
Heka je K K,, rpad pobujen ox j1Be Konuje KoMILIeTHOT rpacda K, Tako IITo je YBop U3
jenne Komuje K, moBe3aH IpaHOM Ca JIBa UYBOpa U3 Apyre Komuje ox K,. Stevanovié je
ca capaguuiMa y pajay [124] nokaszao na Baku 0OpHYTa HejeHAKOCT O] HEjeTHAKOCTH
(5.4) 3a 6eckonauny damuanjy rpadosa G koju cy uzomopduu ca K K, 3a ceako n > 8.
JIMpeKTHUM padyHOM MOXKe ce TMOKasaru Ja Hejeanakocr (5.4) Baxku 3a cBe rpadose
pera n < 6, 10K 3a n = 7 mocroju camo jegan rpad (rpad H; wa caunum 5.1) 3a
Koju Bazku oOpHyTa Hejennakoct of (5.4). Kopucrehn oaj rpad, Liu u Liu [103]
KOHCTpyHCaJM cy OecKoHAa4YHYy haMuinjy HenoBe3aHnx rpadosa 3a Koje BaxKu 00pHyTa
nejennakoct of (5.4). Jlakise, Ha OCHOBY pesyiartara u3 pamosa [124] u [103] caequ
Ja mpernoctaBka o.1.1 HHUje TadyHA y OMIMITEM CAYYajy W 3aTO je OJl WHTepeca JIaTh
KapakTepu3alnjy rpadosa 3a Koje je Jarta IpeTHoCcTaBKa TadHa.

Kopumheme pesyrrara koje je mokazao Ky Fan y pagy [53] mokaszano ce kao
yenermno y nanazxersy sese usmehy £(G) nu LE(G). Osunaunmo ca s;(X) cunryaaphe
Bpeanoctn u ca x;(X) concrBene Bpeanoctu marpure X. Tana je s;(X) = |z;(X)].

Teopema 5.1.4. [53] Hexa cy X,Y u Z xeadpammne mampuye peda n, makree da je
X +Y =7 Tada je

n n

Zsi(X)+Zsi(Y) > " si(2).

i=1 i=1
Jednakxocm eaotcu aKo U CaMO aKO NOCMOU opmozonansna mampuue P, maxea da cy
mampuue PX u PY nosumuene cemu-dedpunumme.
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Cmuxka 5.1: I'pad H;

Teopema 5.1.5. [122] Hexa je G epagp ca n weoposa, m 2pana u CMENneHuMa 460p06a

di,ds, ..., d,. Tada je

(5.5) LE(G)

Jloxas. 3a JlammacoBy marpuiy Baxku fa je L = D — A, mTo ce MOxKe 3aIicaTH U Kao

(1-20) < cays (0-20)

ITpumemyjyhn Ha mocenmy jegHakocT Teopemy b.1.4 ciaenn TpaxkeHo TBpheme, jep
je D — sz n JUjaroHaIHA MATPHIIA YHje Cy COICTBeHe Bpeanoctu d; —d, 1 = 1,2,...,n.

O
Teopema 5.1.6. [122] Axo je G 6unapmuman 2pad, mada je LE(G) > E(G).

oxas. Kakoje Q = D+ Au L =D — A, Baxnu 1a je Q — L = 2A, mro ce MoxKe
3aIUCATH KAO

(5.6) (Q - 277”1“) (L - 2—m1 ) _oa

Kao mro cMo y yBOomHOM femy Bujesn, Mmarpure () u L y ciydajy dunmapTutaor rpada
UMajy UCTH CIEeKTap, O/IaKJie CJeIn Ja je

S (0-200) -3 (1= 20 =S (- - 2] - o)

i=1 i=1 i—
[Tpumersyjyhin Teopemy 5.1.4 ua (5.6) caenn gokas. O

Teopema 5.1.7. [122] Heka je G 6unapmuman 2pad ca n 460posa, m 2paHa, cmene-

HUMG 460p06a dy,ds, . .., d, u npoceunum cmenenom d = —. Tada je
n

maX{E(G),Zn]di —E|} < LE(G) < E(G) +Zn:|di —d|.

Y caenelioj Teopemu mato je jemHo modosbiiame 3a (5.5).
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Teopema 5.1.8. [32] Hexa je G epadh ca n wsoposa, m epana u cmenenuma 460poea
di,ds, ..., d,. Tada je

(5.7) LE(G) < &(G) +2 Z (d - —)

) ) . ) 2m
nPU YeMY je T HAJMAY NO3UMUBAH Ueo OPo] Koju 3600806060 HEJEIHAKOCT, Ly > —
n

u p je Jlanaacosa concmeena spednocm epaga G.
Amnanorno JlammacoBoj enepruju Moxke ce aedunucatu eHepruja Heneratusue Jla-

njacose marpurie (). Enepruja nenerarusne Jlamnacose marpuie rpada G, y o3nanm,
LET(G), nedunucana je ca

n

2m
LET(G) = Z EUR
=1
rie cy ¢;,t = 1,...,n, concreere BpeaHocTu marpure ().

Besa usmely £(G), LE(G), LET(G) nata je y caenehe ase Teopeme.

Teopema 5.1.9. [62] Hexa je G nosesan epagp ca n weoposa u m epana. Tada je

di—2—m}.
n
=1

Teopema 5.1.10. [33] Hexa je G 2pad ca n weoposa u m epana, “wuja mMampuua cy-
cedemasa uma pane r. Tada je

(5.8) LE"(G) + LE(G) > max {25 G

4dmr

(5.9) LE*(G) + LE(G) > 46(G) - —

Y

Jednarxoem eascu axo u camo axo je G = nKy uau G = Ky U (n — 2)Ky uau G =
Kn/Q,n/2-

Osunaunmo ca H tpad mo0ujeH Tako MITO e W30J0BAH TBOP MOBEKE I'PAHAMA Ca
neHTpuMa 3Be31a S3 U Sy, PECIEKTHBHO. 3a n > 3 Heka S, 03HaYaBa yHUIMK/JIMIAH
rpacd pesa n Koju je A00mjeH TAKO MITO Cy JBa HECyCeaHa YBOpa 3Be3je S, CIojeHa
I'DAHOM.

KowmenTap 5.1.3. [71] ¥V pady [33], aymopu cy ucmarau da pesyamamu (5.8) u (5.9)
nucy ynopedusu. Hexada je 6omu pesyamam, (5.9) neeo (5.8), asu ne yeex. Pesyamam
(5.9) je 6oawu 00 pesyamama (5.8) 3a epagpose H u Ks 5, dox je pesyamam (5.8) Gonu
00 pesyamama (5.9) 3a 2paghose Sg u Sy .

IToxacerumo ce ma je rpad rpana, Tj. auHHjcKU rpad, y o3namm Lg, rpada G =
(V, E) rpad uuju je ckynm uBopoBa ckyn E u Koj Kora €y JBa 4BOpa CyCeTHa aKo U
caMo ako oarosapajyhe rpane y rpady G uMmajy 3aje THIYKH IBOP.

Y crepehum Teopemama majemo Besy usmely enepruje rpacdosa G u Lg.

Teopema 5.1.11. [34] Hexa je G epagp ca n usoposa u m > 1 epana. Tada
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(a) 3a m <n sascu da je

4
£(Le) < LET(G) + 77” 4,

npu uemy jednarocm eaxcu ako u camo axo je G = Ko U (n—2)K; (n > 2) uau
G=K;U(n—3)K; (4<n<6) u,/LuG%KLi_lU(n—i)Kl([g] +1 gz’én).

(6) 3a m > n, sascu da je

£(Le) > LE*(G)+ ™ —4,

npu wemy jednaxocm eaxcu axo u camo axo je G = Ky uasu G = Ky — e uau
GE2K,UK; uw G = K,U K,.

(6) LET(G) = E(G) axo u camo axo je m = n.
TTocaenuua 5.1.1. [34] Hexka je G epag ca n usoposa um > 1 epana. Tada je

E(Le) = LEH@) + 2 _y

n

ako u camo ako jem =n uau G = KyU (n —2)K; (n > 2) uau G = K3U (n — 3)K,
(A<n<6)uuG =Ky, 1U(n—i)K; (f%} +1<i< n) uru G = Ky uau G = Ky—e
uru G =2 Ky UKy unu G = Ky U K.

TTocmenuna 5.1.2. [73] Heka je G 2pag ca n usoposa um > 1 epana.
(a) Axo je m < n, mada je E(Lg) < LET(Q).
(6) Axo je m > n, mada je E(Lg) > LET(G).
(6) Axo je m =n, mada je E(Lg) = LET(G).

ITocaenuua 5.1.3. [34] Heka je T' cmabao peda n ca p eucehiuz usoposa. Tada je

&(Ly) < LE*(T) — 2 (1 - g) .

Y pany [34], ayTopu cy mobusu oy u ropisy rpamuiy 3a £(Lg).
Teopema 5.1.12. [34] Hexa je G epagp ca n weoposa u m > 1 epana. Tada je
E(G)—2p—4s < E(Lg) < E(G) +4m — 4n + 2p + 4s,
ede cy p u s 6poj sucehuxr u uzorosanur wsoposa y 2pady G, pecnexmusHo.

TTocmenuma 5.1.4. [34] Heka je G epadh ca n ueoposa, m 2pana U MUHUMAAHUM
cmenernom weoposa 0 = 1. Tada je

E(GQ) —2p < &(Lg) < E(G) +4m — 4n + 2p,
ede je p bpoj sucehux weoposa y epady G.
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IMocnemuna 5.1.5. [34] Heka je G 2pa ca n 460po6a u MUHUMGAHUM CMENEHOM
weoposa 0 > 2. Tada je

£(G) < E(Le) < E(G) + 4m — 4n.

Kopumihemenm teopeme 5.1.11 (a) u teopeme 5.1.12, ycmocraBibeHa je pesaruja
u3mely enepruje HeneraTupHe Jlamiacope marpuie u (o6udHe) eHepruje rpada.

Teopema 5.1.13. [34] Heka je G epagh ca n ueoposa u m epana (m < n) ca p sucehux
u s usonosanux weoposa. Tada je

4dm

LE*(G) > E(G) = = —2p— s+ 4

Y crenelioj reopemu jgara je Besa usmehy £(Lg) m npeor 3arpebadkor HHIEKCA
Zg(G) = My(G) = 3 di.
i=1

Teopema 5.1.14. [34] Hexa je G nosesan epag ca n usoposa, m = 1 epana u npsum
3azpebarrum undexcom Zgi. Tada je

E(Lg) < 2m—2n—2+Zgl—<G)+\/(n - 1) (<1 + %) Zg1(G) — M —6m +4n — 4).

m m2

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K, usu G = Ky 4.
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5.2 HosBu pe3yararu

OBgie he 6uTH N37107KeHN HEKM HOBU PE3YJITATH KOJUMa Ce YCIOCTaB/ba Be3a m3Mel)y
eHepruje u pe3oJiBeHTHe eHepruje rpada. Behuna tux pesyiarara je cajpzkaHa y pajy
[133].

Teopema 5.2.1. Hexa je G zunoenepzemcru epagd. Tada je

n—1 1
E < .
k(@) n +n—S(G)

Jednaxocm easrcu axo u camo axo je G = K.

Jokxas. Heka cy A1, \o, ..., \, comcrBeHe BpegHOCTH xumoeHneprerckor rpada G. 3a
TakaB rpad, Kao IITO je HCTAKHYTO y ofe/bKy 1.3, Baxku jaa je E(G) < n. U3 A\; < |\
ciaemu ga je A < |\|* 3a ceako i = 1,...,n u cako k € N. Kopucrehu snemy 1.4.1,

n n k
saksByayjemo ma je . |\|F < (Z |>\Z\) , 3a cBako k € N.
=1 i=1

ER@G) = ~3°

n nk n nk
k>0 k>1
pRYL K
c1eiyE gl (5(@))
n n
k>1 k>1
1 EGN* 1 1
+ <; ( n ) ) * n\q1_ £(G)
= n
B n—1 1
- n n—E&(G)

Axo je G 2 K, tana je £(G) =0 u ER(G) = 1, ma jeqHaKoCT BasKH.
-1 1
Ako Baxu jennakocr FR(G) = n " + e Tamaje Ay =g ==\, =0,

onaxse cieqn ma je G =2 K,,. O

Teopema 5.2.2. Hexa je G xunepenepzemcku epagd. Tada je
ER(G) < £(G).

Jokas. 3a n =1, jenunu rpad je Ki, a OH je XumoeHeprercku. 3a n > 1, HA OCHOBY
nocaenune 2.2.3 U YHIbEHUIE Ja 3a Xunepeneprercku rpad Baxku ma je £(G) = n,

cJen J1a je
2n

n—+1

ER(G) < <n < E(Q).
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Teopema 5.2.3. [133] Hexa je G npocm epag ca n weoposa u m epana. Tada je

(5.10) (@) (ERl(G> L= Al}ff — M) <2m(2n — A = Ay).

Jednarocm eascu axo u camo ako je G = K.

2
Joxas. Bapi:ﬁ, a=n—X,i=1,2,....,n,r=n— X\ u R=n—\,, HejegHakocr

(1.30) ce Tpancdopmuiie y Heje THAKOCT

(5.11) Z)\Z +(n—X\)(n )\n);n_’)\i <2m(2n — A\ — \y).
. 1 . .
U3 wejeqnakocrn (1.32), 3a r =1, z; = |\, a; = o= 1,2,...,n, tobujamo
= A
HejeITHAKOCT
n 2
W
S An—A) =~
i=1
i:zl n— A\
Tj.
- &(G)
5.12 M(n—N) > :
(5.12) > oA A2 g
Bar=1,2z; =|N|, a; =n—X\, 1=1,2,... n, uz wejennaxocru (1.32) caeau na je
. (z \ )
2 S e
=EER TR
=1
Tj.

n2

(5.13) Z AZQ SQ(G).

Cana nejexnakoct (5.10) caenn u3 nejenmakoctu (5.11), (5.12) u (5.13).

JeJHAKOCT BazKu aKo U caMo ako jenmaxkoct saxku y (5.11), (5.12) u (5.13). Nmajyhn
y Bumy jgeme 1.4.9 m 1.4.11, mako ce MozKe 3aK/byUNTH 78 CY HaBeJIEHU yCJIOBU 330BO-
JheHH aKo 1 camo ako rpad G WMa TavHO jeJ[HY CONMCTBEHY BPEIHOCT, OJHOCHO KaJa je

G2K,. O
ITocaequua 5.2.1. [133] Heka je G npocm zpag ca n wsoposa u m epana. Tada je
£2(G) < <2m(2n = A — (= A (= Ay)| det A7 (det RA(n))%) ER(G).

Jednarocm eastcu axo u camo axo je G = K.
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Jokas. Kopucrehn nejennakocT m3Mel)y apuTMeTHUUIKe U T€OMETPHUjCKe cpeauHe T00u-
jamo f1a je

2
n

(det Ra(n))w.

1
> - =n|det A
Ha ocnoBy nocsenme nejeanakocrn u nejeguaxocru (5.11) u (5.12), gobujamo rpazkenn

pe3yJITar. ]

ITocnenuma 5.2.2. [133] Heka je G npocm epag ca n weoposa u m epana. Tada je

n? <2m(2n — A1 — An) det R(n)w — n| det A\%)

£4(G) < 1
(n = A)(n = Ag)(det Ra(n))n

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K.

Joxasz. Kaxko je

>0 a) 2 ([0 a | = AR
= =1 (det Ra(n))n

Ha ocHoBy Hejennakocru (5.11) u (5.13) mobuja ce TparxKeHa HejeHAKOCT. O
ITocaenuna 5.2.3. [133] Heka je G npocm z2pag ca n wsoposa u m 2pana. Tada je

£4(G)

(5.14) 5RO

+ 12 (n = A)(n = A)(ER(G) = 1) < 2m(2n = A = An),

npu vemy jednarocm 8axcu axo u camo ako je G = K.

oxas. Ha ocnoBy peranuje (3.52) u nejenunakoctu (5.11) u (5.12) nobuja ce Tpazxena
Heje THAKOCT.

JeJHAKOCT BaxKu ako u caMo ako Baxku jegnakocr y (5.11) u (5.12). Ha ocnosy
aemve 1.4.9, jennaxocr y (5.11) Baku ako W camMo aKo je A\; = Ay = -+ = A\, Wwin je
M =X ==X 2 Ney1 =+ = A\,3amek0 k, 1 < k < n—1, onakjie caean
AajeG%“FnHﬂHG%kKsaaHeKek:Hs,TaKBe;Laje1<k<n—1ﬂn:k3.
Kako jemmakoct y (5.12) Baxkn ako u caMo ako je |[Ai|(n — A1) = |Xa|(n — Xg) = -+ =
|An|(n — A,), HETIOCPETHO Ce 3aKbyUyje Ja jeqaakocT v (5.14) BaxKu ako U camMo axo je
G npazan rpad. n

IMocnenuna 5.2.4. [133] Hexa je G npocm epad ca n weoposa u m epana. Tada je

(5.15) E(G) <n*VER(G) — 1,

npu uemy jednakocm eaxncu arxo u camo ako je G = K.

Jloxas. Hejennakocr (5.15) cmemn mupextro u3 (3.52) u (5.13). Jeamakoct y (5.15)
|

A Az [An
Ba)KH aKO W CaMO akKo je = = ... = , OIAKJe Ce JIAKO MOKe
n— M\ n — Ao n— A,
BaKJBYUHTH Ja je A1 = Ao = - -+ = \,,, Tj. G je mpa3an rpad. O
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IMocnenuna 5.2.5. [133] Hexa je G bunapmuman epag ca n weoposa um epana. Tada
je

1 n? — \?

(5.16) E(Q) (ER(G) s ) < 4mn,

npu uemy jednakocm eaxcu axo u camo ako je G = K.

Teopema 5.2.4. [133] Hexa je G npocm 2pag ca n wsoposa u m epana. Tada je

(20 — A\ — A)2ER(G)
(n—A1)(n—\)

2,,2
(5.17) G < 0

Jednarocm eascu axo u camo axo je G = K,,.

2
Hokas. Bap,=—,a,=n—XN, R=n—\,,r=n—X\,1=1,2,..., n, HeJeIHAKOCT
m

(1.31) ce Tpancdopmuiie y HejeHAKOCT

n

a A2 m?(2n — A\ — \,)?
5.18 A2(n — \ L LA
(5.18) Z 2( );n_Ai (ESNICESw

Ha ocuoBy mejennakoctu (5.12),(5.13) u (5.18) caeau nokas 3a Hejegaaxoct (5.17).
Umajyhiu y Buay cayuajese jennakoctu y pesamujama (1.31), (5.12) u (5.13), gako
ce MOZKe 3aKJbYyUUTH Ja jeHAKOCT v (5.17) Baxku ako u camo ako je G mpasan rpad. [

ITocnenuna 5.2.6. [133] Heka je G npocm epag ca n weoposa u m epana. Tada je

m(2n — A — \,) ER(G)
€(G) < n J (ER(G) = 1)(n— M)(n—\,)

(5.19)

npu uemy jednakocm eaxcu axo u camo ako je G = K.

Joxas. Hokas caequ u3 (3.52), (5.12) u (5.18). O
ITocaenuua 5.2.7. [133] Heka je G 6unapmuman epag ca n uwsoposa u m epana. Tada
je

4n*m?ER(G)
5.20 ENG) L ——————
(5.20) e

npu yemy jednakocm 8axncu axo u camo ako je G = K.
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Buorpadmuja

Emvup X. 3oruh pober je 19.02.1988. y Hosom llazapy. Ocnosry mikoay” Credan
Hemama” u ['mmuaszujy 3appmmo je y Hosowm I[lazapy. OcHoBHe akajieMcKe CTynje Ha
cmepy Matemaruka Ha /lemaprmany 3a MaTeMaTndke Hayke [IpzKaBHOT YHUBEP3UTETA
y Hosowm ITazapy ynucao je 2007., a 3aspimuo 2011. rogune ca npocednom orenom 9,08.
Macrep akagemcke cryauje maremaruke Ha MaremaTundkom (hakyaTery Y HUBEP3UTETA
y Beorpaay ymucao je 2011., a 3aspmmo 2013. roguHe, riae je ogdOpaHUO MacTep pa/l
noJ, HacaoBoM ' VlryeTpanyja onmTe uieje 3aKOHA PENUNPOIUTeTa TPEKO KBAIPATHOT,
KyOHOT 1 OukBajpaTHor.” JlOKTOpcke akajleMCKe CTYIUje MaTeMaTHKe ynucao je 2014.
rojimie Ha Ilpupogno-maremarndkom dakysrery Yuupep3urera y Kparyjesiy, rie je
HOJIOKUO CBE HCIHTE TIpejBul)ene IIaHOM M HIPOIPAMOM Ca MPOCEYHOM orenom 9,28.
Ha /Ip>xkapuom yausepsutery y Hosom Ilazapy pajno je Kao capaJHUK-IeMOHCTPATOD
ox 2011. mo 2013. rommue, 3atum je ox 2013. mo 2016. romwae OMO aHrazKOBaH Kao
capaJIHUK y HacTaBH, a o 2016. roanHe pajin Kao aCUCTEHT.

o cama uma objaBmena 3 pama ca SCI nmcre, on dera 2 pajga y 4acomucy Ka-
teropuje M21la u 1 pajg y waconucy kareropuje M22, kao u 3 paja y HallMOHAJTHUM
qacomucuma, o 4vera 1 paja y gacomucy Mbl kareropuje u 2 pajia y 4acomucy Kare-
ropuje M52. Ocum Tora, KoayTop je morjaaB/ba y MOHOTpadUju HAIMOHAJTHOT 3HA4Yaja
(kareropuja M45) u uMa 7 caominrema Ha CKynoBuMa MeljyHAPOIHOT 3HAYAja IITaM-
nana y u3Boay (M34), mrro yrkynuo yunun 14 6ubauorpadcKux jeMHAUIIA.

Mounorpaduje, nocebna noriasmpa y HaydHuM Kiurama (M45)

1. I. Gutman, B. Furtula, E. Zogi¢, E. Glogi¢, Resolvent energy, In: Energies of
Graphs - Theory and Applications (I. Gutman, X. Li, Eds.), Mathematical Che-
mistry Monographs, MCM17, Univ. Kragujevac, Kragujevac, 2016, pp. 277-290.
(ISBN 978-86-6009-033-3)

Hayuynu panoBu 06jaB/beHN Yy HAYYHUM HaconucuMma mehynapHogHor 3Hauaja
(M20)

2. I. Gutman, B. Furtula, E. Zogi¢, E. Glogi¢, Resolvent Energy of Graphs, MATCH
Commun. Math. Comput. Chem., 75 (2016), 279-290. (ISSN 0340-6253,
[F(2016)=3,139), M21a

3. L. E. Allem, J. Capaverde, V. Trevisan, I. Gutman, E. Zogi¢, E. Glogi¢, Resolvent
Energy of Unicyclic, Bicyclic and Tricyclic Graphs, MATCH Commun. Math.
Comput. Chem., 77 (2017), 95-104. (ISSN 0340-6253, IF(2016)=3,139), M21a

4. E. Glogi¢, E. Zogi¢, N. Glisovi¢, Remarks on the upper bound for the Randié
energy of bipartite graphs, Discrete Appl. Math., 221 (2017) 67-70. (ISSN 0166-
218X, IF(2016)=0.956), M22



Hayuynu panoBu 00jaB/beHU y HAYYHUM YacCOINCUMA HAIMOHAJHOT 3HAYaja
(M50)

5.

E. Zogi¢, B. Borovi¢anin, Some New Bounds on Randi¢ Energy, Kragujevac J.
Math., 43 (3) (2019) 393-398. (ISSN 2406-3045) M51

E. Zogi¢, E. Glogi¢, New Bounds for the Resolvent Energy of Graphs, Scientific
Publications of the State University of Novi Pazar, Ser A: Appl. Math. Inform.
and Mech. 9 (2) (2017) 187-191. (ISSN 2466-3778) M52

E. Zogi¢, B. Borovicanin, I. Milovanovi¢, E. Milovanovi¢, On bounds of eigen-
values of Randic¢ vertex-degree-based adjacency matriz, Scientific Publications of
the State University of Novi Pazar, Ser A: Appl. Math. Inform. and Mech. 10
(1) (2018) 33-40. (ISSN 2466-3778) M52

Caomnmnrersa Ha MeDyHAPOAHUM HAYYHUM CKYIOBMMA IITAMIIAHA Y U3BOIY
(M34)

8.

10.

11.

12.

13.

14.

E. Glogi¢, E. Zogi¢, Comparative analysis of interconnection networks, Third
International Conference CPMMI 2014, CONTEMPORARY PROBLEMS OF

MATHEMATICS, MECHANICS AND INFORMATICS, June 16-17, 2014, State
University of Novi Pazar, Novi Pazar, Serbia

[. Gutman, B. Furtula, E. Zogi¢, E. Glogi¢, Resolvent energy of graphs, Spectra
of graphs and applications 2016, May 18-20, 2016, Serbian Academy of Sciences
and Arts, Belgrade, Serbia

E. Glogi¢, E. Zogi¢, N. Glisovi¢, Remarks on the upper bound for Randi¢ index
of bipartite graphs, Fourth International Conference CPMMI 2016, CONTEM-
PORARY PROBLEMS OF MATHEMATICS, MECHANICS AND INFORMA-
TICS, June 19-21, 2016, State University of Novi Pazar, Novi Pazar, Serbia

E. Zogi¢, Applications of some analytic inequalities in obtaining bounds for the re-
solvent energy of graphs, The 14th Serbian Mathematical Congress (14th SMAK),
May 16-19, 2018, Kragujevac, Serbia

B. Borovic¢anin, E. Zogi¢, On Randi¢ energy of a graph, The 14th Serbian Mat-
hematical Congress (14th SMAK), May 16-19, 2018, Kragujevac, Serbia

E. Zogi¢, B. Borovi¢anin, E. Milovanovi¢, I. Milovanovi¢, Randi¢ degree-based
energy of graphs, The 5th International Conference CPMMI 2018, CONTEM-
PORARY PROBLEMS OF MATHEMATICS, MECHANICS AND INFORMA-
TICS, June 17-19, 2018, State University of Novi Pazar, Novi Pazar, Serbia

B. Borovi¢anin, E. Zogi¢, Some new bounds on Randié¢ energy, The 5th Internati-
onal Conference CPMMI 2018, CONTEMPORARY PROBLEMS OF MATHE-

MATICS, MECHANICS AND INFORMATICS, June 17-19, 2018, State Univer-
sity of Novi Pazar, Novi Pazar, Serbia



MATCH MATCH Commun. Math. Comput. Chem. 75 (2016) 279-290

Communications in Mathematical
and in Computer Chemistry ISSN 0340 - 6253

Resolvent Energy of Graphs

Ivan Gutman'? Boris Furtula'*,

Emir Zogié¢?, Edin Glogié¢?

L Faculty of Science, University of Kragujevac,
Kragujevac, Serbia
gutman@kg.ac.rs , furtula@kg.ac.rs

2State University of Novi Pazar, Novi Pazar, Serbia
ezogic@np.ac.rs , edinglogic@np.ac.rs

(Received June 8, 2015)

Abstract

The resolvent energy of a graph G of order n is defined as ER = Y ;(n — )"t where
A1y A2, ..., Ay are the eigenvalues of G. We establish a number of properties of ER. In particular,
we establish lower and upper bounds for FR and characterize the trees, unicyclic, and bicyclic
graphs with smallest and greatest ER.

1 Introduction

Let M be a square matrix of order n. In linear algebra, the resolvent matriz Ry (z) of

M plays an important role [25]. It is defined as
Rm(z) = (z I, — M) -

where I,, is the unit matrix of order n and z a complex variable. As easily seen, R (z)
is also a matrix of order n, that exists for all values of z except when z coincides with an
eigenvalue of M.

In this paper, we are concerned with simple graphs, that is graphs without directed,
multiple, or weighted edges, and without self-loops. Let G be such a graph, possessing n

vertices and m edges, and let A = A(G) be its (0, 1)-adjacency matrix.
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Abstract

The resolvent energy of a graph G of order n is defined as ER = > | (n— A;) ™!, where
A1y A2, ..., Ay are the eigenvalues of G. In a recent work [Gutman et al., MATCH Commun.
Math. Comput. Chem. 75 (2016) 279-290] the structure of the graphs extremal w.r.t.
ER were conjectured, based on an extensive computer—aided search. We now confirm the
validity of some of these conjectures.

1 Introduction

Let G be a graph on n vertices, and let Ay > Ay > --- > A, be its eigenvalues, that
is, the eigenvalues of the adjacency matrix of G. The resolvent energy of G is defined

in [3,4] as

1)
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——if v; and v; are adjacent,
Keywords: Rij = didj
Graph spectrum 0 otherwise.
Graph energy
Randi¢ matrix The eigenvalues of matrix R, p; > p, > --- > py, are called the Randi¢ eigenvalues of

Randi€ energy graph G. The Randi¢ energy of graph G, denoted by RE, is defined in the following way:

n
RE =RE(G) =) _lpil.
i=1

In this paper, upper bounds for graph invariant RE have been studied.
© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

1. Introduction

Let G be a simple connected graph on the vertex set V = {vq, v, ..., vy} and edge set E. For v; € V, the degree of the
vertex v;, denoted by d;, is the number of the vertices adjacent to v;. Let A be the adjacency matrix of G and D is the diagonal
matrix, whose diagonal elements are vertex degrees.

The Randi¢ matrix of G is the n x n matrix R = ||R;|| which is defined in the following way

1
—— if v; and v; are adjacent,
Rij = d,‘dj
0 otherwise.
Let A1, Aa, ..., Ay be the eigenvalues of matrix A [5] and p; > p; > --- > p, the eigenvalues of matrix R, which are

called the Randi¢ eigenvalues.
The (ordinary) energy E(G) of graph G is defined as the sum of the absolute values of its eigenvalues:

E=E©G) =) [hl-
i=1

* Corresponding author.
E-mail address: edinglogic@np.ac.rs (E. Glogi¢).
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Oopazay 1

H3JABA AYTOPA O OPUTHHA/THOCTH JIOKTOPCKE /THCEPTALIHJE

Ja, EmMup 3oruh , U3jaBJbyjeM Jia TOKTOpCKa

JUcepTallfja MmoJI HacJIOBOM:

Hexke ocobune pe3onsentHe U Pannnhese edepruje rpada

Koja je onOpamena Ha [IpupogHO-MaTEeMaTHIKOM (haKyITETy

VYuusepsuteta y KparyjeBily npeacraBiba opucuHaino aymopcko 0eno HacTallo Kao pe3yaTar

COncmeeHoe ucmpastcueaixkoe pada.

Osom H3zjasom makohe nomephyjem:

® J1a caM jeOuHu aymop HaBeAeHe JOKTOPCKE JHcepTalyje,

® Ja y HaBeJI€HOj JOKTOPCKO] AUCEPTALM]H HUCAM U38PUILO/IA NO8PedY AYTOPCKOT HUTH
JpYTOT MpaBa UHTEJIEKTyaJIHe CBOJUHE APYTHX JINIA,

e J1a YMHOKEHU NPUMEPAK JOKTOPCKE IUCEPTaLlM]j€ Y IITAMIAHO] U €JIEKTPOHCKO] OopMU
y uMjeM ce Ipuiory Haja3u oBa M3jaBa caip:ku JOKTOPCKY JUCEpPTaljy UCTOBETHY
0JI0pameH0]j TOKTOPCKOj AUCEPTALIH]H.

V Kparyjesmy , 9.10.2018. ronuHe,

’ s é«:ﬂ/’

(J nornuc ayropa




Oopazay 2

H3JABA AYTOPA O HCKOPHUHIITRABAIL Y /IOKTOPCKE /IUCEPTALTHUJE

Ja, EmMup 3oruh

[]| mosBosbaBam

HEC J03BOJbaBaM

VYHuBepauteTckoj 6ubnuorenu y Kparyjesiy na HauMHM ABa TpajHa YMHOXEHA IpUMEpKa y

SJIIEKTPOHCKO] (POPMH JTOKTOPCKE JUCEPTAIH]e TIO]] HACTIOBOM:

Hexe ocobune pezonBenTHe u Panauhese enepruje rpada

Koja je omOpameHa Ha IIpHpoHO-MaTeMaTHYKOM (haKyaTeTy

VYuuBep3utera y Kparyjesiy, u To y LIeTMHH, Kao U Jia M0 jeJjaH MPUMEpPaK TaKO YMHOXKEHE
JNOKTOPCKE JucCepTalije Y4YMHU TPAjHO JOCTYIIHUM JaBHOCTU IYT€M JUTHUTATHOT
penozutoprjyma YHuBep3utTera y KparyjeBily U HEHTpaTHOT PENO3UTOpHjyMa HaIJICKHOT
MHUHHCTapCTBa, TAKO J1a MPUIMATHULM JABHOCTH MOTY HAUMHUTH TPajHE YMHOXKEHE MpUMEpKe

y €JIeKTPOHCKO] (OpPMHU HaBeJleHe JOKTOPCKE AUCepTaLje IYyTEM npey3umarsa.

OBom M3jaBoM Takohe

[]| mosBosbaBam

He JI03BOJbaBaM’

! Vkonuko ayrop uzabepe a He JJ03BOJIM IIPUNAIHUIMMA jABHOCTH JIa TAKO JOCTYIIHY JOKTOPCKY JUCEPTALHU]Y
KOPHCTE 01 yCIIoBUMa yTBpYeHuM jenHom on Creative COmMmMONS THLEHIH, TO HE HCKIbY4Yje MPABO MPUNAAHHKA
JaBHOCTH J1a HaBeJICHY JOKTOPCKY JIMCEPTallljy KOPUCTE y CKJIay ca oJpeadaMa 3aKoHa 0 ayTOPCKOM U CPOJTHUM
IIpaBUMa.



MPUMAIHUIIIMA JaBHOCTHU J]a TAKO JOCTYITHY JOKTOPCKY IHUCEPTAIH]y KOPHUCTE MO YCIOBUMA

yrBphenum jemqnom of ciaeaehux Creative Commons muiieHIu:

1) AyropcTBO

2) AyTOpCTBO - JENUTH O]l UCTUM YCIIOBUMA

3) AytopcTBo - 6e3 pepaja

4) AyTOpCTBO - HEKOMEPITHjAITHO

5) AyTopcTBO - HEKOMEPIIH]AJTHO - ACITUTH MO HCTUM yCIIOBHMA

AyTopCTBo - HEeKOMepIHjalHo - 6e3 mpepasia’

VY Kparyjesiy ,_9.10.2018.  ropgumne,

(203‘725 o

Unornuce ayTopa

2 Monumo ayTtope Koju cy m3abpaiu 1a J03BOJIE TPHNAJHUIMMA jABHOCTH Jia TakO JIOCTYIHY JOKTOPCKY
JIMCepTalNjy KOPHUCTE 101 yciIoBMMa yTBpheHnM jenHom o Creative Commons nmuneHIu aa 3a0KpyKe jeAHY 01
nonyhenux auuenuu. Jletaspan caapxaj HaBeJICHHUX JULEHIM JOCTynaH je Ha: http://creativecommons.org.rs/
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