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Uvod v

1 Prostori ultradistribucija 1
1.1 Notacija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Lp prostori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 Prostori distribucija i ultradistribucija . . . . . . . . . . . . . 4
1.4 Ultradiferencijalni operatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Sekvencijalne ultradistribucije 13
2.1 Fundamentalni nizovi s-ultradistribucija . . . . . . . . . . . . 13
2.2 Operacije sa s-ultradistribucijama . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2.1 Algebarske operacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.2 Diferenciranje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Uvod

Sekvencijalna teorija distribucija je razvijena sedamdesetih godina prošlog
veka, a razvili su je poljski matematičari Antosik, Mikusinski i Sikorski (vi-
deti [1]). U isto vreme je H. Komatsu napisao čuveni rad [22] u kom je
razvio teoriju ultradistribucija. Od tada se teorija ultradistribucija razvila
u različitim pravcima. Posebnu primenu našla je u mikrolokalnoj analizi.
Nametnuto je pitanje sekvencijalne teorije ultradistribucija koje do sada nije
razmatrano. Ovde ćemo razviti sekvencijalnu teoriju ultradistribucija Ber-
lingovog i Rumijeovog tipa (videti [29]).

U sekvencijalnoj teoriji distribucija (videti [1]) distribucije su definisane
kao klase ekvivalencije fundamentalnih nizova pomoću nizova glatkih funk-
cija na koje deluju diferencijalni operatori reda k. Koristeći slične ideje defi-
nisaćemo s-ultradistribucije (sekvencijalne ultradistribucije) kao klase ekvi-
valencije fundamentalnih nizova definisanih pomoću nizova glatkih funkcija
na koje sada deluju ultradiferencijalni operatori. Dakle, to je osnovna razlika
izmedu sekvencijalnih distribucija i ultradistribucija koja nam donosi dosta
izazova, jer umesto polinoma (kod distribucija), moramo koristiti različita
ograničenja funkcija eksponencijalnog rasta. Da bismo pokazali da je se-
kvencijalni pristup ekvivalentan klasičnoj teoriji ultradistribucija u [22], mo-
ramo znati strukturalne teoreme ultradistibucija i temperiranih ultradistri-
bucija (videti [5]-[19], [27]-[35]), jer će veza izmedu ova dva pristupa biti data
pomoću razvoja temperiranih ultradistribucija u Ermitov red.

Prostori D(t)(Ω), D{t}(Ω) i njihovi duali (Ω je otvoren skup u Rd) kao
i Gelfand-Šilovi prostori S(t)(Rd), S{t}(Rd), i njihovi duali koji se nazivaju
prostorima temperiranih ultradistribucija Berlingovog i Rumijeovog tipa su
izučavani u mnogi knjigama i radovima, a navodimo neke od njih [5]-[19],

[22]-[27], [33], [35]. Za prostore A(t)
per, A{t}per, kao i njihove duale koji se nazi-

vaju prostorima periodičnih ultradistribucija Berlingovog i Rumijeovog tipa
navodimo radove [7, 8, 37, 44] i knjige [2, 20, 48]. Radi kraćeg zapisa, umesto
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gornjeg indeksa (t) i {t} koristićemo ∗.
Naslov ove doktorske disertacije je ,,Sekvencijalni pristup teoriji ultra-

distribucija i talasni front”, a disertacija se sastoji iz šest glava i dodatka
podeljenih u nekoliko poglavlja.

U prvoj glavi su date već poznate definicije i tvrdenja iz teorije ultra-
distribucija. Definisani su Gelfand-Šilovi prostori S(t) i S{t}, njihovi duali
prostori temperiranih ultradistribucija S ′(t) i S ′{t}, kao i prostori ultradistri-
bucija D′(t) i D′{t}. Date su osobine ovih prostora kroz odredena tvrdenja
koja će biti korǐstena u radu. Definisani su ultradiferencijalni operatori, date
su njihove osobine i svojstva.

U drugoj glavi, koristeći ideje slične kao u [1], definǐsemo fundamentalne
nizove i odgovarajuće klase ekvivalencije nazivamo s-ultradistribucije. Pro-
stor s-ultradistribucija označavamo sa U ′∗(Ω). U tom prostoru analiziramo
algebarske operacije, strukture konvergencije, kao i delovanje elemenata tog
prostora na test funkcije iz D∗(Ω).

U trećoj glavi uvodimo i razmatramo prostore T ′∗ i T̃ ′∗ koje nazivamo
prostorima s- i s̃-temperiranih ultradistribucija, respektivno. Opet analizi-
ramo strukture konvergencije u tim prostorima, kao i delovanje funkcija iz
tih prostora na test funkcije iz S∗(Rd).

U četvrtoj glavi pokazujemo sekvencijalni topološki izomorfizam izmedu
sekvencijalnog i standardnog pristupa teoriji ultradistribucija. Poznato je da
(videti [12] i mnoge druge radove) postoji topološki izomorfizam izmedu pro-
stora s∗ i S∗(Rd), gde su s∗ Kete-Ešelon prostori nizova sub-eksponencijalnog
rasta. Koristeći taj rezultat pokazujemo da postoji sekvencijalni topološki
izomorfizam izmedu prostora S ′∗(Rd) i T ′∗. Posle toga dokazujemo sekvenci-

jalni topološki izomorfizam izmedu prostora T ′∗ i T̃ ′∗. Pomoću tih rezultata
dobijamo sekvencijalni topološki izomorfizam izmedu U ′∗(Ω) i D′∗(Ω), što je
jedan od najznačajnijih rezultata ovog rada.

Na sličan način kao i u prethodne tri glave, u petoj glavi razvijamo se-
kvencijalnu teoriju periodičnih s-ultradistribucija. Definǐsemo prostor U ′∗per
kao prostor klasa ekvivalencije s-p-fundamentalnih nizova, dajemo strukture
konvergencije takvih prostora, kao i delovanje na odgovarajuće funkcije iz
prostora ultradiferencijabilnih periodičnih funkcija A∗per. Koristeći odgova-
rajuće razvoje u Furijeove redove, kao i Kete-Ešelon prostore nizova a∗ koji su
topološki izomorfni sa A∗per (videti [9]) uspostavljamo sekvencijalni topološki

izomorfizam izmedu U ′∗per i A′∗per.
U šestoj glavi analiziramo talasni front kroz analizu odgovarajućih pro-
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stora ultradistribucija. Korǐsćenjem osobina proizvoda periodičnih ultradi-
stribucija opisujemo talasni front ultradistribucije pomoću odgovarajućih Fu-
rijeovih koeficijenata.

U dodatku na kraju je dat pregled sekvencijalne teorije Mikusinskog.
Ova doktorska disertacija, sem prve glave i dodatka, predstavlja orginalan

doprinos nauci, jer je u njoj razvijena sekvencijalna teorija ultradistribucija.
U drugoj, trećoj i četvtoj glavi su uvedeni osnovni pojmovi sekvencijalne teo-
rije ultradistribucija i temperiranih ultradistribucija, dati primeri, tvrdenja i
dokazi. Ove tri glave su, velikim delom, navedene u radu [29]. Kako i kod se-
kvencijalnog pristupa teoriji distribucija, vrlo komplikovane pojmove za čije
razumevanje je u funkcionalnom pristupu potebno poznavanje teorije lokalno
konveksnih prostora, projektivnih i induktivnih topologija, ovde razmatramo
direktnije i što elementarnije. To je jedna od najvažnijih karakteristika se-
kvencijalnog pristupa. U petoj glavi, na sličan način kao i u prethodne tri
glave, uvedeni su pojmovi sekvencijalne teorije periodičnih ultradistribucija,
dati primeri, tvrdenja i dokazi, a sve ovo je velikim delom je navedeno u
radu [30]. U radu [6] je data karakterizacija talasnog fronta ultradistribucija
pomoću Furijeovih koeficijenata njenog periodičnog proširenja, što je opisano
u Glavi 6. Na taj način možemo koristiti Furijeovu bazu u mikrolokalnoj ana-
lizi, što je razlika u odnosu na [17] gde je talasni front ultradistribucija opisan
preko Gaborovih okvira i dualnih Gaborovih okvira (videti [16] i [17]).
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Glava 1

Prostori ultradistribucija

1.1 Notacija

Skupove prirodnih, nenegativnih celih, realnih i kompleksnih brojeva
označavamo sa N, Z+, R i C, respektivno. Za multi-indekse α = (α1, . . . , αd),
β = (β1, . . . , βd) ∈ Zd+ važi:

|α| = α1 + . . . αd; α! = α1! · . . . · αd!

β ≤ α⇔ βj ≤ αj, ∀j = 1, . . . , d;

(
α

β

)
=

d∏
j=1

(
αj
βj

)
.

Ako x = (x1, . . . , xd), ξ = (ξ1, . . . , ξd) ∈ Rd , tada je

xα =
d∏
i=1

xαii ; 〈x, ξ〉 =
d∑
i=1

xiξi; |x| =
√
|x1|2 + . . .+ |xd|2;

Dα = Dα
x = Dα1

1 · · ·D
αd
d gde je D

αj
j =

(
1

i

∂

∂xj

)αj
, j = 1, . . . , d,

∂α =
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαdd

.

Sa Ω uvek označavamo otvoren skup u Rd, dok je K ⊂⊂ Ω oznaka za kom-
paktan skup K u Ω. Sa C(K) označavamo Banahov prostor neprekidnih
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funkcija u K sa normom sup | · | i fn
C(K)−−−→ f, n→∞ predstavlja konvergen-

ciju u prostoru C(K). Radi lakšeg zapisa koristimo sledeću notaciju:

∞∑
|α|=0

=
∑
α∈Zd+

;
∞∑

|α|=−∞

=
∑
α∈Zd

;
∑

0≤α≤β

aα =

β1∑
α1=0

· · ·
βd∑

αd=0

a(α1,...,αd)

(fn)n umesto (fn)n∈N, F (x) za preslikavanje Ω 3 x 7→ F (x) i supp f je
oznaka za nosač funkcije (ili distribucije ili ultradistribucije) f . Kažemo da
je funkcija f kompaktno podržana ako postoji kompaktan skup K ⊂⊂ Rd

za koji je supp f ⊂ K. Induktivnu i projektivnu granicu označavamo sa lim←−
i lim−→ . Furijeova transformacija funkcije ϕ ∈ S(Rd) je definisana sa

F(ϕ) = ϕ̂ =

∫
Rd
ϕ(x)e−i〈x,·〉dx,

dok je njena inverzna Furijeova transformacija definisana sa

F−1(ϕ) =

∫
Rd
ϕ(x)ei〈x,·〉dx.

Tada važi (videti [5])

F(Dαϕ) = ξαϕ̂, ξ ∈ Rd.

1.2 Lp prostori

Prostor svih lokalno integrabilnih funkcija na Ω označavamo sa L1,loc(Ω).

To je prostor merljivih funkcija f : Ω → C za koje je

∫
K

|f(x)|dx < ∞, za

sve K ⊂⊂ Ω. Prostor Lp
(
Rd
)
, 1 ≤ p ≤ ∞, je Banahov prostor merljivih

funkcija f : Rd → C za koje vredi

‖f‖p =

(∫
Rd
|f(x)|pdx

)1/p

<∞ ako je 1 ≤ p <∞;

‖f‖∞ = ess sup |f | <∞ ako je p =∞.

2



Skalarni proizvod u L2
(
Rd
)

označavamo sa (·, ·)L2 . Odgovarajući prostor
nizova lp, 1 ≤ p ≤ ∞, je definisan sa:

lp = {(xk)k∈Zd| (
∞∑

|k|=−∞

|xk|p)1/p <∞}, ako je 1 ≤ p <∞;

l∞ =

{
(xk)k∈Zd | sup

k∈Zd
{xk} <∞

}
, ako je p =∞.

Navodimo neke poznate nejednakosti koje koristimo u radu:

Lema 1.1. (Joungova nejednakost) Neka su p, q > 1 takvi da je 1
p

+ 1
q

= 1,
tada za a, b > 0 važi

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Lema 1.2. (Helderova nejednakost) Neka su 1 ≤ p ≤ ∞ i 1 ≤ q ≤ ∞ takvi
da je 1

p
+ 1

q
= 1 i neka je Ω ⊂ Rd otvoren skup. Ako f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω),

tada f · g ∈ L1(Ω) i vredi ∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Lema 1.3. (nejednakost Minkovskog) Ako je 1 ≤ p ≤ ∞ i f, g ∈ Lp(Ω), tada
vredi

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Lema 1.4. (integralna nejednakost Minkovskog) Pretpostavimo da su (Ω1, µ1)
i (Ω2, µ2) merljivi prostori i F : Ω1 × Ω2 → R merljiva funkcija. Tada važi

(∫
Ω2

∣∣∣∣∫
Ω1

F (x, y)dµ1(x)

∣∣∣∣p dµ2(y)

)1/p

≤
∫

Ω1

(∫
Ω2

|F (x, y)|pdµ2(y)

)1/p

dµ1(x).

Sledeće dobro poznato tvrdenje će nam biti korisno u nastavku:

Lema 1.5. Neka su p, q ∈ [1,∞], (ak)k∈Zd ∈ lp, (bk)k∈Zd ∈ lq. Tada, za
ck =

∑∞
|j|=−∞ aj · bk−j, k ∈ Zd, vredi (ck)k∈Zd ∈ lr, gde je 1

r
+ 1 = 1

p
+ 1

q
, (r =

∞ ako je 1
p

+ 1
q

= 1).
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1.3 Prostori distribucija i ultradistribucija

Sa C∞(Ω) označavamo prostor beskonačno diferencijabilnih funkcija u Ω.
Definicije i svojstva prostora D(Ω),S(Rd) test funkcija, kao i njihovih duala
D′(Ω),S ′(Rd) se mogu naći u [43] (takode videti i [45], [13], [41]).

Dajemo definicija i tvrdenja iz [22] koja ćemo koristiti u daljem radu.
Označimo sa (Mp)p niz pozitivnih brojeva za koje je M0 = 1 i koji ispunjava
sledeće uslove:

(M.1) (logaritamska konveksnost) M2
p ≤Mp−1Mp+1, p ∈ N;

(M.2) (stabilnost pod diferencijalnim operatorima)

Mp ≤ Chp min
0≤q≤p

{Mp−qMq}, p, q ∈ Z+, za neke C, h > 0;

(M.3) (stroga ne-kvazi-analitičnost)
∞∑

p=q+1

Mp−1

Mp

≤ Cq
Mq

Mq+1

, q ∈ N;

(M.2)′ (stabilnost pod diferencijalnim operatorima)

Mp+1 ≤ ChpMp, p ∈ Z+, za neke C, h > 0;

(M.3)′ (ne-kvazi-analitičnost)
∞∑
p=1

Mp−1

Mp

<∞.

U radu ćemo posmatrati Gevre nizove Mp = p!t, t > 1 koji ispunjavaju uslove
(M.1), (M.2) i (M.3). Funkcija pridružena ovom nizu (orginalno associated
function) je

M(ρ) = sup
p∈Z+

log+(ρp/p!t) = ekρ
1/t

, 0 < ρ <∞,

gde je k > 0 odgovarajuća konstanta. Sa R označavamo pozitivne nizove
(rp)p koji (strogo) rastu ka beskonačno. Za (rp)p ∈ R, niz (Np)p je definisan
sa

N0 = 1, Np = p!t
p∏
i=1

ri, p ∈ N,

dok je funkcija pridružena nizu (Np)p definisana sa

N(rp)(ρ) = sup
p∈Z+

log+(ρp/Np), 0 < ρ <∞.
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Primetimo da za dati niz (rp)p ∈ R i za sve k > 0 postoji ρ0 > 0 tako da
važi (videti [22])

N(rp)(ρ) ≤ ekρ
1/t

, ρ > ρ0.

Neka je K ⊂⊂ Ω i h > 0. Tada je E t,h(K) prostor svih ϕ ∈ C∞(Ω) za koje je

sup
α∈Zd+

sup
x∈K

|Dαϕ(x)|
h|α|α!t

<∞ i Dt,hK je prostor svih ϕ ∈ C∞
(
Rd
)

sa nosačem u K,

za koje je PK,h(ϕ) = sup
α∈Zd+

sup
x∈K

|Dαϕ(x)|
h|α|α!t

< ∞. Može se proveriti da je to Lp

prostor sa normom PK,h. Definǐsimo lokalno konveksne prostore

E (t)(Ω) = lim←−
K⊂⊂Ω

lim←−
h→0

E t,h(K), E{t}(Ω) = lim←−
K⊂⊂Ω

lim−→
h→∞
E t,h(K),

D(t)
K = lim←−

h→0

Dt,hK , D(t)(Ω) = lim−→
K⊂⊂Ω

D(t)
K ;

D{t}K = lim−→
h→∞
Dt,hK , D{t}(Ω) = lim−→

K⊂⊂Ω

D{t}K .

Elemente prostora E (t)(Ω) (resp. E{t}(U)) nazivamo ultradiferencijabilnim
funkcijama Berlingovog (resp. Rumijeovog) tipa, dok elemente prostora
D(t)(Ω) (resp. D{t}(Ω)) nazivamo ultradiferencijabilnim funkcijama sa kom-
paktnim nosačima Berlingovog (resp. Rumijeovog) tipa. U nastavku ćemo
prostore D(t)(Ω) i D{t}(Ω) označiti sa D∗(Ω), gde je ∗ = (t) ili ∗ = {t}. Du-
ale prostora D∗(Ω) nazivamo prostorima ultradistribucija i označavamo ih sa
D′∗(Ω).

Ako su Ω1 i Ω2 otvoreni podskupovi od Rd, takvi da je Ω1 ⊆ Ω2, tada je
inkluzija D∗(Ω1)→ D∗(Ω2) neprekidna, odakle sledi da je dualno preslikava-
nje ρΩ2

Ω1
: D′∗(Ω2) → D′∗(Ω1) neprekidno. Za f ∈ D′∗(Ω2) je ρΩ2

Ω1
f restrikcija

od f na Ω1 i označićemo je sa f |Ω1 . Jasno, ako su Ω1, Ω2 i Ω3 otvoreni
podskupovi od Rd takvi da je Ω3 ⊆ Ω2 ⊆ Ω1 tada je ρΩ1

Ω3
= ρΩ2

Ω3
◦ ρΩ1

Ω2
.

Teorema 1.1. ([22, Teorema 5.6]) Prostori D′∗(Ω), Ω ⊆ Rd, imaju sledeće
osobine:

(i) Neka je Ω =
⋃
j∈N Ωj otvoren pokrivač od Ω u Rd. Ako je f ∈ D′∗(Ω)

i f |Ωj = 0 za sve j ∈ N tada je f = 0.

(ii) Neka je Ω =
⋃
j∈N Ωj otvoren pokrivač od Ω u Rd. Ako su fj ∈ D

′∗(Ωj)
kompatibilni u smislu fi|Ωi∩Ωj = fj|Ωi∩Ωj za sve Ωi ∩ Ωj 6= ∅, i, j ∈ N,

tada postoji f ∈ D′∗(Ω) takav da je f |Ωi = fi.
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(iii) Neka je F relativno zatvoren skup u Ω ⊂ Rd. Ako je f ∈ D′∗(Ω1)
u otvorenoj okolini Ω1 od F u Ω, tada postoji g ∈ D′∗(Ω) tako da je
f |Ω2 = g|Ω2 u otvorenoj okolini Ω2 od F u Ω.

Navodimo Pali Vinerovu teoremu za ultradiferencijabilne funkcije, kao i
Pali Vinerovu teoremu za ultradistribucije.

Teorema 1.2. [26, Teorema 2.22] Neka je K konveksan kompaktan skup u
Rd. Cela funkcija ϕ̃(ζ), ζ ∈ Cd je Furije-Laplasova transformacija funkcije

ϕ ∈ D(t)
K (resp. ϕ ∈ D{t}K ), tj.

ϕ̃(ζ) =

∫
Rd
ϕ(x)e−〈x,ζ〉dx,

ako i samo ako za sve h > 0 postoji konstanta C (postoje h > 0 i C > 0)
tako da vredi

|ϕ̃(ζ)| ≤ Ce−h|x|
1/t+supx∈K Im〈x,ζ〉.

Teorema 1.3. [26, Teorema 2.23] Neka je K konveksan kompaktan skup u
Rd. Tada, za celu funkciju ϕ̃(ζ) u Cd, su sledeća tri uslova ekvivalentna:

1. ϕ̃(ζ) je Furije-Laplasova transformacija funkcije ϕ ∈ D′∗K.

2. Postoje h > 0 i C > 0 (resp. za sve h > 0 postoji C > 0) tako da

|ϕ̃(ξ)| ≤ Ceh|ξ|
1/t

, ξ ∈ Rd.

U oba slučaja, za proizvoljno ε > 0, postoji konstanta Cε > 0 tako da
vredi

|ϕ̃(ζ)| ≤ Cεe
supx∈K Im〈x,ζ〉+ε|ζ|, ζ ∈ Cd.

3. Postoje h > 0 i C > 0 (resp. za sve h > 0 postoji C > 0) tako da

|ϕ̃(ζ)| ≤ Ceh|ζ|
1/t+supx∈K Im〈x,ζ〉, ζ ∈ Cd.

U radu koristimo Gelfand-Šilovi prostore S(t)(Rd) i S{t}(Rd) koji su defi-
nisani na sledeći način:

Sth(Rd) =

{
f ∈ S(Rd) : (∃C > 0)(∀α, β ∈ Zd+)(

‖xα∂βf‖2

h|α|+|β|α!tβ!t
≤ C)

}
,

S(t)(Rd) = lim←−
h→0

Sth(Rd), S{t}(Rd) = lim−→
h→∞
Sth(Rd).
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Primetimo da su Gelfand-Šilovi prostori protprostori Švarcovog prostora
S(Rd). Ti prostori su invarijantni u odnosu na Furijeovu transformaciju.
Prostor S(t)(Rd) netrivijalan ako je t > 1/2, dok je S{t}(Rd) netrivijalan ako
je t ≥ 1/2. Oba prostora označavamo sa S∗(Rd), a njihove duale koji se
nazivaju prostorima temperiranih ultradistribucija označavamo sa S ′∗(Rd).
Ermitov polinom i odgovarajuće Ermitove funkcije su definisane sa

Hn(x) = (−1)nex
2
( ∂
∂x

)n
(e−x

2

),

hn(x) =
1

(2nn!
√
π)

1
2

e−x
2/2Hn(x), x ∈ R, n ∈ Z+.

d-Dimenzionalne Ermitove funkcije

hn(x) = hn1(x1)...hnd(xd), x ∈ Rd, n ∈ Zd+,

formiraju ortonormiranu bazu prostora L2(Rd) i one su sopstvene funkcije
proizvoda

Hα =
d∏
i=1

(
−∂2/∂x2

i + x2
i

)αi
jednodimenzionog Ermitovog harmonijskog oscilatoraH =

∏d
i=1

(
− ∂2

∂x2i
+ x2

i

)
,

tj.

Hαhk(x) = (2k + 1)αhk(x) =
d∏
i=1

(2ki + 1)αihk(x),

x ∈ Rd, α, k ∈ Zd+, 1 = (1, . . . , 1). Primetimo da je H samoadjungovan
operator. Za f ∈ S(Rd), Ermitovi koeficijenti su

aα =

∫
Rd
f(x)hα(x)dx = (f, hα)L2 , α ∈ Zd+.

Ako je f ∈ L2(Rd) i ako su aα Ermitovi koeficijenti od f , tada važi∫
Rd
|f |2dx =

∞∑
|α|=0

|aα|2 (Parsevalova jednakost). (1.1)

Definǐsimo prostore Ermitovih koeficijenata elemenata iz S ′∗(Rd) sa

s∗ =
{

(aα)α∈Zd+ za sve (resp. postoji ) h > 0 :
∞∑
|α|=0

|aα|2 eh|α|
1/(2t)

<∞
}
.

Navodimo tvrdenja iz [5] koja koristimo u nastavku.
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Lema 1.6. Neka je t > 1/2 (resp. t ≥ 1/2). Preslikavanje izmedu S(t) (resp.
S{t}) i prostora Ermitovih koeficijenata s(t) (resp. s{t}), f =

∑∞
|α|=0 aαhα →

(aα)α∈Zd+
je topološki izomorfizam.

Teorema 1.4. Ako za sve f =
∑∞
|α|=0 aαhα ∈ X postoje pozitivne konstante

Cf , cf i sf za koje je

|aα| ≤ Cfe
−h|α|sf za sve h > 0 (resp. |aα| ≤ Cfe

−cf |α|
sf

), α ∈ Zd+,

tada važi

sf =
1

2t
.

Odavde sledi X = S(t) (resp. X = S{t}).

Teorema 1.5. Pretpostavimo da je t > 1/2 (resp. t ≥ 1/2).

1. Neka je f ∈ C∞(Rd). Ako za neko h > 0 i neko C > 0 (resp. za sve
h > 0 postoji C > 0) važi

‖xα∂βf‖2 ≤ Ch−|α|−|β|α!tβ!t, (1.2)

tada je f ∈ L2(Rd), f =
∑∞
|α|=0 aαhα i postoje C > 0 i δ > 0 (resp. za

sve δ > 0 postoji C > 0) tako da

|aα| ≤ Ceδ|α|
1/(2t)

, α ∈ Zd+. (1.3)

2. Ako f ∈ L2(Rd), f =
∑∞
|α|=0 aαhα ispunjava uslov (1.3) za neke C > 0

i δ > 0 (resp. za sve δ > 0 postoji C > 0), tada f ∈ C∞(Rd) i (1.2)
vredi za neke h > 0 i C > 0 (resp. za sve h > 0 postoji C > 0).

Važi

D∗(Rd) ↪→ S∗(Rd) ↪→ S(Rd) ↪→ L2(Rd) ↪→ S ′(Rd) ↪→ S ′∗(Rd) ↪→ D′∗(Rd),

gde ↪→ znači da je identično preslikavanje neprekidno i gusto potapanje.
Niz oblika δn = ndϕ(n·), n ∈ N, gde je ϕ ∈ D∗(Rd), ϕ = 1 u B(0, 1/2),

ϕ = 0 izvan B(0, 1) (B(x0, r) je zatvorena lopta sa centrom x0 poluprečnika
r) nazivamo delta niz u D′∗(Rd).
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1.4 Ultradiferencijalni operatori

Izraz P (D) =
∑∞
|α|=0 aαD

α, aα ∈ C, predstavlja ultradiferencijalni ope-

rator Berlingove klase (p!t) (resp. Rumijeove klase {p!t}) ako važi

(∃h > 0, ∃C > 0) (resp. ∀h > 0, ∃C > 0) (∀α ∈ Zd+)(|aα| ≤ C
h|α|

α!t
).

U Rumijeovom slučaju imamo još jednu ekvivalentnu definiciju:
Postoje (rp)p ∈ R i C > 0 takvi da važi

|aα| ≤
C

α!t
∏

i≤|α| ri
, α ∈ Zd+.

Tada, na osnovu [22, Propozicija 4.5], odgovarajući ultra-polinom P (ξ) =∑∞
|α|=0 aαξ

α, ξ ∈ Rd , ispunjava

(∃h > 0, ∃C > 0)(resp. ∀h > 0, ∃C > 0)(∀ξ ∈ Rd)(|P (ξ)| ≤ Ceh|ξ|
1/t

).

Takode, u Rumijeovom slučaju imamo još jednu ekvivalentnu definiciju:
Postoje (rp)p ∈ R i C > 0 takvi da važi

|P (ξ)| ≤ Cec(|ξ|)
1/t

, ξ ∈ Rd,

gde je c funkcija koja zavisi od niza (rp)p ∈ R (orginalno subordinate func-
tion), tj. od niza (Np)p = (p!t

∏p
i=1 ri)p i koja je definisana sa

M(c(ρ)) = N(rp)(ρ), ρ > 0.

Prisetimo se da definicije funkcije c(ρ), ρ > 0, (videti [22]): To je rastuća
funkcija za koju je c(ρ)/ρ→ 0, ρ→∞ i c(0) = 0.

Označimo sa P(t) (resp. P{t}) klasu Berlingovih (resp. Rumijeovih) ul-
tradiferencijalnih operatora oblika

Pr(D) = (1 +D2
1 + . . .+D2

d)
l

∞∏
p=1

(
1 +

D2
1 + . . .+D2

d

r2p2t

)
=
∞∑
p=0

apD
p, (1.4)

gde su r > 0, l ≥ 0 (resp., oblika

Prp(D) = (1 +D2
1 + . . .+D2

d)
l

∞∏
p=1

(
1 +

D2
1 + . . .+D2

d

r2
pp

2t

)
=
∞∑
p=0

apD
p, (1.5)

9



gde su (rp)p ∈ R i l ≥ 0). Tada za odgovarajuće ultra-polinome važi:
U Berlingovom slučaju postoje konstante C,C1, C2 > 0, h, h1, h2 > 0 tako

da imamo sub-eksponencijalni rast:

Ceh|ξ|
1/t ≤ |Pr(ξ)| ≤ C1e

h1|ξ|1/t , ξ ∈ Rd

i |ap| ≤ C2h
p
2/p!

t, p ∈ Z+.
(1.6)

U Rumijeovom slučaju, uz isti dokaz kao za niz (Mp)p, sledi da za niz (rp)p ∈
R i funkciju c(|ξ|), ξ ∈ Rd, koja zavisi od tog niza postoji C > 0 tako da je

Cec(|ξ|)
1/t ≤ |Prp(ξ)|, ξ ∈ Rd. (1.7)

Da bismo imali (1 + |ξ|2)l ≤ Cec(|ξ|)
1/t
, ξ ∈ Rd, moramo da uzmemo sporo

rastući niz (r0,p)p ∈ R koji je dovoljno spor i njegovu odgovarajuću funkciju
c0 tako da za sve l ≥ 0 postoji C > 0 tako da važi

(1 + |ξ|2)l|Prp(ξ)| ≤ Cec0(|ξ|)1/t , ξ ∈ Rd. (1.8)

Na primer, ako je rp = pε, ε > 0, tada je c(|ξ|) = h0|ξ|t/(t+ε), ξ ∈ Rd

za odgovarajuće h0 > 0. U opštem slučaju, koristićemo osobine funkcije c
koje slede. Najvažnija osobina takve funkcije sledi iz [22, Lema 3.12] (videti
takode Lemu 3.10 u [22]):

Neka je c̃ = 2c. Tada postoji niz (r0,p)p ∈ R, (N0,p)p = (p!t
∏p

i=1 r0,i)p i

funkcija c0 koja zavisi od niza (N0,p)p ispunjava nejednakost

M(c̃(ρ)) ≤ N(r0,p)(ρ) = M(c0(ρ)), ρ > 0.

To znači da za funkciju c0 koja zavisi od niza (N0,p)p važi

c0(ρ) ≥ c̃(ρ) ≥ 2c(ρ), ρ > 0.

Dakle, ovo razmatranje formulǐsemo na sledeći način.

Lema 1.7. Za funkciju c(ρ), ρ > 0 (koja odgovara nizu (rp)p ∈ R) i h > 0
postoje: niz (r0,p)p ∈ R, odgovarajući niz (N0,p)p = (p!t

∏p
i=1 r0,i)p i funkcija

c0(ρ), ρ > 0, koja zavisi od tog niza tako da važi

c0(ρ) ≥ hc(ρ), ρ > 0.

U specijalnom slučaju, za datu funkciju c postoji funkcija c0 (obe odgovaraju
pogodno izabranim nizovima iz R) takva da važi c0(ρ) ≥ c(2ρ), ρ > 0.
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U nastavku koristimo sledeće tvrdenje.

Lema 1.8. (a) Neka je Pr ∈ P(t) (resp. Prp ∈ P{t}). Tada postoje r0 > 0
(resp. (r0,p)p ∈ R), C > 0 i ε > 0 takvi da važi

|DαPr(x)| ≤ C
α!

ε|α|
er0|x|

1/t

, x ∈ Rd, α ∈ Zd+

(resp. |DαPrp(x)| ≤ C
α!

ε|α|
ecr0,p (|x|)1/t , x ∈ Rd, α ∈ Zd+),

gde je cr0,p(ρ), ρ > 0 funkcija koja zavisi od niza (r0,p)p ∈ R.
(b) Neka je Pr̃ ∈ P(t) (resp. Pr̃p ∈ P{t}). Tada postoje r̃0 > 0 (resp.
(r̃0,p)p ∈ R), C > 0 i ε > 0 takvi da

|Dα (1/Pr(x))| ≤ C
α!

ε|α|
e−r̃0|x|

1/t

, x ∈ Rd, α ∈ Zd+

(resp.
∣∣Dα

(
1/Pr̃p(x)

)∣∣ ≤ C
α!

ε|α|
e−cr̃0,p (|x|)1/t , x ∈ Rd, α ∈ Zd+),

gde je cr̃0,p(ρ), ρ > 0 funkcija koja zavisi od niza (r̃0,p)p ∈ R.

Dokaz. Za dokaz oba dela tvrdenja koristimo Lemu 1.7 i Košijevu integralnu
formulu za ultra-polinome po krugu Kε = K(x, ε) oko svake tačke x ∈ Rd

∂γ(1/Prp)(x) = (2πi)−d
d∏
i=1

αi!

∫
Kε

(1/Prp(ζ))

(ζ − x)α+1
dζ.

Dokaz dela (b) je dat u [40, Lemma 2.1]. Zapravo, tu je dokazano∣∣Dα
(
1/Pr̃p(x)

)∣∣ ≤ C
α!

ε|α|
e−N(r̃p)(|x|), x ∈ Rd, α ∈ Zd+,

ali na osnovu [22, Lema 3.10] je N(r̃p)(|x|) = M(cr̃p(|x|)) = Ccr̃p(|x|)1/t,
x ∈ Rd. Korǐstenjem Leme 1.7 možemo konstruisati niz cr̃0,p(|x|) = Ccr̃p(|x|),
|x| > 0 odakle sledi tvrdenje.

Dokaz dela (a) je Propozicija 4.5 iz [22] (videti i poslednji deo dokaza
Teoreme 10.2 iz [22]).

Sa P∗ označavamo operatore iz P(t) (resp. iz P{t}). Za s-temperirane
ultradistribucije ćemo koristiti skupove P2∗ (videti poglavlje 3.1) . Prostore
odgovarajućih ultradiferencijabilnih funkcija označavamo sa P∗u i P2∗

u . Ova
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notacija nam omogućava da napravimo razliku izmedu P (D), P (H) ili P (x),
P (ξ). U nastavku ćemo uglavnom koristiti operatore oblika (1.4) i (1.5).
Napisaćemo ukoliko budemo koristili opšti oblik. Ako su P1, P2 ∈ P∗, tada
važi (videti [22])

P1(D)P2(D) = P2(D)P1(D). (1.9)

U nastavku takode koristimo da za q ∈ [1,∞] i ultra-polinom Pr ∈ P(t)
u

(resp. Prp ∈ P
{t}
u ) postoje ultra-polinomi Pr̃, P˜̃r ∈ P(t)

u (resp. Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t}u )
takvi da važi:

Pr
Pr̃
, F−1

(
Pr
P˜̃r
)
∈ Lq(Rd) (resp.

Prp
Pr̃p

, F−1

(
Prp
P˜̃rp
)
∈ Lq(Rd)). (1.10)

Isto tako, za ultra-polinome iz P2∗
u važi:

Pr(2α + 1)

Pr̃(2α + 1)
∈ lq (resp.

Prp(2α + 1)

Pr̃p(2α + 1)
∈ lq) (1.11)

gde je P (2α + 1) =
∑∞
|k|=0 ak

∏d
i=1(2αi + 1)ki , α ∈ Zd+.

Lema 1.9. ([5, 35]) (a) ϕ ∈ S∗(Rd) ako i samo ako za sve P ∈ P∗, P1 ∈ P∗u
važi

γP,P1(ϕ) = ‖P1P (−D)ϕ‖2 <∞.

(b) Neka su ϕn, ϕ ∈ S∗(Rd) takvi da ϕn
S∗−→ ϕ, n→∞ i P1 ∈ P∗u. Tada

P1P (−D)ϕn
S∗−→ P1P (−D)ϕ, n→∞.

(c) Neka su ϕn, ϕ ∈ S∗(Rd) takvi da ϕn
S∗−→ ϕ, n→∞. Tada

P (H)ϕn
S∗−→ P (H)ϕ, n→∞.

Teorema 1.6. ([5, Teorema 2.6.1])(Teorema o reprezentaciji) f ∈ S ′∗ ako i
samo ako je f oblika

f = P (D)F

gde P ∈ P∗ i F je neprekidna funkcija za koju važi (1.6) u Berlingovom,
(resp. (1.8) u Rumijeovom) slučaju.
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Glava 2

Sekvencijalne ultradistribucije

U ovoj glavi ćemo uvesti pojam fundamentalnih nizova, na osnovu kojih
ćemo razviti sekvencijalnu teoriju ultradistribucija. s-Ultradistribucije će biti
definisane pomoću nizova glatkih funkcija definisanih na otvorenom skupu Ω
i ultradiferencijalih operatora Prp(D) u Rumijeovom slučaju i Pr(D) u Ber-
lingovom slučaju. Tvrdenja ćemo dokazivati samo u Rumijeovom slučaju,
jer se Berlingov slučaj dokazuje na isti način. Definisaćemo neke osnovne
operacije sa s-ultradistribucijama, kao što su zbir, razlika, množenje ska-
larom, diferenciranje i množenje glatkom funkcijom iz E∗(Ω). Uvešćemo
i pojam konvergencije nizova u prostorima s-ultradistribucija, delovanje s-
ultradistrubucija na elemente iz D′∗(Ω) kao i pojam sekvencijalne neprekid-
nosti s-ultradistribucija.

2.1 Fundamentalni nizovi s-ultradistribucija

Ako je P ∈ P∗ i ako je F lokalno integrabilna funkcija sa nosačem
sadržanim u kompaktnom skupu K ⊂⊂ Ω, tada je P (ξ)F(F )(ξ), ξ ∈ Rd

funkcija sub-eksponencijalnog rasta u Rd. Ako je inverzna Furijeova trans-
formacija F−1(PF̂ ) lokalno integrabilna funkcija, onda definǐsemo

P (D)F (x) = F−1(PF̂ )(x), x ∈ Rd. (2.1)

Jednakost (2.1) nam pokazuje dejstvo ultradiferencijalnog operatora P (D) na
glatku, kompaktno podržanu funkciju. Dakle, ako je F kompaktno podržana
glatka funkcija tj, supp F ⊂ K1 ⊂⊂ Ω i ako je P ∈ P∗ oblika P (D) =∑∞
|α|=0 aαD

α, onda možemo pretpostaviti da egzistencija leve strane od (2.1)
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znači

P (D)F (x) = lim
k→∞

Pk(D)F (x) = lim
k→∞

∑
|α|≤k

aαD
αF (x), x ∈ K, (2.2)

gde granična vrednost (2.2) postoji za svako x ∈ K i takva granica je glatka
funkcija u K. Prema tome, ovaj limes definǐse f(x) = P (D)F (x), x ∈ K, i
daje nam smisao izraza (2.3), datog u sledećoj definiciji.

Definicija 2.1. Niz (fn)n glatkih funkcija je fundamentalan u Ω ako za sve

K ⊂⊂ Ω i K1, K1 ⊂⊂ Ω, K ⊂
◦
K1 (

◦
K1 je unutrašnjost od K1), postoje: niz

(Fn)n glatkih funkcija u Ω, neprekidna funkcija F u Ω i ultradiferencijalni
operator P ∈ P∗ tako da

fn = P (D)Fn u K, suppFn, suppF ⊂ K1 i Fn
C(K)−−−→ F, n→∞. (2.3)

Jednakost u (2.3) zapravo podrazumeva postojanje granične vrednosti u

(2.2). Uvek ćemo uzimati kompaktan skup K1 dovoljno blizu K, tj. K ⊂⊂
◦
K1

⊂ Ω i u nastavku to nećemo napominjati, jer korǐstenjem odgovarajuće funk-
cije sečenja (to je funkcija jednaka 1 na K, a ima vrednost 0 izvan K1) može
se pokazati da ova definicija ne zavisi od izbora K1.

Direktno iz Definicije 2.1 dobijamo sledeće:

Napomena 2.1. 1◦ U Definiciji 2.1 možemo posmatrati sve ultradiferen-
cijalne operatore klase ∗, ne samo one u P∗. Tada je definicija uopštena
i ona je ekvivalentna sa datom koja je tehnički jednostavnija.

2◦ Neka su Ω1, Ω otvoreni skupovi u Rd takvi da je Ω1 ⊂ Ω. Ako je niz
(fn)n fundamentalan u Ω, onda je on fundamentalan i u Ω1.

3◦ Neka je (fn)n niz glatkih funkcija u Ω. Ako je za svaki otvoren skup
Ω0 ⊂ Ω niz (fn|Ω0)n fundamentalan, tada je on fundamentalan i u Ω.

Definicija 2.2. Fundamentalni nizovi (fn)n i (gn)n su u relaciji ∼, i pǐsemo

(fn)n ∼ (gn)n,

ako za svaki kompaktan skup K ⊂⊂ Ω postoje: nizovi (Fn)n, (Gn)n glatkih
funkcija u Ω, neprekidna funkcija F u Ω i ultradiferencijalni operator P ∈ P∗
tako da:

(i) fn = P (D)Fn, gn = P (D)Gn u K, suppFn, suppGn, suppF ⊂ K1,

(ii) Fn
C(K)−−−→ F, Gn

C(K)−−−→ F, n→∞.
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Koristićemo oznaku

Fn
C(K)−−−→ C(K)←−−− Gn, n→∞,

ako nizovi (Fn)n i (Gn)n konvergiraju u C(K) ka istoj granici.
Iz prethodne definicije direktno sledi da su fundamentalni nizovi (fn)n i

(gn)n u relaciji ∼ ako je niz

f1, g1, f2, g2, f3, g3, . . . (2.4)

fundamentalan.
Kako bismo pokazali da je ∼ relacija ekvivalencije, koristićemo sledeće tri

propozicije.

Propozicija 2.1. Neka su K0 ⊂⊂
◦
K,K ⊂⊂ Ω takvi da niz (fn)n zadovoljava

uslove Definicije 2.1, tj.

fn = Prp(D)Fn u K, suppFn, suppF ⊂ K1 i Fn
C(K)−−−→ F, n→∞.

Tada postoje: ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{t} takav da F−1
(
Prp/Pr̃p

)
∈ L1(Rd), niz (F̃n)n glatkih funkcija i neprekidna funkcija F̃ u Ω tako da

fn = Pr̃p(D)F̃n u K0, supp F̃n, supp F̃ ⊂ K1 i F̃n
C(K0)−−−→ F̃ , n→∞.

Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju (sa odgovarajućom notacijom).

Dokaz. Na osnovu (1.10) možemo izabrati niz (r̃p)p ∈ R takav da je

F−1
(
Prp/Pr̃p

)
∈ L1(Rd).

Izaberimo funkcije

F̃n = κK

(
F−1

(
Prp
Pr̃p

)
∗ (κK0Fn)

)
, n ∈ N,

i

F̃ = κK

(
F−1

(
Prp
Pr̃p

)
∗ (κK0F )

)
,

gde su κK i κK0 glatke funkcije u D{t}(Ω) takve da je

κK(x) =

{
1, ako x ∈ K
0, ako x ∈ KC

1

i κK0(x) =

{
1, ako x ∈ K0

0, ako x ∈ KC .
(2.5)
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Tada važi

Pr̃p(D)F̃n(x) = Pr̃p(D)

(
F−1

(
Prp
Pr̃p

)
∗ (κK0Fn)

)
(x)

= F−1(Prp) ∗ (κK0Fn)(x)

= Prp(D)(κK0Fn)(x)

= Prp(D)Fn(x) = fn(x), x ∈ K0

i supp F̃n, supp F̃ ⊂ K1. Kako F−1
(
Prp/Pr̃p

)
∈ L1(Rd) i (κK0Fn)

C(K)−−−→
(κK0F ), n→∞, sledi da F̃n

C(K0)−−−→ F̃ , n→∞, što je i trebalo pokazati.

Propozicija 2.2. Ako za svaki K ⊂⊂ Ω postoje: ultradiferencijalni ope-
rator P ∈ P∗, niz (Fn)n glatkih funkcija i neprekidna funkcija F u Ω,

suppFn, suppF ⊂ K1, takvi da Fn
C(K)−−−→ F kad n → ∞ i P (D)Fn → 0

tačkasto u K kad n→∞, tada je F = 0 u Ω.
U specijalnom slučaju, ako je F glatka funkcija u Ω i ako je P (D)F (x) =

0, x ∈ Ω, tada je F = 0 u Ω.

Dokaz. Neka je κK kao u (2.5), pri čemu je K ⊂⊂
◦
K1, K1 ⊂⊂ Ω. Tada važi

lim
n→∞

P (D)(κKFn)(x) = 0, x ∈ K, (κKFn)
C(K)−−−→ (κKF ), n→∞.

Dalje, iz P (D)(κKFn) = limm→∞ Pm(D)(κKFn) u Rd sledi

Pm(ξ)κ̂KFn → P (ξ)κ̂KFn, m→∞, ξ ∈ Rd

i
lim
n→∞

lim
m→∞

Pm(ξ)κ̂KFn = lim
n→∞

P (ξ)κ̂KFn = 0, ξ ∈ Rd.

Dakle,
̂(FnκK)(ξ)− (̂FκK)(ξ)→ 0, ξ ∈ Rd, n→∞,

tačkasto, odakle sledi da za svako ξ ∈ Rd

P (ξ)( ̂(FnκK)(ξ)− (̂FκK)(ξ))→ 0 kad n→∞,

a odakle dobijamo

P (ξ)(̂FκK)(ξ) = 0 i (̂FκK)(ξ) = 0, ξ ∈ Rd.

Prema tome F (x)κK(x) = 0 za svaki x ∈ K. Kako je funkcija F neprekidna
u K dobijamo da je F = 0 u K. Dakle, F = 0 u Ω jer je K ⊂⊂ Ω proizvoljan.
Specijalni slučaj je jasan ako stavimo Fn = F , n ∈ N.
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Propozicija 2.3. Neka su K ⊂⊂ Ω, K ⊂⊂
◦

K̃, K̃ ⊂⊂ K̃1 ⊂⊂ Ω i neka je

fn(x) = Pr̃p(D)F̃n(x), x ∈ K̃, supp F̃n, supp F̃ ⊂ K̃1, n ∈ N

i F̃n
C(K̃)−−−→ F̃ , n → ∞. Štavǐse, pretpostavimo da je fn = P˜̃rp(D)

˜̃
F n u

˜̃
K,

supp
˜̃
F n, supp

˜̃
F ⊂ ˜̃K1, n ∈ N i

˜̃
F n

C( ˜̃K)−−−→ ˜̃
F , n→∞, gde su K ⊂⊂

◦˜̃
K,

˜̃
K ⊂⊂˜̃

K1 ⊂⊂ Ω. Tada postoje: ultradiferencijalni operator Prp ∈ P{t} takav da je

F−1

(
Pr̃p
Prp

)
,F−1

(
P˜̃rp
Prp

)
∈ L1(Rd),

nizovi (Fn,1)n, (Fn,2)n glatkih funkcija sa nosačem u K1 ⊂⊂ Ω, K ⊂⊂
◦
K1 i

neprekidne funkcije F1, F2 u Ω, suppF1, suppF2 ⊂ K1, tako da važi

fn = Prp(D)Fn,1 u K, Fn,1
C(K)−−−→ F1, n→∞, (2.6)

fn = Prp(D)Fn,2 u K, Fn,2
C(K)−−−→ F2, n→∞. (2.7)

Štavǐse, F1 = F2 u Ω.
Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju (sa odgovarajućom notacijom).

Dokaz. Postojanje ultradiferencijalnog operatora Prp(D) sledi iz (1.10). Iza-
berimo funkcije

Fn,1 = κ
K̃∩ ˜̃

K

(
F−1

(
Pr̃p
Prp

)
∗ (κKF̃n)

)
, n ∈ N,

i

F1 = κ
K̃∩ ˜̃

K

(
F−1

(
Pr̃p
Prp

)
∗ (κKF̃ )

)
,

gde su κ
K̃∩ ˜̃

K
i κK glatke funkcije iz D{t}(Ω) takve da je

κ
K̃∩ ˜̃

K
(x) =

{
1, ako x ∈ K̃ ∩ ˜̃K
0, ako x ∈ (K̃1 ∩

˜̃
K1)C

, κK(x) =

{
1, ako x ∈ K
0, ako x ∈ (K̃ ∩ ˜̃K)C .
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Tada važi

Prp(D)Fn,1(x) = Prp(D)

(
F−1

(
Pr̃p
Prp

)
∗ (κKF̃n)

)
(x)

= F−1(Pr̃p) ∗ (κKF̃n)(x)

= Pr̃p(D)(κKF̃n)(x)

= Pr̃p(D)F̃n(x) = fn(x), x ∈ K

i suppFn,1, suppF1 ⊂ K1. Dalje,

|Fn,1 − F1| ≤
∫
κ
K̃∩ ˜̃

K

|F−1

(
Pr̃p
Prp

)
(x− t)| sup

x∈K
|F̃ (t)− F̃ (t)|dt.

Iz (1.10) dobijamo da Fn,1
C(K)−−−→ F1, n → ∞. Ovim smo dokazali (2.6).

Na sličan način definǐsimo Fn,2 sa ultradiferencijalnim operatorom P˜̃rp(D) i

glatkim funkcijama
˜̃
F n (umesto Pr̃p(D) i F̃n), n ∈ N. Dokaz (2.7) se izvodi na

na isti način kao i (2.6) (sa odgovarajućom notacijom). Na osnovu Propozicije
2.2 je F1 = F2 u Ω.

Jasno je da je relacija ∼ refleksivna i simetrična. Ono što želimo pokazati
je tranzitivnost relacije ∼.

Propozicija 2.4. Relacija ∼ je tranzitivna.

Dokaz. Tvrdenje ćemo dokazati samo u Rumijeovom slučaju, jer je dokaz u
Berlingovom slučaju isti. Pretpostavimo da je (fn)n ∼ (gn)n i (gn)n ∼ (hn)n.

Neka je K ⊂⊂ Ω kompaktan skup sa osobinom K ⊂⊂
◦

(K̃ ∩ ˜̃K),

◦

K̃ ∩ ˜̃K⊂ Ω.

Po Definiciji 2.2, za date kompaktne skupove K̃ i
˜̃
K postoje nizovi (Fn)n,

(Gn)n, (G̃n)n, (Hn)n glatkih funkcija u Ω, neprekidne funkcije F̃ ,
˜̃
F u Ω i

ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t} tako da:

fn = Pr̃p(D)Fn, gn = Pr̃p(D)Gn u K̃, suppFn, suppGn, supp F̃ ⊂ K̃1,

Fn
C(K̃)−−−→ F̃ , Gn

C(K̃)−−−→ F̃ , n→∞,

gn = P˜̃rp(D)G̃n, hn = P˜̃rp(D)Hn u
˜̃
K, supp G̃n, suppHn, supp

˜̃
F ⊂ ˜̃

K1,

G̃n
C( ˜̃K)−−−→ ˜̃

F ,Hn
C( ˜̃K)−−−→ ˜̃

F , n→∞.
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Na osnovu Propozicije 2.3 postoje konvergentni nizovi (Fn,1)n, (Gn,1)n, (G̃n,1)n,
(Hn,1)n glatkih funkcija sa nosačem u K1 ⊂⊂ Ω i ultradiferencijani operator
Prp ∈ P{t} tako da nizove (fn)n, (gn)n i (hn)n možemo zapisati u obliku:

fn = Prp(D)Fn,1, gn = Prp(D)Gn,1, gn = Prp(D)G̃n,1, hn = Prp(D)Hn,1 u K.

Ako stavimo H̃n,1(x) = Gn,1(x) − G̃n,1(x) + Hn,1(x), x ∈ K, tada je hn =

Prp(D)H̃n,1 u K i

Fn,1
C(K)−−−→ C(K)←−−− Gn,1, Gn,1

C(K)−−−→ C(K)←−−− H̃n,1, n→∞.

Time je dokaz tranzitivnosti završen.

Kako je ∼ relacija ekvivalencije, skup svih fundamentalni nizova (fn)n je
podeljen na klase ekvivalencije bez zajedničkog elementa, tako da su svaka
dva fundamentalna niza u istoj klasi ekvivalencije ako i samo ako su ekviva-
lentna.

Definicija 2.3. Klase ekvivalencije fundamentalnih nizova, u oznaci f =
[fn] = [(fn)n], se nazivaju sekvencijalne ultradistribucije, s-ultradistribucije.
Sa U ′∗(Ω) označavamo skup svih s-ultradistribucija.

Napomena 2.2. 1◦ Korǐstenjem (2.4) i Propozicije 2.2 imamo da je f =
[fn] = 0 ako za svaki unapred zadati kompaktan skup K, postoji niz
(Fn)n glatkih funkcija i ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ tako da

fn = P (D)Fn u K, suppFn ⊂ K1 i Fn
C(K)−−−→ 0, n→∞.

2◦ Neka je f = [fn] tako da f = 0 u Ω1 za svaki otvoren skup Ω1 ⊂ Ω,
tada je f = 0 u Ω.

Definicija 2.4. Nosač s- ultradistribucije f = [fn] je komplement unije svih
otvorenih skupova gde je f = 0.

Kažemo da je s-ultradistibucija f = [fn], ili niz (fn)n, kompaktno podržana
ako postoji kompaktan skup K ⊂⊂ Rd takav da je supp fn ⊂ K,n ∈ N. To
označavamo sa

supp f ⊂ K, ili supp(fn)n ⊂ K.
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U tom slučaju postoje: niz glatkih funkcija (Fn)n, neprekidna funkcija F ,
ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ i K1 ⊂⊂ Ω tako da

fn(x) = P (D)Fn(x), x ∈ Rd, suppFn, suppF ⊂ K1 i Fn
C(Rd)−−−→ F, n→∞.

Daćemo primere nizova koji su fundamentalni.

Primer 1. Neka je F kompaktno podržana neprekidna funkcija u Rd, (δn)n
delta niz iz prostora D∗(Rd) i neka je Fn = F ∗ δn, n ∈ N. Tada je niz (Fn)n
fundamentalan u Rd.

Primer 2. Neka je (fn)n fundamentalan niz u Ω ⊂ Rd i pretpostavimo da

je (Kn)n rastući niz kompaktnih skupova sa osobinom Kn ⊂
◦
Kn+1, n ∈ N i

neka je Ω =
⋃
n∈NKn. Dalje, neka su Ωn = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > 1/n},

Ωn,n = {x ∈ Ωn : d(x, ∂Ωn) > 1/n} otvoreni skupovi i κn ∈ C∞0 (Ω) funkcija
sečenja takva da je

κn(x) =

{
1, ako je x ∈ Ωn,n;
0, ako je x ∈ ΩC

n , n ∈ N.

Tada je niz

f̃n(x) =

{
(fn(x)κn(x)) ∗ δn(x), ako je x ∈ Ωn;

0, ako je x ∈ ΩC
n , n ∈ N,

fundamentalan u Ω i važi (fn)n ∼ (f̃n)n.

Primer 3. Pretpostavimo da je f ∈ D′(Ω), Ω ⊂ Rd, da su Ωn i Ωn,n kao u
Primeru 2, neka je Prp ∈ P{t} i

Fn(x) =

{
F−1

(
f̂κn(ξ)δ̂n(ξ)
Prp (ξ)

)
(x), ako je x ∈ Ω;

0, ako je x ∈ ΩC
n , n ∈ N.

Kako su f ∈ D′(Ω) i κn kao u Primeru 2, n ∈ N, tada je f̂κn ograničena po-
linomom. Koristeći (1.8) se može lako pokazati (na isti način kao u dokazu
Propozicije 2.1) da je niz (fn)n = ((fκn) ∗ δn)n = (Prp(D)Fn)n fundamenta-
lan u Ω, tj. [fn] ∈ U ′{t}(Ω). Na sličan način možemo predstaviti f kao ele-
ment prostora U ′(t)(Ω) korštenjem ultradiferencijalnog operatora Pr(D) ume-
sto Prp(D).
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Napomena 2.3. Ako je (fn)n fundamentalan niz u Definiciji 2.1, tada

znamo da za svaki kompaktan skup K Fn
C(K)−−−→ F kad n → ∞. Primer

1 i Primer 3 pokazuju nam da se svaki fundamentalan niz (fn)n za koji važi
(2.3) može identifikovati sa formalnom reprezentacijom f = P (D)F u K,
jer iz klasične teorije ultradistribucija znamo:

(∀K ⊂⊂ Ω)(∃P ∈ P∗)(∃F ∈ C(Ω))(suppF ⊂ K1, K1 ⊂⊂ Ω, K ⊂
◦
K1)

f = P (D)F u K.

Ovo će biti dokazano kasnije korǐstenjem (2.8).

2.2 Operacije sa s-ultradistribucijama

2.2.1 Algebarske operacije

Neka su f = [fn] i g = [gn] s-ultradistribucije. Definǐsimo sumu s-
ultradistibucija sa f + g = [fn + gn] i pokažimo da f + g ∈ U ′∗(Ω), tj.
pokažimo da je niz (fn + gn)n fundamentalan u Ω i da s-ultradistribucija
[fn + gn] ne zavisi od izbora fundamentalnih nizova (fn)n i (gn)n, tj. ako je

(fn)n ∼ (f̃n)n i (gn)n ∼ (g̃n)n , tada (fn + gn)n ∼ (f̃n + g̃n)n. Pokažimo da
vrede ove osobine u Rumijeovom slučaju (Berlingov slučaj je isti).

Neka je K ⊂⊂ Ω kompaktan skup sa osobinom K ⊂⊂
◦

(K̃ ∩ ˜̃K),

◦

K̃ ∩ ˜̃K⊂
Ω. Kako su nizovi (fn)n i (gn)n fundamentalni u Ω na osnovu Definicije 2.1 za

date kompaktne skupove K̃ i
˜̃
K postoje nizovi (Fn)n, (Gn)n glatkih funkcija u

Ω, neprekidne funkcije F,G u Ω i ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t}
tako da:

fn = Pr̃p(D)Fn u K̃, suppFn, suppF ⊂ K̃1 i Fn
C(K̃)−−−→ F , n→∞,

gn = P˜̃rp(D)Gn u
˜̃
K, suppGn, suppG ⊂ ˜̃K1 i Gn

C( ˜̃K)−−−→ G, n→∞.

Na osnovu Propozicije 2.3 postoje nizovi (Fn,1)n, (Gn,1)n, glatkih funkcija sa
nosačem uK1 ⊂⊂ Ω, neprekidne funkcije F1, G1 u Ω, suppF1, suppG1 ⊂ K1,
i ultradiferencijani operator Prp ∈ P{t} tako da nizove (fn)n i (gn)n možemo
zapisati u obliku:

fn = Prp(D)Fn,1, gn = Prp(D)Gn,1 u K,
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Fn,1
C(K)−−−→ F1, Gn,1

C(K)−−−→ G1, n→∞.
Odavde sledi

fn + gn = Prp(D)(Fn,1 +Gn,1) u K, supp(Fn,1 +Gn,1), supp(F1 +G1) ⊂ K1

i Fn,1 +Gn,1
C(K)−−−→ F1 +G1 kad n→∞,

tj. niz (fn + gn)n je fundamentalan. Iz (2.4) i Propozicije 2.3 sledi da s-
ultradistribucija [fn + gn] ne zavisi od izbora fundamentalnih nizova (fn)n i
(gn)n.

Razlika f − g, s-ultradistribucija f = [fn] i g = [gn] je s-ultradistibucija
f − g = [fn − gn]. Sa λf = [λfn], λ ∈ C je definisano množenje s-
ultradistibucije skalarom iz C. Konzistencija ovih definicija se može proveriti
na isti način kao i za zbir. Dakle, U ′∗(Ω) je vektorski prostor.

2.2.2 Diferenciranje

Prisetimo se da su Švarcove distribucije klase ekvivalencije fundamental-
nih nizova koje su definisane na sličan način kao fundamentalni nizovi s-
ultradistribucija. U tom slučaju koristimo deferencijalne operatore konačnog
reda umesto ultradiferencijalnih operatora Pr(D) ili Prp(D) koje koristimo u
slučaju s-ultradistribucija.

Neka je u Rumijeovom slučaju f = [fn] s-ultradistribucija i neka β ∈ Zd+.

Definǐsimo f (β) = [f
(β)
n ] i pokažimo da je niz (f

(β)
n )n fundamentalan. Po

Definiciji 2.1, za dati kompaktan skup K ⊂⊂ Ω, s-ultradistribucija f je
odredena pomoću niza (Fn)n i ultradiferencijalnog operatora Prp(D). Kako je

f
(β)
n = Prp(D)F

(β)
n u K, koristeći istu notaciju kao u Propoziciji 2.1, postoje:

ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{t}, niz glatkih funkcija (F̃n)n, neprekidna

funkcija F̃ , suppFn, suppF ⊂ K1 ⊂⊂ Ω, n ∈ N, oblika

F̃n = κK

(
F−1

(
(iξ)βPrp(ξ)

Pr̃p(ξ)

)
∗ (κK0Fn)

)
, n ∈ N,

F̃ = κK

(
F−1

(
(iξ)βPrp(ξ)

Pr̃p(ξ)

)
∗ (κK0F )

)
,

tako da je

Prp(D)F (β)
n (x) = Pr̃p(D)F̃n(x), x ∈ K0 ⊂⊂

◦
K i F̃n

C(K0)−−−→ F̃ , n→∞.

Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju.
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2.2.3 Množenje i konvolucija s-ultradistribucije sa funk-
cijom iz E∗(Ω)

Ako je ω ∈ E{t}(Ω), pokažimo da ωf = [ωfn] ∈ U ′{t}(Ω), tj. da je niz
(ωfn)n fundamentalan.

Po definiciji fundamentalnih nizova, za svaki kompaktan skup K ⊂⊂ Ω
postoje: niz (Fn)n glatkih funkcija , sa nosačem u K1, glatka funkcija F u
Ω, suppF ⊂ K1, i Prp ∈ P{t} takvi da

ωfn = ωPrp(D)Fn u K i Fn
C(K)−−−→ F, n→∞.

Možemo pretpostaviti da je ω kompaktno podražana funkcija množeći je
sa funkcijom sečenja koja je jednaka 1 na kompaktnom skupu K. Dalje,
primetimo da je |ω̂(ξ)| ≤ Ce−h|ξ|

1/t
, ξ ∈ Rd, za neke C > 0 i h > 0 kao i

da (na osnovu (1.8)) važi |Prp(ξ)F̂n| ≤ C1e
c(|ξ|)1/t , ξ ∈ Rd, za neko C1 > 0 i

funkciju c(|ξ|) koja zavisi od niza (rp)p ∈ R. Tada, koristeći (1.10), postoji
ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{t} tako da važi

ω̂ ∗ (Prp(ξ)F̂n)

Pr̃p(ξ)
∈ L1(Rd)

za odgovarajući niz (r̃p)p ∈ R. Ako izaberemo funkcije

Gn = κKF−1

(
ω̂ ∗ (Prp(ξ)F̂n)

Pr̃p(ξ)

)
, n ∈ N, G = κKF−1

(
ω̂ ∗ (Prp(ξ)F̂ )

Pr̃p(ξ)

)
tada važi

Pr̃p(D)Gn(x) = Pr̃p(D)κK(x)F−1

(
ω̂ ∗ (Prp(ξ)F̂n)

Pr̃p(ξ)

)
(x)

= F−1
(
ω̂ ∗ (Prp(ξ)F̂n)

)
(x)

= ω(x)Prp(D)Fn(x)

= ω(x)fn(x), x ∈ K,

suppGn, suppG ⊂ K1. Pokažimo da Gn
C(K)−−−→ G kad n→∞. Imamo

|Gn(x)−G(x)| ≤
∫
K

|eixs|
|ω̂(s) ∗ (Prp(s)(F̂n(s)− F̂ (s)))|

|Pr̃p(s)|
ds.

23



Kako je

|F̂n(x)− F̂ (x)| ≤
∫
K

|e−ixs| sup
s∈K
|Fn(s)− F (s)|ds ≤ εn,

gde εn → 0 kad n→∞ i za odgovarajuće C,C1 > 0 i h > 0

|ω̂(s) ∗ (Prp(s)(F̂n(s)− F̂ (s)))| ≤
∫
K

|ω̂(s− ξ)||Prp(ξ)(F̂n(ξ)− F̂ (ξ))|dξ

≤ Cεn

∫
K

e−h|s−ξ|
1/t

ec(|ξ|)
1/t

dξ ≤ Cεn

∫
K

e−h|ξ|
1/t+h|s|1/tec(|ξ|)

1/t

dξ ≤ εnC1e
h|s|1/t

gde smo koristili nejednakost |ξ|1/t = |ξ−s+s|1/t ≤ |s−ξ|1/t+|s|1/t, s, ξ ∈ Rd,
t > 1. Sada imamo

|Gn(x)−G(x)| ≤ C1εn

∫
K

eh|s|
1/t

e−c̃(|s|)
1/t

ds,

gde za odgovarajuć izbor funkcije c̃ koja zavisi od niza (r̃p)p ∈ R imamo

Gn
C(K)−−−→ G kad n→∞. Dakle, niz (ωfn)n je fundamentalan u Ω. Berlingov

slučaj je isti.
Posmatrajmo sada konvoluciju s-ultradistribucije sa funkcijom iz D∗(Ω).

Ako je f = [fn] ∈ U ′{t} i ako je ω ∈ D{t}(Ω), tada je ω∗f = [ω∗fn] ∈ U ′{t}, jer
za svaki kompaktan skup K ⊂ Rd važi ω ∗ P (D)Fn = P (D)(ω ∗ Fn), n ∈ N.
U opštem slučaju važi:

Propozicija 2.5. Neka su nizovi (fn)n i (gn)n fundamentalni u Rd i neka je
supp(gn)n ⊂ K0 ⊂⊂ Rd. Tada je niz (fn ∗ gn)n fundamentalan u Rd.

Dokaz. Neka su K ⊂⊂ Rd i K̃ kompaktni skupovi takvi da je x− t ∈ K̃ gde
x ∈ K, t ∈ K0. Dalje, znamo da za kompaktan skup K̃ postoje: nizovi glatkih
funkcija (Fn)n, (Gn)n u Rd, neprekidne funkcije F , G u Rd i ultradiferencijalni
operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t} takvi da:

fn = Pr̃p(D)Fn u Rd, suppFn, suppF ⊂ K1, Fn
C(K̃)−−−→ F, n→∞;

gn = P˜̃rp(D)Gn u Rd, suppGn, suppG ⊂ K0, Gn
C(K0)−−−→ G, n→∞.

Tada je (videti [38])

(fn ∗ gn) = Pr̃p(D)Fn(x) ∗ P˜̃rp(D)Gn = Pr̃p(D)P˜̃rp(D)(Fn ∗Gn) u Rd.
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i

|(Fn ∗Gn)(x)− (F ∗G)(x)| ≤
∫
K

|Fn(t)− F (t)||Gn(x− t)|dt

+

∫
K

|F (t)||Gn(x− t)−G(x− t)|dt =

∫
K̃

|Fn(x− t)− F (x− t)||Gn(t)|dt

+

∫
K0

|F (x− t)||Gn(t)−G(t)|dt ≤ sup
u∈K̃
|Fn(u)− F (u)|

∫
K̃

|Gn(t)|dt

+ sup
u∈K0

|Gn(u)−G(u)|
∫
K0

|F (x− t)|dt.

Kako Fn
C(K̃)−−−→ F i Gn

C(K0)−−−→ G kad n → ∞ dobijamo Fn ∗ Gn
C(K)−−−→ F ∗ G,

n→∞ i supp(Fn ∗Gn), supp(F ∗G) ⊂ K +K0 = K̃. Ovim smo dokazali da
je niz (fn ∗ gn)n fundamentalan.

2.3 Nizovi s-ultradistribucija

Definicija 2.5. Kažemo da niz s-ultradistribucija (fn)n = ([fnm])n konvergira
ka s-ultradistribuciji f = [fm] u Ω, što označavamo sa

fn
s−→ f, n→∞ ili lim

n→∞
fn = f,

ako za svaki kompaktan skup K ⊂⊂ Ω postoje: nizovi (F n
m)m, n ∈ N i (Fm)m

glatkih funkcija, niz (F n)n neprekidnih funkcija, neprekidna funkcija F u Ω
i ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ takvi da:

fnm = P (D)F n
m, fm = P (D)Fm u K, suppF n

m, suppFm, suppF n, suppF ⊂ K1,

F n
m

C(K)−−−→ Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, Fm
C(K)−−−→ F, m→∞,

F n
m

C(K)−−−→ F n, m→∞, za svaki n ∈ N i F n C(K)−−−→ F, n→∞.

Iz definicije direktno sledi da je lim
m→∞

lim
n→∞

F n
m = lim

n→∞
lim
m→∞

F n
m u C(K).

Teorema 2.1. Ako postoji lim
n→∞

fn, tada je jedinstven.

Dokaz. Pretpostavimo da fn
s−→ f i fn

s−→ g kad n → ∞ u Ω i pokažimo da
je f = g u Ω. Neka je K ⊂⊂ Ω kompaktan skup sa nepraznom unutrašnjosti
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ΩK =
◦
K i neka je K0 kompaktan skup u Ω za koji je K ⊂

◦
K0. Prema Definiciji

2.5, postoje nizovi (F̃ n
m)m, (

˜̃
F n
m)m, n ∈ N, (F̃m)m, (

˜̃
Fm)m glatkih funkcija,

nizovi neprekidnih funkcija (F̃ n)n, (
˜̃
F n)n, neprekidne funkcije F̃ ,

˜̃
F u Ω, sve

sa nosačima u K1, i ultradiferencijalni operatori P̃ ,
˜̃
P ∈ P∗ takvi da važi:

fnm = P̃ (D)F̃ n
m, fm = P̃ (D)F̃m u K0,

F̃ n
m

C(K0)−−−→ F̃m, n→∞, uniformno po m ∈ N, F̃m
C(K0)−−−→ F̃ , m→∞,

F̃ n
m

C(K0)−−−→ F̃ n, m→∞, za svaki n ∈ N i F̃ n C(K0)−−−→ F̃ , n→∞,

i

fnm =
˜̃
P (D)

˜̃
F n
m, gm =

˜̃
P (D)

˜̃
Fm u K0,˜̃

F n
m

C(K0)−−−→ ˜̃
Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, ˜̃Fm

C(K0)−−−→ ˜̃
F , m→∞,˜̃

F n
m

C(K0)−−−→ ˜̃
F n, m→∞, za svaki n ∈ N i

˜̃
F n

C(K0)−−−→ ˜̃
F , n→∞.

Tada, na osnovu Propozicije 2.3 možemo konstruisati nizove (F n
m,1)m, (F n

m,2)m,
n ∈ N, (Fm,1)m, (Fm,2)m, glatkih funkcija, nizove (F n

1 )n, (F
n
2 )n neprekidnih

funkcija, neprekidne funkcije F1 i F2 u Ω, sve sa nosačima u K1, i ultradife-
rencijalni operator P ∈ P∗ tako da važi:

fnm = P (D)F n
m,1 = P (D)F n

m,2, fm = P (D)Fm,1, gm = P (D)Fm,2 u K,

F n
m,1 − F n

m,2

C(K)−−−→ Fm,1 − Fm,2, n→∞, uniformno po m ∈ N,

Fm,1 − Fm,2
C(K)−−−→ F1 − F2, m→∞, F n

m,1 − F n
m,2

C(K)−−−→ F n
1 − F n

2 , m→∞,

za sve n ∈ N i F n
1 − F n

2

C(K)−−−→ F1 − F2, n→∞.

Kako je P (D)(F n
m,2 − F n

m,1) = 0 u ΩK , tada iz Propozicije 2.2 direktno sledi
F n
m,1 − F n

m,2 = 0, n,m ∈ N, u ΩK , odakle dobijamo F1 = F2 u ΩK . Kako
tvrdenje važi za svaki otvoren ograničen skup ΩK , na osnovu Napomene 2.1
(3◦) je f = g u Ω.

Propozicija 2.6. Ako niz (fn)n s-ultradistribucija konvergira ka s-ultradis-
tribuciji f u Rd i ako je δn delta niz u D∗(Rd), tada fn ∗ δn

s−→ f u Rd kad
n→∞.
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Dokaz. Neka je gn = fn ∗ δn. Kako fn
s−→ f, kad n → ∞, iz Definicije 2.5

imamo:

fnm = P (D)F n
m, fm = P (D)Fm u K, suppF n

m, suppFm, suppF n, suppF ⊂ K1,

F n
m

C(K)−−−→ Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, Fm
C(K)−−−→ F, m→∞,

F n
m

C(K)−−−→ F n, m→∞, za svaki n ∈ N i F n C(K)−−−→ F, n→∞.

Tada je gnm = P (D)(F n
m∗δn) na Rd, F n

m∗δn
C(Rd)−−−→ Fm, n→∞, uniformno po

m ∈ N, Fm
C(Rd)−−−→ F, m→∞, F n

m∗δn
C(Rd)−−−→ F n∗δn, m→∞, za svaki n ∈ N

i F n ∗ δn
C(Rd)−−−→ F, n→∞. Odavde sledi da gn

s−→ f , n→∞.

2.4 Delovanje s-ultradistibucija na funkcije iz

D∗(Ω)

Neka je K ⊂⊂ Ω, ϕ ∈ D∗(Ω), suppϕ ⊂ K ⊂⊂ Ω i neka je f = [fn] tako
da (2.3) važi za fundamentalni niz (fn)n u K. Tada definǐsemo delovanje
s-ultradistribucije f na funkciju ϕ ∈ D∗(Ω),

ϕ 7→ f(ϕ) = (f, ϕ)U ′∗(Ω),

sa:

(f, ϕ)U ′∗(Ω) = lim
n→∞

∫
K

fnϕdx =

∫
K

FP (−D)ϕdx, (2.8)

gde Fn
C(K)−−−→ F , n→∞.

Pokažimo konzistentnost ove definicije. Ako imamo sledeće reprezentacije

fn = P̃ (D)F̃n, fn =
˜̃
P (D)

˜̃
F n, n ∈ N, u K,

gde F̃n
C(K)−−−→ F̃ ,

˜̃
F n

C(K)−−−→ ˜̃
F , n→∞, tada je

lim
n→∞

∫
K

fnϕdx =

∫
K

F̃ P̃ (−D)ϕdx =

∫
K

˜̃
F
˜̃
P (−D)ϕdx,

jer mešoviti niz integrala∫
K

P̃ (D)F̃1ϕdx,

∫
K

˜̃
P (D)

˜̃
F 1ϕdx,

∫
K

P̃ (D)F̃2ϕdx,

∫
K

˜̃
P (D)

˜̃
F 2ϕdx, . . .
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konvergira. Jasno je da je ϕ 7→ (f, ϕ)U ′∗(Ω), ϕ ∈ D∗(Ω) linearno preslikavanje.

Prisetimo se da ϕn
D∗(Ω)−−−→ ϕ, n → ∞, znači da su nosači funkcija ϕn i ϕ u

nekom kompaktnom skupu K ⊂⊂ Ω i da Ph,K(ϕn − ϕ)→ 0, n→∞, za sve
h > 0 (resp. za neko h > 0).

Da bismo dokazali sekvencijalnu neprekidnost, treba nam jedan poznati
rezultat iz [22] :

Ako niz (ϕn)n u D∗(Ω) konvergira ka ϕ ∈ D∗(Ω) kad n → ∞, tada

P (D)ϕn
D∗(Ω)−−−→ P (D)ϕ kad n → ∞, za svaki ultradiferencijalni operator

P ∈ P∗. Koristeći taj rezultat, dobijamo sledeće tvrdenje.

Teorema 2.2. (a) Neka je (ϕn)n niz u D∗(Ω) koji konvergira ka ϕ ∈ D∗(Ω)
kad n → ∞. Tada (f, ϕn)U ′∗(Ω) → (f, ϕ)U ′∗(Ω), n → ∞, za svaki f = [fm] ∈
U∗(Ω).
(b) Ako je (fn)n = ([fnm])n niz s-ultradistribucija koji konvergira ka s-ultra-
distribuciji f = [fm]. Tada (fn, ϕ)U ′∗(Ω) → (f, ϕ)U ′∗(Ω), n → ∞, za svaki
ϕ ∈ D∗(Ω).

Dokaz. (a) Pretpostavimo da (2.3) važi za s-ultradistribuciju f = [fm] u K

i neka Fm
C(K)−−−→ F , m→∞. Tada na osnovu (2.8) i gore navedenih osobina

konvergentnih nizova u D∗(Ω), imamo

lim
n→∞

(
(f, ϕn)U ′∗(Ω) − (f, ϕ)U ′∗(Ω)

)
= lim

n→∞

∫
K

FP (−D)(ϕn − ϕ)dx = 0.

(b) Neka je ϕ ∈ D∗K . Koristeći notaciju Definicije 2.5 dobijamo

lim
n→∞

(fn − f, ϕ)U ′∗(Ω) = lim
n→∞

lim
m→∞

(fnm − fm, ϕ)U ′∗(Ω)

= lim
n→∞

lim
m→∞

∫
K

(F n
m − Fm)P (−D)ϕdx.

Kako F n
m

C(K)−−−→ F n, m→∞, za sve n ∈ N i Fm
C(K)−−−→ F , m→∞ dobijamo

lim
n→∞

lim
m→∞

∫
K

(F n
m − Fm)P (−D)ϕdx = lim

n→∞

∫
K

(F n − F )P (−D)ϕdx = 0.
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Glava 3

s- i s̃-temperirane
ultradistribucije

U ovoj glavi ćemo uvodimo s-t-fundamentalnih i s̃-t-fundamentalnih ni-
zova pomoću kojih definǐsemo s-temperirane i s̃-temperirane ultradistribu-
cije, respektivno, kao klase ekvivalencije tih nizova. s-Temperirane ultradi-
stribucije ćemo definisati pomoću nizova glatkih L2 funkcija i ultradiferen-
cijalnih operatora P (H), dok ćemo s̃-temperirane ultradistribucije definisati
pomoću nizova glatkih L2 funkcija, funkcija P (x) ∈ P∗u i ultradiferencijal-
nih operatora P (D). Kao i u Glavi 2, definisaćemo zbir, razliku, množenje
skalarom, diferenciranje s- i s̃-temperiranih ultradistribucija. Daćemo i kon-
vergenciju nizova u takvim prostorima, zatim delovanje s- i s̃-temperiranih
ultradistribucija na funkcije iz test prostora S∗(Rd) i sekvencijalnu neprekid-
nost s- i s̃-temperiranih ultradistribucija.

3.1 s-Temperirane ultradistribucije

Prisetimo se da je Hα =
∏d

i=1(−∂2/∂xi
2 + x2

i )
αi , α = (α1, ..., αd) ∈ Zd+ i

da koristimo notaciju P2∗ za P(2t) ili P{2t}. Neka je P ∈ P2∗. Koristićemo ul-
tradiferencijalne operatore P (H) =

∑∞
|α|=0 aαH

α Berlinovog tipa (p!2t) (resp.

Rumijeovog tipa {p!2t}) za koje važi

(∃h > 0, ∃C > 0)(resp. ∀h > 0, ∃C > 0)(∀α ∈ Zd+)(|aα| ≤ C
h|α|

α!2t
).
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U Rumijeovom slučaju je dati uslov ekvivalentan uslovu:

(∃(rp)p ∈ R)(∃C > 0)(∀α ∈ Zd+)(|aα| ≤
C

α!2t
∏

i≤|α| ri
).

Definicija 3.1. Niz (fn)n funkcija iz L2(Rd)∩C∞(Rd) je s-t-fundamentalan
u Rd ako postoje: niz (Fn)n gde Fn =

∑∞
|α|=0 cα,nhα ∈ L2(Rd)∩C∞(Rd), n ∈

N, funkcija F =
∑∞
|α|=0 cαhα ∈ L2(Rd), tako da (cα,n)α∈Zd+ , (cα)α∈Zd+ ∈ l2,

n ∈ N i ultradiferencijalni operator P ∈ P2∗ takvi da važi

fn = P (H)Fn u Rd i Fn → F u L2(Rd) kad n→∞. (3.1)

Uvodimo novu notaciju: Fn
2−→ F , n → ∞ i time označavamo da Fn →

F u L2(Rd) kad n→∞.
Ultradiferencijalni operator P (H) deluje tako da je za svako fiksno n ∈ N,

granična vrednost

lim
k→∞

Pk(H)Fn = lim
k→∞

∑
|α|≤k

aαH
αFn =

∞∑
|α|=0

cα,nP (2α + 1)hα = fn

u L2(Rd) ∩ C∞(Rd).
Sledeće tvrdenje biće korisno u nastavku jer nam omogućava da, u našoj

reprezentaciji fundamentalnih nizova, zamenimo L2 konvergentne nizove sa
nizovima koji uniformno konvergiraju u Rd kao i u L2(Rd).

Lema 3.1. Neka su Fn, F ∈ L2(Rd)∩C∞(Rd), n ∈ N, neka Fn
2−→ F , n→∞

i F̃n(x) = F−1(F̂n(ξ)/(1 + |ξ|2)d/2)(x), F̃ (x) = F−1(F̂ (ξ)/(1 + |ξ|2)d/2)(x),

x ∈ Rd. Tada je (F̃n)n niz ograničenih funkcija za koji važi F̃n
2−→ F̃ , n→∞.

Štavǐse, F̃n
C(Rd)−−−→ F̃ kad n→∞.

Dokaz. Konvergencija u prostoru L2(Rd) i uniformna ograničenost slede na
osnovu Parsevalovog identiteta (1.1). Neka je x ∈ Rd i pokažimo uniformnu
konvergenciju. Na osnovu Švarcove nejednakosti sledi∣∣∣F̃n(x)− F̃ (x)

∣∣∣ =

∣∣∣∣F−1

(
1

(1 + |ξ|2)d/2

(
F̂n(ξ)− F̂ (ξ)

))
(x)

∣∣∣∣
≤
(∫

Rd

1

(1 + |ξ|2)d
dξ

)1/2

‖F̂n − F̂‖2 < ε,

za dovoljno veliko n ∈ N, nezavisno od x. Time je dokaz uniformne konver-
gencije završen.
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Definicija 3.2. s-t-fundamentalni nizovi (fn)n i (gn)n su u relaciji ∼1, i
pǐsemo

(fn)n ∼1 (gn)n,

ako postoje nizovi (Fn)n, (Gn)n, funkcija Fn, Gn ∈ L2(Rd)∩ C∞(Rd), n ∈ N,
oba konvergentna u L2(Rd), i ultradiferencijalni operator P ∈ P2∗ takvi da:

fn = P (H)Fn, gn = P (H)Gn u Rd, Fn −Gn
2−→ 0 kad n→∞.

Kao i kod s-ultradistibucija, želimo da pokažemo da je ∼1 relacija ekvivalen-
cije. Prilikom dokaza tranzitivnosti relalacije ∼1 ćemo koristiti sledeća dva
tvrdenja.

Propozicija 3.1. Ako postoji ultradiferencijalni operator P ∈ P2∗ i funkcije
Fn =

∑∞
|α|=0 cα,nhα ∈ L2(Rd) ∩ C∞(Rd), n ∈ N, F =

∑∞
|α|=0 cαhα ∈ L2(Rd),

(cα,n)α∈Zd+ , (cα)α∈Zd+ ∈ l
2, n ∈ N, za koje Fn

2−→ F i P (H)Fn
2−→ 0 kad n→∞,

tada je F = 0 u Rd. U specijalnom slučaju, ako je F ∈ L2(Rd) ∩ C∞(Rd) i
ako važi P (H)F = 0 u L2(Rd), tada je F = 0 u Rd.

Dokaz. Iz P (H)Fn =
∑∞
|α|=0 P (2α + 1)cα,nhα

2−→ 0 sledi (cα,n)α∈Zd+ → 0 u l2

kad n → ∞. Dalje, kako (cα,n)α∈Zd+ → (cα)α∈Zd+ u l2, n → ∞, dobijamo da
je F = 0. Specijalni slučaj sledi ako stavimo Fn = F , n ∈ N.

Propozicija 3.2. Pretpostavimo da su Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{2t}, (F̃n)n, (
˜̃
F n)n nizovi

funkcija iz L2(Rd) ∩ C∞(Rd) i F̃ ,
˜̃
F ∈ L2(Rd) takvi da ispunjavaju uslove

Definicije 3.1, tj:

fn = Pr̃p(H)F̃n, fn = P˜̃rp(H)
˜̃
F n u Rd,

F̃n =
∞∑
|α|=0

c̃α,nhα,
˜̃
F n =

∞∑
|α|=0

˜̃cα,nhα, F̃ =
∞∑
|α|=0

c̃αhα,
˜̃
F =

∞∑
|α|=0

˜̃cαhα,
gde (c̃α,n)α∈Zd+ , (̃c̃α,n)α∈Zd+ , (c̃α)α∈Zd+ , (̃c̃α)α∈Zd+ ∈ l

2, n ∈ N. Tada postoji ultra-

diferencijalni operator Prp ∈ P{2t} za koji važi

(
Pr̃p(2α + 1)

Prp(2α + 1)
)α∈Zd+ , (

P˜̃rp(2α + 1)

Prp(2α + 1)
)α∈Zd+ ∈ l

∞, (3.2)
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funkcije

Fn,1 =
∞∑
|α|=0

c̃α,nPr̃p(2α + 1)

Prp(2α + 1)
hα, Fn,2 =

∞∑
|α|=0

˜̃cα,nP˜̃rp(2α + 1)

Prp(2α + 1)
hα, n ∈ N,

koje pripadaju L2(Rd) ∩ C∞(Rd) i funkcije

F1 =
∞∑
|α|=0

c̃αPr̃p(2α + 1)

Prp(2α + 1)
hα, F2 =

∞∑
|α|=0

˜̃cαP˜̃rp(2α + 1)

Prp(2α + 1)
hα ∈ L2(Rd)

tako da je

fn = Prp(H)Fn,1 = Prp(H)Fn,2 u Rd, n ∈ N, Fn,1
2−→ F1, Fn,2

2−→ F2, n→∞.

Štavǐse, važi i Fn,1 = Fn,2, n ∈ N, odakle je F1 = F2 u Rd.
Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju sa odgovarajućom notacijom.

Dokaz. Egzistencija operatora Prp(H) sledi iz (1.11). Primetimo da je

Hβhα = (2α + 1)βhα, α, β ∈ Zd+.

Dalje, na osnovu (3.2), imamo

Fn,1 =
∞∑
|α|=0

c̃α,n
Pr̃p(2α + 1)

Prp(2α + 1)
hα = Pr̃p(H)

∞∑
|α|=0

c̃α,n
Prp(2α + 1)

hα, n ∈ N

i

Fn,2 =
∞∑
|α|=0

˜̃cα,nP˜̃rp(2α + 1)

Prp(2α + 1)
hα = P˜̃rp(H)

∞∑
|α|=0

˜̃cα,n
Prp(2α + 1)

hα, n ∈ N.

Prema tome je

Prp(H)Fn,1 = Prp(H)Pr̃p(H)
∞∑
|α|=0

c̃α,n
Prp(2α + 1)

hα

= Pr̃p(H)Prp(H)
∞∑
|α|=0

c̃α,n
Prp(2α + 1)

hα

= Pr̃p(H)F̃n = fn u Rd.
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Na sličan način dobijamo fn = Prp(H)Fn,2, n ∈ N u Rd. Kako važi (3.2),
zaključujemo da su Fn,i, n ∈ N, i = 1, 2 glatke L2 funkcije. Iz (c̃α,n)α∈Zd+ →
(c̃α)α∈Zd+ i (̃c̃α,n)α∈Zd+ → (̃c̃α)α∈Zd+ , n → ∞, u l2 sledi Fn,1

2−→ F1 i Fn,2
2−→ F2,

n→∞. Iz Propozicije 3.1 sledi da je Fn,1 = Fn,2, n ∈ N i F1 = F2 u Rd.

Jasno je da je relacija ∼1 refleksivna i simetrična. Dokažimo da je relacija
∼1 tranzitivna.

Propozicija 3.3. Relacija ∼1 je tranzitivna.

Dokaz. Dokazaćemo tvrdenje samo u Rumijeovom slučaju. Neka su (fn)n ∼1

(gn)n i (gn)n ∼1 (hn)n. Tada, na osnovu Definicije 3.2, postoje nizovi (Fn)n,

(Gn)n, (G̃n)n, (Hn)n funkcija iz L2(Rd)∩C∞(Rd), svi konvergentni u L2(Rd),
i ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{2t} takvi da je

fn = Pr̃p(H)Fn, gn = Pr̃p(H)Gn u Rd, Fn −Gn
2−→ 0, n→∞,

gn = P˜̃rp(H)G̃n, hn = P˜̃rp(H)Hn u Rd, G̃n −Hn
2−→ 0, n→∞.

Korǐstenjem Propozicije 3.2 nizove (fn)n, (gn)n i (hn)n možemo izraziti, ko-
risteći operator Prp(H) umesto Pr̃p(H) i P˜̃rp(H), na sledeći način:

fn = Prp(H)Fn,1, gn = Prp(H)Gn,1, gn = Prp(H)G̃n,1, hn = Prp(H)Hn,1 u Rd

tako da vredi Fn,1 −Gn,1
2−→ 0. Ako stavimo da je

H̃n,1 = Gn,1 − G̃n,1 +Hn,1,

tada Gn,1− H̃n,1
2−→ 0 i Fn,1− H̃n,1

2−→ 0, n→∞, čime je dokaz tranzitivnosti
završen.

Definicija 3.3. Klase ekvivalencije s-t-fundamentalnih nizova, u oznaci f =
[fn] = [(fn)n], nazivaju se s-temperirane ultradistribucije. Prostore s-tempe-
riranih ultradistribucija označavaćemo sa T ′∗ = T ′∗(Rd).

Primer 4. Neka su F ∈ L2(Rd), (δn)n delta-niz u D∗(Rd) i neka je Fn =
F ∗ δn, n ∈ N. Tada je niz (Fn)n glatkih L2 funkcija s-t-fundamentalan u Rd

u oba, Berlingovom i Rumijeovom slučaju.

Primer 5. Neka je f = [fn] ∈ T ′∗ niz oblika fn = P (H)Fn, gde Fn ∈
L2(Rd) ∩ C∞(Rd), n ∈ N, F ∈ L2(Rd), P ∈ P2∗ i Fn

2−→ F , n→∞. Tada je

niz (f̃n)n = (P (H)(Fn ∗ δn))n s-t-fundamentalan u Rd i (fn)n ∼1 (f̃n)n.
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3.2 Operacije sa s-temperiranim ultradistri-

bucijama

3.2.1 Algebarske operacije

Neka su f = [fn] i g = [gn] s-temperirane ultradistribucije. Definǐsimo
sumu s-temperiranih ultradistibucija sa f + g = [fn + gn] i pokažimo da
f +g ∈ T ′∗, tj. pokažimo da je niz (fn+gn)n s-t- fundamentalan u Rd i da s-
temperirana ultradistribucija [fn+gn] ne zavisi od izbora s-t-fundamentalnih

nizova (fn)n i (gn)n, tj. ako je (fn)n ∼1 (f̃n)n i (gn)n ∼1 (g̃n)n , tada (fn +

gn)n ∼1 (f̃n + g̃n)n. Pokažimo da važe ove osobine u Rumijeovom slučaju
(Berlingov slučaj je isti).

Kako su nizovi (fn)n i (gn)n s-t-fundamentalni u Rd na osnovu Definicije
3.1 postoje nizovi (Fn)n, (Gn)n glatkih L2 funkcija, funkcije F,G ∈ L2(Rd) i
ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{2t} tako da:

fn = Pr̃p(H)Fn u Rd i Fn
2−→ F, n→∞,

gn = P˜̃rp(H)Gn u Rd i Gn
2−→ G, n→∞.

Na osnovu Propozicije 3.2 postoje nizovi (Fn,1)n, (Gn,1)n, glatkih L2 funkcija,
funkcije F1, G1 ∈ L2(Rd) i ultradiferencijani operator Prp ∈ P{2t} tako da
nizove (fn)n i (gn)n možemo zapisati na sledeći način:

fn = Prp(H)Fn,1, gn = Prp(H)Gn,1 u Rd, Fn,1
2−→ F1, Gn,1

2−→ G1, n→∞.

Odavde sledi

fn + gn = Prp(H)(Fn,1 +Gn,1) u Rd i Fn,1 +Gn,1
2−→ F1 +G1 kad n→∞,

tj. niz (fn + gn)n je s-t-fundamentalan. Iz Propozicije 3.2 sledi da s-
temperirana ultradistribucija [fn+gn] ne zavisi od izbora s-t-fundamentalnih
nizova (fn)n i (gn)n.

Razlika f − g, s-temperiranih ultradistribucija f = [fn] i g = [gn] je s-
temperirana ultradistibucija f − g = [fn − gn]. Sa λf = [λfn], λ ∈ C je
definisano množenje s-temperirane ultradistribucije skalarom iz C. Konzi-
stencija ovih definicija se može proveriti na isti način kao i za zbir. Dakle,
T ′∗ je vektorski prostor.
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3.2.2 Diferenciranje

Neka je u Rumijeovom slučaju f = [fn] s-temperirana ultradistribucija

i neka je β ∈ Zd+. Definǐsimo f (β) = [f
(β)
n ] i pokažimo da je niz (f

(β)
n )n

s-t-fundamentalan. Po Definiciji 3.1 je s- temperirana ultradistribucija f
odredena pomoću niza (Fn)n, Fn =

∑∞
|α|=0 cα,nhα ∈ L2(Rd)∩C∞(Rd), n ∈ N,

funkcije F =
∑∞
|α|=0 cαhα ∈ L2(Rd) i ultradiferencijalnog operatora Prp(H).

Kako je f
(β)
n = Prp(H)F

(β)
n u Rd, koristeći istu notaciju kao u Propoziciji 3.2,

postoje: niz (F̃n)n glatkih L2 funkcija i funkcija F̃ ∈ L2(Rd) oblika

F̃n =
∞∑
|α|=0

cα,n
(2α + 1)βPrp(2α + 1)

Pr̃p(2α + 1)
hα, n ∈ N,

F̃ =
∞∑
|α|=0

cα
(2α + 1)βPrp(2α + 1)

Pr̃p(2α + 1)
hα,

kao i ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{2t} tako da je

Prp(H)F (β)
n (x) = Pr̃p(H)F̃n(x), x ∈ Rd.

Kako (cα,n)α∈Zd+ → (cα)α∈Zd+ u l2 kad n → ∞, korǐstenjem (1.11) dobijamo

F̃n
2−→ F̃ , n→∞. Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju.

3.2.3 Nizovi s-temperiranih ultradistribucija

Definicija 3.4. Niz s-tempereiranih ultradistribucija (fn)n = ([fnm])n kon-
vergira ka s-temperiranoj ultradistribuciji f = [fm], što označavamo sa

fn
s-t−→ f, n→∞ ili s-t- lim

n→∞
fn = f,

ako postoje nizovi (F n
m)m, n ∈ N, (Fm)m, F n

m, Fm ∈ L2(Rd)∩ C∞(Rd),m, n ∈
N, niz (F n)n L

2 funkcija, funkcija F ∈ L2(Rd) i ultradiferencijalni operator
P ∈ P2∗ takvi da:

fnm = P (H)F n
m, fm = P (H)Fm u Rd,

F n
m

2−→ Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, Fm
2−→ F, m→∞,

F n
m

2−→ F n, m→∞, za svaki n ∈ N i F n 2−→ F, n→∞.
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Iz definicije sledi da je lim
m→∞

lim
n→∞

F n
m = lim

n→∞
lim
m→∞

F n
m u L2(Rd).

Teorema 3.1. Ako postoji s-t- lim
n→∞

fn, tada je jedinstven.

Dokaz. Tvrdenje ćemo dokazati samo u Rumijeovom slučaju, jer se Berlingov

slučaj isto dokazuje. Pretpostavimo da fn
s-t−→ f i fn

s-t−→ g u Rd kad n→∞ i

pokažimo da je f = g. Po Definiciji 3.4 postoje nizovi (F̃ n
m)m, (

˜̃
F n
m)m, n ∈ N,

(F̃m)m, (
˜̃
Fm)m u L2(Rd) ∩ C∞(Rd), nizovi (F̃ n)n, (

˜̃
F n)n u L2(Rd), funkcije

F̃ ,
˜̃
F ∈ L2(Rd) i ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{2t} takvi da važi:

fnm = Pr̃p(H)F̃ n
m, fm = Pr̃p(H)F̃m u Rd,

F̃ n
m

2−→ F̃m, n→∞, uniformno po m ∈ N, F̃m
2−→ F̃ , m→∞,

F̃ n
m

2−→ F̃ n, m→∞, za sve n ∈ N i F̃ n 2−→ F̃ , n→∞

i

fnm = P˜̃rp(H)
˜̃
F n
m, fm = P˜̃rp(H)

˜̃
Fm u Rd,˜̃

F n
m

2−→ ˜̃
Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, ˜̃Fm

2−→ ˜̃
F , m→∞,˜̃

F n
m

2−→ ˜̃
F n, m→∞, za svaki n ∈ N i

˜̃
F n 2−→ ˜̃

F , n→∞.

Koristeći Propoziciju 3.2 možemo konstruisati nizove (F n
m,1)m, (F n

m,2)m, n ∈
N, (Fm,1)m, (Fm,2)m funkcija u L2(Rd) ∩ C∞(Rd), nizove (F n

1 )n, (F
n
2 )n L2

funkcija, funkcije F1, F2 ∈ L2(Rd) i ultradiferencijalni operator Prp ∈ P{2t}
tako da:

fnm = Prp(H)F n
m,1 = Prp(H)F n

m,2, fm = Prp(H)Fm,1, gm = Prp(H)Fm,2 u Rd

F n
m,1 − F n

m,2
2−→ Fm,1 − Fm,2, n→∞, uniformno po m ∈ N,

Fm,1 − Fm,2
2−→ F1 − F2, m→∞, F n

m,1 − F n
m,2

2−→ F n
1 − F n

2 , m→∞,

za svaki n ∈ N i F n
1 − F n

2
2−→ F1 − F2, n→∞.

Kako je Prp(H)(Fm,2−Fm,1) = limn→∞ Prp(H)(F n
m,1−F n

m,2−Fm,1 +Fm,2) = 0
u Rd, m ∈ N, tada, kao u Propoziciji 3.1, sledi F1 = F2 u Rd. Prema tome je
f = g.

U nastavku će nam trebati sledeća Lema.

36



Lema 3.2. Neka je ϕ ∈ D∗(Ω) funkcija za koju je ϕ(x) = 1, x ∈ B(0, 1/2).

Ako je f = [fm] s-temperirana ultradistribucija, tada f(·)ϕ (·/n)
s-t−→ f(·),

n→∞.

Dokaz. Neka je F n
m(x) = ϕ(x/n)Fm(x), x ∈ Rd, m, n ∈ N. Tada je fn(x) =

[P (H)ϕ(x/n)Fm(x)] ∈ T ′∗ za svako fiksno n ∈ N, jer

ϕ(x/n)Fm(x)
2−→ ϕ(x/n)F (x), x ∈ Rd kad m→∞

za svako fiksno n. Kako za sve m i n važi

‖F n
m − Fm‖2

2 ≤
∫
|x|>n

2

∣∣∣ϕ2
(x
n

)
− 1
∣∣∣ |Fm(x)|2dx,

dobijamo da F n
m

2−→ Fm uniformno po m ∈ N kad n → ∞. Ovim je dokaz
završen.

Napomena 3.1. Uz notaciju Definicije 3.4 neka je

F n
m =

∑
|α|≤n

aα,mhα, (aα,m)α∈Zd+ ∈ l
2, m ∈ N i fn = [F n

m], n ∈ N.

Tada je (fn)n niz s-temperiranih ultradistribucija čiji se svaki predstavnik

sastoji od glatkih L2 funkcija takvih da fn
s−t−−→ f , n→∞.

Iz Napomene 3.1 i Leme 3.2 direktno sledi:

Propozicija 3.4. Za svaku s-temperiranu ultradistribucija f postoji niz (fn)n

s-temperiranih ultradistribucija takav da fn
s-t−→ f , n→∞.

Napomena 3.2. Kao u Napomeni 2.3 (jer u Definiciji 3.1 Fn
2−→ F , n →

∞) možemo identifikovati f = [fn] sa f = P (H)F , jer bilo koja druga

reprezentacija f = P̃ (H)F̃ daje isti element iz T ′∗ (videti (3.6)).

3.3 s̃- Temperirane ultradistribucije

Definicija 3.5. Niz glatkih funkcija (fn)n je s̃-t-fundamentalan u Rd ako
postoje: niz (Fn)n funkcija iz L2(Rd)∩C∞(Rd), n ∈ N, funkcija F ∈ L2(Rd),
ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ i funkcija P1 ∈ P∗u za koje važi

fn = P (D)(P1Fn) u Rd i Fn
2−→ F, n→∞. (3.3)
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Delovanje ultradiferencijalnog operatora P (D) na P1Fn je definisano kao u
Glavi 2, tj.:

lim
m→∞

Pm(D)(P1Fn) = lim
m→∞

∑
|α|≤m

aαD
α(P1Fn) = fn u Rd.

Sledeće tvrdenje nam omogućava da napravimo prelaz iz jednog oblika fun-
damentalnih nizova u drugi.

Lema 3.3. Neka su P1, (Fn)n i F kao u (3.3) i pretpostavimo da (1.6) (resp.

(1.8)) važi za svaki P1, tj. da važi |P1(x)| ≤ Ceh1|x|
1/t

(resp. u Rumijeovom

slučaju |P1(x)| ≤ Cec1(|x|)1/t), x ∈ Rd, gde je h1 > 0 (resp. c1 je funkcija
koja zavisi od pogodno izabranog niza iz R). Tada:
(a) Za dato h > 0 (resp. za datu funkciju c) postoji r > 0 (resp. postoji
(rp)p ∈ R) tako da∣∣∣∣eh|x|1/tF−1

(
P1

Pr

)
(x)

∣∣∣∣ <∞ (resp.

∣∣∣∣ec(|x|)1/tF−1

(
P1

Prp

)
(x)

∣∣∣∣ <∞), x ∈ Rd.

(b) Postoji r (resp. postoji (rp)p ∈ R) tako da

e−2h1|x|1/t
(
P1Fn ∗ F−1

(
P1

Pr

)
(x)

)
2−→ e−2h1|x|1/t

(
P1F ∗ F−1

(
P1

Pr

)
(x)

)

(resp. e−c(|x|)
1/t

(
(P1Fn − P1F ) ∗ F−1

(
P1

Prp

)
(x)

)
2−→ 0), n→∞,

gde funkcija c ispunjava uslov 2c
1/t
1 ≤ c1/t.

Dokaz. Tvrdenje ćemo dokazati samo u Rumijeovom slučaju jer je Berlingov
slučaj isti. Dokaz dela (a) sledi iz osobina (1.6)-(1.8). Izaberimo niz (r0,p)p ∈
R za koji je ec(|x|)

1/t ≤ Pr0,p(x), x ∈ Rd. Dokaz će biti gotov ako pokažemo
da postoji niz (rp)p ∈ R takav da

Pr0,p(D)
(
P1(ξ)/Prp(ξ)

)
∈ L1(Rd),

jer tada

Pr0,p(x)F−1
(
P1(ξ)/Prp(ξ)

)
(x) ∈ L∞(Rd), x ∈ Rd.
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Iz definicije ultradiferencijalnih operatora i Lajbnicove formule sledi

Pr0,p(D)

(
P1(ξ)

Prp(ξ)

)
=

∞∑
|α|=0

aα
∑

0≤γ≤α

(
α

γ

)
Dα−γP1(ξ)Dγ 1

Prp(ξ)
, ξ ∈ Rd,

gde za neko C > 0 važi ocena

|aα| ≤
C

α!t
∏

i≤|α| r0,i

, α ∈ Zd+.

Iz Leme 1.8 sledi:∣∣Dα−γP1(x)
∣∣ ≤ C

(α− γ)!

ε|α−γ|
ec̃1(|x|)1/t , x ∈ Rd, α ∈ Zd+,

gde je c̃1 funkcija za koja zavisi od datog P1 i∣∣Dγ
(
1/Prp(x)

)∣∣ ≤ C
γ!

ε|γ|
e−c̃rp (|x|)1/t , x ∈ Rd, α ∈ Zd+,

gde za funkciju c̃rp (koja zavisi od niza (rp)p) važi

c̃1(|x|) ≤ c̃rp(|x|), x ∈ Rd.

Tada, za opogodno odabrane konstante C,C1 > 0, dobijamo

∣∣Pr0,p(D)

(
P1(ξ)

Prp(ξ)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
|α|=0

aα
∑

0≤γ≤α

(
α

γ

)
Dα−γP1(ξ)Dγ 1

Prp(ξ)

∣∣∣∣∣∣
≤

∞∑
|α|=0

|aα|
∑

0≤γ≤α

(
α

γ

) ∣∣Dα−γP1(ξ)
∣∣ ∣∣∣∣Dγ 1

Prp(ξ)

∣∣∣∣
≤ C

∞∑
|α|=0

1

α!t
∏|α|

i=1 r0,i

∑
0≤γ≤α

(
α

γ

)
(α− γ)!

ε|α−γ|
ec̃1(|ξ|)1/t γ!

ε|γ|
e−c̃rp (|ξ|)1/t

≤ C1

 ∞∑
|α|=0

2α

ε|α|α!t−1
∏|α|

i=1 r0,i

 ec̃1(|ξ|)1/t−c̃rp (|ξ|)1/t , ξ ∈ Rd.

Kako je suma u posljednjem izrazu konačna, dokaz je završen.
Dokažimo sada tvrdenje (b) u Rumijeovom slučaju. Na osnovu Leme 3.1,

možemo pretpostaviti da je (Fn)n ograničen niz glatkih funkcija u L2(Rd).

39



Tada, na osnovu pretpostavke leme i (1.7), sa odgovarajućom funkcijom c0

(koja zavisi od niza (rp)p ∈ R), za koju važi∫
Rd
e4c1(|s|)1/t−2c0(|s|)1/tds <∞,

postoje konstante C,C1 > 0 takve da∣∣∣∣(P1Fn − P1F ) ∗ F−1

(
P1

Prp

)
(x)

∣∣∣∣
≤ C‖Fn − F‖2

(∫
Rd
e2c1(|x−s|)1/te−2c0(|s|)1/tds

)1/2

≤ C‖Fn − F‖2

(∫
Rd
e4c1(|x|)1/t+4c1(|s|)1/t−2c0(|s|)1/tds

)1/2

≤ C1‖Fn − F‖2e
2c1(|x|)1/t ≤ C1‖Fn − F‖2e

c(|x|)1/t , x ∈ Rd.

Time je tvrdenje (b) dokazano.

Definicija 3.6. s̃-t-fundamentalni nizovi (fn)n i (gn)n su u relaciji ∼2, i
pǐsemo

(fn)n ∼2 (gn)n,

ako postoje nizovi (Fn)n, (Gn)n glatkih funkcija u L2(Rd) koji konvergiraju u
L2(Rd), ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ i funkcija P1 ∈ P∗u takvi da važi

fn = P (D)(P1Fn), gn = P (D)(P1Gn) u Rd, Fn −Gn
2−→ 0, n→∞.

Propozicija 3.5. Ako važe pretpostavke Definicije 3.6 za s̃-t-fundamentalni

niz (fn)n i ako P (D)(P1Fn)
2−→ 0, tada Fn

2−→ 0, n → ∞. U specijalnom
slučaju, ako je P (D)(P1F ) = 0 tada je F = 0.

Dokaz. Primenom Furijeove transformacije dobijamo P (ξ)P̂1Fn(ξ)
2−→ 0, n→

∞. Na sličan način kao i u dokazu Propozicije 2.2 dobijamo P̂1Fn(ξ)
2−→ 0,

n → ∞, odakle sledi P1Fn(x)
2−→ 0 i konačno Fn(x)

2−→ 0, n → ∞, x ∈ Rd.
Specijalni slučaj je trivijalan.

Ključno tvrdenje u ovom poglavlju se odnosi da mogućnost promene pred-
stavnika s̃-temperiranih ultradistribucija (koje su definisane u Definiciji 3.7),
tj. s̃-t-fundamentalni nizovi ostaju isti, menjaju se niz (Fn)n glatkih L2
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funkcija, ultradiferencijalni operator P (D) i funkcija P1 ∈ P∗u. Posmatrajmo
samo Rumijeov slučaj.

Neka su Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t}, P 1
r̃p
, P 2˜̃rp ∈ P{t}u i (F̃n)n, (

˜̃
F n)n nizovi funkcija iz

L2(Rd) ∩ C∞(Rd) koji ispunjavaju uslove Definicije 3.5, tj:

fn = Pr̃p(D)(P 1
r̃pF̃n) = P˜̃rp(D)(P 2˜̃rp ˜̃F n) u Rd, (3.4)

tako da, uz odgovarajuću funkciju c, važi

max
{
|Pr̃p(x)|, |P˜̃rp(x)|, |P 1

r̃p(x)|, |P 2˜̃rp(x)|
}
≤ Cec(|x|)

1/t

, x ∈ Rd. (3.5)

Tada, bez gubitka opštosti, možemo pretpostaviti da P 1
r̃p

= P 2˜̃rp = Prp . Za-

pravo u (3.4) možemo koristiti (u zagradama) umesto P 1
r̃p

(x)F̃n(x) i P 2
r̃p

(x)
˜̃
F n(x)

sledeće

Prp(x)
P 1
r̃p

(x)F̃n(x)

Prp(x)
i Prp(x)

P 2˜̃rp(x)
˜̃
F n(x)

Prp(x)
, x ∈ Rd,

gde smo izabrali dovoljno spor niz (rp)p ∈ R da bismo imali L2- konvergenciju
nizova

(
P 1
r̃p

(x)F̃n(x)

Prp(x)
)n i (

P 2˜̃rp(x)
˜̃
F n(x)

Prp(x)
)n.

Sada možemo da formulǐsemo sledeće tvrdenje.

Propozicija 3.6. Neka su Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t}, Prp ∈ P{t}u , (F̃n)n, (
˜̃
F n)n nizovi

funkcija u L2(Rd)∩C∞(Rd) i F̃ ,
˜̃
F ∈ L2(Rd) koji ispunjavaju uslove Definicije

3.5, tj.

fn = Pr̃p(D)(PrpF̃n) = P˜̃rp(D)(Prp
˜̃
F n) u Rd, F̃n

2−→ F̃ ,
˜̃
F n

2−→ ˜̃
F , n→∞,

tako da važi (3.5). Tada postoje: niz (r0,p)p ∈ R, nizovi (Fn,1)n, (Fn,2)n funk-
cija u L2(Rd) ∩ C∞(Rd), funkcija F ∈ L2(Rd) i ultradiferencijalni operator
Pr0,p ∈ P{t} takvi da

fn = Pr0,p(D)(PrpFn,1) = Pr0,p(D)(PrpFn,2) u Rd,

Fn,1 = Fn,2 = Fn, n ∈ N i Fn
2−→ F, n→∞.
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Dokaz. Ako izaberemo funkcije

Fn,1(x) = F−1

(
F̃n(ξ)

Pr0,p(ξ)

)
(x), Fn,2(x) = F−1

 ˜̃
F n(ξ)

Pr0,p(ξ)

 (x), x ∈ Rd, n ∈ N,

i

F1(x) = F−1

(
F̃ (ξ)

Pr0,p(ξ)

)
(x), F2(x) = F−1

 ˜̃
F (ξ)

Pr0,p(ξ)

 (x), x ∈ Rd,

tada je

fn = Pr0,p(D)(PrpFn,1) = Pr0,p(D)(PrpFn,2) u Rd, n ∈ N,

i Fn,1
2−→ F1, Fn,2

2−→ F2, n→∞,

za pogodan izbor niza (r0,p)p ∈ R. Iz Propozicije 3.5 sledi da je Fn,1 =
Fn,2, n ∈ N, u Rd odakle dobijamo tvrdenje.

Kako nam gore navedena tvrdena daju refleksivnost i simetričnost, pokažimo
još tranzitivnost relacije ∼2. Tvrdenje navodimo bez dokaza, jer se ono izvodi
na isti način kao u Propoziciji 3.3.

Propozicija 3.7. Relacija ∼2 je tranzitivna.

Definicija 3.7. Klase ekivalencije s̃-t-fundamentalnih nizova odreduju pro-
stor s̃-temperiranih ultradistribucija. Takav prostor označavamo sa T̃ ′∗ =
T̃ ′∗(Rd).

3.4 Operacije sa s̃-temperiranim ultradistri-

bucijama

3.4.1 Algebarske operacije

Neka su f = [fn] i g = [gn] s̃-temperirane ultradistribucije. Definǐsimo
sumu s̃-temperiranih ultradistibucija sa f + g = [fn + gn] i pokažimo da

f + g ∈ T̃ ′∗, tj. pokažimo da je niz (fn + gn)n s̃-t-fundamentalan u Rd i da s̃-
temperirana ultradistribucija [fn+gn] ne zavisi od izbora s̃-t-fundamentalnih

42



nizova (fn)n i (gn)n, tj. ako je (fn)n ∼2 (f̃n)n i (gn)n ∼2 (g̃n)n , tada je i

(fn + gn)n ∼2 (f̃n + g̃n)n. Pokažimo da vrede ove osobine u Rumijeovom
slučaju (dokaz za Berlingov slučaj je isti).

Kako su nizovi (fn)n i (gn)n s̃-t-fundamentalni u Rd na osnovu Definicije
3.5 postoje nizovi (Fn)n, (Gn)n glatkih L2 funkcija, funkcije F,G ∈ L2(Rd),
ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t} i funkcije P 1

r̃p
, P 1˜̃rp ∈ P∗u tako da

važi:

fn = Pr̃p(D)(P 1
r̃pFn) u Rd i Fn

2−→ F, n→∞,

gn = P˜̃rp(D)(P 2
r̃pGn) u Rd i Gn

2−→ G, n→∞.

Na osnovu Propozicije 3.6 (i razmatranja iznad) postoje: niz (r0,p)p ∈ R,
nizovi (Fn,1)n, (Gn,1)n funkcija u L2(Rd)∩C∞(Rd), funkcije F1, G1 ∈ L2(Rd),

ultradiferencijalni operator Pr0,p ∈ P{t} i Prp ∈ P
{t}
u takvi da važi

fn = Pr0,p(D)(PrpFn,1), gn = Pr0,p(D)(PrpGn,1) u Rd,

Fn,1
2−→ F1, Gn,1

2−→ G1, n→∞.

Odavde sledi

fn+gn = Pr0,p(D)(Prp(Fn,1+Gn,1)) u Rd i Fn,1+Gn,1
2−→ F1+G1 kad n→∞,

tj. niz (fn + gn)n je s̃-t-fundamentalan. Iz Propozicije 3.6 sledi da s-
temperirana ultradistribucija [fn+gn] ne zavisi od izbora s̃-t-fundamentalnih
nizova (fn)n i (gn)n.

Razlika f − g, s̃-temperiranih ultradistribucija f = [fn] i g = [gn] je s̃-
temperirana ultradistibucija f − g = [fn − gn]. Sa λf = [λfn], λ ∈ C je
definisano množenje s̃-temperirane ultradistribucije skalarom iz C. Konzi-
stencija ovih definicija se može proveriti na isti način kao i za zbir. Dakle,
T̃ ′∗ je vektorski prostor.

3.4.2 Diferenciranje

Neka je u Rumijeovom slučaju f = [fn] ∈ T̃ ′{t} i neka je β ∈ Zd+. De-

finǐsimo f (β) = [f
(β)
n ] i pokažimo da je niz (f

(β)
n )n s̃-t-fundamentalan. Po De-

finiciji 3.5 je s̃-temperirana ultradistribucija f odredena pomoću niza (Fn)n,

ultradiferencijalnog operatora Prp(D) i funkcije P 1
rp(ξ). Kako je f

(β)
n =
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Prp(D)(P 1
rpFn)(β) u Rd, na osnovu Leme 3.3 i Propozicije 3.6 postoje: niz

(F̃n)n funkcija u L2(Rd) ∩ C∞(Rd) i funkcija F̃ ∈ L2(Rd) oblika

F̃n =
1

P 1
rp

(
F−1

(
(iξ)βPrp(ξ)

Pr̃p(ξ)

)
∗ (P 1

rpFn)

)
, n ∈ N,

F̃ =
1

P 1
rp

(
F−1

(
(iξ)βPrp(ξ)

Pr̃p(ξ)

)
∗ (P 1

rpF )

)
,

kao i niz (r̃p)p ∈ R i ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{t} tako da je

Prp(D)(P 1
rpFn)(β) = Pr̃p(D)(P 1

rpF̃n) u Rd.

Iz (1.7), (1.8) i (1.10) sledi da F̃n
2−→ F̃ , n → ∞. Isto tvrdenje važi i u

Berlingovom slučaju.

3.4.3 Množenje s-temperirane ultradistribucije
sa funkcijom iz E∗

Ako je (fn)n s̃-t-fundamentalan niz i ω ∈ E{t}(Rd), dokažimo da je ωf =
[ωfn] takode s̃-t-fundamentalan. U Rumijeovom slučaju postoje: niz (Fn)n
glatkih L2 funkcija, funkcija F ∈ L2(Rd), P 1

rp ∈ P
{t}
u i ultradiferencijalni

operator Prp ∈ P{t} takvi da važi

ωfn = ωPrp(D)(P 1
rpFn) u Rd i Fn

2−→ F, n→∞.

Na osnovu Propozicije 3.6 postoje: niz (F̃n)n glatkih funkcija iz L2(Rd) i

funkcija F̃ ∈ L2(Rd) oblika

F̃n =
1

P 1
rp

F−1

(
ω̂ ∗ (Prp(ξ)P̂

1
rpFn)

Pr̃p(ξ)

)
, n ∈ N,

F̃ =
1

P 1
rp

F−1

(
ω̂ ∗ (Prp(ξ)P̂

1
rpF )

Pr̃p(ξ)

)
,

kao i ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{t} takvi da važi

Prp(D)(P 1
rp(x)Fn(x)) = Pr̃p(D)(P 1

rp(x)F̃n(x)), x ∈ Rd.

Iz (1.8), (1.10) i činjenice da Fn
2−→ F, n→∞ sledi F̃n

2−→ F̃ , n→∞.
Dokaz u Berlingovom slučaju je isti. Dakle, niz (ωfn)n je fundamentalan

u Rd.
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3.5 Konvergencija u prostoru s̃-temperiranih

ultradistribucija

Definicija 3.8. Niz s̃-temperiranih ultradistribucija (fn)n = ([fnm])n konver-
gira ka s̃-temperiranoj ultradistribuciji f = [fm], i pǐsemo

fn
s̃−t−−→ f, n→∞ ili s̃-t- lim

n→∞
fn = f,

ako postoje nizovi (F n
m)m, n ∈ N, (Fm)m glatkih L2 funkcija, niz (F n)n, Fn ∈

L2(Rd), n ∈ N, funkcija F ∈ L2(Rd), ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ i
funkcija P1 ∈ P∗u takvi da:

fnm = P (D)(P1F
n
m), fm = P (D)(P1Fm) u Rd,

F n
m

2−→ Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, Fm
2−→ F, m→∞,

F n
m

2−→ F n, m→∞, za sve n ∈ N i F n 2−→ F, n→∞.

Sa ovim pretpostavkama je lim
m→∞

lim
n→∞

F n
m = lim

n→∞
lim
m→∞

F n
m.

Teorema 3.2. Ako postoji s̃-t- lim
n→∞

fn, onda je jedinstven.

Dokaz. Tvrdenje ćemo dokazati samo u Rumijeovom slučaju, jer se Berlingov

slučaj isto dokazuje. Pretpostavimo da fn
s̃-t−→ f i fn

s̃-t−→ g u Rd kad n→∞
i pokažimo da je f = g. Po Definiciji 3.8 postoje nizovi (F̃ n

m)m, (
˜̃
F n
m)m,

n ∈ N, (F̃m)m, (
˜̃
Fm)m u L2(Rd) ∩ C∞(Rd), nizovi (F̃ n)n, (

˜̃
F n)n u L2(Rd),

funkcije F̃ ,
˜̃
F ∈ L2(Rd), ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t} i funkcije

P 1
r̃p
, P 1˜̃rp ∈ P{t}u tako da:

fnm = Pr̃p(D)(P 1
r̃pF̃

n
m), fm = Pr̃p(D)(P 1

r̃pF̃m) u Rd,

F̃ n
m

2−→ F̃m, n→∞, uniformno po m ∈ N, F̃m
2−→ F̃ , m→∞,

F̃ n
m

2−→ F̃ n, m→∞, za sve n ∈ N i F̃ n 2−→ F̃ , n→∞

i

fnm = P˜̃rp(D)(P 1˜̃rp ˜̃F n
m), fm = P˜̃rp(D)(P 1˜̃rp ˜̃Fm) u Rd,˜̃

F n
m

2−→ ˜̃
Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, ˜̃Fm

2−→ ˜̃
F , m→∞,˜̃

F n
m

2−→ ˜̃
F n, m→∞, za svaki n ∈ N i

˜̃
F n 2−→ ˜̃

F , n→∞.
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Koristeći Propoziciju 3.6 možemo konstruisati nizove (F n
m,1)m, (F n

m,2)m, n ∈
N, (Fm,1)m, (Fm,2)m funkcija u L2(Rd) ∩ C∞(Rd), nizove (F n

1 )n, (F
n
2 )n L2

funkcija, funkcije F1, F2 ∈ L2(Rd), ultradiferencijalni operator Prp ∈ P{t} i

funkciju P 1
rp ∈ P

{t}
u tako da:

fnm = Prp(D)(P 1
rpF

n
m,1) = Prp(D)(P 1

rpF
n
m,2),

fm = Prp(D)Fm,1, gm = Prp(D)Fm,2 u Rd,

F n
m,1 − F n

m,2
2−→ Fm,1 − Fm,2, n→∞, uniformno po m ∈ N,

Fm,1 − Fm,2
2−→ F1 − F2, m→∞, F n

m,1 − F n
m,2

2−→ F n
1 − F n

2 , m→∞,

za svaki n ∈ N i F n
1 − F n

2
2−→ F1 − F2, n→∞.

Kako je Prp(D)(P 1
rp(Fm,2−Fm,1)) = limn→∞ Prp(D)(P 1

rp(F
n
m,1−F n

m,2−Fm,1 +

Fm,2)) = 0 u Rd, m ∈ N, tada, kao u Propoziciji 3.5, dobijamo F1 = F2 u Rd.
Prema tome je f = g.

Iz [35] znamo da se svaki f ∈ S ′∗(Rd) može identifikovati sa f = P (D)(P1F ),
gde je P ∈ P∗, P1 ∈ P∗u i funkcija F ∈ L2(Rd) je oblika F =

∑∞
|α|=0 cαhα ∈

L2(Rd), (cα)α∈Zd+ ∈ l
2.

U nastavku ćemo koristiti poznato tvrdenje koje ćemo formulisati na
sledeći način (videti Teoremu 1.6):

Lema 3.4. f ∈ S ′∗(Rd) ako i samo ako postoje F ∈ L2(Rd), P ∈ P∗ i
P1 ∈ P∗u takvi da važi f = P (D)(P1F ), tj.

(f, ϕ)S′∗(Rd) =

∫
Rd
F (x)P1(x)P (−D)ϕ(x)dx, ϕ ∈ S∗(Rd).

Dokaz Leme 3.4 je posledica poznate Teoreme o reprezentaciji koja se doka-
zuje pomoću Han-Banahove teoreme i tvrdenja (a) i (b) Leme 1.9.

Propozicija 3.8. Neka je f ∈ S ′∗(Rd) oblika kao u prethodnoj lemi. Tada
je

(fn)n = (P (D)(P1Fn))n, gde Fn =
∑
|α|≤n

cαhα, n ∈ N,

s̃-t-fundamentalan i odreduje f̃ ∈ T̃ ′∗.
Obratno, ako je f̃ ∈ T̃ ′∗ kao u Definiciji 3.5, tada je (odgovarajući) f =
P (D)(P1F ), gde je F L2 granica od Fn kad n→∞, element prostora S ′∗(Rd).

Korespodencija izmedu S ′∗(Rd) i T̃ ′∗ definǐse linearnu bijekciju izmedu ovih
prostora.
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3.6 s- i s̃-temperirane ultradistribucije

kao funkcionali

Neka je ϕ element prostora S∗(Rd) i neka je f = [fm] element prostora
T ′∗. Tada definǐsemo dejstvo s-temperirane ultradistribucije f = [fm], fm =

P (H)Fm u Rd, m ∈ N, (P ∈ P2∗), Fm
2−→ F , m → ∞ na elemente prostora

S∗(Rd),
ϕ 7→ f(ϕ) = (f, ϕ)T ′∗ ,

sa

(f, ϕ)T ′∗ = lim
m→∞

(fm, ϕ) =

∫
Rd
FP (H)ϕdx = (F, P (H)ϕ)L2 . (3.6)

Kao i u slučaju s-ultradistribucija, sa drugom reprezentacijom

fm = P̃ (H)F̃m u Rd, m ∈ N, F̃m
2−→ F̃ , m→∞,

(P̃ ∈ P2∗), imamo

lim
m→∞

∫
Rd
fmϕdx =

∫
Rd
FP (H)ϕdx =

∫
Rd
F̃ P̃ (H)ϕdx,

jer mešoviti niz integrala∫
Rd
P̃ (H)F̃1ϕdx,

∫
Rd

˜̃
P (H)

˜̃
F 1ϕdx,

∫
Rd
P̃ (H)F̃2ϕdx,

∫
Rd

˜̃
P (H)

˜̃
F 2ϕdx, . . .

konvergira. Iz Leme 1.9 (b) sledi da je S∗(Rd) 3 ϕ 7→ (f, ϕ)T ′∗ linearno
preslikavanje.

Neka je sada f = [fn] ∈ T̃ ′∗. Koristeći tvrdenje (b) Leme 1.9 pokazujemo
da isto važi za

S∗(Rd) 3 ϕ 7→ (f, ϕ)T̃ ′∗ .

Delovanje s̃-ultradistribucije f = [fm],

fm = P (D)(P1Fm) u Rd, m ∈ N, Fm
2−→ F, m→∞,

(P ∈ P∗, P1 ∈ P∗u), na test funkcije ϕ ∈ S∗(Rd) je dato sa

(f, ϕ)T̃ ′∗ = lim
m→∞

(Fm, P1P (−D)ϕ) =

∫
Rd
F (x)P1(x)P (−D)ϕ(x)dx, (3.7)
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za sve ϕ ∈ S∗(Rd). Sa drugom reprezentacijom

fm = P̃ (D)(P̃1F̃m) u Rd, m ∈ N, F̃m
2−→ F̃ , m→∞,

(P̃ ∈ P∗, P̃1 ∈ P∗u), ponovo dobijamo istu granicu

lim
m→∞

(Fm, P1P (−D)ϕ) = lim
m→∞

(F̃m, P̃1P̃ (−D)ϕ), ϕ ∈ S∗(Rd).

Ovim smo u oba slučaja pokazali konzistentnost ovih definicija. Neprekidnost
u oba slučaja sledi iz sledećeg tvrdenja.

Propozicija 3.9. Neka je f = [fm] ∈ T ′∗ (resp. T̃ ′∗) i neka su ϕn, ϕ ∈
S∗(Rd) takvi da važi ϕn

S∗−→ ϕ, n → ∞. Tada (f, ϕn)T ′∗ → (f, ϕ)T ′∗ (resp.
(f, ϕn)T̃ ′∗ → (f, ϕ)T̃ ′∗) kad n→∞.

Dokaz. Na osnovu (3.1) i (3.6) imamo

(f, ϕn)T ′∗ = (F, P (H)ϕn)L2 , n ∈ N.

Tada iz Leme 1.9 (c) i

|(f, ϕn)T ′∗ − (f, ϕ)T ′∗| = |(F, P (H)(ϕn − ϕ))L2|
≤ ‖F‖2‖P (H)(ϕn − ϕ)‖2 ≤ C‖P (H)(ϕn − ϕ)‖2,

dobijamo tvrdenje u slučaju s̃-temperiranih ultradistribucija. Ako je f ∈ T̃ ′∗,
tada je na osnovu (3.3) i (3.7)

(f, ϕn)T̃ ′∗ = (F, P1P (−D)ϕn)L2 , n ∈ N,

odakle iz Leme 1.9 (a) i (b) i

|(f, ϕn)T̃ ′∗ − (f, ϕ)T̃ ′∗ | = |(F, P1P (−D)(ϕn − ϕ))L2 |
≤ ‖F‖2‖P1P (−D)(ϕn − ϕ)‖2

≤ C‖P1P (−D)(ϕn − ϕ)‖2,

dobijamo tvrdenje.

Štavǐse, imamo sledeći očekivani rezultat:

Propozicija 3.10. Ako fn
s−t−−→ f (resp. fn

s̃−t−−→ f) i ϕn
S∗−→ ϕ, n → ∞,

tada (fn, ϕn)T ′∗ → (f, ϕ)T ′∗ (resp. (fn, ϕn)T̃ ′∗ → (f, ϕ)T̃ ′∗) kad n→∞.
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Dokaz. Prvo izvodimo dokaz u slučaju T ′∗. Iz Definicije 3.4 imamo

lim
n→∞

(fn, ϕn)T ′∗ = lim
n→∞

lim
m→∞

(F n
m, P (H)ϕn)L2 ,

gde F n
m

2−→ F n, m→∞, za sve n ∈ N i F n 2−→ F kad n→∞. Dakle, imamo

|(F n, ϕn)L2 − (F, ϕ)L2| ≤ |(F n, P (H)(ϕn − ϕ))L2|+ |(F n − F, P (H)ϕ)L2|
≤ ‖F n‖2‖P (H)(ϕn − ϕ)‖2 + ‖F n − F‖2‖P (H)ϕ‖2.

I na kraju, iz Leme 1.9 (c) sledi tvrdenje.

Neka je sada f ∈ T̃ ′∗. Na osnovu Definicije 3.8 je

lim
n→∞

(fn, ϕn)T̃ ′∗ = lim
n→∞

lim
m→∞

(F n
m, P1P (−D)ϕn)L2 ,

gde F n
m

2−→ F n, m → ∞, za sve n ∈ N i F n 2−→ F kad n → ∞, odakle je na
osnovu Leme 1.9 (a) i (b)

|(F n, ϕn)L2 − (F, ϕ)L2| ≤ |(F n, P1P (−D)(ϕn − ϕ))L2|
+ |(F n − F, P1P (−D)ϕ)L2|
≤ ‖F n‖2‖P1P (−D)(ϕn − ϕ)‖2 + ‖F n − F‖2‖P1P (−D)ϕ‖2.
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Glava 4

Veza izmedu standardnog i
sekvencijalnog pristupa

U ovoj glavi ćemo dokazati da je svaka s-temperirana ultradistribicija line-
aran i sekvencijalno neprekidan funkcional u prostoru S∗(Rd). Motivacija za
uvodenje s-t- i s̃-t-fundamentalnih nizova je zapravo prelazak iz jedne forme
fundamentalnog niza u drugu, zato ćemo u Teoremi 4.2 pokazati algebarski i
topološki izomorfizam izmedu prostora s- i s̃-temperiranih ultradistribucija.

Ta teorema nam omogućava da predstavimo sekvencijalne temperirane
ultradistribucije pomoću nizova (Fn)n glatkih funkcija, funkcija P ∈ P∗u i
ultradiferencijalnih operatora P (D).

Korǐstenjem Teoreme 4.1 ćemo pokazati da je svaka s-temperirana ultra-
distribicija linearan i sekvencijalno neprekidan funkcional u prostoru S∗(Rd),
isto važi i za s̃-temperirane ultradistribucije - Teorema 4.2. Koristeći te re-
zultate, dobijamo jedan od najznačajnijih rezultata ove doktorske disertacije,
a to je:

Svaka s-ultradistribucija je linearan i sekvencijalno neprekidan funkcio-
nal na prostoru D∗(Ω).
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4.1 Veza izmedu sekvencijalnih temperiranih

ultradistribucija i temperiranih ultradi-

stribucija

Iz teorije Kete-Ešelon i Kete ko-Ešelon prostora (videti [21, 12]) je poznato
da prostori nizova

s∗ =
{

(aα)α∈Zd+ za sve (resp. postoji ) h > 0 :
∞∑
|α|=0

|aα|2 eh|α|
1/(2t)

<∞
}

i

s
′∗ =

{
(bα)α∈Zd+ postoji (resp. za sve ) k > 0 :

∞∑
|α|=0

|bα|2 e−k|α|
1/(2t)

<∞
}

(4.1)
(sa njihovim struktarama konvergencije) formiraju dualni par.

Takode je poznato da izmedu prostora s∗ i S∗(Rd) postoji bijektivni izo-
morfizam (videti Lemu 1.6 i Teoremu 1.4)

s∗ 3 (aα)α∈Zd+ →
∞∑
|α|=0

aαhα ∈ S∗(Rd). (4.2)

Korǐstenjem (3.6) svakom elementu f ∈ T ′∗ možemo dodeliti niz (bα)α∈Zd+
sa brzinom rasta koja odgovara (4.1). Pretpostavimo da važi (3.1). Tada iz
(3.6) sledi

(f, ϕ)T ′∗ = lim
n→∞

∞∑
|α|=0

cα,nP (2α + 1)

∫
hαϕdx (4.3)

gde su ϕ =
∑∞
|α|=0 rαhα ∈ S∗(Rd), Fn =

∑∞
|α|=0 cα,nhα i F =

∑∞
|α|=0 cαhα,

(cα,n)α∈Zd+ , (cα)α∈Zd+ ∈ l2, n ∈ N. Kako (cα,n)α∈Zd+ → (cα)α∈Zd+ u l2 kad
n→∞ , imamo

(f, ϕ)T ′∗ =
∞∑
|α|=0

cαP (2α + 1)rα,

pri čemu je (rα)α∈Zd+ ∈ s∗. Prema tome, s-temperiranoj ultradistribuciji f
ćemo dodeliti niz

(bα)α∈Zd+ = (P (2α + 1)cα)α∈Zd+ . (4.4)
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Navodimo sledeće dobro poznato tvrdenje (videti Teoremu 1.5), a koje će
nam biti od pomoći u nastavku.

Propozicija 4.1. Bijektivni izomorfizam (4.2) daje izomorfizam prostora s
′∗

na prostor S ′∗(Rd)

s
′∗ 3 (bα)α∈Zd+ →

∞∑
|α|=0

bαhα ∈ S
′∗(Rd)

Ako je f ∈ T ′∗ oblika (3.1) i ako funkcija F u (3.1) ima oblik F =∑∞
|α|=0 cαhα, (cα)α∈Zd+ ∈ l2, tada sa (4.4) definǐsemo

Bf := (bα)α∈Zd+ .

Primetimo da iz Propozicije 3.2 sledi da različite reprezentacije od f opet
daju isti niz (bα)α∈Zd+ .

Prisetimo se da je sa (4.3) definisan neprekidan linealan funkcional na

S∗(Rd) jer iz ϕn
S∗−→ ϕ sledi da (f, ϕn)T ′∗ → (f, ϕ)T ′∗ , n → ∞. Ako je

f =
∑∞
|α|=0 bαhα ∈ S

′∗(Rd), tada funkcije

Fn =
∑
|α|≤n

bα
P (2α + 1)

hα i F =
∞∑
|α|=0

bα
P (2α + 1)

hα

daju odgovarajući elemenat prostora T ′∗.

Napomena 4.1. Poznato je da je sekvencijalna neprekidnost u prostoru
temperiranih ultradistribucija ekvivalentna neprekidnosti u smislu jake topo-
logije. Isto tvrdene važi i za (klasične) prostore ultradistribucija. To nam
omogućava da napravimo ekvivalenciju (klasične) teorije ultradistribucija sa
sekvencijalnom teorijom.

Dakle, ovim smo pokazali sledeće tvrdenje.

Propozicija 4.2. B : T ′∗ → S ′∗(Rd) je linearna i sekvencijalno neprekidna
bijekcija.

Sledeće tvrdenje nam daje ekvivalenciju izmedu klasičnih temperiranih i
s-temperiranih ultradistribucija.
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Teorema 4.1. (i) Za svaki neprekidan linearan funkcional T na S∗(Rd) po-
stoji jedinstvena s- temperirana ultradistribucija f ∈ T ′∗ takva da važi

T (ϕ) = (f, ϕ)T ′∗ za sve ϕ ∈ S∗(Rd). (4.5)

Obratno, za svaku s-temperiranu ultradistribuciju f izraz (4.5) definǐse se-
kvencijalno neprekidan i linearan funkcional u prostoru S∗(Rd). Korespo-
dencija data sa (4.5) izmedu neprekidnih linearnih funkcionala u S∗(Rd) i
s-tempereiranih ultradistribucija T ′∗ je bijekcija.
(ii) Niz (fn)n u T ′∗ konvergira ka f ∈ T ′∗ ako i samo ako za svaki ϕ ∈ S∗(Rd)

lim
n→∞

lim
m→∞

(fnm, ϕ)T ′∗ = (f, ϕ)T ′∗ . (4.6)

Dokaz. Kako je (i) već objašnjeno, ostalo nam je da dokažemo suprotan smer

u (ii), tj. da iz (4.6) sledi fn
s−t−−→ f , n→∞ (implikacija u (ii) je dokazana u

Teoremi 3.9). Da bismo to pokazali, koristićemo notaciju Definicije 3.4 kao i

F n
m =

∞∑
|α|=0

anα,mhα, Fm =
∞∑
|α|=0

aα,mhα, m,n ∈ N i F =
∞∑
|α|=0

aαhα. Iz dualnosti

prostora s∗ i s
′∗ sledi

∞∑
|α|=0

anα,mrα →
∞∑
|α|=0

aα,mrα, n→∞, uniformno po m ∈ N.

Šta vǐse, važi i

(aα,m)α∈Zd+ → (aα)α∈Zd+ , n→∞, u s
′∗.

Vraćajući se na prvobitne oblike funkcija F n
m, Fm i F , dobijamo tvrdenje.

Napomena 4.2. U Lemi 3.4 smo pokazali da za sve f ∈ S ′∗(Rd) postoji

[fn] ∈ T̃ ′∗ takva da važi (3.7).

Kako je T ′∗ identifikovan sa S ′∗(Rd), na osnovu Propozicija 3.8 i 3.10

znamo da se svaki f ∈ S ′∗(Rd) može identifikovati sa f ∈ T̃ ′∗. Time smo
pokazali sledeće tvrdenje koje nam omogućava da predemo iz jedne forme
fundamentalnog niza za s-temperirane ultradistibucije u drugi.

Teorema 4.2. T̃ ′∗ ≡ T ′∗, tj., svaki f ∈ T ′∗ ima reprezentaciju u formi
s̃-t-fundamentalnog niza u Definiciji 3.5 i obratno, svaki f ∈ T̃ ′∗ ima repre-
zentaciju u formi s-t-fundamentalnog niza u Definiciji 3.1. Strukture kon-
vergencije u Definiciji 3.4 i Definiciji 3.8 su ekvivalentne.
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4.2 s-Ultradistribucije kao neprekidni linearni

funkcionali

Korǐstenjem sekvencijalnog pristupa za s̃-temperirane ultradistribucije
dokazujemo sledeće tvrdenje.

Teorema 4.3. Ako je f ∈ T ′∗ ≡ T̃ ′∗, tada je f ∈ U ′∗(Ω).

Dokaz. Kako je f ∈ T ′∗ ≡ T̃ ′∗ tada postoje: ultradiferencijalni operator
P ∈ P∗, funkcija P1 ∈ P∗u, niz (Fn)n funkcija u L2(Rd) ∩ C∞(Rd), n ∈ N i
funkcija F ∈ L2(Rd) takvi da važi

fn(x) = P (D)(P1(x)Fn(x)), x ∈ Rd i Fn
2−→ F, n→∞.

Neka je K ⊂⊂ Ω kompaktan skup i neka je κK ∈ D∗(Ω) data sa (2.5).
Tada je

P1(x)Fn(x) = P1(x)(Fn(x)κK(x)), x ∈ K.

Iz (∫
Rd
|P1(x)κK(x)|2 |Fn(x)− F (x)|2 dx

)1/2

≤ sup
x∈K
|P1(x)| · ‖Fn − F‖2,

dobijamo da P1FnκK
2−→ P1FκK , n→∞, odakle sledi

P̂1FnκK
2−→ P̂1FκK , n→∞.

Tada na osnovu Leme 3.1 dobijamo

F̃n := F−1

(
P̂1FnκK(ξ)

(1 + |ξ|2)d/2

)
C(K)−−−→ F̃ := F−1

(
P̂1FκK(ξ)

(1 + |ξ|2)d/2

)
, n→∞

i supp F̃n, supp F̃ ⊂ K1. Ako izaberemo

P̃ (D) = (1 +D2
1 + . . .+D2

d)
d/2P (D),

tada je P̃ ∈ P∗ i
fn = P̃ (D)F̃n u K.

Ovim smo pokazali da je niz (fn)n fundamentalan u smislu Defincije 2.1.
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Iz dokaza Teoreme 4.3 direktno sledi:

Posledica 4.1. Neka f ∈ T ′∗ ≡ T̃ ′∗ i θ ∈ D∗(Rd). Tada fθ = [fn] u smislu

Definicija 2.1 i 2.3, tako da za sve K0 ⊂⊂ Ω, supp θ ⊂
◦
K0 postoje: niz glatkih

funkcija (Fn)n, neprekidna funkcija F i ultradiferencijalni operator P (D) sa
sledećim svojstvima:
(fn)n je niz glatkih funkcija u Rd za koji je fn = P (D)Fn, n ∈ N, P ∈
P∗, (Fn)n je niz glatkih funkcija sa nosačem u K0, Fn

C(Rd)−−−→ F, n → ∞,
suppF ⊂ K0.

Sa (2.8) je definisan linearan funkcional u D∗(Ω), a na osnovu Teoreme 2.2
je sekvencijalno neprekidan. Prisetimo se sledećeg:

Linearan funkcional U u D∗(Ω) je neprekidan ako je

lim
n→∞

U(ϕn) = U(ϕ)

za svaki niz funkcija ϕn koji konvergira ka ϕ u prostoru D∗(Ω) kad n→∞.
Sada možemo da dokažemo da je sekvencijalni pristup teoriji ultradistri-

bucija ekvivalentan klasičnom pristupu.

Teorema 4.4. Za svaki neprekidan linearan funkcional U u D∗(Ω) postoji
jedinstvena s-ultradistribucija f ∈ U ′∗(Ω) takva da važi

U(ϕ) = (f, ϕ)U ′∗(Ω) za sve ϕ ∈ D∗(Ω), (4.7)

gde je (f, ϕ)U ′∗(Ω) definisano sa (2.8).

Obratno, za sve f ∈ U ′∗(Ω) izraz (4.7) definǐse linearan i sekvencijalno ne-
prekidan funkcional u D∗(Ω).
Štavǐse, niz (fn)n u U ′∗(Ω) konvergira ka f ∈ U ′∗(Ω) ako i samo ako

(fn, ϕ)U ′∗(Ω) → (f, ϕ)U ′∗(Ω), n→∞,

za sve ϕ ∈ D∗(Ω).

Dokaz. Neka su (ωi)i∈N i (ω̃i)i∈N lokalno konačni pokrivači od Ω, koji se
sastoji od ograničenih otvorenih podskupova od Ω, takvi da je ωi ⊂⊂ ω̃i.
Dalje, neka je (αi)i∈N podela jedinice koja se sastoji od funkcija iz D∗(Ω)
takvih da je αi = 1 u ωi i suppαi ⊂ ω̃i, i ∈ N.
Ako je U neprekidan linearan funkcional u D∗(Ω), tada je

Ti(ψ) = U(αiψ), ψ ∈ S∗(Rd),
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neprekidan linearan funkcional u prostoru S∗(Rd). Na osnovu Leme 3.4 i

Teoreme 4.1 postoji s-temperirana ultradistribucija fi ∈ T
′∗ ≡ T̃ ′∗ takva da

je Ti(ψ) = (fi, ψ)T ′∗ u smislu (3.6) (ili Ti(ψ) = (fi, ψ)T̃ ′∗ u smislu (3.7)) za
svako ψ ∈ S∗(Rd). Štavǐse, iz Posledice 4.1 sledi da je fi = [(fi,m)m] ∈ U ′∗(Rd)
tako da

fi,m = Pi(D)Fi,m, Fi,m
C(Rd)−−−→ Fi, m→∞, suppFi ⊂ ω̃i, i ∈ N

(sa odgovarajućim osobinama datim u Posledici 4.1).
Dokažimo da je fi ∈ U ′∗(Rd) jedinstvena. Neka je ωi ∩ ωj 6= ∅. Tada je

U(ϕ) = (fi, ϕ)U ′∗(Ω) = (fj, ϕ)U ′∗(Ω), ϕ ∈ D∗(ωi ∩ ωj).

Dakle, s- ultradistribucija fi − fj ∈ U
′∗(Rd) je restrikcija na ωi ∩ ωj. Prema

tome, možemo konstruisati fundamentalan niz (ri,j,m)m za fi − fj, koji se
sastoji od glatkih funkcija iz ωi ∩ ωj sa nosačima u ω̃i ∩ ω̃j tako da za odgo-
varajuće Pi,j ∈ P∗ i Ri,j,m važi

ri,j,m(x) = Pi,j(D)Ri,jm(x)→ 0, x ∈ ωi ∩ ωj, m→∞.

Iz Propozicije 2.2 je ri,j,m = 0 u ωi ∩ ωj. Dakle, fi = fj u ωi ∩ ωj. Kako su
pokrivači ωi i ω̃i, i ∈ N, lokalno konačni, imamo

f =
∑
i∈N

fiαi ∈ U
′∗(Ω) i f|ωi = fi u ωi, i ∈ N.

Odavde sledi
U(ϕ) = (f, ϕ)U ′∗(Ω)

za sve ϕ ∈ D∗(Ω) (videti (2.8)).
Pokažimo jedinstvenost s-ultradistribucije f . Neka je U(ϕ) = (f1, ϕ)U ′∗(Ω)

i U(ϕ) = (f2, ϕ)U ′∗(Ω) za sve ϕ ∈ D∗(Ω) i neka je (gm)m fundamentalan niz
za f1 − f2. Iz (2.8) sledi

lim
m→∞

(gm, ϕ)U ′∗(Ω) = 0

za sve ϕ ∈ D∗(Ω). Prema tome, za pogodne P (D) i (Gm)m, važi gm =
P (D)(Gm) → 0, m → ∞. Iz Propozicije 2.2 je [gm] = 0. Prema tome,
s-ultradistricija f je jedinstvena.

Obratno tvrdenje je jasno. Linearnost je pokazana u Poglavlju 3.6, dok
je sekvencijalna neprekidnost dokazana u tvrdenju (a) Teoreme 2.2.
Poslednji deo tvrdenja sledi iz Teoreme 2.2.
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Glava 5

Periodične s-ultradistribucije

U ovoj glavi ćemo definisati s-p-fundamentalne nizove, pomoću kojih
ćemo definisati periodične s-ultradistribucije. Navešćemo osnovne opera-
cije sa periodičnim s-ultradistribucijama kao što su sabiranje, oduzimanje,
množenje brojem, diferenciranje i množenje glatkom funkcijom iz E∗. De-
finisaćemo konvergenciju u ovakvim prostorima, kao i sekvencijalnu nepre-
kidnost periodičnih s-ultradistribucija. Na kraju, u Teoremi 5.3 ćemo poka-
zati da je sekvencijalni pristup periodičnim ultradistribucijama ekvivalentan
standardnom pristupu. Da bismo to pokazali, prisetimo se nekih poznatih
definicija i tvrdenja.

Od sada, kada kažemo glatka periodična funkcija u Rd, zapravo pod-
razumevamo glatke periodične funkcije na intervalu I0 = (0, 2π)d. Sa I
ćemo označavati [0, 2π]d. Prostor Aper se sastoji od elemenata iz prostora
L2(I0) ∩ C∞(I0) za koje je

γn(ϕ) := sup
|k|≤n
‖Dkϕ‖2 <∞, n ∈ N, (‖ϕ‖2 =

(∫
I0

|ϕ(x)|2dx
)1/2

).

Koristeći [37], prisetimo se definicije sledećih prostora:

At,hper = {ϕ ∈ Aper : ‖ϕ‖h,2 =
∑
k∈Zd+

‖ϕ(k)‖2

h|k|k!t
<∞}

A(t)
per = lim←−

h→0

At,hper A{t}per = lim−→
h→∞
At,hper.

Oba prostora, koja nazivamo prostorima ultradiferencijabilnih periodičnih
funkcija, ćemo označavati sa A∗per, gde, kao i ranije, * predstavlja (t) ako
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je u pitanju Berlingov slučaj, odnosno {t} u Rumijeovom slučaju. Du-
ale ovih prostora, koje nazivamo prostorima periodičnih ultradistribucija,
označavamo sa A′∗per. Za f ∈ A∗per, njeni Furijeovi koeficijenti su definisani
sa cn =

∫
I0
f(x)e−n(x)dx = (f, en)L2(I0), n ∈ Zd, gde je en(x) = einx. U ovoj

glavi ćemo sa δn = ndϕ(n·), n ∈ N, označavati delta niz u A′∗per, gde ϕ ∈ A∗per
i ϕ = 1 na B(0, π), ϕ = 0 izvan B(0, 2π). Sledeće tvrdenje navodimo bez
dokaza (dokaz sledi iz definicije, videti [7], [9], [37]).

Lema 5.1. (a) ϕ ∈ A∗per ako i samo ako za sve P ∈ P∗ važi

γP (ϕ) = ‖P (−D)ϕ‖2 <∞.

(b) Ako ϕn, ϕ ∈ A∗per i ako ϕn
A∗per−−→ ϕ, n→∞, tada

P (−D)ϕn
A∗per−−→ P (−D)ϕ, n→∞.

5.1 Fundamentalni nizovi periodičnih

s-ultradistribucija

Definicija 5.1. Niz (fn)n glatkih periodičnih funkcija je s-p-fundamentalan u
Rd ako postoji niz (Fn)n glatkih periodičnih funkcija u Rd, periodična funkcija
F ∈ L2(I0) i ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ tako da važi:

fn = P (D)Fn u Rd i Fn
C(I)−−→ F, n→∞ (5.1)

Delovanje operatora P (D) u (5.1) podrazumeva postojanje granične vredno-
sti

lim
k→∞

Pk(D)Fn(x) = lim
k→∞

∑
|α|≤k

aαD
αFn(x) = fn(x), x ∈ Rd. (5.2)

Definicija 5.2. s-p-fundamentalni nizovi (fn)n i (gn)n su u relaciji ∼p, i
pǐsemo

(fn)n ∼p (gn)n,

ako postoje nizovi (Fn)n i (Gn)n glatkih periodičnih funkcija u Rd i ultradi-
ferencijalni operator P ∈ P∗ tako da važi:

fn = P (D)Fn, gn = P (D)Gn u Rd, Fn −Gn
C(I)−−→ 0, n→∞.
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Iz Definicije 5.2 direktno sledi:

Propozicija 5.1. s-p-fundamentalni nizovi (fn)n i (gn)n su u relaciji ∼p ako
je niz

f1, g1, f2, g2, . . .

fundamentalan u Rd.

Lako se pokaže da je relacija ∼p refleksivna i simetrična. Dokažimo da je
relacija tranzitivna.

Kako je svaka glatka periodična funkcija i L2 funkcija na svom periodu,
to se ona može razviti u Furijeov red. Sledeća propozicija će biti korǐstena u
nastavku. Formulisaćemo i dokazati samo Rumijeov slučaj jer je Berlingov
slučaj sličan.

Propozicija 5.2. Ako postoje: ultradiferencijalni operator Prp ∈ P{t}, glatke
periodične funkcije Fn =

∑∞
|k|=−∞ bk,nek, n ∈ N u Rd, periodična funkcija

F =
∑∞
|k|=−∞ bkek ∈ L2(I0), takvi da Fn

C(I)−−→ F i Prp(D)Fn
C(I)−−→ 0 kad

n → ∞, tada je F = 0 u Rd. U specijalnom slučaju, ako je F periodična
glatka funcija i ako je Prp(D)F = 0, tada je F = 0 u Rd.

Dokaz. Iz Prp(D)Fn =
∑∞
|k|=−∞ Prp(k)bk,nek

C(I)−−→ 0, n → ∞, dobijamo da

(bk,n)k∈Zd → 0 u l2 kad n→∞. Kako (bk,n)k∈Zd → (bk)k∈Zd u l2 kad n→∞
imamo F = 0 nad svakim periodom I0. Kako je F periodična funkcija , tada
je F = 0 na Rd.

Lema 5.2. Neka ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t}, nizovi (F̃n)n,

(
˜̃
F n)n, glatkih periodičnih funkcija u Rd i periodične funkcije F̃ ,

˜̃
F ∈ L2(I0)

ispunjavaju uslove Definicije 5.1, tj.

fn = Pr̃p(D)F̃n, fn = P˜̃rp(D)
˜̃
F n u Rd, F̃n

C(I)−−→ F̃ ,
˜̃
F n

C(I)−−→ ˜̃
F , n→∞,

gde su

F̃n =
∞∑

|k|=−∞

c̃k,nek,
˜̃
F n =

∞∑
|k|=−∞

˜̃ck,nek, F̃ =
∞∑

|k|=−∞

c̃kek,
˜̃
F =

∞∑
|k|=−∞

˜̃ckek
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(c̃k,n)k∈Zd , (̃c̃k,n)k∈Zd , (c̃k)k∈Zd , (̃c̃k)k∈Zd ∈ l2, n ∈ N. Tada postoji ultradife-
rencijalni operator Prp ∈ P{t} za koji je(

Pr̃p(k)

Prp(k)

)
k∈Zd

,

(
P˜̃rp(k)

Prp(k)

)
k∈Zd
∈ l∞, (5.3)

glatke periodične funkcije

Fn,1 =
∞∑

|k|=−∞

c̃k,nPr̃p(k)

Prp(k)
ek, Fn,2 =

∞∑
|k|=−∞

˜̃ck,nP˜̃rp,2(k)

Prp(k)
ek, n ∈ N,

i periodične funkcije

F1 =
∞∑

|k|=−∞

c̃kPr̃p(k)

Prp(k)
ek, F2 =

∞∑
|k|=−∞

˜̃ckP˜̃rp,2(k)

Prp(k)
ek ∈ L2(I0)

takve da važi

fn = Prp(D)Fn,1 = Prp(D)Fn,2 u Rd, Fn,1
C(I)−−→ F1, Fn,2

C(I)−−→ F2, n→∞.

Štavǐse, F1 = F2 u Rd.
Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju, uz odgovarajaću notaciju.

Dokaz. Kako je
Dαek = kαek, α ∈ Zd+, k ∈ Zd,

tada iz (5.3) sledi

Fn,1 =
∞∑

|k|=−∞

c̃k,n
Pr̃p(k)

Prp(k)
ek = Pr̃p(D)

∞∑
|k|=−∞

c̃k,n
Prp(k)

ek, n ∈ N.

Dalje,

Prp(D)Fn,1 = Prp(D)Pr̃p(D)
∞∑

|k|=−∞

c̃k,n
Prp(k)

ek

= Pr̃p(D)Prp(D)
∞∑

|k|=−∞

c̃k,n
Prp(k)

ek

= Pr̃p(D)F̃n = fn u Rd.
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Na sličan način se može poikazati da je fn = Prp(D)Fn,2.
Iz (5.3) sledi da su Fn,i, n ∈ N, i = 1, 2, glatke periodične funkcije u Rd i

Fi ∈ L2(I0), i = 1, 2. Kako (c̃k,n)k∈Zd+ → (c̃k)k∈Zd i (̃c̃k,n)k∈Zd+ → (̃c̃k)k∈Zd u l2

kad n → ∞, tada Fn,i
C(I)−−→ Fi, n → ∞, i = 1, 2. Iz Propozicije 5.2 sledi da

je F1 = F2 u Rd.

Propozicija 5.3. Relacija ∼p je tranzitivna.

Dokaz. Tvrdenje ćemo pokazati samo u Rumijeovom slučaju. Neka je (fn)n
∼p (gn)n i (gn)n ∼p (hn)n. Tada na osnovu Definicije 5.2 postoje nizovi (Fn)n,

(Gn)n, (G̃n)n, (Hn)n glatkih periodičnih funkcija u Rd i ultradiferencijalni
operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈ P{t} takvi da:

fn = Pr̃p(D)Fn, gn = Pr̃p(D)Gn u Rd, Fn −Gn
C(I)−−→ 0, n→∞,

gn = P˜̃rp(D)G̃n, hn = P˜̃rp(D)Hn u Rd, Gn −Hn
C(I)−−→ 0, n→∞.

Iz Leme 5.2 sledi da nizove (fn)n, (gn)n i (hn)n možemo zapisati, korǐstenjem
operatora Prp(D) umesto Pr̃p(D) i P˜̃rp(D), u obliku:

fn = Prp(D)Fn,1, gn = Prp(D)Gn,1, gn = Prp(D)G̃n,1, hn = Prp(D)Hn,1 u Rd

i važi

Fn,1 −Gn,1
C(I)−−→ 0, H̃n,1 = Gn,1 − G̃n,1 +Hn,1, Gn,1 − H̃n,1

C(I)−−→ 0

i Fn,1 − H̃n,1
C(I)−−→ 0, n→∞. Ovim je dokazana tranzitivnost.

Kako je relacija ∼p relacija ekvivalencije, skup svih s-p-fundamentalnih
nizova (fn)n možemo podeliti u klase ekvivalencije bez zajedničkog elementa,
tako da su dva s-p-fundamentalna niza u istoj klasi ako i samo ako su ekvi-
valentna. Stoga dajemo sledeću definiciju:

Definicija 5.3. Klase ekvivalencije s-p-fundamentalnih nizova, u oznaci f =
[(fn)n] = [fn], nazivaju se periodične s-ultradistribucije. Prostor periodičnih
s-ultradistribucija označavamo sa U ′∗per = U ′∗per(Rd).

Prema tome, s-p-fundamentalni nizovi (fn)n i (gn)n odreduju istu peri-
odičnu s-ultradistribuciju ako i samo ako su ekvivalentni.
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Napomena 5.1. Korǐstenjem (5.1) i Propozicije 5.2 imamo da je f = [fn] =

0 ako je fn = P (D)Fn i ako Fn
C(I)−−→ 0, n→∞.

Primer 6. Neka je f = [(fn)n] ∈ U ′∗per oblika fn = P (D)Fn u Rd gde Fn
C(I)−−→

F , n→∞. Tada je niz (f̃n)n = (P (D)(Fn ∗ δn))n s-p-fundamentalan u Rd i

(fn)n ∼p (f̃n)n.

5.2 Operacije sa periodičnim

s-ultradistribucijama

5.2.1 Algebarske operacije

Neka su f = [fn], g = [gn] ∈ U ′∗per. Suma periodičnih s-ultradistribucija
f = [fn] i g = [gn] je periodična s-ultradistribucija f + g = [fn + gn]. Kori-
steći Lemu 5.2, na sličan način kao kod s-ultradistribucija može se proveriti
konzistentnost ove definicije. Slično važi i za razliku f − g = [fn − gn], kao
i za proizvod λf = [λfn] periodične s-ultradistribucije f = [(fn}] sa λ ∈ C.
Prema tome, U ′∗per je vektorski prostor.

5.2.2 Diferenciranje

Neka je f = [fn] ∈ U
′{t}
per i β ∈ Zd+. Definǐsimo f (β) = [f

(β)
n ] i pokažimo da

je niz (f (β))n s-p-fundamentalan. Neka je f odredena sa (Fn)n i Prp(D). Kako

je f
(β)
n = Prp(D)F

(β)
n u Rd, gde je Fn =

∑∞
|k|=−∞ ck,nek, n ∈ N, Fn

C(I)−−→ F ,

n→∞, i F =
∑∞
|k|=−∞ ckek, iz Leme 5.2 sledi da postoje: niz (F̃n)n glatkih

periodičnih funkcija iz Rd i periodična funkcija F̃ iz L2(I0) oblika

F̃n =
∞∑

|k|=−∞

(ik)βPrp(k)ck,n

Pr̃p(k)
ek, n ∈ N, F̃ =

∞∑
|k|=−∞

(ik)βPrp(k)ck

Pr̃p(k)
ek,

kao i ultradiferencijalni operator Pr̃p(D) ∈ P{t} tako da važi

Prp(D)F (β)
n (x) = Pr̃p(D)F̃n(x), x ∈ Rd, F̃n

C(I)−−→ F̃ , n→∞.

Isto tvrdenje važi i u Berlingovom slučaju.

62



5.2.3 Množenje periodične s-ultradistribucije sa funk-
cijom iz E∗

Ako je (fn)n s-p-fundamentalan niz i ω ∈ E{t}(Rd), dokažimo da je ωf =
[ωfn] takode s-p-fundamentalan. U Rumijeovom slučaju postoje: niz (Fn)n,
gde su Fn =

∑∞
|k|=−∞ ck,nek, n ∈ N glatke periodične funkcije, funkcija

F =
∑∞
|k|=−∞ ckek ∈ L2(I0) i ultradiferencijalni operator Prp ∈ P{t} takvi da

ωfn = ωPrp(D)Fn u Rd i Fn
C(I)−−→ F, n→∞.

Dalje, možemo pretpostaviti da je ω = ωγ, gde je γ funkcija sečenja koja ima
vrednost 1 na I i ω =

∑∞
|k|=−∞ bkek. Na osnovu Leme 5.2 postoje: niz (F̃n)n

glatkih periodičnih funkcija iz Rd i periodična funkcija F̃ ∈ L2(I0) oblika

F̃n(x) =
∞∑

|k|=−∞

ak,n
Pr̃p(k)

ek(x), x ∈ Rd, n ∈ N,

F̃ (x) =
∞∑

|k|=−∞

ak
Pr̃p(k)

ek(x), x ∈ Rd,

gde su

ak,n =
∞∑

|j|=−∞

Prp(i)ci,nbk−i i ak =
∞∑

|j|=−∞

Prp(i)cibk−i

i ultradiferencijalni operator Pr̃p ∈ P{t} takvi da važi

Prp(D)Fn(x) = Pr̃p(D)F̃n(x), x ∈ Rd.

Kako (ck,n)k∈Zd → (ck)k∈Zd u l2 kad n→∞, iz (5.3) sledi F̃n
C(I)−−→ F̃ , n→∞.

Dokaz u Berlingovom slučaju je isti. Dakle, niz (ωfn)n je s-p-fundamentalan
u Rd.

5.3 Nizovi periodičnih s-ultradistribucija

Definicija 5.4. Niz periodičnih s-ultradistribucija (fn)n = ([fnm])n konver-
gira ka periodičnoj s-ultradistribuciji f = [fm], n→∞, i koristimo oznaku

fn
s-p−−→ f, n→∞, ili p- lim

n→∞
fn = f,
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ako postoje nizovi (F n
m)m, n ∈ N, (Fm)m glatkih periodičnih funkcija u Rd,

niz (F n)n periodičnih funkcija F n ∈ L2(I0), n ∈ N, periodična funkcija F ∈
L2(I0) i ultradiferencijalni operator P ∈ P∗ takvi da:

fnm = P (D)F n
m, fm = P (D)Fm u Rd,m, n ∈ N,

F n
m

C(I)−−→ Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N, Fm
C(I)−−→ F, m→∞,

F n
m

C(I)−−→ F n, m→∞, za svako n ∈ N i F n C(I)−−→ F, n→∞.

Zbog uniformne konvergencije možemo da promenimo redosled limesa, pa
imamo lim

n→∞
lim
m→∞

F n
m = lim

m→∞
lim
n→∞

F n
m ∈ L2(I0).

Teorema 5.1. Ako postoji p- lim
n→∞

fn, tada je on jedinstven.

Dokaz. Tvrdenje ćemo dokazati samo u Rumijeovom slučaju. Prepostavimo

da fn
s-p−−→ f i fn

s-p−−→ g u Rd, n → ∞ i pokažimo da je f = g. Iz Definicije
5.4 sledi da postoje: nizovi (F n

m)m, (F̃ n
m)m, n ∈ N, (Fm)m, (F̃m)m glatkih

periodičnih funkcija u Rd, nizovi (F n)n, (F̃ n)n periodičnih funkcija iz L2(I0),

periodične funkcije F, F̃ ∈ L2(I0) i ultradiferencijalni operatori Pr̃p , P˜̃rp ∈
P{t} takvi da:

fnm = Pr̃p(D)F̃ n
m, fm = Pr̃p(D)F̃m u Rd,

F̃ n
m

C(I)−−→ F̃m, n→∞, uniformno po m ∈ N F̃m
C(I)−−→ F̃ , m→∞,

F̃ n
m

C(I)−−→ F̃ n, m→∞, za sve n ∈ N i F̃ n C(I)−−→ F̃ , n→∞,

i

fnm = P˜̃rp(D)
˜̃
F n
m, fm = P˜̃rp(D)

˜̃
Fm u Rd,˜̃

F n
m

C(I)−−→ ˜̃
Fm, n→∞, uniformno po m ∈ N ,

˜̃
Fm

C(I)−−→ ˜̃
F , m→∞,˜̃

F n
m

C(I)−−→ ˜̃
F n, m→∞, za sve n ∈ N i

˜̃
Fm

C(I)−−→ ˜̃
F , n→∞.

Na sličan način kao u Propoziciji 5.3, pomoću Leme 5.2, možemo konstruisati
nizove (F n

m,1)m, (F n
m,2)m, n ∈ N, (Fm,1)m, (Fm,2)m glatkih periodičnih funkcija

iz Rd, nizove (F n
1 )n, (F n

2 )n periodičnih funkcija iz L2(I0), periodične funkcije
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F1, F2 ∈ L2(I0) i Prp ∈ P{t} tako da:

fnm = Prp(D)F n
m,1 = Prp(D)F n

m,2, fm = Prp(D)Fm,1, gm = Prp(D)Fm,2 u Rd,

F n
m,1 − F n

m,2

C(I)−−→ Fm,1 − Fm,2, n→∞, uniformno po m ∈ N,

Fm,1 − Fm,2
C(I)−−→ F1 − F2, m→∞, F n

m,1 − F n
m,2

C(I)−−→ F n
1 − F n

2 , m→∞,

za sve n ∈ N i F n
1 − F n

2

C(I)−−→ F1 − F2, n→∞.

Kako je Prp(D)(Fm,2−Fm,1) = limn→∞ Prp(D)(F n
m,1−F n

m,2−Fm,1 +Fm,2) = 0
u Rd, m ∈ N, iz Propozicije 5.2 dobijamo F1 = F2 u Rd. Dakle, f = g u Rd.

5.4 Periodične s-ultradistribucije kao funkci-

onali

Neka je ϕ ∈ A∗per i neka je f = [fn] takav da važi (5.1). Definǐsimo
delovanje

ϕ 7→ f(ϕ) = (f, ϕ)U ′∗per ,

sa

(f, ϕ)U ′∗per = lim
n→∞

∫
I0

fnϕdx =

∫
I0

FP (−D)ϕdx = (F, P (−D)ϕ)L2(I0), (5.4)

gde Fn
C(I)−−→ F , n → ∞. Dakle, na osnovu (5.4) možemo identifikovati

f = [fn] sa f = P (D)F . Pokažimo konzistentnost ove definicije.
Ako imamo sledeće reprezentacije

fn = P̃ (D)F̃n, fn =
˜̃
P (D)

˜̃
F n, u Rd,

F̃n
C(I)−−→ F̃ ,

˜̃
F n

C(I)−−→ ˜̃
F , n→∞,

tada parcijalnom integracijom dobijamo

lim
n→∞

∫
I0

fnϕdx =

∫
I0

F̃ P̃ (−D)ϕdx =

∫
I0

˜̃
F
˜̃
P (−D)ϕdx,

jer mešoviti niz integrala∫
I0

P̃ (D)F̃1ϕdx,

∫
I0

˜̃
P (D)

˜̃
F 1ϕdx,

∫
I0

P̃ (D)F̃2ϕdx,

∫
I0

˜̃
P (D)

˜̃
F 2ϕdx, . . .
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konvergira. Iz Leme 5.1 je ϕ 7→ f(ϕ) = (f, ϕ)U ′∗per linearno preslikavanje.

Sekvencijalna neprekidnost je data u sledećoj teoremi.

Teorema 5.2. (a) Ako je f = [fm] ∈ U ′∗per i ako su ϕn, ϕ ∈ A∗per takvi da

ϕn
A∗per−−→ ϕ, n→∞, tada (f, ϕn)U ′∗per → (f, ϕ)U ′∗per , n→∞.

(b) Ako (fn = [fnm])n
s-p−−→ f = [fm] i ako ϕn

A∗per−−→ ϕ, kad n→∞, tada

(fn, ϕn)U ′∗per → (f, ϕ)U ′∗per , n→∞.

Dokaz. (a) Na osnovu (5.1) i (5.4) imamo

(f, ϕn)U ′∗per = (F, P (−D)ϕn)L2(I0), n ∈ N.

Tada iz Leme 5.1 (b) i

|(f, ϕn)U ′∗per − (f, ϕ)U ′∗per | = |(F, P (−D)(ϕn − ϕ))L2(I0)|

≤ ‖F‖2‖P (−D)(ϕn − ϕ)‖2

≤ C‖P (−D)(ϕn − ϕ)‖2,

dobijamo tvrdenje.
(b) Iz Definicije 5.4 imamo

lim
n→∞

(fn, ϕn)U ′∗per = lim
n→∞

lim
m→∞

(F n
m, P (−D)ϕn)L2(I0),

gde F n
m

I−→ F n, m→∞, za sve n ∈ N i F n I−→ F kad n→∞. Dakle, imamo

|(F n, ϕn)L2 − (F, ϕ)L2| ≤ |(F n, P (−D)(ϕn − ϕ))L2(I0)|
+ |(F n − F, P (−D)ϕ)L2(I0)|
≤ ‖F n‖2‖P (−D)(ϕn − ϕ)‖2

+ ‖F n − F‖2‖P (−D)ϕ‖2.

I na kraju,iz Leme 5.1 (b) sledi tvrdenje.

Lema 5.3. f ∈ A′∗per ako i samo ako postoji F ∈ L2(I0)∩ C∞(I0) i ultradife-
rencijalni operator P ∈ P∗ tako da važi f = P (D)F, tj.

(f, ϕ)A′∗per =

∫
I0

F (x)P (−D)ϕ(x)dx, ϕ ∈ A∗per. (5.5)

Dokaz Leme 5.3 je posledica teoreme o reprezentaciji (videti [37]) i tvrdenja
(a) i (b) Leme 5.1.
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5.5 Veza izmedu klasičnih i periodičnih

s-ultradistribucija

Posmatrajmo funkcije oblika
∑∞
|k|=−∞ rkek koje pripadaju L2(I0)∩C∞(I0)

i označimo sa u∗ prostor nizova oblika (rk)k∈Zd za koje važi

∞∑
|k|=−∞

P 2(k)r2
k <∞ za sve P ∈ P∗u.

Jasno je da je ovaj uslov ekvivalentan sa

(∀h > 0)(resp. ∃h > 0)
∞∑

|k|=−∞

r2
ke
h|k|1/t <∞. (5.6)

U Rumijeovom slučaju imamo još jednu ekvivalentnu definiciju:

(∃(rp)p ∈ R)
∞∑

|k|=−∞

r2
ke
c(|k|)1/t <∞, (5.7)

gde je c funkcija koja odgovara nizu (rp)p ∈ R.
Pretpostavimo da važi (5.1). Tada, korǐstenjem (5.4) svakom elementu

f ∈ U ′∗per ćemo dodeliti niz (bk)k∈Zd sa odgovarajućim ograničenjem. Dakle,
imamo

(f, ϕ)U ′∗per = lim
n→∞

∞∑
|k|=−∞

ck,nP (k)

∫
I0

ekϕdx (5.8)

gde je Fn =
∑∞
|k|=−∞ ck,nek i

∑∞
|k|=−∞ |ck,n|2 <∞, n ∈ N. Kako (ck,n)k∈Zd →

(ck)k∈Zd u l2 kad n→∞ i ϕ =
∑∞
|k|=−∞ rkek, tada je

(f, ϕ)U ′∗per =
∞∑

|k|=−∞

ckP (k)rk, (5.9)

gde znamo da uslovi (5.6) i (5.7) vrede za sve (rk)k∈Zd ∈ u∗. Ovim smo
periodičnoj s-ultradistribuciji f dodelili niz oblika

(bk)k∈Zd = (P (k)ck)k∈Zd .

Označimo sa u
′∗ prostor nizova definisan na sledeći način:

u
′∗ = {(bk)k∈Zd : bk = P (k)ck za neko P ∈ P∗u i (ck)k∈Zd ∈ l2}.

67



Propozicija 5.4. Postoji linearna bijekcija B : U ′∗per → u
′∗.

Dokaz. Ako je f ∈ U ′∗per odredena sa (Fn)n F i P (D), Fn
C(I)−−→ F , n → ∞,

gde je F =
∑∞
|k|=−∞ ckek i

∑∞
|k|=−∞ |ck|2 <∞, tada definǐsimo

Bf := (bk)k∈Zd .

Iz Leme 5.2 sledi da različite reprezentacije od f opet daju isti niz. Lako se
pokazuje da je B linearno i bijektivno preslikavanje.

Sledeća propozicija direktno sledi iz (1.6) i (1.8).

Propozicija 5.5. (a) Niz (bk)k∈Zd ∈ u
′∗ ako i samo ako

∑∞
|k|=−∞ |bk|2e−h|k|

1/t

<∞ za neko (resp. za svako) h > 0.
(b) Niz (bk)k∈Zd ∈ u

′∗ ako i samo ako za neko h > 0 postoji C > 0 (resp. za

sve h > 0 postoji C > 0) tako da |bk| ≤ Ceh|k|
1/t

.

Napomena 5.2. Primetimo da u Rumijeovom slučaju imamo ekvivalentno
tvrdenje prethodnom, a to je: Uslovi Propozicije 5.5 važe i sa procenom (5.7).

Prisetimo se iz [9], da prostori nizova

a∗ = {(ak)k∈Zd za sve (resp. postoji) h > 0 :
∞∑

|k|=−∞

|ak|2eh|k|
1/t

<∞},

a
′∗ = {(bk)k∈Zd postoji (resp. za sve) h > 0 :

∞∑
|k|=−∞

|bk|2e−h|k|
1/t

<∞}

sa njihovim strukturama konvergencije formiraju dualni par. Kako je a∗ ≡
u∗, iz Propozicije 5.5, imamo a

′∗ ≡ u
′∗. U [9] je pokazano da se prostori a∗ i

A∗per mogu identifikovati kroz bijektivni izomorfizam

a∗ 3 (ak)k∈Zd →
∞∑

|k|=−∞

akek ∈ A∗per (5.10)

iz kog sledi izomorfizam

a
′∗ 3 (bk)k∈Zd →

∞∑
|k|=−∞

bkek ∈ A
′∗
per,
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pa, na osnovu Propozicije 5.4 sledi da se prostori a
′∗ i U ′∗per mogu identifikovati

pomoću njihovih struktura konvergencije.
Pomoću (5.5) je definisan linearan funkcional na A∗per, dok je na osnovu

Teoreme 5.2 sekvencijalno neprekidan. Dakle, sada možemo da pokažemo
glavni rezultat u ovoj glavi.

Teorema 5.3. (i) Za svaki neprekidan linearan funkcional A u prostoru A∗per
postoji jedinstvena periodična s-ultradistibucija f ∈ U ′∗per takva da važi

A(ϕ) = (f, ϕ)U ′∗per , za sve ϕ ∈ A∗per. (5.11)

gde je (f, ϕ)U ′∗per definisan sa (5.4).

Obratno, za sve f ∈ U ′∗per izraz (5.11) definǐse linearan i sekvencijalno nepre-
kidan funkcional na A∗per.
(ii) Niz (fn)n ∈ U

′∗
per konvergira ka f ∈ U ′∗per ako i samo ako za sve ϕ ∈ A∗per

lim
n→∞

lim
m→∞

(fnm, ϕ)U ′∗per = (f, ϕ)U ′∗per . (5.12)

Dokaz. (i) Neka je f =
∑∞
|k|=−∞ bkek ∈ A

′∗
per. Korǐstenjem Leme 5.3 za-

ključujemo da

Fn =
∑
|k|≤n

bk
P (k)

ek, k ∈ Zd, n ∈ N, F =
∞∑

|k|=−∞

bk
P (k)

ek

daju odgovarajući element iz U ′∗per. Jedinstvenost sledi iz Propozicija 5.2 i
5.4.

Obratno, neka f ∈ U ′∗per. Tada je sa (5.8) definisan sekvencijalno ne-

prekidan i linearan funkcional na A∗per jer iz ϕn
A∗per−−→ ϕ sledi (f, ϕn)U ′∗per →

(f, ϕ)U ′∗per , n→∞.

(ii) Dokažimo samo da iz (5.12) sledi fn
s−p−−→ f , n→∞, jer je implikacija već

dokazana u Teoremi 5.2 (b). Neka su F n
m =

∞∑
|k|=−∞

ank,mek, Fm =
∞∑

|k|=−∞
ak,mek,

m,n ∈ N i F =
∞∑

|k|=−∞
akek (kao u Definiciji 5.4). Iz dualnosti prostora a∗ i

a
′∗, sledi

∞∑
|k|=−∞

ank,mrk →
∞∑

|k|=−∞

ak,mrk, n→∞, uniformno po m ∈ N,
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za sve ϕ =
∞∑

|k|=−∞
rkek ∈ A∗per. Takode,

(ak,m)k∈Zd → (ak)k∈Zd , m→∞, u a
′∗.

Ako se vratimo na oblike funkcija F n
m, Fm i F , dobijamo tvrdenje.
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Glava 6

Talasni front ultradistribucije

U ovoj glavi ćemo posmatrati talasni front ultradistribucije kroz analizu
odgovarajućih prostora periodičnih ultradistribucija sa periodom 1. Posma-
traćemo periodično proširenje odgovarajuće lokalizacije ultradistribucije oko
tačke x0 ∈ Rd, takvo da ako je nosač ultradistribucije f u Iη,x0 :=

∏d
j=1(x0,j−

η/2, x0,j + η/2), gde je 0 < η < 1, tada je fp(x) :=
∑∞
|k|=−∞ f(x + k) njeno

periodično proširenje. U prethodnoj glavi smo već definisali prostore A∗per
periodičnih ultradiferencijabilnih funkcija Berlingovog i Rumijeovog tipa (sa
periodom 2π), kao i njihove duale prostore periodičnih ultradistribucija A′∗per
Berlingovog i Rumijeovog tipa. Sada ćemo posmatrati te iste prostore ali sa
periodom 1 i koristiti oznaku ek(x) = e2kπxi. U [9] je dokazano sledeće:

(i) ϕ ∈ A(t)
per (resp. ϕ ∈ A{t}per) ako i samo ako je

∑∞
|k|=−∞ |ak|

2 eh|k|
1/t
<∞,

za svako h > 0 (resp. za neko h > 0), gde je ak =
∫

(0,1)d
ϕ(x)e−2kπxidx =

(ϕ, ek)L2((0,1)d), k ∈ Zd.

(ii) f =
∑∞
|k|=−∞ bkek ∈ A

′(t)
per (resp. f =

∑∞
|k|=−∞ bkek ∈ A

′{t}
per ) ako i samo

ako je
∑∞
|k|=−∞ |bk|2e−h|k|

1/t
<∞, za neko h > 0 (resp. za svako h > 0).

(iii) Ako je f =
∑∞
|k|=−∞ bkek ∈ A

′∗
per i ϕ =

∑∞
|k|=−∞ akek ∈ A∗per, tada je

(f, ϕ) =
∞∑

|k|=−∞

bka−k.

Neka su ω, ν pozitivne funkcije u Zd. Funkcija ν je sub-multikativna (polu-
multikativna) ako važi

ν(m+ n) ≤ ν(m)ν(n), ∀m,n ∈ Zd. (6.1)
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Funkcija ω je ν-težinska funkcija ako postoji konstanta C tako da važi

ω(m+ n) ≤ Cω(m)ν(n), ∀m,n ∈ Zd. (6.2)

Za fiksiranu sub-multiplikativnu funkciju ν, skup svih ν-težinskih funkcija
označavamo sa Mν . Definǐsimo prostore (videti [17])

M(t)(Zd) = {ω ∈Mν : (∃C > 0)(∀h > 0)(∀k ∈ Zd)(ν(k) ≤ Ceh|k|
1/t

)},

M{t}(Zd) = {ω ∈Mν : (∃C > 0)(∃h > 0)(∀k ∈ Zd)(ν(k) ≤ Ceh|k|
1/t

)}.
Za ω ∈M∗(Zd) definǐsimo

A lqω = {f ∈ A′∗per : (bkω(k))k∈Zd ∈ lq, gde je bk = (f, ek)L2((0,1)d)}

sa normom ‖f‖A lqω = ‖(bkω(k))‖lq , q ≥ 1. Ako je q1 ≤ q2 i ω2 ≤ Cω1, tada
je A lq1ω1

⊆ A lq2ω2
.

Neka je (ϕf)p periodično proširenje ultradistribucije f ∈ D′∗(Rd). Po-
smatraćemo prostore A lqω,loc koji sadrže ultradistribucije f ∈ D′∗(Rd) takve

da je (ϕf)p ∈ A lqω za sve x0 ∈ Rd i ϕ ∈ D∗(I1,x0). Topologija ovog pro-
stora je definisana familijom seminormi ‖f‖x0,ϕ = ‖(ϕf)p‖A lqω , x0 ∈ Rd,
ϕ ∈ D∗(I1,x0).

Propozicija 6.1. A lqω ⊂ A lqω,loc.

Dokaz. Tvrdenje dokazujemo samo u Rumijeovom slučaju. Ako f ∈ A lqω
i ϕ ∈ D{s}(I1,x0), tada je (ϕf)p = ϕpf , gde su f =

∑∞
|k|=−∞ bkek i ϕp =∑∞

|k|=−∞ akek ∈ A
{s}
per. Iz (6.2) i uopštene nejednakosti Minkovskog imamo

‖ϕpf‖A lqω ≤ C

 ∞∑
|k|=−∞

 ∞∑
|j|=−∞

|aj|ν(j)|bk−j|ω(k − j)

q1/q

≤ C

∞∑
|j|=−∞

 ∞∑
|k|=−∞

|aj|ν(j)|bk−j|ω(k − j)

q1/q

≤ C
∞∑

|j|=−∞

|aj|ν(j)

 ∞∑
|k|=−∞

|bk−j|ω(k − j)

q1/q

≤ C‖ϕp‖A l1ν
‖f‖A lqω <∞.
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Neka je ωh(k) = eh|k|
1/t

, h > 0, t > 1. Radi lakšeg zapisa ćemo koristiti
sledeće oznake A lqh := A lqωh i A lqh,loc := A lqωh,loc. Jasno je da važi

A(s)
per =

⋂
h≥0

A lqh =
⋂

ω∈M(s)(Zd)

A lqω; A{s}per =
⋂
h≥0

A lqh =
⋂

ω∈M{s}(Zd)

A lqω

i

A′(s)per =
⋃
h≤0

A lqh =
⋃

ω∈M(s)(Zd)

A lqω; A′{s}per =
⋃
h≤0

A lqh =
⋃

ω∈M{s}(Zd)

A lqω.

6.1 Množenje u periodičnim test prostorima

Fiksirajmo dve težinske funkcije ω ∈Mν , ν ∈M∗(Zd) (videti (6.2)). Neka
su f1 =

∑∞
|k|=−∞ b1,kek ∈ A lq1ω i f2 =

∑∞
|k|=−∞ b2,kek ∈ A lq2ν i definǐsimo

njihov proizvod sa

f := f1f2 :=
∞∑

|k|=−∞

bkek,

gde je

bk =
∞∑

|j|=−∞

b1,k−jb2,j, k ∈ Zd.

Pomoću ove definicije uvodimo množenje u A lqω,loc, ali moramo da posma-
tramo lokalno ponašanje funkcija (ultradistribucija). Neka su f1 ∈ A lq1ω,loc i
f2 ∈ A lq2ν,loc , tada je proizvod f := f1f2 definisan na sledeći način:

Neka su x0 ∈ Rd, 0 < η < 1 i ψ ∈ D∗(I1,x0) takvi da je ψ(x) = 1 za
x ∈ Iη,x0 . Definǐsimo fIη,x0 ∈ D

′∗(Iη,x0) kao restrikciju od (ψf1)p(ψf2)p na
Iη,x0 . Primetimo da za različite ψ dobijamo različite Furijeove koeficijente,
ali iz Propozicije 6.1 sledi da je fIη,x0 = fIη′,x′0

na Iη,x0 ∩ Iη′,x′0 . Dakle, (fIη,x0 )

je ultradistribucija f ∈ A lqω,loc i definǐsemo proizvod f1f2 := f .

Propozicija 6.2. Neka su q, q1, q2 ∈ [1,∞] takvi da je 1
q1

+ 1
q2

= 1
q

+ 1. Tada
su preslikavanja

A lq1ω ×A lq2ν 3 (f1, f2) 7→ f1f2 ∈ A lqω (6.3)

i
A lq1ω,loc ×A lq2ν,loc 3 (f1, f2) 7→ f1f2 ∈ A lqω,loc (6.4)

neprekidna.

73



Dokaz. Neprekidnost preslikavanja (6.4) sledi iz (6.3). Iz Joungove nejedna-
kosti i (6.2) sledi

‖f1f2‖A lqω ≤ C‖f1‖A l
q1
ω
‖f2‖A l

q2
ν
,

odakle dobijamo neprekidnost preslikavanja (6.3).

Kao direktnu posledicu ovog tvrdenja imamo:

Posledica 6.1. Neka su h, h1, h2 ∈ R takvi da je

h1 + h2 ≥ 0, h ≤ min{h1, h2}. (6.5)

Tada su preslikavanja A lq1h1 × A lq2h2 3 (f1, f2) 7→ f1f2 ∈ A lqh i A lq1h1,loc ×
A lq2h2,loc 3 (f1, f2) 7→ f1f2 ∈ A lqh,loc neprekidna.

Dokaz. Pretpostavimo da je h1 ≥ 0 i h = h2. Da bi h1 + h2 ≥ 0 treba da
h1 ≥ |h2|. Tada neprekidnost preslikavanja sledi iz Propozicije 6.2 gde je

ω(k) = eh2|k|
1/t

i ν(k) = eh1|k|
1/t

jer u ovom slučaju važi (6.2).

6.2 Talasni front ultradistribucije

U ovom poglavlju cilj nam je da opǐsemo talasni front ultradistribucije f ∈
D′∗(Rd) pomoću Furijeovih koeficijenata periodičnog proširenja odgovarajuće
lokalizacije f oko x0 ∈ Rd.

Neka je t > 1. Ultradistribucija f ∈ D′(t)(Rd) je (t)-mikroregularna (resp.
f ∈ D′{t}(Rd) je {t}-mikroregularna) u (x0, ξ0) ako postoji ψ ∈ D(t)(Rd)
(resp. ψ ∈ D{t}(Rd)) takva da je ψ ≡ 1 u otvorenoj okolini tačke x0 i
otvoreni konus Γ ⊂ Rd \ {0} koji sadrži ξ0 tako da za svako h > 0 (resp.
postoji h > 0) postoji Ch > 0 tako da važi

|ψ̂f(ξ)| ≤ Che
−h|ξ|1/t , ∀ξ ∈ Γ. (6.6)

Skup WF(t)(f) (resp. (WF{t}) je (t)-talasni front (resp. {t}-talasni front) ul-
tradistribucije f i definǐsemo ga kao komplement skupa svih tačaka (x0, ξ0) ∈
Rd×(Rd\{0}) gde je f (t)-mikroregularna (resp. {t}-mikroregularna) (videti
[17] i [42, Definicija 1.7.1]).

Teorema 6.1. Neka f ∈ D′(t)(Rd) (resp. f ∈ D′{t}(Rd)) i (x0, ξ0) ∈ Rd ×
(Rd \ {0}). Sledeća tvrdenja su ekvivalentna:
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(i) Postoje ψ ∈ D(t)(Iε,x0) (resp. ψ ∈ D{t}(Iε,x0)), gde ε ∈ (0, 1) i ψ ≡ 1
u okolini x0 i otvoren konus Γ koji sadrži ξ0 tako da za za sve h > 0
(resp. postoji h > 0) postoji Ch > 0 važi

|ψ̂f(k)| ≤ Che
−h|k|1/t , ∀k ∈ Γ ∩ Zd. (6.7)

(ii) (x0, ξ0) /∈ WF(t)(f) (resp. (x0, ξ0) /∈ WF{t}(f)).

Dokaz. Tvrdenje ćemo dokazati samo u Rumijeovom slučaju. Skupljanjem
konusne okoline ξ0, možemo izabrati ψ u (6.6) koje ima proizvoljno mali
nosač oko x0. Time je dokazano da iz (ii) sledi (i). Dokažimo da iz (i) sledi
(ii). Pretpostavimo da važi (i). Dokažimo da postoji ε′ i otvoren konus koji
sadrži tačku ξ0 ∈ Γ1 tako da

(∀B ograničen skup u D{t}(Iε′,x0))(∃h > 0)(∃C ′h > 0)

(∀k ∈ Γ1 ∩ Zd) sup
ϕ∈B
|ϕ̂f(k)| ≤ C ′he

−h|k|1/t . (6.8)

Neka je ε′ takav da je ψ(x) = 1 za sve x ∈ Iε′,x0 i neka je Γ1 otvoren konus koji
sadrži ξ0 tako da Γ1 ⊂ Γ∪{0}. Pretpostavimo da je 0 < c < 1 konstanta koja
je manja od rastojanja izmedu ∂Γ i preseka konusa Γ1 sa jediničnom sferom.
Tada je

{
y ∈ Rd : (∃ξ ∈ Γ1)(|ξ − y| ≤ c|ξ|)

}
⊂ Γ. Neka je B ⊂ D{t}(Iε′,x0)

ograničen skup. Kako je ψϕ = ϕ, ∀ϕ ∈ B tada su f̂ϕ(k) Furijeovi koeficijenti
periodične ultradistribucije (ψf)p(ϕ)p. Prema tome, za ϕ ∈ B i k ∈ Γ1 ∩ Zd
imamo∣∣∣ϕ̂f(k)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑

|j|=−∞

ψ̂f(k − j)ϕ̂(j)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (
∑
|j|≤c|k|

+
∑
|j|≥c|k|

)|ψ̂f(k − j)ϕ̂(j)|

=: I1(k) + I2(k)

Odredimo sada ograničenje za I1(k): Imamo

I1(k) =
∑

|k−j|≤c|k|

|ψ̂f(j)||ϕ̂(k − j)| ≤ C sup
|k−j|≤c|k|

|ψ̂f(j)|,

gde konstanta C zavisi samo od B. Kako iz |k−j| ≤ c|k| sledi |j| ≥ (1−c)|k|,
imamo

sup
ϕ∈B, k∈Γ1

eh|k|
1/t

I1(k) ≤ C sup
k∈Γ1

eh|k|
1/t

sup
|k−j|≤c|k|

|ψ̂f(j)|

≤ C sup
j∈Γξ0

(1− c)−heh|j|1/t |ψ̂f(j)| = C(1− c)−hCh.
(6.9)
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Sada, odredimo ograničenje za I2(k). Da bismo to pokazali koristićemo da
iz |j| ≥ c|k| sledi |k − j| ≤ (1 + c−1)|j|. Na osnovu Pali-Vinerove teoreme za
svako h1 > 0 postoji C1 > 0 tako da je

|ψ̂f(k − j)| ≤ C1e
h1|k−j|1/t , k, j ∈ Zd.

Iz ograničenosti skupa B ⊂ D{t}(Rd) sledi

sup
ϕ∈B

∞∑
|j|=−∞

e(h1+h)|j|1/t|ϕ̂(j)| =: Kh <∞,

odakle dobijamo

sup
k∈Γ1

eh|k|
1/t

I2(k) ≤ C1 sup
k∈Γ1

eh|k|
1/t
∑
|j|≥c|k|

eh1|k−j|
1/t |ϕ̂(j)|

≤ C1C
−h(1 + c−1)h1Kh, ∀ϕ ∈ B.

(6.10)

Iz (6.9) i (6.10) sledi (6.8).
Koristeći (6.8), pokažimo da (x0, ξ0) /∈ WF{t}(f). Neka je ψ ∈ D{t}(Iε′,x0)

jednaka 1 u okolini tačke x0. Tada je skup B = {ϕs := ψe−s : s ∈ [0, 1)d}
ograničen podskup od D{t}(Iε′,x0). Odatle sledi

sup
s∈[0,1)d

|ψ̂f(k + s)| = sup
s∈[0,1)d

|ϕ̂sf(k)| ≤ C ′h
eh|k|1/t

, ∀k ∈ Γ1 ∩ Zd,

sup
ξ∈(Γ1∩Zd)+[0,1)d

eh|ξ|
1/t |ψ̂f(ξ)| ≤ (1 + 4d)h/2C ′h. (6.11)

Dalje, neka je Γ2 otvoren konus oko tačke ξ0 takav da je Γ2 ⊂ Γ1 ∪ {0} i
neka je c′ tako da važi

{
y ∈ Rd : (∃ξ ∈ Γ2)(|ξ − y| ≤ c′|ξ|)

}
⊂ Γ1. Tada je

Γ2 ∩ {ξ ∈ Rd : |ξ|c′ ≥ 1} ⊂ (Γ1 ∩ Zd) + [0, 1)d. Odatle je

sup
ξ∈Γ2

eh|ξ|
1/t |ψ̂f(ξ)| ≤ max{C ′′h , (1 + 4d)h/2C ′h} = Ch <∞,

gde je C ′′h = supξ∈Γ2, |ξ|<1/c′ e
h|ξ|1/t |ψ̂f(ξ)|. Dakle, (x0, ξ0) /∈ WF{t}(f) čime je

tvrdenje dokazano.
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Dodatak A

Sekvencijalna teorija
distribucija

A.1 Fundamentalni nizovi distribucija

U ovoj glavi dajemo sekvencijalni pristup teoriji distribucija koji je razvi-
jen u [1]. Navodimo definicije, tvrdenja i neke dokaze iz [1], da bismo mogli
da uporedimo sa rezultatima do kojih smo došli u [29].

Neka je Ω ⊂ Rd proizvoljan otvoren skup. Neka su α = (α1, . . . , αd),
β = (β1, . . . , βd), x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Sa α < x < β ćemo označavati
d-dimenzioni otvoren interval ako αi < xi < βi, i = 1, . . . d. Ako su αi i
βi, i = 1, . . . , d konačni, tada sa α ≤ x ≤ β ćemo označavati d-dimenzioni
zatvoren interval ako αi ≤ xi ≤ βi, i = 1, . . . d.

Definicija A.1. Niz (fn)n glatkih funkcija je fundamentalan na Ω ako za
svaki zatvoren i ograničen interval K sadržan u Ω postoji niz glatkih funkcija
(Fn)n i k ∈ Zd+ tako da važi:

(F ) fn = F (k)
n u K i Fn

C(K)−−−→, n→∞.

Koristićemo oznaku Fn
C(K)−−−→ da bismo označili da niz (Fn)n konvergira ka

neprekidnoj funkciji F u C(K).

Definicija A.2. Dva fundamentalna niza (fn)n i (gn)n u Ω su u relaciji ∼d,
u oznaci (fn)n ∼d (gn)n, ako za svaki zatvoren i ograničen interval K sadržan
u Ω postoje nizovi glatkih funkcija (Fn)n, (Gn)n i k ∈ Zd+ takvi da:

(E) fn = F (k)
n , gn = G(k)

n u K i Fn
C(K)−−−→ C(K)←−−− Gn, n→∞.
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Direktno iz definicije sledi:

Propozicija A.1. Dva fundamentalna niza (fn)n i (gn)n u Ω su u relaciji
∼d ako i samo ako je niz f1, g1, f2, g2, ... fundamentalan.

Lako se proverava da je relacija ∼d refleksivna i simetrična. Pokažimo
tranzitivnost ove relacije.

Propozicija A.2. Relacija ∼d je tranzitivna.

Dokaz. Ako je (fn)n ∼d (gn)n i (gn)n ∼d (hn)n, tada postoje nizovi glatkih
funkcija (Fn)n, (Gn)n, (Gn)n, (Hn)n i k, l ∈ Zd+ takvi da:

fn = F (k)
n , gn = G(k)

n u K, Fn
C(K)−−−→ C(K)←−−− Gn, n→∞,

i

gn = G
(l)

n , hn = H(l)
n u K, Gn

C(K)−−−→ C(K)←−−− Hn, n→∞.

Bez smanjenja opštosti, možemo pretpostaviti da je k = l. Uzimajući Hn =
Gn −Gn +Hn dobijamo

fn = F (k)
n , hn = H

(k)

n u K, Fn
C(K)−−−→ C(K)←−−− Hn, n→∞,

odakle sledi da je (fn)n ∼d (hn)n.

Kako je ∼d relacija elvivalencije, to se skup svih fundamentalnih nizova
u Ω može podeliti u disjunktne klase ekvivalencije tako da su dva fundamen-
talna niza u istoj klasi ako i samo ako su ekvivalentni. Te klase ekvivalencije
se nazivaju distribucije. Distribucija odredena fundamentalnim nizom (fn)n,
tj., klasa svih fundamentalnih nizova ekvivalentnih sa (fn)n se označava sa
f = [fn] = [(fn)n].

A.2 Operacije sa distribucijama

Množenje distribucije brojem
Operacija množenja distribucije [fn] sa brojem λ ima sledeća svojstva:

(i) Ako je niz (fn)n fundamentalan, tada je i niz (λfn)n fundamentalan.

(ii) Ako (fn)n ∼d (fn)n tada i (λfn)n ∼d (λfn)n.
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Sabiranje distribucija
Operacija sabiranja distribucija f = [fn] i g = [gn] ima sledeća svojstva:

(i) Ako su nizovi (fn)n i (gn)n fundamentalni, tada je i niz (fn + gn)n fun-
damentalan.

(ii) Ako (fn)n ∼d (fn)n i (gn)n ∼d (gn)n, tada (fn + gn)n ∼d (fn + gn)n.

Množenje distribucije glatkom funkcijom
Ako su nizovi f = [fn] i g = [gn] fundamentalni, njihov proizvod fg ne
mora da bude fundamentalan. Zato pretpostavimo da je ω glatka funkcija.
Pokažimo da ako je niz (fn)n fundamentalan u Ω, tada je i niz (ωfn)n fun-
damentalan u Ω.
Ako je niz (fn)n fundamentalan, tada za svaki zatvoren i ograničen interval
K u Ω postoji niz glatkih funkcija (Fn)n i k ∈ Zd+ tako da važi

fn = F (k)
n u K i Fn

C(K)−−−→, n→∞.

Pokažimo da je za svaki m ∈ Zd+ i za svaku glatku funkciju ω niz (ωF
(m)
n )n

fundamentalan. Dokaz ćemo izvesti indukcijom.
Slučaj m = 0 je jasan. Dalje, ako je niz (ωF

(m)
n )n fundamentalan za neko m,

tada je on fundamentalan za m + ej, gde je ej = (0, 0, ..., 1, ..., 0) (na j-toj
poziciji je 1) jer je

ωF (m+ej)
n = (ωF (m)

n )ej − ωejF (m)
n u K

i desna strana prethodne jednakosti je razlika dva fundamentalna niza. Dakle,
za m = k je niz (ωfn)n fundamentalan u Ω. Na taj način možemo definisati
proizvod distribucije f = [fn] i glatke funkcije ω i to označavamo sa ωf =
[ωfn].

A.3 Nizovi distribucija

Definicija A.3. Delta niz u Rd je niz (δn)n glatkih funkcija sa sledećim
osobinama:

(i) Postoji niz pozitivnih brojeva αn koji konvergira ka 0 takav da je δn(x) =
0 za |x| ≥ αn, n ∈ N,
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(ii)

∫
Rd
δn(x)dx = 1 za n ∈ N,

(iii) Za svaki k ∈ Zd+ postoji pozitivan ceo broj Mk takav da je

αkn

∫
Rd
|δ(k)
n (x)|dx ≤Mk za n ∈ N.

Propozicija A.3. Svaki delta niz je fundamentalan.

Delta niz odreden distribucijom δ = [δn] se naziva d-dimenziona Dirakova
delta distribucija.

Propozicija A.4. (i) Ako je (δn)n delta niz i f neprekidna funkcija na Ω,

tada f ∗ δn
C(K)−−−→ f , n→∞.

(ii) Ako je (δn)n delta niz i fn niz neprekidnih funkcija takvih da fn
C(K)−−−→ f ,

n→∞ tada fn ∗ δn
C(K)−−−→ f , n→∞.

Na osnovu Propozicije A.4, za svaku neprekidnu funkciju f u Ω i za svaki
delta niz (δn)n možemo pisati

f = [f ∗ δn]. (A.1)

Definicija A.4. Kažemo da niz distribucija (fn)n konvergira u Ω ka distri-
buciji f , i pǐsemo limn→∞ fn = f , akko za svaku distribuciju f definisanu
na Ω i za svaki zatvoren i ograničen interval K u Ω postoji k ∈ Zd+, niz
neprekidnih funkcija (Fn)n i neprekidna funkcija F u Ω tako da

fn = F (k)
n , n > n0, f = F (k) u K i Fn

C(K)−−−→ F, n→∞.

Propozicija A.5. Ako navedena granična vrednost postoji, tada je ona je-
dinstvena.

Da bismo ovo pokazali koristićemo sedeće tvrdenje:

Ako je (fn)n niz neprekidnih funkcija takav da fn
C(K)−−−→ f , n → ∞ i ako

je f
(m)
n = 0 za n = 1, 2, ..., tada je f (m) = 0 u Ω.

Dokaz. Ako fn → f i fn → g, n → ∞, tada postoje nizovi neprekidnih
funkcija (Fn)n, (Gn)n i k, l ∈ Zd+ takvi da

fn = F (k)
n , f = F (k); fn = G(l)

n , g = G(l), n > n0, u K
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i

Fn
C(K)−−−→ F, Gn

C(K)−−−→ G, n→∞.

Pretpostavimo da je k = l, jer u suprotnom možemo k i l zameniti većim
brojevima. Kako je

(Fn −Gn)(k) = 0 i Fn −Gn
C(K)−−−→ F −G, n→∞,

imamo (F − G)(k) = 0, odakle dobijamo da je f = g na K. Kako je K
proizvoljan podskup od Ω, tada je f = g u Ω.

Propozicija A.6. Ako niz distribucija (fn)n konvergira u Ω i ako je (δn)n
delta niz, tada niz (fn)n konvergira ka distribuciji [fn ∗ δn] u Ω.

Dokaz. Pokazaćemo da je niz (ϕn)n = (fn ∗ δn)n fundamentalan na Ω i da
niz fn konvergira ka [ϕn] kad n→∞.

Neka je K proizvoljan zatvoren i ograničen interval unutar Ω i neka je
K̃ zatvoren i ograničen interval unutar Ω takav da je K ⊂ K̃. Tada postoji
k ∈ Zd+, niz neprekidnih funkcija (Fn)n i neprekidna funkcija F u Ω tako da
važi

fn = F (k)
n i Fn

C(K̃)−−−→ F, n→∞.

Na osnovu Propozicije A.4 sledi

Fn ∗ δn
C(K)−−−→ F, n→∞. (A.2)

Kako je (Fn ∗ δn)(k) = ϕn, to je niz (ϕn)n fundamentalan u Ω. Prema tome,
on predstavlja distribuciju f u Ω. Na osnovu (A.2)

F = [Fn ∗ δn] u K i Fn ∗ δn
C(K)−−−→ F, n→∞.

Diferencirajući k puta prethodni izraz dobijamo

[ϕn] = F (k) u K i ϕn
C(K)−−−→ F (k), n→∞.

Prema tome, ϕn
C(K)−−−→ f, n → ∞. Kako (Fn − Fn ∗ δn)

C(K)−−−→ 0, n → ∞,

diferencirajući k puta dobijamo fn−ϕn
C(K)−−−→ 0, n→∞, odakle sledi fn → f ,

n → ∞. Kako je K proizvoljan zatvoren i ograničen interval u Ω, tada
fn → f u Ω kad n→∞.
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A.4 Temperirane distribucije

Prvo navodimo definicije i tvrdenja koja se odnose na L2 prostore.

Definicija A.5. Neka su cα kompleksni brojevi. Kažemo da red
∑∞
|α|=0 cαhα

konvergira bezuslovno u L2(Rd) ka funkciji f ∈ L2(Rd) i pǐsemo

f
2
=

∞∑
|α|=0

cαhα

akko za dato ε > 0 postoji konačan skup N0 ⊂ Zd+ takav da važi

‖f −
∑
α∈N

cαhα‖ < ε,

za svaki konačan skup N takav da je N0 ⊂ N ⊂ Zd+.

Teorema A.1. Red
∑∞
|α|=0 cαhα bezuslovno konvergira u L2 ako i samo ako

je
∑∞
|α|=0 |cα|2 <∞.

Teorema A.2. Red
∑∞
|α|=0 cαhα bezuslovno konvergira u L2 ka f ako i samo

ako f ∈ L2(Rd) i cα =
∫
Rd f(x)hα(x)dx.

Definǐsemo k- ti temperirani izvod distribucije f na Rd sa

Dkf = E−1(Ef)(k), k ∈ Zd+,

gde je E = E(x) = ex
2/4 = e(x21+...+x2d)/4. U nastavku koristimo oznaku

dkf = E(E−1f)(k).

Ako je F neprekidna funkcija na Rd, tada definǐsimo operaciju Sk na sledeći
način

SkF = E−1

∫ x

0

E(t)F (t)dtk. (A.3)

Jasno je
DkSkF = F,

pa je Sk inverzna operacija od Dk. Ona ne može biti definisana za proizvoljne
distribucije jer integral (A.3) ne postoji za sve distibucije. Sledeća teorema
se koristi u daljim tvrdenjima i navodimo je bez dokaza.
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Teorema A.3. Za date r,m, s ∈ Zd+ postoji β = β(r,m, s) sa sledećim
svojstvom: Ako je G neprekidna funkcija takva da je |G(x)| < x̂r, gde je
x̂r = (1 + |x1|)r1 · · · (1 + |xd|)rd, za sve x ∈ Rd, tada postoji neprekidna
funkcija F takva da je Dm+sF = G(m) i |F (x)| < βx̂r−s.

Definicija A.6. Kažemo da je distribucija f definisana na Rd temperirana
akko postoji funkcija F ∈ L2(Rd) takva da je DkF = f za neko k ∈ Zd+.
Drugim rečima, distribucija je temperirana akko je temperirani izvod nekog
reda funkcije iz L2(Rd).

Teorema A.4. Distribucija f je temperirana ako i samo ako postoje m, r ∈
Zd+ i neprekidna funkcija G tako da važi

G(m) = f i x̂−rG je ograničena u Rd. (A.4)

Dokaz. Pretpostavimo da je f temperirana distribucija, tj., da je f = DkF
gde je F ∈ L2(Rd). Neka je G(x) =

∫ x
0
F (t)dt. Tada, za pozitivnu konstantu

M , imamo

|G(x)| ≤
∣∣∣∣∫ x

0

dt ·
∫ x

0

|F (t)|2dt
∣∣∣∣1/2 ≤√|x1 · · ·xd| ·M ≤Mx̂1.

Ako je k = 0, tada je f = G′ i uslov (A.4) je ispunjen za m = r = (1, ..., 1).
Pretpostavimo da je za neki k ∈ Zd+ uslov (A.4) ispunjen, za pogodno

izabrane m i r. Neka f = Dk+ejF, F ∈ L2(Rd). Tada

f = DejDkF = DejG(m) = G(m+ej) +
1

2
xjG

(m)

= G(m+ej) +
1

2
(xjG)(m) − 1

2
mjG

(m−ej),
(A.5)

gdje je mj j− ta koordinata od m i ako je mj = 0, tada je mjG
(m−ej) = 0.

Odatle je
f = H(m+ej),

gde je

H(x) = G(x) +
1

2

∫ x

0

rjG(t)dtej − 1

2
mj

∫ x

0

G(t)dt2ej . (A.6)

Po induktivnoj pretpostavci je x̂−rG ograničena, pa je x̂−r−2ejH takode
ograničena. Tvrdenje sledi korǐstenjem indukcije.
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Obratno, pretpostavimo da je f = G(m), gde je G neprekidna funkcija
takva da je x̂−rG ograničena. Na osnovu teoreme A.3, postoji neprekidna
funkcija F takva da je Dm+r+1F = G(m) i |F (x)| < Mx̂−1, odakle sledi da je
F ∈ L2(Rd).

Definicija A.7. Kažemo da temperirana distribucija f pripada klasi T k akko
je oblika f = DkF , F ∈ L2(Rd).

A.5 Temperirana konvergencija nizova

Definicija A.8. Kažemo da niz temperiranih distribucija fn konvergira tem-

perirano ka distribuciji f , u oznaci fn
t−→ f , akko postoje funkcije Fn, F ∈

L2(Rd) takve da je fn = DkFn, f = DkF za neko fiksno k ∈ Zd+ i Fn
2−→ F ,

n→∞, tj., ∫
Rd
|Fn − F |2dx −→ 0 kad n→∞.

Teorema A.5. Niz temperiranih distribucija fn konvergira temperirano ka
distribuciji f ako i samo ako postoje m, r ∈ Zd+ i neprekidne funkcije Gn i G
takve da važi

fn = G(m)
n , f = G(m) (A.7)

i niz (x̂−rGn)n koji je ograničen i konvergira uniformno na Rd ka x̂−rG,
n→∞.

Dokaz. Pretpostavimo da fn temperirano konvergira ka f i neka je Gn(x) =∫ x
0
Fn(t)dt i G(x) =

∫ x
0
F (t)dt. Tada je

|Gn(x)−G(x)| ≤
∣∣∣∣∫ x

0

dt ·
∫ x

0

|Fn(t)− F (t)|2dt
∣∣∣∣1/2 ≤ x̂1εn, ε

2
n =

∫
Rd
|Fn−F |2.

Odavde sledi da x̂−1Gn konvergira uniformno na Rd ka x̂−rG kad n → ∞.
Ako je k = 0, tada je fn = G′n i f = G′. Uslov (A.7) je ispunjen za
m = r = (1, ..., 1).

Pretpostavimo da je za neko k ∈ Zd+ uslov (A.7) ispunjen, za pogodno
izabrane m i r. Neka je fn = Dk+ejFn i f = Dk+ejF . Tada iz (A.5) dobijamo

fn = G(m+ej)
n +

1

2
(xjGn)(m) − 1

2
mjG

(m−ej)
n .
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Neka je H definisano u (A.6). Stavljajući da je

Hn(x) = Gn(x) +
1

2

∫ x

0

rjGn(t)dtej − 1

2
mj

∫ x

0

Gn(t)dt2ej ,

dobijamo
H(m+ej)
n = fn i H(m+ej) = f.

Po induktivnoj pretpostavci x̂−rGn konvergira uniformno ka x̂−rG kad n→
∞ i niz je ograničen za neko r ∈ Zd+ , tj., postoji niz εn > 0, εn → 0 tako da
|Gn −G| ≤ εnx̂

r. Odatle je x̂−r−2ejHn takode ograničen i važi

|Hn −H| ≤ εnMjx̂
r+2ej ,

što znači da niz x̂−r−2ejHn konvergira uniformno ka x̂−r−2ejH kad n → ∞.
Korǐstenjem indukcije, dobijamo tvrdenje.

Obratno, pretpostavimo da važi (A.7) i da x̂−rGn konvergira uniformno
ka x̂−rG kad n → ∞ i da je ograničen. Tada postoje pozitivni brojevi M i
εn takvi da εn → 0 i

|Gn −G| < εnx̂
r, |G| ≤Mx̂r.

Na osnovu Teoreme A.3, postoje neprekidne funkcije Hn, F i β ∈ Zd+ tako
da je

Dm+r+1Hn = (Gn −G)(m), Dm+r+1F = G(m),

|Hn| ≤ εnβx̂
−1, |F | ≤Mβx̂−1.

Odavde vidimo da Hn, F ∈ L2(Rd) i da Hn
2−→ 0, n→∞. Odatle je funkcija

Fn = Hn + F ∈ L2(Rd) i Fn
2−→ F , n → ∞. Jasno je da Dm+r+1Fn = fn i

Dm+r+1F = f , pa niz fn temperirano konvergira ka f , n→∞.

A.6 Unutrašnji proizvod

Definicija A.9. Neka je Ω ⊂ Rd otvoren skup i pretpostavimo da je nosač
funkcije ψ ∈ D u Ω. Tada je

(ϕ, ψ) =

∫
Ω

ϕψdx

definisan za svaku glatku funkciju ϕ ∈ Ω.
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Sa D označavamo prostor svih glatkih funkcija sa ograničenim nosačem
(to je najmanji zatvoren skup ivan koga je ona jednaka nuli). Prisetimo se
da je glatka funkcija ψ ∈ Rd brzo opadajuća ako je za proizvoljan polinom p
i k ∈ Zd+ proizvod pψ(k) ograničen. Klasu brzo opadajućih glatkih funkcija
ćemo označiti sa S. Jasno je da je S linearan prostor. Ako ψ ∈ S, tada za
svaki polinom p i za svaki k ∈ Zd+, pψ(k) ∈ S i (pψ)(k) ∈ S. Jasno je da je
D ⊂ S i D je gust u S.

Teorema A.6. Neka ψn, ψ ∈ S i k ∈ Zd+. Ako Dkψn
2−→ Dkψ, n→∞, tada

dkψn
2−→ dkψ, n→∞ i obratno.

Definicija A.10. Kažemo da niz ψn ∈ S konvergira u S ka ψ ∈ S i pǐsemo

ψn
S−→ ψ, n → ∞, ako za svaki k ∈ Zd+ važi Dkψn

2−→ Dkψ (dkψn
2−→ dkψ),

n→∞.

Neka je ϕ fiksan elemenat iz S i neka je f temperirana distribucija. Po-

kazaćemo da svi nizovi (f, ϕn), gde ϕn ∈ D i ϕn
S−→ ψ, n→∞, konvergiraju

ka istoj graničnoj vrednosti. Tu graničnu vrednost ćemo označiti sa (f, ψ) i
nazivamo je unutrašnji proizvod.

Kako je f temperirana distribucija, tada postoji funkcija F ∈ L2 takva
da DkF = f . Parcijalnom integracijom dobijamo (Dkf, ψ) = (−1)k(f, dkψ),
odakle sledi

(f, ϕn) = (DkF, ϕn) = (−1)k(F, dkϕn). (A.8)

Iz Teoreme A.6 dobijamo da dkϕn
2−→ dkψ, n → ∞. Odavde sledi da

(F, dkϕn) → (F, dkψ), n → ∞, i da granična vrednost (f, ϕn) postoji.
Pokažimo da je nezavisan od izbora ϕn. Pretpostavimo da sem niza ϕn

postoji niz ψn ∈ D takav da ψn
S−→ ψ, n→∞. Tada niz

ϕ1, ψ1, ϕ1, ψ2, ...

takode konvergira u S ka ψ i niz (f, ϕ1), (f, ψ1), (f, ϕ2), (f, ψ2), ... je konver-
gentan, odakle sledi da nizovi (f, ϕn) i (f, ψn) konvergiraju ka istoj graničnoj
vrednosti. Puštajući n→∞ u formuli (A.8) dobijamo

(DkF, ψ) = (−1)k(F, dkψ), F ∈ L2(Rd), (A.9)

koja će nam koristiti u nastavku.
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Teorema A.7. Ako je f temperirana distribucija, ψn, ψ ∈ S i ψn
S−→ ψ,

n→∞, tada (f, ψn)→ (f, ψ), n→∞.

Dokaz. Kako je f temperirana distribucija, tada postoji funkcija F ∈ L2(Rd)
i k ∈ Zd+ tako da je DkF = f . Na osnovu (A.9) sledi

|(f, ψn)− (f, ψ)| = |(F, dk(ψn − ψ))| ≤ ‖F‖2‖dk(ψn − ψ)‖2 → 0,

kad n→∞ i time završavamo dokaz.

Teorema A.8. Ako je fn
t−→ f i ψn

S−→ ψ, n → ∞, tada (fn, ψn) → (f, ψ),
n→∞.

Dokaz. Kako fn
t−→ f , n→∞, tada postoje funkcije Fn, F ∈ L2(Rd) i k ∈ Zd+

tako da je DkFn = fn, DkF = f i Fn
2−→ F , n→∞. Odatle je

|(fn, ψn)− (f, ψ)| = |(fn, ψn − ψ)|+ |(fn − f, ψ)|

≤ |(Fn, dk(ψn − ψ))|+ |(Fn − F, dkψ)|
≤ ‖Fn‖2‖dk(ψn − ψ)‖2 + ‖Fn − F‖2 · ‖dkψ‖2 → 0,

kad n→∞ odakle sledi tvrdenje.

A.7 Temperirani Ermitovi redovi

Pǐsemo

f
t
=

∞∑
|α|=0

aαhα,

ako i samo ako za svaki niz An konačnih podskupova od Zd+ takav da An ⊂
An+1 i limn→∞An = Zd+, niz suma fn =

∑
α∈An aαhα temperirano konvergira

ka f .
Neka F ∈ L2(Rd). Tada je na osnovu Teoreme A.2 F =

∑∞
|α|=0 cαhα, gde je∑∞

|α|=0 |cα|2 <∞ jer iz L2 konvergencije sledi t-konvergencija. Iz dk
√
α!hα =

(−1)k
√

(α + k)!hα+k, D
k(hα/

√
α!) = 1/

√
(α− k)!hα−k, za k ≤ α; Dkhα = 0

za k > α (k, α ∈ Zd+) sledi

DkF =
∑
α≥k

√
α!

(α− k)!
cαhα−k, (A.10)
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dkF =
∞∑
|α|=0

(−1)k
√

(α + k)!

α!
cαhα+k.

Neka je aα =
√

((α + k)!/α!)cα+k, tada (A.10) postaje

DkF =
∞∑
|α|=0

aαhα. (A.11)

Kako je
∑∞
|α|=0 |cα|2 < ∞, to možemo napraviti i procenu za

∑∞
|α|=0 |aα|2.

Uvedimo oznaku α̃ = maxj=1,...,d{1, αj}. Koristići nejednakost

α̃k ≤ (α + k)!

α!
≤ Kα̃k, (A.12)

koja važi za pogodno izabrano K, dobijamo

∞∑
|α|=0

α̃−k|aα|2 <∞. (A.13)

Obratno, ako važi (A.13) tada red
∑∞
|α|=0 aαhα t-konvergira ka distribuciji

f koja je u klasi T k. Kako red
∑∞
|α|=0

√
α!

(α+k)!
aαhα+k, k ∈ Zd+, konvergira

u L2 ka integrabilnoj funkciji G. Kako je DkG =
∑∞
|α|=0 aαhα, sledi da je

f = DkG. Ovim smo dokazali:

Teorema A.9. Ako za neko k ∈ Zd+ važi (A.13), tada postoji temperirana
distribucija f klase T k takva da

f
t
=

∞∑
|α|=0

aαhα. (A.14)

Obratno, ako je f temperirana distribucija klase T k, tada postoje brojevi aα
koji ispunjavaju (A.13) i (A.14). Važi i

aα = (f, hα) (A.15)

otatle sledi da je razvoj date distribucije u Ermitov red jedinstven.

Dokaz. Još nam je preostalo da pokažemo da važi (A.15). Primenimo unu-
trašnji proizvod na levu i desnu stranu (A.15) sa hβ. Kako je (hα, hβ) = 0 za
α 6= β i (hα, hβ) = 1 za α = β, po Teoremi A.8 dobijamo (f, hα) = aα
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Posledica A.1. Ako za neki k ∈ Zd+ i pozitivan broj M važi

|aα| < Mα̃k za α ∈ Zd+, (A.16)

tada postoji temperirana distribucija f takva da važi (A.14). Obratno, svaka
temperirana distribucija f se može razviti u Ermitov red oblika (A.14) tako
za važi (A.16) za neki k ∈ Zd+ i pozitivan broj M . Ovaj razvoj je jedinstven
i njegovi koeficijenti dati formulom (A.15) su jedinstveni.

A.8 Prostori nizova i matrica

U prethodnom poglavlju je pokazano da se svaka temperirana distribu-
cija može na jedinstven način razviti u Ermitov red. Dakle, postoji ”1-
1”korespodencija izmedu takve distribucije i odgovarajuće matrice (matrice
koeficijenata). Na primer, ako diferenciramo neku distribuciju, odgovarajuća
matrica je u stvari pomnožena odgovarajućim koeficijentima. Prema tome,
možemo neku klasu distribucija posmatramo kao klasu odgovarajućih ma-
trica.

Kete-Ešelon i Kete-ko-Ešelon prostori

Sa H ćemo označiti skup svih nizova A = (a1, a2, ...) čiji elementi aj
pripadaju normiranom prostoru X nad poljem C. Normu elementa x ∈
X ćemo označiti sa |x|. U nastavku, nizove A ćemo nazvati vektorima, a
elemente aj njhovim koordinatama. Vektor A je realan (kompleksan) akko
su sve njegove koordinate realne (kompleksne). Koristićemo oznake λA =
(λa1, λa2, ...), λ ∈ C. Ako B = (b1, b2, ...) ∈ H tada je

A+B = (a1 + b1, a2 + b2, ...); AB = (a1b1, a2b2, ...).

Ako su sve koordinate vektora A realne i različite od nule, tada je A−1 =(
1
a1
, 1
a2
, ...
)
. Koristićemo oznake:

|A| = sup
j
|aj| i ‖A‖ = |a1|+ |a2|+ ....

Jasno |A| ≤ ‖A‖. Važi i

|λA| = |λ| · |A|, |A+B| ≤ |A|+ |B|, |AB| ≤ |A| · |B|, ‖λA‖ = |λ| · ‖A‖,
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‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖, ‖AB‖ ≤ |A| · ‖B‖.

Unutrašnji proizvod (A,B), gde je jedan od faktora kompleksan vektor, je red∑
i∈N aibi . Unutrašnji proizvod postoji ako i samo ako ovaj red konvergira.

Primetimo da je ‖AB‖ =
∑

i∈N |aibi| . Prema tome, (A,B) postoji ako je
‖AB‖ <∞ i važi |(A,B)| ≤ ‖AB‖.

Pretpostavimo da je dat niz vektora T1, T2, ... čije su koordinate pozitivne
i koji ima sledeće svojstvo:

|TkT−1
k+1| <∞.

Vektor A takav da je |T−1
k A| < ∞ za neko k se naziva temperirani vektor.

Realan vektor A za koji važi da je ‖TkA‖ <∞, za k = 1, 2, ... se naziva brzo
opadajući vektor. U tom slučaju, ako su koordinate vektora A brojevi, skup
svih temperiranih vektora se naziva Kete ko-Ešelon prostor i skup svih brzo
opadajućih vektora se naziva Kete Ešelon prostor.

Ako je vektor A brzo opadajući i B temperiran, tada unutrašnji proizvod
(A,B) postoji. To sledi iz nejednakosti ‖AB‖ ≤ ‖TkA‖ · |T−1

k B|.
Ako je dat niz T1, T2, ..., tada su prostori T (prostor svih temperiranih

vektora) i R (prostor realnih brzo opadajućih vektora) jedinstveno odredeni.
Obrat nije tačan, tj niz T1, T2, ... nije jedinstven.

Prostor matrica

U nastavku ćemo vektor A = (a1, a2, ...) posmatrati kao matricu. Neka je
M neki prebrojiv skup indeksa p i posmatrajmo funkcije A = {ap} definisane
na M koje imaju vrednosti u datom normiranom prostoru X nad poljem C.
Funkcije u M se nazivaju matricama i skup svih takvih funkcija ćemo označiti
sa X. Koristimo oznake:

λA = {λap}, A+B = {ap + bp} ako A, B ∈ X.

Ako je jedna od matrica kompleksna ili realna, tada AB = {apbp}. Dalje je,

|A| = sup
p∈M
|ap|, ‖A‖ =

∑
p∈M

|ap|.

Unutrašnji proizvod (A,B) je
∑

p∈M apbp i jedan od faktora je kompleksna
ili realna matrica. Jasno je da (A,B) postoji ako je ‖AB‖ <∞.
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Pretpostavimo da je dat niz pozitivnih matrica T1, T2, ... definisan na
M i da ima sledeće svojstvo

|TkT−1
k+1| <∞.

Svaka matrica A za koju je |T−1
k A| < ∞ za neko k se naziva temperirana

matrica. Svaka realna matrica A takva da je ‖TkA‖ < ∞ za k = 1, 2, ... je
brzo opadajuća matrica. Ako je A brzo opadajuća matrica, a B temperirana,
tada njihov unutrašnji proizvod uvek postoji.

Definicija A.11. Kažemo da je U(R) funkcional na prostoru R brzo opa-
dajućih matrica ako za svako R ∈ R je vrednost od U(R) broj.

Funkcional U(R) je linearan ako za sve brojeve λ, µ i R, S ∈ R je

U(λR + µS) = λU(R) + µU(S).

Definicija A.12. Funkcional U(R) je neprekidan ako je limn→∞ U(Rn) =

U(R) za svaki niz matrica Rn ∈ R takav da Rn
R−→ R, n→∞, tj., ‖Tk(Rn−

R)‖ → 0 kad n→∞, za svaki fiksan k ∈ N.

Teorema A.10. Za svaki neprekidan linearan funkcional U na R postoji
jedinstvena temperirana matrica A takva da je

U(R) = (A,R) za sve R ∈ R. (A.17)

Obratno, za svaku temperiranu matricu A izraz (A.17) predstavlja neprekidan
linearan funkcional. Odnos u (A.17) izmedu neprekidnog linearnog funkcio-
nala na R i temperirane matrice A je ”1-1”.

Definicija A.13. Kažemo da niz temperiranih distribucija (fn)n t− konver-
gira ka temperiranoj distribuciji f ako postoje funkcije Fn, F ∈ L2(Rd) i
k ∈ Zd+ tako da važi

DkFn = f, DkF = f i Fn
2−→ F, n→∞. (A.18)

Teorema A.11. Niz temperiranih distribucija fn =
∑∞
|α|=0 aα,nhα t− kon-

vergira ka ultradistribuciji f =
∑∞
|α|=0 aαhα ako i samo ako

∞∑
|α|=0

α̃−k|aα,n − aα|2 → 0, n→∞. (A.19)
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Dokaz. Pretpostavimo da Fn, F ∈ L2(Rd) i da važi (A.18). Iz Parsevalove
jednakosti je

∫
Rd |Fn − F |

2dx =
∑∞
|α|=0 |cα,n − cα|2, gde su cα,n i cα Ermitovi

koeficijenti od Fn i F respektivno. Kako je

aα,n − aα =

√
(α + k)!

α!
(cα+k,n − cα+k),

tada je na osnovu (A.12) |cα+k,n−cα+k|2 ≤ α̃−k|aα,n−aα|2 ≤ K|cα+k,n−cα+k|2,
gde K zavisi samo od k.

Neka je Tk = {α̃k}, α ∈ Zd+, k ∈ N. Označimo sa T klasu svih kom-
pleksnih matrica A = {aα}, α ∈ Zd+ tako da |AT−1

k | < ∞ za neko k ∈ N.
Elementi prostora T su temperirane matrice.

Definicija A.14. Kažemo da je {aα} koeficijent matrice temperirane distri-
bucije f ako je f =

∑∞
|α|=0 aαhα.

Iz Posledice A.1 sledi da je korespodencija izmedu S ′ i T ”1− 1”.

A.9 Temperirane distribucije kao funkcionali

Kažemo da je T (ψ) funkcional na S ako je vrednost od T (ψ) broj, za
sve ψ ∈ S. Funkcional T (ψ) je neprekidan ako je limn→∞ T (ψn) = T (ψ)
za svaki niz funkcija ψn ∈ S koji konvergira ka ψ ∈ S kad n → ∞. Sa
Mf ćemo označiti matricu koja odgovara temperiranoj distribuciji f , a sa
mA distribuciju koja odgovara kompleksnoj (ili realnoj) matrici A tako da
je mMA = A i Mmf = f . Jasno je da je M(λf + µg) = λMf + µMg,
m(λA + µB) = λmA + µmB. Odatle sledi da ako je T (ψ) linearan funkci-
onal na S, tada je U(R) = T (mR) linearan funkcional na prostoru R brzo
opadajućih matrica. Obratno, ako je U linearan funkcional na R, tada je
T (ψ) = U(Mψ) linearan funkcional na S. Ova korespodencijaje ”1-1”jer
iz U(R) = T (mR) sledi U(Mψ) = T (mMψ) = T (ψ). Štavǐse, ako je U
neprekidan, tada je T neprekidan i obratno. Pokazali smo da postoji ”1-
1”korespodencija izmedu neprekidnih linearnih funkcionala na S i R pa se
Teorema A.10 može formulisati i na sledeći način:

Teorema A.12. Za svaki neprekidan linearan funkcional T na S postoji
jedinstvena temperirana distribucija f takva da je

T (ψ) = (f, ψ) za sve ψ ∈ S. (A.20)
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Obratno, za svaku temperiranu distribuciju f jednakost (A.20) predstavlja
neprekidan linearan funkcional na S. Korespodencija (A.20) izmedu nepre-
kidnih linearnih funkcionala na S i temperiranih distribucija je ”1-1”.

Dokaz. Ako je T (ψ) neprekidan linearan funkcional na S, tada je T (mR)
neprekidan linearan funkcional na R. Po Teoremi A.10 postoji temperirana
matrica A takva da je T (mR) = (A,R) za sve R ∈ R i (A,R) = (mA,mR).
Neka je f = mA. Tada je T (mR) = (f,mR). Sada je svako ψ ∈ S oblika mR,
za neko R ∈ R, pa je T (ψ) = (f, ψ). Distribucija f je jedinstveno odredena sa
T , jer ako je (f, ψ) = (g, ψ) za svako ψ ∈ S, tada je (Mf,Mψ) = (Mg,Mψ).
Kako je svaka matrica R ∈ R oblika R = Mψ, ψ ∈ S, tada je (Mf,R) =
(Mg,R) za sve R ∈ R. Odavde sledi da je Mf = Mg, pa je f = g.

A.10 Distribucije kao funkcionali

L. Švarc je definisao distribucije na nekom otvorenom skupu Ω ⊂ Rd

kao funkcionale na prostoru D(Ω) glatkih funkcija čiji su nosači ograničeni i
sadržani u Ω. Kažemo da je T (ϕ) funkcional na D(Ω) ako je vrednost T (ϕ)
broj za sve ϕ ∈ D(Ω). Funkcional T je:

- linearan ako je T (λϕ+ µψ) = λT (ϕ) + µT (ψ) za sve λ, µ ∈ R i ϕ, ψ ∈
D(Ω);

- neprekidan ako je limn→∞ T (ϕn) = T (ϕ) za svaki niz ϕn koji konvergira
ka ϕ ∈ D(Ω) kad n → ∞, tj. za svaki niz funkcija ϕn ∈ D(Ω),

suppϕn ⊂ K ⊂ Ω, za koji ϕ
(k)
n

C(Ω)−−→ ϕ(k), n→∞.

Sledeću teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema A.13. Ako je f distribucija na Ω i ako je (f, ϕ) = 0 za sve ϕ ∈
D(Ω), tada je f = 0 na Ω.

Sledeća teorema nam daje vezu izmedu klasičnog i sekvencijalnog pristupa
distribucijama.

Teorema A.14. Za svaki neprekidan linearan funkcional na D(Ω) postoji
jedinstvena distribucija u Ω takva da je

T (ϕ) = (f, ϕ) za sve ϕ ∈ D(Ω). (A.21)
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Obratno, za svaku distribuciju f u Ω, izraz (A.21) predstavlja neprekidan
linearan funkcional na D(Ω). Korepodencija izmedu neprekidnih linearnih
funkcionala u D(Ω) i distribucija u Ω je ”1-1”.

Dokaz. Neka je K proizvoljan ograničen otvoren skup u Ω i neka je κ funkcija
sečenja na Rd takva da je κ ≡ 1 u K i κ ≡ 0 izvan K1, gde je K1 ograničen
i zatvoren skup u Ω takav da je K ⊂ K1. Ako je T neprekidan linearan
funkcional na D(Ω), tada je

TK(ψ) = T (κψ)

neprekidan linearan funkcional na S takav da je TK(ϕ) = T (ϕ) za sve
ϕ ∈ D(Ω), suppϕ ⊂ K. Na osnovu Teoreme A.12 postoji temperirana
distribucija fK takva da je TK(ψ) = (fK , ψ) za ψ ∈ S. Prema tome,
T (ϕ) = (fK , ϕ) za sve ϕ ∈ D(Ω), suppϕ ⊂ K.

Ako pretpostavimo da su K̃ i
˜̃
K ograničeni otvoreni skupovi u Ω, tada

postoje temperirane distribucije fK̃ i f ˜̃
K

sa nosačima u K̃ i
˜̃
K respektivno,

tako da je T (ϕ) = (fK̃ , ϕ) i T (ϕ) = (f ˜̃
K
, ϕ). Odatle je (fK̃ − f ˜̃

K
, ϕ) = 0 za

sve ϕ ∈ D(Ω), suppϕ ⊂ K̃ ∩ ˜̃K, pa iz Teoreme A.13 sledi da je fK̃ = f ˜̃
K

na

K̃ ∩ ˜̃K .
Dakle, pokazali smo da postoji familija (temperiranih) distribucija fK

koja odgovara familiji F ograničenih otvorenih skupova u Ω tako da je fK̃ =

f ˜̃
K

na K̃ ∩ ˜̃K. Tada postoji distribucija f u Ω takva da je f = fK za sve

K ∈ F . Ovim smo dokazali da je T (ϕ) = (fK , ϕ) = (f, ϕ) jer je f = fK na
K. Iz Teoreme A.13 sledi jedinstvenost distribucije f .
Obratan deo tvrdenja se lako proverava.
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lution in Ultradistribution Spaces, World Scientific Publishing Co. Pte.
Ltd., 2007.
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[15] L. Hörmander, Lectures on nonlinear hyperbolic differential equations,
Springer-Verlag, 1997.
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[27] D. Kovačević, S. Pilipović, Structural properties of the space of tempered
ultradistributions, Proc. Conf. on Complex Analysis and Generalized
Functions, Varna 1991, Publ. House of the Bulgar. Acad. Sci., Sofia,
(1993), 169-184.

[28] M. Langenbruch, Hermite functions and weighted spaces of generalized
functions, Manuscripta Math. 119 (2006), 269-285.
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[39] S. Pilipović, B. Prangoski, Anti-Wick and Weyl quantization on ultra-
distribution spaces, J. Math. Pures App, (9) 103 (2015), 472-503.
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Naučna oblast (UDK): Matematika (Funkcionalna analiza)

103



III. Ocena i odbrana

Datum prijave teme:

Broj odluke i datum prihvatanja doktorske disertacije:

Komisija za ocenu podobnosti teme i kandidata:

Predsednik:
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