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Neke klase spektralno ogranicenih grafova

Apstrakt:

Spektralna teorija grafova je grana matematike koja je nastala pedesetih godina
proslog veka i od tada se neprestano razvija. Njen znacaj ogleda se u brojnim
primenama, naroc¢ito u hemiji, fizici, racunarstvu i drugim naukama. Grane mate-
matike, kao Sto su linearna algebra i, posebno, teorija matrica imaju vaznu ulogu
u spektralnoj teoriji grafova. Postoje razli¢ite matri¢ne reprezentacije grafa. Naj-
viSe su izuCavane matrica susedstva grafa i Laplasova (P.S. Laplace) matrica, a
zatim i Zajdelova (J.J. Seidel) i takozvana nenegativna Laplasova matrica. Spektral-
na teorija grafova u suStini uspostavlja vezu izmedu strukturalnih osobina grafa i
algebarskih osobina njegove matrice, odnosno razmatra o kojim se strukturalnim
osobinama (kao $to su povezanost, bipartitnost, regularnost i druge) mogu dobiti
informacije na osnovu nekih svojstava sopstvenih vrednosti njegove matrice. Veliki
broj dosadasnjih rezultata iz ovog Sirokog polja istrazivanja moze se na¢i u slede¢im
monografijama: [20], [21], [23] i [58].

Disertacija sadrzi originalne rezultate dobijene u nekoliko podoblasti spektralne
teorije grafova. Tirezultatiizlozeni su u tri celine — glave, od kojih je svaka podeljena
na poglavlja, a neka od njih na potpoglavlja. Na pocetku svake glave, u posebnom
poglavlju, formulisan je problem koji se u toj glavi razmatra, kao i postojeci rezultati
koji se odnose na zadati problem, a neophodni su za dalja razmatranja. U ostalim
poglavljima predstavljeni su originalni rezultati, koji se nalaze i u radovima [3], [4],
[47], [48], [49], [50], [51] i [52]-

U prvoj glavi razmatra se druga sopstvena vrednost regularnih grafova. Postoji
dosta rezultata o grafovima ¢ija je druga po veli¢ini sopstvena vrednost ograni¢ena
odozgo nekom (relativno malom) konstantom. Posebno, druga sopstvena vrednost
ima znacajnu ulogu u odredivanju strukture regularnih grafova. Poznata je karak-
terizacija regularnih grafova koji imaju samo jednu pozitivnhu sopstvenu vrednost
(videti [20]), a razmatrani su i regularni grafovi sa osobinom Ay <1 (videti [64]). U
okviru ove disertacije prosiruju se rezultati koji se nalaze u radu [64], a predstavljaju

se i neki opsti rezultati koji se odnose na vezu odredenih spektralnih i strukturalnih



osobina regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova.

Povezani regularni grafovi sa malim brojem razli¢itih sopstvenih vrednosti pre-
dmet su mnogih istrazivanja buduci da imaju interesantnu (kombinatornu) struk-
turu. Problemom odredivanja strukture povezanih regularnih grafova sa ta¢no Ce-
tiri razli¢ite sopstvene vrednosti bavili su se Van Dam (E.R. van Dam) i Spens (E.
Spence), i postigli znacajne rezultate koji su predstavljeni u radovima [27] i [32]. Ta-
kode, svi povezani regularni bipartitni grafovi sa cetiri razli¢ite sopstvene vrednosti
okarakterisani su kao grafovi incidencije uravnotezenih nekompletnih blok-sema (vi-
deti monografiju [20]), a postoje i rezultati koji se odnose na regularne bipartitne
grafove sa pet sopstvenih vrednosti (videti [33]). U ovoj disertaciji posebno se raz-
matraju regularni bipartitni grafovi sa tri razlicite nenegativne sopstvene vrednosti,
kao i regularni bipartitni grafovi bez c¢etvorouglova. Takode, osim Sto su dati op-
Sti rezultati slicni onima iz Glave 1, ali za bipartitne grafove, razmatra se i odnos
regularnih bipartitnih grafova sa odredenim vrstama blok-Sema.

U Glavi 3 razmatraju se takozvani ugnezdeni grafovi i njihova nenegativna La-
plasova matrica. Ugnezdeni grafovi imaju vaznu ulogu u istrazivanjima koja se
odnose na grafove sa maksimalnim indeksom, u smislu matrice susedstva i u smislu
nenegativne Laplasove matrice. Poznato je da graf sa maksimalnim indeksom ili
maksimalnim @-indeksom datog reda i veli¢ine mora biti ugnezdeni graf (videti |7]
i [22]). Posebno se razmatraju bipartitni ugnezdeni grafovi (takozvani duplo ugnez-
deni grafovi). Dati su i rezultati sli¢ni postoje¢im za njihove nebipartitne srodnike.
Do sada ne postoji mnogo rezultata koji se odnose na drugu sopstvenu vrednost ne-
negativne Laplasove matrice grafa (videti, na primer, [6] ili [25]). Zato se razmatra
veza izmedu strukture ugnezdenih grafova i druge sopstvene vrednosti (ali i nekih

drugih sopstvenih vrednosti) njihove nenegativne Laplasove matrice.

Kljucne reci: matrica susedstva grafa, nenegativna Laplasova matrica grafa, spek-
tar grafa, nenegativni Laplasov spektar grafa, druga sopstvena vrednost, regularan
graf, bipartitni graf, ugnezdeni graf, uravnotezena nekompletna blok-Sema, deli-
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Some classes of spectrally constrained graphs

Abstract:

Spectral graph theory is a branch of mathematics that emerged more than sixty years
ago, and since then has been continuously developing. Its importance is reflected
in many interesting and remarkable applications, esspecially in chemistry, physics,
computer sciences and other. Other areas of mathematics, like linear algebra and
matrix theory have an important role in spectral graph theory. There are many
different matrix representations of a given graph. The ones that have been studied
the most are the adjacency matrix and the Laplace matrix, but also the Seidel
matrix and the so-called signless Laplace matrix. Basically, the spectral graph
theory establishes the connection between some structrural properties of a graph
and the algebraic properties of its matrix, and considers structural properties that
can be described using the properties of the eigenvalues of its matrix. Systematized
former results from this vast field of algebraic graph theory can be found in the
following monographs: [20], [21], |23] i [58|.

This thesis contains original results obtained in several subfields of the spectral
graph theory. Those results are presented within three chapters. Each chapter is
divided into sections, and some sections into subsections. At the beginning of each
chapter (in an appropriate sections), we formulate the problem considered within
it, and present the existing results related to this problem, that are necessary for
further considerations. All other sections contain only original results. Those results
can also be found in the following papers: [3], [4], [47], [48], [49], [50], [51] and [52].

In the first chapter we consider the second largest eigenvalue of a regular graph.
There are many results concerning graphs whose second largest eigenvalue is upper
bounded by some (relatively small) constant. The second largest eigenvalue plays
an important role in determining the structure of regular graphs. There is a known
characterization of regular graphs with only one positive eigenvalue (see [20]), and
regular graphs with the property Ay < 1 have also been considered (see [64]). Within
this thesis we extend the results given in [64], and we also present some general

results concerning the relations between some structural and spectral properties of



regular triangle-free graphs.

Connected regular graphs with small number of distinct eigenvalues have been
extensively studied, since they usually have an interesting (combinatorial) struc-
ture. Van Dam and Spence considered the problem of determining the structure of
connected regular graphs with exactly four distinct eigenvalues, and they achieved
important results presented in papers [27] and [32]. All connected regular bipar-
tite graphs with exactly four distinct eigenvalues are characterized as the incidence
graphs of balanced incomplete block designs (see monograph [20]). There are also
results concerning regular bipartite graphs with exactly five distinct eigenvalues (see
[33]). In this thesis, in the second chapter, we consider regular bipartite graphs with
three distinct non-negative eigenvalues, and also quadrangle-free regular bipartite
graphs. Besides some general results similar to those given in the first chapter,
but this time for bipartite graphs, we also present results concerning the relations
between regular bipartite graphs and certain kinds of block designs.

In the third chapter we consider the so-called nested graphs and their signless
Laplace matrix. Nested graphs play an important role in the research concerning
graphs with maximal index, in terms of the adjacency matrix and in terms of the
signless Laplace matrix. It is a known fact that a graph with maximal index, or
maximal (-index, of given order and size, must be nested graph (see [7] and [22]).
Here we consider bipartite nested graphs (the so-called double nested graphs). We
also present results concerning double nested graphs that are similar to the existing
results concerning their non-bipartite counterparts. There are no many results con-
cerning the second largest eigenvalue of the signless Laplace matrix of a graph (see,
for example, [6] or [25]). That is why we consider the relations between the structure
of nested graphs and the second largest eigenvalue (but also some other eigenvalues)

of their signless Laplace matrix.

Keywords: adjacency matrix, signless Laplace matrix, graph spectrum, signless La-
place spectrum, second largest eigenvalue, regular graph, bipartite graph, nested
graph, balanced incomplete block design, partially balanced incomplete block de-

sign
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Glava 0

Uvod

U uvodnoj glavi dajemo kratak pregled pojmova i termina, kao i postojec¢ih rezul-
tata koje koristimo u disertaciji. Kad god je to moguce, koristimo postojece termine
na srpskom jeziku koji su uobicajeni za spektralnu i algebarsku teoriju grafova, kao i
odgovarajuce oznake. Medutim, za neke pojmove ne postoje odgovarajuce reference
u nasem jeziku. Buduéi da se ti pojmovi uglavnom javljaju u literaturi pisanoj na
engleskom, dajemo njihov prevod na srpski jezik, kao i njihov naziv na engleskom
jeziku, na mestu njihovog prvog pojavljivanja u tekstu, a nadalje koristimo uve-
deni pojam na srpskom. Pozivanja na tvrdenja i formule data su prema njihovoj
numeraciji u tekstu.

Neka je G prost graf (neorijentisan i bez petlji i viSestrukih grana) sa n ¢vorova.
Karakteristi¢ni polinom grafa GG definiSe se kao karakteristi¢ni polinom njegove ma-
trice susedstva Ag = (a;;), gde je a;; = 1 ako postoji grana izmedu ¢vorova i i j, a

0 inace. Sopstvene vrednosti grafa G, u oznaci

M(G) 2 Xa(G) =2 - = M(G),

jesu sopstvene vrednosti matrice Ag, a njegov spektar se definiSe kao kolekcija njego-
vih sopstvenih vrednosti (sa ponavljanjima). Prva sopstvena vrednost grafa naziva
se 1 indeks grafa. Takode, za svaki povezan graf vazi A\; > .

Graf koji se sastoji od k disjunktnih kopija proizvoljnog grafa G obelezavamo sa
kG. Kompletan graf sa n ¢vorova obelezavamo sa K, a konturu (put) sa n cvorova
sa O, (P,). Komplement grafa G' oznacavamo sa G, a sa 'U’ disjunktnu uniju dva
grafa (ili vise grafova).

Skup ¢vorova grafa G obelezavamo sa Xg (= X). Ako je S C X, tada G[9]
oznacava podgraf indukovan ¢vorovima koji pripadaju skupu S. Skup ¢vorova koji
su susedni ¢voru v grafa G obelezavamo sa N(v). Ukoliko je potrebno, stepen
regularnog grafa G obelezavamo sa r¢ (= r), dok za odgovarajuéi graf kazemo da je
r-regularan.

Poznata je Cinjenica da, ukoliko je spektar regularnog grafa G reda n: {r =
M(G), M (G), -+, \(G)}, tada je spektar njegovog komplementa {n—1—r, —\y(G)—
1,--+,—=Au(G) — 1} (Teorema 2.6 monografije [20]).



Za dati graf G, gr(G) oznacava njegov struk', odnosno duZinu najkrac¢e konture
koja je sadrzana u G, d(u,v) je rastojanje izmedu ¢vorova u i v grafa G, dok je
diam(G) oznaka za dijametar (to jest duzinu puta maksimalne duzine) grafa G.

Most grafa je grana ¢ijim se udaljavanjem iz grafa povecava broj komponenti
povezanosti grafa. Viseéa grana grafa jeste grana koja je incidentna sa ¢vorom
stepena jedan.

Bipartitni graf je graf ¢iji se ¢vorovi mogu podeliti na dva medusobno disjunktna
skupa X; i X, pri ¢emu grane povezuju samo ¢vorove iz razli¢itih skupova. Bududi
da je takav graf 2-obojiv, to jest bihromatski (¢vorovi skupa X; mogu se obojiti
jednom bojom, a ¢vorovi skupa X, drugom), uobi¢ajeno je da se skupovi X; i X»
nazivaju klase obojivosti? grafa G.

(r1,re)-semireqularan bipartitan graf, sa parametrima (ni,ng, r1, ), jeste bipar-
titan graf takav da skup X; sadrzi n; ¢vorova, skup X, sadrzi ng ¢vorova, i svi
¢vorovi koji pripadaju istom skupu imaju isti stepen (¢vorovi koji pripadaju skupu
X su stepena 71, a ¢vorovi koji pripadaju skupu X, su stepena 7). O¢igledno je
da tada vazi nir; = nors.

k-kompletan graf Ky, n,.. n,. je graf ¢iji se skup ¢vorova moze podeliti na k me-
dusobno disjunktnih podskupova N;, 1 < i < k, koji sadrze redom nq,no, ..., ng
¢vorova, tako da su svaka dva ¢vora iz razli¢itih podskupova povezana granom a da
nijedna grana ne povezuje ¢vorove iz istog podskupa. Ukoliko skupovi N;, 1 <17 < k,
sadrze jednak broj elemenata k-kompletan graf je regularan, i naziva se kompletan
reqularan multipartitni graf’, a ukoliko je k = 2 dobijamo bikompletne grafove, koje
jos nazivamo i kompletni bipartitni grafovi.

Savrseno sparivanje* unutar grafa reda 2n ¢ni n grana, medu kojima ne postoje
dve koje su incidentne. Ukoliko postoji, savrSeno sparivanje ne mora biti jedinstveno.

Koktelski graf® C(n) je graf koji se dobija kada se u kompletnom grafu reda 2n
ukloni jedno savrSeno sparivanje. Primetimo da je C(n) u stvari n-kompletan graf
u kojem svi skupovi V;, 1 < i < n, sadrze tacno dva elementa.

Komplement kompletnog grafa naziva se totalno nepovezan graf.

Graf grana® L(G) grafa G jeste graf ¢ija su temena u 1-1 korespondenciji sa
granama grafa GG i kod koga su dva temena susedna ako i samo ako su njima odgo-

varajuée grane incidentne u grafu G. U tom slucaju graf G zovemo korenski graf’.

Engl. girth.

2Engl. colour classes.

3Engl. complete reqular multipartite graph.
“Engl. perfect matching.

5Engl. cocktail party graph.

SEngl. line graph.

"Engl. root graph.



Jako reqularan graf® sa parametrima (n, r, e, f) jeste graf reda n koji je r-regularan
i zadovoljava sledece osobine: bilo koja dva susedna ¢vora imaju tac¢no e zajednickih
suseda i bilo koja dva nesusedna ¢vora imaju tacno f zajednickih suseda. Kom-
plement jako regularnog grafa jeste jako regularan. Takode, jako regularan graf je
nepovezan ako i samo ako je izomorfan sa disjunktnom unijom m kopija m komplet-
nih grafova K, za neke prirodne brojeve m i r (ovo se deSava ako i samo ako je
f = 0). Uo¢imo da je komplement nepovezanog jako regularnog grafa kompletan
regularan multipartitni graf. Pomenu¢emo jo$ jedno vazno svojstvo jako regularnih
grafova (koji nisu kompletni ili prazni), a to je da imaju ta¢no tri razli¢ite sopstvene
vrednosti (pa je zato njihov dijametar 2 — videti Teoremu 3.13 u [20]). Postoji
obimna literatura o jako regularnim grafovima, a mi ovde zainteresovanog citaoca
upucujemo na [19].

Neka su data dva niza realnih brojeva: Ay > Ao > ... > A1y > o > ... > b,

i neka vazi m < n. Kazemo da drugi niz preplice’ prvi ako vazi
Ai > i 2 Mg, za 1 =1,2,....m.
Preplitanje je cvrsto'® ukoliko postoji ceo broj k € [0, m] takav da je
ANi=p; za 0<i<k i Npoi=p za k+1<i<m.
Slede¢a teorema moze se naéi, na primer, u monografiji [20], strana 19.

Teorema 0.1 Neka je B glavna podmatrica simetriéne matrice A. Tada sopstvene

vrednosti matrice B prepliéu sopstvene vrednosti matrice A.

Ukoliko je matrica A matrica susedstva proizvoljnog grafa, tada, na osnovu pret-

hodne teoreme, sledi:

Teorema 0.2 Neka je G proizvoljan graf ¢ije su sopstvene vrednosti Ay > -+ > A\,
i neka je G' (bilo koji) indukovani podgraf grafa G cije su sopstvene vrednosti p; >
coe > . Tada vazi N; > g > My, 0= 1,...,m.

Nejednakosti navedene u prethodnoj teoremi nazivaju se Kosijeve (A-L. Cauchy)
nejednakosti. Ovu teoremu, poznatu kao Teorema o preplitanju, Cesto koristimo u

disertaciji.

8Engl. strongly regular graph.
9Engl. interlace.
OEngl. tight.



Svojstvo grafa GG, koje je takode i svojstvo svakog njegovog indukovanog pod-
grafa, naziva se nasledno svojstvo (osobina)''. Jasno je, na osnovu prethodne teo-
reme, da je osobina \s < ¢, gde je c neka fiksirana konstanta, nasledna. Ukoliko graf
G poseduje odredenu naslednu osobinu, i ako tu osobinu ne poseduje nijedan njegov
pravi nadgraf, tada se graf G naziva maksimalan graf*? za uo¢enu naslednu osobinu.
Takode kazemo da je graf H zabranjeni podgraf'® za neku naslednu osobinu ukoliko
on tu osobinu ne zadovoljava. Vidimo da tada H ne moze biti podgraf nijednog
grafa G koji zadovoljava posmatranu naslednu osobinu.

Neka su vrste i kolone kvadratne matrice A reda n podeljene (razbijene) na
blokove u odnosu na podelu (particiju) X1, Xs, ..., X, skupa {1,2,...,n} sa karak-

teristi¢nom matricom S ((g)” =1 ako je i € X, a nula inace), to jest

Koli¢nicka matrica'* indukovana navedenom podelom jeste matrica E, gde je (B);;

srednja vrednost sume u vrstama bloka A, ;, ¢, 7 = 1,..., m. Preciznije:

~ 1

1
(B)ij =
TX

174;,1 =
5J |Xz|

(STAS), ;,

gde 1 oznacava vektor ¢ije su sve koordinate jednake 1. Ovakva podela matrice na
blokove zove se regularna (ili pravilna'®) ukoliko je suma elemenata u svakoj vrsti (i
koloni) svakog bloka A, ; konstantna, to jest ako vazi AS = SB.

Naredna teorema takode se nalazi u radu [41].

Teorema 0.3 Neka je B kolicnicka matrica simetricne matrice A podeljene na blo-

kove. Tada vaZi:
(i) Sopstvene vrednosti matrice B prepliéu sopstvene vrednosti matrice A.

(11) Ukoliko je preplitanje cvrsto, podela matrice A na blokove je regularna.

U ovoj disertaciji ¢esto koristimo prethodnu teoremu, primenjenu na matricu sused-

stva regularnog grafa G; jasno je da je u ovom slucaju koli¢ni¢ka matrica matrice

YEngl. hereditary property.
12Engl. mazimal graph.
13Engl. forbidden subgraph.
YEngl. quotient matriz.
15Engl. equitable.



susedstva posmatranog grafa indukovana odgovaraju¢om podelom skupa njegovih
¢vorova.
Teorema koja sledi posledica je prethodne teoreme (primenjene na matricu su-

sedstva regularnog grafa) i nalazi se u doktorskoj disertaciji [40]:

Teorema 0.4 Neka je G r-reqularan graf reda n i neka je kompletan bipartitni graf

K m njegov indukovani podgraf. Neka su xq © x2, v1 > x2 nule polinoma
(n —1—m)z®+ (rl +rm — 2lm)z — lm(n — 2r).

Tada vazi:



Glava 1

Regularni grafovi sa ogranicenom

drugom sopstvenom vrednoSc¢u

U ovoj glavi razmatramo regularne grafove ¢ija je druga po veli¢ini sopstvena
vrednost ograni¢ena odozgo sa 1 i predstavljamo neke njihove strukturalne osobine.
Odredujemo sve takve grafove ¢iji je stepen najvise 8. Takode razmatramo i vezu
odredenih strukturalnih osobina (dijametra, stepena i reda) regularnih grafova bez
trouglova i njihove druge sopstvene vrednosti. Odredujemo sve takve grafove ¢ija
je druga sopstvena vrednost ogranic¢ena odozgo sa v2. Dajamo i nejednakost koja
povezuje stepen regularnog grafa bez trouglova i ¢etvorouglova sa njegovom dru-
gom sopstvenom vredno$éu i odredujemo sve takve 3-regularne grafove ¢ija je druga
sopstvena vrednost ograni¢ena odozgo sa 2 (grafovi koji zadovoljavaju ovu osobinu
nazivaju se refleksioni grafovi) i sve takve grafove ¢ija je druga sopstvena vrednost
ogranitena odozgo sa /3.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi mogu se na¢i u radovima [51| (Poglavlje 1.2),
[48] (Poglavlje 1.3) i [47] i [49] (Poglavlje 1.4).

1.1 Postavka problema i pregled poznatih

rezultata

O problemu odredivanja grafova ¢ija je druga po veli¢ini sopstvena vrednost

ograniena odozgo nekom (relativno malom) konstantom postoji dosta rezultata.

Odredeni su svi grafovi ¢ija je druga sopstvena vrednost ogranic¢ena odozgo sa %,
V5—1
2

okarakterisani ali nisu u potpunosti odredeni (videti [58]). Takode postoje mnogo-

kao i sa v/2— 1, dok su grafovi ¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava Ay <

brojni rezultati koji se odnose na slucajeve Ay < 1 (videti [64]) i Ay < 2 (videti
[58]). Vise detalja o ovoj temi moze se nac¢i u [20], [58] i [26] (uklju¢ujuéi razlicite
gornje granice za g, kao i njenu vezu sa algebarskom povezanoséu i Markovljevim
lancima, a takode i primene u ra¢unarskim naukama). Ovde ¢emo samo pomenuti

da druga sopstvena vrednost ima vaznu ulogu u odredivanju strukture regularnih



grafova. Poznato je, naime, da regularni grafovi sa malom drugom sopstvenom vred-
nosé¢u imaju "pravilniji"oblik, to jest manji dijametar i ve¢u povezanost. Takozvani
redak' graf (koji ne mora biti regularan) sa velikom vredno$¢u povezanosti zove se
jo$ 1 rasirivac® (za vise detalja videti [45]). Takvi grafovi imaju zna¢ajnu ulogu u
racunarstvu, dizajniranju racunarskih mreza, teoriji kodova koji ispravljaju greske
itd. (videti ponovo [45]). lako se ekspanzivnost grafova moze meriti na vise ra-
zli¢itih nacina, njihova zajednicka osobina je veliki spektralni jaz®, odnosno razlika
izmedu prve i druge sopstvene vrednosti. U tom smislu, regularni grafovi sa malom
drugom sopstvenom vredno$éu (a samim tim i velikim spektralnim jazom) mogu

imati znacaja u gorepomenutim oblastima istrazivanja.

Poznata je karakterizacija regularnih grafova ¢ije su sve sopstvene vrednosti vece
ili jednake —2. Naime, takvi grafovi su ili koktelski grafovi ili grafovi grana regu-
larnih, odnosno semiregularnih bipartitnih grafova, ili se mogu predstaviti u euklid-
skom korenskom sistemu E8 (videti [18]). Takode, regularni grafovi koji poti¢u iz
korenskog sistema ES8, takozvani reqularni izuzetni grafovi,* odredeni su u |16]. Na
osnovu tih rezultata u [23] je data jo§ jedna opSta karakterizacija regularnih gra-
fova Cije sve sopstvene vrednosti nisu manje od —2. Regularni grafovi ¢ija druga
sopstvena vrednost nije ve¢a od jedan tada se mogu okarakterisati kao komplementi
regularnih grafova ¢ije sve sopstvene vrednosti nisu manje od —2 ili kao komplementi
disjunktnih unija takvih grafova.

Sledec¢a teorema moze se nac¢i u radu [64], i na njoj su zasnovani neki rezultati u

slede¢em poglavlju.

Teorema 1.1 Svaki povezan regularan graf G (reda n) za koji vazi \o(G) < 1 jeste

komplement (ne obavezno povezanog) regularnog grafa c¢ija je svaka komponenta ili
(i) povezan regularan graf grana ili
(i1) koktelski graf ili

(111) jedan od 187 povezanih regqularnih izuzetnih grafova.

Svaki od 187 povezanih regularnih izuzetnih grafova ima izmedu 8 i 28 ¢vorova, a
stepen svakog od njih je izmedu 31 16. U [16] (i u [23]), ovi grafovi su podeljeni u tri
“sloja”, i ako je n broj ¢vorova, a r stepen regularnog izuzetnog grafa, tada grafovi

koji pripadaju prvom (odnosno drugom, odnosno tre¢em) sloju zadovoljavaju:

'Engl. sparse graph.

2Engl. ezpander.

3Engl. spectral gap.

4Engl. reqular exceptional graphs.



3 4
n=2(r+2) <28 (odnosnon = §(r+2) < 27, odnosno n = g(r—l—Q) < 16). (1.1)

Primetimo da svaki regularan izuzetni graf pripada ta¢no jednom od navedenih
slojeva. Ovu klasifikaciju cesto koristimo u slede¢em poglavlju.

Ipak, navedena karakterizacija regularnih grafova koji zadovoljavaju Ay < 1 su-
vise je gruba i ne daje mnogo informacija o njima, narocito ukoliko su im kom-
plementi nepovezani. U radu [64]| dati su neki rezultati koji pruzaju bolju sliku
strukture regularnih grafova sa osobinom Ay < 1, a takode su odredeni i svi takvi
grafovi stepena ne vec¢eg od 4. U slede¢em poglavlju nastavljamo sa daljim istraziva-
njem u tom polju, i, u nekim slucajevima dajemo jasan i jednostavan opis regularnih
grafova koji zadovoljavaju Ay < 1, i odredujemo sve one ¢iji stepen se nalazi izmedu
518.

1.2 Regularni grafovi ¢ija je druga sopstvena

vrednost najvise 1

U radu [64] data je karakterizacija regularnih grafova koji zadovoljavaju As < 1
(videti Teoremu 1.1), a takode su i odredeni svi takvi grafovi ¢iji stepen nije veéi
od 4. U ovom poglavlju uopstavamo neke od tih rezultata (Teorema 1.2 i Teorema
1.3). Takode predstavljamo jo§ neke karakterizacije regularnih grafova sa osobinom
A <1 (Lema 1.1 i Teorema 1.4), te na osnovu dobijenih opstih rezultata potpuno
odredujemo sve r-regularne grafove (5 < r < 8) sa osobinom Ay < 1 (Teorema 1.5 —

Teorema 1.8).
Ocigledno svaki r-regularan (r > 2) graf koji zadovoljava Ay < 1 mora biti

povezan. Najpre dokazujemo sledeéi (opsti) rezultat.

Lema 1.1 Neka je G povezan r-regularan graf reda n. Ako je G = L(H), gde je H

reqularan graf, tada je n — r neparan broj i n —r —+ 1 deli 4n.

Dokaz. Pretpostavimo da je H regularan graf velicine n. Buduéi da je rg =

n —r — 1, sledi da je svaka grana grafa H incidentna sa n —r — 1 drugih grana, te

jerg = ”_TH + 1. Dakle, n — r je neparan broj. Dalje, ako je NV red grafa H, tada
= f—z, pa ”’TH deli 2n, odnosno n — r + 1 deli 4n. [



Primetimo da postoji jednostavan nac¢in za konstrukciju nekih (beskonaé¢nih)
familija regularnih grafova koji zadovoljavaju Ay < 1. Naime, dovoljno je da pri-
menimo operaciju komplementiranja grafova na disjunktnu uniju regularnih grafova
Cije su sve sopstvene vrednosti vece ili jednake —2 (videti Teoremu 1.1 i diskusiju
u Poglavlju 1.1). S druge strane, u op$tem slu¢aju, razmatranje strukture grafa G
(ili njegovog komplementa) ne predstavlja najjednostavniji nac¢in kojim dolazimo do
odgovora zadovoljava li graf G osobinu A2(G) < 1. U naredne dve teoreme razma-
tramo neke posebne slucajeve. Neki od rezultujuc¢ih grafova takode se pojavljuju i
u radu [64].

Teorema 1.2 Neka je G r-reqularan (r > 4) graf reda n = 2r koji zadovoljava
Ao < 1. Tada:

(i) ako jer # 6,7, onda je G = 2K,;

(ii) ako je r =6, onda je G = 2K; ili G = L(K3s4);

(iii) ako je r = T, onda je G = 2K, ili G = L(H), gde je H bilo koji od dva

4-reqularna grafa reda 7.

Dokaz. Vazi rz = r — 1, pa ako je G nepovezan, onda mora imati dve komponente
sa po r ¢vorova u svakoj od njih. Tada je svaka od komponenti kompletan graf K,
odakle sledi G = 2K,. Time smo dokazali (i) i prvi deo tvrdenja u (ii), odnosno

Pretpostavimo sada da je G povezan. Jasno je da on ne moze biti koktelski graf.
Ako je G regularan izuzetni graf, tada on ili pripada drugom sloju i stepena je 3 i
reda 6 ($to je nemoguce jer regularni izuzetni grafovi koji pripadaju drugom sloju
imaju bar 9 ¢vorova), ili pripada tre¢em sloju i stepena je 2 i reda 4 ($to je takode
nemoguce s obzirom da regularni izuzetni grafovi koji pripadaju tre¢em sloju imaju
bar 8 ¢vorova). Dakle, G ne mo7e biti regularan izuzetni graf.

Jedina preostala moguénost je: G = m, gde je H regularan ili semiregularan
bipartitan graf. Ako je H regularan tada, na osnovu Leme 1.1, r mora biti prost broj
i 87 mora biti deljivo sa r + 1. Drugim rec¢ima, r + 1 deli 8, odnosno k£ = 7. Dakle,
H je regularan graf stepena ry = % +1=4sa N = E—Z = 7 ¢vorova. Postoje
ta¢no dva takva grafa H, i vazi G = L(H). Ovim smo zavr§ili dokaz u slucaju (7).

Neka je sada H semiregularan bipartitan graf sa n = 2r grana. Bududéi da je
svaka grana grafa H incidentna sa r — 1 drugih grana, H je (rq,rs)-semiregularan
bipartitan, i vazi r; + 7y = r+ 1. Bez gubljenja na opStosti mozemo pretpostaviti da

je r1 > ry. Ako je broj ry jednak 1, onda je H = 2K, ., ali tada L(H) nije povezan.



Ukoliko vazi ry > ry > 2, tada, buduéi da je ry,79 < r i buduéi da i r; i ry dele
2r, lako vidimo da vazi r = %” i = 2+ 1, 8to dalje znaci da je 18 deljivo sa
r 4+ 3. Dakle, r = 6, ili r = 15. Ako je r = 15 dobijamo semiregularan bipartitan
graf sa parametrima (5,3,6,10), a to nije mogucée (5 > 3, §to je u suprotnosti
sa pretpostavkom 7, > 75). Ukoliko je r = 6 dobijamo graf G = L(K34), pa je

G = L(K3,4), ¢ime je zaviSen dokaz i u slucaju (7). |

Nastavljamo sa jo$ jednim opstim tvrdenjem.

Teorema 1.3 Neka je G r—reqularan graf (r > 17) reda n > 2r koji zadovoljava
Xy < 1. Tada vazi G = L(K2,11).

Dokaz. Ako vazi n > 2r, tada je G povezan. Jednostavno se proverava da ukoliko
vaze uslovi teoreme, G ne moze biti ni koktelski graf, niti regularan izuzetni graf.

Pretpostavimo da vazi G = L(H), gde je H regularan graf stepena 7y, i sa N
¢vorova. Tada vazi N = f—;, ibuduéidajen =2ry+r—1,sledidaje N =4+ %
Takode je ry > % (jer je n > 2r), pa je % <4- T% < 4. Neposredno sledi da
je N € {5,6,7} (Sto je nemoguce buduci da je ry > =t > 9).

Neka je sada G = L(H), gde je H (ry,73)-semiregularan bipartitan graf veli¢ine
n, i sa ny i ny ¢vorova u svojim klasama obojivosti. O¢igledno i r; i 79 moraju biti

ve¢i od 1. Vaze i sledece Cinjenice:
(i) ring = rong = n;
(1)) 11 +ro=n—1+1;

(ZZZ) T1T2 S n.

Bez gubitka na opstosti mozemo pretpostaviti da je r; > ro. Tada je 2 < ry <
r1 <n—r —1, odakle sledi da je 2(n —r — 1) < ryry < n. Buduéi da je n > 2r,
imamo da jen =2r+1ilin =2r + 2.

Pretpostavimo da vazi n = 2k + 1. Tada su i 71 i ro neparni (jer dele n), i r
mora biti paran (jer vazi ry + 19 = r+2). Odatle sledi da je r179 > 3(r — 1), pa ako
je r > 17 sledi ryro > 2r + 1 = n, $to nije moguce.

Pretpostavimo sada da vazi n = 2k + 2. Tada je rire > 2(r + 1) = n, i buduéi
dajerirg <n,vazir =2iry =r+1. Dakle, H = Ky,41, odnosno G = m
[ |

Primetimo da je graf L(Ks,;1) u stvari izomorfan sa (nepovezanim) grafom

(r + 1)Ks. To znaci da je G = (r 4+ 1)Ks, odnosno G je izomorfan sa kompletnim
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bipartitnim grafom K, ;.41 iz kojeg je uklonjeno jedno savrSeno sparivanje. Lako
se vidi da ukoliko je » > 2, G mora biti povezan, i da je u tom slucaju spektar grafa
G {£r,£1"}. Napominjemo da ovde (i u nastavku disertacije) eksponent oznacava

multiplicitet sopstvene vrednosti.

Iz prethodne teoreme neposredno sledi da ako je stepen r regularnog grafa veéi
od 17, i ako je njegov red veci od 2r + 2, tada njegova druga sopstvena vrednost
mora biti ve¢a od 1. Ali, takode, ukoliko vazi 2 < r < 17 i ako je n > 2r, pored
L(Ky,41), G moZe biti graf grana regularnog grafa H (ako je r < 11) ili moze biti
regularan izuzetni graf.

U prvom sluc¢aju, lako vidimo da je n < 2r+3, i da jednakost u ovoj nejednakosti
vazi samo ako je r = 6. Tada je H = K¢ i G = L(Kj).

U drugom sluc¢aju, iz jednakosti (1.1) sledi da ako je r-regularan graf G reda n
komplement regularnog izuzetnog grafa iz prvog (odnosno drugog, to jest treceg)
sloja, tada je n = 2(r — 1) (odnosno n = 3(r — 1), to jest n = 4(r — 1)).

Imajuéi na umu prethodne rezultate, i koristeci listu regularnih izuzetnih grafova,

dolazimo do sledece teoreme.
Teorema 1.4 Neka je G r-reqularan graf reda n koji zadovoljava N\ < 1. Tada:

(i) ako je r > 10 ili r = 2, onda je n < 2r + 2, i ako je n = 2r + 2, onda je
G = L(KQ,TH);

(ii) ako je r = 10, onda je n < 27, i ukoliko je n = 27, onda je G komplement
Sleflijevog (L. Schlifli) grafa;

(1ii) ako je r =9, onda je n < 24, i ukoliko je n = 24, onda je G komplement

reqularnog izuzetnog grafa reda 24 iz drugog sloja;

(iv) ako je r = 8, onda je n < 21, i ukoliko je n = 21, onda je G komplement

jednog od dva reqularna izuzetna grafa reda 21 iz drugog sloja;

(v) ako je r =7, onda je n < 18, i ukoliko je n = 18, onda je G komplement

jednog od cetiri reqularna izuzetna grafa reda 18 iz drugog sloja;

(vi) ako je r = 6, onda je n < 15, i ukoliko je n = 15, onda je G ili komplement
jednog od Sest reqularnih izuzetnih grafova reda 15 iz drugog sloja, ili je G =
L(KG);

(vii) ako je r = 5, onda je n < 16, i ukoliko je n = 16, onda je G Klebsov (A.
Clebsch) graf;
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(viii) ako je r = 4, onda je n < 12, i ukoliko je n = 12, onda je G komplement

jednog od pet reqularnih izuzetnih grafova reda 12 iz drugog sloja;

(iz) ako je r = 3, onda je n < 10, i ukoliko je n = 10, onda je G Petersenov (J.
Petersen) graf.

Napomena 1.1 Primetimo da komplement KlebSovog grafa, gleﬂijev 1 Petersenov
graf pripadaju, redom, trecem, drugom i prvom sloju izuzetnih grafova. Njihov opis,

kao i njihovi spektri mogu se naéi u [23].

U Teoremi 1.4 odredena je gornja granica za red n r-regularnog grafa G koji
zadovoljava osobinu Ay < 1, a takode su date i sve moguénosti za G u sluc¢ajevima
kada se dostize ta gornja granica. Sada odredujemo sve r-regularne grafove sa
osobinom Ay < 1 za neke fiksirane vrednosti stepena. Veé¢ smo pomenuli da su
odredeni svi regularni grafovi koji zadovoljavaju As < 1 ukoliko njihov stepen nije

veci od 4, tako da se nas sledec¢i korak prirodno namece.

Teorema 1.5 Neka je G 5-regqularan graf reda n sa osobinom A(G) < 1. Tada je
G jedan od sledeéih grafova: Kg, Cs, C3UCs, CoUCy, 2K5, komplement jednog od
pet reqularnih izuzetnih grafova reda 12 iz drugog sloja, Klebsov graf, L(CP(3)), ili
L(Ksg).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.4 (vii) vazi n < 16 i, ako je n = 16, onda je G Klebsov
graf.

Neka je n < 16 i pretpostavimo na pocetku da vazi n > 11. Tada je G povezan,
i budud¢i da je stepen grafa GG neparan, postoje dva slucaja koja ¢emo razmatrati.
Ako je G izuzetni graf, onda on mora biti reda 12 ili 14, a njegov stepen mora biti
n—6. Jedine moguénosti su pet izuzetnih grafova reda 12 iz drugog sloja. Ocigledno
G ne moze biti koktelski graf (n —rg =6 > 2).

Ako je G graf grana regularnog grafa H, tada je (na osnovu Leme 1.1) 4n deljivo
sa n — 4, §to je nemoguce ako vazi n = 14. Ukoliko je n = 12, onda je stepen grafa
H,rg = 2% +1 =4, a broj njegovih ¢vorova je N = f—; =6, paje H= CP(3),
G = L(CP(3)) i, konatno, G = L(CP(3)).

Ako je G graf grana semiregularnog bipartitnog grafa, buduéi da vazi n > 2rg,

dobijamo (na sli¢an nacin kao i u Teoremi 1.3) da n mora biti jednako 12, i tada je

G = L(KQ,G)-

Pretpostavimo sada da je n < 11. Ako je n = 10 tada, na osnovu Teoreme 1.2,
mora biti G = 2K5. Ukoliko je n = 8, tada je rg = 2, odakle sledi da je G ili kontura
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ili nepovezan graf ¢ije su sve komponente povezanosti konture. Takode vazi da ako
je G = Cp,UCK,U...UCy,, tada je ky + ky + ... + k; = n. Dakle, u ovom slu¢aju
mora vaziti G = Cy, ili G = C5UCs, ili G = C,UC,. Konaé¢no, ako je n = 6, onda je
G - KG-

Sumirajuci dobijene rezultate, dolazimo do tvrdenja teoreme. |

Teorema 1.6 Neka je G 6-reqularan graf reda n koji zadovoljava A2(G) < 1.

Tada je G jedan od sledecih grafova: K;, CP(4), Cy, C3UCs, C4UCs, C3UC5UCs,
L(K4)UL(Ky3), komplement jednog od pet regularnih izuzetnih grafova reda 10 iz
prvog sloja, CP(3)UKs, L(K34), L(2K1), komplement jednog od Sest reqularnih
izuzetnih grafova reda 15 iz drugog sloja, L(Kg) ili L(Ka 7).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.4 (vi), vazi n < 15, i ako je n = 15, onda je G

komplement jednog od Sest regularnih izuzetnih grafova reda 18 iz drugog sloja ili
je G = L(Kﬁ)

Neka je n < 15 1 pretpostavimo na pocetku naseg razmatranja da vazi n > 13.
Tada je G povezan i imamo dva slu¢aja: n = 13 ili n = 14. Ako je G izuzetni graf,
onda je njegov stepen 1z = 6 ukoliko je n = 13, ili 7z = 7 ako je n = 14; medutim,
ne postoje takvi regularni izuzetni grafovi. Jasno je da G ne moze biti koktelski graf
budué¢idajen—rg =7 > 2. Zan € {13,14}, 4n nije deljivo sa n—4, pa prema Lemi
1.1 G ne moze biti graf grana regularnog grafa. Ako je G graf grana semiregularnog
bipartitnog grafa, buduéi da je n > 2rg, n mora biti 14, i G = m (videti i
dokaz Teoreme 1.3).

Sada pretpostavimo da je n < 13. Ako je n = 12, na osnovu Teoreme 1.2 je

G =2Kg ili G = L(K34).

Ako je n = 11, tada je rz = 4. Ukoliko je komponenta grafa G izuzetni graf,
tada je broj njegovih ¢vorova veéi ili jednak 8 (zbog rg = 4). Prema tome, G bi
morao biti povezan graf, ali ne postoji regularan izuzetni graf stepena 4 i reda 11.

Ukoliko je komponenta grafa G graf grana regularnog grafa H, tada H ima
m < 11 grana, a njegov stepen je rg = %a + 1 = 3. Ukoliko je N broj ¢vorova grafa
H, tada vazi 3N = 2m, pa 3 deli 2m. Mogucnosti do kojih dolazimo su: m = 9
(ali bi tada ostale komponente grafa G imale ukupno 2 ili manje ¢vorova), m = 6
(tada je H = Ky, pa je L(H) = CP(3) i ostale komponente grafa G imaju ukupno
5 ¢vorova, odakle sledi da je G = C'P(3)UK5), ili m = 3 (ali ovo nije moguce jer bi
tada vazilo N =2 1iry = 3).

Ako je komponenta grafa G graf grana (ry, 73 )-semiregularnog bipartitnog grafa,

tada je zbir m + ry jednak 7z + 2 = 6. Ispitujuéi sve mogucnosti, dolazimo do
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zakljucka da je K15 jedino resenje. Tada druga komponenta grafa G ima 6 ¢vorova,
i budué¢i da je rg = 4, jasno je da ta druga komponenta mora biti C'P(3). Ovo
reSenje je isto ono koje smo dobili i u prethodnom slucaju, a isto to reSenje ¢emo

dobiti i ako pretpostavimo da je jedna komponenta grafa G koktelski graf.

Ako je n = 10, tada je 75 = 3. Ukoliko je komponenta grafa G regularan
izuzetni graf, tada zato §to je 7z = 3 broj ¢vorova u toj komponenti mora biti 10, pa
je G povezan, i mora biti jedan od pet 3-regularnih izuzetnih grafova reda 10 koji
pripadaju prvom sloju.

Koktelski graf ne moze biti komponenta grafa G jer je njegov stepen neparan.
Na isti na¢in dolazimo do zaklju¢ka da G ne moze biti graf grana regularnog grafa
H bududi da za stepen grafa H vazi ry = %5 + 1.

Dakle, ako je G nepovezan, tada sve njegove komponente moraju biti grafovi
grana semiregularnih bipartitnih grafova i, ako je komponenta grafa G graf grana
(r1,72)-semiregularnog bipartitnog grafa, onda je zbir r; + ry jednak rg + 2 = 5.
Jedino resenje koje dobijamo ima dve komponente: jedna komponenta sa 4 ¢vora
(r1 =1, 79 = 4), i druga sa 6 &vorova (r; = 2, 7 = 3), to jest G = L(K;4)UL(K33),
odnosno G = L(K4)UL(K33).

Ukoliko bi G bio povezan graf grana (r;,rs)-semiregularnog bipartitnog grafa,

tada bi vazilo r; + 72 = 5, i oba broja 71 i r9 bi morala da dele 10, $to nije moguce.

Ako je n = 9, sli¢no kao i u dokazu prethodne teoreme vidimo da G mora biti

kontura, ili nepovezan graf ¢ije su sve komponente konture, pa G mora biti Cy, ili
C3UCs, ili C4UCSs, ili C3UC3UCS.
Na kraju, ukoliko je n = 8, tada je G = C'P(4), a ako je n = 7, onda je G = K.

Sumiranjem navedenih rezultata, dolazimo do tvrdenja teoreme. |

Dokazi naredne dve teoreme veoma su slicni dokazima Teoreme 1.5 i Teoreme

1.6, i stoga ce biti izostavljeni.

Teorema 1.7 Neka je G 7-regularan graf reda n koji zadovoljava \o(G) < 1. Tada
je G jedan od sledeéih grafova: Kg, Cio, C5UC7, C4UCs, CsUCs, CsUC5UC,, kom-

plement jednog od osam reqularnih izuzetnih grafova reda 12 iz prvog sloja, 2C'P(3),

L(H;) (gde su H;, 1 < i <5, S-reqularni grafovi reda 8), L(By) (gde je By semi-

regularan bipartitni graf sa parametrima (3,6,4,2)), L(Bsy) (gde je By semiregularan
bipartitni graf sa parametrima (4,4,3,3)), G = 2K7, G = L(H) (gde je H jedan od

dva j-regularna grafa reda 7), komplement jednog od 38 regularnih izuzetnih grafova

reda 18 iz drugog sloja, ili L(Ksg).

Teorema 1.8 Neka je G 8-reqularan graf reda n koji zadovoljava \o(G) < 1. Tada
je G jedan od sledeéih grafova: Ko, CP(5), C1,, C5UCs, C4UCy, C5UCs, C3UC5UCS,
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CsUC,UCY, 3Ky, L(2K»3), HUK (gde je H reqularan izuzetni graf reda 8 iz treceg
sloja), L(Ka4)UKs5, komplement jednog od 21 regularnog izuzetnog grafa reda 14 iz

prvog sloja, CP(4)UK;, L(K35), 2Ks, komplement jednog od dva regularna izuzetna

grafa reda 21 iz drugog sloja, ili L(Kyy).

1.3 Neke spektralne nejednakosti za regularne

nebipartitne grafove bez trouglova

U ovom poglavlju razmatramo regularne nebipartitne grafove ¢iji je struk veéi
od 3. Predstavljamo spektralne nejednakosti koje se odnose na dijametar (Teorema
1.10), stepen (Teorema 1.11) i red (Teorema 1.12) regularnih nebipartitnih grafova
koji zadovoljavaju gr(G) > 3, kao i jednu takvu nejednakost koja se odnosi na ste-
pen regularnih nebipartitnih grafova koji zadovoljavaju gr(G) > 4 (Teorema 1.14).
Kako dobijene nejednakosti mogu biti iskoriSéene u praksi ilustrujemo u slede¢em
poglavlju, gde ih primenjujemo prilikom odredivanja svih regularnih nebipartitnih
grafova ¢iji je struk veéi od 3 i ¢ija je druga sopstvena vrednost ograni¢ena odozgo sa
v/2, svih 3-regularnih nebipartitnih refleksivnih grafova, kao i svih regularnih nebi-
partitnih grafova ¢iji je struk veéi od 4 i ¢ija je druga sopstvena vrednost ograni¢ena
odozgo sa V3.

Na pocetku dokazujemo jednostavnu, ali vrlo korisnu ¢injenicu. Za taj dokaz po-
trebno nam je jedno dodatno tvrdenje u kom je data Hajlbronerova (E. Heilbronner)
formula (videti [20], str. 59):

Teorema 1.9 Neka je G graf dobijen tako $to je c¢vor vy grafa Gy spojen granom
sa cvorom vy grafa Go. Neka je Gy (Gy) indukovan podgraf grafa Gy (G3) dobijen
izbacivanjem cvora v (v2) iz grafa Gy (G2). Tada vaZi:

Fo(A) = P, (N Pa,(A) = g (M) Py (A)-

1 2

Teorema 1.10 Neka je G povezan r-reqularan graf ciji je struk veéi od 3 i koji
zadovoljava A < +/r. Tada je diam(G) < 4, i jednakost u ovoj nejednakosti vaZi

samo u slucaju da je Aoy = /7.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vazi diam(G) = k > 5, i neka je vq,...,v511 put
duzine k u grafu G. Uoc¢imo podgraf H grafa G indukovan ¢vorovima vy, N(v1), vs,

Uk+1, N (Vg41), v—1. Graf H je nepovezan. Sastoji se od dve (izomorfne) komponente
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i obe su pravi nadgrafovi grafa K7, pa je indeks svake od njih ve¢i od 1/r. Sada na
osnovu Teoreme 0.2 vazi A\o(G) > Ao(H) > +/r.

Ako vazi A\o(G) < +/r, tada je dijametar grafa G manji od 4 (inac¢e G sadrzi
2K, kao indukovan podgraf sto povlaci \2(G) > /r). Sada pretpostavimo da
vazi Ao(G) < /r i diam(G) = 5. Neka je vy, ---vg put duzine 5 u grafu G, Gy =
Glvy, N(v1),v3] i G2 = Glug, N(vy),v6). I Gy 1 Gy su pravi nadgrafovi grafa K ., pa
vazi Pg,(v/r) > 0, za i = 1,2. Neka je sada H podgraf grafa G odreden ¢vorovima
v1, N(v1), v3,v4, N(vy),v6. Vrednost karakteristi¢nog polinoma grafa H u tacki /r

moze se lako izracunati koriS¢enjem prethodne teoreme:
PH(\/;) = PGl(\/;)PGz(\/F) - PGl\vs(\/;)PGQ\M(\/;) =

= PGI(\/;)PGQ(\/;> —-0>0,

odakle sledi da je Ay(H) > +/r, pa na osnovu Teoreme 0.2 vazi A\o(G) > /r. Dakle,
diam(G) < 4, i dokaz je zavrSen. [

Primeri grafova za koje se granica data u prethodnoj teoremi dostize (r-regularni
grafovi bez trouglova, dijametra 4, ¢ija je druga sopstvena vrednost jednaka /) jesu:
Cs, Mebijus—Kantorov (A.S. Mébiusi S. Kantor) graf, Papusov (nazvan po grékom
matemati¢aru Papusu iz Aleksandrije) graf i Adamarovi (J.S. Hadamard) grafovi
(za opis Adamarovih grafova i njihovih spektara videti [46]).

U teoremi koja sledi predstavljamo gornju granicu za stepen r-regularnog nebi-
partitnog grafa ¢iji je struk vec¢i od tri i ¢ija je druga sopstvena vrednost ogranic¢ena
odozgo sa /7, ali pre toga sledi pomoé¢na lema i njen dokaz. U oba dokaza kori-
stimo graf F} dobijen dodavanjem k vise¢ih grana na ¢vorove stepena 1 grafa P,.
Jednostavno je (koriste¢i Teoremu 1.9) videti da vazi A\o(Fy) = %m.

Lema 1.2 Neka je G povezan r-regularan nebipartitan graf ¢iji je struk veéi od 3
koji zadovoljava \o(G) < c. Ako jer > 2c*+c+ 1, tada G sadrzi Cs kao indukovan

podgraf.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno (da C; nije indukovan podgraf grafa G). Na osnovu
Teoreme 1.10 vazi diam(G) < 3. Budué¢i da G nije bipartitan, C; mora biti njegov
indukovan podgraf. Neka su vy, ..., v7 ¢vorovi jednog takvog indukovanog podgrafa
grafa G. Oba ¢vora vy i v5 mogu imati najvise |c?| suseda na rastojanju 3 od v
(u suprotnom, G sadrzi 2K 2|11 kao indukovan podgraf), pa oba ta ¢vora imaju
najmanje [c* + c¢| + 1 suseda na rastojanju 2 od v;. Medu susedima ¢vorova vy i
vs moraju postojati dva susedna ¢vora (oba na rastojanju 2 od v1), u suprotnom

G sadrzi Fyeq041 kao indukovan podgraf, odakle sledi Ay(G) > ¢. Ta dva susedna
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¢vora, njihovi zajednicki susedi sa ¢vorom vy i ¢vor vy obrazuju konturu Cs u G, $to

je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. |

Teorema 1.11 Neka je G povezan r-reqularan nebipartitan graf ¢iji je struk veéi od
3 koji zadovoljava X\o(G) < ¢, ¢ > 0. Tada vaZir < c* +2¢% + 4c® + 2¢ + 3.

Dokaz. Neka je r > c¢*+2c3+4c?+2c+3. Pretpostavimo da postoje dva évora u i v
grafa G na rastojanju 2 koji imaju najvise |c¢® +c| zajednickih suseda. Tada postoji
barem [c* + 2¢® + 3¢ + ¢ + 3] &vorova u skupu N(u)\N(v). Ako skup N(u)\N(v)
podelimo na podskupove sa [c*] elemenata, tada takvih podskupova ima vise od
|2 + ¢| + 1. Uo¢imo jedan takav podskup. Cvorovi koji mu pripadaju susedni su
sa vise od [c¢* + 2¢® + 2¢2 + ¢ + 1] &vorova iz N(v) (u suprotnom, G sadrzi kao
indukovan podgraf graf koji se dobija kada se jednom ¢voru stepena 1 grafa P; doda
[¢*] vise¢ih grana, i [¢*] + 1 drugom, $to povlaci X\o(G) > ¢).

Dakle, u svakom opisanom podskupu postoji najmanje jedan ¢vor koji ima barem
|c? + ¢| + 1 suseda u N(v). Uoc¢imo tacno |c* + c¢| + 1 takvih ¢vorova, i neka je
w jedan ¢vor iz skupa (N(u) N N(v)). Svaki od uo¢enih |c* + ¢] + 1 &vorova ima
najvise |¢® + c¢| zajednickih suseda sa w (u suprotnom, G sadrzi graf F|.yc+1 kao
indukovani podgraf), ali to znac¢i da postoji vise od [¢® + ¢| + 1 &vorova u N(w)
koji nisu susedni nijednom od [c® + ¢| + 1 uocenih ¢vorova. Dakle, G sadrzi graf
Fl24c)+1 kao indukovani podgraf. To znadi da, ako vazi r > ¢* 4 2¢® + 4¢* + 2¢ + 3,
svaka dva ¢vora na rastojanju 2 (u G) moraju imati barem |c* + ¢| + 1 zajednickih
suseda. Na osnovu Leme 1.2, G sadrzi C; kao indukovani podgraf. Lako je uociti
(posmatranjem dva susedna ¢vora konture C5 indukovane u G i njihovih suseda) da
G mora sadrzati F|.24.11 kao indukovan podgraf, odakle sledi A\y(G) > ¢, ¢ime je

dokaz zavrsen. [ ]

Izgleda da ne postoji graf koji dostize granicu datu u prethodnoj teoremi. Medu-
tim, za male vrednosti Ay, ona daje dobru procenu maksimalne vrednosti stepena,
a njen teorijski znacaj ogleda se u tome $to nam omogucava da dokazemo da po-
stoji kona¢no mnogo povezanih r-regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova koji

zadovoljavaju Ay < r (videti Teoremu 1.13).

Sada mozemo formulisati dve jednostavne posledice Teoreme 1.11 i Leme 1.2,
koje obezbeduju dovoljan spektralni uslov za bipartitnost u klasi regularnih grafova
bez trouglova (kao i bez trouglova i petouglova). U oba sluc¢aja druga sopstvena
vrednost je pokazatelj da li je dati regularan graf bez trouglova (bez trouglova i

petouglova) bipartitan.
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Posledica 1.1 Neka je G povezan r-reqularan graf bez trouglova @ petouglova koji
zadovoljava v > 203 + Xo + 1. Tada je G bipartitan.

Posledica 1.2 Neka je G povezan r-regularan graf bez trouglova koji zadovoljava
7> A5+ 2X3 + 4X2 + 20y + 3. Tada je G bipartitan.

U sledecoj teoremi dajemo gornju granicu za broj ¢vorova regularnog grafa ¢iji

je struk veéi od 3.

Teorema 1.12 Neka je G r—reqularan graf reda n ¢iji je struk veéi od 3. Tada vazi:

n < 7’2()\2—’—2)—7“)\2()\2—{—1)—/\%’
- r— A2

kad god je desna strana nejednakosti pozitivna.

(1.2)

Dokaz. Uoc¢imo slede¢u podelu skupa X ¢vorova grafa G: (i) proizvoljan ¢vor v,
(i) N(v) i (iii)) Xg\(v U N(v)), pa posmatrajmo odgovarajuéu podelu na blokove
A = (4;;), 1 < 14,57 < 3 njegove matrice susedstva. Ako je d srednja vrednost
stepena ¢vorova u podgrafu indukovanom ¢vorovima koji nisu susedni ¢voru v, tada

je matrica ¢iji su elementi srednje vrednosti suma u vrstama blokova A,;:

0 r 0
B = 1 0 r—1 |,
0 r—d d

gde su vrednosti Bgs i Bz izra¢unate imajuéi u vidu da G ne sadrzi trouglove, §to
znadi da je G[N(v)] totalno nepovezan graf. Na osnovu Teoreme 0.3 sopstvene vred-

nosti matrice B prepli¢u sopstvene vrednosti matrice A. Karakteristi¢ni polinom

matrice B je (x —r)(z* — (d — r)z — d), pa zato izraz > — (d — r)z — d ne moZze biti

pozitivan za x = A9, odnosno vazi
A —(d—7))y—d > 0.
Ili, ekvivalentno prethodnoj nejednakosti,

g < 2atn)
T A+l

Buduéi da postoji tacno r? grana izmedu skupova N(v) i Xg\(v U N(v)), sledi

g rn=2r)
n—r—1
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Graf GG ne sadrzi trouglove, te vazi n — 2r > 0. Zamenjujué¢i navedenu jednakost u

prethodnu nejednakost dolazimo do

r(n—=2r) A +1) < (n—r—1) A +r). (1.3)

Rezultat sledi nakon uprosé¢avanja dobijene nejednakosti. ]

Jednakost u nejednakosti iz prethodne teoreme dostizu, na primer, Petersenov i

Klebsov graf.

Napomena 1.2 Nejednakost (1.8) vaZzi za bilo koji graf koji zadovoljava uslove Te-
oreme 1.12, ali postoji moguénost da je desna strana nejednakosti (1.2) negativna
— nagmangi (u smislu reda grafa) primer je 3-reqularan graf reda 10 ¢&ija je druga

sopstvena vrednost jednaka 2 (opis ovog grafa moZe se naéi u radu [15]).
Formulisa¢emo direktnu posledicu prethodne dve teoreme.

Teorema 1.13 Skup svih povezanih regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova

koji zadovoljavaju Ao < /1 jeste konacan.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.11, stepen 7 je ogranicen. Zatim, na osnovu Teoreme

1.12, i red n je ogranicen, odakle sledi tvrdenje. |

U sledec¢oj teoremi navodimo i gornju granicu za stepen regularnog nebipartitnog

grafa ¢iji je struk veéi od 4.

Teorema 1.14 Neka je G povezan r-reqularan nebipartitan graf za koji vazi gr(G) >
5. Tada je r < A3+ Xy + 1.

Dokaz. Uoc¢imo dva susedna ¢vora, v i v, grafa G. Graf G ne sadrzi trouglove, pa je
njegov podgraf G[N(u)] (G[N(v)]) totalno nepovezan graf. Takode, G ne sadrzi ni
Cetvorouglove, pa ne postoji nijedna grana izmedu skupova N(u)\ {v} i N(v)\ {u}.
Indukovani podgraf GuU N(u) Uv U N(v)] grafa G u stvari je graf F,_; opisan na
pocetku ovog poglavlja, i kao Sto je ve¢ receno, njegova druga sopstvena vrednost

je =HLY=3 " Na osnovu Teoreme 0.2 vazi Ao(G) > Mo(Glu U N(u) Uv U N(v)]) =

—_H‘Q/m. Rezultat sledi nakon sredivanja izraza. ]

Primeri grafova koji dostizu gornju granicu stepena datu u prethodnoj teoremi
jesu takozvani jako regularni grafovi ¢iji je struk 5, to jest C5, Petersenov graf i
Hofman-Singltonov (A.J. Hoffman i R.R. Singleton) graf.
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1.4 Regularni nebipartitni grafovi bez trouglova
¢ija je druga sopstvena vrednost ogranicena

odozgo zadatom konstantom

Kao $to smo napomenuli u prethodnom poglavlju, ovde ¢emo se posvetiti odre-
divanju regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova kod kojih je druga sopstvena
vrednost ograni¢ena odozgo nekom datom konstantom. Naime, odredujemo sve re-
gularne nebipartitne grafove ¢iji je struk veéi od 3 i ¢ija je druga sopstvena vrednost
ograni¢ena odozgo sa v/2 (Teorema 1.15), sve 3-regularne nebipartitne refleksivne
grafove ¢iji je struk veéi od 4 (Teorema 1.17), kao i sve regularne nebipartitne gra-
fove ¢iji je struk veéi od 4 i ¢ija je druga sopstvena vrednost ograni¢ena odozgo sa
V3 (Teorema 1.19). Podaci o dobijenim grafovima predstavljeni su u poslednjem
potpoglavlju. Da bismo predstavili grafove odredene u Potpoglavlju 1.4.2 i Potpo-
glavlju 1.4.3 koristimo heksadecimalnu reprezentaciju (matrice susedstva) grafa do
koje se dolazi na sledec¢i nac¢in: (binarni) broj dobijen nadovezivanjem vrsta gornjeg

trougla matrice susedstva predstavljen je kao heksadecimalni broj.

1.4.1 Regularni nebipartitni grafovi ¢iji je struk veéi od 3
koji zadovoljavaju \» < v/2

Neka je G r-regularan nebipartitan graf ¢iji je struk veéi od 3 koji zadovoljava
Ao < V2. Tada, otigledno, G mora biti povezan, i vazi r > 2. Bududi da postoje
tatno dva 2-regularna grafa koji zadovoljavaju Ay < v/2 (Cs i C7), nadalje mozemo
pretpostaviti da vazi r > 3. Sada na osnovu Teoreme 1.10 sledi da je dijametar
grafa G najvise 3.

Da bismo uspostavili gornju granicu za stepen grafa GG, uo¢imo grafove H; i Ho
prikazane na Slici 1. Graf H; je zabranjen podgraf za svojstvo Ay < v/2 u familiji
regularnih grafova zato $to je najmanja sopstvena vrednost njegovog komplementa
H, manja od —1 — /2. Takode vazi A\y(Hy) > v/2, pa je H, zabranjen podgraf za

isto svojstvo.
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H,y H,

Slika 1: Dva zabranjena podgrafa za regularne grafove koji zadovoljavaju Ay < v/2

Lema 1.3 Neka je G r-regularan nebipartitan graf ¢iji je struk veéi od 3 koji zado-
voljava Ny < /2. Tada vazi r < 5. Ukoliko je r = 5, tada je G Kleb3ov graf.

Dokaz. Uoc¢imo da G ne sadrzi Cy ,k > 9 kao indukovan podgraf (A\2(Cy) > v/2).
gtaviée, ako je r > 6, tada G ne sadrzi C7 kao indukovan podgraf (u suprotnom
G sadrzi K gUK> kao indukovan podgraf, ali je najmanja sopstvena vrednost grafa
m manja od —1 —+/2, §to povladi A\2(G) > v/2). Buduéi da G nije bipartitan,
on mora sadrzati C5 kao indukovan podgraf.

Jednostavno se moze proveriti da je bar jedan od grafova H; (i = 1, 2) indukovani
podgraf grafa G ako je r > 10. Neka je zato 5 < r < 91 neka je v proizvoljan ¢vor
grafa G. Oznac¢imo sa U skup ¢vorova grafa G koji su na rastojanju 2 od v (skup U
oCigledno nije prazan), i za u € U definisimo broj d*(u) kao broj zajednickih suseda

¢vorova u i v (vazi d*(u) > 1). Razmotri¢emo pet slu¢ajeva.

Slucaj 1: r = 9. Pretpostavimo da skup U sadrzi ¢vor u za koji vazi d*(u) = 3.
Tada podgraf G[N(u)AN(v)] (gde je N(u)AN(v) = (N(u)\N(v)) UN(v)\N(u)))
mora biti 3-regularan bipartitan (u suprotnom G sadrzi ili H; ili Hy kao indukovan
podgraf). Postoji pet takvih povezanih grafova, i jedan nepovezan (to je graf 2K3 3).
Lako se moZemo uveriti da za svaki od njih vazi Ay > /2.

Sli¢no, ako U sadrzi ¢vor u sa osobinom d*(u) = 4, tada G[N (u) AN (v)] mora biti
2-regularan bipartitan. Jasno je da za takav graf vazi ili Ay = 2 (ako je nepovezan),
ili Ay = # > /2 (ako je povezan).

Dakle, dva ¢vora na rastojanju 2 u G ili imaju manje od tri, ili viSe od Cetiri
zajednicka suseda. Pretpostavimo da postoji ¢vor u € U, za koji vazi 1 < d*(u) < 2,
i neka je w € N(u) N N(v). Tada svaki sused ¢vora u (koji nije susedan ¢voru
v) ima barem pet suseda medu susedima ¢vora v (koji nisu susedni ¢voru u), i
obrnuto (u suprotnom G sadrzi H; kao indukovani podgraf). Budué¢i da G ne sadrzi
H, kao indukovani podgraf, svaki ¢vor koji pripada skupu N(u)\N(v), kao i svaki
¢vor koji pripada skupu N(v)\N(u) moZe biti susedan najvise jednom ¢voru skupa

N(w)\{u,v}, ali tada G sadrzi H; kao indukovani podgraf. Dakle, svaka dva ¢vora
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na rastojanju 2 u G imaju vise od Cetiri zajednicka suseda, ali tada C5 ne moze biti

indukovani podgraf grafa G, $to je kontradikcija.

Slucaj 2: r = 8. Pretpostavimo da skup U sadrzi ¢vor u za koji vazi d*(u) = 3,
i neka je N(u)\N(v) = {wq,...,ws}. Za svaki ¢vor w; € N(u)\N(v) vazi 2 <
d*(w;) < 3 (u suprotnom G sadrzi ili H; ili Hy kao indukovani podgraf). U skupu
N(u)\N(v) nalazi se pet ¢vorova, pa medu njima postoje dva koji zadovoljavaju
d*(w;) = 2 1 imaju barem jednog zajednic¢kog suseda u skupu N(v)\N(u), ili medu
njima postoje dva koji zadovoljavaju d*(w;) = 3 1 imaju barem dva zajedni¢ka suseda
u skupu N(v)\N(u). Tada se direktno moZe proveriti da svaki od ¢etiri moguca
podgrafa grafa GG, indukovana ¢vorovima u, v, N(v), i sa opisanim ¢vorovima iz
skupa N (u)\N(v), ima drugu sopstvenu vrednost veéu od /2.

S druge strane, ako U sadrzi ¢vor u za koji vazi 1 < d*(u) < 2, uoéimo ¢vor
w € N(u)NN(v),itada je ostatak dokaza isti kao i odgovarajuéi deo u prethodnom

slucaju.

Slucaj 3: r = 7. Uz pomo¢ racunara mozemo generisati sve povezane 7-regularne
grafove bez trouglova reda n < 20. Postoji 751 takav graf, i nijedan od njih ne
zadovoljava uslov Ay < V2.

Ukoliko je n > 28, tada, na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrzi K5 3 kao indukovani
podgraf, pa za svaki ¢vor u € U vazi d*(u) < 2. Neka je u € U &vor za koji vazi
d*(u) = 2 (takav ¢vor mora postojati, inac¢e G sadrzi graf Fy opisan u Poglavlju 1.3,
a za njega vazi Ay > v/2). Sada vidimo da podgraf G[N(u)AN(v)] mora biti 2-
-regularan bipartitan (u suprotnom G sadrzi ili H; ili K5 3 kao indukovani podgraf),
a druga sopstvena vrednost takvog grafa veéa je od v/2.

Ako je 24 < n < 26, tada na osnovu Teoreme 0.4, G' ne sadrzi ni Kj 4, niti K33
kao indukovani podgraf, pa postoji ¢vor v € U za koji vazi d*(u) = 3. Naravno,
tri ¢vora u skupu N(u) N N(v) moraju imati sve svoje susede (razli¢ite od w i
v) u skupu X\(N(u) U N(v)). Takode, nijedan &vor grafa G nije susedan sa sva
tri zajednicka suseda ¢vorova u i v, pa jednostavno prebrojavanje grana (izmedu
skupova N(u) N N(v) i X\(N(u) U N(v))) implicira da, ako je n = 26, postoje
barem dva ¢vora koji su susedni sa dva zajednicka suseda ¢vorova u i v. Uocimo
slede¢u podelu skupa X (¢vorova grafa G): A = N(u) N N(v), B je skup koji

sadrzi dva opisana ¢vora (koji su susedni ¢vorovima u skupu A), C = {u,v} i
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D = X\(AU BUC). Ova podela indukuje koli¢nicku matricu

0 3 0 4

4 11
0 2 0 5
8 1 10 104
19 19 19 19

Na osnovu Teoreme 0.3, vazi M\o(G) > Ao(M;) > V2. Ako je n = 24, postoje
barem ¢etiri ¢vora koji ne pripadaju skupu v U N (u) Uv U N(v), i susedni su sa dva
zajednicka suseda ¢vorova u i v. Tada G sadrzi graf Ky, kao indukovani podgraf,
Sto je kontradikcija.

Konacno, ako je n = 22, tada G ne sadrzi ni K5, niti K33 kao indukovani
podgraf (na osnovu Teoreme 0.4), pa vazi d*(u) = 3 za svaki ¢vor u € U, ili postoji
¢vor u € U koji zadovoljava d*(u) = 4. U prvom slu¢aju jednostavno se proverava
da vazi diam(G) = 2, pa G mora biti jako regularan graf sa parametrima (22,7, 0, 3),
ali takav graf ne postoji (videti Teoremu 7.3 u monografiji [20]). U drugom slu¢aju
jednostavno se moze proveriti da (pod pretpostavkom da G ne sadrzi ni K33, niti
Hj, kao indukovani podgraf) mora postojati ¢vor w € X\ (N (u) U N(v) UuUw) koji
je susedan sa tacno pet ¢vorova skupa N(v) (ili N(u)), ali tada podgrat Glu U v U
wU N (v)] (odnosno GluUvUwU N (u)]) ima drugu sopstvenu vrednost veéu od v/2.

Slucaj 4: r = 6. Nijedan od 4012 povezanih 6-regularnih grafova bez trouglova
reda n < 19 koje smo generisali uz pomo¢ rac¢unara ne zadovoljava uslov Ay < /2.

Ako je n > 22, na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrzi K53 kao indukovan podgraf.
Tada postoje dva ¢vora u i v sa samo jednim zajednickim susedom, ili svaka dva ¢vora
na rastojanju 2 u G imaju tac¢no dva zajednicka suseda. U prvom sluc¢aju je podgraf
indukovan sa deset ¢vorova koji nisu susedni ni sa u ni sa v 2-regularan bipartitan
(u suprotnom G sadrzi H; kao indukovan podgraf), ali o¢igledno takav podgraf ima
drugu sopstvenu vrednost veéu od v2. U drugom slu¢aju jednostavno uo¢avamo
da je dijametar grafa G' 2, pa GG mora biti jako regularan graf sa parametrima
(22,6,0,2), medutim takav graf ne postoji (videti opet Teoremu 7.3 monografije
[20]).

Preostale su jos moguénosti n € {20,21}. Na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrzi
K 4 niti K33 kao indukovan podgraf. Tada sledi da postoji ¢vor u € U sa osobinom
d*(u) = 3. Sva tri ¢vora skupa N(u) N N(v) moraju imati sve svoje ostale susede u
skupu S = X\(N(u) U N(v)). Buduéi da svaki ¢vor iz skupa S moze biti susedan
sa najvise dva ¢vora iz skupa N(u) N N(v), postoje barem dva ¢vora u S koji su
susedni sa ta¢no dva ¢vora skupa N(u) N N(v). Uo¢imo sledeé¢u podelu skupa X:

A= N(u)N N(v), B je skup dva ¢vora koji su susedni sa ta¢no dva ¢vora skupa A,
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C ={u,v}iD=X\(AUBUC). Ova podela indukuje koli¢nicku matricu

IS
I
wloo O

‘CTJC)[\DO
W~

‘mwow
‘Ooocmmo

6n—64
n—7

-
-
-

n— n— n—

Sada, na osnovu Teoreme 0.3, vazi \o(Msz) > 2 za n € {20,21}, odakle sledi

/\Q(G) > \/§

Slucaj 5: r = 5. Postoji ta¢no 405193 povezana 5-regularna nebipartitna grafa
bez trouglova reda n, n < 18, i proverom uz pomo¢ racunara dolazimo do zakljucka
da samo jedan od njih zadovoljava uslov Ay < /2. To je KlebSov graf (videti i
Poglavlje 1.2).

Ako je G povezan 5-regularan nebipartitni graf bez trouglova reda n koji zado-
voljava uslov Ay < v/2, i ako je n > 20, tada, prema Teoremi 0.4, G' ne sadrzi K3
kao indukovan podgraf.

Neka vazi n > 20. Pretpostavimo da postoje dva ¢vora u i v, koji imaju samo
jednog zajednickog suseda w, i neka je A ¢etvoroelementni skup N(u)\{w} i B
¢etvoroelementni skup N(v)\{w}. Podgraf G[AU B] grafa G je bipartitan, sa ¢etiri
¢vora u svakoj klasi obojivosti, svaki ¢vor tog podgrafa je najvise stepena 2 i dva
¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti imaju najvise jednog zajednickog suseda.
Postoji 26 grafova sa tim osobinama. Posmatrajuéi podgraf grafa G indukovan sa
u, v, w i ¢vorovima skupa A U B, vidimo da samo dva zadovoljavaju osobinu da im
je druga sopstvena vrednost manja ili jednaka v/2: jedan od njih se dobija ako je
G[A U B] izomorfan sa Cy, a drugi ako je G[A U B] izomorfan sa CsUK,. Uocimo
podelu skupa X: {u}, {v}, {w}, A, B, X\({u, v, w}UAUB) koja indukuje koli¢nic¢ku

matricu

0 1 0 4 0 0
1 0 1 0 0 3
weliany |
3 3
0O 0 1 £ 0 - <
0 7 0 251 aor

gde e oznacava broj grana u podgrafu G[A U B]. Budu¢i da vazi 7 < e < 8, tada za
n > 20, na osnovu Teoreme 0.3, sledi A\o(G) > \o(Ms) > /2.

Ako svi ¢vorovi koji su na rastojanju 2 u GG imaju ta¢no dva zajednicka suseda
i ako vazi n > 20, tada postoje dva ¢vora u G koji su na rastojanju 3. Oznac¢imo

te ¢vorove sa u i v, i neka je u, wy, we, v put duzine 3 koji ih povezuje. Neka je C'
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¢etvoroelementni skup N(u)\{w1} i D Cetvoroelementni skup N(v)\{wsy}. Podgraf
G[C' U D] grafa G je bipartitan, sa Cetiri ¢vora u svakoj klasi obojivosti i svaki ¢vor
tog podgrafa je stepena najvise 2. Postoje 32 grafa sa tim osobinama, od kojih
28 zadovoljava osobinu da im je druga sopstvena vrednost manja ili jednaka v/2.
Posmatrajuéi sada 28 moguc¢ih podgrafova grafa G, koji su indukovani ¢vorovima
u, v, w i ¢vorovima skupa C'U D, vidimo da samo dva zadovoljavaju osobinu da im
je druga sopstvena vrednost manja ili jednaka v/2, i tada je G[C'U D] izomorfan sa
Cs ili sa CsUK,. Ako je G[C' U D] izomorfan sa Cs, ¢vor w; ne moZe imati nijednog
suseda u skupu B, pa podgraf indukovan ¢vorovima wi, u, v i ¢vorovima skupa
C'U D ima drugu sopstvenu vrednost veéu od v/2. Ukoliko je G[C'U D] izomorfan sa
CsUK,, Evor wy moZe biti susedan samo sa jednim ¢vorom grafa K», i u oba slucaja
(wy je susedan sa jednim ¢vorom grafa Ks, odnosno w; nije susedan ni sa jednim
¢vorom grafa K5), podgraf indukovan ¢vorovima ws, u, v i ¢vorovima skupa C'U D

ima drugu sopstvenu vrednost ve¢u od V2.
Ovim je dokaz zavrSen. |

Sada ¢emo ograniciti red r-regularnih, 3 < r < 4, nebipartitnih grafova ¢iji je
struk veéi od 3 i koji zadovoljavaju uslov Ay < v/2. Koristimo i slede¢i rezultat
(koji se moze nac¢i u radu [35]): ako je G prost graf koji ne sadrzi trouglove reda n

i minimalnog stepena d, i ukoliko vazi d > %n, tada je G bipartitan.

Lema 1.4 Neka je G r-reqularan, 3 < r < 4, nebipartitan graf reda n ¢iji je struk
veci od 3 koji zadovoljava Ay < V2. Tada:

(i) ako vazir =3, onda vazi 8 <n < 18;
(11) ako vazir =4, onda vazi 10 < n < 17.

Dokaz. Buduéi da G nije bipartitan, donje granice u oba sluc¢aja dobijamo iz
nejednakosti r < 2n, zamenjujudi r = 3 (r = 4).

Ako je r = 3, tada na osnovu Teoreme 1.12 vazi n < 18, ¢ime je dokaz tvrdenja
(i) zavrsen.

Ako je r = 4, na osnovu Teoreme 1.12 vazi n < 19. Postoji samo jedan 4-
-regularan graf reda n < 19 ¢iji je struk veéi od 4, i taj graf ima drugu sopstvenu
vrednost ve¢u od v/2. Dakle, G mora sadrzati K59 kao indukovani podgraf, pa na

osnovu Teoreme 0.4 vazi n < 17, ¢ime je zavren i dokaz tvrdenja (7i). u

Postoji ta¢no 8529 3-regularnih nebipartitnih grafova ¢iji je struk veéi od 3, koje
smo generisali koriste¢i ra¢unar. Medu njima samo dva imaju osobinu Ay < v/2:

Petersenov graf i graf (G; prikazan na Slici 2.
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Takode, uz pomo¢ racunara generisali smo tac¢no 212 554 4-regularna nebipar-

titna grafa ¢iji je struk veci od 3. Cetiri grafa medu njima zadovoljavaju uslov
Xy < V2. To su grafovi G;, 2 < ¢ < 5 prikazani na Slici 2.

Dobijeni rezultati sumirani su u sledeéoj teoremi.
Teorema 1.15 Postoji tacno 9 reqularnih nebipartitnih grafova ¢iji je struk veéi od

3 koji zadovoljavaju Ny < /2. To su: Cs,C4r, Petersenov graf, Klebsov graf i pet

grafova prikazanih na Slici 2.

G, Go Gs

Gy Gs

Slika 2: Pet grafova iz Teoreme 1.15

Podaci o grafovima iz prethodne teoreme (red, struk i spektar) nalaze se u Pot-

poglavlju 1.4.4, Tabela 1.

1.4.2 3-regularni nebipartitni refleksivni grafovi ¢iji je struk

vedéi od 4

Svi 3-regularni nebipartitni grafovi ¢iji je struk veéi od 3 koji zadovoljavaju oso-
binu Ay < v/2 odredeni su u prethodnom potpoglavlju (Teorema 1.15). Medu njima
postoji jedan graf ¢iji je struk veci od 4 i to je Petersenov graf. Sada odredujemo sve

3-regularne grafove ¢iji je struk veci od 4 koji zadovoljavaju osobinu v/2 < Ay < 2.
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Lema 1.5 Neka je G 3-regularan nebipartitni refleksivan graf. Tada vazi gr(G) < 7.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi gr(G) > 8. Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G.
Uocimo podgraf G[v U Dy U Dy U D3], gde je D; = {u € X,d(u,v) =i}, 1 <i < 3.
Ocigledno je | D;| = 32771 i svaki podgraf G[D;], 1 < i < 3, jeste totalno nepovezan.
Neka je u ¢vor grafa G koji je na rastojanju 4 od v. Jednostavno se proverava da
vazi Ay(Glv Uu U Dy U Dy U D3]) > 2 ako w ima jednog ili dva suseda u skupu Ds,
pa svaki ¢vor na rastojanju 4 od v ima sve svoje susede u skupu Ds. Zato struk
grafa G mora biti 8 i buduéi da je G[D4] (Dy = {u € X,d(u,v) = 4}) totalno
nepovezan graf, G’ ne sadrzi konturu neparne duzine. To znaci da je G bipartitan,

Sto je kontradikcija. [ ]

Ogranici¢emo i red 3-regularnog refleksivnog grafa ¢iji je struk vec¢i od 4.
Lema 1.6 Neka je G 3-regularan refleksivan graf reda n. Tada:
(i) ako vazi gr(G) =5, tada je n < 20;
(11) ako vazi gr(G) = 6, tada je n < 24;
(ii1) ako vazi gr(G) =7, tada je n < 28.
Dokaz.

(i) Neka je n > 22. Ako sa V = {vy,...,v5} obelezimo skup ¢vorova podgrafa
grafa G koji je izomorfan sa Cj, tada svaki ¢vor skupa X \ V ima najvise
jednog suseda u skupu V, pa skup W = {w; € X \ V,d(v;, w;) = 1} sadrzi
ta¢no 5 ¢vorova. Podela skupa X: {V, W, X \ (V UW)} indukuje koli¢nicku

matricu
2 1 0
_ 2 2
Pe)=11 = - ,
10—2 10—2
O nfl(]e 3 - nfl()e

gde e oznacava broj grana u podgrafu G[WW]. Sada je:

B Sn — be +ne — 75
N 5n — 50

A2(P(e))

\/” — e 4 op2 21 4 Gne — 40n + €2 — 30e + 225

n 25
n — 10

Jednostavno se proverava da je za svako fiksirano n > 22 funkcija Ay(P(e))
rastu¢a po promenljivoj e, pa je: Ao(P(e)) > A2(P(0)) = ”+V2”22f01’6+225_15 >
2, za n > 22. Na osnovu Teoreme 0.3 vazi \2(G) > Ao(P(e)). Dakle, ako je

n > 22, graf G nije refleksivan, $to je kontradikcija.
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(i)

(iii)

Neka je n > 26. Uoc¢imo podelu skupa X: {V = {vy,...,v6}, W = {w; €
X\ Vid(v,,w;) = 1}, X\ (VUW)}, gde je V skup ¢évorova podgrafa grafa
G koji je izomorfan sa Cs. Bududi da vazi gr(G) = 6, skup W sadrzi ta¢no 6

¢vorova. Opisana podela indukuje koli¢nicku matricu

gde e ponovo ozna¢ava broj grana u podgrafu G[W]. Druga sopstvena vrednost

matrice R(e) je
6n — 6e + ne — 108

6n — 72

Ao(R(e)) =

\/"T — dnfe | 8n2 — An 4 94ne — 192n + 4e2 — 144e + 1296
2n — 24 ’

i jednostavno mozemo videti da je za svako fiksirano n > 26, funkcija \y(R(e))

rastu¢a po promenljivoj e. Sledi da za n > 26 vazi \2(R(e)) > A2(R(0)) =

b V2P 240162218 9 Gada na osnovu Teoreme 0.3 vazi Ao(G) > Ao(R(e)),

n—12
pa ako je n > 26, graf G nije refleksivan, $to je kontradikcija.

+

Neka je n > 30 i posmatrajmo podelu skupa X: {V = {vy,...,v7}, W = {w; €
X\ Vid(v,,w;) = 1}, X\ (VUW)}, gde je V skup ¢vorova podgrafa grafa
G koji je izomorfan sa Cr7. Skup W sadrzi tacno 7 ¢vorova i podgraf G[W] je

totalno nepovezan (gr(G) = 7). Ova podela indukuje koli¢ni¢ku matricu

2 1 0
S = 1 0 2 ,
4
0 ni14 n—14

_ n+vV2n2—-56n+441-21
- n—14

n > 30 vazi \2(S) > 2, pa na osnovu Teoreme 0.3 G nije refleksivan, Sto je

¢uja je druga sopstvena vrednost A\y(S) . Vidimo da za

kontradikcija.

Na osnovu Leme 1.5 struk 3-regularnog nebipartitnog grafa nije veéi od 7, a

prethodna lema nam pruza gornju granicu za broj ¢vorova 3-regularnog refleksivnog

grafa G koji zadovoljava 5 < gr(G) < 7. Sada moZemo, uz pomo¢ ra¢unara, da

generisemo sve 3-regularne grafove (odgovarajuceg reda) ¢iji je struk izmedu 51 7

(postoji tacno 6260 povezanih 3-regularnih grafova ¢iji red nije veéi od 20 i ¢iji je

struk 5, 7997 povezanih 3-regularnih grafova ¢iji red nije veéi od 24 i ¢iji je struk
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6 i 25 povezanih 3-regularnih grafova ¢iji red nije veéi od 28 i ¢iji je struk 7), i
da potom eliminiSemo bipartitne, zatim one koji nisu refleksivni i one ¢ija druga

sopstvena vrednost nije ve¢a od /2. Rezultat je dat u slede¢oj teoremi.

Teorema 1.16 Postoje tacno 92 3-regularna nebipartitna grafa ¢iji je struk veci od
4 i ija druga sopstvena vrednost zadovoljava V2 < Ny < 2, sa osobinama koje su

predstavijene u Tabeli 2 1 Tabeli 3 Potpoglavija 1.4.4.
Sada mozemo sumirati rezultate prethodnog i ovog potpoglavlja.

Teorema 1.17 Postoje tacno 93 3-reqularna nebipartitna refleksivna grafa ciji je

struk veci od 4. To su Petersenov graf i grafovi iz Teoreme 1.16.

1.4.3 Regularni nebipartitni grafovi ¢iji je struk veéi od 4
koji zadovoljavaju \» < /3

Svi regularni grafovi ¢iji je struk veéi od 3 i koji zadovoljavaju osobinu Ay <
V2 odredeni su u Potpoglavlju 1.4.1 (Teorema 1.15). Medu njima postoje dva
grafa stepena 2 ¢iji je struk veéi od 4, Cs i C; i, kao $to je veé re¢eno, jedan graf
stepena 3 ¢iji je struk veéi od 4, Petersenov graf. Takode, svi 3-regularni nebipartitni
refleksivni grafovi ¢iji je struk veéi od 4 odredeni su u prethodnom potpoglavlju
(Teorema 1.17). Osim Petersenovog, jo§ Cetiri grafa zadovoljavaju uslov Ay < /3, i
to su grafovi Ly, Lo, Lg i Ly iz Tabele 2, Potpoglavlje 1.4.4.

Jasno je da su Cy i C}; jedini 2-regularni nebipartitni grafovi ¢iji je struk veéi
od 4 koji zadovoljavaju v/2 < Ao < /3. Zato se sada ograni¢avamo na odredivanje
svih regularnih nebipartitnih grafova ¢iji je stepen veéi od 3, struk veéi od 4 i koji
zadovoljavaju osobinu v/2 < Ay < v/3. Na osnovu Teoreme 1.14 stepen regularnog
nebipartitnog grafa G, za koji vazi gr(G) < 5 i ¢ija druga sopstvena vrednost nije
veca od v/3, nije vedi od 5.

Dakle, potrebno je odrediti sve r-regularne, 4 < r < 5, nebipartitne grafove ¢iji
je struk veci od 4 koji zadovoljavaju v/2 < Ay < /3. Jasno je da je svaki takav graf

povezan.

Lema 1.7 Neka je G r-reqularan, 4 < r < 5, nebipartitan graf ¢iji je struk veci od
4 koji zadovoljava Xo < /3. Tada vazi gr(G) = 5.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi gr(G) > 6. Tada je diam(G) > 3. Takode je, na
osnovu Teoreme 1.10, diam(G) < 3, pa je diam(G) = 3.
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Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G. Definisimo skupove D; = {u € X, d(u,v) =
i}, 1 <4 < 2. Naravno, |D;| =r-(r—1)""!ioba podgrafa G[D;], 1 <i < 2, totalno
Su nepovezana.

Ako je r = 5, tada vazi A\o(G[v U D1 U D)) = 2 > /3, §to je kontradikcija.

Ako je r = 4, uo¢imo proizvoljan ¢vor u na rastojanju 3 od v. Sada se direktnom
proverom mozemo uveriti da vazi A\o(G[vUuU Dy U Ds]) > v/3 ako u ima manje od
4 suseda u skupu Dy, pa svaki ¢vor na rastojanju 3 od ¢vora v ima sve svoje susede
u skupu Ds. Dakle, podgraf indukovan skupom ¢vorova koji se nalaze na rastojanju

3 od ¢vora v je totalno nepovezan, pa je G bipartitan, Sto je kontradikcija. ]

Nas sledeci zadatak je da postavimo gornju granicu za broj ¢vorova r-regularnog,

4 < r < 5, nebipartitnog grafa ¢iji je struk veéi od 4 i koji zadovoljava uslov Ay < v/3.

Lema 1.8 Neka je G r-regularan, 4 < r <5, nebipartitan graf reda n, ¢iji je struk
veéi od 4 i koji zadovoljava uslov Ay < /3. Tada:

(i) ako jer =5, tada vazin < 32;
(11) ako je r =4, tada vazin < 23.

Dokaz. Na osnovu prethodne leme vazi gr(G) = 5. Posmatrajmo slede¢u podelu
skupa X: {V ={vy,...,u5}, W = {w; € X\ V,d(v;, w;) =1}, X\ (VUW)}, gde V
oznacava skup ¢vorova podgrafa grafa G koji je izomorfan sa C5. Svaki ¢vor skupa
X\ V susedan je sa najvise jednim ¢vorom skupa V', a skup W sadrzi tac¢no 5(r — 2)

¢vorova. Opisana podela indukuje koli¢nicku matricu

2 r—2 0
_ 2 2
Tle)=1 1 50—2) r—1-55 )
0 5(r—1)(r—2)—2e r— 5(r—1)(r—2)—2e
n—5(r—1) n—5(r—1)

gde e oznacava broj grana u podgrafu G[W].
Neka je r = 5 i pretpostavimo da vazi n > 34. Druga sopstvena vrednost matrice

T(e) je:
B 15n — 5e 4+ ne — 750

15n — 300

Ao(T'(e))

225 45
n — 20
Za svaku fiksiranu vrednost broja n > 34 funkcija A\2(7'(e)) je rastuc¢a po prome-

n2e2 2n2e 2ne? 4ne e? 100e
\/ — 15 +4n2———l—T—160n+3—T+2500

nljivoj e, u $ta se jednostavno mozemo uveriti, pa u ovom sluc¢aju vazi Ao(7'(e)) >

A (T(0)) = ”HW_E’O > /3. Na osnovu Teoreme 0.3 vazi \y(G) > Xao(T'(e)),

a Ao(T(e)) > /3 zan > 34, $to je kontradikcija.
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Na isti nacin dolazimo do kontradikcije ako vazi r = 4.

Ovim je dokaz zavrSen. |

Uz pomo¢ racunara generisali smo sve povezane H-regularne grafove reda n < 32,
¢iji je struk vec¢i od 4. Postoje 94 takva grafa, ali nijedan ne zadovoljava uslov
\/5 <A < \/g

Postoji 4059 povezanih 4-regularnih grafova reda n < 23, ¢iji je struk veéi od
4 (koje smo generisali uz pomo¢ rac¢unara), i samo jedan od njih nije bipartitan i
zadovoljava uslov V2 < Ay < v/3. Ovaj graf oznacicemo sa M. To je 4-regularan
graf reda 20, ¢ji je struk jednak 5, a njegov spektar je {4, 1.73% 1.563, 13, —1,
—1.73%, —2.563, —3}.

Imajuéi u vidu rezultate iz prethodnog potpoglavlja, mozemo formulisati slede¢u

teoremu.

Teorema 1.18 Postoji tacno 5 r-reqularnih, v > 2, nebipartitnih grafova ciji je
struk veci od 4 koji zadovoljavaju /2 < Ny < /3. To su 4 3-reqularna grafa Ly, Lo,
Lg @ Lyg ¢igi su spektri dati uw Tabeli 2 Potpoglavlja 1.4.4, © 4-reqularan graf M.

Sada mozemo sumirati dobijene rezultate.

Teorema 1.19 Postoji tacno 10 reqularnih nebipartitnih grafova ciji je struk veci
od 4 koji zadovoljavaju Ao < /3. To su: Cs, Cr, Cy, C11, Petersenov graf i grafovi

12 Teoreme 1.18.

1.4.4 Podaci o grafovima iz Poglavlja 1.4

U ovom potpoglavlju nalaze se tabele koje sadrze podatke o regularnim nebipar-
titnim grafovima koji su odredeni u Poglavlju 1.4.

U Tabeli 1 dati su broj ¢vorova, struk i spektar grafova opisanih u Teoremi
1.15. Buduéi da se sopstvene vrednosti konture proizvoljne duzune jednostavno
mogu izracunati na osnovu broja njenih ¢vorova, podaci o njima bice izostavljeni iz
Tabele 1.

U Tabeli 2 dati su broj ¢vorova i spektar grafova opisanih u Teoremi 1.16. Grafovi
L;; 1 <i<55ili 58 < i < 72 imaju struk 5, grafovi L;, ¢ € {56,57} ili 73 < i < 89
imaju struk 6, dok grafovi L;, ¢ € {90,91,92} imaju struk 7.

U Tabeli 3 data je heksadecimalna reprezentacija grafova predstavljenih u Teo-
remi 1.16 i grafa M koji je odreden u Potpoglavlju 1.4.3. Podaci o grafu M (red,

spektar i struk) mogu se na¢i u Potpoglavlju 1.4.3.
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Tabela 1: Podaci o regularnim nebipartitnim grafovima

¢iji je struk veéi od 3 koji zadovoljavaju Ay < /2

Graf n | Struk | Spektar

G, 8 | 4 |3,12,0412,—1,—2.412

Petersenov graf | 10 5 3,15, —24

Gy 10| 4 |4,1.232 00, —3.232

G 11 4 4,1.40%,0.55%,0.37%, —1.09%, —3.232
G, 12| 4 | 4,150, —22, —32

Gs 13| 4 | 4,1.38027" —2.66"

Klebsov graf 16| 4 |5,1%0 -3

Tabela 2: Podaci o 3-regularnim nebipartitnim refleksiv-

nim grafovima ¢iji je struk veéi od 4

Graf | n Spektar
Ly |12 3,1.56,1.41%2,1%2,0, —1.41%2, —22, —2.56
Ly, |12 3,1.53%,1.30%,0.352, —1, —1.88%, —2.30?
Ls; |1413,1.86,1.71,1.55,1.26,1,0.38,0.08, —0.91,
—1.33,-1.69, —2.10, —2.33, —2.48
Ly |14 3,1.86,1.73,1.62,1.30,0.62,0.41,0.25, —0.62,
—1.62,-1.73,—2.11, —2.30, —2.41
Ls |14 3,1.87,1.68,1.41%2,1,0.54,0, —1.21, —1.41%2, =2, —2.21, —2.66
Lg | 14| 3,1.81,1.68%,1.41,0.542,0, —0.47, —1.41, —2, —2.21%2, —2.34
L; |14 3,1.81,1.68,1.41%2,1.17,0.54, —0.47,
—0.69, —1.41%2, —2.21, —2.34, —2.48
Lg |14 ] 3,1.81,1.41%0.73, —0.47, —1.41*, —2.34, —2.73
Ly |14 |3,1.73,1.62%,1.30%,0.41, —0.622, —1, —1.73, —2.30%, —2.41
Ly | 14| 3,1.71%2,1.55%,1,0.082, —0.912, —2.10%, —2.332
Ly |16 3,1.99,1.83,1.69,1.44,1.32,0.83,0.39, —0.31, —0.72,
—1.08, —1.39, —1.81, —2.20, —2.43, —2.55
Lo |16 3,2,1.86,1.76,1.56,0.82,0.622,0.25, —1,
—1.14,-1.62%, —2.11, —2.44, —2.56
Lis |16 | 3,2,1.76,1.62,1.56,1.30,0.82,0.62, —0.62,

—12,-1.14, —1.62, —2.30, —2.44, —2.56

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 2 — nastavak

Graf | n Spektar

Ly |16 |3,1.99,1.87,1.73,1.56,1,0.77,0.41, —0.03, —0.60,
—1.25,—1.61, —1.73, —2.14, —2.41, —2.54

Lis |16 | 3,22,1.562,0.62%, —1, —1.62*%, —2.562

Lig |16 |3,2,1.94,1.62,1.56,1,0.622,0, —0.62,
—1.46, —1.622, —2, —2.47, —2.56

Li; |16 | 3,2,1.622,1.56%,0.622, —0.622, —1, —1.622, —2, —2.56>

Lig |16 | 3,1.99,1.83,1.60,1.56,1.34,0.78,0.30, —0.21,
—0.71, -1, —1.57, —1.92, —1.96, —2.48, —2.56

Lo |16]3,2,1.93,1.65,1.39,1.25,0.71,0.47, —0.27, —0.45,
~1.27, —1.50, —1.80, —2.19, —2.38, —2.54

Lo | 16 | 3,22,1.56,1.302,0.622,0, —12, —1.622, —2.302, —2.56

Ly | 16| 3,2,1.86,1.62,1.56,1.30,0.62,0.25,0, —0.62,
—1,-1.62, -2, —2.11, —2.30, —2.56

Ly | 16| 3,1.99,1.86,1.71,1.49,1.25,0.72,0.25, —0.23, —0.37,
~1.08,—1.67, —1.90, —2.11, —2.37, —2.54

Loz | 16 | 3,1.862,1.79,1.412,0.62,0.25%, —1, —1.412, —1.62, —2.112, —2.79

Loy | 16| 3,1.86%,1.412,0.25%, —0.38, —1.412, —2.113, —2.62

Los | 16 | 3,1.87,1.86,1.79,1.54,1.27,0.72,0.25, —0.05, —0.67,
—1.26,—1.45, —1.77, —2.11, —2.40, —2.61

Lo | 16 | 3,1.87,1.86,1.62,1.58,1.41,0.84,0.25, —0.30, —0.62,
—1.25,—1.41, —1.78, —2.11, —2.25, —2.72

Ly, | 16 | 3,1.86,1.79,1.62, 1.412,1.30, 0.25, —0.62,
—12,-1.412, —2.11, —2.30, —2.79

Los | 16 | 3,1.87,1.84,1.60, 1.58, 1.41,0.88, 0.40, —0.34, —0.89,
—1.26,—-1.41,-1.65,—1.95, —2.31, —2.79

Log |16 | 3,1.88,1.85,1.73,1.57,1.27,0.64,0.58, —0.17,
—1,—1.11,—1.46,—1.73, —1.95, —2.37, —2.72

Lsy |16 | 3,1.87,1.83,1.73,1.48,1.37,1,0.15, —0.31, —0.80,
—1,-1.39, —1.73, —2.17, —2.45, —2.59

L1 |16 | 3,1.90,1.73%,12,0.41,-0.19, —12, —1.73%, —2.41, —2.71

L3, |16 | 3,1.90,1.73%,1.48%,1,—-0.19, —0.31%, -1, —1.73%, —2.17%, —2.71

L3z |16 | 3,1.87,1.73%,1.52,1.37,1,0.55, —0.80,

—12,-1.29,—1.73%, —2.45, —2.78

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 2 — nastavak

Graf | n Spektar

Lsy |16 | 3,1.832,1.56%,1.34%, —0.21%2, —13, —1.962, —2.56>

Lss | 18] 3,22,1.73,1.56,1.482,0.41, —0.312,
—1%2,-1.73, —2.17%,—2.41, —2.56

Lss | 18| 3,2,1.96,1.74,1.63,1.51,1.35,0.58,0.11, —0.27, —0.71
—0.86,—1.17, —1.67, —1.91, —2.18, —2.45, —2.67

L3y |18 |3,2,1.96,1.73%1.64,1,0.41,0.27,0, —0.55,
~1.00, —1.44, —1.732, —2.23, —2.41, —2.66

Lass | 18] 3,2,1.97,1.73,1.70,1.57,1.11,0.62, 0.30, —0.24, —0.80,
—1,-1.22, —1.62, —1.73, —2.25, —2.46, —2.67

Lo | 18 ]3,22,1.732,1.56,1,0.412,0, —13, —1.732, —2.412, —2.56

Ly |18 ]3,22,1.733,0.41%,02, —1, —1.733, —2.413

Ly | 18 |3,22.1.73,1.56,1.482,0.41,0, —0.312,
12, -1.73, —2.17%, —2.41, —2.56

Ly |18 3,2,1.96,1.73% 1.50,1,0.90,0.09,0, —1.002,
—1.37,-1.732, —1.80, —2.46, —2.82

Ly | 18 3,2,1.96,1.73,1.69,1.62,0.90,0.88,0.21, —0.34, —0.62,
—1,-1.35,—1.59, —1.73, —2.19, —2.53, —2.64

Ly | 181 3,2,1.96,1.73,1.63,1.48,1.31,0.83,0, —0.31, —0.68,
—1,-1.25,—1.61, —1.73, —2.17, —2.41, —2.77

Lis | 18 |3,1.972,1.732,1.44,1.29,0.68, 0.18, —0.25, —0.68,
—1.12,-1.29, —1.73% —1.97, —2.40, —2.82

Ly |18 1]3,1.97,1.96,1.87,1.69,1.48,1,0.75,0.21, —0.10, —0.609,
—1.21,—-1.34, —1.53, —1.83, —1.98, —2.60, —2.66

Ly; | 18| 3,2,1.73%,1.34,0.41,0%, —0.53, —1, —1.73*, —2.41, —2.81

Liyg | 18 | 3,1.97%1.75,1.63,1.58,1.15,0.89,0.02, —0.26, —0.75,
~1.05, —1.33, —1.38, —1.79, —2.26, —2.36, —2.77

Ly |18 |3,2,1.87%,1.62%,1,0.62%, —0.622, —1.21%2, —1.622, —2.00, —2.66>

Lsy | 18| 3,2,1.87,1.76,1.62%,1.35,0.62,0.21, —0.622, —0.82,
~1.21,—1.62, —1.90, —2, —2.60, —2.66

Ls; | 18 | 3,1.962,1.87%,13,0.212, —1.21%, —1.342, —1.83%, —2.66

Lsy | 18| 3,2,1.78,1.73%,1.56,1.48,0.59, 0, —0.31,
—0.72, —12, —1.73%, —2.17, —2.56, —2.64

Lss | 18 |3,2,1.97,1.73,1.62,1.52,1.14,0.88,0.43, —0.62, —0.89,

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 2 — nastavak

Graf | n Spektar
—1,—1.35,—1.51,—-1.73, —1.83, —2.53, —2.82

Lsy | 18] 3,22,1.73,1.622,0.882,0.41, —0.622,
—1,-1.35%,-1.73,—2.41, —2.53?

Lss | 18 | 3,2,1.79,1.73,1.622,1.44,0.88, —0.11, —0.622,
—1,-1.15,—1.35, —1.73, —2.28, —2.53, —2.68

Lsg | 18 | 3,2,1.73%,1.56,1.34,1,0, —0.53, —13, —1.733, —2.56, —2.81

Ls; | 18 | 3,1.87%,1.62%,1, —0.62%, —1.21%, —22, —2.66>

Lsg |20 | 3,22,1.91,1.82,1.62,1.42,1.12,0.56,0.08, —0.55, —0.62,
—12,-1.16, —1.68, —2, —2.29, —2.53, —2.70

Lsy |20 |3,2%,1.87,1.70,1.22,0.622,0.47, —0.24, —0.60,
—12,-1.622, -2, —2.27, —2.46, —2.70

Leo | 20 | 3,23 1.87,1.61,1.18,1,0.56,0.41, —0.33, —1,
~1.16, —1.64, —2, —2.38, —2.41, —2.72

Lo |20 ]3,231.84,1.73,12,0.51,0.41,0, — 13, —1.51, —1.73, —22, —2.41, —2.84

Lex | 20| 3,22,1.90,1.81,1.70, 1.45,0.86,0.62, 0.14, —0.24, —0.69,
—12,-1.62, —1.68, —1.96, —2.00, —2.46, —2.84

Les | 20 | 3,22,1.882,1.622,0.622, —0.092, —0.622, —1, —1.622, —2.262, —2.522

Les | 20| 3,22,1.882,1.622,0.622, —0.092, —0.622, —1, —1.622, —2.262, —2.522

Les |20 ]3,2,1.92,1.91,1.84,1.73,1.44,1.12,0.29, 0.19, —0.45, —0.59,
~0.75,—1, —1.61, —1.67, —1.89, —2.30, —2.38, —2.79

Les | 20 | 3,23,1.73,1.562,1,0.41,02, —1%, —1.73, -2, —2.41, —2.562

Ler |20 ]3,22,1.92,1.77,1.70,1.34, 1.15,0.62, —0.13, —0.24,
—0.76, —12, —1.20, —1.62, —2, —2.37, —2.46, —2.72

Les | 20 | 3,23,1.70%,1.56,0.622,0, —0.242, —12, —1.622, —2, —2.462, —2.56

Leo |20 |3,22,1.91,1.812,1.38,0.622,0.27, —0.472,
—0.71, -1, —1.622, —2.20, —2.342, —2.65

Lz |20 3,2,1.93,1.89,1.85,1.71,1.312,0.43, —0.09, —0.38, —0.59,
—0.79, —1,—1.39, —1.62, —2.09, —2.27, —2.48, —2.72

L | 203,2,1.93,1.88,1.77,1.622,1.30, 0.23, —0.09, —0.49, —0.622,
—1,-1.19, —1.66, —2.26, —2.30, —2.52, —2.59

L |20 3,2,1.882,1.624, —0.092, —0.62%, —1, —2, —2.262, —2.522

L. |20 |3,23,1.84,1.56,13,0.51, —15, —1.51, —22, —2.56, —2.84

L.y | 2013,22,1.89,1.77,1.73,1.32, 1,0.84, 0, —0.32,

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 2 — nastavak

Graf | n Spektar
—1%,-1.19, -1.73, —1.95, —2, —2.53, —2.84

Lz |20 3,22,1.90,1.81,1.56,1.41,1%,—0.19, —0.47,
—1%, —1.41, -2, -2.34, —2.56, —2.71

Lz |20 3,2,1.93,1.88,1.82,1.66,1.53,1.16,0.35,0.16, —0.35, —0.58,
—1,-1.09, —1.53, —1.68, —1.88, =2, —2.53, —2.84

L |20 3,22,1.84,1.732,1.56,1,0.51, 0%, —13,
—1.51,—1.73%, -2, —2.56, —2.84

L |20 3,2%,1.56%,12,0,—15, —2, —2.563

Lz | 20| 3,1.94,1.92,1.90,1.79,1.622,1.31,0.39, —0.22, —0.45, —0.622,
—1.12,—1.34, —1.65, —1.84, —2.40, —2.53, —2.70

Lgo | 20 | 3,1.94,1.92,1.90,1.86,1.622,1.18,0.25,0.19, —0.56, —0.622,
—1.18,-1.46,—1.71,—1.90, —2.11, —2.47, —2.84

Lg; |20 3,1.95,1.91,1.90,1.80,1.73,1.50,1.25,0.45, —0.19, —0.45, —0.49,
—0.71,-1.25,-1.32, —1.73, —1.80, —2.20, —2.64, —2.71

Lss |20 3,1.94%2,1.86,1.62%,0.25, —0.38, —0.62%, —1.46%, —2.11, —2.472, —2.62

Lss |22 3,2%,1.77%,1.69,1.62,0.62,0.33, —0.192, —0.38, —0.62,
—1.33,-1.36%, —1.62, —2.23%, —2.62, —2.69

Lsy |22 3,2%,1.813,1%2,0.73, —0.473, —1*, —2, —2.343, —2.73

Lss |22 3,22,1.813,1.732,0.73,0%, —0.473, —1%2, —1.73%, —2.343, —2.73

Lgg | 22| 3,22,1.81%,1.56,1,0, —0.47% —13, —2.34*, —2.56

Lg; | 24| 3,2°,1.84,1.56,1,0.51,0%, —13, —1.51, —2*, —2.56, —2.84

Lgs | 24 | 3,2%,1.87%,1.73,1,0.41,0%, —12, —1.21%2, —1.73, —22, —2.41, —2.66>

Lgg | 24| 3,25,1.56%,0°, —1%, —23, —2.563

Lo | 24 | 3,2%,1.81%,1.56,0%, —0.47*, —12, —2, —2.34* —2.56

Loy | 26| 3,25,1.813,0.73,0%, —0.473, —12, —23, —2.343 —2.73

Ly | 281 3,280.416 —17, —2.416
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Tabela 3: Heksadecimalna reprezentacija matrice sused-

stva 3-regularnih nebipartitnih refleksivnih grafova ¢iji

je struk veéi od 4 i 4-regularnog grafa M opisanog u

Potpoglavlju 1.4.3

Graf Heksadecimalna reprezentacija
Ly E00600C0314282134

Lo E00600C031424144C

L3 E001800C00C140901020E1A

Ly E001800C00C140901020D1C

Ls E001800C00C140901020B52

Lg E001800C00C140180980A26

L E001800C00C140180980A1A

Lg E001800C00C140180890D0C

Ly E001800C00C110480941416

Ly E001800C00C110480941416

L1y | E001800C00C1104809410D2

Ly E0006000C00301400600824050830D
Lo E0006000C0030140060082405082A3
L3 E0006000C00301400600824050828E
Ly E0006000C003014006008240508265
L5 E0006000C0030140060082404A208B
Lig | E0O006000C0030140060082404A204D
L7 | E0O006000C0030140060082404A0A0B
Ligs | E0O006000C0030140060082404A0869
Li9g | E0O006000C00301400600824048A10D
Loy | EO006000C00301400600824048A08E
Loy E0006000C003014006008240488A23
Lo E0006000C003014006008240488929
Los E0006000C00301101200844040D05C
Loy E0006000C00301101200844040C531
Los E0006000C003011012008440409958
Log | EO006000C003011012008140520471
Loz | EO006000C00301101200814050905C
Log | EO006000C003011012008140461849

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 3 — nastavak

Graf Heksadecimalna reprezentacija

Log E0006000C003011012008140460C4C

L3 E0006000C003011012008140449454

L3y E0006000C003011012008060851641

Lso E0006000C003011012008060849681

Las E0006000C003011003004126030429

L3y | EO006000C003011003004124428470

L35 | E00018000C000C0110048008018080305286300

Lss | E00018000C000C011004800801802091128C050

L3z | E00018000C000C011004800801802091124C108

Lss | E00018000C000C01100480080180209110CC140

Lsg E00018000C000C01100480080180209090CC300

Ly E00018000C000C0110048008018020903258220

Ly E00018000C000C011004800801802019224A880

Lo E00018000C000C011000C004048500604082660

Lys E00018000C000C011000C004048500602048A88

Ly | E0O0018000C000C011000C004048500304082740

L,s | E0O0018000C000C011000C004048441204082660

Ly | E00018000C000C011000C004048441202104A48

L4z | EO0018000C000C011000C004048441202082A60

Ls,s | EO0018000C000C011000C00404844030408A640

Lyg E00018000C000C011000C004048421402104A48

Lxg E00018000C000C011000C004048421402102A88

Lx; E00018000C000C011000C004048421402044B08

Lxo E00018000C000C011000C004048420501106C40

Lss E00018000C000C011000C004048221109002C90

Ls4s | E00018000C000C011000C00404822018A00CA40

Lss | E00018000C000C011000C0040481201860A0340

Lss | E00018000C000C0018006028048420900083118

L5z | E00018000C000C001800602800C280182202860

Lsg | E0O00060000C0003001100030004003024044030080864A08
Lxg E000060000C0003001100030004003024044030080864910
Leo E000060000C0003001100030004003024044018100922C04
Le; E000060000C0003001100030004003024044018100922540

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 3 — nastavak

Graf Heksadecimalna reprezentacija

Lo E000060000C0003001100030004003024044018042122540

Les E000060000C000300110003000400302400602808A0A1804

Ly E000060000C000300110003000400302400602804C0A2404

Les E000060000C00030011000300040030240060280430A2900

Leg E000060000C00030011000300040030210420288008A2910

Le¢7 | EO00060000C00030011000300040030210420280500A2C04

Les | EO00060000C00030011000300040030210420280500A2910

Lgo | E000060000C0003001100030004003021012030090860A08

L7z | EO00060000C000300110003000400302101202804A0A2804

Ly E000060000C0003001100030004003021003030051068500

Lo E000060000C00030011000300040030018018289088A2800

Lo E000060000C0003000180018028003024028020101028238

Ly E000060000C0003000180018028003024024010080A042A4

Loy E000060000C000300018001802800302400C020101420238

L E000060000C0003000180018028003024006008044480330

L+ | EO00060000C0003000180018028003024006008044282130

L7g | E000060000C000300018001802800300500A020882220034

L9 | EO00060000C0003000180018022009022006020082422130

Lgo | EO00060000C0003000180018022009022006020082123110

Lg; E000060000C0003000180018022009021012008402121150

Lgo E000060000C0003000180018022009021003010400C48228

Lgs E0000180000C0000C00018000600220024021008800801004028541424

Lgy E0000180000C0000C00018000600220024001800602002820121850900

Lgs E0000180000C0000C000180006002200240018006020028200A1890900

Lgg E0000180000C0000C00018000600220006010800600814041080840912

Lg7 | E00000600000C00003000018000180022000180108009000400A002006
060118C0840

Lgs E00000600000C000030000180001800220001801080018002009001202
41200C20250

Lgg E00000600000C0000300001800018002200018000C000C001010888042
11401401021

Lgo E00000600000C000030000180001800030000C00060006088022088088

04022008411

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 3 — nastavak

Graf Heksadecimalna reprezentacija

Lgy E000001800000C00000C00001800006000030000300006000180880088
088022002004010081089090

Lgs | E0000006000000C00000300000180000180000300000C0000600006008
0800840404010800210400228004201408404

M F0000380003800070001C124049000708805284242242180
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Glava 2
Regularni bipartitni grafovi

U ovoj glavi bavimo se regularnim bipartitnim grafovima. Na pocetku razma-
tramo takve grafove sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti. Izvodimo neke
njihove strukturalne i spektralne osobine, a posebno ispitujemo i njihovu vezu sa
odredenim vrstama blok-Sema. Predstavljamo nekoliko uslova pod kojima regular-
ni bipartitni grafovi sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti moraju biti
grafovi incidencije navedenih blok-§ema. Na osnovu tih zakljuc¢aka dajemo nekoliko
moguc¢ih konstrukcija takvih grafova i odredujemo sve one ¢iji je stepen 3, kao i one
¢iji je red najvise 20.

Dalje, kao i u prethodnoj glavi, razmatramo vezu odredenih strukturalnih oso-
bina (dijametra, stepena i reda) regularnih bipartitnih grafova i njihove druge sop-
stvene vrednosti.

Posebno ispitujemo regularne bipartitne grafove ¢iji je struk veéi od 4 i izvodimo
spektralne uslove pod kojima su takvi grafovi grafovi incidencije odredenih blok-
-Sema. Takode dajemo i uslove pod kojima su regularni bipartitni grafovi ¢iji je
struk veci od 4 razdaljinsko regularni.

Na kraju odredujemo sve regularne bipartitne refleksivne grafove.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi mogu se naé¢i u radovima [50| (Poglavlje 2.2),
[47] (Poglavlje 2.3), [48] (Poglavlje 2.4) i [52] (Poglavlje 2.5).

2.1 Postavka problema i pregled poznatih

rezultata

Povezani regularni grafovi sa malim brojem razli¢itih sopstvenih vrednosti pred-
met su mnogih istrazivanja. Regularni grafovi sa najvise tri razli¢ite sopstvene
vrednosti ili su kompletni ili jako regularni grafovi (videti [17]). Takode je poznato
da svaki povezan regularan bipartitni graf sa cetiri razli¢ite sopstvene vrednosti
mora biti graf incidencije simetri¢ne uravnotezene blok-Seme (videti [20], str. 166).
Regularne nebipartitne grafove sa Cetiri razli¢ite sopstvene vrednosti proucavali su

Van Dam i Spens u radovima [27] i [32], u kojima su date brojne karakterizacije i
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konstrukcije takvih grafova i odredeni svi oni ¢iji red nije veéi od 30.

Sledec¢i prirodan korak je istrazivanje klase regularnih grafova sa pet ili Sest razli-
¢itih sopstvenih vrednosti. U ovoj disertaciji razmatramo potklasu te klase, to jest
regularne bipartitne grafove sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti. Kom-
binatorne Seme sa dve singularne sopstvene vrednosti, konstantnom replikacijom i
konstantnom veli¢inom blokova (parcijalne geometrijske Seme) proucavali su Van
Dam i Spens u [33]. Grafovi incidencije takvih Sema su semiregularni ili regularni
(u sluc¢aju simetriénih $ema) bipartitni grafovi sa cetiri ili pet razlic¢itih sopstve-
nih vrednosti. Takode, D. Stevanovi¢ je u [67] dao dve spektralne karakterizacije
regularnih bipartitnih grafova sa pet razli¢itih sopstvenih vrednosti. ProSirujemo
pomenuta istrazivanja na regularne bipartitne grafove sa tri razli¢ite nenegativne
sopstvene vrednosti, predstavljamo nova opsta tvrdenja i razmatramo neke posebne
slucajeve.

Kao $to smo ve¢ pomenuli u Poglavlju 1.1, druga sopstvena vrednost regular-
nog grafa postala je predmet interesovanja zbog svoje veze sa drugim grafovskim
invarijantama (na primer, algebarskom povezano$céu, dijametrom, strukom itd.).
Pregled radova koji se odnose na istrazivanja o drugoj sopstvenoj vrednosti regu-
larnih grafova moze se videti u Dodatku B.5 monografije [20]. U ovoj glavi dajemo
nejednakosti koje povezuju red, stepen i drugu sopstvenu vrednost regularnih bi-
partitnih grafova, a potom i neke njihove direktne posledice. Posebno razmatramo
odnos druge sopstvene vrednosti regularnih bipartitnih grafova ¢iji je struk veéi od
4 i nekih njihovih strukturalnih osobina.

Medu grafovima ¢ija je druga sopstvena vrednost ograni¢ena nekom (relativno)
malom konstantom, posebnu ulogu imaju refleksivni grafovi. Njihov znacaj se ogleda
u direktnoj primeni na konstrukciju i klasifikaciju grupa refleksija. Najveéi deo
teorijskih rezultata o refleksivnim grafovima odnosi se na stabla i stablolike grafove
(videti [60], ili monografiju [58|, i odgovarajuce reference). U poslednjem poglavlju
ove glave odredujemo sve regularne bipartitne refleksivne grafove.

Sada definiSemo pojmove i oznake koje koristimo u ovoj glavi.

Jedini¢nu matricu, matricu ¢iji su svi elementi 1 i matricu ¢iji su svi elementi
0 oznacavamo redom sa I, J, i 0 (ukoliko bude potrebno, bi¢e data i dimenzija
odgovarajuce matrice). S obzirom da je red regularnog bipartitnog grafa paran broj,
smatramo da razmatrani grafovi imaju 2n ¢vorova. Takode, buduéi da je spektar
bipartitnog grafa simetrican u odnosu na nulu, ¢esto je pogodno razmatrati samo

prvih (po veli¢ini) n sopstvenih vrednosti.

Bipartitni komplement' bipartitnog grafa G sa dve klase obojivosti U i W jeste

'Engl. bipartite complement.
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bipartitni graf G koji ima iste klase obojivosti kao i G i granu izmedu U i W ta¢no

tamo gde u grafu G ona ne postoji. Ako je G r-regularan bipartitni graf reda 2n,

0 N
(0 "

tada je G (n — r)-regularan bipartitni graf, ¢ija je matrica susedstva

AG:< 0 ‘]_N>. (2.2)
J—NT 0

Jednostavno je uveriti se da karakteristi¢ni polinomi grafova G i G zadovoljavaju

¢ija je matrica susedstva

jednakost
Po(z)  Ps(o)

2 —r2 22— (n—r)?

pa su, osim sopstvenih vrednosti +r grafa G i +(n — r) grafa 5, spektri grafova GG

i G isti. (Ovaj rezultat je direktna posledica Teoreme 4.1 rada [68]).

Ako je G graf sa matricom susedstva A, tada je njegov bipartitni dvojnik?, bd(G),
graf ¢ija je matrica susedstva (Jo — I3) ® A, gde ® oznacava standardni tenzorski
proizvod. (Primetimo da je u literaturi bd(G) predstavljen i kao Dekartov proizvod
grafa G i Ky (videti [20])). Bipartitni dvojnik je bipartitan, a takode je i povezan
ako i samo ako je G povezan i nebipartitan. Ukoliko G ima spektrar ® (setimo se
da je spektar grafa multiskup, odnosno familija realnih brojeva), tada bd(G) ima
spektar (—®) U & (videti [14], Teorema 1.11.1).

Ako je G graf sa matricom susedstva A, tada je njegov prosireni bipartitni dvoj-
nik?, ebd(G), graf ¢ija je matrica susedstva (Jy — I5) ® (A + I). Progireni bipartitni
dvojnik je bipartitan, a takode je i povezan ako i samo ako je G povezan. Ukoliko G
ima spektrar ®, tada ebd(G) ima spektar (—® — 1) U (® + 1) (videti [14], Teorema
1.11.2).

Povezan graf zove se razdaljinsko regularan® ako postoje celi brojevi b;, c;, i > 0
takvi da za bilo koja dva ¢vora u i v na rastojanju ¢ postoji ta¢no ¢; suseda ¢vora v

na rastojanju ¢ — 1 od w i b; suseda ¢vora v na rastojanju i + 1 od u (videti [14]).

Ako je G povezan bipartitni graf, mozemo definisati takozvani prepolovijeni graf’

grafa G, CNJ, na slede¢i nacin: ¢vorovi grafa G su évorovi koji pripadaju jednoj od

2Engl. bipartite double.

3Engl. extended bipartite double.
‘Engl. distance-regular.

5Engl. halved graph.
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klasa obojivosti grafa GG, i dva ¢vora su susedna u grafu G taéno onda kada su na
rastojanju 2 u G. Poznato je da je prepolovljeni graf razdaljinsko regularnog grafa
takode razdaljinsko regularan (videti 14|, Tvrdenje 4.2.2).

6 ako za svako i € N broj zatvorenih

Za graf G kazemo da je ciklusno reqularan
puteva duzine ¢ koji pocinju i zavrSavaju se u ¢voru u grafa G ne zavisi od izbora
¢vora u (videti [39]). Buduéi da je broj zatvorenih puteva duzine i koji pocinju i
zavriavaju se u ¢voru u jednak A’ gde je A matrica susedstva grafa G, vidimo da
je graf G ciklusno regularan ako i samo ako matrica A’ ima konstantnu dijagonalu

za svako ¢ € N. Graf GG je prost, pa sledi da je ciklusno regularan graf GG regularan.

Neka je V konac¢an skup i neka je B kolekcija podskupova skupa V', koji svi imaju
isti broj elemenata. Ureden par (V, B) zove se blok-Sema’. Elementi skupova V i
B zovu se, redom, tacke i blokovi. Replikacija tacke p € V jeste broj blokova koji
sadrze p, a velic¢ina bloka B je broj elemenata skupa B. Neka je V = {p1,p2, -+ ,Du}
i B={By, By, ,By}. Matrica incidencije® blok-seme (V, B) jeste v x b matrica
N = (n;;), gde je n;; = 1 ako vazi p; € Bj, i n;; = 0 ako vazi p; ¢ B; . Komplement
blok-Seme ¢ija je matrica incidencije N jeste blok Sema sa matricom incidencije
J — N (dimenzija matrice J je, u ovom slu¢aju, naravno, v x b). Ako je v = b,
za blok-Semu kazemo da je simetricna. Dualna blok-Sema Seme D) sa matricom
incidencije N jeste blok-§ema D*, ¢ija je matrica incidencije N7. Neka je N matrica
incidencije blok-Seme i neka je N7 transponovana matrica matrice N. Tada je (2.1)
matrica susedstva grafa incidencije’ blok-S§eme. Prethodne definicije preuzete su iz
monografije [19], u kojoj se moze naci vise detalja o razli¢itim vrstama blok-Sema. U
sluc¢aju regularnih bipartitnih grafova sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti
jasno je da je odgovarajuca blok-Sema simetri¢na, da ima konstantnu replikacuju r
i konstantnu veli¢inu blokova b, kao i da pri tome vazi r = b. Matrica incidencije
takve blok-§eme zato zadovoljava jednaéinu Nj = NTj = rj, gde je j vektor ¢ije su
sve koordinate jedinice. Takode, matrica NN’ mora imati tri razli¢ite sopstvene

vrednosti.

Delimicno uravnoteZena nekompletna blok-sema sa m (m > 1) klasa asocijacije
(m-klasna DUNBS)Y jeste blok-Sema u kojoj je v tataka rasporedeno u b blokova

veli¢ine k, tako da:

SEngl. walk-regular.

"Engl. block design.

8Engl. incidence matriz.

9Engl. incidence graph.

YEngl. partially balanced incomplete block design with m (m > 1) associate classes (m-class
PBIBD).
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1. Svaka od v tacaka pojavljuje se u ta¢no r blokova, i svaka tacka se pojavljuje

najvise jednom u svakom bloku.

2. Postoji relacija asocijacije izmedu svake dve od v tacaka koja zadovoljava

sledeée uslove:

e Svake dve tacke su ili prvi, ili drugi, ..., ili m-ti asocijati, i bilo koji par
tacaka koje su s-ti asocijati zajedno se pojavljuje u tacno pus blokova
(s=1,2,...,m).

e Svaka tacka ima ns s-tih asocijata.

e Za bilo koji par tacaka koje su s-ti asocijati broj tacaka koje su istovre-
meno j-ti asocijati prve, i k-ti asocijati druge tacke jeste p3, 1 ovaj broj
je nezavisan od izbora para. Staviée, Vazi pi = P, (j # k; s,4,k =
1,2,...,m).

U ovoj disertaciji uglavnom razmatramo dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e. Vidimo
iz prethodne definicije da (ako vazi m = 2) to jeste blok-Sema sa konstantnom
replikacijom i konstantnom veli¢inom blokova, te da njena matrica incidencije N

zadovoljava jednacinu
NNTITI+M1AH+M2(J—I—AH), (23)

gde je Ay matrica susedstva nekog jako regularnog grafa H, a p; i po odgovarajuci
nenegativni celi brojevi. Obratno, blok-Sema sa konstantnom replikacijom i kons-
tantnom veli¢inom blokova, ¢ija matrica susedstva zadovoljava jedna¢inu (2.3), mora
biti dvoklasna DUNBS (videti [8] i [33]). Ako je p1 > po (odnosno i > p11), reci
¢emo da je dvoklasna DUNBS ¢ija matrica incidencije zadovoljava jedna¢inu (2.3)
zasnovana na grafu H (odnosno H).

Takode, ako je N matrica incidencije povezane DUNBS-¢ sa dve klase asocijacije,

tada matrica NN7 ima tacno tri razli¢ite sopstvene vrednosti (videti [8]).

Ukoliko je m = 1, vazi p; = pe = p. U ovom posebnom slucaju odgovarajuca
blok-Sema zove se uravnoteZena nekompletna blok-sema (UNBg)H. Ako je UNBS
simetri¢na, vazi v = b i r = k, i kazemo da takva UNBS ima parametre (v, 7, ().

Red simetriéne UNBS-e sa parametrima (v, r, ;1) definise se kao 7 — .

Sada definiSemo familiju dvoklasnih DUNBS-a, takozvane blok-seme deljive na

grupe'? (skraceno ¢emo ih oznacavati sa DG Seme). Takva blok-Sema je dvoklasna

YEngl. balanced incomplete block design (BIBD).
12Engl. group divisible.
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DUNBS sa v tacaka, b blokova, konstantnom replikacijom r i konstantnom veli¢inom
blokova k, ¢ijih se v tacaka moze podeliti na m grupa veli¢ine [, tako da dve tacke
koje pripadaju istoj grupi budu prvi asocijati (pojavljuju se zajedno u u; blokova),
a dve tacke koje pripadaju razli¢itim grupama budu drugi asocijati (pojavljuju se
zajedno u ps blokova). U tom slucaju kazemo da DG Sema ima parametre (v =
ml,byr k,my L, pe).

Transverzalna blok-Sema, T'D,,,(m,1), jeste DG Sema u kojoj svaki blok sadrzi
ta¢no jednu tacku iz svake grupe (1 = 0), to jest, to je DG Sema sa parametrima
(v=ml b= Pus,r=Ilus, k=m,m,l, g =0, us).

Upucujemo zainteresovanog ¢itaoca na knjige [42] i [19] jer se u njima moze nadi

viSe detalja koji se odnose na teoriju blok-Sema.

2.2 Regularni bipartitni grafovi sa tri razlic¢ite

nenegativne sopstvene vrednosti

U radu [67] dokazano je da svaki ¢vor regularnog bipartitnog grafa koji ima naj-
viSe Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti pripada konstantnom broju cetvorouglova
tog grafa. Na pocetku ovog poglavlja uopstavamo taj rezultat i pokazujemo da
takav graf u stvari mora biti ciklusno regularan. Takode izvodimo neke osobine sop-
stvenih vrednosti povezanog regularnog bipartitnog grafa sa tri razli¢ite nenegativne
sopstvene vrednosti. Razmatramo i odnos izmedu regularnih bipartitnih grafova sa
tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti i dvoklasnih delimi¢no uravnotezenih
nekompletnih blok-Sema. Posebno se bavimo pitanjem da li je posmatrani pove-
zan regularan bipartitni graf sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti graf
incidencije dvoklasne DUNBS-e¢, i predstavljamo vise sluc¢ajeva u kojima je odgovor
pozitivan.

Prikazujemo i nekoliko posebnih familija povezanih regularnih bipartitnih grafova
sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti ¢ija se konstrukcija zasniva na dvoklasnim i
troklasnim DUNBS-ama. Na kraju odredujemo sve povezane 3-regularne bipartitne
grafove sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti, kao i sve regularne bipartitne grafove

sa Sest razlicitih sopstvenih vrednosti reda ne veceg od 20.
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2.2.1 Neka opsta svojstva regularnih bipartitnih grafova sa

tri razliCite nenegativne sopstvene vrednosti

U ovom potpoglavlju izvodimo pojedine strukturalne karakterizacije, kao i od-
redena svojstva sopstvenih vrednosti regularnih bipartitnih grafova sa tri razlicite
nenegativne sopstvene vrednosti.

Poznato je da povezan regularan bipartitan graf sa tri razli¢ite sopstvene vred-
nosti mora biti regularan kompletni bipartitni graf (koji takode nazivamo i bikom-
pletan graf), pa je stoga takav graf i ciklusno regularan. Takode, povezan regularan
bipartitan graf sa cetiri razli¢ite sopstvene vrednosti jeste razdaljinsko regularan,
pa sledi da mora biti i ciklusno regularan. Neka je A matrica susedstva povezanog
regularnog bipartitnog grafa G reda 2n koji ima tri razli¢ite nenegativne sopstvene
vrednosti. Tada je pogodno posmatrati samo n najvec¢ih sopstvenih vrednosti. Ova
polovina spektra sastoji se od ta¢no 3 razli¢ita nenegativna broja, Ay = r, A5 i A7,
gde k i m oznacCavaju viSestrukosti, i vazi r > Ay > A3 > 0. Takode, ovi grafovi
imaju 5 ili 6 razli¢itih sopstvenih vrednosti, u zavisnosti od toga da li vazi A3 = 0 ili
ne; u prvom slucaju visestrukost sopstvene vrednosti puz = 0 jednaka je 2m, dok u
drugom slucaju k i m oznacavaju visestrukosti odgovarajué¢ih sopstvenih vrednosti
u Citavom spektru grafa G.

Uo¢imo Hofmanov (A.J. Hoffman) polinom grafa G (videti [44], ili [20], Teorema
3.25). Vazi:

(A2 — N2I)(A2 — X2I)(A +r)
r(r? = A3)(r? = A3) '

Graf G je bipartitan, pa se Hofmanov polinom moze podeliti na dva dela, deo sa

J =

parnim stepenima i deo sa neparnim, pa je:

2 )\2 2 )\2 J 0
A= (2422 oanzr = U Q)n(?" 3) ( o ) . (2.4)

Buduéi da je G regularan, matrica A% ima konstantnu dijagonalu, kao i I i J,
pa sledi da A% ima konstantnu dijagonalu za svako [ € N. Graf G je bipartitan,
pa je zato broj zatvorenih puteva neparne duzine koji pocinju i zavrSavaju se u
proizvoljnom ¢voru jednak 0, dakle G je ciklusno regularan. Na ovaj nacin smo

dokazali sledeé¢u teoremu.

Teorema 2.1 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf sa tri razlicite nenega-

tivne sopstvene vrednosti. Tada je G ciklusno regularan.
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Neka je (2.1) matrica susedstva r-regularnog bipartitnog grafa G sa tri razli¢ite
nenegativne sopstvene vrednosti. Sopstvene vrednosti matrica NNT i NTN jednake
su i imaju iste visestrukosti. Te sopstvene vrednosti jednake su kvadratima sopstve-
nih vrednosti matrice A. Neka je o1 = A3 1 02 = A2. Ozna¢imo sa M minimalni poli-
nom, a sa C' karakteristi¢ni polinom matrice A. Pretpostavimo da vazi k > m. Neka

je P(a) = 59 = (1~ 01)(2? — 02),1 Q(z) = % = (2* —01)" ! (2* — 02)*!. Bu-

duéidaje C(z) € Z[z] 1 M(x) € Z[x] (videti [27], Lema 2.5), vazi P(x), Q(x) € Z[x],

pa je % = (22 — 09)"~™ € Z[x]. Dakle, 0y i 09 su (nenegativni) celi brojevi.

Slu¢aj m > k razmatramo na isti na¢in (zamenjuju¢i mesta brojevima oy i 03).

Ako vazi k = m, tada je 0109 € Z, i 01 + 02 € Z, odakle sledi da su oba broja oy, 09

atVb
2
slu¢aju, buduéi da su visestrukosti sopstvenih vrednosti jednake, red grafa G mora

celi, ili su oba oblika za neke cele brojeve a i b, za koje vazi a®> > b. U drugom
biti 2(2k + 1). Primetimo da, ako je G regularan bipartitan graf sa pet razli¢itih
sopstvenih vrednosti, vazi 0o = 0, pa je druga sopstvena vrednost grafa GG prirodan
broj, ili je oblika y/a za neki prirodan broj a. Ukoliko je red regularnog bipartitnog
grafa G sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti jednak 2n, posmatrajmo

njegove spektralne momente. Buduéi da je graf Setnja regularan, vazi:

1+ k+m=n,
r? + koy + moy = nr.

Iz ove dve jednacine sledi jos jedno svojstvo regularnih bipartitnih grafova sa tri
razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti: viSestrukosti sopstvenih vrednosti odre-
dene su sopstvenim vrednostima i brojem ¢vorova. Medutim, samo sopstvene vred-
nosti ne odreduju visestrukosti, §to potvrduju Frenklinov (P. Franklin) graf koji ima
12 ¢vorova i spektar {43, i\/§2, +13}, i Mebijus—Kantorov graf koji ima 16 ¢vorova
i spektar {£3, £v/3", £13}.

Navodimo jo$ dve osobine sopstvenih vrednosti regularnih bipartitnih grafova
sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti koje su posledica prethodnih razmatranja, a

koristi¢emo ih u ovom poglavlju.

Teorema 2.2 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa Sest razlici-
tih sopstvenih vrednosti i neka su oy > o9 kvadrati dve sopstvene vrednosti (razlicite
od £r) grafa G. Tada vazi o9 <.

Dokaz. Pretpostavimo da druga sopstvena vrednost grafa GG ima visestrukost k,
k € N. Tada je: nr = r’+koy+ (n—k—1)oy, paje n(r—oy) = r?*+k(o;—09) —09 >
r? — oy > 0, odakle sledi r > o5. [ |
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Teorema 2.3 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa Sest razlici-

tih sopstvenih vrednosti i neka su o0y > o9 kvadrati dve sopstvene vrednosti (razlicite

od +r) grafa G. Ako su oy i 09 oblika aiQ\/B, za neke cele brojeve a i b (za koje vaZi
a’? > b), tada je a = 2%.

Dokaz. Buduéi da vazi n = 2k + 1, k € N, sledi da je: rn = r? + ka, dakle
r(nk—r) _ 27’(71—7‘) m

n—1 °

a =

2.2.2 Regularni bipartitni grafovi sa tri razliCite nenegativne

sopstvene vrednosti i dvoklasne simetri¢cne DUNBS-e

U ovom potpoglavlju razmatramo vezu izmedu regularnih bipartitnih grafova sa
tri razlic¢ite nenegativne sopstvene vrednosti i dvoklasnih simetri¢nih DUNBg—a, to
jest, koja dodatna svojstva garantuju da takav regularni graf jeste graf incidencije
dvoklasne simetricne DUNBS-e.

Poc¢eéemo sa lemom.

Lema 2.1 Ako je D dvoklasna DUNBS zasnovana na jako regularnom grafu H,
tada je njen komplement takode dvoklasna DUNBS zasnovana na istom jako regu-

larnom grafu.

Dokaz. Oznacimo sa N nxm matricu incidencije dvoklasne DUNBS-e D, sa r njenu
konstantnu replikaciju i sa A matricu susedstva grafa H. Tada je: NNT = rI, +
1A+ pe(J, — I, — A) za neke nenegativne cele brojeve p; > 5. Komplementarna
Sema ima matricu incidencije J,xm,m — N. Jednostavno je videti da vazi: (Juxm —
N) (s = N)T = (Jusen = N) (T = N7) = Jxm e = JxmNT = NJL, +
NNT = (n—r)L,+(n—2r+pu) A+(n—2r+pus)(J,—I,— A). Drugim refima, matrica
incidencije komplementa dvoklasne DUNBS-e D zadovoljava jednadinu (2.3) (za
pogodno izabrane parametre). Takode, komplement DUNBS-e D ima konstantnu
veli¢inu blokova (jer D ima konstantnu veli¢inu blokova) i konstantnu replikaciju
n — r. Dakle, komplement DUNBS-e D je takode dvoklasna DUNBS zasnovana na

istom jako regularnom grafu kao i D. ]

Iz prethodne leme sledi da je bipartitni komplement regularnog bipartitnog grafa
sa tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti koji je graf incidencije dvoklasne
simetritne DUNBS-e takode graf incidencije (komplementarne) dvoklasne simetri¢ne
DUNBS-e.
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Setimo se da razdaljinsko regularan bipartitni graf sa Cetiri razli¢ite sopstvene
vrednosti mora biti graf incidencije neke simetri¢ne UNBS-e. U sledec¢oj teoremi
posmatramo razdaljinsko regularne bipartitne grafove sa tri razli¢ite nenegativne

sopstvene vrednosti.

Teorema 2.4 Neka je G razdaljinsko reqularan bipartitni graf sa tri razlicite ne-
negativne sopstvene vrednosti. Tada je G graf incidencije dvoklasne simetricéne

DUNBS-e zasnovane na (jako regularnom) prepolovljenom grafu grafa G.

Dokaz. Neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Buduéi da je G razdaljinsko
regularan i da ima tri razli¢ite nenegativne sopstvene vrednosti, njegov dijametar je
5 ili 4, pa su dva ¢vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti na rastojanju 4 (u tom
slu¢aju je broj njihovih zajednickih suseda jednak nuli), ili 2. Primetimo takode
da je broj zajednickih suseda dva ¢vora koji su na rastojanju 2 u G konstantan, i
ozna¢imo taj broj sa c¢. Na osnovu ovih ¢injenica sledi da je NNT = rI + ¢B, gde
je B matrica susedstva prepolovljenog razdaljinsko regularnog grafa G grafa G. Po
pretpostavei, NN ima tac¢no tri razli¢ite sopstvene vrednosti, pa i B ima ta¢no
tri razlic¢ite sopstvene vrednosti, odakle sledi da je G jako regularan graf. Ovim je

dokaz zavrsen. [ ]

Poznato je da u regularnom bipartitnom grafu sa pet razli¢itih sopstvenih vred-
nosti druga sopstvena vrednost ne moze biti prosta, to jest visestrukosti jedan (videti
[33]). Sada ¢emo videti da to ne vazi ako je u pitanju regularan bipartitni graf sa Sest
razli¢itih sopstvenih vrednosti. Takav graf moze imati prostu sopstvenu vrednost
razli¢itu od +£r, i zapravo, ako je to slucaj, ta prosta sopstvena vrednost mora biti

druga.

Teorema 2.5 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa Sest razli-
citth sopstvenih vrednosti, od kojih je jedna, razlicita od =£r, prosta. Tada je ta
sopstvena vrednost druga po veli¢ini, n je paran broj, i G je graf incidencije dvokla-
sne simetricne DUNBS-e zasnovane na disjunktnoj uniji dva kompletna grafa sa %

cvorova.

Dokaz. Spektralna dekompozicija matrice NNT je: NNT = %J + 0P, + 03P,
gde su o7 > oy kvadrati dve razlicite sopstvene vrednosti grafa G (koje su razlicite
od +r).

Pretpostavimo prvo da je o) prosta sopstvena vrednost matrice NNT (odnosno
da je Ay prosta sopstvena vrednost grafa G). Ortogonalne projekcije P, 1 < i <

2, imaju konstantnu dijagonalu jer se mogu predstaviti kao linearna kombinacija
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jedini¢ne matrice i matrica NN i (NNT)2, koje na osnovu Teoreme 2.1 imaju
konstantnu dijagonalu. Vazi P, = vivl, gde je v, sopstveni vektor koji pripada
ortonormiranoj bazi sopstvenih vektora matrice NN, i koji odgovara sopstvenoj
vrednosti o;. P; je matrica ranga jedan sa konstantnom dijagonalom %, pa su njeni
elementi van dijagonale jednaki i%. S obzirom da je zbir elemenata u vrstama
matrice P; jednak nuli, zaklju¢ujemo da je n paran broj. Odatle sledi i da su
elementi van dijagonale matrice P jednaki 0 ili —%, a kako je zbir u svakoj vrsti (i

koloni) matrice P, (i %) jednak nuli, postoji permutaciona matrica P takva da je:

~ 1T =T
PPP=— ,
n\ —J J

~ o~ I
PPQP:—g 70 + 0 .
n 0 J 0 7

Sledi:

I 0 J—=1 0 r?—o (0 J
r + (r — o) + :
0 I 0o J-1I n J 0

v . . 2 _ . 2
Vazi da je nr =r*+o1+(n—2)oy, pajer—oy = % >0,ir—oy > ==

Matrica PNNTP je celobrojna, i r i r — 09 su celi brojevi, pa je TQ;‘” takode
ceo broj. Sada je jasno da je N matrica incidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBS-
-e zasnovane na disjunktnoj uniji dva kompletna grafa sa 7 ¢vorova, u kojoj su
tacke koje odgovaraju ¢vorovima u istom kompletnom grafu sadrzane u py =r — oy
blokova, a tacke koje odgovaraju ¢vorovima iz razli¢itih kompletnih grafova sadrzane

u flo = TQ_T‘” blokova.
Pretpostavimo sada da je o, prosta sopstvena vrednost matrice NN7. Na isti

nacin kao i u prethodnom slu¢aju moze se pokazati da je N matrica incidencije

dvoklasne simetritne DUNBS-e zasnovane na disjunktnoj uniji dva kompletna grafa

. . . . . 2_ . . . .
sa 5 Cvorova, i da su brojevi uy =r — oy i pup = =% celi. Odavde sledi da je broj

n
7‘270'2
n

takode deljiv brojem n. Dakle, n deli 2(o; — 032), pa je 0y = k§ + 02 > 5. Sada je

deljiv brojem n. Iz nr = r*+(n—2)0; + 03 sledi da je broj (r* —o3) —2(01 —05)

”72 >r(n—r)=(n—2)o+o02 > 5(n—2), odakle sledi da je n = 2 ili n = 4, §to je
kontradikcija. u
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Ako ciklusno regularan bipartitni graf ima prostu sopstvenu vrednost A razli¢itu
od =£7, mozemo reci nesto vise o njegovoj strukturi. Takav graf omogucava takozvanu
reqularnu podelu na dva jednaka dela sa stepenima ((r 4+ A), 3(r — X)), odnosno,
¢vorovi takvog grafa mogu se podeliti na dva dela jednake veli¢ine tako da svaki ¢vor
ima 1(r + \) suseda u delu kojem pripada i 3(r — A) suseda u drugom delu (videti
Teoremu 3.3, [27]). Odatle sledi da je broj A ceo broj oblika r — 2« za neki ceo broj
a, §to su dokazali Godsil (C.D. Godsil) i Makej (B.D. McKay) (videti [39]).

Teorema 2.6 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf sa tri razlicite nenegativ
ne sopstvene vrednosti, i neka G ne sadrzi cetvorouglove. Tada je G graf incidencije
dvoklasne simetricne DUNBS-e.

Dokaz. Buducdi da je struk grafa G najmanje 6, dva ¢vora mogu imati najvise jednog
zajednickog suseda, pa je NNT = rI + A, gde je A matrica susedstva (r? — r)-regu-
larnog grafa. Graf A ima tacno tri razli¢ite sopstvene vrednosti zato $to matrica

NNT ima tri razli¢ite sopstvene vrednosti, pa je A jako regularan graf. ]

Posledica 2.1 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa tri razli-
cite nenegativne sopstvene vrednosti, i neka su o1 > oo > 0 kvadrati dve razlicite

sopstvene vrednosti grafa G (razlicite od £r). Ako vaZi

2 2
(01 + 09 —2r+ 1)r — o109 + (r" — o)(r” — 02) =0,
n

G je graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-e.

Dokaz. Broj trivijalnih zatvorenih puteva (onih koji ne sadrze konturu) duZzine 4

koji sadrze proizvoljan ¢vor grafa G jeste 2r? — r. Ukupan broj zatvorenih puteva

4

=, gde je A matrica susedstva grafa

duzine 4 koji sadrze proizvoljan ¢vor i jeste A
G. Bududi da je G ciklusno regularan, A* ima konstantnu dijagonalu, pa je broj

netrivijalnih zatvorenih puteva koji sadrze proizvoljan ¢vor (o7 + o9)r — o109 +

(7”2 —0o1) (7“2 —032)

m —2r2 4+, a taj broj je po pretpostavci jednak nuli. Rezultat sada sledi

na osnovu prethodne teoreme. |

Ovde mozemo pomenuti jo§ jednu spektralnu osobinu koja vazi u razmatra-
noj klasi grafova, a koju ¢emo koristiti u nastavku ovog poglavlja. Naime, broj
¢etvorouglova koji sadrze proizvoljan ¢vor jednog takvog grafa jednak je polovini
netrivijalnih zatvorenih puteva duzine 4 koji sadrze taj ¢vor, pa zato broj (o1 + o9 —
2r+1)r — o090+ (2=a1)(~0)

puteva duzine 6 koji sadrze proizvoljan ¢vor razmatranog grafa takode mora biti

mora biti paran. Sli¢no, broj netrivijalnih zatvorenih

paran broj. Broj takvih puteva jednak je razlici izmedu ukupnog broja zatvorenih
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puteva duzine 6 koji sadrze proizvoljan ¢vor i broja trivijalnih zatvorenih puteva
duzine 6 koji sadrze taj ¢vor. Jednostavno se moze izracunati da je broj trivijalnih

zatvorenih puteva duzine 6 koji sadrZe proizvoljni ¢vor jednak r(572 — 6r +2). Sada
r0+kod+(n—k—1)o3
n

zakljuCujemo da broj —r(5r? —6r +2), gde k oznacava visestrukost
druge sopstvene vrednosti razmatranog grafa, mora biti nenegativan paran ceo broj.

U radu [33] je dokazano da, pod odredenim uslovima, blok-Sema sa dve singularne
vrednosti, konstantnom replikacijom i konstantnom veli¢inom blokova (parcijalna
geometrijska §ema'®), mora biti takozvana posebna'* DUNBS. Ovde ¢emo iskoristiti
ideju tog dokaza i videti da sli¢no tvrdenje vazi i za regularne bipartitne grafove sa

tri razlicite nenegativne sopstvene vrednosti.

Teorema 2.7 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa tri razlicite
nenegativne sopstvene vrednosti, i neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Neka
su o1 > o9 kvadrati dve razlicite sopstvene vrednosti grafa G (razlicite od +r). Ako

postoje nenegativni celi brojevi py @ ps takvi da vazi

Cm o202 gy~ 1)a — 2 1) =

(o1 4 09)r — 0109 + -

= (p1 — p2)(r(r — 1) — pa(n — 1)),

i da je svaki element matrice Y = NNT —rl — puy(J — I) umnoZak broja py — juz,
tada je G graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-e.

Dokaz. Uo¢imo matricu Y? = (NNT)? + 721+ p3(J—1)> = 2rNNT =2, NNT(J —
I) + 2rus(J — I). Elementi dijagonale matrice Y2 su:

? (7“2—02)

(r¥—o

~—

Vi = (01 +09)r — 0105 + — 1% 4 pa((n — Vg — 2r(r — 1)),

S

—~

i po pretpostavci vazi Y2 = (g — p2)(r(r — 1) — pa(n — 1)). Zbir elemenata u svakoj
— 71— pug(n—1).

Buduéi da je, po pretpostavci, svaki element matrice Y umnozak broja p; — o,

)

vrsti (1 koloni) matrice Y jednak je r

sledi Y7 > (u1 — p2)Yi;. Jednakost u ovoj nejednakosti vazi ako i samo ako je
Yi; =0, ili Yi; = g1 — po. Sada vazi n(p — po)(r(r — 1) — pa(n — 1)) = tr(Y?) =
5ij(Yij)? = Zij(pn — p2)Yiy = nn — p2)(r(r — 1) — pa(n — 1)), dakle Yj; = 0, ili
Yij = p1 — p2, paje Y = (u3 — p2)A, gde je A matrica susedstva regularnog grafa
sa tri razli¢ite sopstvene vrednosti. Graf A je zato jako regularan graf. Sledi da je

NNT =7l + A+ pa(J — I — A), ¢ime je dokaz zavrsen. |

13Engl. partial geometric design.
14Engl. special.
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Primetimo da u prethodnoj teoremi mora vaziti p; # po, inace je NNT =
rl + X\ (J — I), pa bi matrica NNT imala samo dve razli¢ite sopstvene vrednosti,
odnosno graf G bi tada bio graf incidencije simetri¢ne UNBS-e, i broj njegovih
razli¢itih sopstvenih vrednosti bio bi cetiri. Takode, ako je p; = po + 1, onda je
pretpostavka da je svaki element matrice ¥ umnozak broja p; — po automatski

zadovoljena, pa dolazimo do sledeceg zakljucka.

Posledica 2.2 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa tri razlicite
nenegativne sopstvene vrednosti, i neka su o1 > o9 kvadrati dve razlicite sopstvene

vrednosti grafa G (razlicite od £r). Ako postoji nenegativan ceo broj po, takav da je

(r? — 1) (r* — o3)

= T(T - 1) - ,u2<n - 1)7

tada je G graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBg—e, L vazi by = po + 1.

=1+ pp((n = Dpz — 2r(r — 1)) =

(O’l + 0'2)7' — 0102 +

Podsetimo ¢itaoca da je konferencijski graf'® jako regularan graf sa parametrima

(n,7,e, ) koji zadovoljavaju: r = "T_l, e = "T_S if= ”T_l (videti [17]). Jedna od

ososbina takvog grafa jeste da su visestrukosti dve sopstvene vrednosti razli¢ite od

r jednake. Takode, za konferencijski graf vazii f = e+ 1.

Teorema 2.8 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa Sest razli-
citth sopstvenih vrednosti, © neka je jedna od njih iracionalan broj oblika #’; (il@'
%B) za neko b € N, i neka je stepen grafa G jednak ”T_l (ilz' "TH) Tada je G
graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-e¢ koja je zasnovana na odgovarajucem

konferencijskom grafu.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vazi r = ”T_l Ako je =146 (ili _1;‘/5) sopstvena

2
vrednost grafa G, tada je i %E (ili #5) takode njegova sopstvena vrednost

(videti [27]). Buduéi da je G bipartitan i da ima tacno Sest razli¢itih sopstvenih

vrednosti, njegove sopstvene vrednosti razli¢ite od £7r jesu =livh 5 Lvh

2 2
I’TTI + \/75 ble — ‘/75 Imajué¢i u vidu osobine sopstvenih

vrednosti koje su navedene u prethodnom potpoglavlju, zaklju¢ujemo da je b + 1
paran broj i da je n = 2k + 1, k € N. Dakle, (2k + 1)k = k* + kHTl, pa je
b = 2k + 1(= n). Takode, broj o109 = ’1—2 mora biti prirodan, stoga je k paran,
odnosno k = 2[ za neki prirodan broj [. Neka je us = [ — 1. Tvrdenje sada sledi na

, a njihovi

kvadrati su: o; = 109 =

osnovu Posledice 2.2 (jako regularni graf na kojem je DUNBS zasnovana oc¢igledno
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je konferencijski graf buduéi da su viSestrukosti njegovih sopstvenih vrednosti koje

su razli¢ite od +r jednake).

n+1
2

menta ”T’l Tvrdenje sada sledi na osnovu Leme 2.1. |

Ako je stepen grafa G jednak , tada je stepen njegovog bipartitnog komple-

Bipartitni dvojnik bilo kog jako regularnog nebipartitnog grafa sa parametrima
(n,r e, f) za koje vazi f # r (to jest jako regularnog grafa koji nije izomorfan sa
regularnim kompletnim multipartitnim grafom) naravno je r-regularan bipartitni
graf reda 2n sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti, a takode je i graf incidencije
dvoklasne simetricne DUNBS-e zasnovane na tom istom jako regularnom grafu, i vazi
1 =ei s = f. Buduéi da bipartitni dvojnik konferencijskog grafa sa parametrima
; =Pl

(n, 2L, 28 ”T’l) mora imati sopstvenu vrednost oblika

5 , vazi sledece tvrdenje.

4

Posledica 2.3 Neka je G povezan r-reqularan bipartitan graf reda 2n sa Sest razlici-
tih sopstvenih vrednosti, kospektralan sa bipartitnim dvojnikom nekog konferencijskog
grafa (ili sa bipartitnim komplementom bipartitnog dvojnika nekog konferencijskog
grafa). Tada je G graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-¢ zasnovane na (ne

obavezno istom) konferencijskom grafu.

Dokaz. Ukoliko n nije kvadrat prirodnog broja, tvrdenje sledi na osnovu Teoreme

2.8. Ako je n kvadrat prirodnog broja, neka je po = "7_5, i sada rezultat sledi na

osnovu Posledice 2.2. [ |

Primetimo da ako je A matrica susedstva samokomplementarnog konferencijskog
grafa G, tada je matrica susedstva grafa ebd(G) (Jo — I) ® (A + I). Nije tesko vi-

deti da graf bd(G) ima matricu susedstva (Jo — Iy) ® (J — A), pa su zato grafovi

ebd(G) i bd(G) izomorfni. Na osnovu prethodne posledice, bd(G) je graf incidencije
dvoklasne simetricne DUNBS-e, pa isto vazi i za ebd(G). Drugim re¢ima, progireni
bipartitni dvojnik bilo kog samokomplementarnog konferencijskog grafa jeste graf
incidencije neke dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e. Na primer, ovo vazi za bilo koji
Pejlijev (R. Paley) graf buduéi da su Pejlijevi grafovi samokomplementarni konfe-

rencijski grafovi (ako je potrebno, za definiciju i svojstva ovih grafova videti [19]).

2.2.3 Konstrukcije regularnih bipartitnih grafova sa Sest

razli¢itih sopstvenih vrednosti

Koristedi rezultate iz prethodna dva potpoglavlja, predstavljamo nekoliko fami-
lija regularnih bipartitnih grafova sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti. Konstruk-

cije ovih grafova zasnovane su na nekim postoje¢im rezultatima iz literature, kao
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i na nekim pojmovima koje koristimo samo u ovom potpoglavlju. Stoga pretpo-
stavljamo da je ¢italac upoznat sa nekim od ovih pojmova (kao $to su, na primer,
konferencijske matrice, Adamarovi turniri, itd.) — naravno, za svaki takav pojam

dajemo i odgovarajucu referencu u literaturi.

Pocinjemo sa najjednostavnijim Primerom 1. Grafovi opisani u Primerima 2-6
jesu grafovi incidencije razli¢itih vrsta simetri¢nih DG Sema. U Primeru 6 opisana

je beskonac¢na familija grafova incidencije troklasnih simetri¢nih DUNBS-a.

Primer 1: Jednostavno se uocava da je bipartitni komplement disjunktne unije
izomorfnih grafova incidencije simetri¢nih UNBS-a uvek regularan bipartitni graf sa
Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti. Takode, bipartitni dvojnik bilo kog jako regu-
larnog nebipartitnog grafa sa parametrima (n,r, e, f), f # r, ili prosireni bipartitni
dvojnik bilo kog jako regularnog grafa jeste regularan bipartitni graf sa Sest razlicitih

sopstvenih vrednosti.

Primer 2: Blok-Seme DG tipa za koje vazi r = puy + 1 potpuno su okarakterisane
pomoc¢u Adamarovih turnira (videti [46]) i jako regularnih grafova, a takode je po-
znato da one moraju biti simetri¢ne i regularne (videti, na primer, [2]). Graf incide-
ncije jedne takve blok-S8eme (sa parametrima v = ml = b, (m,l > 2),r =k = 1 +1,
2) uvek u spektru sadrzi broj 1, sa vigestrukoséu m(l — 1). Pretpostavimo da je N
matrica incidencije DG blok-Seme D, za koju je r = p1 + 1, i neka je G njen graf

incidencije. Tada, prema [2| vazi:

1. Akojel > 3ipg =2 (modl), tadaje N = [, +(Jp— I,n) ®J;. Jednostavno
je videti da je graf G upravo bipartitni komplement m disjunktnih kopija
grafa koji je izomorfan sa kompletnim bipartitnim grafom reda 2! iz kojeg je
uklonjeno jedno savrSeno sparivanje, pa je spektar grafa G {£((m — 1)l +
1), 4 (I —1)mt £1m=y,

2. Akojel>2ipy =1 (modl) (tojest, v =b=ml,r=k=1(m—1)/24+1, uy =
I(m—1)/2, ue = l(m—3)/441), postojanje blok-S§eme ekvivalentno je postoja-
nju Adamarovog turnira reda m = 3 (mod 4). U ovom slu¢aju je N = I, ® [;+

H,, ® J;, gde je H,, matrica Adamarovog turnira. Graf incidencije G ovakve

(m—1)
blok-Seme ima spektar {ﬂ:(@ +1),4+ /14 l2mT+1 —1 ,£1m-DY,

3. Ako je | = 2 i pp paran broj (to jest, v =b=2m,r =k =2s+ 1, g = 2s,

Mo = ﬁi); postojanje blok-Seme ekvivalentno je postojanju jako regularnog

grafa H sa parametrima (m, s, z, * + 1), gde je s> = (z +1)(m —1). U
ovom slucaju je po = 2(x + 1), i N = [, ® [ + A ® Jy, gde je A ma-

trica susedstva grafa H. Graf incidencije G ovakve blok-Seme ima spektar
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(

m—1)

{£(2s+1),£ \/1 +1(25 — 22 )k , 1™ U ovom slucaju G je prosi-

m—1

reni bipartitni dvojnik regularnog grafa ¢ija je matrica susedstva A ® Js, i koji

ima Cetiri razlicite sopstvene vrednosti: 7 = 2s > Ay = \/1 +1(2s — 773L721)—1 >

Mg = 0> Ay = = /1+1(25 — 25) — 1.

Primer 3: Uo¢imo regularnu DG blok-Semu sa parametrima v = ml = b, [ = 2,
gde je m paran broj, u; = 0, up = % — 1. Njena matrica incidencije N moze
se konstruisati na slede¢i nacin: u konferencijskoj matrici C' reda m (videti [19]),
zamenimo svaki element koji je jednak nuli sa O, svaki element koji je jednak +1 sa
15 i svaki element koji je jednak —1 sa Jy—1Is. Jednostavno se proverava da je matrica
reda 2m x 2m konstruisana na ovaj nacin matrica incidencije Zeljene blok-Seme i da
graf incidencije takve blok-Seme ima spektar {4(m — 1), £y/m — 1, £10m=D},

Primer j: Geometrijski metod konstrukcije simetri¢nih regularnih DG blok-§ema
dat je u radu [63]: ako je s prost broj ili stepen prostog broja, postoji regularna
simetri¢na DG blok-S§ema sa parametrima v = b = s(s—1)(s*+s+1), m = s*+s+1,
| =s(s—1),r=k=s% u =0, up = 1. Grafovi incidencije ovakvih blok-§ema
jesu regularni bipartitni grafovi sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti i spektrom
{£s%, £5°6FD), i\/554_52_25_1}. Na osnovu spektra ovakvog grafa zaklju¢ujemo da

je njegov struk veci od 4 (videti i Posledicu 2.1).

Primer 5: Posmatrajmo regularnu simetri¢nu blok-Semu D sa v tacaka, kon-
stantnom replikacijom r, tri razli¢ite sopstvene vrednosti: r, g, > 09, gde je 0y
viSestrukosti jedan, i neka je N matrica incidencije blok-Seme D. Zakljucujemo da
je takva blok-8ema DG tipa (naime, tacke se mogu podeliti u dve grupe veli¢ine
5, tako da su dve tacke koje pripadaju istoj grupi sadrzane u r — o2 blokova, a
dve tacke koje pripadaju razli¢itim grupama u 7"2_7"1 blokova). Takode nije tesko
uociti da takva blok-Sema mora biti samodualna (videti [59]). Jasno je kako se moze
konstruisati blok-Sema D sa navedenim osobinama: ona je komplement disjunktne
unije dve simetri¢ne UNBS-e koje imaju iste parametre, na primer (p,t,a). Tada su
parametri blok Seme D v =b=2p, r=k=2p—t,m=2,1l=p, 1 =2(p—1t)+ a,
2 = 2(p —t). Graf incidencije G takve blok-Seme jeste bipartitni komplement
disjunktne unije dva grafa incidencije tih simetri¢nih UNBS-a, pa je njegov spektar
{£(2p—t), £, £/F—a ).

Jos su interesantnije Cetiri beskonac¢ne familije samodualnih regularnih simetri¢-
nih DG blok-Sema za koje je m = 2, i ¢iji su komplementi povezani (ove Cetiri
familije su konstruisane u radu [59]). Grafovi incidencije G takvih blok-Sema jesu

regularni bipartitni grafovi sa Sest razlic¢itih sopstvenih vrednosti, njihova druga
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sopstvena vrednost je viSestrukosti 1, i oba grafa G, kao i njegov bipartitni kom-
plement, povezani su. Grafovi incidencije blok-Sema koje pripadaju prvoj fami-
liji opisanoj u [59] imaju spektar {£(¢*> + q), +q(q — 1), £¢*" 2}, a grafovi inci-
dencije blok-Sema koje pripadaju drugoj familiji opisanoj u istom radu spektar
{£(¢® + g + 1), £¢%(q + 52)(q + 552), £(¢*)*"2}, gde je g stepen prostog

broja ve¢i od dva. Preostale dve familije grafova mogu se dobiti uzimanjem bipar-

titnih komplemenata grafova koji pripadaju veé¢ opisanim dvema familijama (pa su

i njihovi spektri isti, sa izuzetkom stepena).

Primer 6: Ovde ¢emo predstaviti familiju S povezanih (2k + 1)-regularnih bi-
partitnih grafova reda 8k (k > 2) sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti, i ¢ija druga
sopstvena vrednost ima viSestrukost 2. Da bismo ih konstruisali, uo¢imo matricu

incidencije (neke blok-Seme) koja ima sledeéi oblik:

N — Jk Ik Jk Ok
Jk Ok ]k: Jk
Ok Jk Jk Ik

Sada je:

Iy + 2k Jy, 2k (k+ 1) (E+1)J
NNT — 2Ji I + 2k J,, (k?—i— 1)Jk (k+ 1)Jk _
(k+1)J, (E+1)Jx Ix+2kJg 2Jy

(kf—Fl)Jk (k—l—l)Jk 2J I, + 2k J,

2k 2 kE+1 k+1
2 2k kE+1 k+1
= Iy + ® J.
E+1 k+1 2k 2

k+1 k+1 2 2k

Ocigledno je da je N matrica incidencije troklasne simetric¢ne DUNBS-¢, kao i da
matrica NNT ima tac¢no tri razli¢ite sopstvene vrednosti: 4k(k + 1) + 1, 2k(k —
1)+ 1, 1. Dakle, graf incidencije ove blok-§eme pripada skupu S i njegov spektar je

(£(2k +1),+ V2kZ — 2k 1 1, £1@F-3)),
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2.2.4 Povezani r-regularni bipartitni grafovi reda 2n sa Sest
razli¢itih sopstvenih vrednosti koji zadovoljavaju r = 3
ili n <20

Sada odredujemo sve grafove opisane u naslovu ovog potpoglavlja. U oba slucaja
najpre opisujemo postupak kojim smo dosli do zeljenih grafova, zatim sumiramo
rezultate unutar adekvatnih tvrdenja, a na kraju dajemo komentar o dobijenim
rezultatima.

Koristi¢emo sledec¢e uslove:

1. ndeli (r* —oy)(r? — o9).

2. Brojevi:
0, — r*+ko?+ (n—k—1)02 o2
n
%4 ko + (n—k—1)o3

O

—r(5r% — 67 + 2)
n

moraju biti pozitivni parni celi brojevi.
3.rn=r +koy+(n—k—1)0y, 1 <k<n-3.

Prvi uslov sledi iz jednakosti (2.4), dok smo do druga dva uslova dosli koriste¢i
odgovarajuce spektralne momente za ciklusno regularne grafove.

Neka je G povezan 3-regularan bipartitni graf sa Sest razli¢itih sopstvenih vred-
nosti reda 2n i matricom susedstva (2.1). Neka su o1 > oy kvadrati dve njegove
sopstvene vrednosti (razli¢ite od +3), i sa k ozna¢imo viSestrukost njegove druge
sopstvene vrednosti. Dijametar grafa G najvise je 5 (budué¢i da ima Sest razlicitih
sopstvenih vrednosti — videti Teoremu 3.13 monografije [20]). IzveS¢emo odgovara-
jucu gornju granicu za broj n kako bismo suzili nasu pretragu.

Elementi na glavnoj dijagonali matrice NN7T jednaki su 3. Ako jo§ vazi i da je
dijametar grafa G jednak 3, tada su ostali elementi matrice NN7 jednaki 1, 2, ili
3, 1 zbir elemenata u svakoj vrsti jednak je 9. ZakljuCujemo da tada red n matrice
NNT moze biti najvise 7.

Pretpostavimo da je dijametar grafa G veéi od 3. Tada je, na osnovu Teoreme
1.10, o1 > 3, a na osnovu Teoreme 2.2 vazi 0y < 3. Sada razlikujemo dva slucaja (u
zavisnosti od o7 1 03).

Prvo, ako su i 01 i 09 prirodni brojevi, postoji 12 moguénosti koje bi trebalo ra-
zmotriti (sve moguée kombinacije u kojima je oy = 3,4,...,8,1 09 = 1,2). Koristeci

uslove (1)—(3), dolazimo do zaklju¢ka da vazi n < 10, osim ako je o4 = 5, 03 = 1,
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Tabela 4: Podaci o povezanim 3-regularnim bipartitnim

grafovima sa 6 razli¢itih sopstvenih vrednosti

n | Spektar (nenegativni deo) Graf
1|5 3, /5" —Ls® Cuo
2.1 6 3, \/32, 13 Frenklinov graf
3.1 8 3, \/34, 13 Mebijus—Kantorov graf
4.1 8 3,v/5,1° bd(3-regularan Sibica-graf)
5. 110 3,24 15 Dezargov (G. Desargues) graf
6. | 10 3,24, 15 graf kospektralan sa Dezargovim
7.13] 3,/ syTs v i F264
8. 116 3, \/56, 19 Dikov graf

n = 16, k = 6, ali tada, na osnovu Posledice 2.1, G mora biti graf incidencije dvo-
klasne simetricne DUNBS-e, a nju su odredili Boze (R.C. Bose) i Nair (K.R. Nair)
u radu [10]. Graf incidencije ove blok-8eme poznat je pod nazivom Dikov (W. von
Dyck) graf.

Neka su sada oy 1 0o oblika atvh

2
osnovu Teoreme 2.2, vazi 0 < a < 6. Takode je n = 2k+11 k(6 —a) = 6. Bududci da

2_ .. . e v . “s . v .
0102 = %5 b mora biti ceo broj, ponovo zaklju¢ujemo da vazi n < 10, osim u slu¢aju

o1 = %ﬁ, 09 = %ﬁ, n = 13, k = 6, ali tada, prema Posledici 2.1, G mora biti

graf icidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBé—e, a ovu DUNBS-u je odredio Srikande

za neke cele brojeve a i b, a®> > b, tada, na

(S.S. Shrikhande) u radu [62|. Graf incidencije ove Seme poznat je pod nazivom
F26A (3-regularan simetri¢ni) graf (videti [37]).

Koriste¢i navedene granice za n i uslove (1)—(3), mozemo da odredimo sve pre-
ostale moguce spektre koji odgovaraju povezanim 3-regularnim bipartitnim grafo-
vima sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti. Razmatranjem ovih spektara, dolazimo

do rezultata koji su sumirani u Teoremi 2.9.

Teorema 2.9 Postoji tacno osam povezanih 3-regularnih bipartitnih grafova sa 6
razlicitih sopstvenih vrednosti. Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 4. Graf u
ceturtog vrsti Tabele 4 jeste graf incidencije troklasne simetricne DUNBg—e, dok su
svi ostalt grafouvi 1z Tabele 4 grafovi incidencije dvoklasnih simetricnih DUNBS-a.

U poslednjoj koloni Tabele 4 nalaze se ime ili opis odgovarajuceq grafa.
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Napomena 2.1 Graf ¢iji se podaci nalaze u cetvrtoj vrsti Tabele J bipartitni je
dvojnik takozvanog (jedinstvenog) 3-reqularnog Sibica-grafa. gz'bica—gm 16 je graf koji
se mozZe nacrtati v ravni tako da sve njegove grane imaju duZinu 1, pri cemu mu
se grane ne seku. Ukoliko je Sibica-graf r-reqularan, tada se on naziva r-reqularan

Sibica-graf. Za vise detalja o regularnim Sibica-grafovima videti [53].

Napomena 2.2 Na osnovu Posledice 2.2, grafovi iz prve @ druge vrste Tabele 4 jesu
grafovi incidencije dvoklasnih simetricnih DUNBS-a. Prema Posledici 2.1, isto vaZi
i za grafove u vrstama 3 i 5. Graf koji se nalazi u cetvrtoj vrsti Tabele 4 graf je
incidencije troklasne simetricne DUNBg—e, a ta blok-Sema je komplement blok-Se-
me koja pripada beskonacnoj familiji S troklasnih simetricnih DUNBS-a opisanth u
prethodnom poglavlju, u Primeru 6. Opisi preostala dva grafa (Dikovog grafa i grafa
F26A) veé su dati.

Sada odredujemo sve povezane regularne bipartitne grafove reda ne veéeg od
2n = 20 sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti. Sve takve grafove stepena 3 veé
smo odredili (videti Tabelu 4). Oni koji zadovoljavaju uslov 2n < 20, ponovo
se pojavljuju u Tabeli 5 (vrste 2-6). Graf koji se nalazi u tre¢oj vrsti Tabele 4
izomorfan je svom bipartitnom komplementu, dok se bipartitni komplementi ostala

Cetiri grafa nalaze u prvoj, jedanaestoj, dvanaestoj i dvadesetoj vrsti Tabele 5.

Razmatramo dve mogucénosti.

Slucaj 1: graf i njegov bipartitni komplement su povezani. Neka je G graf sa
navedenom osobinom. Tada je G takode povezan regularan bipartitni graf sa Sest
razli¢itih sopstvenih vrednosti, pa je dovoljno razmatrati samo grafove za koje vazi
r < 4. Dakle, budu¢i da smo odredili sve povezane 3-regularne grafove sa Sest
razli¢itih sopstvenih vrednosti, parovi (n,r) koje razmatramo jesu: (8,4), (9,4),
(10,4) i (10,5).

Koristeci uslove (1)—(3), dolazimo do moguc¢ih spektara, a zatim, uz pomo¢ ra-
Cunara, i do svih odgovaraju¢ih grafova. Ovi grafovi nalaze se u osmoj, devetoj,
desetoj i Sesnaestoj vrsti Tabele 5. Grafovi koji se nalaze u Sesnaestoj vrsti Ta-
bele 5 izomorfni su svojim bipartitnim komplementima, dok se podaci o bipartitnim

komplementima ostalih grafova nalaze u ¢etrnaestoj, petnaestoj i osamnaestoj vrsti.

Slucaj 2: graf je povezan, a njegov bipartitni komplement nije. Neka je G graf sa
navedenom osobinom. Povezane komponente grafa G moraju biti regularni bipar-
titni grafovi sa Cetiri razli¢ite sopstvene vrednosti i njihov red mora biti manji od 20,

pa su oni grafovi incidencije simetri¢nih UNBS-a. Svaka komponenta grafa G mora

Y6Engl. matchstick.
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imati iste Cetiri sopstvene vrednosti, u suprotnom G nije regularan, ili ima vise od
Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti. Jedini regularni bipartitni grafovi sa cetiri ra-
zli¢ite sopstvene vrednosti reda ne vec¢eg od 20, a koji nisu izomorfni sa kompletnim
regularnim bipartitnim grafom iz kojeg je uklonjeno jedno savrSeno sparivanje, jesu
Hivudov (P.J. Heawood) graf i njegov bipartitni komplement, oba reda 14. Dakle,
G je disjunktna unija j disjunktnih grafova koji su svi izomorfni sa kompletnim
regularnim bipartitnim grafom reda 2s (s > 3), iz kojeg je uklonjeno jedno savrseno
sparivanje, i pri tome vazi 7s = nin < 10. Sada je jednostavno uveriti se da postoje
Cetiri uredena para (7, s) koji zadovoljavaju navedene uslove: (2,3), (2,4), (2,5) i
(3,3), i svaki par odreduje jedan povezan regularan bipartitni graf sa Sest razli¢itih
sopstvenih vrednosti. Uoc¢imo da ovi grafovi pripadaju beskonac¢noj familiji grafova
opisanoj u prvom delu Primera 2 u prethodnom poglavlju. Podaci o ovim grafovima

dati su u sedmoj, trinaestoj, sedamnaestoj i devetnaestoj vrsti Tabele 5.

Rezultati do kojih smo dosli sumirani su u Teoremi 2.10.

Teorema 2.10 Postoji tacno 31 povezan reqularan bipartitni graf reda ne veceg od
20 sa 6 razlicitih sopstvenih vrednosti. Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli
5. Grafovi u petoj © dvanaestoj vrsti Tabele 5 jesu grafovi incidencije troklasnih
simetricnih DUNBg—a, jedan od dva grafa iz Sesnaeste vrste Tabele 5 nije graf inci-

dencije DUNBS-e, dok su svi ostali grafovi grafovi incidencije dvoklasnih simetricnih

DUNBS-a.

Napomena 2.3 Pored spektara koji se nalaze u Tabeli 5, i spektar {34, +4/13,
+17} zadovoljava uslove (1)-(3), ali buduéi da n mora biti paran broj (na osnovu
Teoreme 2.5), grafovi sa tim spektrom ne postoje. Na osnovu Posledice 2.3, grafovi
koji odgovaraju osmoj vrsti Tabele 5 jesu grafovi incidencije dvoklasnih simetricnih
DUNBS-a, a isto vaZi i za grafove koji su predstavljeni u devetoj i desetoj vrsti.
Grafovi koji odgovaraju petoj, dvanaestoj i Sesnaestoj vrsti Tabele 5 opisani su u
formulaciji Teoreme 2.10, dok je opis preostalih grafova koji su predstavijent u Tabeli

5 dat neposredno pre iskaza iste teoreme.
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Tabela 5: Podaci o povezanim regularnim bipartitnim

grafovima reda ne veceg od 20 sa 6 razli¢itih sopstvenih

vrednosti
n | Spektar (nenegativni deo) | Broj neizomorfnih grafova
1. | 5 9, Lt/5” —1iv5’ 1
2. | 5 3, /5" L5 1
3. | 6 3.3 13 1
4] 8 3,3, 1° 1
5| 8 3,v/5,1° 1
6. | 10 3,241 1
7. | 6 4,214 1
8. 4,94 14 3
9. 4T 16 1
10. | 10 4,25 14 4
11.] 8 5.4/3,13 1
12.] 8 545,17 1
13. | 8 5,3,16 1
14.] 9 5,24 14 3
15. ] 9 5,7/7,16 1
16. | 10 5,75 ,1° 2
17. | 10 6,4,1° 1
18. | 10 4,95 14 4
19. ] 9 7,221 1
20. | 10 7,24 15 1
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2.3 Regularni bipartitni grafovi ¢iji je struk veci
od 4

U ovom poglavlju prou¢avamo regularne bipartitne grafove ¢iji je struk veéi od
4. Predstavljamo gornju granicu za stepen takvog grafa u funkciji od njegove druge
sopstvene vrednosti. Dokazujemo da svaki r-regularan bipartitni graf ¢iji je struk
veci od 4, i ¢ija druga sopstvena vrednost nije ve¢a od /r, mora biti graf incidencije
dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e ili simetritne UNBS-e. Razmatramo odnos izmedu
grafova incidencije dvoklasnih simetri¢nih DUNBS-a i razdaljinsko regularnih gra-
fova. Takode predstavljamo gornju granicu za red regularnog bipartitnog grafa ¢iji
je struk veéi od 4.

Poc¢injemo sa teoremom u kojoj je data gornja granica za stepen r-regularanog

bipartitnog grafa ¢iji je struk veéi od 4.

Teorema 2.11 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf ¢iji je struk veéi od 4.
Tada je r < )\% + 1.

Dokaz. Posmatrajmo dva ¢vora, u i v, koji su na rastojanju 2 u GG. Bududi da je
struk grafa G najmanje 6, postoji jedinstveni ¢vor koji je zajednicki sused ¢vorova
u i v, ozna¢imo ga sa w. Podgraf G[(u U N(u) Uwv U N(v))\{w}] je izomorfan sa
2K ,_1, istoga je \o(2K1,_1) = M (K1,_1) = /r — 1. Dakle, na osnovu Teoreme
0.2, \2(G) >r—1,pajer < A2 +1. |

Jedini grafovi ¢iji stepen dostize ovu gornju granicu jesu grafovi incidencije ko-
nacnih projektivnih ravni (videti Posledicu 2.4 i Napomenu 2.4).

Sledeca teorema daje vise podataka o strukturi poveznog r-regularnog bipartit-
nog grafa G, za koji vazi gr(G) > 6 i ¢ija je druga sopstvena vrednost ogranic¢ena
odozgo sa /T.

Teorema 2.12 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf za koji vazi v > 2
i gr(G) > 6 i ¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava N3 < r. Tada je G graf
incidencije simetricne UNBS-e sa parametrima (r? —r+1,r,1), ili graf incidencije
dvoklasne simetricne DUNBS-e zasnovane na (r? —r)-reqularnom kompletnom mul-

tipartitnom grafu.

Dokaz. Neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Bududi da vazi gr(G) > 6, dva
¢vora iz iste klase obojivosti mogu imati najvise jednog zajednickog suseda, pa je

NNT = rI+ B, gde je B matrica susedstva nekog (r? —r)-regularnog grafa H. Sada
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je: A3(G) = M(NNT) = r + \y(B), a po pretpostavci vazi 7 > A3(G), odakle sledi
A2(B) < 0. Uo¢imo da graf H mora biti povezan (u suprotnom, A\o(H) = r? —r < 0,
Sto povlaci r = 0, ili r = 1), a povezan graf sa ta¢no jednom pozitivnom sopstvenom
vredno$¢u mora biti kompletan multipartitni graf (Teorema 6.7, [20]). Postoje dve
mogucnosti: H je kompletan graf K2, 1, ili je H regularan kompletan multipartitni
graf.

Ako je H kompletan graf K,:_, ., tada je NNT = (r — 1)I + J. Zaklju¢ujemo
da G ima ta¢no Cetiri sopstvene vrednosti: 7 i =v/7 — 1, pa je G graf incidencije
simetricne UNBS-e sa parametrima (r2 — r + 1,7, 1) (videti [20], str. 166).

Ukoliko je H (r?* — r)-regularan kompletan multipartitni graf, onda je jednacina
(2.3) ocigledno zadovoljena, pa je G graf incidencije dvoklasne simetriéne DUNBS-e

zasnovane na (r? — r)-regularnom kompletnom multipartitnom grafu. |

Posledica 2.4 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf za koji vazi r > 2 i
gr(G) > 6 i c¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava N3 < r. Tada je G graf

incidencije simetricne UNBS-e sa parametrima (r* —r+1,7,1).

Dokaz. Ako je 7 > )3, iz dokaza prethodne teoreme sledi da je M\o(H) < 0. To

znaci da je H kompletan graf K,2_,.,, ¢ime je dokaz zavrsen. |

Napomena 2.4 Kao §to je veé¢ receno, povezan r-reqularan bipartitni graf G sa
cetiri razlicite sopstvene vrednosti mora biti graf incidencije simetricne UNBS-e.
Ako vazi jos i gr(G) > 6, tada svaka dva cvora iz iste klase obojivosti moraju imati
tacno jednog zajednickog suseda, pa je parametar ju odgovarajuce UNBS-e¢ jednak 1.
Takve UNBS-e nazivaju se konacne projektivne ravni. Poznato je da postoje kad
god je njthov red prost broj il stepen prostog broja, © ¢ine jedinu poznatu beskonacnu

familiju (sa konstantnom vrednodéu p) simetricnih UNBS-a.

Posledica 2.5 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf za koji vazi r > 2 i
gr(G) > 6 i c¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava N3 = r. Tada je G graf
incidencije simetricne DG Seme sa parametrima (v =0 = ml,r = k,m,1,0,1) koji

zadovoljavaju (m — 1)l = r(r — 1).

Dokaz. Neka je notacija ista kao i u dokazu prethodne teoreme. Tada odmah
sledi da G mora biti graf incidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBS-¢ zasnovane na
(r? —r)-regularnom kompletnom multipartitnom grafu H. Dakle, H = mK; za neke
prirodne brojeve m i [, pri ¢emu su oba vec¢a od 1.

Matrica incidencije N ove dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e zadovoljava jednacinu

NNT =rI+ B. Zbir elemenata u svakoj njenoj vrsti (koloni) jeste r, pa je v = ml,
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replikacija svake tacke je r, veli¢ina svakog bloka je takode r. Jasno je, takode, da
se tacke ove Seme mogu podeliti na m grupa veli¢ine [, tako da su dve tacke koje
pripadaju istoj grupi (tacke koje odgovaraju ¢vorovima koji se nalaze u istoj kopiji
grafa K; u H) sadrzane u nula blokova (u; = 0), a dve tacke koje pripadaju razli¢itim
grupama (tacke koje odgovaraju ¢vorovima koji se nalaze u razli¢itim kopijama grafa
K; u H) sadrzane su u jednom bloku (s = 1). Dakle, dvoklasna simetri¢na DUNBS
je DG Sema sa parametrima (v = b = ml,r = k,m,[,0,1), i buduéi da je stepen

grafa mK) jednak (m — 1)l, vazi (m — 1)l = r(r — 1). Ovim je dokaz zavrsen. W

Primeri grafova koji zadovoljavaju uslove Posledice 2.5 jesu grafovi incidencije
simetri¢nih DG Sema sa parametrima (v=>0=s(s —1)(s*+s+1),m=s*+s+1,
n=s(s—1),r=k=5s% p =0, us = 1), gde je s prost broj ili stepen prostog broja.
Metod konstrukcije ovakvih DG Sema opisan je u radu |63]. Spektar grafa incidencije
ovakve DG Seme je {isQ,iss(s“),ﬂ:\/554_52_28_1} (videti Primer 4, Potpoglavlje
2.2.3).

Na osnovu Teoreme 2.4, razdaljinsko regularan bipartitni graf G sa ne vise od
Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti mora biti graf incidencije dvoklasne simetri¢ne
DUNBS-e. Bilo bi interesantno saznati kada je 1 obrat ovog tvrdenja tacan, odno-
sno kada je graf incidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e razdaljinsko regularan.
Autori rada [1| pokazali su da svaki r-regularan bipartitan graf G dijametra 4 sa 5
razli¢itih sopstvenih vrednosti, ¢iji svaki par ¢vorova na rastojanju 2 ima c zajed-
nickih suseda mora biti razdaljinsko regularan (videti Posledicu 4.3(b) u radu [1]).
Neka je G graf incidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e. Neka G ima dijametar 4,
pet razli¢itih sopstvenih vrednosti i neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Tada
je jednacina (2.3) zadovoljena, i jedan od parametara p; ili po jednak je nuli. Dakle,
dva ¢vora na rastojanju 2 u G imaju konstantan broj zajednic¢kih suseda, pa je, na
osnovu pomenute Posledice 4.3(b) iz rada [1], G razdaljinsko regularan. Na ovaj

na¢in dokazali smo sledeé¢u teoremu.

Teorema 2.13 Neka je G graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-e. Ako G

ima pet razlicitih sopstvenih vrednosti i dijametar 4, tada je G razdaljinsko reqularan.

Nijedna od dve pretpostavke (o dijametru i o broju razli¢itih sopstvenih vred-
nosti) ne moze se izostaviti iz prethodne teoreme. Mebijus—Kantorov graf je graf
incidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBS-e (videti Tabelu 4 i Napomenu 2.2 Potpo-
glavlja 2.2.4), njegov dijametar je 4, ali ima Sest sopstvenih vrednosti. Bipartitni
dvojnik kompletnog multipartitnog grafa mKj, za | > 11 m > 2, jeste I(m — 1)-
regularan bipartitni graf reda 2ml sa 5 razli¢itih sopstvenih vrednosti (njegov spe-

ktar je {£l(m — 1), ™1 0*"(=D}) Jednostavno se proverava da je takav graf
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takode i graf incidencije simetri¢ne DG Seme sa parameterima (v =b=ml,r =k =
I(m—1),m,l,l(m—2),l(m—1)), pa je njegov dijametar 3 (u; > 0 za i € {1,2}).
Ocigledno, graf incidencije DG Seme ne mora biti razdaljinsko regularan. Ipak,
poznato je da graf incidencije TDG Seme mora biti razdaljinsko regularan. Ako je
N matrica incidencije DG Seme sa parameterima (v = ml, b, r, k, m,l, p1, u2), tada
su sopstvene vrednosti matrice NNT: rk . r — u; , vk — v, sa visestrukostima: 1,
m(l—1)1im—1, redom (videti, na primer, [9]). Pretpostavimo da je G graf incidencije
simetri¢ne T DG, (m, 1) Seme i ozna¢imo njenu matricu incidencije sa N. Sopstvene
vrednosti matrice NNT su p3l?, ol i 0, sa visestrukostima 1, pol(l — 1) i pol — 1,
redom, pa je spektar grafa G: {£pusl, & W”Ql(l_l),OQ(W’l)}. Zaklju¢ujemo da
G ima pet razli¢itih sopstvenih vrednosti, pa vazi diam(G) < 4. Takode, NNT =
poll + poB, gde je B matrica susedstva grafa uslK;. Buduéi da graf pslK; nije
kompletan graf ako vazi [ > 1, dijametar grafa G je 4. Na osnovu prethodne teoreme

G je razdaljinsko regularan. Ovim je dokazana sledec¢a posledica.

Posledica 2.6 Graf incidencije simetricne transverzalne blok-Seme T DG, (m, 1),
[ > 1, jeste razdaljinsko reqularan bipartitan graf éiji je spektar {£pusl, j:\/uglml(lfl),

02(M2l—1)}_

Primetimo da je struk grafova opisanih u prethodnoj posledici jednak 4 ako je
parametar gy TDG Seme vecéi od 1, odnosno 6 ako je pus = 1. ViSe o grafovima

incidencije simetri¢nih TDG Sema moze se na¢i u radu [31].

Napomena 2.5 Poznato je da se simetricna TDG Sema za koju vazi ps = 1
(T DG4 (1,1)) moZe konstruisati tako Sto se iz konacne projektivne ravni reda | ukloni
jedna linija i sve tacke koje se na njoj nalaze (na taj nacin dobija se konacna afina
ravan reda l), a zatim se iz dobijene konacne afine ravni ukloni jedna klasa paralelnih
linija (za eksplicitnu konstrukciju videti [12]). Ovo znaci da svaki razdaljinsko regu-
laran bipartitni graf G ¢iji je spektar {+r, im(rfl)} (odnosno graf incidencije
konacne projektivne ravni reda r — 1) poseduje kao indukovani podgraf razdaljinsko
reqularan graf ¢iji je spektar {£(r — 1), \/7“——1(r_1)(r_2), 0202 (odnosno graf inci-
dencije TDG Seme T Dy(r—1,7—1)), a koji se moZe konstruisati tako Sto se iz grafa

G ukloni proizvoljna grana i sve tacke koje su sa njom incidentne.

Ako je G graf koji zadovoljava uslove Teoreme 2.12; tada on ima najvise Sest
razli¢itih sopstvenih vrednosti. Dakle, na osnovu Teoreme 2.1, G je ciklusno regu-
laran. Ukoliko povezan regularan bipartitni graf ¢iji je struk veéi od 4 ima najvise

pet razli¢itih sopstvenih vrednosti, mozemo reéi i viSe o njegovoj strukturi.
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Teorema 2.14 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf za koji vazi v > 2
i gr(G) > 6. Ako G ima najvise pet razlicitih sopstvenih vrednosti, onda je G

razdaljinsko regqularan.

Dokaz. Ako GG ima najvise pet razlic¢itih sopstvenih vrednosti, tada vazi diam(G) <
4 (Teorema 3.13 |20]). Jedini povezan r-regularan bipartitni graf dijametra 2 jeste
kompletan bipartitni graf K, ,, ali je njegov struk 4.

Pretpostavimo da vazi diam(G) = 3. Tada svaka dva ¢vora iz iste klase obojivosti
imaju tacno jednog zajednickog suseda. Dakle, ako je (2.1) matrica susedstva grafa
G, NNT = (r—1)I+J, i zaklju¢ujemo da G ima ta¢no ¢etiri razli¢ite sopstvene vred-
nosti. U radu [1], Posledica 4.3(a), dokazano je da svaki r-regularan bipartitni graf
G dijametra 3 sa 4 razli¢ite sopstvene vrednosti mora biti razdaljinsko regularan.

Pretpostavimo sada da vazi diam(G) = 4. Tada G ima tacno pet razli¢itih sop-
stvenih vrednosti pa, na osnovu Teoreme 2.6, G mora biti graf incidencije dvoklasne
simetri¢ne DUNBS-e. Tvrdenje sada sledi na osnovu Teoreme 2.13. Ovim je dokaz

zavrsen. [ ]

Primetimo da u tvrdenju prethodne teoreme ne mozemo povecati broj razli¢itih
sopstvenih vrednosti grafa G: jedan od primera je graf kospektralan sa Dezargo-
vim grafom (Dezargov graf jeste razdaljinsko regularan). Taj graf je 3-regularan
bipartitni graf sa Sest razli¢itih sopstvenih vrednosti, njegov struk je 6, ali nije raz-
daljinsko regularan (opisi oba grafa mogu se nac¢i u [58]). Pretpostavka da je struk
veéi od 4 takode je neophodna: jedan od primera je Folkmanov (J.H. Folkman) graf.
To je 4-regularan bipartitni graf ¢iji je spektar {44, + NG 019} njegov struk je 4,
i nije razdaljinsko regularan.

Struk regularnog grafa odreden je njegovim spektrom (videti |20]), pa vazi slede¢a

posledice prethodne teoreme.

Posledica 2.7 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf reda 2n za koji vazi
r > 2 i neka su £r, £Xy i 0 njegove (razlicite) sopstvene vrednosti. Ako vaZi

(A3 —2r+1)r+ w =0, tada je G razdaljinsko regularan.

Dokaz. Buduéi da G ima pet razli¢itih sopstvenih vrednosti, on je ciklusno regu-
laran (na osnovu Teoreme 2.1). Dakle, ako je A matrica susedstva grafa G, matrica
A% ima konstantnu dijagonalu, pa je ukupan broj zatvorenih puteva duZine 4 koji
podinju i zavrSavaju se u proizvoljnom ¢voru grafa G jednak A? = \3r + @
Nije tesko videti da je broj trivijalnih zatvorenih puteva (odnosno onih koji ne sa-
drze konturu) duzine 4 koji po¢inju i zavrSavaju se u proizvoljnom ¢&voru grafa G
jednak 2r* — r. Zato, ako je (A2 — 2r + 1)r + 72(7"271—_’\3) = 0, vazi da je struk grafa G

najmanje 6. Na osnovu Teoreme 2.14 G je razdaljinsko regularan. ]
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Napomena 2.6 Na drugaciji nacin, prethodnu posledicu dokazali su Van Dam i
Hamers (W. Haemers) u radu [28]. Stavise, oni su pokazali da graf koji zado-
voljava uslove prethodne posledice mora biti graf incidencije delimicne geometrije,
)17

dg(s,t, )", ¢igi parametri s, t i o zadovoljavaju uslove: s =t =r —1 i a =

2r — 1 — A3

U sledec¢oj teoremi predstavljamo gornju granicu za red r-regularnog bipartitnog

grafa ¢iji je struk veéi od 4 i ¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava A3 < r.

Teorema 2.15 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf reda 2n za koji vaZi
r > 2 igr(G) > 6 i ¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava N3 < r. Tada je

n < r2.

Dokaz. Neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Setimo se dokaza Teoreme 2.12:
NNT = rI + B, gde je B matrica susedstva grafa K,2_,, ili matrica susedstva
(r? — r)-regularnog kompletnog multipartitnog grafa H.

2 —r +1, pa oc¢igledno vaziin < r%

U prvom slucaju vazi n = r
U drugom slu¢aju broj n je jednak redu grafa H. Buduéi da je H = mK; za
neke prirodne brojeve m il (m,l > 2), vazi n = ml i (m — 1)l = r* — r, odakle
sledi n = r> — r + [. Na osnovu Teoreme 2.6 |20| vazi \,(H) = —1 — X\o(mK;) =
—1—=(=1)=-=l,paje0 < N(NNT)=r+ N\, (B) =r+ \,(H) =r — . Dakle,

[ <r,izato je n <r? Ovim je dokaz zavrsen. |

Jednostavno je uociti da jednakost u prethodnoj teoremi vazi ako i samo ako je
[ =m = r, u kom slucaju je G graf incidencije TDG seme T'DG4(r,r). Ovo znadi
da su jedini grafovi za koje se dostize nejednakost prikazana u prethodnoj teoremi
razdaljinsko regularni grafovi ¢iji je spektar {=£r, \/?T(r_l), 02=D}. Ovakvi grafovi
postoje kad god je r prost broj ili stepen prostog broja (videti Napomenu 2.4 i
Napomenu 2.5).

2.4 Neke spektralne nejednakosti za regularne

bipartitne grafove

U ovom poglavlju razmatramo regularne bipartitne grafove, na slican nacin kao
Sto smo u Poglavlju 1.3 razmatrali regularne bipartitne grafove ¢iji je struk veéi od 3.

Predstavljamo spektralne nejednakosti koje se odnose na red regularnih bipartitnih

"Engl. partial geometry, pg(s,t, ).
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grafova (Teorema 2.16, Teorema 2.17 i Teorema 2.18 ), kao i neke njihove posledice
(Posledica 2.8, Teorema 2.19, Teorema 2.20, Teorema 2.21 i Teorema 2.22). Kako
ovi rezultati mogu biti iskoris¢eni u praksi ilustrujemo u slede¢em poglavlju, gde
odredujemo sve regularne bipartitne refleksivne grafove.

U prvoj teoremi predstavljamo gornju granicu za A,.

Teorema 2.16 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf reda 2n. Tada je
Ao < n—r.

Dokaz. Bipartitni komplement grafa G je (n — r)-regularan bipartitni graf, pa je
njegova druga sopstvena vrednost najvise n — r. Budué¢i da su druga sopstvena
vrednost regularnog bipartitnog grafa i njegovog bipartitnog komplementa jednake,

dokaz je zavrSen. |

Grafovi ¢ija druga sopstvena vrednost dostize jednakost u nejednakosti koja je
data u prethodnoj teoremi jesu, na primer: K, ,, za n > 2, ili grafovi (r + 1)Ky, r >

1, kao i grafovi 2G, gde je G bilo koji regularan bipartitni graf.

U radu [34] dokazano je da zbir najvece i druge po veli¢ini sopstvene vrednosti
r-regularnog grafa GG reda n nije veéi od n — 2. Staviée, u istom radu je pokazano
da se jednakost dostize, odnosno da vazi r + Ay = n — 2, ako i samo ako komplement
grafa G ima komponentu povezanosti koja je bipartitni graf (videti Posledicu 3.2
[34]). Direktna posledica prethodne teoreme jeste sli¢na spektralna nejednakost za

r-regularne bipartitne grafove.

Posledica 2.8 Zbir r+ Ao, dve najvece sopstvene vrednosti r-reqularnog bipartitnog
grafa G reda 2n, jeste najvise n. Stavise, vaZi r+N\s = n ako i samo ako je bipartitni

komplement grafa G nepovezan.

U sledecoj teoremi predstavljamo gornju granicu za red r-regularnog bipartitnog

grafa ¢iji je dijametar jednak 3.

Teorema 2.17 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf reda 2n za koji vazi
diam(G) = 3. Tada jen < oA

T_)\f((GG)) kad god je desna strana nejednakosti pozitivna.

Dokaz. Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G. Uodimo slede¢u podelu skupa X
¢vorova grafa G: A = {v}, B = {u € X,d(u,v) = 1}, C = {u € X,d(u,v) = 2},
D = {u € X,d(u,v) = 3}. Nije tesko uo¢iti da je ova podela regularna, a naziva se
jo$ i podela u odnosu na rastojanje'® (videti [41], str. 13). Opisana podela indukuje

koli¢ni¢ku matricu

18Engl. distance partition.
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0 T 0 0

1 0 r—1 0
A = 2r(r—1 r(n—2r

0 7(1—2 ) 0 (n—Q )

0 0 r 0

Na osnovu Teoreme 0.3 sopstvene vrednosti matrice A prepli¢u sopstvene vrednosti
grafa G. Zato vazi \y(G) > Mo(A) = \/%. Tvrdenje sledi nakon uprosc¢avanja

1zraza. [ ]

Grafovi ¢iji red dostize jednakost u nejednakosti datoj u prethodnoj teoremi
jesu, na primer: m, r > 1, ili Hivudov graf, odnosno njegov bipartitni kom-
plement.

Desna strana nejednakosti iz tvrdenja prethodne teoreme moze biti i negativna:
jedan od primera je graf prikazan na Slici 1 u radu [15]. To je 3-regularan bipartitan
graf reda 10 i dijametra 3, a njegova druga sopstvena vrednost jednaka je 2. Direktna
posledica prethodne teoreme i Teoreme 1.10 jeste da za red 2n svakog r-regularnog
bipartitnog grafa ¢ija druga sopstvena vrednost zadovoljava uslov Ay < +/r vazi

r2—>\%
n < v

Teorema 2.18 Neka je G povezan r-reqularan bipartitni graf reda 2n c¢ija druga
sopstvena vrednost zadovoljava )\‘21 <r. Tadavazir + X < n <r+ )\g. Ako je
n=r+ A3, onda je r < \3(\3 —1)%

Dokaz. Prva nejednakost posledica je Teoreme 2.16. Posmatrajmo zato drugu

. o r2—\2 A2
nejednakost. Na osnovu prethodne teoreme vazi: n < ——3# = (7‘ + 22422 2), pa
2

7"7)\%
ako je r > A3, sledi da vazi n < r + A3.

Pretpostavimo da je n = 7 + A3 i uofimo jedan proizvoljan ¢vor v grafa G.
Jedna klasa obojivosti V' grafa G sastoji se od r ¢vorova koji su susedni ¢voru v i
od preostalih A2 ¢vorova koji se nalaze na rastojanju 3 od ¢vora v, a druga klasa
obojivosti U grafa G sastoji se od ¢vora v i preostalih r + A3 — 1 ¢vorova. Oznacimo
sa C' podskup onih ¢vorova skupa U koji su susedni sa svim onim ¢vorovima skupa

V' koji nisu susedni sa v. Vazi:

rAy S NICT+ (3 = 1)(r + A3 = 1= |CY),
odakle sledi [C] > r — (A2 — 1)

Posmatrajmo sada graf G: to je povezan \3-regularan bipartitni graf ¢ija je druga

sopstvena vrednost jednaka Ay pa, na osnovu Teoreme 1.10, vazi diam(G) < 4. Zato
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svaki sused ¢vora v u grafu G, u grafu G moze biti susedan sa najvise A2 — 1 ¢vorova

koji pripadaju skupu C. Dakle,

Clr=23) = r (IC] = (A5 = 1),

odakle sledi |C| < 217,
2
Takode vazi
A2 —1
r— (-1 <[0] < Fg
A2
odakle sledi » < A\2(A\3 — 1)2. Ovim je dokaz zavigen. |

Jednakost vazi u obe nejednakosti koje su date u prethodnoj teoremi ukoliko
je G = (r+1)Ky,r > 1. Takode, primetimo da jednakost u drugoj nejednakosti
vazi ako je GG bipartitni komplement Papusovog grafa, ili bipartitni komplement

Mebijus-Kantorovog grafa.

Napomena 2.7 U Poglavlju 1.3 dokazali smo da reqularni nebipartitni grafovi ¢iji
je struk veéi od 3 1 koji imaju ogranicenu drugu sopstvenu vrednost imaju i ogranicen
stepen (videti Teoremu 1.11). Ovo ne vazi za reqularne bipartitne grafove. Stavisve,
moguce je konstruisati mnogo primera. Pomenimo samo da vaZi Ay(K,,) = 0 i
TKnn, = N 2a svakon > 2. U sledecoj teorems predstavijamo jos jednu ovakvu familiju

grafova.

Teorema 2.19 Za svaki broj k € N, i svako r > k,r € N, postoji povezan r-re-

gularan bipartitni graf dijametra 3 c¢ija je druga sopstvena vrednost jednaka k.

Dokaz. Uoc¢imo nepovezan graf ¢ija je jedna komponenta kompletan bipartitni graf
Ky i, a druga bilo koji k-regularan bipartitni graf reda 2r (takav graf se uvek moze
konstruisati uklanjanjem r — k odgovaraju¢ih savrSenih sparivanja iz grafa K, ,).
Sada je jasno da je bipartitni komplement uocenog grafa r-regularan bipartitni graf

¢iji je dijametar jednak 3, a druga sopstvena vrednost jednaka k. |

U onome §to sledi razmatramo intervale za s koji ne sadrze cele brojeve. Prvo

dokazujemo lemu.

Lema 2.2 Neka je G povezan r-regqularan bipartitni graf za koji je diam(G)> 5.

Tada je diam(G) = 3.
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Dokaz. Budué¢i da je diam(G) > 5, vazi n > 4r + 2 (videti [13]), pa za svaka
dva ¢vora iz iste klase obojivosti grafa G mora postojati barem jedan ¢vor (koji ne
pripada toj klasi obojivosti) koji nije susedan ni sa jednim od njih. Odavde sledi
da svaka dva ¢vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G' imaju barem jednog
zajednickog suseda u grafu G. Zato je grafﬁ povezan i vazi diam(i) < 3. Na kraju
primetimo da ako vazi diam(é) < 3, tada G mora biti nepovezan. Ovim je dokaz

zavrsen. |
Oznacimo sa B skup svih povezanih regularnih bipartitnih grafova.

Teorema 2.20 Neka je k bilo koji broj veéi od 1 koji nije ceo. Skup S = {G €
B: X\ € (|k],k],r > N3} je konacan ako i samo ako je skup T = {G € B: )\ €
(lk], k], » < X3} konacan.

Dokaz. Uoc¢imo sledec¢e skupove: X = {G € B : X\ € (|k],k],\3 < r < A3},
Y={GeB: e (lkl,kl,r >}, Z={G e B: € (k] k],r <A}

Grafovi koji pripadaju skupu X imaju ogranicen stepen: |k]? < r < k*, njihov
dijametar jednak je 3 (na osnovu Teoreme 1.10), pa je zato i njihov red ogranicen
(na osnovu Teoreme 2.17). Dakle, skup X" je konacan.

Grafovi koji pripadaju skupu ) imaju ogranicen red (na osnovu Teoreme 2.18):
n < (r + A2). Dakle, stepen bipartitnog komplementa bilo kog grafa G € Y jeste
najvise A3, §to znaci da bipartitni komplementi grafova koji pripadaju skupu )
pripadaju skupu Z, i ako je Z konacan, konacan je i skup ). Dakle, ukoliko je skup

T konacan, konacan je i skup S.

Na osnovu Leme 2.2 zaklju¢ujemo da se skup Z moze podeliti na ¢etiri disjunktna
skupa: 2, = {G € 2 : diam(G) < 4}, Z, = {G € Z2 : diam(G) > 5,G € XY,
Z,={GeZ: dlam(G) >5G € 2}iZ ={Ge Z: diam(G) > 5,G € V}.
Skup Z; je konacan zato Sto grafovi koji pripadaju skupu Z; imaju stepen ogranicen
odozgo sa k?, i njihov dijametar je 4 ili 3. Skupovi Z, i Z3 takode su kona¢ni (zato
Sto sadrze grafove ¢iji bipartitni komplementi pripadaju kona¢nim skupovima X ili
Zy). Dakle, ako je skup ) konacan, onda je i skup Z; konacan, pa je i skup Z
konacan. Sledi da ako je skup S konacan, onda je takav i skup 7. Ovim je dokaz

zavrsen. ]
Sledeéi rezultat je direktna posledica prethodne teoreme.

Teorema 2.21 Neka je k bilo koji broj veci od 1 koji nije ceo. Skup {G € B: X\ €
(Lk], K]} je konacan kad god je jedan od skupova {G € B: Xy € ([k],k],7 > N3} ili
{GeB: X e (|k], k], <A} konacan.
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Ako je k < 2, dolazimo do sledece teoreme.
Teorema 2.22 Neka je k € (1, 2). Tada je skup {G € B: 1 < Xy <k} konacan.

Dokaz. Neka je G € B. Ako vazi A\y(G) <k, sledi da je Ao(Paiamc)+1) < K, pa je
diam(G) < 2n__ 2. Skup {GeB: 1<) <k,r <A} je konatan zato §to je

arccos b}
broj r ogranic¢en odozgo sa k2, i dijametar svakog grafa koji mu pripada ogranic¢en
je odozgo sa chizsﬁ - QJ. Rezultat sada sledi na osnovu Teoreme 2.21. n
2

2.5 Regularni bipartitni refleksivni grafovi

U ovom poglavlju rezultate koje smo do sada predstavili u ovoj glavi koristimo
za odredivanje regularnih bipartitnih grafova sa zadatim spektralnim ograni¢enjima.

Zato odredujemo sve regularne bipartitne refleksivne grafove.

2.5.1 r-regularni bipartitni refleksivni grafovi reda 2n koji

zadovoljavaju r < 2ilir >n —2

Svaki regularan bipartitni graf G (povezan, ili ne) ¢ji je stepen najvise 2 ref-
leksivan je. Takvi grafovi su disjunktne unije kompletnih grafova reda 1 ili 2, ili
disjunktne unije kontura parnog reda. Takode, stepen svakog nepovezanog regular-
nog bipartitnog refleksnivnog grafa najvise je 2 (buduéi da je nepovezan, njegova
druga sopstvena vrednost jednaka je njegovom stepenu). Dakle, dovoljno je odrediti
sve povezane regularne bipartitne refleksivne grafove. Oznacimo skup svih takvih

grafova sa R.

Teorema 2.23 Svaki povezan reqularan bipartitni graf reda 2n c¢iji stepen nije manji

od n — 2 jeste refieksivan.

Dokaz. Stepen r svakog grafa G opisanog u tvrdenju najvise je n. To znaci da je

G bipartitni komplement nekog regularnog bipartitnog grafa ¢iji je stepen najvise

2. Koriste¢i jedna¢inu (2.2), uofavamo da vazi \o(G) = Ao(G), ¢ime je tvrdenje

dokazano. [

Takode, ako je

R*:{GGR, 3§rG§g},
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tada je svaki graf koji pripada skupu R\R* bipartitni komplement grafa koji pripada
skupu R*, ili je obavezno refleksivan (buduéi da je tada njegov stepen najvise 2 ili
nije manji od n — 2). Stoga je dovoljno odrediti sve grafove koji pripadaju skupu
R*.

2.5.2 r-regularni bipartitni refleksivni grafovi reda 2n koji

zadovoljavaju 3 <r <n —3

U prethodnom potpoglavlju uverili smo se da postoji beskona¢no mnogo r-re-
gularnih bipartitnih refleksivnih grafova reda 2n koji zadovoljavaju r < 2 ili r >
n — 2. Sada razmatramo r-regularne bipartitne refleksivne grafove reda 2n koji
zadovoljavaju uslov 3 < r < n — 3. Najpre dokazujemo da takvih grafova ima
kona¢no mnogo, a zatim ih sve odredujemo koriste¢i se teorijskim rezonovanjem i
racunarom.

Prvo odredujemo neke osobine grafova koji pripadaju skupu R*.
Teorema 2.24 Stepen svakog grafa koji pripada skupu R* jeste najvise 7.

Dokaz. Neka je G graf koji pripada skupu R* i ¢iji je stepen r veéi od 7. Na osnovu
Teoreme 1.10, vazi diam(G) < 3. Jedini povezan regularan bipartitni graf dijametra

2 jeste kompletan bipartitni graf, pa vazi diam(G) = 3. Ako je red grafa G jednak
7”2—)\2(G)
T—)\%Q(G) :

2 32
svaku fiksiranu vrednost r > 8 funkcija %2((5)) pozitivna i rastuc¢a po A2(G), pa je
2

2n, na osnovu Teoreme 2.17 vazi n < Jednostavno je uveriti se da je za

2r<n < i—‘f. Zato mora biti 72 — 8r +4 < 0, §to nije moguce ako je r > 8. Dakle,

stepen svakog grafa koji pripada skupu R* nije veéi od 7. |

Lema 2.3 Svaki 3-reqularan bipartitni refleksivni graf ima najvise 30 c¢vorova. Ako
postoji 3-reqularan bipartitni refleksivni graf reda 30, tada je njegova druga sopstvena

vrednost jednaka 2.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 3-regularan bipartitni refleksivni graf reda 2n >
30 i neka je G njegov bipartitni komplement. Tada je G (n — 3)-regularan graf i,
na osnovu Teoreme 1.10, njegov dijametar je 3. Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G.
Uocimo slede¢u podelu skupa X ¢vorova grafa G: {A = {v}, B ={u € X,d(u,v) =
1}, C ={ue X,d(u,v) =2}, D={ue X,d(u,v) = 3}}.

Vazi: |B| = n—3, |C| =n—1, |D| = 3. Takode, svaki &vor koji pripada skupu D

ima tac¢no n — 3 suseda u skupu é, pa zakljucujemo da postoji barem n — 7 ¢vorova
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koji pripadaju skupu C' i susedni su sa sva tri ¢vora u skupu D. Ako je Ch skup tih
n — 7 ¢vorova koji pripadaju skupu C, neka je Cy = é\é’l, pa je |C’2| = 6. Sada
slede¢a podela skupa X ¢vorova grafa G: {A, B, Cy, Co, D}, indukuje koli¢nicku

matricu:

0 n—3 0 0 0
n2—13n+42 6(n—>5)

1 0 n73+ n—3 0

Qi=| 0 n—6 0 0 3

0 n—5 0 0 2

0 0 n—17 4 0

Na osnovu Teoreme 0.3 vazi A2(G) > Xo(Q1) = (/22=2T. Dakle, ako je n > 15, tada
je A2(Q1) > 2, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je G refleksivan, a ukoliko

je n =15, onda je \2(Q1) = 2. Ovim je dokaz zavrSen. |

Lema 2.4 Svaki j-regularan bipartitni refleksivni graf ima najvise 32 cvora.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 4-regularan bipartitni refleksivni graf reda 2n >
34 i neka je G njegov bipartitni komplement. Tada je G' (n — 4)-regularan bipartitni
refleksivni graf i, na osnovu Teoreme 1.10, njegov dijametar je 3. Neka je v proi-
zvoljan ¢vor grafa G. Uotimo sledecu podelu skupa X ¢vorova grafa G: {A = {v},
B={ue X,duv) =1}, C ={ue X,du,v) =2}, D= {ue X,d(u,v) = 3}}.
Vazi: |B| =n — 4, ]C’| =n — 1, |D| = 4. Takode, svaki ¢vor koji pripada skupu D
ima tacno n — 4 suseda u skupu C’, pa zaklju¢ujemo da postoji barem n — 13 ¢vorova
koji pripadaju skupu C' i susedni su sa sva ¢etiri ¢vora u skupu D. Ako je Ch skup
tih n— 13 &vorova koji pripadaju skupu C, neka je Cy = é\é’l, pa je |C’2| = 12. Sada
sledec¢a podela skupa X ¢vorova grafa G: {A, B, Cy, Co, D}, indukuje koli¢ni¢ku

matricu:

0 n—4 0 0 0
n?—2In+104 12(n—7)

1 0 n—: n—4 0

Q=0 n-38 0 0 4

0 n—7 0 0 3

0 0 n—13 9 0
Na osnovu Teoreme 0.3 vazi Ao(G) > Aa(Q2) = /=54, Dakle, ako je n > 16,
tada je A\o(Q2) = ,/% > 2, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je G
refleksivan. Ovim je dokaz zavrSen. ]

U nastavku ovog potpoglavlju ¢esto koristimo slede¢u podelu skupa ¢vorova X

(odgovarajuceg grafa):
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((A={v}, B={ucX, du,v) =1}, )
D ={ue€ X, d(u,v) =3},
Ci={ueX, duv)=2,|Nu)nY|=1i}, iel,

(2.5)
gde je v proizvoljan ¢vor skupa X,

I je skup nekih nenegativnih celih brojeva,

| a Y oznacava skup B ili D. Takode, |C;| = ¢;.

/

Lema 2.5 Neka r i 2n oznacavaju stepen i red reqularnog bipartitnog grafa G. Ako
je G € R*, onda:

1. ako jer =5, tada je n < 21,
2. ako jer =6, tada je n < 16,

3. ako je r =17, tada je n < 15.

o(G)
)

buduéi da je 0 < A2(G) < 2 (jedini regularni bipartitni grafovi ¢ija je druga sopstvena

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.10, dijametar grafa G je 3. Uoc¢imo funkciju

vrednost manja ili jednaka 0 jesu kompletni bipartitni grafovi, i njihovi bipartitni
komplementi, ali oni ne pripadaju skupu R*), ona je pozitivna i strogo rastuc¢a po
promenljivoj Ao(G) za svaku fiksiranu vrednost r, 5 < r < 7. Na osnovu Teoreme

.- 224G
217 vazin < TT_)%Q((G))
prethodnoj nejednakosti, i na taj nacin se uveriti da vaze tri nejednakosti navedene

2_ . .. .
< Trff. Sada mozemo zameniti redom r =5, r=6ir=7u

u tvrdenju teoreme. Ovim je dokaz zavrsen. |

Teorema 2.25 Skup R* je konacan.

Dokaz. Stepen svakog grafa koji pripada skupu R* nalazi se izmedu brojeva 3 i 7.
Na osnovu Leme 2.3, Leme 2.4 i Leme 2.5, red svakog grafa koji pripada skupu R*

jeste ogranicen, odakle sledi da je skup R* konacan. |

Buduéi da svaki r-regularan bipartitni refleksivni graf reda 2n koji zadovoljava
3 < r < n— 3 pripada skupu R*, ili je bipartitni komplement grafa koji pripada
skupu R*, dolazimo do sledeceg rezultata, koji je neposredna posledica prethodne

teoreme.

Teorema 2.26 Skup svih r-reqularnih bipartitnih refieksivnih grafova reda 2n koji

zadovoljavaju 3 < r < n — 3 jeste konacan.
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Sada odredujemo sve grafove koji pripadaju skupu R*.

Najpre odredujemo 3-regularne grafove koji pripadaju skupu R*.

Lema 2.6 Tat-Kokseterov (W.T. Tutte i H.S.M. Cozeter) graf je jedinstveni 3-re-
gularan bipartitni refleksivni graf reda 30. Ne postoji 3-reqularan bipartitni reflek-

stone graf reda 28.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 3-regularan bipartitni refleksivni graf reda 2n,
n € {14,15}, i neka je G njegov bipartitni komplement. Tada je G (n— 3)-regularan
graf i, na osnovu Teoreme 1.10, njegov dijametar je 3. Uoc¢imo podelu (2.5) skupa
X ¢&vorova grafa G, za koju je I = {0,1,2,3} 1Y = D. Vazi: |B| = n — 3,
|D| = 3, Z?:o ¢; = n — 1. Setimo se dokaza Leme 2.3: svaki ¢vor koji pripada
skupu D ima ta¢no n — 3 suseda u skupu C’, pa postoji barem n — 7 ¢vorova koji
pripadaju skupu C' i susedni su sa sva tri ¢vora u skupu D, odnosno ¢3 > n—"7. Ako
prebrojimo grane koje povezuju ¢vorove u skupovima U?:o Cii B, zaklju¢ujemo da
vazi (n —3)co+ (n—4)c1 + (n—5)ca+ (n—6)cs = (n—3)(n—4). Iz ove i prethodne
jednakosti sledi:

360 + 201 +c = 6. (26)
Podela skupa X ¢vorova grafa G: {A, B, U?:o Ci, Cs, D}, indukuje koli¢ni¢ku
matricu:

n—3 0 0
0 n2—(7T+c3)n+12+6¢c3  c3(n—6)
n—3
0

0
n—3 0
2—(T+c3)n+12+6¢3 0 3(n—3—c3)
1
3
0

Q3 n—1—c3 n—1l—cs

n—=6 0 0
0 n—3—cs c3

I
o o o — o

Njena druga sopstvena vrednost je \o(Q3) = \/_\/22 Eiigﬁg }iig; Na osnovu

Teoreme 0.3 vazi A\y(G) > Ao(Q3), a bududi da je \(G) < 2, sledi da je ¢z <

(n+5)(n—3)
(n+15) -~

Neka je n = 15. Tada je c3 < 8, a znamo da u ovom sluc¢aju mora biti c3 >
15 -7 =8, pa je cg = 8. Zato vazi 22 o ¢ = 6. Kombinuju¢i ovu jednacinu i
jednacinu (2.6), zaklju¢ujemo da mora biti: c3 = 8, co = 6, ¢; = ¢g = 0. Ovo znadi
da za svaki ¢vor v grafa G postoji tacno Sest ¢vorova koji imaju deset suseda u skupu
N(v), i tatno osam ¢vorova koji imaju devet suseda u skupu N(v). Dakle, ako je

(2.1) matrica susedstva grafa G, vazi slede¢a dekompozicija:

NNT =121 +10M +9(J — I — M) =31 +9J + M, (2.7)
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gde je M matrica susedstva nekog 6-regularnog grafa reda 15. Bududi da je \p(NNT)
= A2(G) = 4, na osnovu jednacine (2.7) sledi da je \o(M) = 1. U Poglavlju 1.2,
Teorema 1.6, odredeni su svi 6-regularni grafovi ¢ija je druga sopstvena vrednost
najviSe 1. Postoji sedam takvih grafova reda 15, i svi oni imaju drugu sopstvenu
vrednost jednaku 1. Sve sopstvene vrednosti matrice NNT su nenegativne, pa se
direktnom proverom mozemo uveriti da Sest od sedam mogucih kandidata za graf
¢ija je matrica susedstva M ne ispunjava ovo svojstvo matrice NNT. Sedmi graf
prolazi i ovaj test: to je jako regularan graf sa spektrom {6, 1%, —35}. Dakle, spektar
grafa G morao bi biti {+12, +2% 01°}, a spektar njegovog bipartitnog komplementa
{£3, 429,01}, Postoji jedinstven 3-regularan graf sa navedenim spektrom, poznat
pod nazivom Tat—Kokseterov graf (ovaj graf predstavljen je kao graf G na stranici
113 monografije [58]).

Ako je n = 14, tada je c3 < % < 8, a znamo da u ovom sluc¢aju mora biti
c3 > 14 —T7=7, paje cs =7. Zato vazi Z?:o ¢; = 6. Kombinujuéi ovu jednacinu i
jednacinu (2.6), zaklju¢ujemo da je: c¢3 =7, co = 6, ¢; = ¢g = 0. Ako je (2.1) matrica
susedstva grafa (G, na isti nac¢in kao i u slu¢aju n = 15, dolazimo do zakljucka da vazi
NNT =111 +9M +8(J — I — M), gde je M matrica susedstva nekog 6-regularnog
grafa reda 14, ¢ija je druga sopstvena vrednost najvise 1. Na osnovu Teoreme 1.6
postoji samo jedan takav graf, i to je graf 7:K2, ali on ne moze biti trazeno resenje
(zato §to su sve sopstvene vrednosti matrice NNT nenegativne). Ovim je dokaz

zavrsen. [ |

Sada, uz pomo¢ ra¢unara, mozemo generisati sve povezane 3-regularne bipartitne
grafove ¢iji red nije veéi od 26. Postoji ta¢no 280250 takvih grafova. Koristeéi se
ponovo racunarom, medu njima mozemo izdvojiti one koji su refleksivni i pripadaju
skupu R* (odnosno one ¢iji je red veéi od 10). Rezultat do kojeg smo dosli dajemo

u sledecoj teoremi.
Teorema 2.27 Postoji tacno 20 3-reqularnih grafova koji pripadaju skupu R*. Po-

daci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Prelazimo na odredivanje svih 4-regularnih grafova koji pripadaju skupu R*.
Poc¢injemo sa lemom koja nam daje dodatne informacije o 4-regularnim grafovima

koji pripadaju skupu R*, i ¢iji je red veéi od 22.
Lema 2.7 Neka je G J-reqularan graf reda 2n koji pripada skupu R*. Tada:

(i) ako jen > 14, tada je gr(G) > 6,
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(ii) ako jen = 13, tada je Xo(G) = /3,

(1ii) ako je n = 12, tada dva cvora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G

mogu imati najvise dva zajednicka suseda.

Dokaz. Na osnovu Leme 2.4 vazi n < 16. Pretpostavimo da je n > 12, i neka je
(2.2) matrica susedstva grafa G. Stepen grafa G je (n —4) i, na osnovu Teoreme
1.10, njegov dijametar je 3.

Uocimo podelu (2.5) skupa X ¢vorova grafa 5, gdeje I ={0,1,2,3,4}iY = D.
Vazi: |B| =n—4, |D| =4, Z?:o ¢; =n — 1. Ako prebrojimo grane koje povezuju
évorove u skupovima |J;_, C; i B, zakljuGujemo da vazi (n — 4)co + (n — 5)e; + (n —
6)ca+ (n—T)es+ (n—8)cy = (n—4)(n —5).

Iz ove i prethodne jednakosti sledi:

deg + 3cy + 209 + 3 = 12. (2.8)

Podela skupa X ¢vorova grafa G: {A, B, U?:o C;, Cy, D}, indukuje koli¢nicku

matricu:

0 n—4 0 0 0
1 0 n2—(94+c4)n+204+8cs  ca(n—8) 0
n—4 n—4
Q4 _ 0 n2_(9:i;1)ﬁ—;20+804 0 0 4(::#:;4)
0 n—_§8 0 0 4
0 0 n—4—cy c4 0

Njena druga sopstvena vrednost je \o(Q4) = 2\/ ’fi(éf;);; 4;146((11:624))'

Teoreme 0.3 vazi Ao(G) > X2(Q4), a bududi da je A\y(G) < 2, sledi da je ¢y < § — 1.

Na osnovu

Razmotrimo najpre tvrdenje (7). Neka je n = 16. Tada je ¢4 < 3, pa je Z?:o c; >
12. Kombinujué¢i ovu nejednakost i jednakost (2.8), zaklju¢ujemo da vazi ¢4 = 3,
cg = 12, ¢ = ¢; = ¢y = 0. To znaci da za svaki ¢vor v grafa 5 postoje tacno tri
¢vora koji imaju osam suseda u skupu N(v), i taéno dvanaest ¢vorova koji imaju

devet suseda u skupu N(v). Dakle, vazi slede¢a dekompozicija:

(J—N)(J—=NT) =121 + OM +8(J — I — M),

gde je M matrica susedstva nekog 12-regularnog grafa reda 16. Sledi da je NN =
4T+ M, odakle zaklju¢ujemo da dva ¢vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa
G mogu imati najviSe jednog zajednickog suseda, Sto zapravo znaci da graf G ne

sadrzi ¢etvorouglove, odnosno da je gr(G) > 6.
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Neka je n = 15. Tada je ¢4 < 21, sli¢no kao u prethodnom sluc¢aju, zakljuc¢ujemo
dajecy =2, c3 =12, ¢ = ;1 = ¢y = 0. Dakle, za svaki ¢vor v grafa 5 postoje
tatno dva ¢vora koji imaju sedam suseda u skupu N(v), i ta¢no dvanaest ¢vorova
koji imaju osam suseda u skupu N(v). Na isti na¢in kao i u slu¢aju n = 16 mozemo
se uveriti da je NNT = 41 + M, gde je M matrica susedstva nekog 12-regularnog
grafa reda 15. Odatle sledi da je struk grafa G veéi od 4.

Ako je n = 14, tada je ¢4 < 2, i imamo dve moguénosti: ¢4 = 2, c3 = 10, co = 1,
ci=c=0,ilicy =1, c3 =12, co = ¢ = ¢g = 0. U prvom slu¢aju uoc¢imo podelu
skupa X ¢vorova grafa G: {A, B, Cy, Cs, C4, D}, i koli¢ni¢ku matricu indukovanu

ovom podelom:

0100 0 00
10 27 20
Q52080002
07 00 03
06 00 0 4
00 L+ 220

Druga sopstvena vrednost ove matrice jeste —V14010 > 2, §to je, na osnovu Teoreme
0.3, u suprotnosti sa pretpostavkom da je graf G refleksivan. U drugom slu¢aju
jednostavno se mozemo uveriti da je NNT = 41 + M, gde je M matrica susedstva

nekog 12-regularnog grafa reda 14, pa je gr(G) > 6.

Razmotrimo sada tvrdenje (i7). Buduéi da je n = 13, vazi ¢4 < 2, pa imamo
Cetiri mogucnosti: ¢4 =2, ¢c3 =8, c0 =2, ¢c1 =¢co=0,ilicy =2, c3=9, ¢ = 1,
co =co=0,ilicy =1, ¢c3 =10, co =1, ¢4 = ¢y =0, 1ili ¢g = 0, c3 = 12,
co = c1 = ¢y = 0. Direktnim izracunavanjem mozemo se uveriti da podela skupa
X ¢vorova grafa G: {A, B, C’g, C’g, 5'4, D}, iu prvom i u tre¢em slu¢aju indukuje
koli¢nicku matricu ¢ija je druga sopstvena vrednost veca od 2.

Isto vazi i u drugom slu¢aju ako posmatramo podelu: {A, B, Cy, Cs, Cy, D}.

Poslednja moguc¢nost implicira da je (J — N)(J — NT) = 91 + 6M, gde je M
matrica susedstva grafa Ki3. Zato je M = J — I, pa je NNT = 41 + (J — I).
Dakle, svaka dva ¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju tac¢no
jednog zajednickog suseda, Sto znaci da je G graf incidencije simetri¢ne UNBS-e sa
parametrima (13,4, 1), odnosno kona¢ne projektivne ravni reda 3 (videti Poglavlje
2.3). Postoji samo jedna kona¢na projektivna ravan reda 3 (videti [19]). Zato je
graf G jedinstven, i nije tegko izracunati (koriste¢i jednakost NNT =41 + (J — I))

da je njegova druga sopstvena vrednost jednaka v/3.

Razmotrimo na kraju tvrdenje (iii). Buduéi da je n = 12, vazi ¢4 < 2, pa imamo
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slede¢e moguénosti: ¢4y =2, c3 =8, co =c1,co=1,ilicy =2, c3=7,¢c0 =01 =1,
co=0,ilicy =2,c3=6,c0=3,¢c1=cp=0,ilicy =1,¢c3=9,c0=0,c1 =1,
co=0,llicy=1,c35=8,c0=2,c1=¢c5=0,ilicy =0,¢c3=10,co =1, ¢; = ¢ = 0.
Sli¢no kao i u prethodnim slu¢ajevima, mozemo se uveriti da u obzir dolaze samo
poslednje dve moguénosti. Obe impliciraju ¢; = ¢y = 0. To upravo znaci da za bilo
koja dva ¢vora w i v, koja pripadaju istoj klasi obojenosti grafa 5, postoje najvise
2 ¢vora u drugoj klasi obojivosti koji nisu susedni ni sa u, ni sa v. Dakle, svaka dva
¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G mogu imati najvise 2 zajednicka
suseda.

Ovim je dokaz zavrSen. |

Lema 2.8 Postoje tacno cetiri 4-regularna bipartitna refleksivna grafa ciji je struk

veci od 4.

Dokaz. Neka je G 4-regularan bipartitni refleksivni graf reda 2n ¢iji je struk veéi od
4. Na osnovu Leme 2.4 znamo da red svakog 4-regularnog bipartitnog refleksivnog
grafa nije veci od 32. Takode, koriste¢i se racunarom, mozemo se uveriti da ne postoji
nijedan 4-regularan graf ¢iji je struk veéi od 4 i koji ima manje od 26 ¢vorova. Dakle,
vazi 13 < n < 16.

Pretpostavimo najpre da vazi Ay < 2. Tada, na osnovu Posledice 2.4, G mora
biti graf incidencije simetri¢ne UNBS-e sa parametrima (13,4, 1), odnosno konacne
projektivne ravni reda 3. Postoji ta¢no jedan takav graf (videti dokaz prethodne
leme, slu¢aj n = 13). Nije tesko uoditi da je njegov spektar {4, +1.7312}.

Sada pretpostavimo da vazi Ay = 2. Tada, na osnovu Posledice 2.5, G mora biti
graf incidencije simetri¢ne DG Seme sa parametrima (v = b = ml,r = k,m,[,0,1)
koji zadovoljavaju (m—1)l = r(r—1). Budué¢ida je v = n < 16, moguéi (m, () parovi
su: (4,4), (5,3) 1 (7,2). Ako je m = [ = 4, mozemo izra¢unati sopstvene vrednosti
grafa G i videti da je njegov spektar {44, +2'2 0°}. Na osnovu Teoreme 2.14 G
je razdaljinsko regularan. Postoji samo jedan takav graf (videti [31]). Za svaku od
preostale dve moguénosti postoji po jedna DG Sema. Obe Seme odredene su u radu
[11], a njihovi grafovi incidencije imaju spektre {+4, +2'0 +14} i {44, +27 +1.415}.

Ovim je dokaz zavrsen. |

Sada smo u situaciji da odredimo sve 4-regularne grafove koji pripadaju skupu
R*.

Koristec¢i racunar generisali smo tacno 26 173 071 povezan 4-regularan bipartitni
graf reda 24, sa osobinom da dva ¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti imaju

najvise 2 zajednicka suseda. Medu njima postoji osam refleksivnih grafova.
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Nakon Sto smo, uz pomo¢ racunara, generisali tacno 2 871 210 povezanih 4-
-regularnih bipartitnih grafova reda 2n, 8 < n < 11, utvrdili smo da medu njima

postoji 18 refleksivnih.

Napomena 2.8 Za generisangje grafova upotrebljavali smo javno dostupnu datoteku
programa nauty, koju je razvio Brendan Makej [56]. Kad god je bilo moguée koristili
smo program geng, sa opcijom -b (ovaj program generise neizomorfne regularne bi-
partitne grafove datog stepena i reda), ali kada se ispostavilo da za grafove koje smo
zeleli da generiSemo vaZi jos i neko dodatno svojstvo (kao Sto je, na primer, osobina
da dva c¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti mogu imati najvise k zajednickih
suseda), primenili smo program genbg buduéi da on ukljucuje i nekoliko razlicitih
ogranicavajucih opcija za generisanje grafova. Taj program generiSe bipartitne gra-
fove, sa dve klase obojivosti, i uzima u obzir jedino izomorfizme kojima se cuvaju te
klase obojivosti. Zato smo morali da medu odredenim refleksivnim grafovima elimi-

nisemo sve (moguce) izomorfne.
Sad mozemo formulisati dobijeni rezultat.

Teorema 2.28 Postoji tacno 30 4-reqularanih grafova koji pripadaju skupu R*. Po-

daci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.
Prelazimo na odredivanje svih 5-regularnih grafova koji pripadaju skupu R*.

Teorema 2.29 Postoji tacno Sest 5-reqularanih grafova koji pripadaju skupu R*.

Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Dokaz. Neka je G 5-regularan bipartitni graf reda 2n koji pripada skupu R*. Na
osnovu Leme 2.5 vazi n < 21. Takode, na osnovu Teoreme 1.10, diam(G) = 3,
pa svaka dva ¢vora koji priadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju bar jednog
zajednickog suseda. Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G, i uo¢imo podelu (2.5) skupa
X ¢vorova grafa G, gde je [ = {1,2,3,4,5} 1Y = B. Vazi: |B| =5, |D|=n—-51
Z?Zl ¢; = n— 1. Ako prebrojimo grane koje povezuju ¢vorove u skupovima Ule C;
i B, zakljucujemo da je ¢; +2co+3cs +4cys +5¢5 = 20, a iz ove i prethodne jednakosti
sledi ¢y + 2¢3 + 3¢4 + 4c5 = 21 — n.

Ako je n = 21, tada je |D| = 16, Z?Zl ¢i = 201 co + 2c3 + 3¢4 + 4c5 = 0, pa
jeca =c3 =c4 =c5 =0, c; = 20. Ovo znaci da svaka dva ¢vora koji pripadaju
istoj klasi obojivosti grafa G imaju ta¢no jednog zajednickog suseda, pa graf G mora
biti graf incidencije UNBS-¢ sa parametrima (21,5,1), odnosno konac¢na projektivna
ravan reda 4. Postoji tacno jedna kona¢na projektivna ravan reda 4 (videti [19]), pa

stoga i ta¢no jedan refleksivan 5-regularan graf reda 42.
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Neka sada vazi 11 < n < 20. Tada je |D| < 15, i podela skupa X ¢vorova grafa
G: {A, B, Cy, U?:z C;, DY, indukuje koli¢nicku matricu:

0 5 0 0 0
1 0 a  4-4g 0
Q=110 1 0 0 4
0 B2 0 0 mEem
N -

)n2—(250+66¢1 )n+625(14-c1) Na
—(6+c1)n+5(14c1) :
osnovu Teoreme 0.3 vazi Ao(G) > Ao(Qs), 1 buduéi da je G refleksivan, vazi ¢; <

—5(n?—26n+105)
n2—46n+525

Njena druga sopstvena vrednost je A2(Qg) \/(25+01

Slucajeve 13 < n < 20 jednostavno razreSavamo. Naime, ako je n = 20, tada je
c1 < 15, pa je Zsz ci > 41co+2c3+3cs+4c5 = 1, $to nije moguce. Ako je n = 19,
onda je ¢; < 11 i stoga je Zf 5 Ci = 171 ¢y + 2c3+ 3¢y + 4cs = 2, Sto nije moguce.
Ako je n = 18, tada je ¢; <9, pa je ZZ 5 Ci > 81 cy+ 2c3+ 3¢y +4es = 3, Sto nije
moguce. Ako je 13 < n < 17, koriste¢i navedenu gornju granicu za c1, zaklju¢ujemo
da vazi 2?22 c; > 9, a takode je i co +2c3 + 3¢y +4cs = 21 —n < §, Sto nije moguce.

Ako jen =12, tada je ¢; < 2, paje 25’22 ¢ > 91co+2c3+3cs+4cs = 9. Odavde
sledi da je ¢y = 2, co =9, ¢35 = ¢4 = ¢5 = 0, §to znaci da dva ¢vora koji pripadaju
istoj klasi obojivosti grafa G imaju jednog ili dva zajednicka suseda. Sada mozemo
generisati sve povezane H-regularne bipartitne grafove reda 24 koji zadovoljavaju
osobinu da svaka dva ¢vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti imaju najvise dva
zajednicka suseda. Postoji 9 takvih grafova, a 4 medu njima su refleksivna.

Ako je n = 11, tada je ¢; < 2, Zsz c;i > 8, co + 2¢3 + 3¢y + 4es = 10, 1 imamo
Cetiri moguénosti: ¢cs =c3=0,c4 =1, co =7, ¢ =2,ilics =¢c4, =0, c3 =1 = 2,
co=06llics=c4,=0,c3=c1=1,¢c0=28,ilics =c4 =c3 =c1 =0, cg =10.
Direktnom proverom uveravamo se da u prvom (odnosno drugom) slu¢aju podela
skupa X ¢vorova grafa G: {A, B, Cy, Cy, C4, D} (odnosno {A, B, Cy, Co, O, D})
indukuje koli¢ni¢ku matricu ¢ija je druga sopstvena vrednost vec¢a od 2, $to je, na
osnovu Teoreme 0.3, u suprotnosti sa pretpostavkom da je graf G refleksivan.

U tre¢em slucaju skupovi Cs i € sadrze po jedan c¢vor, svaki. Razmatrajuci
svih Sest mogucnosti za podgraf grafa G indukovan skupom ¢vorova AU B U Ci U
CyUD (direktno proveravajuéi drugu sopstvenu vrednost svakog od Sest mogucih
indukovanih podgrafova), mozemo se uveriti da samo ako dva ¢vora koji pripadaju
skupu CiUC, imaju jednog zajednickog suseda u skupu B i dva zajednicka suseda
u skupu D, graf G moze biti refleksivan (u preostalih pet sluc¢ajeva razmatrani

indukovani podgraf ima drugu sopstvenu vrednost veéu od 2 odakle, na osnovu
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Teoreme 0.2, sledi A\y(G) > 2). Sada moZzemo skupove B i D podeliti na sledec¢i
nacin: B = U?:l BiiD = Ule D;, By = {u € B,u je zajednicki sused ¢vora koji
pripada skupu C} i ¢vora koji pripada skupu 6’3}, By = {u € B, u je sused ¢vora koji
pripada skupu Cy i nije sused ¢vora koji pripada skupu é’l}, Bs = {u € B,u nema
suseda u skupu Cy U C’g}, Dy = {u € D,u je zajednicki sused ¢vora koji pripada
skupu C} i ¢vora koji pripada skupu C’g}, Dy = {u € D, u je sused ¢vora koji pripada
skupu € i nije sused ¢vora koji pripada skupu C’g,}, D3 = {u € D, u nema suseda u
skupu Cy U Cs}. Sada je |By| =1, |Bs| = 2, |Bs| = 2, |D1| = 2, |Dy| = 2, | Ds| = 2.
Direktnim izracunavanjem moze se proveriti da sledec¢a podela skupa X ¢vorova
grafa G: {A, By, By, Bs, Cy, Cy, Cs, Dy, Dy, D5}, indukuje koli¢nicku matricu ¢ja

. . 21+/185
Je druga sopstvena vrednost jednaka y/ =2

> 2. Na osnovu Teoreme 0.3, to je
u suprotnosti sa pretpostavkom da je graf G refleksivan.

U Cetvrtom slucaju graf G je ocigledno graf incidencije simetri¢ne UNBS-e (svaka
dva ¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju ta¢no 2 zajednicka su-
seda), sa parametrima (11, 5,2). Poznato je da postoji ta¢no jedna takva simetri¢ne
UNBS (videti [19]) pa zato postoji i tatno jedan 5-regularan bipartitan refleksivni

graf reda 22. Nije tegko videti da je njegov spektar {5, +1.731°}.

Ako je n = 10, moZemo generisati svih 304 495 povezanih 5-regularnih bipartitnih
grafova reda 20, a zatim se, uz pomo¢ rac¢unara, uveriti da nijedan od njih nije

refleksivan. Ovim je dokaz zavrSen. ]

Sada odredujemo sve 6-regularne grafove koji pripadaju skupu R*.

Teorema 2.30 Postoji tacno devet 6-reqularanih grafova koji pripadaju skupu R*.

Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Dokaz. Neka je G 6-regularan graf reda 2n koji pripada skupu R*. Na osnovu Leme
2.5 je n < 16, a na osnovu Teoreme 1.10 vazi diam(G) = 3. Svaka dva ¢vora koja
pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G moraju imati barem dva zajednicka suseda
(u suprotnom, G sadrzi kao indukovani podgraf graf 2K 5, a A\2(2K;5) = V5 > 2,
Sto je, na osnovu Teoreme 0.2, u suprotnosti sa pretpostavkom da je G refleksivan).
Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G. Uoc¢imo podelu (2.5) skupa X ¢vorova grafa
G, gde je I = {2,3,4,5,6} 1Y = B. Vazi: |B| =6, |D| = n — 6 i, sli¢no kao u
prethodnoj teoremi, zaklju¢ujemo da je c3 + 2¢4 + 3¢5 + 4cg = 32 — 2n.

Ako je n = 16, iz prethodne jednakosti sledi da vazi c3 = ¢4 = ¢5 = cg = 0, pa je
co = 15. Dakle, svaka dva ¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju
tacno dva zajednicka suseda, pa G mora biti graf incidencije simetri¢ne UNBS-e sa

parametrima (16,6, 2). Postoje tri neizomorfne takve Seme (videti [19]). Nije tesko
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uveriti se (na osnovu vrednosti parametara UNBé—e) da sva tri odgovarajuca grafa
imaju drugu sopstvenu vrednost jednaku 2.

Pretpostavimo da vazi 12 < n < 15. Tada je |D| < 9 i podela skupa X &vorova
grafa G: {A, B, Cy, U?:g C., D}, indukuje koli¢ni¢ku matricu:

0 6 0 0 0
1 0 2 52 0
Q=10 2 0 0 4
0 E2 o0 0 mZm
0 0 g owmge g

Njena druga sopstvena vrednost je \y(Q7) = (18+2c§22§:gﬁjﬁfgﬁiﬁaﬂ?), odakle

. —3(n2?—22n-+96)
sledi ¢ < =37 oss -

Ako jen = 15, tada je co < 9, pa vazi Zf:3 c; > 5. Takode je cs+2¢4+3c5+4cs =
2, Sto nije moguce. Ukoliko je n = 14, onda je ¢y < 6, pa vazi Z?:3 c; > 7, a znamo
da je c3 + 2¢4 + 3¢5 + 4cg = 4, §to nije moguce. Ako je n = 13, tada je ¢; < 4, pa je
2?23 ¢; > 8, a znamo da je c3 + 2c4 + 3¢5 + 4cg = 6, Sto nije moguce.

Ukoliko je n = 12, tada je co < 3, pa je 2?23 ¢; > 8. Takode je c3 4+ 2c4 + 3¢5 +
4cg = 8, odakle sledi co = 3, ¢35 = 8, ¢4 = ¢5 = ¢g = 0. Sada zaklju¢ujemo da dva
¢vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa GG imaju ili 2 ili 3 zajednicka suseda.
Mozemo generisati sve povezane regularne bipartitne grafove reda 24 sa osobinom da
¢vorovi koji pripadaju istoj klasi obojivosti imaju najvise tri i najmanje 2 zajednicka
suseda. Postoji 73 takva grafa, a medu njima je Sest refleksivnih.

Ovim je dokaz zavrSen. [ |

Ostalo nam je jos da odredimo sve 7-regularne grafove koji pripadaju skupu R*.

Teorema 2.31 Postoji tacno pet 7-reqularanih grafova koji pripadaju skupu R*.

Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Dokaz. Neka je G T-regularan bipartitni graf reda 2n koji pripada skupu R*. Na
osnovu Leme 2.5 je n < 15, a na osnovu Teoreme 1.10 vazi diam(G) = 3. Svaka dva
¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G moraju imati barem tri zajednicka
suseda (u suprotnom, G sadrzi kao indukovani podgraf graf 2K 5, §to je, sli¢no kao
i u dokazu prethodne teoreme, u suprotnosti sa pretpostavkom da je G refleksivan).

Neka je v proizvoljan ¢vor grafa G. Uo¢imo podelu (2.5) skupa X ¢vorova grafa
G,gdeje I ={3,4,5,6,7}iY = B. Vazi: |B| =7, |D|=n—"Tic4+2c5+3c6+4c; =
45 — 3n.
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Ako je n = 15, tada iz prethodne jednakosti sledi da je ¢y = ¢5 = ¢ = ¢; = 0,
pa je cg3 = 14. Dakle, svaka dva ¢vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G
imaju ta¢no tri zajednicka suseda, te stoga GG mora biti graf incidencije simetri¢ne
UNBS-¢ sa parametrima (15,7, 3). Postoji tatno 5 neizomorfnih takvih blok-Sema
(videti [19]). Na osnovu njihovih parametara zaklju¢ujemo da odgovarajuéi grafovi

incidencije imaju drugu sopstvenu vrednost jednaku 2.

Neka je sada n = 14. Iz jednakosti 2313 ci = 131 ¢y + 2¢5 + 3cg + 4cy = 3 sledi
da postoje samo tri moguénosti: ¢z =c; =c4 =0, c6 =1, c3 =12, ili ¢7 = ¢ = 0,
cs=cs=1,c3=11ilic; =c5 =c5 =0, ¢y = 3, c3 = 10.

U prvom sluc¢aju mozemo se direktnom proverom uveriti da podela skupa X
¢vorova grafa G: {A, B, C’6, C’g, D}, indukuje koli¢nicku matricu ¢ija je druga

sopstvena vrednost —V?;Ol

> 2. To je, na osnovu Teoreme 0.3, u suprotnosti sa
pretpostavkom da je graf G refleksivan. Sli¢no, u drugom sluc¢aju podela skupa X
¢vorova grafa G: {A, B, Cs, Cy, Cs, D}, indukuje koli¢ni¢ku matricu ¢ija je druga
sopstvena vrednost v/5 > 2. U trecem slu¢aju posmatramo podelu {A, B, 6'4, C’g,
D}, koja indukuje koli¢nicku matricu ¢ija je druga sopstvena vrednost @ > 2.
Dakle, zakljuc¢ujemo da ne postoji 7-regularan bipartitni refleksivni graf reda 28.

Ovim je dokaz zavrSen. |
U slede¢im dvema teoremama sumirani su rezultati do kojih smo dosli u ovom

potpoglavlju.

Teorema 2.32 Postoji tacno 70 reqularnih grafova koji pripadaju skupu R*. To su

grafovi opisani u Tabeli 6.

Takode, 53 grafa koji su bipartitni komplementi grafova koji pripadaju skupu

R* ne pripadaju skupu R*, pa vazi slede¢a teorema.

Teorema 2.33 Postoji tacno 123 r-reqularna bipartitna refieksivna grafa reda 2n

koji zadovoljavaju 3 < r <n — 3.

2.5.3 Podaci i komentari o r-regularnim bipartitnim
refleksivnim grafovima reda 2n koji zadovoljavaju
3<r<n-—3

Ovo poglavlje zaklju¢ujemo dodatnim podacima o r-regularnim bipartitnim ref-

leksivnim grafovima reda 2n koji zadovoljavaju 3 <r <n — 3.
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U prethodnom potpoglavlju, Teorema 2.29, dokazano je da dva ¢vora koja pri-
padaju istoj klasi obojivosti 5-regularnog bipartitnog grafa G reda 24 moraju imati
jednog ili dva zajednicka suseda. To znaci da, ako je (2.1) matrica susedstva grafa
G, tada vazi NNT = 51 +2M + (J — I — M), gde je M matrica susedstva nekog
9-regularnog grafa H reda 12. Buduéi da je Ao(NNT) = M\3(G), i da vazi A\3(G) < 4,
sledi —1 < Ao(M) < 0. Drugim rec¢ima, graf H ima ta¢no jednu pozitivnu sopstvenu
vrednost, $to znaci da je izomorfan sa jako regularnim kompletnim multipartitnim
grafom (videti Teoremu 6.7 monografije [20]). Jasno je da je H = 4K3, pa je G graf
incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-e zasnovane na 4Ks (videti Poglavlje 2.1).
Sli¢no rezonovanje se moze primeniti i za joS neke od grafova koje smo odredili u
prethodnom potpoglavlju, i ti podaci bi¢e ukljuc¢eni u tabelu ¢iji opis sledi.

U Tabeli 6 predstavljeni su svi grafovi koji pripadaju skupu R*. U njoj su, u prve
Cetiri kolone, dati slede¢i podaci: redni broj grafa, broj n, struk i spektar (njegov
nenegativni deo). U petoj koloni dat je, ukoliko postoji, dodatni opis odgovarajuceg
grafa, to jest naziv pod kojim je on poznat u literaturi, odnosno napomena ukoliko
je odgovarajuc¢i graf graf incidencije simetri¢ne UNBS-e, odnosno dvoklasne sime-
tricne DUNBS-e. Ako je odgovarajuci graf graf incidencije simetri¢ne UNBS-e sa
parametrima (v, r, 1), u petoj koloni pise UNBé(v,r, i), a ukoliko je odgovarajuéi
graf graf incidencije dvoklasne simetri¢ne DUNBS-¢ zasnovane na jako regularnom
grafu H, u petoj koloni zapisano je DUNBS,,, ,.,(H).

U Tabeli 7 data je heksadecimalna reprezentacija svakog grafa koji je predstavljen
u Tabeli 6. Do ove reprezentacije dolazimo na slede¢i nac¢in: podmatrica N matrice
susedstva (2.1) posmatra se kao binarni broj (njene vrste se nadovezuju jedna na

drugu), a zatim se taj binarni broj predstavi u heksadecimalnom zapisu.

Tabela 6: Podaci o grafovima koji pripadaju skupu R*

Graf | 2n | Struk | Spektar (nenegativni deo) | Opis

Ji 12 4 13,1.732,13 Frenklinov graf,
DUNBS, 1 (3K5)

Jo 12 4 3,2%,1,0%

Js 12| 4 |3,2,1.41%21,02

Jy 14 4 3,2,1.414, 02

J5 14 4 3,1.93%,1.41%,0.522

Js 14| 6 |3,1.416 Hivudov graf, UNBS(7,3,1)
Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 6 — nastavak

Graf | 2n | Struk | Spektar (nenegativni deo) | Opis

J7 16 6 3,1.73%,13 Mebijus-Kantorov graf,
DUNBS1 0(4K>)

Js 16| 4 |3,221.73%1,0%

Jo 16| 4 |3,2,1.732,1.412 1,02

Jio 18 3,1.73%,04 Papusov graf,
DUNBS10(3K3)

Ji o |18 3,2,1.73% 12,02

Jo |18 3,1.97%,1.732,1.29%, 0.68>

Jis 20 3,24 15 Dezargov graf,
DUNBS) o((Petersen))

Ju |20 6 [3,241° DUNBS, o((Petersen))

Jis  120] 6 |3,231.732 13,02

Jie | 20| 6 |3,221.8821.532 1,0.352

Jir 120 6 |3,231.73% 13,02

Jis | 20| 6 |3,221.8821.532 1,0.352

Jo |24] 6 |3,2613 04

J20 30 8 3,29 010 Tat—Kokseterov graf,
DUNBS, o(jrg(15,6,1,3))

Jou [ 16| 4 |4,2%0° DUNBS, ,(4K>)

Joo | 16| 4 | 4,240 DUNBS, o(4K>)

Jos | 16| 4 | 4,23 1.412 0%

Jou | 16| 4 | 4,23 14120

Jos | 16| 4 | 4,221.73% 12,02

Jos | 16| 4 | 4,221.73% 12,02

Jo7 16| 4 |4,221.41%0?

Jos | 16| 4 | 4,2,1.852,1.412,0.77

Joo | 18| 4 | 4,24 1% DUNBS,1(9 — Pejli)

Jo | 18| 4 | 4,24 1% DUNBS,(9 — Pejli)

Jao |18 4 | 4,2414 DUNBS,1(9 — Pejli)

Jo |18 4 | 4,231.73% 1202

Jis |18 | 4 | 4,231.73% 12,02

Jas 18 4 | 4,22 1.882,1.532%,0.352

Jss | 20| 4 | 4,250% DUNBS,  (Petersen)

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 6 — nastavak

Graf | 2n | Struk | Spektar (nenegativni deo) | Opis

Jsg | 20| 4 | 4,250% DUNBS,  (Petersen)

Jsr |20 4 | 4,250 DUNBS, 1 (Petersen)

Jss |20 4 | 4,250 DUNBS, 1 (Petersen)

Jso |24 4 |4,2800

Jao 24 | 44,2800

Ju |24 4 |4,271.412 0%

J |24 4 |4,271.412 0%

Jus |24 4 | 4,26 1414 0

Ju |24 4 | 4,26 14140

Jis |24 4 | 4,26 14140

Jis |24 4 ]4,25,1.416 DUNBS,1(6K,)

Jir |26 6 |4,1.73"2 UNBS(13,4,1)

Jis | 28] 6 |4,27,1.416 UNBS, o(7K)

Jw |30 6 |4,201¢ DUNBS, o(5K3)

Jso |32 4 |4,22 06 DUNBS, o(4K;)

Joo o |22 4 |5,1.7310 UNBS(11,5,2)

Jso | 24| 4 |5,2813 DUNBS,, (4K3)

Jss | 24| 4 |5,2813 DUNBS,, (4K3)

Jsg | 24| 4 [5,2813 DUNBS, 1 (4K5)

Jss | 24| 4 |5,2813 DUNBS, 1 (4K5)

Jse | 42| 6 | 5,2% UNBS(21,5,1)
Jsr(Jss) | 24| 46,2904 DUNBS;(3K,)
Jso(Jeo) | 24| 4 6,220 DUNBS;5(3K,)
Jo(Jo2) | 24 | 46,2000 DUNBSs 5(3K;)

Jes | 32| 4 |62 UNBS(16,6,2)

Jou |32 4 |62 UNBS(16,6,2)

Jos | 32| 4 |62 UNBS(16,6,2)

Jes |30 4 |7,2M UNBS(15,7,3)

Jor |30 4 |7,2M UNBS(15,7,3)

Jes |30 4 |7,2M UNBS(15,7,3)

Jeo |30 4 |7,2% UNBS(15,7,3)

Jo [30] 4 |7,24 UNBS(15,7,3)
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Napomena 2.9 Tat-Kokseterov graf, koji je predstavijen u dvadesetoj vrsti Tabele
6, jeste graf incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-¢ zasnovane na (jedinstve-
nom) jako regularnom grafu céuji su parametri (15,6,1,3), stoga u koloni u kojoj
dajemo opis grafa pise DUNB§170(jrg(15, 6,1,3)).

Slicno, grafovi Jag, Jso i Ja1 jesu grafovi incidencije dvoklasne simetricne DUNBS-
-e zasnovane na (jedinstvenom) jako reqularnom 9-Pejlijevom grafu, pa u koloni u
kojoj dajemo njihov opis pise DUNB§2,1(9 — Pejli). Jako reqularan 9-Pejlijev graf
ima parametre (9,4,1,2).

Interesantno je da su neki od grafova datih u Tabeli 6 bipartitni dvojnici od-
govarajucih nebipartitnih grafova. Na primer, Dezargov graf je bipartitni dvojnik
Petersenovog grafa, graf Jsq4 je bipartitni dvojnik 4-regularnog izuzetnog grafa reda 9
iz drugog sloja (videti Poglavlje 1.1), ¢iji je spektar {4, 1.88%, —0.35%, —1.532, —22}
(videti [23], str. 227), graf Jor je bipartitni dvojnik 4-reqularnog izuzetnog grafa reda
8 iz treceq sloja ¢iji je spektar {4, 1.41%, 0, —1.41%, —22} (videti [25], str. 227).

Tabela 7:  Heksadecimalna reprezentacija matrice

susedstva grafova koji pripadaju skupu R*

Graf | Heksadecimalna reprezentacija
J1 EOB56C8D6

Jo EQ772356A

Js E0B566723

Jy 1C09AA39154C6

Js 1COAAA330E32C

Jo 1C11998AB0OB4A

J7 E0293446138A8558

Jg E02A51168C238558

Jo E02334461A89518C

J1o 1C02A48886318C2241CA4

J11 1C0071920A3228A0D5118

J12 1C08A0B2142349224E045

Ji3 E014425130064078A08A18642
J1a E0089940234160C4483430868
Jis E0049414345802A830C284891
J16 E006188906824D0444341288C
Ji7 E004C10C32219215421422628

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 7 — nastavak

Graf | Heksadecimalna reprezentacija

Jis E004C10C32219215422422618

Jig E004140439801060702051182284C0822089

J2o 1C000048822408A0300A081188010180E01004802320C100500A42600
Jo1 FO3COF5AC3A56996

Jos FOOFAA63C9559C36

Jos FO2B1E6CC59359A6

Joa FOOF9C35A95366CA

Jos FO2D1E6A93C559A6

Jog FO8SE552D66A3995A

Jor FO1E99536CC52BA6

Jog FO3A2DA3CC954B56

Jog 1E092E609C781B44D8A8B

J3o 1E019D15B0A51E42C9D92

Ja1 1E02C8B93847A9495638A

J39 1E03A48D0F19270E99394

Jas3 1E0662CA172517560A695

J34 1EO3A50D0EA9171663594

Jss FOOB1239544AA9211E251E309

Jsg FOOB1239524969411E2A1E309

J37 FO07111F14A0CD82B10D4CA2A

J3s FO30A170A925A19899855C063

Ja3g F0032229814544AC841892540A6831413868

Jao F00322294149446C8811C2C10AA831413864

Ju F0014903518393029860584C22A8864524E0

Juo F000C523480B8311A8AC050519246245820E

Ju3 F0084903518393029860514C22A8864524E0

Jus F0004D43448A138291541A0C2231868528E0

Jus F008C423480B8311A82C150519246245820E

Jus F0024C43448A13829154180D2231868528E0

Ju7 1E0019108345A084680D22A0A904838C224460C2434

Jus F0009424C408A411C0588413081988A0606408E10582482C1
Jug 1E000501844641A026108512620242900B060C4340421512048248131
Js0 F000005C81881209402510868411221209038062489025041C4006A02

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 7 — nastavak

Graf | Heksadecimalna reprezentacija

8284340

Js1 1F019298EC543A4B925C96911D49D19

Js2 F808A94A62CA19554C61313A943A1CC70265

Js3 F80C52A499158AA1CC3230F148766453821E

Js4 F80C52A499158AA1CC1632B148766453821E

Js5 F80COEA158C39381CC1274B22A955166425A

Js6 1F0000802C1400836090A10B020410A2215801000662831022094040B
808212848441108250490604C1021C0061061210A8091111011901

Js7(Jss) | FCO65615DA2738E6693B18F44BA8CBD2CD13
bgg(ii) FCOC5C88F2751E6969B13595E266A953A2DA
Lkl(ig) FCOD1C15BA2D3876553B84E9D234B68CEAT2
Jo3 FC00303A0C6318D48A8A492C160D2B11A26446B0258691A18558C0175
34260C9
Jou FC00302B17A0921C18C55152A1C824742B118926450DCOB10C9A4A686
2868643
Jos FCO0300F1B48C22C907151A2256428B848C5451916940E23891684CAA
3816252

Jo6 1FC02A4CD8744DE03658B270D69C84EC4AE98E2AA1D87590D4CD51E8CA
Jo7 1FC02525AAB1263B32729532656C38B14CCCE91C65525C1FA383C348B
Jos 1FC0154D1A719878C47562399A6C54B85CAA4987D40EST7272692734E8
J69 1FCOOAE932B8B0368C5CCD2B44D879314F29330E711D1D928D4B568D4
J70 1FCO014EA292B878657A26534C594D629938D39433CEOCAGA34A8BF0O9A

Na kraju, dodajmo i slede¢e zapazanje.

Za graf G kazemo da je integralan ako se njegov spektar sastoji samo od celih
brojeva. Podsetimo ¢itaoca da su svi povezani 3-regularni integralni grafovi odredeni
u radu [15], odnosno nezavisno u radu [61]. Postoji ta¢no 13 takvih grafova. Svi
povezani 4-regularni integralni grafovi koji ne sadrze brojeve £3 u svom spektru
odredeni su u radu [66]. Postoji tatno 24 takva grafa.

Autori rada [15] dosli su do rezultata kombinujuéi teorijsko rezonovanje sa ra-
C¢unarskom pretragom. S druge strane, jasno je da je bipartitni dvojnik svakog
povezanog r-regularnog nebipartitnog integralnog grafa povezan r-regularni bipar-

titni integralni graf. Zato je klju¢na ideja u radovima [61] i [66] bila da se odrede
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svi povezani regularni bipartitni integralni grafovi (stepena 3 u radu [61], odnosno
stepena 4 koji ne sadrze brojeve 3 u svom spektru u radu [66]): postoji 8 povezanih
3-regularnih bipartitnih integralnih grafova i 16 povezanih 4-regularnih integralnih
grafova koji u svom spektru nemaju brojeve £3. Primetimo da su svi ti grafovi
takode i refleksivni, a buduéi da smo upravo odredili sve regularne bipartitne reflek-
sivne grafove, svi pomenuti grafovi nalaze se medu njima i mogu se lako uociti i

izdvojiti iz tog skupa.
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Glava 3
Ugnezdeni grafovi

U ovoj glavi razmatramo takozvane ugnezdene grafove i njihov )-spektar. Doka-
zujemo da su, u skupu svih povezanih bipartitnih grafova fiksiranog reda i velic¢ine,
grafovi sa maksimalnim ()-indeksom upravo duplo ugnezdeni grafovi. Predstavljamo
i niz (ne)jednakosti koje se odnose na glavni sopstveni vektor (sopstveni vektor koji
odgovara najvecoj sopstvenoj vrednosti) nenegativne Laplasove matrice duplo ugne-
zdenih grafova, a dobijene rezultate koristimo za postavljanje nekih gornjih i donjih
granica za (Q-indeks tih grafova.

U nastavku razmatramo ugnezdene grafove sa ograni¢enom drugom sopstve-
nom vredno$éu (odnosno, drugom sopstvenom vredno$¢u nenegativne Laplasove
matrice). Utvrdujemo kakva veza postoji izmedu strukture ugnezdenih grafova i
sopstvenih vrednosti njihove nenegativne Laplasove matrice. Na kraju odredujemo
sve duplo ugnezdene grafove ¢ija je druga sopstvena vrednost ograni¢ena odozgo sa
V2.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi objavljeni su u radovima [3] (Poglavlje 3.2)
i |4] (Poglavlje 3.3).

3.1 Postavka problema i pregled poznatih

rezultata

Neka je G = (V, E) prost graf reda n = |V| i veli¢ine m = |E|. Nenegativna
Laplasova matrica* grafa G definise se kao Q = A + D, gde je A(= A(G)) matrica
susedstva grafa G, a D(= D(G)) dijagonalna matrica stepena njegovih ¢vorova, dok
je Qc(\) = det(A — Q) karakteristi¢ni polinom matrice @@ = A+ D (koji se naziva i
Q-polinom grafa ). Sopstvene vrednosti matrice ) (odnosno nule njenog karakte-
ristiénog polinoma) i njen spektar (to jest, multiskup njenih sopstvenih vrednosti)
nazivamo redom sopstvene vrednosti nenegativne Laplasove matrice i spektar nene-
gativne Laplasove matrice (nadalje ¢emo koristiti termine Q)-sopstvene vrednosti i
Q)-spektar) grafa G.

'Engl. signless Laplacian matriz.
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Buduéi da je matrica () simetri¢na pozitivna semidefinitna, Q)-spektar sadrzi
realne nenegativne vrednosti. Staviée, najmanja sopstvena vrednost matrice ) po-
vezanog grafa jednaka je nuli ako i samo ako je taj graf bipartitan; u tom slucaju
nula je jednostruka sopstvena vrednost (videti [24]|, Stav 2.1). Sopstvene vred-
nosti matrice @ oznacavacemo sa k1(G), ka(G), ..., £,(G), uz pretpostavku da vazi
Ki 2> Riv1, t=1,2,...,n—1.

Najveca sopstvena vrednost matrice ) naziva se QQ-indeks grafa G' i oznacava se
sa k(= k(G)). Ova vazna spektralna invarijanta je u skorije vreme postala predmet

mnogih proucavanja. Setimo se da je
A+1<k<2n—-1), (3.1)

gde A oznacava maksimalan stepen ¢vora datog grafa. Jednakost u levoj nejednako-

sti vazi za zvezda grafove (kompletne bipartitne grafove ¢ija se jedna klasa obojivosti

sastoji od samo jednog ¢vora), a u desnoj za kompletne grafove (videti [24]).
Cvetkovi¢, Roulinson (P. Rowlinson), i Simi¢ su u radu [25] postavili slede¢u

hipotezu:
k<n—1+d, (3.2)

gde je d srednja vrednost stepena ¢vorova datog grafa. Kasnije su Feng i Ju u radu
[36] dokazali da je hipoteza tacna (videti takode i [5]). Mnoge druge granice za
(Q-indeks proizvoljnog (povezanog) grafa mogu se naci u [22].

Kao sto smo ve¢ napomenuli u prethodne dve glave, mnoga istrazivanja moti-
visana su zeljom da se odredene familije grafova na neki nacin klasifikuju, ili da
se opiSe stuktura pripadajuc¢ih grafova na osnovu njihovih spektralnih osobina (po-
sebno mesto ovde zauzima proucavanje druge sopstvene vrednosti). S druge strane,
do sada ne postoji mnogo rezultata koji se odnose na drugu Q)-sopstvenu vrednost
(videti, na primer, [25] ili [6]).

Sada dajemo kratak opis strukture grafova koje razmatramo u ovoj glavi, tako-
zvanih ugneZdenih grafova?.

Grafovi koji ne sadrze kao indukovan podgraf nijedan od grafova 2K,, Py ili Cy
zovu se, po Hansenu (P. Hansen), podeljeno ugnezdeni grafovi (PUG-ovi)*. Cvorovi
proizvoljnog PUG-a mogu se podeliti na 2h ¢elija (gnezda) U?:l U; i U?:l Vi, tako
da je podgraf indukovan skupom &vorova |, U; (odnosno skupom évorova [ J!, V;)
kompletan (odnosno totalno nepovezan) graf, i svi ¢vorovi koji pripadaju skupu Uj;

susedni su svim ¢vorovima koji pripadaju skupu V; ako je 7 < j.

’Engl. nested graphs.
3Engl. nested split graphs (NSGs).
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Bipartitni ekvivalenti PUG-ova su takozvani duplo ugnezdeni grafovi (DUG-
-ovi)*, Cvorovi proizvoljnog povezanog DUG-a mogu se podeliti na dve klase obo-
jivosti (takozvane ko-klike®) i svaka od te dve klase moZe se podeliti na h nepraznih
¢elija U?:l U; i ULI V; tako da su svi ¢vorovi koji pripadaju skupu U; susedni svim

¢vorovima koji pripadaju skupu U?;l_’ Viyzai=1,2,... h.

Obe klase grafova imaju vaznu ulogu u istrazivanjima koja se odnose na grafove sa
maksimalnim (Q-)indeksom. Naime, poznato je da je graf sa maksimalnim indeksom
ili maksimalnim @Q-indeksom datog reda i veli¢ine upravo PUG (videti, na primer,
[22], str. 231), odnosno DUG ukoliko je bipartitan (videti |7], kao i Potpoglavlje
3.2.1)

Za PUG-ove i DUG-ove koristimo zajednicki naziv ugnezdeni grafovi. Neka je (u
oba slucaja) m; = |U;|,n; = |V;|, i = 1,..., h. Tada je skup ¢vorova odgovarajuceg
ugnezdenog grafa G skup V = !, U; U, Vi, i vazi n = |V]| = 320 (ms + ny).

Proizvoljan PUG (odnosno DUG) ozna¢avamo sa:

PUG(my,mg,...,mp;ny,Na, ... ,Np)
(odnosno DUG(my,ma,...,mp;n1,Na, ..., 0p)).

Uopste uzev, proizvoljan ugnezdeni graf oznacavamo sa UG (my, ma, ..., my; ny, na,

, np,). Primetimo da je PUG (odnosno DUG) povezan kad god je parametar m;
(odnosno kad su parametri m; i ny) veéi od nule. Ako je bilo koji od preostalih para-
metara jednak nuli, ponovo imamo ugnezdeni graf sa manjom vredno$éu parametra

h, pa ubuduée vazi pretpostavka da su sve vrednosti parametara veée od nule.

Sada definisemo takozvani princip delitelja®. Neka je skup ¢vorova grafa G pode-
ljen na neprazne podskupove Xi, Xo, ..., X; tako da je za svako i,j € {1,2,...,s}
svaki ¢vor koji pripada skupu X; susedan sa tac¢no d;; ¢vorova koji pripadaju skupu
X;. Neka je D matrica formata s x s, definisana sa D = (d;;). Multigraf H ¢ija je
matrica susedstva D naziva se celni delitelj grafa G, ili, krace, delitelj grafa G (videti
[21], Definicija 2.4.4). Primetimo da @-matricu proizvoljnog grafa mozemo posma-
trati kao matricu susedstva odgovaraju¢eg multigrafa imajué¢i u vidu da je svaki
element na dijagonali jednak broju petlji odgovarajuéeg ¢vora, pa stoga mozemo
primenjivati opisani princip.

Za (Q-)sopstvenu vrednost grafa G kazemo da je glavna (Q-)sopstvena vred-

nost ako i samo ako odgovarajuéi (Q-)sopstveni vektor nije ortogonalan na vektor

*Engl. double nested graphs (DNGSs).
SEngl. co—cliques.
SEngl. divisor concept.
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(1,1,...,1)T (videti [21], str. 25 i Teoremu 2.2.3). U suprotnom, kazemo da odgova-
rajuca (Q-)sopstvena vrednost grafa G nije glavna (Q-)sopstvena vrednost. Takode
se glavni deo (Q-)spektra grafa G sastoji samo od njegovih glavnih (Q-)sopstvenih
vrednosti.

Poznato je da karakteristi¢ni polinom delitelja deli karakteristi¢ni polinom (i
()—-polinom) proizvoljnog grafa (videti [21], str. 38) a, na osnovu Teoreme 2.4.5
monografije [21], (Q-)spektar bilo kog delitelja H proizvoljnog grafa G sadrzi glavni
deo (Q-)spektra tog grafa.

Kao i u prethodnoj glavi, ako je u proizvoljan ¢vor grafa GG, sa N(u) ozna¢avamo
skup svih njegovih suseda, dok je N[u] = N(u) U{u}. Za dva ¢vora u i v grafa
G kazemo da su duplikati” (odnosno koduplikati®) ako vazi N(u) = N(v) (odnosno
N[u] = Nv]). Poznato je da svakom paru ¢vorova u i v koji su duplikati (odnosno
koduplikati) odgovara sopstveni vektor grafa G koji odgovara sopstvenoj vrednosti 0
(odnosno —1). Taj sopstveni vektor se moze definisati na sledeé¢i nacin: sve njegove
koordinate su nula, osim onih koje odgovaraju ¢vorovima u i v; te dve koordinate
su 1 i —1, ili obratno. Dakle, svakom skupu koji se sastoji od k ¢vorova koji su
svi medusobno duplikati (odnosno koduplikati) odgovara k — 1 linearno nezavisnih
sopstvenih vektora koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti 0 (odnosno —1). Sli¢no,
bilo kom skupu koji se sastoji od k ¢vorova stepena d u grafu G koji su svi medu-
sobno duplikati (odnosno koduplikati) odgovara k — 1 Q-sopstvenih vrednosti grafa
G koje su sve jednake d (odnosno d—1), a odgovarajuéi Q-sopstveni vektori se mogu
definisati na opisani na¢in. Takode, sve opisane sopstvene vrednosti (i ()-sopstvene

vrednosti) nisu glavne.

Ovo poglavlje zavrsavamo slede¢om formulom (videti [20], Teorema 2.17):

Psa)(z) = 2™ " Qa(a?), (3.3)

gde graf G ima red n, veli¢inu m, a S(G) oznatava njegovu potpodelu’ (graf koji je

dobijen umetanjem po jednog novog ¢vora unutar svake od njegovih grana).

"Engl. duplicate.
8Engl. coduplicate.
9Engl. subdivision.
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3.2 Neke spektralne nejednakosti za bipartitne

grafove sa maksimalnim (-indeksom

U ovom poglavlju dokazujemo da su u skupu povezanih bipartitnih grafova datog
reda i veli¢ine grafovi koji imaju maksimalan @-indeks upravo DUG-ovi. Takode
predstavljamo nekoliko jednakosti i nejednakosti koje se odnose na glavni sopstveni
vektor (sopstveni vektor ¢ije su sve koordinate pozitivne) nenegativne Laplasove
matrice DUG-a. Potom te jednakosti i nejednakosti koristimo da bismo dosli do
nejednakosti koje predstavljaju gornje, odnosno donje granice za njihov )-indeks.
Na kraju poglavlja predstavljamo nekoliko primera kako bismo mogli da ocenimo
koliko su te granice dobre i da bismo ih uporedili.

Pretpostavimo da je my = |Ug| i ng = |V5], za 1 < s < h, i neka je graf G
DUG(my, ma, ..., mp;n1, N, ..., Np) .

U ovom poglavlju ¢esto koristimo slede¢u notaciju. Ako je
s t
MS:Zmi i Nt:an, za 1 <s,t <h,
i=1 j=1

tada je red grafa G jednak n=M; + N, a njegova veli¢ina mzzgzl MsNpi1_s.
Uoc¢imo da je Np41-s stepen proizvoljnog ¢vora u € Us; stepen proizvoljnog ¢vora
v € V; jednak je Mp4,—,. Takode koristimo i oznaku M,; = M, — M, kao i
M, = M,.

3.2.1 Ekstremalni bipartitni grafovi

Neka je G bipartitni graf ¢ije su klase obojivosti U i V. Najpre ¢emo formulisati

glavni rezultat u ovom potpoglavlju.

Teorema 3.1 Neka je G graf sa maksimalnim Q-indeksom u skupu svih povezanih
bipartitnih grafova reda n i velicine m. Tada je G DUG i sve njegove visece grane

imajgu zajednicki cvor.

Ova teorema tvrdi da DUG-ovi imaju istu ulogu u skupu svih bipartitnih grafova
(u odnosu na (-indeks) koju imaju PUG-ovi u skupu svih nebipartitnih grafova.
Dokaz Teoreme 3.1 pociva na slede¢im lemama. Prva od njih preuzeta je iz rada
[25]. Setimo se da postoji jedinstveni sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj

vrednosti £(G) i ¢je su sve koordinate pozitivne (glavni sopstveni vektor grafa G).
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Lema 3.1 Neka je G' graf dobijen tako $to je u povezanom grafu G (u kojem su
cvorovi T 1 s susedni, a ¢vorovi r it nisu) grana rs rotirana oko ¢vora v do pozicije
rt. Neka je x = (x1,%9,...,1,)T glavni sopstveni vektor grafa G. Ako vazi x; > x,,
tada je k(G") > k(G).

Sledeca lema je veoma korisna u situacijama u kojima imamo most u grafu za
¢iji indeks smo pretpostavili da jeste maksimalan. Za ureden par (G,u), gde je G
proizvoljan povezan graf, a u proizvoljan ¢vor grafa G, kazemo da je korenski graf i
koristimo oznaku G,,. Ukoliko je G, korenski graf, tada se ¢vor u naziva koren grafa
G.. Ako su data dva korenska grafa G, i H,, tada je sjedinjenje'® grafova G, i H,
graf koji se dobija identifikovanjem ¢vorova u i v, u = v = w. Neka su data dva
korenska grafa P(= Pu) i Q(= Qv), sa ¢vorovima u i v kao korenima, i neka je G
graf dobijen tako $to je u disjunktnoj uniji P U @ dodata grana wv. Oznac¢imo sa
G’ graf dobijen tako $to je sjedinjenju grafova Pu i Qv dodata vise¢a grana na ¢vor

koji je identifikovan sa ¢vorovima wu i v.

Lema 3.2 Neka vazi goreopisana notacija. Ako su P i Q) dva netrivijalna povezana

grafa, tada je k(G) < K(G").

Dokaz. Oznacimo sa (1, s, ..., 7,)T glavni sopstveni vektor grafa G. Bez gublje-
nja na opsStosti mozemo pretpostaviti da vazi =, < x,. Neka je Np(u) skup suseda
¢vora u u grafu P; bududi da je graf P netrivijalan, Np(u) # 0. Graf G’ dobijen je
tako $to su u grafu G sve grane uw, za koje je w € Np(u), zamenjene granama vw

pa, na osnovu Leme 3.1, vazi k(G) < k(G"). [

Lema 3.3 Neka je G graf koji ima maksimalan Q-indeks u skupu svih povezanih
bipartitnih grafova datog reda i velicine, i neka je x = (w1, 2o, ...,2,)T glavni sop-
stvent vektor grafa G. Ako su v i w évorovi koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa

G za koje vaZi x, > ,, tada je deg(v) > deg(w).

Dokaz. Neka su U i V klase obojivosti grafa G, a v i w ¢vorovi koji pripadaju skupu
V za koje vazi x, > x,, i deg(v) < deg(w). Tada je deg(w) > 11 postoji ¢vor u € U
koji je susedan ¢voru w i nije susedan ¢voru v. Na osnovu Leme 3.2 mozemo rotirati
granu uw do polozaja uv kako bismo dobili graf G’ za koji vazi k(G') > k(G). Ako
je grana uw most, tada je deg(u) = 1, pa je, na osnovu Leme 3.2, graf G’ povezan,
Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da graf G ima maksimalan @-indeks u skupu

svih povezanih bipartitnih grafova datog reda i veli¢ine. |

0Engl. coalescence.
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Od sada pa do kraja ovog potpoglavlja smatramo da su klase obojivosti grafa G
skupovi U = {uy, ug, ..., up} i V = {v1,v9,...,0,} takvi da vazi x,, >z, = - >
Ty 1 Ty = Tyy = -+ = Ty, . Na osnovu Leme 3.3 ovakav nacin uredenja skupova U
i V podudara se sa njihovim uredenjem na osnovu stepena ¢vorova u odgovarajucoj

klasi obojivosti. U slede¢oj lemi zabelezene su neke posledice ove ¢injenice.

Lema 3.4 Neka je G graf koji ima maksimalan Q-indeks u skupu svih povezanih
bipartitnih grafova datog reda i velicine, © neka su njegove klase obojivosti uredene

na gore opisani nacin. Tada:

(i) ¢vorovi uy i vy su susedni;

(ii) ¢vor uy susedan je svakom cvoru koji pripada skupu V', i ¢vor vy je susedan

svakom cvoru koji pripada skupu U;

(iii) ako je évor u susedan c¢voru vy, tada je on susedan i cvoru vj, za sve j <k, i

ako je cvor v susedan cvoru uy, onda je on susedan i cvoru uj, za sve j < k.

Dokaz. Prvo razmatramo mostove u grafu G. Na osnovu Leme 3.2, svaki most grafa
G jeste njegova viseca grana. Na osnovu Leme 3.1, sve vise¢e grane grafa G imaju
zajednicki ¢vor, i taj ¢vor w ima osobinu da je broj x,, maksimalan. Bez gubljenja
na opStosti, mozemo pretpostaviti da vazi x,, > z,, i w = u;. Sada zaklju¢ujemo da
tvrdenje vazi ako je GG stablo, pa u tom slu¢aju G mora biti zvezda. Pretpostavimo
zato da graf G nije stablo.

Pretpostavimo da ¢vorovi u; i v; nisu susedni. Tada je ¢vor v; susedan nekom
¢voru u € U, i grana wv; nije most. Na osnovu Leme 3.1 moZemo rotirati granu
viu do poloZzaja viu; kako bismo dobili povezan bipartitni graf G’ koji zadovoljava
k(G") > k(G), §to je u kontradikciji sa pretpostavkom da graf G ima maksimalan
@-indeks u skupu svih povezanih bipartitnih grafova datog reda i veli¢ine. Na ovaj
nacin dokazali smo tvredenje (i).

Da bismo dokazali tvrdenje (ii), pretpostavimo da je u ¢vor koji pripada skupu
U i koji nije susedan ¢voru v;. Tada, na osnovu (i), vazi u # uy. Takode, grana uv
nije most i ¢vor w je susedan nekom ¢voru v koji pripada skupu V' i koji je razlicit
od v;. Sada mozemo rotirati granu uv do polozaja wv; i, na taj nacin, kao i u
prethodnom slucaju, dolazimo do kontradikcije. Pretpostavimo sada da je v ¢vor
koji pripada skupu V' i koji nije susedan ¢voru u;. Tada je v # v; na osnovu (i),
grana vu; nije most grafa G, i ¢vor v je susedan nekom ¢voru u koji pripada skupu
U i koji je razli¢it od u;. Rotacijom grane uv oko ¢vora v do polozaja vuy, na isti

nacin kao i u prethodna dva slucaja, dolazimo do kontradikcije.
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Dokazimo sada tvrdenje (iii). Pretpostavimo da vazi: u € U, ¢vor u je susedan
¢voru vy 1 nije susedan ¢voru v; za neke j i k za koje je j < k. Sada je na osnovu (ii)
u # w1, pa grana uvy nije most. To znadi da moZzemo rotirati granu uvg do polozaja
uv; kako bismo dosli do kontradikcije. Na kraju, pretpostavimo da vazi: v € V, ¢vor
v je susedan ¢voru uy i nije susedan ¢voru u; za neke j i k za koje je j < k. U
ovom slucaju grana vuy nije most, zato $to je k£ > 1, i njena rotacija do polozaja

vu; dovodi do kontradikcije. Ovim je dokaz zavrSen. ]

Dokaz Teoreme 3.1. Na osnovu Leme 3.4 i definicije DUG-a sledi prvi deo tvrdenja
Teoreme 3.1. Ostaje samo da se proveri da sve vise¢e grane razmatranog DUG-a

imaju zajednicki ¢vor, a ovo neposredno sledi iz Leme 3.2. |
3.2.2 (-sopstveni vektori duplo ugnezdenih grafova

Sada razmatramo neke osobine glavnog sopstvenog vektora nenegativne Lapla-
sove matrice DUG-a. U ovom i u sledeéem potpoglavlju (ukoliko nije drugadije
napomenuto)

x = (21,...,2,)"

oznacava (J-sopstveni vektor grafa G ¢ije su sve koordinate pozitivne. Uobi¢ajeno

je da taj Q-sopstveni vektor bude normalizovan, odnosno da vazi:

}i:l%:: 1.
i=1

Koordinate vektora x zovu se jos i tezine odgovarajuc¢ih ¢vorova. Primetimo da svi
¢vorovi koji pripadaju skupu U (odnosno V;), za 1 < s < h (odnosno za 1 < t < h),
imaju iste tezine buduci da pripadaju istoj orbiti grafa G. Neka je =, = a, ako je
u € Ug iz, =0 ako jev € V.

Ukoliko u skupu jednacina koje povezuju sopstvenu vrednost x sa sopstvenim
vektorom x uocimo one koje odgovaraju bilo kom ¢voru koji pripada skupu Uy ili

skupu V;, zaklju¢ujemo da vazi:

h+1—s
kg = Nj_si1as + Z nib;, zas=1,...,h, (3.4)
j=1
i
ht1—t
Kby = My, 410y + Z mia;, zat=1,... h. (3.5)

=1
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Buduéi da je vektor x normalizovan, vazi:

h h
i=1 j=1

Iz jednakosti (3.4) jednostavno sledi

1 h+1—s
as:m ;njbj, zaS:l,...,h, (37)
i sli¢no, iz jednakosti (3.5) sledi
1 h—t+1
bt = KJ—T;HH ; m;a;, zal = ].,...,h. (38)

Sada, koristeéi jednakost (3.6), zaklju¢ujemo da je

h
s — 1_ 7 b 5 :1,.-.,]7/7 39
a p— S+1< Zma Z n; J> za s (3.9)

j=h+2—s

ili, koriste¢i jednakost (3.5) za t = 1,

h
aSZ/{—N;;HH<1_(K_Mh)b1_._; njb]), zas=1,..., h.
j=h+2—s
Sli¢no,
) h

Postavljajuéi api1 = bpy1 = 01 Ny = 0, iz jednakosti (3.7) i jednakosti (3.9),

koristeci i jednakost (3.6) redom, dolazimo do zakljucka da je

(K - Nhfs>as+1 - (K, - Nh+1fs)as = _nh+175bh+175 zas=1,... 7h - 17

(k —nq)ap, =niby za s = h.

Bududi da su sve koordinate vektora x pozitivne i da je kK > A +1 (3.1), sledi da je

as1 <as, zas=1,....h—1, (3.10)

bH_lébt, Zat:].,...,h—l. (311)
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Takode, zamenjujuéi s = h u jednakost (3.5), dolazimo do
(k —mq)b, = myay . (3.12)

Stavige, zamenjujuéi s = 1 u jednakosti (3.4) i t = 1 u jednakosti (3.5) i kombinujuéi

dobijene jednakosti sa jednakoséu (3.6), dolazimo do

(/‘i — Nh)a1 + (/i — Mh>b1 = 1,

i na kraju:
1 h
as=——|(k— Np)a; — n;b; | . 3.13
K — Npt1-s <( ha ._hz ! ]> (3.13)
j=h+2—s
Sada paznju usredsredujemo na ogranicavanje koordinata a; i b;.
Lema 3.5 Za svako s=1,...,h vaZi
Npt1-sbnii—s Npy1-5b
h+1 h+1 <a, < h+1 1 ' (3.14)
K — Npy1-s K — Npp1-s

Dokaz. Iz jednakosti (3.7) o¢igledno vazi

h+1—s
! b
g = ———— E n;b; .
Kk — Npy1—s =

Dakle, nejednakost (3.14) neposredno sledi buduéi da se iz nejednakosti (3.11) vidi

da je niz b; opadajudi. ]
Lema 3.6 Za svako s=1,...,h vazi
Nhyo—sn my
c<ap (1 sk : 3.15
a ay ( K~ Npot + K — ( )
Dokaz. Nejednakost (3.15) sledi iz jednakosti (3.13) (bududi da je niz b; opadajuéi),
kao i koris¢enjem jednakosti (3.12). |
Lema 3.7 Za svako s=1,...,h vazi
a g M,
a, 2 1 1 Z h—i+14VLg .
Kk — Np_st1 — v M;

Dokaz. Dokaz se sprovodi matemati¢ckom indukcijom po s. Za s = 1, nejednakost

je ocigledno tacna. Pretpostavimo da vazi
a n M,
1 h—i+1M;
ag > ——— [ 1— _—
S/H—Nh—s+1( 121 /f—Mz‘)’
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za s > 1. Tada je

1 h—s
1 = ———— Y b,
R — Nh—s =

1
= m ((/i - Nh—s-i—l)as - nh—s-}-lbh—s-i-l)
> @ 1 i p—iiM; \  npospi Msan
Kk — Np_s ~ K — M; (k — Np_s)(k — M)
a1 : Nh—iv1M;
= —|1-— — .
e
|
Lema 3.8 Za svako s=1,...,h vazi
b1 /{fh—l—l—s
s S ————— | Nh—si1 — , 3.16
“ Kk — Np_si1 < hstl (k —nq)(k — M) ( )

gde je
h+1—s

Jh1-s = E 1 Mpy2—jh -
j=1

Dokaz. Iz jednakosti (3.7) i nejednakosti (3.15) primenjene na koordinate b; sledi

h—s+1

- E b

as = 159;
K — Np—s1 =

N

h—s+1
1 1Mh+2fjh ( ny ))
S ngby (1 — —L2=ih (g 4
K — Np—st1 jz 7 ( K= Mpy1j K —n

=1

by (Nh - K fhti—s )
K — Np_si1 —stl (k—n1)(k — My) )~

3.2.3 Neke granice za ()-indeks duplo ugnezdenog grafa

U ovom potpoglavlju predstavljamo neke gornje i donje granice za ()-indeks
DUG-a. Koristimo tehniku sopstvenih vektora i matri¢nu tehniku. Na pocetku
iznosimo nekoliko ¢injenica.

Ako je h =1, DUG je kompletan bipartitni graf K,,, ,,, i nije tesko uveriti se da
je njegov Q-indeks jednak m; + n; = n. Takode, buduéi da Q-indeks proizvoljnog

grafa raste ako se tom grafu dodaju nove grane (videti [25]), vazi:
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K<n, (3.17)

za svaki (ne obavezno povezan) DUG.

U suprotnom, ako je broj h > 1 fiksiran, ali veli¢ina grafa nije, koriste¢i istu
argumentaciju zaklju¢ujemo da maksimalan Q-indeks ima DUG(mq, 1, ..., 1; nq,
1,...,1). Direktnim izra¢unavanjem moZemo se uveriti da se u ovom slu¢aju maksi-
malan Q-indeks dostize ako je |m; —nq| < 1. Ovi slucajevi, stoga, nisu interesantni
za nase istrazivanje, pa nadalje pretpostavljamo da je A > 11 da je veli¢ina grafova
fiksirana.

Najpre utvrdujemo neka ograni¢enja (Q-indeksa DUG-a koriste¢i tehniku sop-

stvenih vektora. Pocinjemo sa donjim ogranic¢enjima.

Teorema 3.2 Ako je G povezan DUG, tada je

Dokaz. S jedne strane, iz jednakosti (3.5) sledi

h+1—k
1

. S Mpy1-k@ni1-k
ey 2 i > =y
k= Mpp1-k K — Mht1-k

buduéi da iz nejednakosti (3.10) sledi da je niz a; opadajuéi. S druge strane, iz
jednakosti (3.4) sledi

k
T b, >
Aht1—k n—Nk;njj % — N,

buduéi da iz nejednakosti (3.11) sledi da je niz b; opadajuéi. Iz prethodne dve
nejednakosti sledi da je
Kk — (Mpi1-x + Ni)) 20,

Sto je ekvivalentno sa
k2= My + Ni.

Ovim je dokaz zavrSen. |

Posebno, ako je k = h i k = 1, dobijamo narednu posledicu prethodne teoreme.
Posledica 3.1 Ako je G povezan DUG, tada vaZi

k=2mi+N, © k=2n+M,.
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Teorema 3.3 Ako je G povezan DUG, tada je

gde je
h h
Zz—l mlNh+1—z ko Z Ni%—‘,—l—z
= == = ;
D i MmN i=1 Nh
Dokaz. Neka jey = (yi,...,yn)? vektor &je su koordinate indeksirane ¢vorovima

grafa G, i neka je y, = Npy1-; ako je u € U; za neko i € {1,...,h}, odnosno,
Yy = q¢ = Kk —t za neko t ako je v € V; za neko j € {1,...,h}. Koriste¢i Rejlijeve
koeficijente (J. W. Strutt, 3rd Baron Rayleigh) za vektor y (videti, na primer, [22],

str. 49), zaklju¢ujemo da je

221 1m1Nh+z 1Q+Zz 1m1Ni?+1 HrZZ 1“th 1+1q
Zz 1m7fo?+1 ’L+th

K 2z

Budud¢i da je ¢ = k — t, vazi

Nug® + (Nt — m)q —ZmzNhJr1 q = ZmZNthl ; thzNh i1

Birajuci
_ Zz i
Zz LN
iimajuci u vidu da je Ny < t < Ny, jednostavno dolazimo do kvadratne nejednakosti

po ¢, iz koje tvrdenje neposredno sledi. |

Teorema 3.4 Ako je G povezan DUG, tada je

K < % (n + v/n? — 4(MyN), — m)> . (3.18)

Dokaz. 1z jednakosti (3.4), za s = h, i iz jednakosti (3.6), koriste¢i desnu nejedna-
kost u (3.14), sledi

Nh+1 7
— 0.
/f - Nh+1 —s

(k — Mp)by = Zmza,l

IIM?

Sada je
(k— Mp)(k— Np) <m

107



i stoga, iz kvadratne nejednacine po k:

K2 — (Mh+Nh)/<;+MhNh—m§ 0,
dolazimo do zakljucka da je k1 < K < Ko, gde su Ky 1 Ko reSenja odgovarajuce
kvadratne jednacine. Ovim je dokaz zavrsen. |

Slede¢a dva ogranicenja predstavljaju poboljSanja granice date nejednakoScéu

(3.18). Setimo se da su brojevi f,_;;1 definisani u Lemi 3.8.

Teorema 3.5 Ako je G povezan DUG, tada je

mé%(n—i— \/n2—4(MhNh—m’)> s

gde je

n
!
m =m — E My fh—it1-

(n—nl n—m)

Dokaz. Na isti na¢in kao i u dokazu Teoreme 3.4 dolazimo do zakljucka da vazi

(k — Mp)by = Zmzaz.

Koriste¢i nejednakost (3.15), zaklju¢ujemo da je

h
m; /’ifhfiJrl

My <Y ( Njir — :

ro ZH—Nh—Hl( S (H—nl)(/@'—Mi))

1=1

pa zato vazi

(K_Mh><H_Nh)<m_ Zmth i+1-

Imajuéi u vidu da je x < n, na osnovu Teoreme 3.4 sledi
(k — My)(k — Np) <m/

¢ime je dokaz zavrSen. |

Sledeéa teorema moze se dokazati na sli¢an nacin.

Teorema 3.6 Ako je G povezan DUG, tada je

1
<3 (n 4 /n? — 4(MpN;, — m”)> ,
gde je
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(Ii — Nh
m" =m — Zmth i+1

(' —n1)2(K' —my)

20

= % (n +v/n2 — 4(M Ny, — m’)) :

Sada utvrdujemo neka ogranic¢enja ()-indeksa DUG-a koristeé¢i se matri¢nom teh-
nikom.

Slede¢a podela skupa ¢vorova DUG-a G

h h

v=uulJn (3.19)

jeste regularna (videti Potpoglavlje 1.1) zato $to svaki ¢vor koji pripada skupu U; i
svaki ¢vor koji pripada skupu V; ima isti broj suseda u skupovima U; i Vj, za sve
vrednostii, 7 € {1,2,...,h}. Neka je matrica Ap delitelj grafa DUG(my, ..., my;ny,

.,np) u odnosu na njegovu @-matricu, indukovana podelom (3.19). Matrica Ap

ima sledeéi oblik:

Ny, ni N Nh—1 Ny
A ni U Np—1
Ny ny U
Ny | my
AD == )
my Mg - My my, | My
my mo o Mp—1 My
mq mo MQ
mq M1

pri ¢emu smatramo da su svi elementi koji nisu navedeni u gornjem zapisu jednaki

nuli. Ako je:
ny Mg -+ Np_1 Np myp Mg -+ Mp_1 Mp
ny ng - Np mp mgz - Mp_1
N = 5 M = )
ny Nog mi Mg
ny my
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D,

7D2 )
N2 M2
N1 Ml

tada matricu Ap moZzemo zapisati u blokovskom obliku na slede¢i nacin:
D, N
Ap= """ .
M D,
0 zI
P )
I 0

PADP*1 _ DQ xM
$_1N D1

Neka je

za neko x # 0. Matrice

i Ap jesu sli¢ne, pa imaju jednake indekse. Izaberimo z tako da sume u prvoj i u

(h~+1)-0j vrsti budu jednake. Sada je My,x*— (N, —My)x—N;, = 0, odnosno x = AA}—Z

Sada na osnovu Frobenijusove (F.G. Frobenius) teoreme (videti [55]|, Teorema 3.1.1,

str. 152-153) sledi naredna teorema.

Teorema 3.7 Ako je G povezan DUG, tada je

N, M
min{m(ﬁh—l—l),nl <Fh+1)}<m<Nh+Mh:n. (3.20)
h h

Jasno je, medutim, da gornja granica navedena u prethodnoj teoremi ne pred-
stavlja zna¢ajan napredak u potrazi za ograni¢enjima @-indeksa DUG-a (setimo se
nejednakosti (3.17)). Zato sada poboljsavamo gorenavedeno ogranicenje.

Neka je R; suma elemenata u i-toj vrsti matrice Ap. Jednostavno je uveriti se
da vazi

Ri = 2Nh7i+17 zZa Ze{l,,h}
= 2Mh—i+17 za 1 € {h+1,,2h},
pa je zato

max R; = max{2N,,2M,}.

Na osnovu Frobenijusove teoreme je
min{2ny,2m; } < k < max{2N,2M,}. (3.21)
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Dobijene gornje granice ne predstavljaju pobolj$anje jer je max{2Ny,2M},}> n (upo-
rediti i sa nejednakoscu (3.17)), pa zato koristimo sledece nejednakosti (videti [55]):

h h
" (Ap)iiRi ' (Ap)i;R;
i Zjﬂ( p)ijR; <k < ma ZJJ( D)ij i

Teorema 3.8 Ako je G povezan DUG, tada je

min{n; + My, my + N} < & < max{ﬁJrNh,ﬂJrMh}. (3.22)

Ny, M,
Ogranicenja data nejednakostima (3.22) jesu o¢igledno poboljsanje nejednakosti
(3.20) i nejednakosti (3.21), ali je donja granica i dalje logija u poredenju sa donjom

granicom datom u Posledici 3.1.

3.2.4 Numericki rezultati

U ovom potpoglavlju prikazujemo nekoliko primera koji sluze da se stekne bolji

uvid u kvalitet ograni¢enja do kojih smo dosli u prethodnom potpoglavlju.

Izracunavamo donje granice koje su predstavljene u Teoremi 3.2 i Teoremi 3.3,
kao i gornje granice predstavljene u Teoremi 3.4, Teoremi 3.5, Teoremi 3.6 i Teoremi
3.8. Primetimo da je granica data u Teoremi 3.2 uvek celobrojna. U svakom primeru
prikazan je i red odgovarajuc¢eg DUG-a buduéi da on predstavlja jos jednu gornju
granicu (videti nejednakost (3.17)). Jednostavno se moze proveriti da su sve donje
granice koje su uvedene u Posledici 3.1, Teoremi 3.7 i Teoremi 3.8, date jednostavnim
izrazima, i da su ta ogranicenja u nekim sluc¢ajevima gruba, pa stoga nece biti
uklju¢ene u nase primere. Takode u svakom od primera izra¢unavamo i relativnu

gresku.

Primer 1. Prvo razmatramo slucajno izabran DUG malog reda, kao i neke DUG-

-ove veceg reda koji su konstruisani na osnovu prethodno pomenutog:

G, = DUG(2,2,5,3:2,3,1,1);
G, = DUG(10, 10,25, 15; 10, 15, 5, 5);
G5 = DUG(200, 200, 500, 300; 200, 300, 100, 100).
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G1 Go G3
Teorema 3.3 | 13.6785 68.3923 | 1367.8452
—12.57% | —12.57% | —12.57%

Teorema 3.2 14 70 1400
—-10.52% | —10.52% | —10.52%
K 15.6451 78.2257 | 1564.5133

Teorema 3.8 | 16.7500 | 83.7500 | 1675.0000
7.06% 7.06% 7.06%
Teorema 3.6 | 17.0210 | 85.1052 | 1702.1030
8.79% 8.79% 8.79%
Teorema 3.5 | 17.0550 | 85.2749 | 1705.4985
9.01% 9.01% 9.01%
Teorema 3.4 | 17.4530 | 87.2649 | 1745.2987
11.56% 11.56% 11.56%
n 19 95 1900
21.44% 21.44% 21.44%

Primetimo da je broj x(G3) (odnosno k(G3)) veoma blizak broju 5x(G1) (odno-
sno broju 100x(G3)); zaklju¢ujemo da je 5x(G1) — £(Ge) ~ 107", Bududi da sli¢ne
¢injenice vaze za sve granice koje ispitujemo (uporediti i odgovarajuce odnose), do-

bijamo i iste rezultate za relativne greske.

Primer 2. Ovde razmatramo DUG-ove koje smo dobili tako $to smo u DUG-u
GG1 umnozili neke od parametara:
DUG(2000O, 2,5,3;2,3,1,10000);
DUG(20000,2,5,3;2,3,10000, 1);
DUG(20000, 2, 5,3;2,30000, 1, 1);
H4 = DUG(QOOOO7 2,5,3;20000,3,1,1).
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H,y Ho Hj H,
Teorema 3.3 | 3006.0284 | 3008.0175 | 5010.9908 | 4014.9731
-8-107%% | -5-107%% | -5-107"% | -3-107%%

Teorema 3.2 3006 3007 5009 4010
-1-1073% | -0.03% -0.04% -0.12%
K 3006.0287 | 3008.0177 | 5010.9909 | 4014.9732
Teorema 3.8 | 3011.0164 | 3012.0104 | 5010.9980 | 4014.9866
0.17% 0.13% 1-107%% | 3-107*%
Teorema 3.6 | 3008.2682 | 3009.8145 | 5011.7199 | 4014.9800
0.07% 0.06% 0.15% 2-107%%
Teorema 3.5 | 3008.2960 | 3009.8323 | 5011.7199 | 4014.9800
0.08% 0.06% 0.15% 2.1074%
Teorema 3.4 | 3012.6750 | 3013.3388 | 5012.2008 | 4014.9933
0.22% 0.18% 0.02% 5-107*%

n 3016 3016 5014 4015
0.33% 0.27% 0.06% 7-107*%

U ovom primeru su sve granice (viSe ili manje) bliske ta¢noj vrednosti )-indeksa.
Veé¢ smo naglasili da granice koje su predstavljene u Teoremi 3.5 i Teoremi 3.6 po-
boljsavaju one koje su predstavljene u Teoremi 3.4. Zaklju¢ujemo da se granica
predstavljena u Teoremi 3.8 ne moze porediti sa njima. Suprotno prethodnom pri-

meru, ovde Teorema 3.2 daje bolju procenu nego Teorema 3.3.

Primer 8. Parametri ovih DUG-ova dobijeni su mnozenjem parametara DUG-a
G4 sa 1,10,100 ili 1000 ad hoc.

I, = DUG(2,2,5,3; 2000, 300, 10, 1);
I, = DUG(2,2,5,3:2, 30,100, 1000);
I; = DUG(2000, 200, 50, 30; 2000, 300, 10, 1).
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I I I3

Teorema 3.3 | 2255.0867 | 1118.5026 | 4562.6064
—2.65% —1.37% —0.28%
Teorema 3.2 2314 1134 4550

—0.10% | —6-107% | —1-1073%

K 2316.3632 | 1134.0007 | 4562.6584

Teorema 3.8 | 2322.5716 | 1134.3799 | 4563.2717
0.26% 0.03% 0.01%

Teorema 3.6 | 2322.5716 | 1134.4002 | 4563.1367
0.27% 0.04% 0.01%

Teorema 3.5 | 2322.5733 | 1134.4000 | 4563.1369
0.27% 0.04% 0.01%

Teorema 3.4 | 2322.5737 | 1134.4002 | 4563.6312
0.27% 0.04% 0.02%
n 2012 1144 4253
0.29% 0.88% 0.03%

Imajuéi u vidu donju granicu predstavljenu u Teoremi 3.3, mogli bismo do¢i do
zakljutka da do njenog odstupanja od tacne vrednosti dolazi kod grafa I; (i drugih
sli¢nih grafova). Primetimo da Teorema 3.6 ¢esto daje bolju procenu nego Teorema
3.5, ali ne uvek — videti grafove I5 i J5 u slede¢em primeru.

Primer j. Kona¢no, posmatrajmo prosirenja originalnih grafova:

J1 =DUG(2,2,5,3,2,3,1,1;2,3,1,1,2,2,5,3);

Jo = DUG(20000, 2,5, 3, 10, 10, 10, 10; 2, 3, 1, 10000, 10, 10, 10, 10);

J3 = DUG(2,2,5,3,1,1,1,1;2000,300,10,1,1,1,1,1).
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Ji Jo J3

Teorema 3.3 | 23.1888 | 30065.9176 | 2313.0140
-15.56% | -6-107"% | -0.62%
Teorema 3.2 23 30046 2324
-16.24% | -0.07% -0.15%

K 27.4601 | 30065.9178 | 2327.5409

Teorema 3.8 | 29.0526 | 30080.9446 | 2330.8445
5.80% 0.05% 0.14%

Teorema 3.6 | 32.3032 | 30072.6747 | 2330.8452
17.64% 0.02% 0.14%

Teorema 3.5 | 32.3022 | 30072.7003 | 2330.8452
17.64% 0.02% 0.14%

Teorema 3.4 | 32.8203 | 30085.9668 | 2330.8456
19.52% 0.07% 0.14%
n 21 30096 2331
38.38% 0.10% 0.15%

Primetimo da se ovi rezultati mogu porediti sa odgovarajué¢im postojec¢im ogra-

ni¢enjima u smislu spektra matrice susedstva.

3.3 Ugnezdeni grafovi sa ograni¢enom drugom

(-sopstvenom vrednoScéu i ograni

U ovom poglavlju predstavljamo neka opsta tvrdenja koja se odnose na spektar
nenegativne Laplasove matrice grafa.

Razmatramo i ugnezdene grafove ¢ija je druga ()-sopstvena vrednost ogranicena
odozgo proizvoljnom celobrojnom konstantom; dajemo dovoljne uslove za ovo svoj-
stvo, a potom razmatramo i neke posebne slucajeve. Dajemo i neke strukturalne
osobine grafova ¢ija je druga (Q-sopstvena vrednost ograni¢ena odozgo proizvoljnom
celobrojnom konstantom.

Na kraju, odredujemo sve DUG-ove ¢ija je druga sopstvena vrednost matrice

susedstva ograni¢ena odozgo sa v/2.
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3.3.1 Ugnezdeni grafovi sa ograni¢enom drugom

sopstvenom vrednoséu

U prethodnim dvema glavama ove disertacije razmatrali smo drugu sopstvenu
vrednost matrice susedstva regularnih grafova. Pomenuli smo da druga sopstvena
vrednost proizvoljnog grafa moze biti korisna prilikom klasifikacije grafova unutar
neke razmatrane familije, a moze posluziti i za opisivanje nekih strukturalnih oso-
bina pomenutih grafova. U ovom potpoglavlju razmatramo ugnezdene grafove sa
ograni¢enom drugom ()-sopstvenom vrednoSéu. Ispostavlja se da se ugnezdeni gra-
fovi mogu lakse klasifikovati u odnosu na svoju drugu Q)-sopstvenu vrednost nego u
odnosu na drugu sopstvenu vrednost svoje matrice susedstva. gtaviée, neke struk-
turalne osobine ovih grafova usko su povezane sa njihovom drugom ()-sopstvenom

vrednoscu (ali i sa nekim drugim Q-sopstvenim vrednostima).

Kompletan proizvod G1VG;y dva (disjunktna) grafa Gy i Go jeste graf koji se
dobija tako §to se u disjunktnoj uniji grafova G; i G9 svaki ¢vor grafa Gy spoji
granom sa svakim ¢vorom grafa GG5. Sledeca teorema, koja se moze nac¢i u radovima
[38] i [4], pa je zato navodimo bez dokaza, govori o @-polinomu kompletnog proizvoda

dva regularna grafa.

Teorema 3.9 Ako je G| ri-reqularan graf reda ny i Gy ro-reqularan graf reda no,

tada je:
QGl (I‘ - nQ)QG'2 (x - nl)

x —2r; —ng)(x — 2rg — ny)

((x —2ry —ng)(x — 2ry —ny) — nlng).

QG1VG2 (3:) = (
Koriste¢i formulu (3.3) dolazimo do posledice prethodne teoreme.

Posledica 3.2 Ako je Gy ri-regularan graf reda ny i Gy ro-reqularan graf reda ns,

tada je:

ny(r1—=2)+ng(ro—2)
2

Psicive(x) = M0 G va, (47).

Koristeé¢i Teoremu 3.9 mozemo izrac¢unati ()-polinome dve posebne vrste grafova:
kompletnih bipartitnih grafova K, ,, i grafova K, VnoK; (ovi grafovi mogu se

dobiti tako §to se u kompletnom grafu K, ,, ukloni klika reda ns).
Posledica 3.3
QK ny (2) = (2 =11 — ) (@ —11)™ " (2 — )™ s (3.23)
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QK Vnai, (T) = (2 — ny)2 o —ng —ny +2)" 7 x (3.24)
(2% — (3n1 +ny — 2)2 + 2n1(ny — 1)).

Sada predstavljamo nekoliko rezultata koji se odnose na ugnezdene grafove. Nije
teSko uociti da proizvoljan nepovezan UG sadrzi najvise jednu netrivijalnu kompo-
nentu i skup izolovanih ¢vorova. Zato nase istrazivanje ograni¢avamo na povezane
UG-ove, a sa jednostavnim izmenama svi dobijeni rezultati mogu se prosiriti na

sluc¢ajeve nepovezanih UG-ova.

Lema 3.9 Neka je G = UG(my, ..., mMj,Mji1, oo Mp; Ny ey Mgy o1, -« - -5 )
povezan UG reda n, i neka su G' = UG(mq,... ,mj+1, mj1—1, ... mp;ng, ..., ng,
Nit1s -5 ) 1 G =UG(ma,...,my, Mjp1, ..,mp; Ny, .. 1 ng — 1,000 ny).
Tada vazi:

Dokaz. Uoc¢imo da se graf G’ moze dobiti tako §to se u grafu G doda odgovarajuci
broj grana koje su sve incidentne sa istim ¢vorom, dok se graf G’ moze dobiti na
isti nac¢in ukoliko je graf G DUG, ili uklanjanjem odgovaraju¢ih grana ako je graf
G PUG. Rezultat sada sledi na osnovu ¢injenice da dodavanje novih grana bilo
kom grafu implicira pove¢anje (koje ne mora biti strogo) svih njegovih Q-sopstvenih

vrednosti. [ |

Lema 3.10 Neka je G = UG(my,...,mp;nq,...,ny) povezan UG. Tada vaZi:

h h
ko(G) Smax{Zmi,Zni} kad god je graf G DUG,
i=1 i=1

ko(G) <n — 2 kad god je graf G PUG.

Dokaz. Koristeéi prethodnu lemu i jednakosti (3.23) i (3.24) (Posledica 3.3), za-

klju¢ujemo da vazi:

h h
Ro(DUG(my,...,mp;n1, ... ,npg)) <kg (DUG (Z m;, Zm)) =
i=1 i=1
h h
o () < S 3o}
i=1 i=1
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Sli¢no,

h h
ko(PUG(my,...,mp;nq,...,np)) <Ko (PUG (Z m;, Zm)) =
i=1 i=1
h h
Ko (thzlmiVZniIQ) :Z(mi +n)—2=n-2.

i=1
|

Primetimo da je odgovarajuce ogranic¢enje za PUG-ove dato u radu [69], ali za
grafove koji se mogu dobiti tako §to se u kompletnom grafu K,, ukloni najvise n — 2
grana. Proizvoljan PUG moze se dobiti na takav nacin, medutim broj uklonjenih
grana moze biti i veé¢i od n — 2. Rezultat predstavljen u prethodnoj teoremi takode

se moze uporediti sa Teoremom 3.1 i Posledicom 3.7 rada [6].

Pre nego $to dokazemo jednu posledicu prethodne leme, razmotrimo i preostale
(Q)-sopstvene vrednosti. Koristimo princip delitelja (videti Poglavlje 3.1), odnosno
odredujemo delitelje za oba tipa ugnezdenih grafova. Jednostavno je uveriti se da
delitelj povezanog grafa UG(my,...,my;ny,...,ny) ima 2h glavnih Q-sopstvenih
vrednosti (ili mozda 2h — 1 ako je n, = 0 u slu¢aju PUG-a). Ostatak @Q-spektra
sastoji se od -sopstvenih vrednosti koje nisu glavne. Njih odredujemo u sledecoj

teoremi.

Teorema 3.10 Ako je G = UG(my,...,mp;nq,...,ny) povezan ugneZdeni graf,
tada je 2h mjegovih Q-sopstvenih vrednosti odredeno njegovim deliteljem. Ostale

Q-sopstvene vrednosti su:

h+1—i

Z m; sa visestruko$éu m; —1 (i =1,... h) 1
j=1

h41—i

Z n; sa visestrukoséu n; —1 (i=1,...,h)

j=1

ako je G DUG, ili

h
ij-l—an—Q sa visestrukoséu m; —1 (i=1,...,h) i

=1 j>i
ij sa viestruko§éun; — 1 (i=1,... h)
J=i

ako je G PUG.

118



Dokaz. Pretpostavimo da je graf G DUG. Tada svaki od skupova U;, ili V;, ¢ =
1,...,h, sadrzi ¢vorove koji su medusobni duplikati (videti Poglavlje 3.1). Ovim

¢vorovima odgovaraju navedene ()-sopstvene vrednosti.

Ako je graf G PUG, tada svaki od skupova U; (odnosno V;) sadrzi ¢vorove koji
su medusobni koduplikati (odnosno duplikati), a njima odgovaraju navedene Q-sop-

stvene vrednosti u slu¢aju PUG-a. ]

Naredna teorema je neposredna posledica Leme 3.10.

Teorema 3.11 Neka je G povezan ugneZdeni graf, i neka A(G) oznacava mak-
simalan stepen c¢vora u grafu G. Tada je ro(G) < A(G) ako je graf G DUG, i
ko(G) < A(G) — 1 ako je G PUG.

Dokaz. Ako je graf G DUG, onda vazi A(G) = max {Z?Zl ms, Z?Zl ni}, a ukoliko
je G PUG, tada je A(G) =n — 1. Rezultat sledi iz ¢injenice da ko(G) ne moze biti

veée od granica koje su date u Lemi 3.10. |

U sustini, prethodna teorema predstavlja dovoljne uslove pod kojima je druga
(Q)-sopstvena vrednost ugnezdenog grafa ograni¢ena odozgo brojem a € N (moze se
proveriti da navedeno tvrdenje ne vazi za proizvoljan graf). U narednoj posledici
odredujemo sve PUG-ove koji zadovoljavaju uslov ko < 4. Sli¢an postupak moze se
primeniti i u bilo kom drugom slucaju. U ovom i u slede¢em poglavlju '’ oznacava

bilo koji prirodan broj.

Posledica 3.4 Neka je G = PUG(my,...,my; nq,...,n,) povezan graf. Ukoliko
vaZi ko(G) < 4, tada je maksimalan stepen ¢vora u grafu G ogranicen odozgo brojem
5, ili je G indukovan podgraf nekog od sledeéih PUG-ova: PUG(1,3;3), PUG(1,1,1;
2,2), PUG(1,2; 3,1), PUG(1,1,1; %,1), PUG(1,1; %,2), PUG(1,1;2,3).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.11 vazi k2(G) < 4 kad god je A(G) < 5. Ostaje da
razmotrimo PUG-ove ¢iji je maksimalan stepen ¢vora veéi od 5. To znaci da svaki
¢vor koji pripada skupu U; ima stepen vecéi od 5, ali sada, na osnovu Teoreme 3.10,
zakljutujemo da parametar m; mora biti jednak 1 (inace je k; > 4). Imajuéi na umu
da i ostale ()-sopstvene vrednosti koje su navedene u istoj teoremi moraju biti ogra-
ni¢ene odozgo brojem 4, dobijamo vrlo ogranicavajuce uslove za ostale parametre.

Na kraju, direktnim izracunavanjem dolazimo do navedenih PUG-ova. |

Sada utvrdujemo neke relacije koje postoje izmedu strukturalnih osobina ugne-

zdenih grafova i njihovih @Q-sopstvenih vrednosti. Pretpostavimo (bez gubitka op-
Stosti) da za neki DUG G vazi Z?Zl n; = max {Z?:l m;, Z?Zl nz} Tada je ko(G) =
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A(G) kad god je m; > 2 (videti Teoremu 3.10). StaviSe, u ovom slucaju je
ko(G) = k3(G) = -+ = Kk (G) = A(G). Sli¢no, ako je G povezan PUG, tada
je k2(G) = A(G) — 1 kad god je my > 2. U ovom slucaju vazi i ko(G) = k3(G) =
=K, (G) = A(G).

Takode, ostale Q-sopstvene vrednosti koje nisu glavne, navedene u Teoremi 3.10,
celobrojne su i usko su povezane sa vrednostima m; i n; (i = 1,...,h), pa na taj

nacin odreduju strukturu grafa.

Kao §to je re¢eno, graf fiksiranog reda i veli¢ine sa maksimalnim @-indeksom

jeste PUG. Sada predstavljamo sledeci rezultat.

Teorema 3.12 Neka je graf G = PUG(my,...,mp;nq,...,ny) redan > 2h, i neka
vazi mi,n; > 0,0 =1,..., h. Tada su sve QQ-sopstvene vrednosti koje nisu glavne,
pomenute u Teoremsi 3.10, ogranicene odozgo san — 2. Sve one dostiZu ovu granicu

ako je my =n — 2h + 1.

Dokaz. Buducdi da je Z?Zl(mi +n;) = n, zakljutujemo da su navedene Q)-sopstvene
vrednosti ograni¢ene odozgo sa n — 2, i da dostizu ovu granicu ako broj m; ima
maksimalnu moguéu vrednost (to jest ako je my = n—2h+1), a svi ostali parametri

imaju vrednost 1. |

Primetimo, na kraju, da se, koriste¢i formulu (3.3) i Teoremu 2.19 monografije
[20], rezultati koji su predstavljeni u ovom poglavlju mogu preneti na spektar matrice

susedstva grafova potpodele i grafova grana.

3.3.2 Duplo ugnezdeni grafovi koji zadovoljavaju \s < /2

U ovom potpoglavlju razmatramo spektar matrice susedstva DUG-a. Odredu-
jemo sve povezane DUG-ove ¢ija je druga sopstvena vrednost ograni¢ena odozgo
brojem v/2. Buduéi da je svaki nepovezan DUG disjunktna unija najvise jedne
netrivijalne komponente i odredenog broja izolovanih ¢vorova, na ovaj nacin od-
redujemo sve DUG-ove koji zadovoljavaju pomenutu spektralnu osobinu. Najpre
predstavljamo rezultate koji se odnose na strukturu i spektralne osobine ovih gra-
fova. Dokazi tvrdenja koja su navedena posle Teoreme 3.14 tehnicke su prirode, a
sama tvrdenja su veoma sli¢na rezultatima navedenim u radovima [65] i [57], pa ovde
u celini prikazujemo samo dokaz pomenute teoreme. Ostala tvrdenja se dokazuju
na slican nac¢in. Svi odredeni DUG-ovi, predstavljeni su u tabelama u Potpoglavlju
3.3.3, u kojem takode prikazujemo i jednu posledicu koja se odnosi na DUG-ove koji

zadovoljavaju Ao < 1.
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Kako bismo pojednostavili zapise pojedinih izraza koji se nadalje pojavljuju,
uvodimo slede¢u notaciju: (ay, as,. .. ,af“, Aitkt1,-- -, a,) kad god n-torka (ay, as,

..., ap) zadovoljava uslov a; = a;41 = -+ = a4, 1 < i, i + k < n.

Neka je G proizvoljan povezan DUG. Jednostavno je videti da podela skupa ¢vo-
rova grafa G' na neprazne podskupove Uy, Us, ..., Uy, V1, Vs, ..., V}, odreduje delitelj
H grafa GG. Matrica susedstva Ay multigrafa H jeste formata 2h x 2h i ima sledeci
oblik:

ny N9 ... MNp_1 MNp
ny Ny ... np—1 0
0
ny 0 0 0
Apg =
my Mo ... Mp_1 My
myp Mo ... Mp_1 0
0

Teorema 3.13 Neka je \ sopstvena vrednost proizvoljnog povezanog DUG-a G ra-

zlicita od 0, © neka je H delitelj grafa G. Tada broj \ pripada spektru multigrafa
H.

Dokaz. Postoji tacno 2h sopstvenih vrednosti grafa G koje su takode i sopstvene
vrednosti njegovog delitelja; ostale sopstvene vrednosti nisu glavne i odgovaraju
skupu ¢vorova koji su medusobno duplikati. Zato je svaka od tih sopstvenih vred-

nosti jednaka nuli. [ ]

Naredni rezultat je direktna posledica prethodne teoreme.

Posledica 3.5 Neka je G proizvoljan DUG, neka je H njegov delitelj, i neka je
keR, k>0. Tada je:

(i) Ma(G) <k ako i samo ako je M\o(H) < k;

(i) Pg(k) < 0 (odnosno Pg(k) > 0) ako i samo ako je Py(k) < 0 (odnosno

Ova posledica nam omogucava da razmatramo spektar delitelja H grafa G ume-
sto spektra samog grafa G. Nije tesko videti da ako vazi PH(\/§) > (, tada je druga
sopstvena vrednost multigrafa H ve¢a od v/2, pa je i druga sopstvena vrednost grafa
G takode veca od v/2. Vazi i sledeca lema.
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Lema 3.11 Neka je G proizvoljan DUG, G = DUG(my, ..., m;, ..., my; nq, ...,
Nj,...,np), neka je H njegov delitelj i neka je k € R, k > 0. Tada:

(i) Ako je \o(DUG(mq, ..., mi—1, L, mypq, ..., mp;na, ..., ng)) < ki Pg(k) <0
za svako m; € N, tada je \o(DUG(myq, ..., mi_1, My, Miy1, -, Mp; Ny, - ..,

ny)) < k za svako m; € N;

(it) Ako je \o(DUG(mq, ..., mi—1, 1, Miy1, ..., mp, N, o1, Linggq, ..o np))
<k, i Py(k) < 0 za svako m;,n; € N, tada je \o(DUG(mq, ..., m;_1, m;,
Mig1, - ooy Mpy N1y ooy i1, T, Mjg1, - nh))<k5 za svako m;,n; € N.

Dokaz. (i) Na osnovu prethodne posledice, iz Py (k) < 0 sledi da je Pg(k) < 0. Pret-

postavimo suprotno, to jest, neka je \o(DUG(myq, ..., m;_1,m;—1,miyq, ..., mp;ny,
ong)) < k1 A (DUG(my, ..y my—1, Mmi, Mig1, .., Mp; Ny, ...,ny)) > k. Naj-
pre, ako je A\o(DUG(mq, ..., my_1,mj;Mis1, ..., mp;n1,...,05)) = k, tada vazi

Py (k) = Pg(k) = 0, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom datom u teoremi. Ta-
kode, iz Ao(DUG(my, ..., m_1, My, Mix1, «..,Mp;Ny,...,np)) > ki Pg(k) < k
sledi da postoje barem 3 sopstvene vrednosti grafa DUG(my, ..., m;_1,m;, M1,
co,mp;n, ..., ny) koje su vece od k. S druge strane, najvie jedna sopstvena vred-
nost podgrafa tog grafa (koji je dobijen uklanjanjem ta¢no jednog ¢vora) DUG(my,

ey My, my — L,migq, ..., my; nq, ..., ny) zadovoljava pomenuti uslov, $to nije

moguce na osnovu Teoreme 0.2.

Slicnim rasudivanjem, ali razmatrajuci sada dva parametra, m; i n;, jednostavno

mozemo dokazati i tvrdenje (ii). |

U narednoj lemi predstavljamo gornje ogranienje za parametar h povezanog
DUG-a koji zadovoljava Ay < V2.

Lema 3.12 Neka je G = DUG(myq, ..., mp;nq,...,np) povezan DUG koji zadovo-
ljava Ay < V2. Tada je h <6.

Dokaz. Pretpostavimo da vazi h > 6. Uoc¢imo indukovani podgraf G’ grafa G
dobijen tako sto su u grafu G uklonjene éelije Us, ..., Up_3, V3,...,Vi_4 kao i svi
osim jednog ¢vora u svih preostalih deset celija. Druga sopstvena vrednost grafa
G’ veca je od /2 (3to mozemo direktno izradunati), pa je na osnovu Teoreme 0.2 i

druga sopstvena vrednost grafa G vec¢a od v/2, §to je kontradikcija. |

Sada odredujemo sve povezane DUG-ove koji zadovoljavaju Ay < v/2. Na osnovu
Leme 3.12, A\2(G) < v/2 implicira h < 6. Prirodno je, dakle, razmatrati sve dopu-

Stene vrednosti h. Setimo se da je osobina A\y(G) < v/2 nasledna. Dakle, svakom
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maksimalnom DUG-u za osobinu Ay < v/2 odgovara skup njegovih indukovanih

podgrafova - DUG-ova koji zadovoljavaju Ay < v/2.

Jasno je da za svaki DUG za koji je h = 1 vazi i Ay < /2 (druga sopstvena
vrednost kompletnog bipartitnog grafa jednaka je nuli). Razmotrimo sada sledec¢i

slucaj.

Teorema 3.14 Neka je G = DUG(my, mo;ny,ny) povezan DUG koji zadovoljava
Ao (G) € V2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova B, —Bag predstavljenih
u Tabeli 8.

Dokaz. Direktnim izra¢unavanjem mozemo se uveriti da vazi
PH<\/§) =4 — 2(n1m2 + ming + m1n2) + minimense. (325)

Zamenjujuci ms = 2, ny = 1 u ovaj izraz, zaklju¢ujemo da je PD(\/§) =4—4n;—2my,
pa je u ovom slucaju PH(\/§) < 0 za svako my,n; € N. Takode jednostavno
proveravamo da je A\o(DUG(1,2;1,1)) < v/2. Dakle, na osnovu Leme 3.11 vazi
Ao (DUG(my,2;n1,1)) < /2 za svako my,n; € N. Odgovarajuca familija grafova je
u Tabeli 8 predstavljena kao familija B,. Takode, vrednosti parametara ms i ns ne
mogu se povecavati ako je my; > 151 ny > 3. Ta ¢injenica se moze jednostavno pro-
veriti direktnim izra¢unavanjem spektara grafova DUG(15,3;3,1) i DUG(15,2;3,2)
— za ova dva grafa vazi Ay > /2. Mozemo na sli¢an naéin, primenjujuéi opet Lemu
3.11, zakljuciti da familije grafova By i B3 predstavljene u Tabeli 8 takode zadovo-
ljavaju uslov Ao < V2, za svako mq,ny € N; za grafove koji pripadaju familiji B,
vazi Py(v/2) = —2my, a za grafove koji pripadaju familiji Bs vazi Pp(v/2) = —4m,.
Ponovo nije moguée (za dovoljno velike vrednosti parametara m; i ny) povecavati
vrednosti parametara ms i nq ukoliko Zelimo da o¢uvamo osobinu Ay < V2 kod
grafova koji pripadaju familijama By i Bs. Graf B, predstavljen u Tabeli 8 obe-
zbeduje gornje ograni¢enje za vrednosti parametara ms i ny, odnosno za graf By
vazi Ay = v/2, i taj graf je maksimalan za posmatranu osobinu (8to smo proverili
direktnim izra¢unavanjem).

Tri familije grafova i jedan konac¢an maksimalan graf koje smo opisali odreduju
granice unutar kojih ¢emo tragati za ostalim maksimalnim DUG-ovima (ili famili-
jama DUG-ova) za osobinu Ay < V2.

Poce¢emo sa familijom B; tako $to povecavamo vrednost parametra meo i fiksi-
ramo vrednost parametra no = 1, ali ako je m; < 2, tada za svako n; € N i svako
mo € N dobijamo grafove koji pripadaju familiji Bs (ako je m; = 2) ili podgrafove
grafova koji pripadaju familiji By (ako je m; = 1). Dakle, vazi my > 3, ny = 1

i mg > 3. Zamenjujuéi m; = 3,n; = ny = 1 u jednakost (3.25), uocavamo da je
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Py (v/2) = my —8, pavaziim; < 8. Sada je kona¢no jasno koje slu¢ajeve bi trebalo

razmotriti. To su slucajevi (ma,ng) € {(3,1), i =3,...,8}:

(i) my = 3,ny = 1, Pp(v/2) = (m1 —6)(n; —2) — 8. Ako je 3 < m; < 6,
Pr(v/2) < 0 vazi za svako n; € N i \y(DUG(6,3;1,1)) < v/2, pa imamo
familiju Bs = DUG(6,3;n1,1) predstavljenu u Tabeli 1. Ako je n; < 2,
Py (v/2) < 0 vazi za svako m; € N i M\(DUG(1,3;2,1)) < v/2, pa imamo
familiju Bs = DUG(my,3;2,1) predstavljenu u Tabeli 8. Ako je m; > 15 i
ny > 3, zaklju¢ujemo da je Py (v/2) > 1, pa se parametri (kona¢nih) maksi-

malnih grafova nalaze unutar tih granica. U tom slucaju je:

(i.1) my = 7, i tada je Py(v/2) = n, — 10, pa dolazimo do grafa B; =
DUG(7,3;10,1);

(i.2) mi = 8, i tada je Py(v/2) = 2n; — 12, pa dolazimo do grafa By =
DUG(8,3:6,1);

(i.3) ni = 4, i tada je Py(v/2) = 2m; — 20, pa dolazimo do grafa By =
DUG(10,3;4,1);

(i.4) ni = 3, i tada je Py(v/2) = my — 14, pa dolazimo do grafa By =
DUG(14,3;3,1).

Grafovi By B prikazani su u Tabeli 8 i za sve njih vazi \» = v/2, ¢injenica

koja se jednostavno moze proveriti direktnim izracunavanjem spektara.

(i) my = 4,n5 = 1, Py(v/2) = 2((m1 —4)(ny — 1) — 2). Ako je 3 < my < 4,
Py(v/2) < 0 vazi za svako n; € N i M\y(DUG(4,4;1,1)) < v/2, pa imamo
familiju By; = DUG(4,4;n4,1) predstavljenu u Tabeli 8. Ukoliko je n; = 1,
Py (v/2) < 0 vazi za svako m; € N i A\y(DUG(1,4;1,1)) < v/2, pa imamo
familiju By, = DUG(my,4;1,1) predstavljenu u Tabeli 8. Ako je m; > 7 i
ny > 2, vazi Py(v/2) > 1, pa se parametri (kona¢nih) maksimalnih grafova
nalaze unutar tih granica. Slucajevi koji su nam ostali za razmatranje su

m1:5im1:6:

(ii.1) my = 5, i tada je Py(v/2) = 2(n; — 3), pa dolazimo do grafa Bys =
DUG(5,4;3,1);

(i.2) m; = 6, i tada je Py(v/2) = 2(2n; — 4), pa dolazimo do grafa By, =
DUG(6,4;2, 1).

Ponovo se proverom mozemo uveriti da za grafove Bi3 i By vazi Ay = V2.

124



(11i)) my = 5,m2 = 1, i u ovom slu¢aju zaklju¢ujemo da je graf DUG(7,5;1,1)

zabranjen za osobinu Ay < \/5, pa vazi 3 < my < 6, i sada su mogudi slucajevi:

(i4.1) my = 3, i tada je Py(v/2) = —2 — ny, i vazi \(DUG(3,5;1,1)) < v/2,
pa dolazimo do familije DUG(3,5;n4,1), ali je svaki graf koji pripada
ovoj familiji indukovan podgraf odgovarajuceg grafa koji pripada familiji
By; = DUG(3,6;n4,1);

(i4.2) my = 4, i tada je Py(v/2) = 2n; — 4, pa dolazimo do grafa Bys =
DUG(4,5;2,1);

(i4.8) my = 5 ili m; = 6, ali bududi da je n; = 1, u oba slu¢aja vazi Py(v/2) =
my — 6, i rezultujué¢i maksimalni graf je Big = DUG(6,5;1,1).

Za oba grafa, Bis i Big, vazi Ay = V2.

(iv) mo =6, ny = 1, isada je DUG(5,6;1,1) zabranjen podgraf, pa je 3 < my < 4.
Ako je my = 3, vazi Py(v2) = —2 i \(DUG(3,6;1,1)) < v/2, pa dolazimo
do familije Bi; = DUG(3,6;n1, 1) predstavljene u Tabeli 8, a ako je m; = 4,
tada vazi Py (v/2) = 4n, — 4, pa dolazimo do grafa Bis = DUG(4,6;1,1).

(v) mg =T7,n9 =1, graf DUG(4,7;1,1) zabranjeni je podgraf, i jedina mogu¢nost
je m; = 3. Ako je m; = 3, vazi Py(v/2) = n; — 2, pa dolazimo do grafa
Blg = DUG(3, 7, 2, 1)

(vi) mg =8, ny = 1, tada vazi m; < 3, ali je u ovom slucaju graf DUG(3,8;2, 1) za-
branjeni podgraf, pa kao jedinu moguénost imamo graf Byy = DUG(3,8;1,1).

Za grafove Big — Byg vazi Ao = V2. Neka je sada ny = 2. Tada vazi m; > 2 (u
suprotnom, dolazimo do familije Bs). Takode, ako je ny = 2 i m; > 2, onda je
my < 4 zato §to je graf DUG(2,5;1,2) zabranjeni podgraf za osobinu Ay < /2.

Postoje tri slucaja:

(i) my = 2, ny = 2, Py(v/2) = 2((my — 2)(ny — 2) — 2), pa ako je my > 5 i
ny > 3, vazi PH(\/E) > 1. Razmatranjem svih moguénosti, unutar datog
opsega, dolazimo do jedne beskonac¢ne familije grafova By, = DUG(my, 2;2,2)
i jednog maksimalnog grafa By, = DUG(3,2;4,2) (vazi Ao(Bag) = v/2).

(ii) my = 3, ny = 2, Pu(v/2) = 2((2m; — 3)(ny — 1) — 1), pa ako je m; > 3
ing > 2, vazi PH(\/§) > 4. Razmatranjem svih moguénosti dolazimo do
jedne familije grafova Bss = DUG(m4,3;1,2) i jednog maksimalnog grafa
Boy = DUG(2,3;2,2) (vazi Xo(Bay) = V2).
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(11i) mo = 4, ng = 2, 1 u ovom slucaju je graf DUG(3,4;1,2) zabranjeni podgraf,
pa mora biti m; = 2. Tada je Py(v/2) = 4n, — 4, i dolazimo do jednog
maksimalnog grafa Bys = DUG(2,4;1,2) za koji je Ay = v/2.

Neka sada vazi no = 3. Graf B, je maksimalan, pa je mo = 3, ili my = 4. Ako
je mo = 4, dolazimo upravo do grafa B,. Ukoliko je ny = my = 3, zaklju¢ujemo da
jemy <2 (ny; <2),igraf DUG(2,3;2,3) je zabranjeni podgraf, pa u ovom slu¢aju
imamo jedan maksimalni graf: Bss = DUG(2,3;1,3).

Ovim su iscrpljene sve mogucénosti i dokaz je zavrSen. ]

Primetimo da svaki DUG za koji vazi h = 1 mora biti indukovani podgraf odgo-
varajuceg grafa koji pripada familiji B; prikazanoj u Tabeli 8 (odnosno takav DUG

nije maksimalan za osobinu Ay < v/2). Sada razmatramo slu¢aj h = 3.

Teorema 3.15 Neka je G = DUG(mq, my, mg;ny,ng,ng) povezan DUG koji za-
dovoljava M\o(G) < V2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova F|—Fgg
predstavljenih u Tabeli 9.

Dokaz. Ponovo mozemo izracunati vrednost karakteristi¢cnog polinoma delitelja H
grafa G u tacki A = V2

PH(\/E) = 8— 4’)’le1 — 4n1m2 - 47’le3 — 4n3m1 - 4n2m1 — 4n2m2
—|—2n3m1n1m2 + 2n3m1n1m3 + 2n2m1n1m3 + 2n1m2n2m3

—|—2n3m2n2m1 — N3MoN M3y .

Kao i u dokazu prethodne teoreme, analizirajuéi ovaj izraz, najpre odredujemo
beskonaéne familije DUG-ova (koji zadovoljavaju A2(G) < v/2), i na taj na&in od-

redujemo okvir u kojem ¢e se kretati naSe dalje istrazivanje. Te familije su:
(i) Fy = DUG(m1,1,2;1,n5,2), mi,ny € N, Py(v/2) = —4;
(i) Fy = DUG(my,2,1;2,n9,1), my,ny € N, Py(y/2) = —16;
(iii) F3 = DUG(my,1,1;2,n9,2), my,ny € N, Py(V/2) = —8;
(iv) Fy = DUG(my,2,2;1,n9,1), mi,ns € N, Py(v/2) = =8;
(v) Fs = DUG(2,my,1;2,ny,1), ma,ny € N, Py (1/2) = —16;
(vi) Fs = DUG(1,mg,1;1,n9,2), ma,ns € N, Py(v/2) = —4;
(vii) F; = DUG(2,my,2;1,n9,1), mg,ny € N, Py(v/2) = =8.
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Mozemo takode odrediti granice u kojima se moraju nalaziti vrednosti parametara
mg 1 n3, zamenjujuéi m; = mg = ny = ng = 1 (u izrazu kojim je data vrednost
karakteristi¢nog polinoma delitelja H grafa G u tacki A = v/2): Py(v/2) = mans —8.
Dakle, postoji tacno jedanaest slucajeva: ng = 1, mz = 1,...,8 ili ng = 2, mz =
2,3,4. Proverom (¢iji je postupak opisan u dokazu Teoreme 3.14) svih moguénosti
u svakom od ovih slucajeva, i vodeé¢i racuna da se kre¢emo unutar postavljenih
ograni¢enja, dolazimo do maksimalnih kona¢nih grafova (ili beskona¢nih familija

grafova) predstavljenih u Tabeli 9. |

Slede¢a dva tvrdenja mogu se dokazati na sli¢an nacin.

Teorema 3.16 Neka je G = DUG(my, ma, ms, my; ny, na, ng, ny) povezan DUG koji
zadovoljava \y(G) < V2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova Hy—Hz
predstavljenth u Tabelr 10.

Teorema 3.17 Neka je G = DUG(my,...,ms;nq,...,ns5) povezan DUG koji za-
dovoljava \y(G) < V2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova I,—I»; pred-
stavljenih u Tabeli 11.

Na kraju, vazi i sledece tvrdenje.

Teorema 3.18 Graf G = DUG(1%;1°) jeste jedinstveni DUG sa osobinama h = 6
i X(G) < V2.

Dokaz. Direktnim rac¢unanjem spektra uveravamo se da vazi \o(G) < v/2. Takode

se na isti nac¢in mozemo uveriti da povecavanje vrednosti bilo kog parametra kojim

je graf G odreden povlaci \y(G) > V2. [ |
Sumiranjem prethodnih rezultata dolazimo do sledeceg tvrdenja.
Teorema 3.19 Neka je G proizvoljan DUG koji zadovoljava A\o(G) < v/2. Tada je

G indukovan podgraf jednog od grafova predstavljenih u Tabelama 8-11 ili je G =
DUG(15;15).

3.3.3 Podaci o DUG-ovima koji zadovoljavaju A\, < v2 i
DUG-ovi koji zadovoljavaju A\, < 1

Ovde dajemo podatke o duplo ugnezdenim grafovima koje smo odredili u pret-
hodnom potpoglavlju. Svaki duplo ugnezdeni graf predstavljen je nizom odgovara-

juc¢ih parametara. Podaci su prikazani u Tabelama 8-11. U Tabeli 8 predstavljeni
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Tabela 8: Maksimalni duplo ugnezdeni grafovi koji
zadovoljavaju h =21 Ay < V2

Glmi my ni no| G |my ma ny no| G | My mg Ny nNo
By | x 2 % 1 |Byp|14 3 3 1 |Byg| 3 7T 2 1
By | x 2 1 x| Bp| * 4 1 1 |By| 3 8 1 1
B3 | % 1 2 % | Bp| 4 4 x 1 | By | * 2 2 2
By| 1 4 1 3 | Biz| b 4 3 1 |Byp| 3 2 4 2
Bs| 6 3 x 1 | Byy| 6 4 2 1 | Byg| x 3 1 2
Bgs | * 3 2 1 | By 4 5 2 1 | By | 2 3 2 2
By 3 10 1 | Big| 6 5 1 1 | By| 2 4 1 2
Bs | 8 3 6 1 |By7| 3 6 *x 1 | By | 2 3 1 3
By| 10 3 4 1 |Big| 4 6 1 1

su parametri duplo ugnezdenih grafova koji zadovoljavaju h = 2 i Ao < /2, u Ta-
beli 9 prikazani su parametri duplo ugnezdenih grafova koji zadovoljavaju h = 3
i A2 < v/2, u Tabeli 10 predstavljeni su parametri duplo ugnezdenih grafova koji
zadovoljavaju h = 4 1 Ay < v/2, a u Tabeli 11 predstavljeni su parametri duplo
ugnezdenih grafova koji zadovoljavaju h =5 i Ay < V/2.

Na samom kraju, ukratko, na jo§ jednom primeru dajemo ilustraciju metode za
odredivanje duplo ugnezdenih grafova ¢ija je druga sopstvena vrednost ogranicena
odozgo nekom zadatom konstantom. Taj primer prikazuje koliko je metoda opisana
u prethodnom potpoglavlju jednostavnija za primenu u poredenju sa nekim drugim

pristupima istom problemu.

Tabela 9: Maksimalni duplo ugnezdeni grafovi koji
zadovoljavaju h = 31 Ay < V2

G my Mo M3 N1 Ng N3

F * 1 2 1 x 2
| % 2 1 2 % 1
F5 | % 1 1 2 % 2
Fy | % 2 2 1 x 1

Fs | 2 * 1 2 % 1

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 9 — nastavak

mp Mg M3 N1 N2 N3

10
11

12

10
14

Fy

Fr

Fy

Fy

Fig

Fll

F12

Fig

F14

Fis

Fig

Fiz

Fig

Fig

Fy

F21

F22

Fys

F24

F25

F26

Fyy

Fig

F29

F30

Fy

I3y

F33

F34

F35

F36

F37

F38

F39

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 9 — nastavak

mp Mo M3 N1 Ng N3

12

Fyo

F41

F42

Fys

Fiy

Fys

Fyg

F47

F48

Fyo

F50

Fs,

Fso

F53

Fy

F55

F56

F57

F58

Fsg

F60

Fe

Feo

FGS

Fea

F65

F66

F67

F68

F69
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Tabela 10: Maksimalni duplo ugnezdeni grafovi koji

4idy <2

zadovoljavaju h

mp Mg M3 Mgy N1 N2 N3 T4

12

10
11

12
14
16
22
38

1
1

1
1

H,

H,

Hj

H,

H;

Hg

Hy

Hyg

Hy

HlO

Hll

H12

Hys

Hyy

His

Hig

Hy;

His

Hig

Hyy

H21

H22

Hos

H24

Hys

H26

Hyr

Hos

Hayg

H30

H31

Hj,

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 10 — nastavak

myp Mo M3 MMy N1 N2 N3 Ny

10

12

H33

Hiy

H35

H36

H37

H38

H39

Hyg

Huy

H42

Hys

H44

H45

Hye

Hy;

H48

H49

H50

Hs,

Hso

H53

Hsy

H55

H56

Hsq

H58

H59

HGO

He

Higy

H63

Hiy

Hes

H66

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 10 — nastavak

myp Mo M3 MMy N1 N2 N3 Ny

H67

H68

H69

Hzo

Hryy

Hry

H73

H74

Hzs

H76

H77

Maksimalni duplo ugnezdeni grafovi koji

zadovoljavaju h =51 Ay < V2

Tabela 11:

myp Mg M3z My M5 N1 Ng N3 N4 Nj

36
20
14
12
10

17

I

I

I3

Iy

I5

I

I7

I

Ig

[10

[11

112

I3

[14

[15

g

Nastavak na sledecoj strani
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Tabela 11 — nastavak

G| mi my ms mgy ms ng Ng N3 Ng Ns
iz | 1 4 2 1 1 1 2 2 1 1
Iig| 1 2 3 1 1 1 2 2 1 1
Iog| 1 1 3 1 1 1 6 2 1 1
Iog | 1 1 4 1 1 1 4 2 1 1
Iy | 1 1 5) 1 1 1 2 2 1 1
In | 1 2 4 1 1 1 1 3 1 1
Iz | 1 1 5 1 1 1 1 4 1 1
Iy | 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1
Is | 1 4 1 1 2 1 x 1 1 1
I | 1 2 2 1 2 1 x 1 1 1
Iy | 1 1 4 1 2 1 x 1 1 1

Zaklju¢icemo ovo potpoglavlje primerom opisane tehnike (za odredivanje DUG-
-ova sa ograni¢enom drugom sopstvenom vredosc¢u), koju ¢emo sada primeniti u
jednom jednostavnijem sluc¢aju. Postoji viSe nacina za odredivanje svih povezanih
DUG-ova koji zadovoljavaju Ay < 1. Naime, nakon sto smo odredili sve DUG-ove
koji zadovoljavaju Ay < v/2, mogli bismo medu njima (i njihovim podgrafovima)
odrediti one koji zadovoljavaju jaci uslov Ay < 1, ali ovakav postupak podrazumeva
pretrazivanje velikog broja grafova, kao i pretrazivanje nekih beskonac¢nih familija
grafova. S druge strane, DUG-ovi su bipartitni grafovi, a sve bipartitne grafove koji
zadovoljavaju Ay < 1 okarakterisao je 1991. godine M. Petrovi¢ koriste¢i metodu
minimalnih zabranjenih podgrafova (videti, na primer, monografiju [58|, str. 53—
57). Ali opet, odredivanje DUG-ova koji zadovoljavaju As < 1 koris¢enjem ovih
rezultata ukljucuje uporedivanje strukture svakog odredenog zabranjenog podgrafa
sa strukturom duplo ugnezdenog grafa. Zato ovde koristimo isti metod koji smo
koristili i za odredivanje DUG-ova koji zadovoljavaju A» < v/2, jer su ceo postupak

i krajnji rezultat mnogo jednostavniji.

Teorema 3.20 Povezan DUG koji zadovoljava \y(G) < 1 jeste indukovan podgraf

jednog od DUG-ova ¢iji su parametri:
o (x, 1;1,%), (%, 1;%,1),(1,2;1,2), (2% %, 1), (%,2;12),(3,2; 2, 1), (2, 3; 12),
o (x, 1% 1, %, 1), (1,%,1;1,%,1), (2%, 1; 1, %, 1), (2,1%,2,1%), (1, %, 2; 13),
o (1,%,1%1, %, 12).

r» Y
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Dokaz. Vazi (videti dokaz Leme 3.12) h < 4.

Ako je h = 2, tada je Py (1) = 1—mon; —myn; —mins+minymens. Zamenjujuci
my = ng = 1 u ovaj izraz, zaklju¢ujemo da je Py(1) = —m; < 0, pa primenjujuci
Lemu 3.11 dolazimo do prvog reSenja. Drugo reSenje dobijamo zamenjujuci me =
ne = 1 uistiizraz (Pg (1) = 1—m; —ny) i potom primenjujuéi Lemu 3.11. Do treceg
reSenja dolazimo direktnim izracunavanjem spektra odgovarajuceg grafa i direktnom
proverom da dobijeni graf jeste maksimalan. Neka je sada no =11 mo > 2. U tom
slu¢aju vazi my; > 2 (u suprotnom, dolazimo do prvog dobijenog reSenja za bilo koji
izbor prirodnih brojeva ni, my). Takode, ako je m; > 2, tada vazi my < 3 (do ovog
uslova dolazimo direktnim izra¢unavanjem). Dakle, razlikujemo sledece sluc¢ajeve (u

zavisnosti od vrednosti parametara ms i ng):

(i) my =2, ng =1, Pg(l) = (my —2)(ny — 1) = 1. Akojem;y =21in; €N,
primenom Leme 3.11 dolazimo do cetvrtog resenja. Ukoliko je ny =11im; €
N, primenom Leme 3.11 dolazimo do petog resenja. Sesto reSenje dobijamo
direktnom proverom da za graf G = DUG(3,2;2,1) vazi A2(G) < 1. Ako je
my >31in; >2ilim; >3in; > 2, tada je Py(1l) > 0.

(ii) mo = 3, ny = 1, i sada su grafovi DUG(3,3;1%) i DUG(2,3;2,1) zabranjeni
(za osobinu \o(G) < 1), a za graf G = DUG(2,3;1?%) vazi X\o(G) < 1, pa na

taj nac¢in dolazimo do sedmog reSenja.

Na sli¢an nacin razmatramo i slucaj h = 3 i dolazimo do pet odgovarajucéih
reSenja.

Na kraju, direktnim izrac¢unavanjem mozemo se uveriti da su sledeé¢i grafovi:
DUG(13,2;1%), DUG(12,2,1;1%) i DUG(2,13;1%) zabranjeni za osobinu \o(G) < 1.
S druge strane, vazi Py(1l) = —mgong — 4(msg + ny + 2), $to znadi da vazi Py(1) <0
za bilo koji izbor prirodnih brojeva msy i ny. Sada primenom Leme 3.11 dolazimo

do poslednjeg resenja, i time zaklju¢ujemo nase razmatranje. ]
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Mpunor 1.

U3jaBa o ayTOpCTBY

MoTnucanu-a T]\-M/\‘:PA' Ko AEA WK

Opoj ynuca

UsjaBrbyjem

[a je fAoKTopCcKa aucepTauuja non Hacrosom

Here  KwACE  CABKTPALHC
OT PAR WAERWY TEAQD B

e pes3ynTaT COMNCTBEHOr UCTPpaXKnBadkor paaa,

e [la NpeanoxeHa auceprauuja y LENWHN HY Y Aenosuma Huje Guna npegnoxeHa
3a pobujare 6WUNO Koje AUNMIOME Mnpema CTyAWCKAM nporpamvuma Apyrax
BUCOKOLLIKOSNCKWX YCTaHOBa,

e [la Cy pe3ynTtaTu KOPEKTHO HaBeaeHU U

e [la HMCAM KpLUMO/Na ayTopcKka NpaBa U KOPUCTUO WHTENEeKTyasiHy CBOjUHY
ApYrvx nuua.

MoTnuc gokropaHaa

Y Beorpagy, _30. 5. 2013,

N dfou\«w'c« \T(Oﬂé%)(i—d-{




Mpwunor 2.

MU3jaBa 0 ICTOBETHOCTM LUTaMNAHE U eJyIEKTPOHCKE
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

VimMe 1 npeaume ayTopa T#cMN?Pc KDJ\EI&\'\\-\

Bpoj ynuca

Cryaujckun nporpam

Hacrnos paga

MeHTOp N /’)DOPNF\ C‘fPr\'\V\p\

MoTnucaHxm TI\N\I\'\)R o AEAWH

u3jaBrbyjem ga je wramnaHa Bep3vja Mor LOKTOPCKOr paja WCTOBETHA €neKTPOHCKO)
BEep3uju Kojy cam npepao/na 3a objaBrbuBake Ha noptany [OuratanHor
peno3utopujyma YHusepsuteta y beorpany.

[JlosBorbaBam ga ce objaBe Moju NWYHWM nojaun Be3aHu 3a Aobujarke akagemckor
3Bara [OKTOpa Hayka, Kao LTO Cy UMe W npe3ume, roguHa U Mecto pofiewa u gatym
onbpaHe paga.

OBy nuyHu nogaun wmory ce o6jaBuT Ha MpPEeXHUM CcTpaHuuama auruTanHe
B6ubnuoTeke, y ENeKTPOHCKOM kaTanory u y nyénukauujama YHusepauteTa y beorpapy.

MoTnuc pgokTopaHaa

Y Beorpagy, 20 5. 2015,
N

M OO Ko ey



Mpunor 2.

U3jaBa 0 NICTOBETHOCTM LUTaMMaHe U eNleKTPOHCKe
Bep3uje AOKTOPCKOr paaa

Wme v npeaume aytopa TAMRF'R \LDJ\EA\I\\—\

Bpoj ynuca

Cryaujckun nporpam

Hacrnos paga

MeHTop N Do (rrhva

MoTnucaHm TNN\I\'?R Ko AE AWH

u3jaBrbyjeM Aa je WTamnaHa Bep3uja Mor AOKTOPCKOr paja MCTOBETHa eneKTPOHCKO)
BEep3uju Kojy cam npepao/na 3a objaBrbuBake Ha noptany [OuratanHor
penosutopujyma YHusep3auteta y Beorpany.

[losBorbaBam ga ce objaBe Moju NWYHWM nNojaun Be3aHu 3a Aobujare akagemckor
3Bara JOKTOpa Hayka, Kao LUTO Cy UMe U npe3ume, roaguMHa v Mecto pofierwa n gatym
onbpaHe paga.

OBu nuyHM nogaun wmory ce o6jaBUTU Ha MpEeXHUM CcTpaHuuama auruTanHe
GubnuoTeke, y enekTPOHCKOM kaTanory u y nybnukauvjama YHusepsuteta y beorpaay.

MoTtnuc pokropaHaa

Y Beorpagy, 20 5. 201%.
"

Moweqor  HKonepuy



Mpwnor 3.

U3jaBa o kopuwhemy

Oenawhyjem YHuBepsutetcky 6ubnuoteky ,CBetosap Mapkosuh ga y [Aurutantu
penosuTopujym YHusepsuteta y Beorpagy yHece Mojy AOKTOPCKy AvcepTtauujy noa
HacrnoBoM:

Heve  KAMCE  COevTPAGHO
oreavMERu X TPADOOA

Koja je Moje ayTopcKo aerno.

AvcepTauujy ca cBum npunosnuma npeaao/na cam Y €NeKTPOHCKOM chopmaTy norogHom
3a TpajHO apxmBUpar-e.

Mojy AokTopcky AucepTaumjy noxpareHy y OurutanHu penosnTopujym YHuBepauTeTa
y beorpaay mory aa kopucte ceu koju nowtyjy oapeabe caapxaHe y ogabpaHom tuny
nuueHue KpeatueHe 3ajegHuLie (Creative Commons) 3a Kojy cam ce ogny4uo/na.

1. AyTopcTBO
2. AyTopCTBO - HEKOMEpUWMjanHo
@yTOpCTBO — HekomepuujanHo — 6e3 npepage
4. AyTOpCTBO — HEKOMepLMjanHo — AENUTU NOg UCTUM ycriosuma
5. AytopcTeo — 6e3 npepage
6. AyTOpCTBO — AEnUTW NoA UCTUM yCroBuUMa

(Monumo pa 3aokpyxute camo jeaHy of wecT noHyReHux nuueHuw, KpaTak onuc
nuueHum aar je Ha nonefuHu nucra).

MoTtnuc gokropaHaa

Y Beorpagy, _ 90.5. 20i3

&TO&M C\g\o\ Xo/\g;ﬁuc—f



1. AyTopcTBo - [lo3BOrbaBaTe yMHOXaBake, ANCTPUBYUMjy U jaBHO caonwiTaBare
Jena, v npepaje, ako ce HaBeae WMe ayTopa Ha HauvH ogpeheH of cTpaHe ayTopa
unu gaeaola nUUEHUe, Yak v y komepuujanHe cepxe. OBo je HajcrnoboaHuja ofi CBUX
nueHuw.

2. AyTopcTBO — HekomepumjanHo. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBare, ANCTPUOYLMjy 1 jaBHO
caonwiTaBare Aena, 1 npepage, ako ce HaBefe WMe aytopa Ha HauuH oapefeH of
cTpaHe ayTopa wnu gasaoua nvueHue. OBa NMuLeHUa He 403BOrbasa komepLnjanHy
ynoTpeby gena.

3. AyTopcTBO - HekomepumjanHo — 6e3 npepapge. [osBorbaBate ymHOXaBake,
avctpubyurjy M jaBHO caonwTaeake pgena, 6e3 npomexa, npeobnvkoBarwa WUn
ynotpeBe fena y CBOM Aeny, ako ce HaBeAe WMe ayTopa Ha HauvH ofpefeH of
cTpaHe ayTopa wnu Aasaoua nuueHue. OBa nuueHUa He A03BOIbaBa KoMepLmjanHy
ynotpeby Aena. Y ogHocy Ha CBe ocTarne nvueHue, 0OBOM NMULEHLIOM Ce orpaHnyasa
Hajsehun 06um npasa kopuiiherwa aena.

4. AyTOpcTBO - HEKOMepUMWjanHO — AenuTy Nnopj uctum ycrosuva. [lossorbasare
yMHOXaBare, AUCTPUBYLMjy 1 jaBHO caoniiTaBake Aena, U npepaje, ako ce HaBeae
“Me ayTopa Ha HauvH oapefieH of cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHLle 1 ako ce
npepaga AucTpubyupa Mo WCTOM WNU cnuyHom nuueHuom. OBa nuueHua He
[03BOrbaBa KoMepuwjandy ynotpeby gena v npepaaa.

5. Aytopcteo — 6e3 npepapge. [lo3BorbaBate yMHOXaBare, AMCTPUOYLM)y W jaBHO
caonwTaBawe gena, 6e3 npomeHa, npeobnukosarwa unu ynotpebe aenay ceom geny,
aKko ce HasBede UMe ayTopa Ha HauyuH ofpefeH of cTpaHe ayTopa unu gasaoua
nuueHue. OBa nuueHua Ao3BorbaBa komepuujanHy ynotpeby aena.

6. AyTOpCTBO - AENWTM nof UCTUM ycnosuma. [lo3BorbaBate yMHOXaBare,
AMCTpMBYyUMjy 1 jaBHO caoniwiTaBamwe [ena, v npepage, ako ce Hasede ume aytopa Ha
HauMH oapefeH of cTpaHe ayTopa WM faBaoua nuvueHue u ako ce npepaaa
aucTpubyupa noj WUCTOM MNM cnuyHom nuueHuom. OBa nuvueHua [o3Borbasa
komepumjanHy ynotpeby paena u npepaga. CnudHa je COMTBEPCKAM nuvLEHUama,
O[JHOCHO NMLIEHL{aMa OTBOPEHOT KOAa.



