
Univerzitet u Beogradu

Matemati£ki fakultet

Tamara D. Koledin

NEKE KLASE SPEKTRALNO OGRANI�ENIH

GRAFOVA

Doktorska disertacija

Beograd, 2013.



University of Belgrade

Faculty of mathematics

Tamara D. Koledin

Some Classes of Spectrally Constrained Graphs

Doctoral Disertation

Belgrade, 2013.



Neke klase spektralno ograni£enih grafova

Apstrakt:

Spektralna teorija grafova je grana matematike koja je nastala pedesetih godina

pro²log veka i od tada se neprestano razvija. Njen zna£aj ogleda se u brojnim

primenama, naro£ito u hemiji, �zici, ra£unarstvu i drugim naukama. Grane mate-

matike, kao ²to su linearna algebra i, posebno, teorija matrica imaju vaºnu ulogu

u spektralnoj teoriji grafova. Postoje razli£ite matri£ne reprezentacije grafa. Naj-

vi²e su izu£avane matrica susedstva grafa i Laplasova (P.S. Laplace) matrica, a

zatim i Zajdelova (J.J. Seidel) i takozvana nenegativna Laplasova matrica. Spektral-

na teorija grafova u su²tini uspostavlja vezu izme�u strukturalnih osobina grafa i

algebarskih osobina njegove matrice, odnosno razmatra o kojim se strukturalnim

osobinama (kao ²to su povezanost, bipartitnost, regularnost i druge) mogu dobiti

informacije na osnovu nekih svojstava sopstvenih vrednosti njegove matrice. Veliki

broj dosada²njih rezultata iz ovog ²irokog polja istraºivanja moºe se na¢i u slede¢im

monogra�jama: [20], [21], [23] i [58].

Disertacija sadrºi originalne rezultate dobijene u nekoliko podoblasti spektralne

teorije grafova. Ti rezultati izloºeni su u tri celine � glave, od kojih je svaka podeljena

na poglavlja, a neka od njih na potpoglavlja. Na po£etku svake glave, u posebnom

poglavlju, formulisan je problem koji se u toj glavi razmatra, kao i postoje¢i rezultati

koji se odnose na zadati problem, a neophodni su za dalja razmatranja. U ostalim

poglavljima predstavljeni su originalni rezultati, koji se nalaze i u radovima [3], [4],

[47], [48], [49], [50], [51] i [52].

U prvoj glavi razmatra se druga sopstvena vrednost regularnih grafova. Postoji

dosta rezultata o grafovima £ija je druga po veli£ini sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo nekom (relativno malom) konstantom. Posebno, druga sopstvena vrednost

ima zna£ajnu ulogu u odre�ivanju strukture regularnih grafova. Poznata je karak-

terizacija regularnih grafova koji imaju samo jednu pozitivnu sopstvenu vrednost

(videti [20]), a razmatrani su i regularni grafovi sa osobinom λ2 ≤ 1 (videti [64]). U

okviru ove disertacije pro²iruju se rezultati koji se nalaze u radu [64], a predstavljaju

se i neki op²ti rezultati koji se odnose na vezu odre�enih spektralnih i strukturalnih



osobina regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova.

Povezani regularni grafovi sa malim brojem razli£itih sopstvenih vrednosti pre-

dmet su mnogih istraºivanja buduci da imaju interesantnu (kombinatornu) struk-

turu. Problemom odre�ivanja strukture povezanih regularnih grafova sa ta£no £e-

tiri razli£ite sopstvene vrednosti bavili su se Van Dam (E.R. van Dam) i Spens (E.

Spence), i postigli zna£ajne rezultate koji su predstavljeni u radovima [27] i [32]. Ta-

ko�e, svi povezani regularni bipartitni grafovi sa £etiri razli£ite sopstvene vrednosti

okarakterisani su kao grafovi incidencije uravnoteºenih nekompletnih blok-²ema (vi-

deti monogra�ju [20]), a postoje i rezultati koji se odnose na regularne bipartitne

grafove sa pet sopstvenih vrednosti (videti [33]). U ovoj disertaciji posebno se raz-

matraju regularni bipartitni grafovi sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti,

kao i regularni bipartitni grafovi bez £etvorouglova. Tako�e, osim ²to su dati op-

²ti rezultati sli£ni onima iz Glave 1, ali za bipartitne grafove, razmatra se i odnos

regularnih bipartitnih grafova sa odre�enim vrstama blok-²ema.

U Glavi 3 razmatraju se takozvani ugneº�eni grafovi i njihova nenegativna La-

plasova matrica. Ugneº�eni grafovi imaju vaºnu ulogu u istraºivanjima koja se

odnose na grafove sa maksimalnim indeksom, u smislu matrice susedstva i u smislu

nenegativne Laplasove matrice. Poznato je da graf sa maksimalnim indeksom ili

maksimalnim Q-indeksom datog reda i veli£ine mora biti ugneº�eni graf (videti [7]

i [22]). Posebno se razmatraju bipartitni ugneº�eni grafovi (takozvani duplo ugneº-

�eni grafovi). Dati su i rezultati sli£ni postoje¢im za njihove nebipartitne srodnike.

Do sada ne postoji mnogo rezultata koji se odnose na drugu sopstvenu vrednost ne-

negativne Laplasove matrice grafa (videti, na primer, [6] ili [25]). Zato se razmatra

veza izme�u strukture ugneº�enih grafova i druge sopstvene vrednosti (ali i nekih

drugih sopstvenih vrednosti) njihove nenegativne Laplasove matrice.

Klju£ne re£i: matrica susedstva grafa, nenegativna Laplasova matrica grafa, spek-

tar grafa, nenegativni Laplasov spektar grafa, druga sopstvena vrednost, regularan

graf, bipartitni graf, ugneº�eni graf, uravnoteºena nekompletna blok-²ema, deli-

mi£no uravnoteºena nekompletna blok-²ema
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UDK: 519.17:512(043.3)



Some classes of spectrally constrained graphs

Abstract:

Spectral graph theory is a branch of mathematics that emerged more than sixty years

ago, and since then has been continuously developing. Its importance is re�ected

in many interesting and remarkable applications, esspecially in chemistry, physics,

computer sciences and other. Other areas of mathematics, like linear algebra and

matrix theory have an important role in spectral graph theory. There are many

di�erent matrix representations of a given graph. The ones that have been studied

the most are the adjacency matrix and the Laplace matrix, but also the Seidel

matrix and the so-called signless Laplace matrix. Basically, the spectral graph

theory establishes the connection between some structrural properties of a graph

and the algebraic properties of its matrix, and considers structural properties that

can be described using the properties of the eigenvalues of its matrix. Systematized

former results from this vast �eld of algebraic graph theory can be found in the

following monographs: [20], [21], [23] i [58].

This thesis contains original results obtained in several sub�elds of the spectral

graph theory. Those results are presented within three chapters. Each chapter is

divided into sections, and some sections into subsections. At the beginning of each

chapter (in an appropriate sections), we formulate the problem considered within

it, and present the existing results related to this problem, that are necessary for

further considerations. All other sections contain only original results. Those results

can also be found in the following papers: [3], [4], [47], [48], [49], [50], [51] and [52].

In the �rst chapter we consider the second largest eigenvalue of a regular graph.

There are many results concerning graphs whose second largest eigenvalue is upper

bounded by some (relatively small) constant. The second largest eigenvalue plays

an important role in determining the structure of regular graphs. There is a known

characterization of regular graphs with only one positive eigenvalue (see [20]), and

regular graphs with the property λ2 ≤ 1 have also been considered (see [64]). Within

this thesis we extend the results given in [64], and we also present some general

results concerning the relations between some structural and spectral properties of



regular triangle-free graphs.

Connected regular graphs with small number of distinct eigenvalues have been

extensively studied, since they usually have an interesting (combinatorial) struc-

ture. Van Dam and Spence considered the problem of determining the structure of

connected regular graphs with exactly four distinct eigenvalues, and they achieved

important results presented in papers [27] and [32]. All connected regular bipar-

tite graphs with exactly four distinct eigenvalues are characterized as the incidence

graphs of balanced incomplete block designs (see monograph [20]). There are also

results concerning regular bipartite graphs with exactly �ve distinct eigenvalues (see

[33]). In this thesis, in the second chapter, we consider regular bipartite graphs with

three distinct non-negative eigenvalues, and also quadrangle-free regular bipartite

graphs. Besides some general results similar to those given in the �rst chapter,

but this time for bipartite graphs, we also present results concerning the relations

between regular bipartite graphs and certain kinds of block designs.

In the third chapter we consider the so-called nested graphs and their signless

Laplace matrix. Nested graphs play an important role in the research concerning

graphs with maximal index, in terms of the adjacency matrix and in terms of the

signless Laplace matrix. It is a known fact that a graph with maximal index, or

maximal Q-index, of given order and size, must be nested graph (see [7] and [22]).

Here we consider bipartite nested graphs (the so-called double nested graphs). We

also present results concerning double nested graphs that are similar to the existing

results concerning their non-bipartite counterparts. There are no many results con-

cerning the second largest eigenvalue of the signless Laplace matrix of a graph (see,

for example, [6] or [25]). That is why we consider the relations between the structure

of nested graphs and the second largest eigenvalue (but also some other eigenvalues)

of their signless Laplace matrix.

Keywords: adjacency matrix, signless Laplace matrix, graph spectrum, signless La-

place spectrum, second largest eigenvalue, regular graph, bipartite graph, nested

graph, balanced incomplete block design, partially balanced incomplete block de-

sign
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Glava 0

Uvod

U uvodnoj glavi dajemo kratak pregled pojmova i termina, kao i postoje¢ih rezul-

tata koje koristimo u disertaciji. Kad god je to mogu¢e, koristimo postoje¢e termine

na srpskom jeziku koji su uobi£ajeni za spektralnu i algebarsku teoriju grafova, kao i

odgovaraju¢e oznake. Me�utim, za neke pojmove ne postoje odgovaraju¢e reference

u na²em jeziku. Budu¢i da se ti pojmovi uglavnom javljaju u literaturi pisanoj na

engleskom, dajemo njihov prevod na srpski jezik, kao i njihov naziv na engleskom

jeziku, na mestu njihovog prvog pojavljivanja u tekstu, a nadalje koristimo uve-

deni pojam na srpskom. Pozivanja na tvr�enja i formule data su prema njihovoj

numeraciji u tekstu.

Neka je G prost graf (neorijentisan i bez petlji i vi²estrukih grana) sa n £vorova.

Karakteristi£ni polinom grafa G de�ni²e se kao karakteristi£ni polinom njegove ma-

trice susedstva AG = (aij), gde je aij = 1 ako postoji grana izme�u £vorova i i j, a

0 ina£e. Sopstvene vrednosti grafa G, u oznaci

λ1(G) ≥ λ2(G) ≥ · · · ≥ λn(G),

jesu sopstvene vrednosti matrice AG, a njegov spektar se de�ni²e kao kolekcija njego-

vih sopstvenih vrednosti (sa ponavljanjima). Prva sopstvena vrednost grafa naziva

se i indeks grafa. Tako�e, za svaki povezan graf vaºi λ1 > λ2.

Graf koji se sastoji od k disjunktnih kopija proizvoljnog grafa G obeleºavamo sa

kG. Kompletan graf sa n £vorova obeleºavamo sa Kn, a konturu (put) sa n cvorova

sa Cn (Pn). Komplement grafa G ozna£avamo sa G, a sa '∪̇' disjunktnu uniju dva

grafa (ili vi²e grafova).

Skup £vorova grafa G obeleºavamo sa XG (= X). Ako je S ⊂ X, tada G[S]

ozna£ava podgraf indukovan £vorovima koji pripadaju skupu S. Skup £vorova koji

su susedni £voru v grafa G obeleºavamo sa N(v). Ukoliko je potrebno, stepen

regularnog grafa G obeleºavamo sa rG (= r), dok za odgovaraju¢i graf kaºemo da je

r-regularan.

Poznata je £injenica da, ukoliko je spektar regularnog grafa G reda n: {r =

λ1(G), λ2(G), · · · , λn(G)}, tada je spektar njegovog komplementa {n−1−r,−λ2(G)−
1, · · · ,−λn(G)− 1} (Teorema 2.6 monogra�je [20]).
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Za dati graf G, gr(G) ozna£ava njegov struk1, odnosno duºinu najkra¢e konture

koja je sadrºana u G, d(u, v) je rastojanje izme�u £vorova u i v grafa G, dok je

diam(G) oznaka za dijametar (to jest duºinu puta maksimalne duºine) grafa G.

Most grafa je grana £ijim se udaljavanjem iz grafa pove¢ava broj komponenti

povezanosti grafa. Vise¢a grana grafa jeste grana koja je incidentna sa £vorom

stepena jedan.

Bipartitni graf je graf £iji se £vorovi mogu podeliti na dva me�usobno disjunktna

skupa X1 i X2, pri £emu grane povezuju samo £vorove iz razli£itih skupova. Budu¢i

da je takav graf 2-obojiv, to jest bihromatski (£vorovi skupa X1 mogu se obojiti

jednom bojom, a £vorovi skupa X2 drugom), uobi£ajeno je da se skupovi X1 i X2

nazivaju klase obojivosti2 grafa G.

(r1, r2)-semiregularan bipartitan graf, sa parametrima (n1, n2, r1, r2), jeste bipar-

titan graf takav da skup X1 sadrºi n1 £vorova, skup X2 sadrºi n2 £vorova, i svi

£vorovi koji pripadaju istom skupu imaju isti stepen (£vorovi koji pripadaju skupu

X1 su stepena r1, a £vorovi koji pripadaju skupu X2 su stepena r2). O£igledno je

da tada vaºi n1r1 = n2r2.

k-kompletan graf Kn1,n2,...,nk
je graf £iji se skup £vorova moºe podeliti na k me-

�usobno disjunktnih podskupova Ni, 1 ≤ i ≤ k, koji sadrºe redom n1, n2, . . . , nk

£vorova, tako da su svaka dva £vora iz razli£itih podskupova povezana granom a da

nijedna grana ne povezuje £vorove iz istog podskupa. Ukoliko skupovi Ni, 1 ≤ i ≤ k,

sadrºe jednak broj elemenata k-kompletan graf je regularan, i naziva se kompletan

regularan multipartitni graf3, a ukoliko je k = 2 dobijamo bikompletne grafove, koje

jo² nazivamo i kompletni bipartitni grafovi.

Savr²eno sparivanje4 unutar grafa reda 2n £ini n grana, me�u kojima ne postoje

dve koje su incidentne. Ukoliko postoji, savr²eno sparivanje ne mora biti jedinstveno.

Koktelski graf5 C(n) je graf koji se dobija kada se u kompletnom grafu reda 2n

ukloni jedno savr²eno sparivanje. Primetimo da je C(n) u stvari n-kompletan graf

u kojem svi skupovi Ni, 1 ≤ i ≤ n, sadrºe ta£no dva elementa.

Komplement kompletnog grafa naziva se totalno nepovezan graf.

Graf grana6 L(G) grafa G jeste graf £ija su temena u 1�1 korespondenciji sa

granama grafa G i kod koga su dva temena susedna ako i samo ako su njima odgo-

varaju¢e grane incidentne u grafu G. U tom slu£aju graf G zovemo korenski graf7.
1Engl. girth.
2Engl. colour classes.
3Engl. complete regular multipartite graph.
4Engl. perfect matching.
5Engl. cocktail party graph.
6Engl. line graph.
7Engl. root graph.
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Jako regularan graf8 sa parametrima (n, r, e, f) jeste graf reda n koji je r-regularan

i zadovoljava slede¢e osobine: bilo koja dva susedna £vora imaju ta£no e zajedni£kih

suseda i bilo koja dva nesusedna £vora imaju ta£no f zajedni£kih suseda. Kom-

plement jako regularnog grafa jeste jako regularan. Tako�e, jako regularan graf je

nepovezan ako i samo ako je izomorfan sa disjunktnom unijom m kopija m komplet-

nih grafova Kr za neke prirodne brojeve m i r (ovo se de²ava ako i samo ako je

f = 0). Uo£imo da je komplement nepovezanog jako regularnog grafa kompletan

regularan multipartitni graf. Pomenu¢emo jo² jedno vaºno svojstvo jako regularnih

grafova (koji nisu kompletni ili prazni), a to je da imaju ta£no tri razli£ite sopstvene

vrednosti (pa je zato njihov dijametar 2 � videti Teoremu 3.13 u [20]). Postoji

obimna literatura o jako regularnim grafovima, a mi ovde zainteresovanog £itaoca

upucujemo na [19].

Neka su data dva niza realnih brojeva: λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn i µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µm

i neka vaºi m < n. Kaºemo da drugi niz prepli¢e9 prvi ako vaºi

λi ≥ µi ≥ λn−m+i, za i = 1, 2, . . . ,m.

Preplitanje je £vrsto10 ukoliko postoji ceo broj k ∈ [0,m] takav da je

λi = µi za 0 ≤ i ≤ k i λn−m+i = µi za k + 1 ≤ i ≤ m.

Slede¢a teorema moºe se na¢i, na primer, u monogra�ji [20], strana 19.

Teorema 0.1 Neka je B glavna podmatrica simetri£ne matrice A. Tada sopstvene

vrednosti matrice B prepli¢u sopstvene vrednosti matrice A.

Ukoliko je matrica A matrica susedstva proizvoljnog grafa, tada, na osnovu pret-

hodne teoreme, sledi:

Teorema 0.2 Neka je G proizvoljan graf £ije su sopstvene vrednosti λ1 ≥ · · · ≥ λn

i neka je G′ (bilo koji) indukovani podgraf grafa G £ije su sopstvene vrednosti µ1 ≥
· · · ≥ µm. Tada vaºi λi ≥ µi ≥ λn−m+i, i = 1, ...,m.

Nejednakosti navedene u prethodnoj teoremi nazivaju se Ko²ijeve (A-L. Cauchy)

nejednakosti. Ovu teoremu, poznatu kao Teorema o preplitanju, £esto koristimo u

disertaciji.
8Engl. strongly regular graph.
9Engl. interlace.
10Engl. tight.
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Svojstvo grafa G, koje je tako�e i svojstvo svakog njegovog indukovanog pod-

grafa, naziva se nasledno svojstvo (osobina)11. Jasno je, na osnovu prethodne teo-

reme, da je osobina λ2 ≤ c, gde je c neka �ksirana konstanta, nasledna. Ukoliko graf

G poseduje odre�enu naslednu osobinu, i ako tu osobinu ne poseduje nijedan njegov

pravi nadgraf, tada se graf G naziva maksimalan graf12 za uo£enu naslednu osobinu.

Tako�e kaºemo da je graf H zabranjeni podgraf13 za neku naslednu osobinu ukoliko

on tu osobinu ne zadovoljava. Vidimo da tada H ne moºe biti podgraf nijednog

grafa G koji zadovoljava posmatranu naslednu osobinu.

Neka su vrste i kolone kvadratne matrice A reda n podeljene (razbijene) na

blokove u odnosu na podelu (particiju) X1, X2, . . . , Xm skupa {1, 2, . . . , n} sa karak-

teristi£nom matricom S̃ ((S̃)i,j = 1 ako je i ∈ Xj, a nula ina£e), to jest

A =




A1,1 · · · A1,m

...
...

Am,1 · · · Am,m


 .

Koli£ni£ka matrica14 indukovana navedenom podelom jeste matrica B̃, gde je (B̃)i,j

srednja vrednost sume u vrstama bloka Ai,j, i, j = 1, ...,m. Preciznije:

(B̃)i,j =
1

|Xi|
1TAi,j1 =

1

|Xi|
(S̃TAS̃)i,j,

gde 1 ozna£ava vektor £ije su sve koordinate jednake 1. Ovakva podela matrice na

blokove zove se regularna (ili pravilna15) ukoliko je suma elemenata u svakoj vrsti (i

koloni) svakog bloka Ai,j konstantna, to jest ako vaºi AS̃ = S̃B̃.

Naredna teorema takode se nalazi u radu [41].

Teorema 0.3 Neka je B̃ koli£ni£ka matrica simetri£ne matrice A podeljene na blo-

kove. Tada vaºi:

(i) Sopstvene vrednosti matrice B̃ prepli¢u sopstvene vrednosti matrice A.

(ii) Ukoliko je preplitanje £vrsto, podela matrice A na blokove je regularna.

U ovoj disertaciji £esto koristimo prethodnu teoremu, primenjenu na matricu sused-

stva regularnog grafa G; jasno je da je u ovom slu£aju koli£ni£ka matrica matrice
11Engl. hereditary property.
12Engl. maximal graph.
13Engl. forbidden subgraph.
14Engl. quotient matrix.
15Engl. equitable.
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susedstva posmatranog grafa indukovana odgovaraju¢om podelom skupa njegovih

£vorova.

Teorema koja sledi posledica je prethodne teoreme (primenjene na matricu su-

sedstva regularnog grafa) i nalazi se u doktorskoj disertaciji [40]:

Teorema 0.4 Neka je G r-regularan graf reda n i neka je kompletan bipartitni graf

Kl,m njegov indukovani podgraf. Neka su x1 i x2, x1 ≥ x2 nule polinoma

(n− l −m)x2 + (rl + rm− 2lm)x− lm(n− 2r).

Tada vaºi:

λ2(G) ≥ x1 i λn(G) ≤ x2.

5



Glava 1

Regularni grafovi sa ograni£enom

drugom sopstvenom vredno²¢u

U ovoj glavi razmatramo regularne grafove £ija je druga po veli£ini sopstvena

vrednost ograni£ena odozgo sa 1 i predstavljamo neke njihove strukturalne osobine.

Odre�ujemo sve takve grafove £iji je stepen najvi²e 8. Tako�e razmatramo i vezu

odre�enih strukturalnih osobina (dijametra, stepena i reda) regularnih grafova bez

trouglova i njihove druge sopstvene vrednosti. Odre�ujemo sve takve grafove £ija

je druga sopstvena vrednost ograni£ena odozgo sa
√
2. Dajamo i nejednakost koja

povezuje stepen regularnog grafa bez trouglova i £etvorouglova sa njegovom dru-

gom sopstvenom vredno²¢u i odre�ujemo sve takve 3-regularne grafove £ija je druga

sopstvena vrednost ograni£ena odozgo sa 2 (grafovi koji zadovoljavaju ovu osobinu

nazivaju se re�eksivni grafovi) i sve takve grafove £ija je druga sopstvena vrednost

ograni£ena odozgo sa
√
3.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi mogu se na¢i u radovima [51] (Poglavlje 1.2),

[48] (Poglavlje 1.3) i [47] i [49] (Poglavlje 1.4).

1.1 Postavka problema i pregled poznatih

rezultata

O problemu odre�ivanja grafova £ija je druga po veli£ini sopstvena vrednost

ograni£ena odozgo nekom (relativno malom) konstantom postoji dosta rezultata.

Odre�eni su svi grafovi £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena odozgo sa 1
3
,

kao i sa
√
2−1, dok su grafovi £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava λ2 ≤

√
5−1
2

okarakterisani ali nisu u potpunosti odre�eni (videti [58]). Tako�e postoje mnogo-

brojni rezultati koji se odnose na slu£ajeve λ2 ≤ 1 (videti [64]) i λ2 ≤ 2 (videti

[58]). Vi²e detalja o ovoj temi moºe se na¢i u [20], [58] i [26] (uklju£uju¢i razli£ite

gornje granice za λ2, kao i njenu vezu sa algebarskom povezano²¢u i Markovljevim

lancima, a tako�e i primene u ra£unarskim naukama). Ovde ¢emo samo pomenuti

da druga sopstvena vrednost ima vaºnu ulogu u odre�ivanju strukture regularnih
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grafova. Poznato je, naime, da regularni grafovi sa malom drugom sopstvenom vred-

no²¢u imaju "pravilniji"oblik, to jest manji dijametar i ve¢u povezanost. Takozvani

redak1 graf (koji ne mora biti regularan) sa velikom vredno²¢u povezanosti zove se

jo² i ra²iriva£2 (za vi²e detalja videti [45]). Takvi grafovi imaju zna£ajnu ulogu u

ra£unarstvu, dizajniranju ra£unarskih mreºa, teoriji kodova koji ispravljaju gre²ke

itd. (videti ponovo [45]). Iako se ekspanzivnost grafova moºe meriti na vi²e ra-

zli£itih na£ina, njihova zajedni£ka osobina je veliki spektralni jaz3, odnosno razlika

izme�u prve i druge sopstvene vrednosti. U tom smislu, regularni grafovi sa malom

drugom sopstvenom vredno²¢u (a samim tim i velikim spektralnim jazom) mogu

imati zna£aja u gorepomenutim oblastima istraºivanja.

Poznata je karakterizacija regularnih grafova £ije su sve sopstvene vrednosti ve¢e

ili jednake −2. Naime, takvi grafovi su ili koktelski grafovi ili grafovi grana regu-

larnih, odnosno semiregularnih bipartitnih grafova, ili se mogu predstaviti u euklid-

skom korenskom sistemu E8 (videti [18]). Tako�e, regularni grafovi koji poti£u iz

korenskog sistema E8, takozvani regularni izuzetni grafovi,4 odre�eni su u [16]. Na

osnovu tih rezultata u [23] je data jo² jedna op²ta karakterizacija regularnih gra-

fova £ije sve sopstvene vrednosti nisu manje od −2. Regularni grafovi £ija druga

sopstvena vrednost nije ve¢a od jedan tada se mogu okarakterisati kao komplementi

regularnih grafova £ije sve sopstvene vrednosti nisu manje od −2 ili kao komplementi

disjunktnih unija takvih grafova.

Slede¢a teorema moºe se na¢i u radu [64], i na njoj su zasnovani neki rezultati u

slede¢em poglavlju.

Teorema 1.1 Svaki povezan regularan graf G (reda n) za koji vaºi λ2(G) ≤ 1 jeste

komplement (ne obavezno povezanog) regularnog grafa £ija je svaka komponenta ili

(i) povezan regularan graf grana ili

(ii) koktelski graf ili

(iii) jedan od 187 povezanih regularnih izuzetnih grafova.

Svaki od 187 povezanih regularnih izuzetnih grafova ima izme�u 8 i 28 £vorova, a

stepen svakog od njih je izme�u 3 i 16. U [16] (i u [23]), ovi grafovi su podeljeni u tri

�sloja�, i ako je n broj £vorova, a r stepen regularnog izuzetnog grafa, tada grafovi

koji pripadaju prvom (odnosno drugom, odnosno tre¢em) sloju zadovoljavaju:
1Engl. sparse graph.
2Engl. expander.
3Engl. spectral gap.
4Engl. regular exceptional graphs.
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n = 2(r+2) ≤ 28 (odnosno n =
3

2
(r+2) ≤ 27, odnosno n =

4

3
(r+2) ≤ 16). (1.1)

Primetimo da svaki regularan izuzetni graf pripada ta£no jednom od navedenih

slojeva. Ovu klasi�kaciju £esto koristimo u slede¢em poglavlju.

Ipak, navedena karakterizacija regularnih grafova koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1 su-

vi²e je gruba i ne daje mnogo informacija o njima, naro£ito ukoliko su im kom-

plementi nepovezani. U radu [64] dati su neki rezultati koji pruºaju bolju sliku

strukture regularnih grafova sa osobinom λ2 ≤ 1, a tako�e su odre�eni i svi takvi

grafovi stepena ne ve¢eg od 4. U slede¢em poglavlju nastavljamo sa daljim istraºiva-

njem u tom polju, i, u nekim slu£ajevima dajemo jasan i jednostavan opis regularnih

grafova koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1, i odre�ujemo sve one £iji stepen se nalazi izme�u

5 i 8.

1.2 Regularni grafovi £ija je druga sopstvena

vrednost najvi²e 1

U radu [64] data je karakterizacija regularnih grafova koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1

(videti Teoremu 1.1), a tako�e su i odre�eni svi takvi grafovi £iji stepen nije ve¢i

od 4. U ovom poglavlju uop²tavamo neke od tih rezultata (Teorema 1.2 i Teorema

1.3). Tako�e predstavljamo jo² neke karakterizacije regularnih grafova sa osobinom

λ2 ≤ 1 (Lema 1.1 i Teorema 1.4), te na osnovu dobijenih op²tih rezultata potpuno

odre�ujemo sve r-regularne grafove (5 ≤ r ≤ 8) sa osobinom λ2 ≤ 1 (Teorema 1.5 �

Teorema 1.8).

O£igledno svaki r-regularan (r ≥ 2) graf koji zadovoljava λ2 ≤ 1 mora biti

povezan. Najpre dokazujemo slede¢i (op²ti) rezultat.

Lema 1.1 Neka je G povezan r-regularan graf reda n. Ako je G = L(H), gde je H

regularan graf, tada je n− r neparan broj i n− r + 1 deli 4n.

Dokaz. Pretpostavimo da je H regularan graf veli£ine n. Budu¢i da je rG =

n− r − 1, sledi da je svaka grana grafa H incidentna sa n− r − 1 drugih grana, te

je rH = n−r−1
2

+ 1. Dakle, n− r je neparan broj. Dalje, ako je N red grafa H, tada

N = 2n
rH

, pa n−r−1
2

deli 2n, odnosno n− r + 1 deli 4n. �

8



Primetimo da postoji jednostavan na£in za konstrukciju nekih (beskona£nih)

familija regularnih grafova koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1. Naime, dovoljno je da pri-

menimo operaciju komplementiranja grafova na disjunktnu uniju regularnih grafova

£ije su sve sopstvene vrednosti ve¢e ili jednake −2 (videti Teoremu 1.1 i diskusiju

u Poglavlju 1.1). S druge strane, u op²tem slu£aju, razmatranje strukture grafa G

(ili njegovog komplementa) ne predstavlja najjednostavniji na£in kojim dolazimo do

odgovora zadovoljava li graf G osobinu λ2(G) ≤ 1. U naredne dve teoreme razma-

tramo neke posebne slu£ajeve. Neki od rezultuju¢ih grafova tako�e se pojavljuju i

u radu [64].

Teorema 1.2 Neka je G r-regularan (r ≥ 4) graf reda n = 2r koji zadovoljava

λ2 ≤ 1. Tada:

(i) ako je r 6= 6, 7, onda je G = 2Kr;

(ii) ako je r = 6, onda je G = 2K6 ili G = L(K3,4);

(iii) ako je r = 7, onda je G = 2K7 ili G = L(H), gde je H bilo koji od dva

4-regularna grafa reda 7.

Dokaz. Vaºi rG = r− 1, pa ako je G nepovezan, onda mora imati dve komponente

sa po r £vorova u svakoj od njih. Tada je svaka od komponenti kompletan graf Kr,

odakle sledi G = 2Kr. Time smo dokazali (i) i prvi deo tvr�enja u (ii), odnosno

(iii).

Pretpostavimo sada da je G povezan. Jasno je da on ne moºe biti koktelski graf.

Ako je G regularan izuzetni graf, tada on ili pripada drugom sloju i stepena je 3 i

reda 6 (²to je nemogu¢e jer regularni izuzetni grafovi koji pripadaju drugom sloju

imaju bar 9 £vorova), ili pripada tre¢em sloju i stepena je 2 i reda 4 (²to je tako�e

nemogu¢e s obzirom da regularni izuzetni grafovi koji pripadaju tre¢em sloju imaju

bar 8 £vorova). Dakle, G ne moºe biti regularan izuzetni graf.

Jedina preostala mogu¢nost je: G = L(H), gde je H regularan ili semiregularan

bipartitan graf. Ako je H regularan tada, na osnovu Leme 1.1, r mora biti prost broj

i 8r mora biti deljivo sa r + 1. Drugim re£ima, r + 1 deli 8, odnosno k = 7. Dakle,

H je regularan graf stepena rH = r−1
2

+ 1 = 4 sa N = 2n
rH

= 7 £vorova. Postoje

ta£no dva takva grafa H, i vaºi G = L(H). Ovim smo zavr²ili dokaz u slu£aju (iii).

Neka je sada H semiregularan bipartitan graf sa n = 2r grana. Budu¢i da je

svaka grana grafa H incidentna sa r − 1 drugih grana, H je (r1, r2)-semiregularan

bipartitan, i vaºi r1+r2 = r+1. Bez gubljenja na op²tosti moºemo pretpostaviti da

je r1 ≥ r2. Ako je broj r2 jednak 1, onda je H = 2K1,r, ali tada L(H) nije povezan.
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Ukoliko vaºi r1 ≥ r2 ≥ 2, tada, budu¢i da je r1, r2 < r i budu¢i da i r1 i r2 dele

2r, lako vidimo da vaºi r1 = 2r
3

i r2 = r
3
+ 1, ²to dalje zna£i da je 18 deljivo sa

r + 3. Dakle, r = 6, ili r = 15. Ako je r = 15 dobijamo semiregularan bipartitan

graf sa parametrima (5, 3, 6, 10), a to nije mogu¢e (5 > 3, ²to je u suprotnosti

sa pretpostavkom r1 ≥ r2). Ukoliko je r = 6 dobijamo graf G = L(K3,4), pa je

G = L(K3,4), £ime je zavr²en dokaz i u slu£aju (ii). �

Nastavljamo sa jo² jednim op²tim tvr�enjem.

Teorema 1.3 Neka je G r�regularan graf (r > 17) reda n > 2r koji zadovoljava

λ2 ≤ 1. Tada vaºi G = L(K2,r+1).

Dokaz. Ako vaºi n > 2r, tada je G povezan. Jednostavno se proverava da ukoliko

vaºe uslovi teoreme, G ne moºe biti ni koktelski graf, niti regularan izuzetni graf.

Pretpostavimo da vaºi G = L(H), gde je H regularan graf stepena rH , i sa N

£vorova. Tada vaºi N = 2n
rH

, i budu¢i da je n = 2rH +r−1, sledi da je N = 4+ 2r−2
rH

.

Tako�e je rH > r+1
2

(jer je n > 2r), pa je 2r−2
rH

< 4− 8
r+1

< 4. Neposredno sledi da

je N ∈ {5, 6, 7} (²to je nemogu¢e budu¢i da je rH > r+1
2

> 9).

Neka je sada G = L(H), gde je H (r1, r2)-semiregularan bipartitan graf veli£ine

n, i sa n1 i n2 £vorova u svojim klasama obojivosti. O£igledno i r1 i r2 moraju biti

ve¢i od 1. Vaºe i slede¢e £injenice:

(i) r1n1 = r2n2 = n;

(ii) r1 + r2 = n− r + 1;

(iii) r1r2 ≤ n.

Bez gubitka na op²tosti moºemo pretpostaviti da je r1 ≥ r2. Tada je 2 ≤ r2 ≤
r1 ≤ n − r − 1, odakle sledi da je 2(n − r − 1) ≤ r1r2 ≤ n. Budu¢i da je n > 2r,

imamo da je n = 2r + 1 ili n = 2r + 2.

Pretpostavimo da vaºi n = 2k + 1. Tada su i r1 i r2 neparni (jer dele n), i r

mora biti paran (jer vaºi r1 + r2 = r+2). Odatle sledi da je r1r2 ≥ 3(r− 1), pa ako

je r > 17 sledi r1r2 > 2r + 1 = n, ²to nije mogu¢e.

Pretpostavimo sada da vaºi n = 2k + 2. Tada je r1r2 ≥ 2(r + 1) = n, i budu¢i

da je r1r2 ≤ n, vaºi r1 = 2 i r2 = r+1. Dakle, H = K2,r+1, odnosno G = L(K2,r+1).

�

Primetimo da je graf L(K2,r+1) u stvari izomorfan sa (nepovezanim) grafom

(r + 1)K2. To zna£i da je G = (r + 1)K2, odnosno G je izomorfan sa kompletnim
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bipartitnim grafom Kr+1,r+1 iz kojeg je uklonjeno jedno savr²eno sparivanje. Lako

se vidi da ukoliko je r ≥ 2, G mora biti povezan, i da je u tom slu£aju spektar grafa

G {±r,±1r}. Napominjemo da ovde (i u nastavku disertacije) eksponent ozna£ava

multiplicitet sopstvene vrednosti.

Iz prethodne teoreme neposredno sledi da ako je stepen r regularnog grafa ve¢i

od 17, i ako je njegov red ve¢i od 2r + 2, tada njegova druga sopstvena vrednost

mora biti ve¢a od 1. Ali, tako�e, ukoliko vaºi 2 ≤ r ≤ 17 i ako je n > 2r, pored

L(K2,r+1), G moºe biti graf grana regularnog grafa H (ako je r ≤ 11) ili moºe biti

regularan izuzetni graf.

U prvom slu£aju, lako vidimo da je n ≤ 2r+3, i da jednakost u ovoj nejednakosti

vaºi samo ako je r = 6. Tada je H = K6 i G = L(K6).

U drugom slu£aju, iz jednakosti (1.1) sledi da ako je r-regularan graf G reda n

komplement regularnog izuzetnog grafa iz prvog (odnosno drugog, to jest tre¢eg)

sloja, tada je n = 2(r − 1) (odnosno n = 3(r − 1), to jest n = 4(r − 1)).

Imaju¢i na umu prethodne rezultate, i koriste¢i listu regularnih izuzetnih grafova,

dolazimo do slede¢e teoreme.

Teorema 1.4 Neka je G r-regularan graf reda n koji zadovoljava λ2 ≤ 1. Tada:

(i) ako je r > 10 ili r = 2, onda je n ≤ 2r + 2, i ako je n = 2r + 2, onda je

G = L(K2,r+1);

(ii) ako je r = 10, onda je n ≤ 27, i ukoliko je n = 27, onda je G komplement

�le�ijevog (L. Schlä�i) grafa;

(iii) ako je r = 9, onda je n ≤ 24, i ukoliko je n = 24, onda je G komplement

regularnog izuzetnog grafa reda 24 iz drugog sloja;

(iv) ako je r = 8, onda je n ≤ 21, i ukoliko je n = 21, onda je G komplement

jednog od dva regularna izuzetna grafa reda 21 iz drugog sloja;

(v) ako je r = 7, onda je n ≤ 18, i ukoliko je n = 18, onda je G komplement

jednog od £etiri regularna izuzetna grafa reda 18 iz drugog sloja;

(vi) ako je r = 6, onda je n ≤ 15, i ukoliko je n = 15, onda je G ili komplement

jednog od ²est regularnih izuzetnih grafova reda 15 iz drugog sloja, ili je G =

L(K6);

(vii) ako je r = 5, onda je n ≤ 16, i ukoliko je n = 16, onda je G Kleb²ov (A.

Clebsch) graf;
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(viii) ako je r = 4, onda je n ≤ 12, i ukoliko je n = 12, onda je G komplement

jednog od pet regularnih izuzetnih grafova reda 12 iz drugog sloja;

(ix) ako je r = 3, onda je n ≤ 10, i ukoliko je n = 10, onda je G Petersenov (J.

Petersen) graf.

Napomena 1.1 Primetimo da komplement Kleb²ovog grafa, �le�ijev i Petersenov

graf pripadaju, redom, tre¢em, drugom i prvom sloju izuzetnih grafova. Njihov opis,

kao i njihovi spektri mogu se na¢i u [23].

U Teoremi 1.4 odre�ena je gornja granica za red n r-regularnog grafa G koji

zadovoljava osobinu λ2 ≤ 1, a tako�e su date i sve mogu¢nosti za G u slu£ajevima

kada se dostiºe ta gornja granica. Sada odre�ujemo sve r-regularne grafove sa

osobinom λ2 ≤ 1 za neke �ksirane vrednosti stepena. Ve¢ smo pomenuli da su

odre�eni svi regularni grafovi koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1 ukoliko njihov stepen nije

ve¢i od 4, tako da se na² slede¢i korak prirodno name¢e.

Teorema 1.5 Neka je G 5-regularan graf reda n sa osobinom λ2(G) ≤ 1. Tada je

G jedan od slede¢ih grafova: K6, C8, C3∪̇C5, C4∪̇C4, 2K5, komplement jednog od

pet regularnih izuzetnih grafova reda 12 iz drugog sloja, Kleb²ov graf, L(CP (3)), ili

L(K2,6).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.4 (vii) vaºi n ≤ 16 i, ako je n = 16, onda je G Kleb²ov

graf.

Neka je n < 16 i pretpostavimo na po£etku da vaºi n ≥ 11. Tada je G povezan,

i budu¢i da je stepen grafa G neparan, postoje dva slu£aja koja ¢emo razmatrati.

Ako je G izuzetni graf, onda on mora biti reda 12 ili 14, a njegov stepen mora biti

n−6. Jedine mogu¢nosti su pet izuzetnih grafova reda 12 iz drugog sloja. O£igledno

G ne moºe biti koktelski graf (n− rG = 6 > 2).

Ako je G graf grana regularnog grafa H, tada je (na osnovu Leme 1.1) 4n deljivo

sa n− 4, ²to je nemogu¢e ako vaºi n = 14. Ukoliko je n = 12, onda je stepen grafa

H, rH = 12−6
2

+ 1 = 4, a broj njegovih £vorova je N = 2n
rH

= 6, pa je H = CP (3),

G = L(CP (3)) i, kona£no, G = L(CP (3)).

Ako je G graf grana semiregularnog bipartitnog grafa, budu¢i da vaºi n > 2rG,

dobijamo (na sli£an na£in kao i u Teoremi 1.3) da n mora biti jednako 12, i tada je

G = L(K2,6).

Pretpostavimo sada da je n < 11. Ako je n = 10 tada, na osnovu Teoreme 1.2,

mora biti G = 2K5. Ukoliko je n = 8, tada je rG = 2, odakle sledi da je G ili kontura
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ili nepovezan graf £ije su sve komponente povezanosti konture. Tako�e vaºi da ako

je G = Ck1∪̇Ck2∪̇ . . . ∪̇Ckl , tada je k1 + k2 + . . . + kl = n. Dakle, u ovom slu£aju

mora vaºiti G = C8, ili G = C3∪̇C5, ili G = C4∪̇C4. Kona£no, ako je n = 6, onda je

G = K6.

Sumiraju¢i dobijene rezultate, dolazimo do tvr�enja teoreme. �

Teorema 1.6 Neka je G 6-regularan graf reda n koji zadovoljava λ2(G) ≤ 1.

Tada je G jedan od slede¢ih grafova: K7, CP (4), C9, C3∪̇C6, C4∪̇C5, C3∪̇C3∪̇C3,

L(K4)∪̇L(K2,3), komplement jednog od pet regularnih izuzetnih grafova reda 10 iz

prvog sloja, CP (3)∪̇K5, L(K3,4), L(2K1,6), komplement jednog od ²est regularnih

izuzetnih grafova reda 15 iz drugog sloja, L(K6) ili L(K2,7).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.4 (vi), vaºi n ≤ 15, i ako je n = 15, onda je G

komplement jednog od ²est regularnih izuzetnih grafova reda 18 iz drugog sloja ili

je G = L(K6).

Neka je n < 15 i pretpostavimo na po£etku na²eg razmatranja da vaºi n ≥ 13.

Tada je G povezan i imamo dva slu£aja: n = 13 ili n = 14. Ako je G izuzetni graf,

onda je njegov stepen rG = 6 ukoliko je n = 13, ili rG = 7 ako je n = 14; me�utim,

ne postoje takvi regularni izuzetni grafovi. Jasno je da G ne moºe biti koktelski graf

budu¢i da je n−rG = 7 > 2. Za n ∈ {13, 14}, 4n nije deljivo sa n−4, pa prema Lemi

1.1 G ne moºe biti graf grana regularnog grafa. Ako je G graf grana semiregularnog

bipartitnog grafa, budu¢i da je n > 2rG, n mora biti 14, i G = L(K2,7) (videti i

dokaz Teoreme 1.3).

Sada pretpostavimo da je n < 13. Ako je n = 12, na osnovu Teoreme 1.2 je

G = 2K6 ili G = L(K3,4).

Ako je n = 11, tada je rG = 4. Ukoliko je komponenta grafa G izuzetni graf,

tada je broj njegovih £vorova ve¢i ili jednak 8 (zbog rG = 4). Prema tome, G bi

morao biti povezan graf, ali ne postoji regularan izuzetni graf stepena 4 i reda 11.

Ukoliko je komponenta grafa G graf grana regularnog grafa H, tada H ima

m ≤ 11 grana, a njegov stepen je rH =
r
G

2
+ 1 = 3. Ukoliko je N broj £vorova grafa

H, tada vaºi 3N = 2m, pa 3 deli 2m. Mogu¢nosti do kojih dolazimo su: m = 9

(ali bi tada ostale komponente grafa G imale ukupno 2 ili manje £vorova), m = 6

(tada je H = K4, pa je L(H) = CP (3) i ostale komponente grafa G imaju ukupno

5 £vorova, odakle sledi da je G = CP (3)∪̇K5), ili m = 3 (ali ovo nije mogu¢e jer bi

tada vaºilo N = 2 i rH = 3).

Ako je komponenta grafa G graf grana (r1, r2)-semiregularnog bipartitnog grafa,

tada je zbir r1 + r2 jednak rG + 2 = 6. Ispituju¢i sve mogu¢nosti, dolazimo do
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zaklju£ka da je K1,5 jedino re²enje. Tada druga komponenta grafa G ima 6 £vorova,

i budu¢i da je rG = 4, jasno je da ta druga komponenta mora biti CP (3). Ovo

re²enje je isto ono koje smo dobili i u prethodnom slu£aju, a isto to re²enje ¢emo

dobiti i ako pretpostavimo da je jedna komponenta grafa G koktelski graf.

Ako je n = 10, tada je rG = 3. Ukoliko je komponenta grafa G regularan

izuzetni graf, tada zato ²to je rG = 3 broj £vorova u toj komponenti mora biti 10, pa

je G povezan, i mora biti jedan od pet 3-regularnih izuzetnih grafova reda 10 koji

pripadaju prvom sloju.

Koktelski graf ne moºe biti komponenta grafa G jer je njegov stepen neparan.

Na isti na£in dolazimo do zaklju£ka da G ne moºe biti graf grana regularnog grafa

H budu¢i da za stepen grafa H vaºi rH =
r
G

2
+ 1.

Dakle, ako je G nepovezan, tada sve njegove komponente moraju biti grafovi

grana semiregularnih bipartitnih grafova i, ako je komponenta grafa G graf grana

(r1, r2)-semiregularnog bipartitnog grafa, onda je zbir r1 + r2 jednak rG + 2 = 5.

Jedino re²enje koje dobijamo ima dve komponente: jedna komponenta sa 4 £vora

(r1 = 1, r2 = 4), i druga sa 6 £vorova (r1 = 2, r2 = 3), to jest G = L(K1,4)∪̇L(K2,3),

odnosno G = L(K4)∪̇L(K2,3).

Ukoliko bi G bio povezan graf grana (r1, r2)-semiregularnog bipartitnog grafa,

tada bi vaºilo r1 + r2 = 5, i oba broja r1 i r2 bi morala da dele 10, ²to nije mogu¢e.

Ako je n = 9, sli£no kao i u dokazu prethodne teoreme vidimo da G mora biti

kontura, ili nepovezan graf £ije su sve komponente konture, pa G mora biti C9, ili

C3∪̇C6, ili C4∪̇C5, ili C3∪̇C3∪̇C3.

Na kraju, ukoliko je n = 8, tada je G = CP (4), a ako je n = 7, onda je G = K7.

Sumiranjem navedenih rezultata, dolazimo do tvr�enja teoreme. �

Dokazi naredne dve teoreme veoma su sli£ni dokazima Teoreme 1.5 i Teoreme

1.6, i stoga ¢e biti izostavljeni.

Teorema 1.7 Neka je G 7-regularan graf reda n koji zadovoljava λ2(G) ≤ 1. Tada

je G jedan od slede¢ih grafova: K8, C10, C3∪̇C7, C4∪̇C6, C5∪̇C5, C3∪̇C3∪̇C4, kom-

plement jednog od osam regularnih izuzetnih grafova reda 12 iz prvog sloja, 2CP (3),

L(Hi) (gde su Hi, 1 ≤ i ≤ 5, 3-regularni grafovi reda 8), L(B1) (gde je B1 semi-

regularan bipartitni graf sa parametrima (3,6,4,2)), L(B2) (gde je B2 semiregularan

bipartitni graf sa parametrima (4,4,3,3)), G = 2K7, G = L(H) (gde je H jedan od

dva 4-regularna grafa reda 7), komplement jednog od 38 regularnih izuzetnih grafova

reda 18 iz drugog sloja, ili L(K2,8).

Teorema 1.8 Neka je G 8-regularan graf reda n koji zadovoljava λ2(G) ≤ 1. Tada

je G jedan od slede¢ih grafova: K9, CP (5), C11, C3∪̇C8, C4∪̇C7, C5∪̇C6, C3∪̇C3∪̇C5,
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C3∪̇C4∪̇C4, 3K4, L(2K2,3), H∪̇K5 (gde je H regularan izuzetni graf reda 8 iz tre¢eg

sloja), L(K2,4)∪̇K5, komplement jednog od 21 regularnog izuzetnog grafa reda 14 iz

prvog sloja, CP (4)∪̇K7, L(K3,5), 2K8, komplement jednog od dva regularna izuzetna

grafa reda 21 iz drugog sloja, ili L(K2,9).

1.3 Neke spektralne nejednakosti za regularne

nebipartitne grafove bez trouglova

U ovom poglavlju razmatramo regularne nebipartitne grafove £iji je struk ve¢i

od 3. Predstavljamo spektralne nejednakosti koje se odnose na dijametar (Teorema

1.10), stepen (Teorema 1.11) i red (Teorema 1.12) regularnih nebipartitnih grafova

koji zadovoljavaju gr(G) > 3, kao i jednu takvu nejednakost koja se odnosi na ste-

pen regularnih nebipartitnih grafova koji zadovoljavaju gr(G) > 4 (Teorema 1.14).

Kako dobijene nejednakosti mogu biti iskori²¢ene u praksi ilustrujemo u slede¢em

poglavlju, gde ih primenjujemo prilikom odre�ivanja svih regularnih nebipartitnih

grafova £iji je struk ve¢i od 3 i £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena odozgo sa√
2, svih 3-regularnih nebipartitnih re�eksivnih grafova, kao i svih regularnih nebi-

partitnih grafova £iji je struk ve¢i od 4 i £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo sa
√
3.

Na po£etku dokazujemo jednostavnu, ali vrlo korisnu £injenicu. Za taj dokaz po-

trebno nam je jedno dodatno tvr�enje u kom je data Hajlbronerova (E. Heilbronner)

formula (videti [20], str. 59):

Teorema 1.9 Neka je G graf dobijen tako ²to je £vor v1 grafa G1 spojen granom

sa £vorom v2 grafa G2. Neka je G
′

1 (G
′

2) indukovan podgraf grafa G1 (G2) dobijen

izbacivanjem £vora v1 (v2) iz grafa G1 (G2). Tada vaºi:

PG(λ) = PG1(λ)PG2(λ)− PG
′

1
(λ)PG

′

2
(λ).

Teorema 1.10 Neka je G povezan r-regularan graf £iji je struk ve¢i od 3 i koji

zadovoljava λ2 ≤ √
r. Tada je diam(G) ≤ 4, i jednakost u ovoj nejednakosti vaºi

samo u slu£aju da je λ2 =
√
r.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vaºi diam(G) = k ≥ 5, i neka je v1, . . . , vk+1 put

duºine k u grafu G. Uo£imo podgraf H grafa G indukovan £vorovima v1, N(v1), v3,

vk+1, N(vk+1), vk−1. GrafH je nepovezan. Sastoji se od dve (izomorfne) komponente
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i obe su pravi nadgrafovi grafa K1,r, pa je indeks svake od njih ve¢i od
√
r. Sada na

osnovu Teoreme 0.2 vaºi λ2(G) ≥ λ2(H) >
√
r.

Ako vaºi λ2(G) <
√
r, tada je dijametar grafa G manji od 4 (ina£e G sadrºi

2K1,r kao indukovan podgraf ²to povla£i λ2(G) ≥ √
r). Sada pretpostavimo da

vaºi λ2(G) ≤ √
r i diam(G) = 5. Neka je v1, · · · v6 put duºine 5 u grafu G, G1 =

G[v1, N(v1), v3] i G2 = G[v4, N(v4), v6]. I G1 i G2 su pravi nadgrafovi grafa K1,r, pa

vaºi PGi
(
√
r) > 0, za i = 1, 2. Neka je sada H podgraf grafa G odre�en £vorovima

v1, N(v1), v3, v4, N(v4), v6. Vrednost karakteristi£nog polinoma grafa H u ta£ki
√
r

moºe se lako izra£unati kori²¢enjem prethodne teoreme:

PH(
√
r) = PG1(

√
r)PG2(

√
r)− PG1\v3(

√
r)PG2\v4(

√
r) =

= PG1(
√
r)PG2(

√
r)− 0 > 0,

odakle sledi da je λ2(H) >
√
r, pa na osnovu Teoreme 0.2 vaºi λ2(G) >

√
r. Dakle,

diam(G) ≤ 4, i dokaz je zavr²en. �

Primeri grafova za koje se granica data u prethodnoj teoremi dostiºe (r-regularni

grafovi bez trouglova, dijametra 4, £ija je druga sopstvena vrednost jednaka
√
r) jesu:

C8, Mebijus�Kantorov (A.S. Möbius i S. Kantor) graf, Papusov (nazvan po gr£kom

matemati£aru Papusu iz Aleksandrije) graf i Adamarovi (J.S. Hadamard) grafovi

(za opis Adamarovih grafova i njihovih spektara videti [46]).

U teoremi koja sledi predstavljamo gornju granicu za stepen r-regularnog nebi-

partitnog grafa £iji je struk ve¢i od tri i £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo sa
√
r, ali pre toga sledi pomo¢na lema i njen dokaz. U oba dokaza kori-

stimo graf Fk dobijen dodavanjem k vise¢ih grana na £vorove stepena 1 grafa P2.

Jednostavno je (koriste¢i Teoremu 1.9) videti da vaºi λ2(Fk) =
−1+

√
1+4k

2
.

Lema 1.2 Neka je G povezan r-regularan nebipartitan graf £iji je struk ve¢i od 3

koji zadovoljava λ2(G) ≤ c. Ako je r > 2c2 + c+1, tada G sadrºi C5 kao indukovan

podgraf.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno (da C5 nije indukovan podgraf grafaG). Na osnovu

Teoreme 1.10 vaºi diam(G) ≤ 3. Budu¢i da G nije bipartitan, C7 mora biti njegov

indukovan podgraf. Neka su v1, . . . , v7 £vorovi jednog takvog indukovanog podgrafa

grafa G. Oba £vora v4 i v5 mogu imati najvi²e ⌊c2⌋ suseda na rastojanju 3 od v1

(u suprotnom, G sadrºi 2K1,⌊c2⌋+1 kao indukovan podgraf), pa oba ta £vora imaju

najmanje ⌈c2 + c⌉ + 1 suseda na rastojanju 2 od v1. Me�u susedima £vorova v4 i

v5 moraju postojati dva susedna £vora (oba na rastojanju 2 od v1), u suprotnom

G sadrºi F⌈c2+c⌉+1 kao indukovan podgraf, odakle sledi λ2(G) > c. Ta dva susedna
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£vora, njihovi zajedni£ki susedi sa £vorom v1 i £vor v1 obrazuju konturu C5 u G, ²to

je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. �

Teorema 1.11 Neka je G povezan r-regularan nebipartitan graf £iji je struk ve¢i od

3 koji zadovoljava λ2(G) ≤ c, c > 0. Tada vaºi r ≤ c4 + 2c3 + 4c2 + 2c+ 3.

Dokaz. Neka je r > c4+2c3+4c2+2c+3. Pretpostavimo da postoje dva £vora u i v

grafa G na rastojanju 2 koji imaju najvi²e ⌊c2+ c⌋ zajedni£kih suseda. Tada postoji

barem ⌈c4 + 2c3 + 3c2 + c+ 3⌉ £vorova u skupu N(u)\N(v). Ako skup N(u)\N(v)

podelimo na podskupove sa ⌈c2⌉ elemenata, tada takvih podskupova ima vi²e od

⌊c2 + c⌋ + 1. Uo£imo jedan takav podskup. �vorovi koji mu pripadaju susedni su

sa vi²e od ⌈c4 + 2c3 + 2c2 + c + 1⌉ £vorova iz N(v) (u suprotnom, G sadrºi kao

indukovan podgraf graf koji se dobija kada se jednom £voru stepena 1 grafa P3 doda

⌈c2⌉ vise¢ih grana, i ⌈c2⌉+ 1 drugom, ²to povla£i λ2(G) > c).

Dakle, u svakom opisanom podskupu postoji najmanje jedan £vor koji ima barem

⌊c2 + c⌋ + 1 suseda u N(v). Uo£imo ta£no ⌊c2 + c⌋ + 1 takvih £vorova, i neka je

w jedan £vor iz skupa (N(u) ∩ N(v)). Svaki od uo£enih ⌊c2 + c⌋ + 1 £vorova ima

najvi²e ⌊c2 + c⌋ zajedni£kih suseda sa w (u suprotnom, G sadrºi graf F⌊c2+c⌋+1 kao

indukovani podgraf), ali to zna£i da postoji vi²e od ⌊c2 + c⌋ + 1 £vorova u N(w)

koji nisu susedni nijednom od ⌊c2 + c⌋ + 1 uo£enih £vorova. Dakle, G sadrºi graf

F⌊c2+c⌋+1 kao indukovani podgraf. To zna£i da, ako vaºi r > c4 + 2c3 + 4c2 + 2c+ 3,

svaka dva £vora na rastojanju 2 (u G) moraju imati barem ⌊c2 + c⌋+ 1 zajedni£kih

suseda. Na osnovu Leme 1.2, G sadrºi C5 kao indukovani podgraf. Lako je uo£iti

(posmatranjem dva susedna £vora konture C5 indukovane u G i njihovih suseda) da

G mora sadrºati F⌊c2+c⌋+1 kao indukovan podgraf, odakle sledi λ2(G) > c, £ime je

dokaz zavr²en. �

Izgleda da ne postoji graf koji dostiºe granicu datu u prethodnoj teoremi. Me�u-

tim, za male vrednosti λ2, ona daje dobru procenu maksimalne vrednosti stepena,

a njen teorijski zna£aj ogleda se u tome ²to nam omogu¢ava da dokaºemo da po-

stoji kona£no mnogo povezanih r-regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova koji

zadovoljavaju λ2 < r (videti Teoremu 1.13).

Sada moºemo formulisati dve jednostavne posledice Teoreme 1.11 i Leme 1.2,

koje obezbe�uju dovoljan spektralni uslov za bipartitnost u klasi regularnih grafova

bez trouglova (kao i bez trouglova i petouglova). U oba slu£aja druga sopstvena

vrednost je pokazatelj da li je dati regularan graf bez trouglova (bez trouglova i

petouglova) bipartitan.
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Posledica 1.1 Neka je G povezan r-regularan graf bez trouglova i petouglova koji

zadovoljava r > 2λ2
2 + λ2 + 1. Tada je G bipartitan.

Posledica 1.2 Neka je G povezan r-regularan graf bez trouglova koji zadovoljava

r > λ4
2 + 2λ3

2 + 4λ2
2 + 2λ2 + 3. Tada je G bipartitan.

U slede¢oj teoremi dajemo gornju granicu za broj £vorova regularnog grafa £iji

je struk ve¢i od 3.

Teorema 1.12 Neka je G r�regularan graf reda n £iji je struk ve¢i od 3. Tada vaºi:

n ≤ r2(λ2 + 2)− rλ2(λ2 + 1)− λ2
2

r − λ2
2

, (1.2)

kad god je desna strana nejednakosti pozitivna.

Dokaz. Uo£imo slede¢u podelu skupa XG £vorova grafa G: (i) proizvoljan £vor v,

(ii) N(v) i (iii) XG\(v ∪ N(v)), pa posmatrajmo odgovaraju¢u podelu na blokove

A = (Aij), 1 ≤ i, j ≤ 3 njegove matrice susedstva. Ako je d srednja vrednost

stepena £vorova u podgrafu indukovanom £vorovima koji nisu susedni £voru v, tada

je matrica £iji su elementi srednje vrednosti suma u vrstama blokova Aij:

B =




0 r 0

1 0 r − 1

0 r − d d


 ,

gde su vrednosti B22 i B23 izra£unate imaju¢i u vidu da G ne sadrºi trouglove, ²to

zna£i da je G[N(v)] totalno nepovezan graf. Na osnovu Teoreme 0.3 sopstvene vred-

nosti matrice B prepli¢u sopstvene vrednosti matrice A. Karakteristi£ni polinom

matrice B je (x− r)(x2 − (d− r)x− d), pa zato izraz x2 − (d− r)x− d ne moºe biti

pozitivan za x = λ2, odnosno vaºi

λ2
2 − (d− r)λ2 − d ≥ 0.

Ili, ekvivalentno prethodnoj nejednakosti,

d ≤ λ2(λ2 + r)

λ2 + 1
.

Budu¢i da postoji ta£no r2 grana izme�u skupova N(v) i XG\(v ∪N(v)), sledi

d =
r(n− 2r)

n− r − 1
.
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Graf G ne sadrºi trouglove, te vaºi n − 2r ≥ 0. Zamenjuju¢i navedenu jednakost u

prethodnu nejednakost dolazimo do

r(n− 2r)(λ2 + 1) ≤ (n− r − 1)λ2(λ2 + r). (1.3)

Rezultat sledi nakon upro²¢avanja dobijene nejednakosti. �

Jednakost u nejednakosti iz prethodne teoreme dostiºu, na primer, Petersenov i

Kleb²ov graf.

Napomena 1.2 Nejednakost (1.3) vaºi za bilo koji graf koji zadovoljava uslove Te-

oreme 1.12, ali postoji mogu¢nost da je desna strana nejednakosti (1.2) negativna

� najmanji (u smislu reda grafa) primer je 3-regularan graf reda 10 £ija je druga

sopstvena vrednost jednaka 2 (opis ovog grafa moºe se na¢i u radu [15]).

Formulisa¢emo direktnu posledicu prethodne dve teoreme.

Teorema 1.13 Skup svih povezanih regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova

koji zadovoljavaju λ2 <
√
r jeste kona£an.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.11, stepen r je ograni£en. Zatim, na osnovu Teoreme

1.12, i red n je ograni£en, odakle sledi tvr�enje. �

U slede¢oj teoremi navodimo i gornju granicu za stepen regularnog nebipartitnog

grafa £iji je struk ve¢i od 4.

Teorema 1.14 Neka je G povezan r-regularan nebipartitan graf za koji vaºi gr(G) ≥
5. Tada je r ≤ λ2

2 + λ2 + 1.

Dokaz. Uo£imo dva susedna £vora, u i v, grafa G. Graf G ne sadrºi trouglove, pa je

njegov podgraf G[N(u)] (G[N(v)]) totalno nepovezan graf. Tako�e, G ne sadrºi ni

£etvorouglove, pa ne postoji nijedna grana izme�u skupova N(u) \ {v} i N(v) \ {u}.
Indukovani podgraf G[u ∪N(u) ∪ v ∪N(v)] grafa G u stvari je graf Fr−1 opisan na

po£etku ovog poglavlja, i kao ²to je ve¢ re£eno, njegova druga sopstvena vrednost

je −1+
√
4r−3

2
. Na osnovu Teoreme 0.2 vaºi λ2(G) ≥ λ2(G[u ∪ N(u) ∪ v ∪ N(v)]) =

−1+
√
4r−3

2
. Rezultat sledi nakon sre�ivanja izraza. �

Primeri grafova koji dostiºu gornju granicu stepena datu u prethodnoj teoremi

jesu takozvani jako regularni grafovi £iji je struk 5, to jest C5, Petersenov graf i

Hofman�Singltonov (A.J. Ho�man i R.R. Singleton) graf.
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1.4 Regularni nebipartitni grafovi bez trouglova

£ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo zadatom konstantom

Kao ²to smo napomenuli u prethodnom poglavlju, ovde ¢emo se posvetiti odre-

�ivanju regularnih nebipartitnih grafova bez trouglova kod kojih je druga sopstvena

vrednost ograni£ena odozgo nekom datom konstantom. Naime, odre�ujemo sve re-

gularne nebipartitne grafove £iji je struk ve¢i od 3 i £ija je druga sopstvena vrednost

ograni£ena odozgo sa
√
2 (Teorema 1.15), sve 3-regularne nebipartitne re�eksivne

grafove £iji je struk ve¢i od 4 (Teorema 1.17), kao i sve regularne nebipartitne gra-

fove £iji je struk ve¢i od 4 i £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena odozgo sa√
3 (Teorema 1.19). Podaci o dobijenim grafovima predstavljeni su u poslednjem

potpoglavlju. Da bismo predstavili grafove odre�ene u Potpoglavlju 1.4.2 i Potpo-

glavlju 1.4.3 koristimo heksadecimalnu reprezentaciju (matrice susedstva) grafa do

koje se dolazi na slede¢i na£in: (binarni) broj dobijen nadovezivanjem vrsta gornjeg

trougla matrice susedstva predstavljen je kao heksadecimalni broj.

1.4.1 Regularni nebipartitni grafovi £iji je struk ve¢i od 3

koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2

Neka je G r-regularan nebipartitan graf £iji je struk ve¢i od 3 koji zadovoljava

λ2 ≤
√
2. Tada, o£igledno, G mora biti povezan, i vaºi r ≥ 2. Budu¢i da postoje

ta£no dva 2-regularna grafa koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2 (C5 i C7), nadalje moºemo

pretpostaviti da vaºi r ≥ 3. Sada na osnovu Teoreme 1.10 sledi da je dijametar

grafa G najvi²e 3.

Da bismo uspostavili gornju granicu za stepen grafa G, uo£imo grafove H1 i H2

prikazane na Slici 1. Graf H1 je zabranjen podgraf za svojstvo λ2 ≤
√
2 u familiji

regularnih grafova zato ²to je najmanja sopstvena vrednost njegovog komplementa

H1 manja od −1 −
√
2. Tako�e vaºi λ2(H2) >

√
2, pa je H2 zabranjen podgraf za

isto svojstvo.
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H1 H2

Slika 1: Dva zabranjena podgrafa za regularne grafove koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2

Lema 1.3 Neka je G r-regularan nebipartitan graf £iji je struk ve¢i od 3 koji zado-

voljava λ2 ≤
√
2. Tada vaºi r ≤ 5. Ukoliko je r = 5, tada je G Kleb²ov graf.

Dokaz. Uo£imo da G ne sadrºi Ck , k ≥ 9 kao indukovan podgraf (λ2(Ck) >
√
2).

�tavi²e, ako je r ≥ 6, tada G ne sadrºi C7 kao indukovan podgraf (u suprotnom

G sadrºi K1,6∪̇K2 kao indukovan podgraf, ali je najmanja sopstvena vrednost grafa

K1,6∪̇K2 manja od −1−
√
2, ²to povla£i λ2(G) >

√
2). Budu¢i da G nije bipartitan,

on mora sadrºati C5 kao indukovan podgraf.

Jednostavno se moºe proveriti da je bar jedan od grafova Hi (i = 1, 2) indukovani

podgraf grafa G ako je r ≥ 10. Neka je zato 5 ≤ r ≤ 9 i neka je v proizvoljan £vor

grafa G. Ozna£imo sa U skup £vorova grafa G koji su na rastojanju 2 od v (skup U

o£igledno nije prazan), i za u ∈ U de�ni²imo broj d∗(u) kao broj zajedni£kih suseda

£vorova u i v (vaºi d∗(u) ≥ 1). Razmotri¢emo pet slu£ajeva.

Slu£aj 1: r = 9. Pretpostavimo da skup U sadrºi £vor u za koji vaºi d∗(u) = 3.

Tada podgraf G[N(u)△N(v)] (gde je N(u)△N(v) = (N(u)\N(v)) ∪(N(v)\N(u)))

mora biti 3-regularan bipartitan (u suprotnom G sadrºi ili H1 ili H2 kao indukovan

podgraf). Postoji pet takvih povezanih grafova, i jedan nepovezan (to je graf 2K3,3).

Lako se moºemo uveriti da za svaki od njih vaºi λ2 >
√
2.

Sli£no, ako U sadrºi £vor u sa osobinom d∗(u) = 4, tada G[N(u)△N(v)]mora biti

2-regularan bipartitan. Jasno je da za takav graf vaºi ili λ2 = 2 (ako je nepovezan),

ili λ2 =
1+

√
5

2
>

√
2 (ako je povezan).

Dakle, dva £vora na rastojanju 2 u G ili imaju manje od tri, ili vi²e od £etiri

zajedni£ka suseda. Pretpostavimo da postoji £vor u ∈ U , za koji vaºi 1 ≤ d∗(u) ≤ 2,

i neka je w ∈ N(u) ∩ N(v). Tada svaki sused £vora u (koji nije susedan £voru

v) ima barem pet suseda me�u susedima £vora v (koji nisu susedni £voru u), i

obrnuto (u suprotnom G sadrºi H1 kao indukovani podgraf). Budu¢i da G ne sadrºi

H2 kao indukovani podgraf, svaki £vor koji pripada skupu N(u)\N(v), kao i svaki

£vor koji pripada skupu N(v)\N(u) moºe biti susedan najvi²e jednom £voru skupa

N(w)\{u, v}, ali tada G sadrºi H1 kao indukovani podgraf. Dakle, svaka dva £vora
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na rastojanju 2 u G imaju vi²e od £etiri zajedni£ka suseda, ali tada C5 ne moºe biti

indukovani podgraf grafa G, ²to je kontradikcija.

Slu£aj 2: r = 8. Pretpostavimo da skup U sadrºi £vor u za koji vaºi d∗(u) = 3,

i neka je N(u)\N(v) = {w1, . . . , w5}. Za svaki £vor wi ∈ N(u)\N(v) vaºi 2 ≤
d∗(wi) ≤ 3 (u suprotnom G sadrºi ili H1 ili H2 kao indukovani podgraf). U skupu

N(u)\N(v) nalazi se pet £vorova, pa me�u njima postoje dva koji zadovoljavaju

d∗(wi) = 2 i imaju barem jednog zajedni£kog suseda u skupu N(v)\N(u), ili me�u

njima postoje dva koji zadovoljavaju d∗(wi) = 3 i imaju barem dva zajedni£ka suseda

u skupu N(v)\N(u). Tada se direktno moºe proveriti da svaki od £etiri mogu¢a

podgrafa grafa G, indukovana £vorovima u, v, N(v), i sa opisanim £vorovima iz

skupa N(u)\N(v), ima drugu sopstvenu vrednost ve¢u od
√
2.

S druge strane, ako U sadrºi £vor u za koji vaºi 1 ≤ d∗(u) ≤ 2, uo£imo £vor

w ∈ N(u)∩N(v), i tada je ostatak dokaza isti kao i odgovaraju¢i deo u prethodnom

slu£aju.

Slu£aj 3: r = 7. Uz pomo¢ ra£unara moºemo generisati sve povezane 7-regularne

grafove bez trouglova reda n ≤ 20. Postoji 751 takav graf, i nijedan od njih ne

zadovoljava uslov λ2 ≤
√
2.

Ukoliko je n ≥ 28, tada, na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrºi K2,3 kao indukovani

podgraf, pa za svaki £vor u ∈ U vaºi d∗(u) ≤ 2. Neka je u ∈ U £vor za koji vaºi

d∗(u) = 2 (takav £vor mora postojati, ina£e G sadrºi graf F6 opisan u Poglavlju 1.3,

a za njega vaºi λ2 >
√
2). Sada vidimo da podgraf G[N(u)△N(v)] mora biti 2-

-regularan bipartitan (u suprotnom G sadrºi ili H1 ili K2,3 kao indukovani podgraf),

a druga sopstvena vrednost takvog grafa ve¢a je od
√
2.

Ako je 24 ≤ n ≤ 26, tada na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrºi ni K2,4, niti K3,3

kao indukovani podgraf, pa postoji £vor u ∈ U za koji vaºi d∗(u) = 3. Naravno,

tri £vora u skupu N(u) ∩ N(v) moraju imati sve svoje susede (razli£ite od u i

v) u skupu X\(N(u) ∪ N(v)). Tako�e, nijedan £vor grafa G nije susedan sa sva

tri zajedni£ka suseda £vorova u i v, pa jednostavno prebrojavanje grana (izme�u

skupova N(u) ∩ N(v) i X\(N(u) ∪ N(v))) implicira da, ako je n = 26, postoje

barem dva £vora koji su susedni sa dva zajedni£ka suseda £vorova u i v. Uo£imo

slede¢u podelu skupa X (£vorova grafa G): A = N(u) ∩ N(v), B je skup koji

sadrºi dva opisana £vora (koji su susedni £vorovima u skupu A), C = {u, v} i
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D = X\(A ∪B ∪ C). Ova podela indukuje koli£ni£ku matricu

M1 =




0 3 0 4

2 0 4
3

11
3

0 2 0 5
8
19

11
19

10
19

104
19




.

Na osnovu Teoreme 0.3, vaºi λ2(G) > λ2(M1) >
√
2. Ako je n = 24, postoje

barem £etiri £vora koji ne pripadaju skupu u∪N(u)∪ v ∪N(v), i susedni su sa dva

zajedni£ka suseda £vorova u i v. Tada G sadrºi graf K2,4 kao indukovani podgraf,

²to je kontradikcija.

Kona£no, ako je n = 22, tada G ne sadrºi ni K2,5, niti K3,3 kao indukovani

podgraf (na osnovu Teoreme 0.4), pa vaºi d∗(u) = 3 za svaki £vor u ∈ U , ili postoji

£vor u ∈ U koji zadovoljava d∗(u) = 4. U prvom slu£aju jednostavno se proverava

da vaºi diam(G) = 2, pa G mora biti jako regularan graf sa parametrima (22, 7, 0, 3),

ali takav graf ne postoji (videti Teoremu 7.3 u monogra�ji [20]). U drugom slu£aju

jednostavno se moºe proveriti da (pod pretpostavkom da G ne sadrºi ni K3,3, niti

H2 kao indukovani podgraf) mora postojati £vor w ∈ X\(N(u)∪N(v)∪ u∪ v) koji

je susedan sa ta£no pet £vorova skupa N(v) (ili N(u)), ali tada podgraf G[u ∪ v ∪
w∪N(v)] (odnosno G[u∪v∪w∪N(u)]) ima drugu sopstvenu vrednost ve¢u od

√
2.

Slu£aj 4: r = 6. Nijedan od 4012 povezanih 6-regularnih grafova bez trouglova

reda n ≤ 19 koje smo generisali uz pomo¢ ra£unara ne zadovoljava uslov λ2 ≤
√
2.

Ako je n ≥ 22, na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrºi K2,3 kao indukovan podgraf.

Tada postoje dva £vora u i v sa samo jednim zajedni£kim susedom, ili svaka dva £vora

na rastojanju 2 u G imaju ta£no dva zajedni£ka suseda. U prvom slu£aju je podgraf

indukovan sa deset £vorova koji nisu susedni ni sa u ni sa v 2-regularan bipartitan

(u suprotnom G sadrºi H1 kao indukovan podgraf), ali o£igledno takav podgraf ima

drugu sopstvenu vrednost ve¢u od
√
2. U drugom slu£aju jednostavno uo£avamo

da je dijametar grafa G 2, pa G mora biti jako regularan graf sa parametrima

(22, 6, 0, 2), me�utim takav graf ne postoji (videti opet Teoremu 7.3 monogra�je

[20]).

Preostale su jo² mogu¢nosti n ∈ {20, 21}. Na osnovu Teoreme 0.4, G ne sadrºi

K2,4 niti K3,3 kao indukovan podgraf. Tada sledi da postoji £vor u ∈ U sa osobinom

d∗(u) = 3. Sva tri £vora skupa N(u) ∩N(v) moraju imati sve svoje ostale susede u

skupu S = X\(N(u) ∪ N(v)). Budu¢i da svaki £vor iz skupa S moºe biti susedan

sa najvi²e dva £vora iz skupa N(u) ∩ N(v), postoje barem dva £vora u S koji su

susedni sa ta£no dva £vora skupa N(u) ∩ N(v). Uo£imo slede¢u podelu skupa X:

A = N(u)∩N(v), B je skup dva £vora koji su susedni sa ta£no dva £vora skupa A,
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C = {u, v} i D = X\(A ∪ B ∪ C). Ova podela indukuje koli£ni£ku matricu

M2 =




0 3 0 3

2 0 4
3

8
3

0 2 0 4
6

n−7
8

n−7
8

n−7
6n−64
n−7




.

Sada, na osnovu Teoreme 0.3, vaºi λ2(M2) >
√
2 za n ∈ {20, 21}, odakle sledi

λ2(G) >
√
2.

Slu£aj 5: r = 5. Postoji ta£no 405193 povezana 5-regularna nebipartitna grafa

bez trouglova reda n, n ≤ 18, i proverom uz pomo¢ ra£unara dolazimo do zaklju£ka

da samo jedan od njih zadovoljava uslov λ2 ≤
√
2. To je Kleb²ov graf (videti i

Poglavlje 1.2).

Ako je G povezan 5-regularan nebipartitni graf bez trouglova reda n koji zado-

voljava uslov λ2 ≤
√
2, i ako je n ≥ 20, tada, prema Teoremi 0.4, G ne sadrºi K2,3

kao indukovan podgraf.

Neka vaºi n ≥ 20. Pretpostavimo da postoje dva £vora u i v, koji imaju samo

jednog zajedni£kog suseda w, i neka je A £etvoroelementni skup N(u)\{w} i B

£etvoroelementni skup N(v)\{w}. Podgraf G[A∪B] grafa G je bipartitan, sa £etiri

£vora u svakoj klasi obojivosti, svaki £vor tog podgrafa je najvi²e stepena 2 i dva

£vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti imaju najvi²e jednog zajedni£kog suseda.

Postoji 26 grafova sa tim osobinama. Posmatraju¢i podgraf grafa G indukovan sa

u, v, w i £vorovima skupa A ∪B, vidimo da samo dva zadovoljavaju osobinu da im

je druga sopstvena vrednost manja ili jednaka
√
2: jedan od njih se dobija ako je

G[A ∪ B] izomorfan sa C8, a drugi ako je G[A ∪ B] izomorfan sa C6∪̇K2. Uo£imo

podelu skupaX: {u}, {v}, {w}, A, B, X\({u, v, w}∪A∪B) koja indukuje koli£ni£ku

matricu

M3 =




0 1 0 4 0 0

1 0 1 0 0 3

0 1 0 4 0 0

1 0 0 0 e
3

4− e
3

0 0 1 e
3

0 4− e
3

0 3
n−11

0 16−e
n−11

16−e
n−11

5n+2e−90
n−11




,

gde e ozna£ava broj grana u podgrafu G[A∪B]. Budu¢i da vaºi 7 ≤ e ≤ 8, tada za

n ≥ 20, na osnovu Teoreme 0.3, sledi λ2(G) ≥ λ2(M3) >
√
2.

Ako svi £vorovi koji su na rastojanju 2 u G imaju ta£no dva zajedni£ka suseda

i ako vaºi n ≥ 20, tada postoje dva £vora u G koji su na rastojanju 3. Ozna£imo

te £vorove sa u i v, i neka je u, w1, w2, v put duºine 3 koji ih povezuje. Neka je C
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£etvoroelementni skup N(u)\{w1} i D £etvoroelementni skup N(v)\{w2}. Podgraf
G[C ∪D] grafa G je bipartitan, sa £etiri £vora u svakoj klasi obojivosti i svaki £vor

tog podgrafa je stepena najvi²e 2. Postoje 32 grafa sa tim osobinama, od kojih

28 zadovoljava osobinu da im je druga sopstvena vrednost manja ili jednaka
√
2.

Posmatraju¢i sada 28 mogu¢ih podgrafova grafa G, koji su indukovani £vorovima

u, v, w i £vorovima skupa C ∪D, vidimo da samo dva zadovoljavaju osobinu da im

je druga sopstvena vrednost manja ili jednaka
√
2, i tada je G[C ∪D] izomorfan sa

C8 ili sa C6∪̇K2. Ako je G[C ∪D] izomorfan sa C8, £vor w1 ne moºe imati nijednog

suseda u skupu B, pa podgraf indukovan £vorovima w1, u, v i £vorovima skupa

C ∪D ima drugu sopstvenu vrednost ve¢u od
√
2. Ukoliko je G[C ∪D] izomorfan sa

C6∪̇K2, £vor w1 moºe biti susedan samo sa jednim £vorom grafa K2, i u oba slu£aja

(w1 je susedan sa jednim £vorom grafa K2, odnosno w1 nije susedan ni sa jednim

£vorom grafa K2), podgraf indukovan £vorovima w1, u, v i £vorovima skupa C ∪D

ima drugu sopstvenu vrednost ve¢u od
√
2.

Ovim je dokaz zavr²en. �

Sada ¢emo ograni£iti red r-regularnih, 3 ≤ r ≤ 4, nebipartitnih grafova £iji je

struk ve¢i od 3 i koji zadovoljavaju uslov λ2 ≤
√
2. Koristimo i slede¢i rezultat

(koji se moºe na¢i u radu [35]): ako je G prost graf koji ne sadrºi trouglove reda n

i minimalnog stepena d, i ukoliko vaºi d > 2
5
n, tada je G bipartitan.

Lema 1.4 Neka je G r-regularan, 3 ≤ r ≤ 4, nebipartitan graf reda n £iji je struk

ve¢i od 3 koji zadovoljava λ2 ≤
√
2. Tada:

(i) ako vaºi r = 3, onda vaºi 8 ≤ n ≤ 18;

(ii) ako vaºi r = 4, onda vaºi 10 ≤ n ≤ 17.

Dokaz. Budu¢i da G nije bipartitan, donje granice u oba slu£aja dobijamo iz

nejednakosti r ≤ 2
5
n, zamenjuju¢i r = 3 (r = 4).

Ako je r = 3, tada na osnovu Teoreme 1.12 vaºi n ≤ 18, £ime je dokaz tvr�enja

(i) zavr²en.

Ako je r = 4, na osnovu Teoreme 1.12 vaºi n ≤ 19. Postoji samo jedan 4-

-regularan graf reda n ≤ 19 £iji je struk ve¢i od 4, i taj graf ima drugu sopstvenu

vrednost ve¢u od
√
2. Dakle, G mora sadrºati K2,2 kao indukovani podgraf, pa na

osnovu Teoreme 0.4 vaºi n ≤ 17, £ime je zavr²en i dokaz tvr�enja (ii). �

Postoji ta£no 8529 3-regularnih nebipartitnih grafova £iji je struk ve¢i od 3, koje

smo generisali koriste¢i ra£unar. Me�u njima samo dva imaju osobinu λ2 ≤
√
2:

Petersenov graf i graf G1 prikazan na Slici 2.

25



Tako�e, uz pomo¢ ra£unara generisali smo ta£no 212 554 4-regularna nebipar-

titna grafa £iji je struk ve¢i od 3. �etiri grafa me�u njima zadovoljavaju uslov

λ2 ≤
√
2. To su grafovi Gi, 2 ≤ i ≤ 5 prikazani na Slici 2.

Dobijeni rezultati sumirani su u slede¢oj teoremi.

Teorema 1.15 Postoji ta£no 9 regularnih nebipartitnih grafova £iji je struk ve¢i od

3 koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2. To su: C5, C7, Petersenov graf, Kleb²ov graf i pet

grafova prikazanih na Slici 2.

G3G1 G2

G4 G5

Slika 2: Pet grafova iz Teoreme 1.15

Podaci o grafovima iz prethodne teoreme (red, struk i spektar) nalaze se u Pot-

poglavlju 1.4.4, Tabela 1.

1.4.2 3-regularni nebipartitni re�eksivni grafovi £iji je struk

ve¢i od 4

Svi 3-regularni nebipartitni grafovi £iji je struk ve¢i od 3 koji zadovoljavaju oso-

binu λ2 ≤
√
2 odre�eni su u prethodnom potpoglavlju (Teorema 1.15). Me�u njima

postoji jedan graf £iji je struk ve¢i od 4 i to je Petersenov graf. Sada odre�ujemo sve

3-regularne grafove £iji je struk ve¢i od 4 koji zadovoljavaju osobinu
√
2 ≤ λ2 ≤ 2.
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Lema 1.5 Neka je G 3-regularan nebipartitni re�eksivan graf. Tada vaºi gr(G) ≤ 7.

Dokaz. Pretpostavimo da vaºi gr(G) ≥ 8. Neka je v proizvoljan £vor grafa G.

Uo£imo podgraf G[v ∪D1 ∪D2 ∪D3], gde je Di = {u ∈ X, d(u, v) = i}, 1 ≤ i ≤ 3.

O£igledno je |Di| = 3 ·2i−1 i svaki podgraf G[Di], 1 ≤ i ≤ 3, jeste totalno nepovezan.

Neka je u £vor grafa G koji je na rastojanju 4 od v. Jednostavno se proverava da

vaºi λ2(G[v ∪ u ∪D1 ∪D2 ∪D3]) > 2 ako u ima jednog ili dva suseda u skupu D3,

pa svaki £vor na rastojanju 4 od v ima sve svoje susede u skupu D3. Zato struk

grafa G mora biti 8 i budu¢i da je G[D4] (D4 = {u ∈ X, d(u, v) = 4}) totalno

nepovezan graf, G ne sadrºi konturu neparne duºine. To zna£i da je G bipartitan,

²to je kontradikcija. �

Ograni£i¢emo i red 3-regularnog re�eksivnog grafa £iji je struk ve¢i od 4.

Lema 1.6 Neka je G 3-regularan re�eksivan graf reda n. Tada:

(i) ako vaºi gr(G) = 5, tada je n ≤ 20;

(ii) ako vaºi gr(G) = 6, tada je n ≤ 24;

(iii) ako vaºi gr(G) = 7, tada je n ≤ 28.

Dokaz.

(i) Neka je n ≥ 22. Ako sa V = {v1, . . . , v5} obeleºimo skup £vorova podgrafa

grafa G koji je izomorfan sa C5, tada svaki £vor skupa X \ V ima najvi²e

jednog suseda u skupu V , pa skup W = {wi ∈ X \ V, d(vi, wi) = 1} sadrºi

ta£no 5 £vorova. Podela skupa X: {V , W , X \ (V ∪W )} indukuje koli£ni£ku

matricu

P (e) =




2 1 0

1 2e
5

2− 2e
5

0 10−2e
n−10

3− 10−2e
n−10


 ,

gde e ozna£ava broj grana u podgrafu G[W ]. Sada je:

λ2(P (e)) =
5n− 5e+ ne− 75

5n− 50
+

+

√
n2e2

25
− 2n2e

5
+ 2n2 − 2ne2

5
+ 6ne− 40n+ e2 − 30e+ 225

n− 10
.

Jednostavno se proverava da je za svako �ksirano n ≥ 22 funkcija λ2(P (e))

rastu¢a po promenljivoj e, pa je: λ2(P (e)) ≥ λ2(P (0)) = n+
√
2n2−40n+225−15

n−10
>

2, za n ≥ 22. Na osnovu Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(P (e)). Dakle, ako je

n ≥ 22, graf G nije re�eksivan, ²to je kontradikcija.
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(ii) Neka je n ≥ 26. Uo£imo podelu skupa X: {V = {v1, . . . , v6}, W = {wi ∈
X \ V, d(vi, wi) = 1}, X \ (V ∪ W )}, gde je V skup £vorova podgrafa grafa

G koji je izomorfan sa C6. Budu¢i da vaºi gr(G) = 6, skup W sadrºi ta£no 6

£vorova. Opisana podela indukuje koli£ni£ku matricu

R(e) =




2 1 0

1 e
3

2− e
3

0 12−2e
n−12

3− 12−2e
n−12


 ,

gde e ponovo ozna£ava broj grana u podgrafuG[W ]. Druga sopstvena vrednost

matrice R(e) je:

λ2(R(e)) =
6n− 6e+ ne− 108

6n− 72
+

+

√
n2e2

9
− 4n2e

3
+ 8n2 − 4ne2

3
+ 24ne− 192n+ 4e2 − 144e+ 1296

2n− 24
,

i jednostavno moºemo videti da je za svako �ksirano n ≥ 26, funkcija λ2(R(e))

rastu¢a po promenljivoj e. Sledi da za n ≥ 26 vaºi λ2(R(e)) ≥ λ2(R(0)) =
n+

√
2
√
n2−24n+162−18
n−12

> 2. Sada na osnovu Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(R(e)),

pa ako je n ≥ 26, graf G nije re�eksivan, ²to je kontradikcija.

(iii) Neka je n ≥ 30 i posmatrajmo podelu skupaX: {V = {v1, . . . , v7}, W = {wi ∈
X \ V, d(vi, wi) = 1}, X \ (V ∪ W )}, gde je V skup £vorova podgrafa grafa

G koji je izomorfan sa C7. Skup W sadrºi ta£no 7 £vorova i podgraf G[W ] je

totalno nepovezan (gr(G) = 7). Ova podela indukuje koli£ni£ku matricu

S =




2 1 0

1 0 2

0 14
n−14

3− 14
n−14


 ,

£uja je druga sopstvena vrednost λ2(S) = n+
√
2n2−56n+441−21

n−14
. Vidimo da za

n ≥ 30 vaºi λ2(S) > 2, pa na osnovu Teoreme 0.3 G nije re�eksivan, ²to je

kontradikcija.

�

Na osnovu Leme 1.5 struk 3-regularnog nebipartitnog grafa nije ve¢i od 7, a

prethodna lema nam pruºa gornju granicu za broj £vorova 3-regularnog re�eksivnog

grafa G koji zadovoljava 5 ≤ gr(G) ≤ 7. Sada moºemo, uz pomo¢ ra£unara, da

generi²emo sve 3-regularne grafove (odgovaraju¢eg reda) £iji je struk izme�u 5 i 7

(postoji ta£no 6260 povezanih 3-regularnih grafova £iji red nije ve¢i od 20 i £iji je

struk 5, 7997 povezanih 3-regularnih grafova £iji red nije ve¢i od 24 i £iji je struk
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6 i 25 povezanih 3-regularnih grafova £iji red nije ve¢i od 28 i £iji je struk 7), i

da potom elimini²emo bipartitne, zatim one koji nisu re�eksivni i one £ija druga

sopstvena vrednost nije ve¢a od
√
2. Rezultat je dat u slede¢oj teoremi.

Teorema 1.16 Postoje ta£no 92 3-regularna nebipartitna grafa £iji je struk ve¢i od

4 i £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava
√
2 < λ2 ≤ 2, sa osobinama koje su

predstavljene u Tabeli 2 i Tabeli 3 Potpoglavlja 1.4.4.

Sada moºemo sumirati rezultate prethodnog i ovog potpoglavlja.

Teorema 1.17 Postoje ta£no 93 3-regularna nebipartitna re�eksivna grafa £iji je

struk ve¢i od 4. To su Petersenov graf i grafovi iz Teoreme 1.16.

1.4.3 Regularni nebipartitni grafovi £iji je struk ve¢i od 4

koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
3

Svi regularni grafovi £iji je struk ve¢i od 3 i koji zadovoljavaju osobinu λ2 ≤√
2 odre�eni su u Potpoglavlju 1.4.1 (Teorema 1.15). Me�u njima postoje dva

grafa stepena 2 £iji je struk ve¢i od 4, C5 i C7 i, kao ²to je ve¢ re£eno, jedan graf

stepena 3 £iji je struk ve¢i od 4, Petersenov graf. Tako�e, svi 3-regularni nebipartitni

re�eksivni grafovi £iji je struk ve¢i od 4 odre�eni su u prethodnom potpoglavlju

(Teorema 1.17). Osim Petersenovog, jo² £etiri grafa zadovoljavaju uslov λ2 ≤
√
3, i

to su grafovi L1, L2, L9 i L10 iz Tabele 2, Potpoglavlje 1.4.4.

Jasno je da su C9 i C11 jedini 2-regularni nebipartitni grafovi £iji je struk ve¢i

od 4 koji zadovoljavaju
√
2 < λ2 ≤

√
3. Zato se sada ograni£avamo na odre�ivanje

svih regularnih nebipartitnih grafova £iji je stepen ve¢i od 3, struk ve¢i od 4 i koji

zadovoljavaju osobinu
√
2 < λ2 ≤

√
3. Na osnovu Teoreme 1.14 stepen regularnog

nebipartitnog grafa G, za koji vaºi gr(G) ≤ 5 i £ija druga sopstvena vrednost nije

ve¢a od
√
3, nije ve¢i od 5.

Dakle, potrebno je odrediti sve r-regularne, 4 ≤ r ≤ 5, nebipartitne grafove £iji

je struk ve¢i od 4 koji zadovoljavaju
√
2 < λ2 ≤

√
3. Jasno je da je svaki takav graf

povezan.

Lema 1.7 Neka je G r-regularan, 4 ≤ r ≤ 5, nebipartitan graf £iji je struk ve¢i od

4 koji zadovoljava λ2 ≤
√
3. Tada vaºi gr(G) = 5.

Dokaz. Pretpostavimo da vaºi gr(G) ≥ 6. Tada je diam(G) ≥ 3. Tako�e je, na

osnovu Teoreme 1.10, diam(G) ≤ 3, pa je diam(G) = 3.
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Neka je v proizvoljan £vor grafa G. De�ni²imo skupove Di = {u ∈ X, d(u, v) =

i}, 1 ≤ i ≤ 2. Naravno, |Di| = r · (r− 1)i−1 i oba podgrafa G[Di], 1 ≤ i ≤ 2, totalno

su nepovezana.

Ako je r = 5, tada vaºi λ2(G[v ∪D1 ∪D2]) = 2 >
√
3, ²to je kontradikcija.

Ako je r = 4, uo£imo proizvoljan £vor u na rastojanju 3 od v. Sada se direktnom

proverom moºemo uveriti da vaºi λ2(G[v ∪ u∪D1 ∪D2]) >
√
3 ako u ima manje od

4 suseda u skupu D2, pa svaki £vor na rastojanju 3 od £vora v ima sve svoje susede

u skupu D2. Dakle, podgraf indukovan skupom £vorova koji se nalaze na rastojanju

3 od £vora v je totalno nepovezan, pa je G bipartitan, ²to je kontradikcija. �

Na² slede¢i zadatak je da postavimo gornju granicu za broj £vorova r-regularnog,

4 ≤ r ≤ 5, nebipartitnog grafa £iji je struk ve¢i od 4 i koji zadovoljava uslov λ2 ≤
√
3.

Lema 1.8 Neka je G r-regularan, 4 ≤ r ≤ 5, nebipartitan graf reda n, £iji je struk

ve¢i od 4 i koji zadovoljava uslov λ2 ≤
√
3. Tada:

(i) ako je r = 5, tada vaºi n ≤ 32;

(ii) ako je r = 4, tada vaºi n ≤ 23.

Dokaz. Na osnovu prethodne leme vaºi gr(G) = 5. Posmatrajmo slede¢u podelu

skupa X: {V = {v1, . . . , v5}, W = {wi ∈ X \V, d(vi, wi) = 1}, X \ (V ∪W )}, gde V
ozna£ava skup £vorova podgrafa grafa G koji je izomorfan sa C5. Svaki £vor skupa

X \V susedan je sa najvi²e jednim £vorom skupa V , a skup W sadrºi ta£no 5(r−2)

£vorova. Opisana podela indukuje koli£ni£ku matricu

T (e) =




2 r − 2 0

1 2e
5(r−2)

r − 1− 2e
5(r−2)

0 5(r−1)(r−2)−2e
n−5(r−1)

r − 5(r−1)(r−2)−2e
n−5(r−1)


 ,

gde e ozna£ava broj grana u podgrafu G[W ].

Neka je r = 5 i pretpostavimo da vaºi n ≥ 34. Druga sopstvena vrednost matrice

T (e) je:

λ2(T (e)) =
15n− 5e+ ne− 750

15n− 300
+

+

√
n2e2

225
− 2n2e

15
+ 4n2 − 2ne2

45
+ 4ne

3
− 160n+ e2

9
− 100e

3
+ 2500

n− 20
.

Za svaku �ksiranu vrednost broja n ≥ 34 funkcija λ2(T (e)) je rastu¢a po prome-

nljivoj e, u ²ta se jednostavno moºemo uveriti, pa u ovom slu£aju vaºi λ2(T (e)) ≥
λ2(T (0)) =

n+2
√
n2−40n+625−50

n−20
>

√
3. Na osnovu Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(T (e)),

a λ2(T (e)) >
√
3 za n ≥ 34, ²to je kontradikcija.
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Na isti na£in dolazimo do kontradikcije ako vaºi r = 4.

Ovim je dokaz zavr²en. �

Uz pomo¢ ra£unara generisali smo sve povezane 5-regularne grafove reda n ≤ 32,

£iji je struk ve¢i od 4. Postoje 94 takva grafa, ali nijedan ne zadovoljava uslov√
2 < λ2 ≤

√
3.

Postoji 4059 povezanih 4-regularnih grafova reda n ≤ 23, £iji je struk ve¢i od

4 (koje smo generisali uz pomo¢ ra£unara), i samo jedan od njih nije bipartitan i

zadovoljava uslov
√
2 < λ2 ≤

√
3. Ovaj graf ozna£i¢emo sa M . To je 4-regularan

graf reda 20, £iji je struk jednak 5, a njegov spektar je {4, 1.734, 1.563, 13, −1,

−1.734, −2.563, −3}.
Imaju¢i u vidu rezultate iz prethodnog potpoglavlja, moºemo formulisati slede¢u

teoremu.

Teorema 1.18 Postoji ta£no 5 r-regularnih, r > 2, nebipartitnih grafova £iji je

struk ve¢i od 4 koji zadovoljavaju
√
2 < λ2 ≤

√
3. To su 4 3-regularna grafa L1, L2,

L9 i L10 £iji su spektri dati u Tabeli 2 Potpoglavlja 1.4.4, i 4-regularan graf M .

Sada moºemo sumirati dobijene rezultate.

Teorema 1.19 Postoji ta£no 10 regularnih nebipartitnih grafova £iji je struk ve¢i

od 4 koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
3. To su: C5, C7, C9, C11, Petersenov graf i grafovi

iz Teoreme 1.18.

1.4.4 Podaci o grafovima iz Poglavlja 1.4

U ovom potpoglavlju nalaze se tabele koje sadrºe podatke o regularnim nebipar-

titnim grafovima koji su odre�eni u Poglavlju 1.4.

U Tabeli 1 dati su broj £vorova, struk i spektar grafova opisanih u Teoremi

1.15. Budu¢i da se sopstvene vrednosti konture proizvoljne duºune jednostavno

mogu izra£unati na osnovu broja njenih £vorova, podaci o njima bi¢e izostavljeni iz

Tabele 1.

U Tabeli 2 dati su broj £vorova i spektar grafova opisanih u Teoremi 1.16. Grafovi

Li, 1 ≤ i ≤ 55 ili 58 ≤ i ≤ 72 imaju struk 5, grafovi Li, i ∈ {56, 57} ili 73 ≤ i ≤ 89

imaju struk 6, dok grafovi Li, i ∈ {90, 91, 92} imaju struk 7.

U Tabeli 3 data je heksadecimalna reprezentacija grafova predstavljenih u Teo-

remi 1.16 i grafa M koji je odre�en u Potpoglavlju 1.4.3. Podaci o grafu M (red,

spektar i struk) mogu se na¢i u Potpoglavlju 1.4.3.
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Tabela 1: Podaci o regularnim nebipartitnim grafovima

£iji je struk ve¢i od 3 koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2

Graf n Struk Spektar

G1 8 4 3, 12, 0.412,−1,−2.412

Petersenov graf 10 5 3, 15,−24

G2 10 4 4, 1.232, 05,−3.232

G3 11 4 4, 1.402, 0.552, 0.372,−1.092,−3.232

G4 12 4 4, 16, 0,−22,−32

G5 13 4 4, 1.384, 0.274,−2.664

Kleb²ov graf 16 4 5, 110,−35

Tabela 2: Podaci o 3-regularnim nebipartitnim re�eksiv-

nim grafovima £iji je struk ve¢i od 4

Graf n Spektar

L1 12 3, 1.56, 1.412, 12, 0,−1.412,−22,−2.56

L2 12 3, 1.532, 1.302, 0.352,−1,−1.882,−2.302

L3 14 3, 1.86, 1.71, 1.55, 1.26, 1, 0.38, 0.08,−0.91,

−1.33,−1.69,−2.10,−2.33,−2.48

L4 14 3, 1.86, 1.73, 1.62, 1.30, 0.62, 0.41, 0.25,−0.62,

−1.62,−1.73,−2.11,−2.30,−2.41

L5 14 3, 1.87, 1.68, 1.412, 1, 0.54, 0,−1.21,−1.412,−2,−2.21,−2.66

L6 14 3, 1.81, 1.682, 1.41, 0.542, 0,−0.47,−1.41,−2,−2.212,−2.34

L7 14 3, 1.81, 1.68, 1.412, 1.17, 0.54,−0.47,

−0.69,−1.412,−2.21,−2.34,−2.48

L8 14 3, 1.81, 1.414, 0.73,−0.47,−1.414,−2.34,−2.73

L9 14 3, 1.73, 1.622, 1.302, 0.41,−0.622,−1,−1.73,−2.302,−2.41

L10 14 3, 1.712, 1.552, 1, 0.082,−0.912,−2.102,−2.332

L11 16 3, 1.99, 1.83, 1.69, 1.44, 1.32, 0.83, 0.39,−0.31,−0.72,

−1.08,−1.39,−1.81,−2.20,−2.43,−2.55

L12 16 3, 2, 1.86, 1.76, 1.56, 0.82, 0.622, 0.25,−1,

−1.14,−1.622,−2.11,−2.44,−2.56

L13 16 3, 2, 1.76, 1.62, 1.56, 1.30, 0.82, 0.62,−0.62,

−12,−1.14,−1.62,−2.30,−2.44,−2.56

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 2 � nastavak

Graf n Spektar

L14 16 3, 1.99, 1.87, 1.73, 1.56, 1, 0.77, 0.41,−0.03,−0.60,

−1.25,−1.61,−1.73,−2.14,−2.41,−2.54

L15 16 3, 22, 1.562, 0.624,−1,−1.624,−2.562

L16 16 3, 2, 1.94, 1.62, 1.56, 1, 0.622, 0,−0.62,

−1.46,−1.622,−2,−2.47,−2.56

L17 16 3, 2, 1.622, 1.562, 0.622,−0.622,−1,−1.622,−2,−2.562

L18 16 3, 1.99, 1.83, 1.60, 1.56, 1.34, 0.78, 0.30,−0.21,

−0.71,−1,−1.57,−1.92,−1.96,−2.48,−2.56

L19 16 3, 2, 1.93, 1.65, 1.39, 1.25, 0.71, 0.47,−0.27,−0.45,

−1.27,−1.50,−1.80,−2.19,−2.38,−2.54

L20 16 3, 22, 1.56, 1.302, 0.622, 0,−12,−1.622,−2.302,−2.56

L21 16 3, 2, 1.86, 1.62, 1.56, 1.30, 0.62, 0.25, 0,−0.62,

−1,−1.62,−2,−2.11,−2.30,−2.56

L22 16 3, 1.99, 1.86, 1.71, 1.49, 1.25, 0.72, 0.25,−0.23,−0.37,

−1.08,−1.67,−1.90,−2.11,−2.37,−2.54

L23 16 3, 1.862, 1.79, 1.412, 0.62, 0.252,−1,−1.412,−1.62,−2.112,−2.79

L24 16 3, 1.863, 1.412, 0.253,−0.38,−1.412,−2.113,−2.62

L25 16 3, 1.87, 1.86, 1.79, 1.54, 1.27, 0.72, 0.25,−0.05,−0.67,

−1.26,−1.45,−1.77,−2.11,−2.40,−2.61

L26 16 3, 1.87, 1.86, 1.62, 1.58, 1.41, 0.84, 0.25,−0.30,−0.62,

−1.25,−1.41,−1.78,−2.11,−2.25,−2.72

L27 16 3, 1.86, 1.79, 1.62, 1.412, 1.30, 0.25,−0.62,

−12,−1.412,−2.11,−2.30,−2.79

L28 16 3, 1.87, 1.84, 1.60, 1.58, 1.41, 0.88, 0.40,−0.34,−0.89,

−1.26,−1.41,−1.65,−1.95,−2.31,−2.79

L29 16 3, 1.88, 1.85, 1.73, 1.57, 1.27, 0.64, 0.58,−0.17,

−1,−1.11,−1.46,−1.73,−1.95,−2.37,−2.72

L30 16 3, 1.87, 1.83, 1.73, 1.48, 1.37, 1, 0.15,−0.31,−0.80,

−1,−1.39,−1.73,−2.17,−2.45,−2.59

L31 16 3, 1.90, 1.733, 12, 0.41,−0.19,−12,−1.733,−2.41,−2.71

L32 16 3, 1.90, 1.732, 1.482, 1,−0.19,−0.312,−1,−1.732,−2.172,−2.71

L33 16 3, 1.87, 1.732, 1.52, 1.37, 1, 0.55,−0.80,

−12,−1.29,−1.732,−2.45,−2.78

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 2 � nastavak

Graf n Spektar

L34 16 3, 1.832, 1.562, 1.342,−0.212,−13,−1.962,−2.562

L35 18 3, 22, 1.73, 1.56, 1.482, 0.41,−0.312,

−12,−1.73,−2.172,−2.41,−2.56

L36 18 3, 2, 1.96, 1.74, 1.63, 1.51, 1.35, 0.58, 0.11,−0.27,−0.71

−0.86,−1.17,−1.67,−1.91,−2.18,−2.45,−2.67

L37 18 3, 2, 1.96, 1.732, 1.64, 1, 0.41, 0.27, 0,−0.55,

−1.00,−1.44,−1.732,−2.23,−2.41,−2.66

L38 18 3, 2, 1.97, 1.73, 1.70, 1.57, 1.11, 0.62, 0.30,−0.24,−0.80,

−1,−1.22,−1.62,−1.73,−2.25,−2.46,−2.67

L39 18 3, 22, 1.732, 1.56, 1, 0.412, 0,−13,−1.732,−2.412,−2.56

L40 18 3, 22, 1.733, 0.413, 02,−1,−1.733,−2.413

L41 18 3, 22, 1.73, 1.56, 1.482, 0.41, 0,−0.312,

−12,−1.73,−2.172,−2.41,−2.56

L42 18 3, 2, 1.96, 1.732, 1.50, 1, 0.90, 0.09, 0,−1.002,

−1.37,−1.732,−1.80,−2.46,−2.82

L43 18 3, 2, 1.96, 1.73, 1.69, 1.62, 0.90, 0.88, 0.21,−0.34,−0.62,

−1,−1.35,−1.59,−1.73,−2.19,−2.53,−2.64

L44 18 3, 2, 1.96, 1.73, 1.63, 1.48, 1.31, 0.83, 0,−0.31,−0.68,

−1,−1.25,−1.61,−1.73,−2.17,−2.41,−2.77

L45 18 3, 1.972, 1.732, 1.44, 1.29, 0.68, 0.18,−0.25,−0.68,

−1.12,−1.29,−1.732,−1.97,−2.40,−2.82

L46 18 3, 1.97, 1.96, 1.87, 1.69, 1.48, 1, 0.75, 0.21,−0.10,−0.69,

−1.21,−1.34,−1.53,−1.83,−1.98,−2.60,−2.66

L47 18 3, 2, 1.734, 1.34, 0.41, 02,−0.53,−1,−1.734,−2.41,−2.81

L48 18 3, 1.972, 1.75, 1.63, 1.58, 1.15, 0.89, 0.02,−0.26,−0.75,

−1.05,−1.33,−1.38,−1.79,−2.26,−2.36,−2.77

L49 18 3, 2, 1.872, 1.622, 1, 0.622,−0.622,−1.212,−1.622,−2.00,−2.662

L50 18 3, 2, 1.87, 1.76, 1.622, 1.35, 0.62, 0.21,−0.622,−0.82,

−1.21,−1.62,−1.90,−2,−2.60,−2.66

L51 18 3, 1.962, 1.872, 13, 0.212,−1.212,−1.342,−1.832,−2.662

L52 18 3, 2, 1.78, 1.732, 1.56, 1.48, 0.59, 0,−0.31,

−0.72,−12,−1.732,−2.17,−2.56,−2.64

L53 18 3, 2, 1.97, 1.73, 1.62, 1.52, 1.14, 0.88, 0.43,−0.62,−0.89,

Nastavak na slede¢oj strani
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−1,−1.35,−1.51,−1.73,−1.83,−2.53,−2.82

L54 18 3, 22, 1.73, 1.622, 0.882, 0.41,−0.622,

−1,−1.352,−1.73,−2.41,−2.532

L55 18 3, 2, 1.79, 1.73, 1.622, 1.44, 0.88,−0.11,−0.622,

−1,−1.15,−1.35,−1.73,−2.28,−2.53,−2.68

L56 18 3, 2, 1.733, 1.56, 1.34, 1, 0,−0.53,−13,−1.733,−2.56,−2.81

L57 18 3, 1.872, 1.624, 1,−0.624,−1.212,−22,−2.662

L58 20 3, 22, 1.91, 1.82, 1.62, 1.42, 1.12, 0.56, 0.08,−0.55,−0.62,

−12,−1.16,−1.68,−2,−2.29,−2.53,−2.70

L59 20 3, 23, 1.87, 1.70, 1.22, 0.622, 0.47,−0.24,−0.60,

−12,−1.622,−2,−2.27,−2.46,−2.70

L60 20 3, 23, 1.87, 1.61, 1.18, 1, 0.56, 0.41,−0.33,−13,

−1.16,−1.64,−2,−2.38,−2.41,−2.72

L61 20 3, 23, 1.84, 1.73, 12, 0.51, 0.41, 0,−13,−1.51,−1.73,−22,−2.41,−2.84

L62 20 3, 22, 1.90, 1.81, 1.70, 1.45, 0.86, 0.62, 0.14,−0.24,−0.69,

−12,−1.62,−1.68,−1.96,−2.00,−2.46,−2.84

L63 20 3, 22, 1.882, 1.622, 0.622,−0.092,−0.622,−1,−1.622,−2.262,−2.522

L64 20 3, 22, 1.882, 1.622, 0.622,−0.092,−0.622,−1,−1.622,−2.262,−2.522

L65 20 3, 2, 1.92, 1.91, 1.84, 1.73, 1.44, 1.12, 0.29, 0.19,−0.45,−0.59,

−0.75,−1,−1.61,−1.67,−1.89,−2.30,−2.38,−2.79

L66 20 3, 23, 1.73, 1.562, 1, 0.41, 02,−14,−1.73,−2,−2.41,−2.562

L67 20 3, 22, 1.92, 1.77, 1.70, 1.34, 1.15, 0.62,−0.13,−0.24,

−0.76,−12,−1.20,−1.62,−2,−2.37,−2.46,−2.72

L68 20 3, 23, 1.702, 1.56, 0.622, 0,−0.242,−12,−1.622,−2,−2.462,−2.56

L69 20 3, 22, 1.91, 1.812, 1.38, 0.622, 0.27,−0.472,

−0.71,−1,−1.622,−2.20,−2.342,−2.65

L70 20 3, 2, 1.93, 1.89, 1.85, 1.71, 1.312, 0.43,−0.09,−0.38,−0.59,

−0.79,−1,−1.39,−1.62,−2.09,−2.27,−2.48,−2.72

L71 20 3, 2, 1.93, 1.88, 1.77, 1.622, 1.30, 0.23,−0.09,−0.49,−0.622,

−1,−1.19,−1.66,−2.26,−2.30,−2.52,−2.59

L72 20 3, 2, 1.882, 1.624,−0.092,−0.624,−1,−2,−2.262,−2.522

L73 20 3, 23, 1.84, 1.56, 13, 0.51,−15,−1.51,−22,−2.56,−2.84

L74 20 3, 22, 1.89, 1.77, 1.73, 1.32, 1, 0.84, 0,−0.32,

Nastavak na slede¢oj strani

35



Tabela 2 � nastavak

Graf n Spektar

−13,−1.19,−1.73,−1.95,−2,−2.53,−2.84

L75 20 3, 22, 1.90, 1.81, 1.56, 1.41, 12,−0.19,−0.47,

−14,−1.41,−2,−2.34,−2.56,−2.71

L76 20 3, 2, 1.93, 1.88, 1.82, 1.66, 1.53, 1.16, 0.35, 0.16,−0.35,−0.58,

−1,−1.09,−1.53,−1.68,−1.88,−2,−2.53,−2.84

L77 20 3, 22, 1.84, 1.732, 1.56, 1, 0.51, 02,−13,

−1.51,−1.732,−2,−2.56,−2.84

L78 20 3, 23, 1.563, 12, 0,−16,−2,−2.563

L79 20 3, 1.94, 1.92, 1.90, 1.79, 1.622, 1.31, 0.39,−0.22,−0.45,−0.622,

−1.12,−1.34,−1.65,−1.84,−2.40,−2.53,−2.70

L80 20 3, 1.94, 1.92, 1.90, 1.86, 1.622, 1.18, 0.25, 0.19,−0.56,−0.622,

−1.18,−1.46,−1.71,−1.90,−2.11,−2.47,−2.84

L81 20 3, 1.95, 1.91, 1.90, 1.80, 1.73, 1.50, 1.25, 0.45,−0.19,−0.45,−0.49,

−0.71,−1.25,−1.32,−1.73,−1.80,−2.20,−2.64,−2.71

L82 20 3, 1.942, 1.86, 1.624, 0.25,−0.38,−0.624,−1.462,−2.11,−2.472,−2.62

L83 22 3, 23, 1.772, 1.69, 1.62, 0.62, 0.33,−0.192,−0.38,−0.62,

−1.33,−1.362,−1.62,−2.232,−2.62,−2.69

L84 22 3, 23, 1.813, 12, 0.73,−0.473,−14,−2,−2.343,−2.73

L85 22 3, 22, 1.813, 1.732, 0.73, 02,−0.473,−12,−1.732,−2.343,−2.73

L86 22 3, 22, 1.814, 1.56, 1, 0,−0.474,−13,−2.344,−2.56

L87 24 3, 25, 1.84, 1.56, 1, 0.51, 04,−13,−1.51,−24,−2.56,−2.84

L88 24 3, 23, 1.872, 1.73, 1, 0.41, 04,−12,−1.212,−1.73,−22,−2.41,−2.662

L89 24 3, 25, 1.563, 05,−14,−23,−2.563

L90 24 3, 23, 1.814, 1.56, 03,−0.474,−12,−2,−2.344,−2.56

L91 26 3, 25, 1.813, 0.73, 04,−0.473,−12,−23,−2.343,−2.73

L92 28 3, 28, 0.416,−17,−2.416
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Tabela 3: Heksadecimalna reprezentacija matrice sused-

stva 3-regularnih nebipartitnih re�eksivnih grafova £iji

je struk ve¢i od 4 i 4-regularnog grafa M opisanog u

Potpoglavlju 1.4.3

Graf Heksadecimalna reprezentacija

L1 E00600C0314282134

L2 E00600C031424144C

L3 E001800C00C140901020E1A

L4 E001800C00C140901020D1C

L5 E001800C00C140901020B52

L6 E001800C00C140180980A26

L7 E001800C00C140180980A1A

L8 E001800C00C140180890D0C

L9 E001800C00C110480941416

L9 E001800C00C110480941416

L10 E001800C00C1104809410D2

L11 E0006000C00301400600824050830D

L12 E0006000C0030140060082405082A3

L13 E0006000C00301400600824050828E

L14 E0006000C003014006008240508265

L15 E0006000C0030140060082404A208B

L16 E0006000C0030140060082404A204D

L17 E0006000C0030140060082404A0A0B

L18 E0006000C0030140060082404A0869

L19 E0006000C00301400600824048A10D

L20 E0006000C00301400600824048A08E

L21 E0006000C003014006008240488A23

L22 E0006000C003014006008240488929

L23 E0006000C00301101200844040D05C

L24 E0006000C00301101200844040C531

L25 E0006000C003011012008440409958

L26 E0006000C003011012008140520471

L27 E0006000C00301101200814050905C

L28 E0006000C003011012008140461849

Nastavak na slede¢oj strani
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Graf Heksadecimalna reprezentacija

L29 E0006000C003011012008140460C4C

L30 E0006000C003011012008140449454

L31 E0006000C003011012008060851641

L32 E0006000C003011012008060849681

L33 E0006000C003011003004126030429

L34 E0006000C003011003004124428470

L35 E00018000C000C0110048008018080305286300

L36 E00018000C000C011004800801802091128C050

L37 E00018000C000C011004800801802091124C108

L38 E00018000C000C01100480080180209110CC140

L39 E00018000C000C01100480080180209090CC300

L40 E00018000C000C0110048008018020903258220

L41 E00018000C000C011004800801802019224A880

L42 E00018000C000C011000C004048500604082660

L43 E00018000C000C011000C004048500602048A88

L44 E00018000C000C011000C004048500304082740

L45 E00018000C000C011000C004048441204082660

L46 E00018000C000C011000C004048441202104A48

L47 E00018000C000C011000C004048441202082A60

L48 E00018000C000C011000C00404844030408A640

L49 E00018000C000C011000C004048421402104A48

L50 E00018000C000C011000C004048421402102A88

L51 E00018000C000C011000C004048421402044B08

L52 E00018000C000C011000C004048420501106C40

L53 E00018000C000C011000C004048221109002C90

L54 E00018000C000C011000C00404822018A00CA40

L55 E00018000C000C011000C0040481201860A0340

L56 E00018000C000C0018006028048420900083118

L57 E00018000C000C001800602800C280182202860

L58 E000060000C0003001100030004003024044030080864A08

L59 E000060000C0003001100030004003024044030080864910

L60 E000060000C0003001100030004003024044018100922C04

L61 E000060000C0003001100030004003024044018100922540

Nastavak na slede¢oj strani
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L62 E000060000C0003001100030004003024044018042122540

L63 E000060000C000300110003000400302400602808A0A1804

L64 E000060000C000300110003000400302400602804C0A2404

L65 E000060000C00030011000300040030240060280430A2900

L66 E000060000C00030011000300040030210420288008A2910

L67 E000060000C00030011000300040030210420280500A2C04

L68 E000060000C00030011000300040030210420280500A2910

L69 E000060000C0003001100030004003021012030090860A08

L70 E000060000C000300110003000400302101202804A0A2804

L71 E000060000C0003001100030004003021003030051068500

L72 E000060000C00030011000300040030018018289088A2800

L73 E000060000C0003000180018028003024028020101028238

L74 E000060000C0003000180018028003024024010080A042A4

L75 E000060000C000300018001802800302400C020101420238

L76 E000060000C0003000180018028003024006008044480330

L77 E000060000C0003000180018028003024006008044282130

L78 E000060000C000300018001802800300500A020882220034

L79 E000060000C0003000180018022009022006020082422130

L80 E000060000C0003000180018022009022006020082123110

L81 E000060000C0003000180018022009021012008402121150

L82 E000060000C0003000180018022009021003010400C48228

L83 E0000180000C0000C00018000600220024021008800801004028541424

L84 E0000180000C0000C00018000600220024001800602002820121850900

L85 E0000180000C0000C000180006002200240018006020028200A1890900

L86 E0000180000C0000C00018000600220006010800600814041080840912

L87 E00000600000C00003000018000180022000180108009000400A002006

060118C0840

L88 E00000600000C000030000180001800220001801080018002009001202

41200C20250

L89 E00000600000C0000300001800018002200018000C000C001010888042

11401401021

L90 E00000600000C000030000180001800030000C00060006088022088088

04022008411
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L91 E000001800000C00000C00001800006000030000300006000180880088

088022002004010081089090

L92 E0000006000000C00000300000180000180000300000C0000600006008

0800840404010800210400228004201408404

M F0000380003800070001C124049000708805284242242180
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Glava 2

Regularni bipartitni grafovi

U ovoj glavi bavimo se regularnim bipartitnim grafovima. Na po£etku razma-

tramo takve grafove sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti. Izvodimo neke

njihove strukturalne i spektralne osobine, a posebno ispitujemo i njihovu vezu sa

odre�enim vrstama blok-²ema. Predstavljamo nekoliko uslova pod kojima regular-

ni bipartitni grafovi sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti moraju biti

grafovi incidencije navedenih blok-²ema. Na osnovu tih zaklju£aka dajemo nekoliko

mogu¢ih konstrukcija takvih grafova i odre�ujemo sve one £iji je stepen 3, kao i one

£iji je red najvi²e 20.

Dalje, kao i u prethodnoj glavi, razmatramo vezu odre�enih strukturalnih oso-

bina (dijametra, stepena i reda) regularnih bipartitnih grafova i njihove druge sop-

stvene vrednosti.

Posebno ispitujemo regularne bipartitne grafove £iji je struk ve¢i od 4 i izvodimo

spektralne uslove pod kojima su takvi grafovi grafovi incidencije odre�enih blok-

-²ema. Tako�e dajemo i uslove pod kojima su regularni bipartitni grafovi £iji je

struk ve¢i od 4 razdaljinsko regularni.

Na kraju odre�ujemo sve regularne bipartitne re�eksivne grafove.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi mogu se na¢i u radovima [50] (Poglavlje 2.2),

[47] (Poglavlje 2.3), [48] (Poglavlje 2.4) i [52] (Poglavlje 2.5).

2.1 Postavka problema i pregled poznatih

rezultata

Povezani regularni grafovi sa malim brojem razli£itih sopstvenih vrednosti pred-

met su mnogih istraºivanja. Regularni grafovi sa najvi²e tri razli£ite sopstvene

vrednosti ili su kompletni ili jako regularni grafovi (videti [17]). Tako�e je poznato

da svaki povezan regularan bipartitni graf sa £etiri razli£ite sopstvene vrednosti

mora biti graf incidencije simetri£ne uravnoteºene blok-²eme (videti [20], str. 166).

Regularne nebipartitne grafove sa £etiri razli£ite sopstvene vrednosti prou£avali su

Van Dam i Spens u radovima [27] i [32], u kojima su date brojne karakterizacije i
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konstrukcije takvih grafova i odre�eni svi oni £iji red nije ve¢i od 30.

Slede¢i prirodan korak je istraºivanje klase regularnih grafova sa pet ili ²est razli-

£itih sopstvenih vrednosti. U ovoj disertaciji razmatramo potklasu te klase, to jest

regularne bipartitne grafove sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti. Kom-

binatorne ²eme sa dve singularne sopstvene vrednosti, konstantnom replikacijom i

konstantnom veli£inom blokova (parcijalne geometrijske ²eme) prou£avali su Van

Dam i Spens u [33]. Grafovi incidencije takvih ²ema su semiregularni ili regularni

(u slu£aju simetri£nih ²ema) bipartitni grafovi sa £etiri ili pet razli£itih sopstve-

nih vrednosti. Tako�e, D. Stevanovi¢ je u [67] dao dve spektralne karakterizacije

regularnih bipartitnih grafova sa pet razli£itih sopstvenih vrednosti. Pro²irujemo

pomenuta istraºivanja na regularne bipartitne grafove sa tri razli£ite nenegativne

sopstvene vrednosti, predstavljamo nova op²ta tvr�enja i razmatramo neke posebne

slu£ajeve.

Kao ²to smo ve¢ pomenuli u Poglavlju 1.1, druga sopstvena vrednost regular-

nog grafa postala je predmet interesovanja zbog svoje veze sa drugim grafovskim

invarijantama (na primer, algebarskom povezano²¢u, dijametrom, strukom itd.).

Pregled radova koji se odnose na istraºivanja o drugoj sopstvenoj vrednosti regu-

larnih grafova moºe se videti u Dodatku B.5 monogra�je [20]. U ovoj glavi dajemo

nejednakosti koje povezuju red, stepen i drugu sopstvenu vrednost regularnih bi-

partitnih grafova, a potom i neke njihove direktne posledice. Posebno razmatramo

odnos druge sopstvene vrednosti regularnih bipartitnih grafova £iji je struk ve¢i od

4 i nekih njihovih strukturalnih osobina.

Me�u grafovima £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena nekom (relativno)

malom konstantom, posebnu ulogu imaju re�eksivni grafovi. Njihov zna£aj se ogleda

u direktnoj primeni na konstrukciju i klasi�kaciju grupa re�eksija. Najve¢i deo

teorijskih rezultata o re�eksivnim grafovima odnosi se na stabla i stablolike grafove

(videti [60], ili monogra�ju [58], i odgovaraju¢e reference). U poslednjem poglavlju

ove glave odre�ujemo sve regularne bipartitne re�eksivne grafove.

Sada de�ni²emo pojmove i oznake koje koristimo u ovoj glavi.

Jedini£nu matricu, matricu £iji su svi elementi 1 i matricu £iji su svi elementi

0 ozna£avamo redom sa I, J , i 0 (ukoliko bude potrebno, bi¢e data i dimenzija

odgovaraju¢e matrice). S obzirom da je red regularnog bipartitnog grafa paran broj,

smatramo da razmatrani grafovi imaju 2n £vorova. Tako�e, budu¢i da je spektar

bipartitnog grafa simetri£an u odnosu na nulu, £esto je pogodno razmatrati samo

prvih (po veli£ini) n sopstvenih vrednosti.

Bipartitni komplement1 bipartitnog grafa G sa dve klase obojivosti U i W jeste
1Engl. bipartite complement.
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bipartitni graf G koji ima iste klase obojivosti kao i G i granu izme�u U i W ta£no

tamo gde u grafu G ona ne postoji. Ako je G r-regularan bipartitni graf reda 2n,

£ija je matrica susedstva

AG =

(
0 N

NT 0

)
, (2.1)

tada je G (n− r)-regularan bipartitni graf, £ija je matrica susedstva

A
G
=

(
0 J −N

J −NT 0

)
. (2.2)

Jednostavno je uveriti se da karakteristi£ni polinomi grafova G i G zadovoljavaju

jednakost
PG(x)

x2 − r2
=

P
G
(x)

x2 − (n− r)2
,

pa su, osim sopstvenih vrednosti ±r grafa G i ±(n− r) grafa G, spektri grafova G

i G isti. (Ovaj rezultat je direktna posledica Teoreme 4.1 rada [68]).

Ako je G graf sa matricom susedstva A, tada je njegov bipartitni dvojnik2, bd(G),

graf £ija je matrica susedstva (J2 − I2) ⊗ A, gde ⊗ ozna£ava standardni tenzorski

proizvod. (Primetimo da je u literaturi bd(G) predstavljen i kao Dekartov proizvod

grafa G i K2 (videti [20])). Bipartitni dvojnik je bipartitan, a tako�e je i povezan

ako i samo ako je G povezan i nebipartitan. Ukoliko G ima spektrar Φ (setimo se

da je spektar grafa multiskup, odnosno familija realnih brojeva), tada bd(G) ima

spektar (−Φ) ∪ Φ (videti [14], Teorema 1.11.1).

Ako je G graf sa matricom susedstva A, tada je njegov pro²ireni bipartitni dvoj-

nik3, ebd(G), graf £ija je matrica susedstva (J2 − I2)⊗ (A+ I). Pro²ireni bipartitni

dvojnik je bipartitan, a tako�e je i povezan ako i samo ako je G povezan. Ukoliko G

ima spektrar Φ, tada ebd(G) ima spektar (−Φ− 1) ∪ (Φ + 1) (videti [14], Teorema

1.11.2).

Povezan graf zove se razdaljinsko regularan4 ako postoje celi brojevi bi, ci, i ≥ 0

takvi da za bilo koja dva £vora u i v na rastojanju i postoji ta£no ci suseda £vora v

na rastojanju i− 1 od u i bi suseda £vora v na rastojanju i+ 1 od u (videti [14]).

Ako je G povezan bipartitni graf, moºemo de�nisati takozvani prepolovljeni graf5

grafa G, G̃, na slede¢i na£in: £vorovi grafa G̃ su £vorovi koji pripadaju jednoj od
2Engl. bipartite double.
3Engl. extended bipartite double.
4Engl. distance-regular.
5Engl. halved graph.
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klasa obojivosti grafa G, i dva £vora su susedna u grafu G̃ ta£no onda kada su na

rastojanju 2 u G. Poznato je da je prepolovljeni graf razdaljinsko regularnog grafa

tako�e razdaljinsko regularan (videti [14], Tvr�enje 4.2.2).

Za graf G kaºemo da je ciklusno regularan6 ako za svako i ∈ N broj zatvorenih

puteva duºine i koji po£inju i zavr²avaju se u £voru u grafa G ne zavisi od izbora

£vora u (videti [39]). Budu¢i da je broj zatvorenih puteva duºine i koji po£inju i

zavr²avaju se u £voru u jednak Ai
uu, gde je A matrica susedstva grafa G, vidimo da

je graf G ciklusno regularan ako i samo ako matrica Ai ima konstantnu dijagonalu

za svako i ∈ N. Graf G je prost, pa sledi da je ciklusno regularan graf G regularan.

Neka je V kona£an skup i neka je B kolekcija podskupova skupa V , koji svi imaju

isti broj elemenata. Ure�en par (V , B) zove se blok-²ema7. Elementi skupova V i

B zovu se, redom, ta£ke i blokovi. Replikacija ta£ke p ∈ V jeste broj blokova koji

sadrºe p, a veli£ina bloka B je broj elemenata skupa B. Neka je V = {p1, p2, · · · , pv}
i B = {B1, B2, · · · , Bb}. Matrica incidencije8 blok-²eme (V , B) jeste v × b matrica

N = (nij), gde je nij = 1 ako vaºi pi ∈ Bj, i nij = 0 ako vaºi pi 6∈ Bj . Komplement

blok-²eme £ija je matrica incidencije N jeste blok ²ema sa matricom incidencije

J − N (dimenzija matrice J je, u ovom slu£aju, naravno, v × b). Ako je v = b,

za blok-²emu kaºemo da je simetri£na. Dualna blok-²ema ²eme D sa matricom

incidencije N jeste blok-²ema D∗, £ija je matrica incidencije NT . Neka je N matrica

incidencije blok-²eme i neka je NT transponovana matrica matrice N . Tada je (2.1)

matrica susedstva grafa incidencije9 blok-²eme. Prethodne de�nicije preuzete su iz

monogra�je [19], u kojoj se moºe na¢i vi²e detalja o razli£itim vrstama blok-²ema. U

slu£aju regularnih bipartitnih grafova sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti

jasno je da je odgovaraju¢a blok-²ema simetri£na, da ima konstantnu replikacuju r

i konstantnu veli£inu blokova b, kao i da pri tome vaºi r = b. Matrica incidencije

takve blok-²eme zato zadovoljava jedna£inu N j = NT j = rj, gde je j vektor £ije su

sve koordinate jedinice. Tako�e, matrica NNT mora imati tri razli£ite sopstvene

vrednosti.

Delimi£no uravnoteºena nekompletna blok-²ema sa m (m ≥ 1) klasa asocijacije

(m-klasna DUNB�)10 jeste blok-²ema u kojoj je v ta£aka raspore�eno u b blokova

veli£ine k, tako da:
6Engl. walk-regular.
7Engl. block design.
8Engl. incidence matrix.
9Engl. incidence graph.
10Engl. partially balanced incomplete block design with m (m ≥ 1) associate classes (m-class

PBIBD).
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1. Svaka od v ta£aka pojavljuje se u ta£no r blokova, i svaka ta£ka se pojavljuje

najvi²e jednom u svakom bloku.

2. Postoji relacija asocijacije izme�u svake dve od v ta£aka koja zadovoljava

slede¢e uslove:

• Svake dve ta£ke su ili prvi, ili drugi, ..., ili m-ti asocijati, i bilo koji par

ta£aka koje su s-ti asocijati zajedno se pojavljuje u ta£no µs blokova

(s = 1, 2, . . . ,m).

• Svaka ta£ka ima ns s-tih asocijata.

• Za bilo koji par ta£aka koje su s-ti asocijati broj ta£aka koje su istovre-

meno j-ti asocijati prve, i k-ti asocijati druge ta£ke jeste psjk i ovaj broj

je nezavisan od izbora para. �tavi²e, vaºi psjk = pskj (j 6= k; s, j, k =

1, 2, . . . ,m).

U ovoj disertaciji uglavnom razmatramo dvoklasne simetri£ne DUNB�-e. Vidimo

iz prethodne de�nicije da (ako vaºi m = 2) to jeste blok-²ema sa konstantnom

replikacijom i konstantnom veli£inom blokova, te da njena matrica incidencije N

zadovoljava jedna£inu

NNT = rI + µ1AH + µ2(J − I − AH), (2.3)

gde je AH matrica susedstva nekog jako regularnog grafa H, a µ1 i µ2 odgovaraju¢i

nenegativni celi brojevi. Obratno, blok-²ema sa konstantnom replikacijom i kons-

tantnom veli£inom blokova, £ija matrica susedstva zadovoljava jedna£inu (2.3), mora

biti dvoklasna DUNB� (videti [8] i [33]). Ako je µ1 > µ2 (odnosno µ2 > µ1), re¢i

¢emo da je dvoklasna DUNB� £ija matrica incidencije zadovoljava jedna£inu (2.3)

zasnovana na grafu H (odnosno H).

Tako�e, ako je N matrica incidencije povezane DUNB�-e sa dve klase asocijacije,

tada matrica NNT ima ta£no tri razli£ite sopstvene vrednosti (videti [8]).

Ukoliko je m = 1, vaºi µ1 = µ2 = µ. U ovom posebnom slu£aju odgovaraju¢a

blok-²ema zove se uravnoteºena nekompletna blok-²ema (UNB�)11. Ako je UNB�

simetri£na, vaºi v = b i r = k, i kaºemo da takva UNB� ima parametre (v, r, µ).

Red simetri£ne UNB�-e sa parametrima (v, r, µ) de�ni²e se kao r − µ.

Sada de�ni²emo familiju dvoklasnih DUNB�-a, takozvane blok-²eme deljive na

grupe12 (skra¢eno ¢emo ih ozna£avati sa DG ²eme). Takva blok-²ema je dvoklasna

11Engl. balanced incomplete block design (BIBD).
12Engl. group divisible.
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DUNB� sa v ta£aka, b blokova, konstantnom replikacijom r i konstantnom veli£inom

blokova k, £ijih se v ta£aka moºe podeliti na m grupa veli£ine l, tako da dve ta£ke

koje pripadaju istoj grupi budu prvi asocijati (pojavljuju se zajedno u µ1 blokova),

a dve ta£ke koje pripadaju razli£itim grupama budu drugi asocijati (pojavljuju se

zajedno u µ2 blokova). U tom slu£aju kaºemo da DG ²ema ima parametre (v =

ml, b, r, k,m, l, µ1, µ2).

Transverzalna blok-²ema, TDµ2(m, l), jeste DG ²ema u kojoj svaki blok sadrºi

ta£no jednu ta£ku iz svake grupe (µ1 = 0), to jest, to je DG ²ema sa parametrima

(v = ml, b = l2µ2, r = lµ2, k = m,m, l, µ1 = 0, µ2).

Upu¢ujemo zainteresovanog £itaoca na knjige [42] i [19] jer se u njima moºe na¢i

vi²e detalja koji se odnose na teoriju blok-²ema.

2.2 Regularni bipartitni grafovi sa tri razli£ite

nenegativne sopstvene vrednosti

U radu [67] dokazano je da svaki £vor regularnog bipartitnog grafa koji ima naj-

vi²e ²est razli£itih sopstvenih vrednosti pripada konstantnom broju £etvorouglova

tog grafa. Na po£etku ovog poglavlja uop²tavamo taj rezultat i pokazujemo da

takav graf u stvari mora biti ciklusno regularan. Tako�e izvodimo neke osobine sop-

stvenih vrednosti povezanog regularnog bipartitnog grafa sa tri razli£ite nenegativne

sopstvene vrednosti. Razmatramo i odnos izme�u regularnih bipartitnih grafova sa

tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti i dvoklasnih delimi£no uravnoteºenih

nekompletnih blok-²ema. Posebno se bavimo pitanjem da li je posmatrani pove-

zan regularan bipartitni graf sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti graf

incidencije dvoklasne DUNB�-e, i predstavljamo vi²e slu£ajeva u kojima je odgovor

pozitivan.

Prikazujemo i nekoliko posebnih familija povezanih regularnih bipartitnih grafova

sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti £ija se konstrukcija zasniva na dvoklasnim i

troklasnim DUNB�-ama. Na kraju odre�ujemo sve povezane 3-regularne bipartitne

grafove sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti, kao i sve regularne bipartitne grafove

sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti reda ne ve¢eg od 20.
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2.2.1 Neka op²ta svojstva regularnih bipartitnih grafova sa

tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti

U ovom potpoglavlju izvodimo pojedine strukturalne karakterizacije, kao i od-

re�ena svojstva sopstvenih vrednosti regularnih bipartitnih grafova sa tri razli£ite

nenegativne sopstvene vrednosti.

Poznato je da povezan regularan bipartitan graf sa tri razli£ite sopstvene vred-

nosti mora biti regularan kompletni bipartitni graf (koji tako�e nazivamo i bikom-

pletan graf), pa je stoga takav graf i ciklusno regularan. Tako�e, povezan regularan

bipartitan graf sa £etiri razli£ite sopstvene vrednosti jeste razdaljinsko regularan,

pa sledi da mora biti i ciklusno regularan. Neka je A matrica susedstva povezanog

regularnog bipartitnog grafa G reda 2n koji ima tri razli£ite nenegativne sopstvene

vrednosti. Tada je pogodno posmatrati samo n najve¢ih sopstvenih vrednosti. Ova

polovina spektra sastoji se od ta£no 3 razli£ita nenegativna broja, λ1 = r, λk
2 i λm

3 ,

gde k i m ozna£avaju vi²estrukosti, i vaºi r > λ2 > λ3 ≥ 0. Tako�e, ovi grafovi

imaju 5 ili 6 razli£itih sopstvenih vrednosti, u zavisnosti od toga da li vaºi λ3 = 0 ili

ne; u prvom slu£aju vi²estrukost sopstvene vrednosti µ3 = 0 jednaka je 2m, dok u

drugom slu£aju k i m ozna£avaju vi²estrukosti odgovaraju¢ih sopstvenih vrednosti

u £itavom spektru grafa G.

Uo£imo Hofmanov (A.J. Ho�man) polinom grafa G (videti [44], ili [20], Teorema

3.25). Vaºi:

J =
n(A2 − λ2

2I)(A
2 − λ2

3I)(A+ rI)

r(r2 − λ2
2)(r

2 − λ2
3)

.

Graf G je bipartitan, pa se Hofmanov polinom moºe podeliti na dva dela, deo sa

parnim stepenima i deo sa neparnim, pa je:

A4 − (λ2
2 + λ2

3)A
2 + λ2

2λ
2
3I =

(r2 − λ2
2)(r

2 − λ2
3)

n

(
J 0

0 J

)
. (2.4)

Budu¢i da je G regularan, matrica A2 ima konstantnu dijagonalu, kao i I i J ,

pa sledi da A2l ima konstantnu dijagonalu za svako l ∈ N. Graf G je bipartitan,

pa je zato broj zatvorenih puteva neparne duºine koji po£inju i zavr²avaju se u

proizvoljnom £voru jednak 0, dakle G je ciklusno regularan. Na ovaj na£in smo

dokazali slede¢u teoremu.

Teorema 2.1 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf sa tri razli£ite nenega-

tivne sopstvene vrednosti. Tada je G ciklusno regularan.
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Neka je (2.1) matrica susedstva r-regularnog bipartitnog grafa G sa tri razli£ite

nenegativne sopstvene vrednosti. Sopstvene vrednosti matrica NNT i NTN jednake

su i imaju iste vi²estrukosti. Te sopstvene vrednosti jednake su kvadratima sopstve-

nih vrednosti matrice A. Neka je σ1 = λ2
2 i σ2 = λ2

3. Ozna£imo sa M minimalni poli-

nom, a sa C karakteristi£ni polinom matrice A. Pretpostavimo da vaºi k > m. Neka

je P (x) = M(x)
x2−r2

= (x2−σ1)(x
2−σ2), i Q(x) = C(x)

M(x)
= (x2−σ1)

m−1(x2−σ2)
k−1. Bu-

du¢i da je C(x) ∈ Z[x] i M(x) ∈ Z[x] (videti [27], Lema 2.5), vaºi P (x), Q(x) ∈ Z[x],

pa je Q(x)
(P (x))m−1 = (x2 − σ2)

k−m ∈ Z[x]. Dakle, σ1 i σ2 su (nenegativni) celi brojevi.

Slu£aj m > k razmatramo na isti na£in (zamenjuju¢i mesta brojevima σ1 i σ2).

Ako vaºi k = m, tada je σ1σ2 ∈ Z, i σ1 + σ2 ∈ Z, odakle sledi da su oba broja σ1, σ2

celi, ili su oba oblika a±
√
b

2
za neke cele brojeve a i b, za koje vaºi a2 > b. U drugom

slu£aju, budu¢i da su vi²estrukosti sopstvenih vrednosti jednake, red grafa G mora

biti 2(2k + 1). Primetimo da, ako je G regularan bipartitan graf sa pet razli£itih

sopstvenih vrednosti, vaºi σ2 = 0, pa je druga sopstvena vrednost grafa G prirodan

broj, ili je oblika
√
a za neki prirodan broj a. Ukoliko je red regularnog bipartitnog

grafa G sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti jednak 2n, posmatrajmo

njegove spektralne momente. Budu¢i da je graf ²etnja regularan, vaºi:

1 + k +m = n,

r2 + kσ1 +mσ2 = nr.

Iz ove dve jedna£ine sledi jo² jedno svojstvo regularnih bipartitnih grafova sa tri

razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti: vi²estrukosti sopstvenih vrednosti odre-

�ene su sopstvenim vrednostima i brojem £vorova. Me�utim, samo sopstvene vred-

nosti ne odre�uju vi²estrukosti, ²to potvr�uju Frenklinov (P. Franklin) graf koji ima

12 £vorova i spektar {±3,±
√
3
2
,±13}, i Mebijus�Kantorov graf koji ima 16 £vorova

i spektar {±3,±
√
3
4
,±13}.

Navodimo jo² dve osobine sopstvenih vrednosti regularnih bipartitnih grafova

sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti koje su posledica prethodnih razmatranja, a

koristi¢emo ih u ovom poglavlju.

Teorema 2.2 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa ²est razli£i-

tih sopstvenih vrednosti i neka su σ1 > σ2 kvadrati dve sopstvene vrednosti (razli£ite

od ±r) grafa G. Tada vaºi σ2 < r.

Dokaz. Pretpostavimo da druga sopstvena vrednost grafa G ima vi²estrukost k,

k ∈ N. Tada je: nr = r2+kσ1+(n−k−1)σ2, pa je n(r−σ2) = r2+k(σ1−σ2)−σ2 >

r2 − σ2 > 0, odakle sledi r > σ2. �

48



Teorema 2.3 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa ²est razli£i-

tih sopstvenih vrednosti i neka su σ1 > σ2 kvadrati dve sopstvene vrednosti (razli£ite

od ±r) grafa G. Ako su σ1 i σ2 oblika a±
√
b

2
, za neke cele brojeve a i b (za koje vaºi

a2 > b), tada je a = 2 r(n−r)
n−1

.

Dokaz. Budu¢i da vaºi n = 2k + 1, k ∈ N, sledi da je: rn = r2 + ka, dakle

a = r(n−r)
k

= 2 r(n−r)
n−1

. �

2.2.2 Regularni bipartitni grafovi sa tri razli£ite nenegativne

sopstvene vrednosti i dvoklasne simetri£ne DUNB�-e

U ovom potpoglavlju razmatramo vezu izme�u regularnih bipartitnih grafova sa

tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti i dvoklasnih simetri£nih DUNB�-a, to

jest, koja dodatna svojstva garantuju da takav regularni graf jeste graf incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e.

Po£e¢emo sa lemom.

Lema 2.1 Ako je D dvoklasna DUNB� zasnovana na jako regularnom grafu H,

tada je njen komplement tako�e dvoklasna DUNB� zasnovana na istom jako regu-

larnom grafu.

Dokaz. Ozna£imo saN n×mmatricu incidencije dvoklasne DUNB�-eD, sa r njenu

konstantnu replikaciju i sa A matricu susedstva grafa H. Tada je: NNT = rIn +

µ1A+ µ2(Jn − In −A) za neke nenegativne cele brojeve µ1 > µ2. Komplementarna

²ema ima matricu incidencije Jn×m − N . Jednostavno je videti da vaºi: (Jn×m −
N)(Jn×m − N)T = (Jn×m − N)(JT

n×m − NT ) = Jn×mJ
T
n×m − Jn×mN

T − NJT
n×m +

NNT = (n−r)In+(n−2r+µ1)A+(n−2r+µ2)(Jn−In−A). Drugim re£ima, matrica

incidencije komplementa dvoklasne DUNB�-e D zadovoljava jedna£inu (2.3) (za

pogodno izabrane parametre). Tako�e, komplement DUNB�-e D ima konstantnu

veli£inu blokova (jer D ima konstantnu veli£inu blokova) i konstantnu replikaciju

n− r. Dakle, komplement DUNB�-e D je tako�e dvoklasna DUNB� zasnovana na

istom jako regularnom grafu kao i D. �

Iz prethodne leme sledi da je bipartitni komplement regularnog bipartitnog grafa

sa tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti koji je graf incidencije dvoklasne

simetri£ne DUNB�-e tako�e graf incidencije (komplementarne) dvoklasne simetri£ne

DUNB�-e.
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Setimo se da razdaljinsko regularan bipartitni graf sa £etiri razli£ite sopstvene

vrednosti mora biti graf incidencije neke simetri£ne UNB�-e. U slede¢oj teoremi

posmatramo razdaljinsko regularne bipartitne grafove sa tri razli£ite nenegativne

sopstvene vrednosti.

Teorema 2.4 Neka je G razdaljinsko regularan bipartitni graf sa tri razli£ite ne-

negativne sopstvene vrednosti. Tada je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne

DUNB�-e zasnovane na (jako regularnom) prepolovljenom grafu grafa G.

Dokaz. Neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Budu¢i da je G razdaljinsko

regularan i da ima tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti, njegov dijametar je

5 ili 4, pa su dva £vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti na rastojanju 4 (u tom

slu£aju je broj njihovih zajedni£kih suseda jednak nuli), ili 2. Primetimo tako�e

da je broj zajedni£kih suseda dva £vora koji su na rastojanju 2 u G konstantan, i

ozna£imo taj broj sa c. Na osnovu ovih £injenica sledi da je NNT = rI + cB, gde

je B matrica susedstva prepolovljenog razdaljinsko regularnog grafa G̃ grafa G. Po

pretpostavci, NNT ima ta£no tri razli£ite sopstvene vrednosti, pa i B ima ta£no

tri razli£ite sopstvene vrednosti, odakle sledi da je G̃ jako regularan graf. Ovim je

dokaz zavr²en. �

Poznato je da u regularnom bipartitnom grafu sa pet razli£itih sopstvenih vred-

nosti druga sopstvena vrednost ne moºe biti prosta, to jest vi²estrukosti jedan (videti

[33]). Sada ¢emo videti da to ne vaºi ako je u pitanju regularan bipartitni graf sa ²est

razli£itih sopstvenih vrednosti. Takav graf moºe imati prostu sopstvenu vrednost

razli£itu od ±r, i zapravo, ako je to slu£aj, ta prosta sopstvena vrednost mora biti

druga.

Teorema 2.5 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa ²est razli-

£itih sopstvenih vrednosti, od kojih je jedna, razli£ita od ±r, prosta. Tada je ta

sopstvena vrednost druga po veli£ini, n je paran broj, i G je graf incidencije dvokla-

sne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na disjunktnoj uniji dva kompletna grafa sa n
2

£vorova.

Dokaz. Spektralna dekompozicija matrice NNT je: NNT = r2

n
J + σ1P1 + σ2P2,

gde su σ1 > σ2 kvadrati dve razli£ite sopstvene vrednosti grafa G (koje su razli£ite

od ±r).

Pretpostavimo prvo da je σ1 prosta sopstvena vrednost matrice NNT (odnosno

da je λ2 prosta sopstvena vrednost grafa G). Ortogonalne projekcije Pi, 1 ≤ i ≤
2, imaju konstantnu dijagonalu jer se mogu predstaviti kao linearna kombinacija
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jedini£ne matrice i matrica NNT i (NNT )2, koje na osnovu Teoreme 2.1 imaju

konstantnu dijagonalu. Vaºi P1 = v1v
T
1 , gde je v1 sopstveni vektor koji pripada

ortonormiranoj bazi sopstvenih vektora matrice NNT , i koji odgovara sopstvenoj

vrednosti σ1. P1 je matrica ranga jedan sa konstantnom dijagonalom 1
n
, pa su njeni

elementi van dijagonale jednaki ± 1
n
. S obzirom da je zbir elemenata u vrstama

matrice P1 jednak nuli, zaklju£ujemo da je n paran broj. Odatle sledi i da su

elementi van dijagonale matrice P2 jednaki 0 ili − 2
n
, a kako je zbir u svakoj vrsti (i

koloni) matrice P1 (i P2) jednak nuli, postoji permutaciona matrica P̂ takva da je:

P̂P1P̂ =
1

n

(
J −J

−J J

)
,

i

P̂P2P̂ = − 2

n

(
J 0

0 J

)
+

(
I 0

0 I

)
.

Sledi:

P̂NNT P̂ =
r2

n

(
J J

J J

)
+

σ1

n

(
J −J

−J J

)
−

−2σ1

n

(
J 0

0 J

)
+ σ2

(
I 0

0 I

)
=

r

(
I 0

0 I

)
+ (r − σ2)

(
J − I 0

0 J − I

)
+

r2 − σ1

n

(
0 J

J 0

)
.

Vaºi da je nr = r2+σ1+(n−2)σ2, pa je r−σ2 =
r2+σ1−2σ2

n
> 0, i r−σ2 >

r2−σ1

n
.

Matrica P̂NNT P̂ je celobrojna, i r i r − σ2 su celi brojevi, pa je r2−σ1

n
tako�e

ceo broj. Sada je jasno da je N matrica incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-

-e zasnovane na disjunktnoj uniji dva kompletna grafa sa n
2
£vorova, u kojoj su

ta£ke koje odgovaraju £vorovima u istom kompletnom grafu sadrºane u µ1 = r− σ2

blokova, a ta£ke koje odgovaraju £vorovima iz razli£itih kompletnih grafova sadrºane

u µ2 =
r2−σ1

n
blokova.

Pretpostavimo sada da je σ2 prosta sopstvena vrednost matrice NNT . Na isti

na£in kao i u prethodnom slu£aju moºe se pokazati da je N matrica incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na disjunktnoj uniji dva kompletna grafa

sa n
2
£vorova, i da su brojevi µ1 = r − σ1 i µ2 =

r2−σ2

n
celi. Odavde sledi da je broj

r2−σ2

n
deljiv brojem n. Iz nr = r2+(n−2)σ1+σ2 sledi da je broj (r2−σ2)−2(σ1−σ2)

tako�e deljiv brojem n. Dakle, n deli 2(σ1 − σ2), pa je σ1 = k n
2
+ σ2 >

n
2
. Sada je

n2

4
> r(n− r) = (n− 2)σ1 + σ2 >

n
2
(n− 2), odakle sledi da je n = 2 ili n = 4, ²to je

kontradikcija. �
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Ako ciklusno regularan bipartitni graf ima prostu sopstvenu vrednost λ razli£itu

od±r, moºemo re¢i ne²to vi²e o njegovoj strukturi. Takav graf omogu¢ava takozvanu

regularnu podelu na dva jednaka dela sa stepenima (1
2
(r + λ), 1

2
(r − λ)), odnosno,

£vorovi takvog grafa mogu se podeliti na dva dela jednake veli£ine tako da svaki £vor

ima 1
2
(r + λ) suseda u delu kojem pripada i 1

2
(r − λ) suseda u drugom delu (videti

Teoremu 3.3, [27]). Odatle sledi da je broj λ ceo broj oblika r− 2α za neki ceo broj

α, ²to su dokazali Godsil (C.D. Godsil) i Makej (B.D. McKay) (videti [39]).

Teorema 2.6 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf sa tri razli£ite nenegativ-

ne sopstvene vrednosti, i neka G ne sadrºi £etvorouglove. Tada je G graf incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e.

Dokaz. Budu¢i da je struk grafaG najmanje 6, dva £vora mogu imati najvi²e jednog

zajedni£kog suseda, pa je NNT = rI +A, gde je A matrica susedstva (r2 − r)-regu-

larnog grafa. Graf A ima ta£no tri razli£ite sopstvene vrednosti zato ²to matrica

NNT ima tri razli£ite sopstvene vrednosti, pa je A jako regularan graf. �

Posledica 2.1 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa tri razli-

£ite nenegativne sopstvene vrednosti, i neka su σ1 > σ2 ≥ 0 kvadrati dve razli£ite

sopstvene vrednosti grafa G (razli£ite od ±r). Ako vaºi

(σ1 + σ2 − 2r + 1)r − σ1σ2 +
(r2 − σ1)(r

2 − σ2)

n
= 0,

G je graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e.

Dokaz. Broj trivijalnih zatvorenih puteva (onih koji ne sadrºe konturu) duºine 4

koji sadrºe proizvoljan £vor grafa G jeste 2r2 − r. Ukupan broj zatvorenih puteva

duºine 4 koji sadrºe proizvoljan £vor i jeste A4
ii, gde je A matrica susedstva grafa

G. Budu¢i da je G ciklusno regularan, A4 ima konstantnu dijagonalu, pa je broj

netrivijalnih zatvorenih puteva koji sadrºe proizvoljan £vor (σ1 + σ2)r − σ1σ2 +
(r2−σ1)(r2−σ2)

n
− 2r2+ r, a taj broj je po pretpostavci jednak nuli. Rezultat sada sledi

na osnovu prethodne teoreme. �

Ovde moºemo pomenuti jo² jednu spektralnu osobinu koja vaºi u razmatra-

noj klasi grafova, a koju ¢emo koristiti u nastavku ovog poglavlja. Naime, broj

£etvorouglova koji sadrºe proizvoljan £vor jednog takvog grafa jednak je polovini

netrivijalnih zatvorenih puteva duºine 4 koji sadrºe taj £vor, pa zato broj (σ1+σ2−
2r+1)r−σ1σ2+

(r2−σ1)(r2−σ2)
n

mora biti paran. Sli£no, broj netrivijalnih zatvorenih

puteva duºine 6 koji sadrºe proizvoljan £vor razmatranog grafa tako�e mora biti

paran broj. Broj takvih puteva jednak je razlici izme�u ukupnog broja zatvorenih
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puteva duºine 6 koji sadrºe proizvoljan £vor i broja trivijalnih zatvorenih puteva

duºine 6 koji sadrºe taj £vor. Jednostavno se moºe izra£unati da je broj trivijalnih

zatvorenih puteva duºine 6 koji sadrºe proizvoljni £vor jednak r(5r2− 6r+2). Sada

zaklju£ujemo da broj r6+kσ3
1+(n−k−1)σ3

2

n
− r(5r2− 6r+2), gde k ozna£ava vi²estrukost

druge sopstvene vrednosti razmatranog grafa, mora biti nenegativan paran ceo broj.

U radu [33] je dokazano da, pod odre�enim uslovima, blok-²ema sa dve singularne

vrednosti, konstantnom replikacijom i konstantnom veli£inom blokova (parcijalna

geometrijska ²ema13), mora biti takozvana posebna14 DUNB�. Ovde ¢emo iskoristiti

ideju tog dokaza i videti da sli£no tvr�enje vaºi i za regularne bipartitne grafove sa

tri razli£ite nenegativne sopstvene vrednosti.

Teorema 2.7 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa tri razli£ite

nenegativne sopstvene vrednosti, i neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Neka

su σ1 > σ2 kvadrati dve razli£ite sopstvene vrednosti grafa G (razli£ite od ±r). Ako

postoje nenegativni celi brojevi µ1 i µ2 takvi da vaºi

(σ1 + σ2)r − σ1σ2 +
(r2 − σ1)(r

2 − σ2)

n
− r2 + µ2((n− 1)µ2 − 2r(r − 1)) =

= (µ1 − µ2)(r(r − 1)− µ2(n− 1)),

i da je svaki element matrice Y = NNT − rI − µ2(J − I) umnoºak broja µ1 − µ2,

tada je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e.

Dokaz. Uo£imo matricu Y 2 = (NNT )2+r2I+µ2
2(J−I)2−2rNNT −2µ2NNT (J−

I) + 2rµ2(J − I). Elementi dijagonale matrice Y 2 su:

Y 2
ii = (σ1 + σ2)r − σ1σ2 +

(r2 − σ1)(r
2 − σ2)

n
− r2 + µ2((n− 1)µ2 − 2r(r − 1)),

i po pretpostavci vaºi Y 2
ii = (µ1−µ2)(r(r− 1)−µ2(n− 1)). Zbir elemenata u svakoj

vrsti (i koloni) matrice Y jednak je r2 − r − µ2(n− 1).

Budu¢i da je, po pretpostavci, svaki element matrice Y umnoºak broja µ1 − µ2,

sledi Y 2
ij ≥ (µ1 − µ2)Yij. Jednakost u ovoj nejednakosti vaºi ako i samo ako je

Yij = 0, ili Yij = µ1 − µ2. Sada vaºi n(µ1 − µ2)(r(r − 1) − µ2(n − 1)) = tr(Y 2) =

Σi,j(Yij)
2 ≥ Σi,j(µ1 − µ2)Yij = n(µ1 − µ2)(r(r − 1) − µ2(n − 1)), dakle Yij = 0, ili

Yij = µ1 − µ2, pa je Y = (µ1 − µ2)A, gde je A matrica susedstva regularnog grafa

sa tri razli£ite sopstvene vrednosti. Graf A je zato jako regularan graf. Sledi da je

NNT = rI + µ1A+ µ2(J − I − A), £ime je dokaz zavr²en. �

13Engl. partial geometric design.
14Engl. special.
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Primetimo da u prethodnoj teoremi mora vaºiti µ1 6= µ2, ina£e je NNT =

rI + λ1(J − I), pa bi matrica NNT imala samo dve razli£ite sopstvene vrednosti,

odnosno graf G bi tada bio graf incidencije simetri£ne UNB�-e, i broj njegovih

razli£itih sopstvenih vrednosti bio bi £etiri. Tako�e, ako je µ1 = µ2 + 1, onda je

pretpostavka da je svaki element matrice Y umnoºak broja µ1 − µ2 automatski

zadovoljena, pa dolazimo do slede¢eg zaklju£ka.

Posledica 2.2 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa tri razli£ite

nenegativne sopstvene vrednosti, i neka su σ1 > σ2 kvadrati dve razli£ite sopstvene

vrednosti grafa G (razli£ite od ±r). Ako postoji nenegativan ceo broj µ2, takav da je

(σ1 + σ2)r − σ1σ2 +
(r2 − σ1)(r

2 − σ2)

n
− r2 + µ2((n− 1)µ2 − 2r(r − 1)) =

= r(r − 1)− µ2(n− 1),

tada je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e, i vaºi µ1 = µ2 + 1.

Podsetimo £itaoca da je konferencijski graf15 jako regularan graf sa parametrima

(n, r, e, f) koji zadovoljavaju: r = n−1
2
, e = n−5

4
i f = n−1

4
(videti [17]). Jedna od

ososbina takvog grafa jeste da su vi²estrukosti dve sopstvene vrednosti razli£ite od

r jednake. Tako�e, za konferencijski graf vaºi i f = e+ 1.

Teorema 2.8 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa ²est razli-

£itih sopstvenih vrednosti, i neka je jedna od njih iracionalan broj oblika −1+
√
b

2

(
ili

−1−
√
b

2

)
za neko b ∈ N, i neka je stepen grafa G jednak n−1

2

(
ili n+1

2

)
. Tada je G

graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e koja je zasnovana na odgovaraju¢em

konferencijskom grafu.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da vaºi r = n−1
2
. Ako je −1+

√
b

2

(
ili −1−

√
b

2

)
sopstvena

vrednost grafa G, tada je i −1−
√
b

2

(
ili −1+

√
b

2

)
tako�e njegova sopstvena vrednost

(videti [27]). Budu¢i da je G bipartitan i da ima ta£no ²est razli£itih sopstvenih

vrednosti, njegove sopstvene vrednosti razli£ite od ±r jesu −1±
√
b

2
i 1±

√
b

2
, a njihovi

kvadrati su: σ1 = b+1
4

+
√
b
2

i σ2 = b+1
4

−
√
b
2
. Imaju¢i u vidu osobine sopstvenih

vrednosti koje su navedene u prethodnom potpoglavlju, zaklju£ujemo da je b + 1

paran broj i da je n = 2k + 1, k ∈ N. Dakle, (2k + 1)k = k2 + k b+1
2
, pa je

b = 2k + 1(= n). Tako�e, broj σ1σ2 = k2

4
mora biti prirodan, stoga je k paran,

odnosno k = 2l za neki prirodan broj l. Neka je µ2 = l − 1. Tvr�enje sada sledi na

osnovu Posledice 2.2 (jako regularni graf na kojem je DUNB� zasnovana o£igledno

15Engl. conference graph.
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je konferencijski graf budu¢i da su vi²estrukosti njegovih sopstvenih vrednosti koje

su razli£ite od ±r jednake).

Ako je stepen grafa G jednak n+1
2
, tada je stepen njegovog bipartitnog komple-

menta n−1
2
. Tvr�enje sada sledi na osnovu Leme 2.1. �

Bipartitni dvojnik bilo kog jako regularnog nebipartitnog grafa sa parametrima

(n, r, e, f) za koje vaºi f 6= r (to jest jako regularnog grafa koji nije izomorfan sa

regularnim kompletnim multipartitnim grafom) naravno je r-regularan bipartitni

graf reda 2n sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti, a tako�e je i graf incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na tom istom jako regularnom grafu, i vaºi

µ1 = e i µ2 = f . Budu¢i da bipartitni dvojnik konferencijskog grafa sa parametrima

(n, n−1
2
, n−5

4
, n−1

4
)mora imati sopstvenu vrednost oblika −1+

√
n

2
, vaºi slede¢e tvr�enje.

Posledica 2.3 Neka je G povezan r-regularan bipartitan graf reda 2n sa ²est razli£i-

tih sopstvenih vrednosti, kospektralan sa bipartitnim dvojnikom nekog konferencijskog

grafa (ili sa bipartitnim komplementom bipartitnog dvojnika nekog konferencijskog

grafa). Tada je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na (ne

obavezno istom) konferencijskom grafu.

Dokaz. Ukoliko n nije kvadrat prirodnog broja, tvr�enje sledi na osnovu Teoreme

2.8. Ako je n kvadrat prirodnog broja, neka je µ2 = n−5
4
, i sada rezultat sledi na

osnovu Posledice 2.2. �

Primetimo da ako je A matrica susedstva samokomplementarnog konferencijskog

grafa G, tada je matrica susedstva grafa ebd(G) (J2 − I2)⊗ (A+ I). Nije te²ko vi-

deti da graf bd(G) ima matricu susedstva (J2 − I2) ⊗ (J − A), pa su zato grafovi

ebd(G) i bd(G) izomorfni. Na osnovu prethodne posledice, bd(G) je graf incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e, pa isto vaºi i za ebd(G). Drugim re£ima, pro²ireni

bipartitni dvojnik bilo kog samokomplementarnog konferencijskog grafa jeste graf

incidencije neke dvoklasne simetri£ne DUNB�-e. Na primer, ovo vaºi za bilo koji

Pejlijev (R. Paley) graf budu¢i da su Pejlijevi grafovi samokomplementarni konfe-

rencijski grafovi (ako je potrebno, za de�niciju i svojstva ovih grafova videti [19]).

2.2.3 Konstrukcije regularnih bipartitnih grafova sa ²est

razli£itih sopstvenih vrednosti

Koriste¢i rezultate iz prethodna dva potpoglavlja, predstavljamo nekoliko fami-

lija regularnih bipartitnih grafova sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti. Konstruk-

cije ovih grafova zasnovane su na nekim postoje¢im rezultatima iz literature, kao

55



i na nekim pojmovima koje koristimo samo u ovom potpoglavlju. Stoga pretpo-

stavljamo da je £italac upoznat sa nekim od ovih pojmova (kao ²to su, na primer,

konferencijske matrice, Adamarovi turniri, itd.) � naravno, za svaki takav pojam

dajemo i odgovaraju¢u referencu u literaturi.

Po£injemo sa najjednostavnijim Primerom 1. Grafovi opisani u Primerima 2�6

jesu grafovi incidencije razli£itih vrsta simetri£nih DG ²ema. U Primeru 6 opisana

je beskona£na familija grafova incidencije troklasnih simetri£nih DUNB�-a.

Primer 1: Jednostavno se uo£ava da je bipartitni komplement disjunktne unije

izomorfnih grafova incidencije simetri£nih UNB�-a uvek regularan bipartitni graf sa

²est razli£itih sopstvenih vrednosti. Tako�e, bipartitni dvojnik bilo kog jako regu-

larnog nebipartitnog grafa sa parametrima (n, r, e, f), f 6= r, ili pro²ireni bipartitni

dvojnik bilo kog jako regularnog grafa jeste regularan bipartitni graf sa ²est razli£itih

sopstvenih vrednosti.

Primer 2: Blok-²eme DG tipa za koje vaºi r = µ1+1 potpuno su okarakterisane

pomo¢u Adamarovih turnira (videti [46]) i jako regularnih grafova, a tako�e je po-

znato da one moraju biti simetri£ne i regularne (videti, na primer, [2]). Graf incide-

ncije jedne takve blok-²eme (sa parametrima v = ml = b, (m, l ≥ 2), r = k = µ1+1,

µ2) uvek u spektru sadrºi broj 1, sa vi²estruko²¢u m(l− 1). Pretpostavimo da je N

matrica incidencije DG blok-²eme D, za koju je r = µ1 + 1, i neka je G njen graf

incidencije. Tada, prema [2] vaºi:

1. Ako je l ≥ 3 i µ2 ≡ 2 (mod l), tada je N = Im⊗Il+(Jm−Im)⊗Jl. Jednostavno

je videti da je graf G upravo bipartitni komplement m disjunktnih kopija

grafa koji je izomorfan sa kompletnim bipartitnim grafom reda 2l iz kojeg je

uklonjeno jedno savr²eno sparivanje, pa je spektar grafa G {±((m − 1)l +

1),± (l − 1)m−1,±1m(l−1)}.

2. Ako je l ≥ 2 i µ2 ≡ 1 (mod l) (to jest, v = b = ml, r = k = l(m−1)/2+1, µ1 =

l(m−1)/2, µ2 = l(m−3)/4+1), postojanje blok-²eme ekvivalentno je postoja-

nju Adamarovog turnira reda m ≡ 3 (mod 4). U ovom slu£aju je N = Im⊗Il+

Hm ⊗ Jl, gde je Hm matrica Adamarovog turnira. Graf incidencije G ovakve

blok-²eme ima spektar {±( l(m−1)
2

+ 1),±
√
1 + l2m+1

4
− l

(m−1)

,±1m(l−1)}.

3. Ako je l = 2 i µ2 paran broj (to jest, v = b = 2m, r = k = 2s + 1, µ1 = 2s,

µ2 = 2s2

m−1
), postojanje blok-²eme ekvivalentno je postojanju jako regularnog

grafa H sa parametrima (m, s, x, x + 1), gde je s2 = (x + 1)(m − 1). U

ovom slu£aju je µ2 = 2(x + 1), i N = Im ⊗ I2 + A ⊗ J2, gde je A ma-

trica susedstva grafa H. Graf incidencije G ovakve blok-²eme ima spektar
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{±(2s + 1),±
√
1 + l(2s− 2s2

m−1
)
(m−1)

,±1m(l−1)}. U ovom slu£aju G je pro²i-

reni bipartitni dvojnik regularnog grafa £ija je matrica susedstva A⊗J2, i koji

ima £etiri razli£ite sopstvene vrednosti: r = 2s > λ2 =
√
1 + l(2s− 2s2

m−1
)−1 >

λ3 = 0 > λ4 = −
√

1 + l(2s− 2s2

m−1
)− 1.

Primer 3: Uo£imo regularnu DG blok-²emu sa parametrima v = ml = b, l = 2,

gde je m paran broj, µ1 = 0, µ2 = m
2
− 1. Njena matrica incidencije N moºe

se konstruisati na slede¢i na£in: u konferencijskoj matrici C reda m (videti [19]),

zamenimo svaki element koji je jednak nuli sa O2, svaki element koji je jednak +1 sa

I2 i svaki element koji je jednak−1 sa J2−I2. Jednostavno se proverava da je matrica

reda 2m× 2m konstruisana na ovaj na£in matrica incidencije ºeljene blok-²eme i da

graf incidencije takve blok-²eme ima spektar {±(m− 1),±
√
m− 1

m
,±1(m−1)}.

Primer 4: Geometrijski metod konstrukcije simetri£nih regularnih DG blok-²ema

dat je u radu [63]: ako je s prost broj ili stepen prostog broja, postoji regularna

simetri£na DG blok-²ema sa parametrima v = b = s(s−1)(s2+s+1), m = s2+s+1,

l = s(s − 1), r = k = s2, µ1 = 0, µ2 = 1. Grafovi incidencije ovakvih blok-²ema

jesu regularni bipartitni grafovi sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti i spektrom

{±s2,±ss(s+1),±√
s
s4−s2−2s−1}. Na osnovu spektra ovakvog grafa zaklju£ujemo da

je njegov struk ve¢i od 4 (videti i Posledicu 2.1).

Primer 5: Posmatrajmo regularnu simetri£nu blok-²emu D sa v ta£aka, kon-

stantnom replikacijom r, tri razli£ite sopstvene vrednosti: r, σ1 > σ2, gde je σ1

vi²estrukosti jedan, i neka je N matrica incidencije blok-²eme D. Zaklju£ujemo da

je takva blok-²ema DG tipa (naime, ta£ke se mogu podeliti u dve grupe veli£ine
v
2
, tako da su dve ta£ke koje pripadaju istoj grupi sadrºane u r − σ2 blokova, a

dve ta£ke koje pripadaju razli£itim grupama u r2−σ1

v
blokova). Tako�e nije te²ko

uo£iti da takva blok-²ema mora biti samodualna (videti [59]). Jasno je kako se moºe

konstruisati blok-²ema D sa navedenim osobinama: ona je komplement disjunktne

unije dve simetri£ne UNB�-e koje imaju iste parametre, na primer (p, t, α). Tada su

parametri blok ²eme D v = b = 2p, r = k = 2p− t, m = 2, l = p, µ1 = 2(p− t) + α,

µ2 = 2(p − t). Graf incidencije G takve blok-²eme jeste bipartitni komplement

disjunktne unije dva grafa incidencije tih simetri£nih UNB�-a, pa je njegov spektar

{±(2p− t),±t,±√
t− α

2p−2}.
Jo² su interesantnije £etiri beskona£ne familije samodualnih regularnih simetri£-

nih DG blok-²ema za koje je m = 2, i £iji su komplementi povezani (ove £etiri

familije su konstruisane u radu [59]). Grafovi incidencije G takvih blok-²ema jesu

regularni bipartitni grafovi sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti, njihova druga
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sopstvena vrednost je vi²estrukosti 1, i oba grafa G, kao i njegov bipartitni kom-

plement, povezani su. Grafovi incidencije blok-²ema koje pripadaju prvoj fami-

liji opisanoj u [59] imaju spektar {±(q2 + q),±q(q − 1),±q2q
3−2}, a grafovi inci-

dencije blok-²ema koje pripadaju drugoj familiji opisanoj u istom radu spektar

{±q2(q3 + q + 1),±q2(q + 1+
√
5

2
)(q + 1−

√
5

2
),±(q2)2q

3−2}, gde je q stepen prostog

broja ve¢i od dva. Preostale dve familije grafova mogu se dobiti uzimanjem bipar-

titnih komplemenata grafova koji pripadaju ve¢ opisanim dvema familijama (pa su

i njihovi spektri isti, sa izuzetkom stepena).

Primer 6: Ovde ¢emo predstaviti familiju S povezanih (2k + 1)-regularnih bi-

partitnih grafova reda 8k (k ≥ 2) sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti, i £ija druga

sopstvena vrednost ima vi²estrukost 2. Da bismo ih konstruisali, uo£imo matricu

incidencije (neke blok-²eme) koja ima slede¢i oblik:

N =




Ik Jk Ok Jk

Jk Ik Jk Ok

Jk Ok Ik Jk

Ok Jk Jk Ik




.

Sada je:

NNT =




Ik + 2kJk 2Jk (k + 1)Jk (k + 1)Jk

2Jk Ik + 2kJk (k + 1)Jk (k + 1)Jk

(k + 1)Jk (k + 1)Jk Ik + 2kJk 2Jk

(k + 1)Jk (k + 1)Jk 2Jk Ik + 2kJk




=

= I4k +




2k 2 k + 1 k + 1

2 2k k + 1 k + 1

k + 1 k + 1 2k 2

k + 1 k + 1 2 2k




⊗ Jk.

O£igledno je da je N matrica incidencije troklasne simetri£ne DUNB�-e, kao i da

matrica NNT ima ta£no tri razli£ite sopstvene vrednosti: 4k(k + 1) + 1, 2k(k −
1) + 1, 1. Dakle, graf incidencije ove blok-²eme pripada skupu S i njegov spektar je

{±(2k + 1),±
√
2k2 − 2k + 1

2
,±1(4k−3)}.
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2.2.4 Povezani r-regularni bipartitni grafovi reda 2n sa ²est

razli£itih sopstvenih vrednosti koji zadovoljavaju r = 3

ili n ≤ 20

Sada odre�ujemo sve grafove opisane u naslovu ovog potpoglavlja. U oba slu£aja

najpre opisujemo postupak kojim smo do²li do ºeljenih grafova, zatim sumiramo

rezultate unutar adekvatnih tvr�enja, a na kraju dajemo komentar o dobijenim

rezultatima.

Koristi¢emo slede¢e uslove:

1. n deli (r2 − σ1)(r
2 − σ2).

2. Brojevi:

Θ4 =
r4 + kσ2

1 + (n− k − 1)σ2
2

n
− 2r2 + r,

Θ6 =
r6 + kσ3

1 + (n− k − 1)σ3
2

n
− r(5r2 − 6r + 2)

moraju biti pozitivni parni celi brojevi.

3. rn = r2 + kσ1 + (n− k − 1)σ2, 1 ≤ k ≤ n− 3.

Prvi uslov sledi iz jednakosti (2.4), dok smo do druga dva uslova do²li koriste¢i

odgovaraju¢e spektralne momente za ciklusno regularne grafove.

Neka je G povezan 3-regularan bipartitni graf sa ²est razli£itih sopstvenih vred-

nosti reda 2n i matricom susedstva (2.1). Neka su σ1 > σ2 kvadrati dve njegove

sopstvene vrednosti (razli£ite od ±3), i sa k ozna£imo vi²estrukost njegove druge

sopstvene vrednosti. Dijametar grafa G najvi²e je 5 (budu¢i da ima ²est razli£itih

sopstvenih vrednosti � videti Teoremu 3.13 monogra�je [20]). Izve²¢emo odgovara-

ju¢u gornju granicu za broj n kako bismo suzili na²u pretragu.

Elementi na glavnoj dijagonali matrice NNT jednaki su 3. Ako jo² vaºi i da je

dijametar grafa G jednak 3, tada su ostali elementi matrice NNT jednaki 1, 2, ili

3, i zbir elemenata u svakoj vrsti jednak je 9. Zaklju£ujemo da tada red n matrice

NNT moºe biti najvi²e 7.

Pretpostavimo da je dijametar grafa G ve¢i od 3. Tada je, na osnovu Teoreme

1.10, σ1 ≥ 3, a na osnovu Teoreme 2.2 vaºi σ2 < 3. Sada razlikujemo dva slu£aja (u

zavisnosti od σ1 i σ2).

Prvo, ako su i σ1 i σ2 prirodni brojevi, postoji 12 mogu¢nosti koje bi trebalo ra-

zmotriti (sve mogu¢e kombinacije u kojima je σ1 = 3, 4, . . . , 8, i σ2 = 1, 2). Koriste¢i

uslove (1)�(3), dolazimo do zaklju£ka da vaºi n ≤ 10, osim ako je σ1 = 5, σ2 = 1,
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Tabela 4: Podaci o povezanim 3-regularnim bipartitnim

grafovima sa 6 razli£itih sopstvenih vrednosti

n Spektar (nenegativni deo) Graf

1. 5 3, 1+
√
5

2

2
, −1+

√
5

2

2
C10

2. 6 3,
√
3
2
, 13 Frenklinov graf

3. 8 3,
√
3
4
, 13 Mebijus�Kantorov graf

4. 8 3,
√
5
2
, 15 bd(3-regularan ²ibica-graf)

5. 10 3, 24, 15 Dezargov (G. Desargues) graf

6. 10 3, 24, 15 graf kospektralan sa Dezargovim

7. 13 3,
√

5+
√
13

2

6

,
√

5−
√
13

2

6

F26A

8. 16 3,
√
5
6
, 19 Dikov graf

n = 16, k = 6, ali tada, na osnovu Posledice 2.1, G mora biti graf incidencije dvo-

klasne simetri£ne DUNB�-e, a nju su odredili Boze (R.C. Bose) i Nair (K.R. Nair)

u radu [10]. Graf incidencije ove blok-²eme poznat je pod nazivom Dikov (W. von

Dyck) graf.

Neka su sada σ1 i σ2 oblika a±
√
b

2
za neke cele brojeve a i b, a2 > b, tada, na

osnovu Teoreme 2.2, vaºi 0 < a < 6. Tako�e je n = 2k+1 i k(6−a) = 6. Budu¢i da

σ1σ2 =
a2−b
4

mora biti ceo broj, ponovo zaklju£ujemo da vaºi n ≤ 10, osim u slu£aju

σ1 = 5+
√
13

2
, σ2 = 5−

√
13

2
, n = 13, k = 6, ali tada, prema Posledici 2.1, G mora biti

graf icidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e, a ovu DUNB�-u je odredio �rikande

(S.S. Shrikhande) u radu [62]. Graf incidencije ove ²eme poznat je pod nazivom

F26A (3-regularan simetri£ni) graf (videti [37]).

Koriste¢i navedene granice za n i uslove (1)�(3), moºemo da odredimo sve pre-

ostale mogu¢e spektre koji odgovaraju povezanim 3-regularnim bipartitnim grafo-

vima sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti. Razmatranjem ovih spektara, dolazimo

do rezultata koji su sumirani u Teoremi 2.9.

Teorema 2.9 Postoji ta£no osam povezanih 3-regularnih bipartitnih grafova sa 6

razli£itih sopstvenih vrednosti. Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 4. Graf u

£etvrtoj vrsti Tabele 4 jeste graf incidencije troklasne simetri£ne DUNB�-e, dok su

svi ostali grafovi iz Tabele 4 grafovi incidencije dvoklasnih simetri£nih DUNB�-a.

U poslednjoj koloni Tabele 4 nalaze se ime ili opis odgovaraju¢eg grafa.
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Napomena 2.1 Graf £iji se podaci nalaze u £etvrtoj vrsti Tabele 4 bipartitni je

dvojnik takozvanog (jedinstvenog) 3-regularnog ²ibica-grafa. �ibica-graf16 je graf koji

se moºe nacrtati u ravni tako da sve njegove grane imaju duºinu 1, pri £emu mu

se grane ne seku. Ukoliko je ²ibica-graf r-regularan, tada se on naziva r-regularan

²ibica-graf. Za vi²e detalja o regularnim ²ibica-grafovima videti [53].

Napomena 2.2 Na osnovu Posledice 2.2, grafovi iz prve i druge vrste Tabele 4 jesu

grafovi incidencije dvoklasnih simetri£nih DUNB�-a. Prema Posledici 2.1, isto vaºi

i za grafove u vrstama 3 i 5. Graf koji se nalazi u £etvrtoj vrsti Tabele 4 graf je

incidencije troklasne simetri£ne DUNB�-e, a ta blok-²ema je komplement blok-²e-

me koja pripada beskona£noj familiji S troklasnih simetri£nih DUNB�-a opisanih u

prethodnom poglavlju, u Primeru 6. Opisi preostala dva grafa (Dikovog grafa i grafa

F26A) ve¢ su dati.

Sada odre�ujemo sve povezane regularne bipartitne grafove reda ne ve¢eg od

2n = 20 sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti. Sve takve grafove stepena 3 ve¢

smo odredili (videti Tabelu 4). Oni koji zadovoljavaju uslov 2n ≤ 20, ponovo

se pojavljuju u Tabeli 5 (vrste 2�6). Graf koji se nalazi u tre¢oj vrsti Tabele 4

izomorfan je svom bipartitnom komplementu, dok se bipartitni komplementi ostala

£etiri grafa nalaze u prvoj, jedanaestoj, dvanaestoj i dvadesetoj vrsti Tabele 5.

Razmatramo dve mogu¢nosti.

Slu£aj 1: graf i njegov bipartitni komplement su povezani. Neka je G graf sa

navedenom osobinom. Tada je G tako�e povezan regularan bipartitni graf sa ²est

razli£itih sopstvenih vrednosti, pa je dovoljno razmatrati samo grafove za koje vaºi

r ≤ n
2
. Dakle, budu¢i da smo odredili sve povezane 3-regularne grafove sa ²est

razli£itih sopstvenih vrednosti, parovi (n, r) koje razmatramo jesu: (8, 4), (9, 4),

(10, 4) i (10, 5).

Koriste¢i uslove (1)�(3), dolazimo do mogu¢ih spektara, a zatim, uz pomo¢ ra-

£unara, i do svih odgovaraju¢ih grafova. Ovi grafovi nalaze se u osmoj, devetoj,

desetoj i ²esnaestoj vrsti Tabele 5. Grafovi koji se nalaze u ²esnaestoj vrsti Ta-

bele 5 izomorfni su svojim bipartitnim komplementima, dok se podaci o bipartitnim

komplementima ostalih grafova nalaze u £etrnaestoj, petnaestoj i osamnaestoj vrsti.

Slu£aj 2: graf je povezan, a njegov bipartitni komplement nije. Neka je G graf sa

navedenom osobinom. Povezane komponente grafa G moraju biti regularni bipar-

titni grafovi sa £etiri razli£ite sopstvene vrednosti i njihov red mora biti manji od 20,

pa su oni grafovi incidencije simetri£nih UNB�-a. Svaka komponenta grafa G mora
16Engl. matchstick.
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imati iste £etiri sopstvene vrednosti, u suprotnom G nije regularan, ili ima vi²e od

²est razli£itih sopstvenih vrednosti. Jedini regularni bipartitni grafovi sa £etiri ra-

zli£ite sopstvene vrednosti reda ne ve¢eg od 20, a koji nisu izomorfni sa kompletnim

regularnim bipartitnim grafom iz kojeg je uklonjeno jedno savr²eno sparivanje, jesu

Hivudov (P.J. Heawood) graf i njegov bipartitni komplement, oba reda 14. Dakle,

G je disjunktna unija j disjunktnih grafova koji su svi izomorfni sa kompletnim

regularnim bipartitnim grafom reda 2s (s ≥ 3), iz kojeg je uklonjeno jedno savr²eno

sparivanje, i pri tome vaºi js = n i n ≤ 10. Sada je jednostavno uveriti se da postoje

£etiri ure�ena para (j, s) koji zadovoljavaju navedene uslove: (2, 3), (2, 4), (2, 5) i

(3, 3), i svaki par odre�uje jedan povezan regularan bipartitni graf sa ²est razli£itih

sopstvenih vrednosti. Uo£imo da ovi grafovi pripadaju beskona£noj familiji grafova

opisanoj u prvom delu Primera 2 u prethodnom poglavlju. Podaci o ovim grafovima

dati su u sedmoj, trinaestoj, sedamnaestoj i devetnaestoj vrsti Tabele 5.

Rezultati do kojih smo do²li sumirani su u Teoremi 2.10.

Teorema 2.10 Postoji ta£no 31 povezan regularan bipartitni graf reda ne ve¢eg od

20 sa 6 razli£itih sopstvenih vrednosti. Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli

5. Grafovi u petoj i dvanaestoj vrsti Tabele 5 jesu grafovi incidencije troklasnih

simetri£nih DUNB�-a, jedan od dva grafa iz ²esnaeste vrste Tabele 5 nije graf inci-

dencije DUNB�-e, dok su svi ostali grafovi grafovi incidencije dvoklasnih simetri£nih

DUNB�-a.

Napomena 2.3 Pored spektara koji se nalaze u Tabeli 5, i spektar {±4, ±
√
13,

±17} zadovoljava uslove (1)�(3), ali budu¢i da n mora biti paran broj (na osnovu

Teoreme 2.5), grafovi sa tim spektrom ne postoje. Na osnovu Posledice 2.3, grafovi

koji odgovaraju osmoj vrsti Tabele 5 jesu grafovi incidencije dvoklasnih simetri£nih

DUNB�-a, a isto vaºi i za grafove koji su predstavljeni u devetoj i desetoj vrsti.

Grafovi koji odgovaraju petoj, dvanaestoj i ²esnaestoj vrsti Tabele 5 opisani su u

formulaciji Teoreme 2.10, dok je opis preostalih grafova koji su predstavljeni u Tabeli

5 dat neposredno pre iskaza iste teoreme.

62



Tabela 5: Podaci o povezanim regularnim bipartitnim

grafovima reda ne ve¢eg od 20 sa 6 razli£itih sopstvenih

vrednosti

n Spektar (nenegativni deo) Broj neizomorfnih grafova

1. 5 2, 1+
√
5

2

2
, −1+

√
5

2

2
1

2. 5 3, 1+
√
5

2

2
, −1+

√
5

2

2
1

3. 6 3,
√
3
2
, 13 1

4. 8 3,
√
3
4
, 13 1

5. 8 3,
√
5
2
, 15 1

6. 10 3, 24, 15 1

7. 6 4, 2, 14 1

8. 9 4, 24, 14 3

9. 9 4,
√
7
2
, 16 1

10. 10 4, 25, 14 4

11. 8 5,
√
3
4
, 13 1

12. 8 5,
√
5
2
, 15 1

13. 8 5, 3, 16 1

14. 9 5, 24, 14 3

15. 9 5,
√
7
2
, 16 1

16. 10 5,
√
5
4
, 15 2

17. 10 6, 4, 18 1

18. 10 4, 25, 14 4

19. 9 7, 22, 16 1

20. 10 7, 24, 15 1
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2.3 Regularni bipartitni grafovi £iji je struk ve¢i

od 4

U ovom poglavlju prou£avamo regularne bipartitne grafove £iji je struk ve¢i od

4. Predstavljamo gornju granicu za stepen takvog grafa u funkciji od njegove druge

sopstvene vrednosti. Dokazujemo da svaki r-regularan bipartitni graf £iji je struk

ve¢i od 4, i £ija druga sopstvena vrednost nije ve¢a od
√
r, mora biti graf incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e ili simetri£ne UNB�-e. Razmatramo odnos izme�u

grafova incidencije dvoklasnih simetri£nih DUNB�-a i razdaljinsko regularnih gra-

fova. Tako�e predstavljamo gornju granicu za red regularnog bipartitnog grafa £iji

je struk ve¢i od 4.

Po£injemo sa teoremom u kojoj je data gornja granica za stepen r-regularanog

bipartitnog grafa £iji je struk ve¢i od 4.

Teorema 2.11 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf £iji je struk ve¢i od 4.

Tada je r ≤ λ2
2 + 1.

Dokaz. Posmatrajmo dva £vora, u i v, koji su na rastojanju 2 u G. Budu¢i da je

struk grafa G najmanje 6, postoji jedinstveni £vor koji je zajedni£ki sused £vorova

u i v, ozna£imo ga sa w. Podgraf G[(u ∪ N(u) ∪ v ∪ N(v))\{w}] je izomorfan sa

2K1,r−1, i stoga je λ2(2K1,r−1) = λ1(K1,r−1) =
√
r − 1. Dakle, na osnovu Teoreme

0.2, λ2(G) ≥
√
r − 1, pa je r ≤ λ2

2 + 1. �

Jedini grafovi £iji stepen dostiºe ovu gornju granicu jesu grafovi incidencije ko-

na£nih projektivnih ravni (videti Posledicu 2.4 i Napomenu 2.4).

Slede¢a teorema daje vi²e podataka o strukturi poveznog r-regularnog bipartit-

nog grafa G, za koji vaºi gr(G) ≥ 6 i £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo sa
√
r.

Teorema 2.12 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf za koji vaºi r ≥ 2

i gr(G) ≥ 6 i £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava λ2
2 ≤ r. Tada je G graf

incidencije simetri£ne UNB�-e sa parametrima (r2 − r+ 1, r, 1), ili graf incidencije

dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na (r2− r)-regularnom kompletnom mul-

tipartitnom grafu.

Dokaz. Neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Budu¢i da vaºi gr(G) ≥ 6, dva

£vora iz iste klase obojivosti mogu imati najvi²e jednog zajedni£kog suseda, pa je

NNT = rI+B, gde je B matrica susedstva nekog (r2−r)-regularnog grafa H. Sada
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je: λ2
2(G) = λ2(NNT ) = r + λ2(B), a po pretpostavci vaºi r ≥ λ2

2(G), odakle sledi

λ2(B) ≤ 0. Uo£imo da graf H mora biti povezan (u suprotnom, λ2(H) = r2−r ≤ 0,

²to povla£i r = 0, ili r = 1), a povezan graf sa ta£no jednom pozitivnom sopstvenom

vredno²¢u mora biti kompletan multipartitni graf (Teorema 6.7, [20]). Postoje dve

mogu¢nosti: H je kompletan grafKr2−r+1, ili jeH regularan kompletan multipartitni

graf.

Ako je H kompletan graf Kr2−r+1, tada je NNT = (r − 1)I + J . Zaklju£ujemo

da G ima ta£no £etiri sopstvene vrednosti: ±r i ±
√
r − 1, pa je G graf incidencije

simetri£ne UNB�-e sa parametrima (r2 − r + 1, r, 1) (videti [20], str. 166).

Ukoliko je H (r2 − r)-regularan kompletan multipartitni graf, onda je jedna£ina

(2.3) o£igledno zadovoljena, pa je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e

zasnovane na (r2 − r)-regularnom kompletnom multipartitnom grafu. �

Posledica 2.4 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf za koji vaºi r ≥ 2 i

gr(G) ≥ 6 i £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava λ2
2 < r. Tada je G graf

incidencije simetri£ne UNB�-e sa parametrima (r2 − r + 1, r, 1).

Dokaz. Ako je r > λ2
2, iz dokaza prethodne teoreme sledi da je λ2(H) < 0. To

zna£i da je H kompletan graf Kr2−r+1, £ime je dokaz zavr²en. �

Napomena 2.4 Kao ²to je ve¢ re£eno, povezan r-regularan bipartitni graf G sa

£etiri razli£ite sopstvene vrednosti mora biti graf incidencije simetri£ne UNB�-e.

Ako vaºi jo² i gr(G) ≥ 6, tada svaka dva £vora iz iste klase obojivosti moraju imati

ta£no jednog zajedni£kog suseda, pa je parametar µ odgovaraju¢e UNB�-e jednak 1.

Takve UNB�-e nazivaju se kona£ne projektivne ravni. Poznato je da postoje kad

god je njihov red prost broj ili stepen prostog broja, i £ine jedinu poznatu beskona£nu

familiju (sa konstantnom vredno²¢u µ) simetri£nih UNB�-a.

Posledica 2.5 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf za koji vaºi r ≥ 2 i

gr(G) ≥ 6 i £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava λ2
2 = r. Tada je G graf

incidencije simetri£ne DG ²eme sa parametrima (v = b = ml, r = k,m, l, 0, 1) koji

zadovoljavaju (m− 1)l = r(r − 1).

Dokaz. Neka je notacija ista kao i u dokazu prethodne teoreme. Tada odmah

sledi da G mora biti graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na

(r2−r)-regularnom kompletnom multipartitnom grafu H. Dakle, H = mKl za neke

prirodne brojeve m i l, pri £emu su oba ve¢a od 1.

Matrica incidencije N ove dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zadovoljava jedna£inu

NNT = rI +B. Zbir elemenata u svakoj njenoj vrsti (koloni) jeste r, pa je v = ml,
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replikacija svake ta£ke je r, veli£ina svakog bloka je tako�e r. Jasno je, tako�e, da

se ta£ke ove ²eme mogu podeliti na m grupa veli£ine l, tako da su dve ta£ke koje

pripadaju istoj grupi (ta£ke koje odgovaraju £vorovima koji se nalaze u istoj kopiji

grafaKl uH) sadrºane u nula blokova (µ1 = 0), a dve ta£ke koje pripadaju razli£itim

grupama (ta£ke koje odgovaraju £vorovima koji se nalaze u razli£itim kopijama grafa

Kl u H) sadrºane su u jednom bloku (µ2 = 1). Dakle, dvoklasna simetri£na DUNB�

je DG ²ema sa parametrima (v = b = ml, r = k,m, l, 0, 1), i budu¢i da je stepen

grafa mKl jednak (m− 1)l, vaºi (m− 1)l = r(r − 1). Ovim je dokaz zavr²en. �

Primeri grafova koji zadovoljavaju uslove Posledice 2.5 jesu grafovi incidencije

simetri£nih DG ²ema sa parametrima (v = b = s(s− 1)(s2 + s+ 1), m = s2 + s+ 1,

n = s(s−1), r = k = s2, µ1 = 0, µ2 = 1), gde je s prost broj ili stepen prostog broja.

Metod konstrukcije ovakvih DG ²ema opisan je u radu [63]. Spektar grafa incidencije

ovakve DG ²eme je {±s2,±ss(s+1),±√
s
s4−s2−2s−1} (videti Primer 4, Potpoglavlje

2.2.3).

Na osnovu Teoreme 2.4, razdaljinsko regularan bipartitni graf G sa ne vi²e od

²est razli£itih sopstvenih vrednosti mora biti graf incidencije dvoklasne simetri£ne

DUNB�-e. Bilo bi interesantno saznati kada je i obrat ovog tvr�enja ta£an, odno-

sno kada je graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e razdaljinsko regularan.

Autori rada [1] pokazali su da svaki r-regularan bipartitan graf G dijametra 4 sa 5

razli£itih sopstvenih vrednosti, £iji svaki par £vorova na rastojanju 2 ima c zajed-

ni£kih suseda mora biti razdaljinsko regularan (videti Posledicu 4.3(b) u radu [1]).

Neka je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e. Neka G ima dijametar 4,

pet razli£itih sopstvenih vrednosti i neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Tada

je jedna£ina (2.3) zadovoljena, i jedan od parametara µ1 ili µ2 jednak je nuli. Dakle,

dva £vora na rastojanju 2 u G imaju konstantan broj zajedni£kih suseda, pa je, na

osnovu pomenute Posledice 4.3(b) iz rada [1], G razdaljinsko regularan. Na ovaj

na£in dokazali smo slede¢u teoremu.

Teorema 2.13 Neka je G graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e. Ako G

ima pet razli£itih sopstvenih vrednosti i dijametar 4, tada je G razdaljinsko regularan.

Nijedna od dve pretpostavke (o dijametru i o broju razli£itih sopstvenih vred-

nosti) ne moºe se izostaviti iz prethodne teoreme. Mebijus�Kantorov graf je graf

incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e (videti Tabelu 4 i Napomenu 2.2 Potpo-

glavlja 2.2.4), njegov dijametar je 4, ali ima ²est sopstvenih vrednosti. Bipartitni

dvojnik kompletnog multipartitnog grafa mKl, za l > 1 i m > 2, jeste l(m − 1)-

regularan bipartitni graf reda 2ml sa 5 razli£itih sopstvenih vrednosti (njegov spe-

ktar je {±l(m − 1),±lm−1, 02m(l−1)}). Jednostavno se proverava da je takav graf
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tako�e i graf incidencije simetri£ne DG ²eme sa parameterima (v = b = ml, r = k =

l(m− 1),m, l, l(m− 2), l(m− 1)), pa je njegov dijametar 3 (µi > 0 za i ∈ {1, 2}).
O£igledno, graf incidencije DG ²eme ne mora biti razdaljinsko regularan. Ipak,

poznato je da graf incidencije TDG ²eme mora biti razdaljinsko regularan. Ako je

N matrica incidencije DG ²eme sa parameterima (v = ml, b, r, k, m, l, µ1, µ2), tada

su sopstvene vrednosti matrice NNT : rk , r − µ1 , rk − vµ2, sa vi²estrukostima: 1,

m(l−1) im−1, redom (videti, na primer, [9]). Pretpostavimo da jeG graf incidencije

simetri£ne TDGµ2(m, l) ²eme i ozna£imo njenu matricu incidencije sa N . Sopstvene

vrednosti matrice NNT su µ2
2l

2, µ2l i 0, sa vi²estrukostima 1, µ2l(l − 1) i µ2l − 1,

redom, pa je spektar grafa G: {±µ2l,±
√
µ2l

µ2l(l−1)
, 02(µ2l−1)}. Zaklju£ujemo da

G ima pet razli£itih sopstvenih vrednosti, pa vaºi diam(G) ≤ 4. Tako�e, NNT =

µ2lI + µ2B, gde je B matrica susedstva grafa µ2lKl. Budu¢i da graf µ2lKl nije

kompletan graf ako vaºi l > 1, dijametar grafa G je 4. Na osnovu prethodne teoreme

G je razdaljinsko regularan. Ovim je dokazana slede¢a posledica.

Posledica 2.6 Graf incidencije simetri£ne transverzalne blok-²eme TDGµ2(m, l),

l > 1, jeste razdaljinsko regularan bipartitan graf £iji je spektar {±µ2l, ±
√
µ2l

µ2l(l−1)
,

02(µ2l−1)}.

Primetimo da je struk grafova opisanih u prethodnoj posledici jednak 4 ako je

parametar µ2 TDG ²eme ve¢i od 1, odnosno 6 ako je µ2 = 1. Vi²e o grafovima

incidencije simetri£nih TDG ²ema moºe se na¢i u radu [31].

Napomena 2.5 Poznato je da se simetri£na TDG ²ema za koju vaºi µ2 = 1

(TDG1(l, l)) moºe konstruisati tako ²to se iz kona£ne projektivne ravni reda l ukloni

jedna linija i sve ta£ke koje se na njoj nalaze (na taj na£in dobija se kona£na a�na

ravan reda l), a zatim se iz dobijene kona£ne a�ne ravni ukloni jedna klasa paralelnih

linija (za eksplicitnu konstrukciju videti [12]). Ovo zna£i da svaki razdaljinsko regu-

laran bipartitni graf G £iji je spektar {±r,±
√
r − 1

r(r−1)} (odnosno graf incidencije

kona£ne projektivne ravni reda r − 1) poseduje kao indukovani podgraf razdaljinsko

regularan graf £iji je spektar {±(r− 1),
√
r − 1

(r−1)(r−2)
, 02(r−2)} (odnosno graf inci-

dencije TDG ²eme TD1(r−1, r−1)), a koji se moºe konstruisati tako ²to se iz grafa

G ukloni proizvoljna grana i sve ta£ke koje su sa njom incidentne.

Ako je G graf koji zadovoljava uslove Teoreme 2.12, tada on ima najvi²e ²est

razli£itih sopstvenih vrednosti. Dakle, na osnovu Teoreme 2.1, G je ciklusno regu-

laran. Ukoliko povezan regularan bipartitni graf £iji je struk ve¢i od 4 ima najvi²e

pet razli£itih sopstvenih vrednosti, moºemo re¢i i vi²e o njegovoj strukturi.

67



Teorema 2.14 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf za koji vaºi r ≥ 2

i gr(G) ≥ 6. Ako G ima najvi²e pet razli£itih sopstvenih vrednosti, onda je G

razdaljinsko regularan.

Dokaz. Ako G ima najvi²e pet razli£itih sopstvenih vrednosti, tada vaºi diam(G) ≤
4 (Teorema 3.13 [20]). Jedini povezan r-regularan bipartitni graf dijametra 2 jeste

kompletan bipartitni graf Kr,r, ali je njegov struk 4.

Pretpostavimo da vaºi diam(G) = 3. Tada svaka dva £vora iz iste klase obojivosti

imaju ta£no jednog zajedni£kog suseda. Dakle, ako je (2.1) matrica susedstva grafa

G, NNT = (r−1)I+J , i zaklju£ujemo da G ima ta£no £etiri razli£ite sopstvene vred-

nosti. U radu [1], Posledica 4.3(a), dokazano je da svaki r-regularan bipartitni graf

G dijametra 3 sa 4 razli£ite sopstvene vrednosti mora biti razdaljinsko regularan.

Pretpostavimo sada da vaºi diam(G) = 4. Tada G ima ta£no pet razli£itih sop-

stvenih vrednosti pa, na osnovu Teoreme 2.6, G mora biti graf incidencije dvoklasne

simetri£ne DUNB�-e. Tvr�enje sada sledi na osnovu Teoreme 2.13. Ovim je dokaz

zavr²en. �

Primetimo da u tvr�enju prethodne teoreme ne moºemo pove¢ati broj razli£itih

sopstvenih vrednosti grafa G: jedan od primera je graf kospektralan sa Dezargo-

vim grafom (Dezargov graf jeste razdaljinsko regularan). Taj graf je 3-regularan

bipartitni graf sa ²est razli£itih sopstvenih vrednosti, njegov struk je 6, ali nije raz-

daljinsko regularan (opisi oba grafa mogu se na¢i u [58]). Pretpostavka da je struk

ve¢i od 4 tako�e je neophodna: jedan od primera je Folkmanov (J.H. Folkman) graf.

To je 4-regularan bipartitni graf £iji je spektar {±4,±
√
6
4
, 010}, njegov struk je 4,

i nije razdaljinsko regularan.

Struk regularnog grafa odre�en je njegovim spektrom (videti [20]), pa vaºi slede¢a

posledice prethodne teoreme.

Posledica 2.7 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf reda 2n za koji vaºi

r ≥ 2 i neka su ±r, ±λ2 i 0 njegove (razli£ite) sopstvene vrednosti. Ako vaºi

(λ2
2 − 2r + 1)r +

r2(r2−λ2
2)

n
= 0, tada je G razdaljinsko regularan.

Dokaz. Budu¢i da G ima pet razli£itih sopstvenih vrednosti, on je ciklusno regu-

laran (na osnovu Teoreme 2.1). Dakle, ako je A matrica susedstva grafa G, matrica

A4 ima konstantnu dijagonalu, pa je ukupan broj zatvorenih puteva duºine 4 koji

po£inju i zavr²avaju se u proizvoljnom £voru grafa G jednak A4
vv = λ2

2r +
r2(r2−λ2

2)

n
.

Nije te²ko videti da je broj trivijalnih zatvorenih puteva (odnosno onih koji ne sa-

drºe konturu) duºine 4 koji po£inju i zavr²avaju se u proizvoljnom £voru grafa G

jednak 2r2 − r. Zato, ako je (λ2
2 − 2r + 1)r +

r2(r2−λ2
2)

n
= 0, vaºi da je struk grafa G

najmanje 6. Na osnovu Teoreme 2.14 G je razdaljinsko regularan. �
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Napomena 2.6 Na druga£iji na£in, prethodnu posledicu dokazali su Van Dam i

Hamers (W. Haemers) u radu [28]. �tavi²e, oni su pokazali da graf koji zado-

voljava uslove prethodne posledice mora biti graf incidencije delimi£ne geometrije,

dg(s, t, α)17, £iji parametri s, t i α zadovoljavaju uslove: s = t = r − 1 i α =

2r − 1− λ2
2.

U slede¢oj teoremi predstavljamo gornju granicu za red r-regularnog bipartitnog

grafa £iji je struk ve¢i od 4 i £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava λ2
2 ≤ r.

Teorema 2.15 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf reda 2n za koji vaºi

r ≥ 2 i gr(G) ≥ 6 i £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava λ2
2 ≤ r. Tada je

n ≤ r2.

Dokaz. Neka je (2.1) matrica susedstva grafa G. Setimo se dokaza Teoreme 2.12:

NNT = rI + B, gde je B matrica susedstva grafa Kr2−r+1, ili matrica susedstva

(r2 − r)-regularnog kompletnog multipartitnog grafa H.

U prvom slu£aju vaºi n = r2 − r + 1, pa o£igledno vaºi i n ≤ r2.

U drugom slu£aju broj n je jednak redu grafa H. Budu¢i da je H = mKl za

neke prirodne brojeve m i l (m, l ≥ 2), vaºi n = ml i (m − 1)l = r2 − r, odakle

sledi n = r2 − r + l. Na osnovu Teoreme 2.6 [20] vaºi λn(H) = −1 − λ2(mKl) =

−1 − (l − 1) = −l, pa je 0 ≤ λn(NNT ) = r + λn(B) = r + λn(H) = r − l. Dakle,

l ≤ r, i zato je n ≤ r2. Ovim je dokaz zavr²en. �

Jednostavno je uo£iti da jednakost u prethodnoj teoremi vaºi ako i samo ako je

l = m = r, u kom slu£aju je G graf incidencije TDG ²eme TDG1(r, r). Ovo zna£i

da su jedini grafovi za koje se dostiºe nejednakost prikazana u prethodnoj teoremi

razdaljinsko regularni grafovi £iji je spektar {±r,
√
r
r(r−1)

, 02(r−1)}. Ovakvi grafovi

postoje kad god je r prost broj ili stepen prostog broja (videti Napomenu 2.4 i

Napomenu 2.5).

2.4 Neke spektralne nejednakosti za regularne

bipartitne grafove

U ovom poglavlju razmatramo regularne bipartitne grafove, na sli£an na£in kao

²to smo u Poglavlju 1.3 razmatrali regularne bipartitne grafove £iji je struk ve¢i od 3.

Predstavljamo spektralne nejednakosti koje se odnose na red regularnih bipartitnih
17Engl. partial geometry, pg(s, t, α).
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grafova (Teorema 2.16, Teorema 2.17 i Teorema 2.18 ), kao i neke njihove posledice

(Posledica 2.8, Teorema 2.19, Teorema 2.20, Teorema 2.21 i Teorema 2.22). Kako

ovi rezultati mogu biti iskori²¢eni u praksi ilustrujemo u slede¢em poglavlju, gde

odre�ujemo sve regularne bipartitne re�eksivne grafove.

U prvoj teoremi predstavljamo gornju granicu za λ2.

Teorema 2.16 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf reda 2n. Tada je

λ2 ≤ n− r.

Dokaz. Bipartitni komplement grafa G je (n − r)-regularan bipartitni graf, pa je

njegova druga sopstvena vrednost najvi²e n − r. Budu¢i da su druga sopstvena

vrednost regularnog bipartitnog grafa i njegovog bipartitnog komplementa jednake,

dokaz je zavr²en. �

Grafovi £ija druga sopstvena vrednost dostiºe jednakost u nejednakosti koja je

data u prethodnoj teoremi jesu, na primer: Kn,n, za n ≥ 2, ili grafovi (r + 1)K2, r ≥
1, kao i grafovi 2G, gde je G bilo koji regularan bipartitni graf.

U radu [34] dokazano je da zbir najve¢e i druge po veli£ini sopstvene vrednosti

r-regularnog grafa G reda n nije ve¢i od n − 2. �tavi²e, u istom radu je pokazano

da se jednakost dostiºe, odnosno da vaºi r+λ2 = n−2, ako i samo ako komplement

grafa G ima komponentu povezanosti koja je bipartitni graf (videti Posledicu 3.2

[34]). Direktna posledica prethodne teoreme jeste sli£na spektralna nejednakost za

r-regularne bipartitne grafove.

Posledica 2.8 Zbir r+λ2, dve najve¢e sopstvene vrednosti r-regularnog bipartitnog

grafa G reda 2n, jeste najvi²e n. �tavi²e, vaºi r+λ2 = n ako i samo ako je bipartitni

komplement grafa G nepovezan.

U slede¢oj teoremi predstavljamo gornju granicu za red r-regularnog bipartitnog

grafa £iji je dijametar jednak 3.

Teorema 2.17 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf reda 2n za koji vaºi

diam(G) = 3. Tada je n ≤ r2−λ2
2(G)

r−λ2
2(G)

kad god je desna strana nejednakosti pozitivna.

Dokaz. Neka je v proizvoljan £vor grafa G. Uo£imo slede¢u podelu skupa X

£vorova grafa G: A = {v}, B = {u ∈ X, d(u, v) = 1}, C = {u ∈ X, d(u, v) = 2},
D = {u ∈ X, d(u, v) = 3}. Nije te²ko uo£iti da je ova podela regularna, a naziva se

jo² i podela u odnosu na rastojanje18 (videti [41], str. 13). Opisana podela indukuje

koli£ni£ku matricu
18Engl. distance partition.
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A =




0 r 0 0

1 0 r − 1 0

0 2r(r−1)
n−2

0 r(n−2r)
n−2

0 0 r 0




.

Na osnovu Teoreme 0.3 sopstvene vrednosti matrice A prepli¢u sopstvene vrednosti

grafa G. Zato vaºi λ2(G) ≥ λ2(A) =
√

r(n−2r)
n−2

. Tvr�enje sledi nakon upro²¢avanja

izraza. �

Grafovi £iji red dostiºe jednakost u nejednakosti datoj u prethodnoj teoremi

jesu, na primer: (r + 1)K2, r ≥ 1, ili Hivudov graf, odnosno njegov bipartitni kom-

plement.

Desna strana nejednakosti iz tvr�enja prethodne teoreme moºe biti i negativna:

jedan od primera je graf prikazan na Slici 1 u radu [15]. To je 3-regularan bipartitan

graf reda 10 i dijametra 3, a njegova druga sopstvena vrednost jednaka je 2. Direktna

posledica prethodne teoreme i Teoreme 1.10 jeste da za red 2n svakog r-regularnog

bipartitnog grafa £ija druga sopstvena vrednost zadovoljava uslov λ2 <
√
r vaºi

n ≤ r2−λ2
2

r−λ2
2
.

Teorema 2.18 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf reda 2n £ija druga

sopstvena vrednost zadovoljava λ4
2 < r. Tada vaºi r + λ2 ≤ n ≤ r + λ2

2. Ako je

n = r + λ2
2, onda je r ≤ λ2

2(λ
2
2 − 1)2.

Dokaz. Prva nejednakost posledica je Teoreme 2.16. Posmatrajmo zato drugu

nejednakost. Na osnovu prethodne teoreme vaºi: n ≤ r2−λ2
2

r−λ2
2
=
(
r + λ2

2 +
λ4
2−λ2

2

r−λ2
2

)
, pa

ako je r > λ4
2, sledi da vaºi n ≤ r + λ2

2.

Pretpostavimo da je n = r + λ2
2 i uo£imo jedan proizvoljan £vor v grafa G.

Jedna klasa obojivosti V grafa G sastoji se od r £vorova koji su susedni £voru v i

od preostalih λ2
2 £vorova koji se nalaze na rastojanju 3 od £vora v, a druga klasa

obojivosti U grafa G sastoji se od £vora v i preostalih r+λ2
2− 1 £vorova. Ozna£imo

sa C podskup onih £vorova skupa U koji su susedni sa svim onim £vorovima skupa

V koji nisu susedni sa v. Vaºi:

rλ2
2 ≤ λ2

2|C|+ (λ2
2 − 1)(r + λ2

2 − 1− |C|),

odakle sledi |C| ≥ r − (λ2
2 − 1)2.

Posmatrajmo sada graf G: to je povezan λ2
2-regularan bipartitni graf £ija je druga

sopstvena vrednost jednaka λ2 pa, na osnovu Teoreme 1.10, vaºi diam(G) ≤ 4. Zato
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svaki sused £vora v u grafu G, u grafu G moºe biti susedan sa najvi²e λ2
2−1 £vorova

koji pripadaju skupu C. Dakle,

|C|(r − λ2
2) ≥ r

(
|C| − (λ2

2 − 1)
)
,

odakle sledi |C| ≤ λ2
2−1

λ2
2
r.

Tako�e vaºi

r − (λ2
2 − 1)2 ≤ |C| ≤ λ2

2 − 1

λ2
2

r,

odakle sledi r ≤ λ2
2(λ

2
2 − 1)2. Ovim je dokaz zavr²en. �

Jednakost vaºi u obe nejednakosti koje su date u prethodnoj teoremi ukoliko

je G = (r + 1)K2, r ≥ 1. Tako�e, primetimo da jednakost u drugoj nejednakosti

vaºi ako je G bipartitni komplement Papusovog grafa, ili bipartitni komplement

Mebijus�Kantorovog grafa.

Napomena 2.7 U Poglavlju 1.3 dokazali smo da regularni nebipartitni grafovi £iji

je struk ve¢i od 3 i koji imaju ograni£enu drugu sopstvenu vrednost imaju i ograni£en

stepen (videti Teoremu 1.11). Ovo ne vaºi za regularne bipartitne grafove. �tavi²e,

mogu¢e je konstruisati mnogo primera. Pomenimo samo da vaºi λ2(Kn,n) = 0 i

rKn,n
= n za svako n ≥ 2. U slede¢oj teoremi predstavljamo jo² jednu ovakvu familiju

grafova.

Teorema 2.19 Za svaki broj k ∈ N, i svako r > k, r ∈ N, postoji povezan r-re-

gularan bipartitni graf dijametra 3 £ija je druga sopstvena vrednost jednaka k.

Dokaz. Uo£imo nepovezan graf £ija je jedna komponenta kompletan bipartitni graf

Kk,k, a druga bilo koji k-regularan bipartitni graf reda 2r (takav graf se uvek moºe

konstruisati uklanjanjem r − k odgovaraju¢ih savr²enih sparivanja iz grafa Kr,r).

Sada je jasno da je bipartitni komplement uo£enog grafa r-regularan bipartitni graf

£iji je dijametar jednak 3, a druga sopstvena vrednost jednaka k. �

U onome ²to sledi razmatramo intervale za λ2 koji ne sadrºe cele brojeve. Prvo

dokazujemo lemu.

Lema 2.2 Neka je G povezan r-regularan bipartitni graf za koji je diam(G)≥ 5.

Tada je diam(G) = 3.
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Dokaz. Budu¢i da je diam(G) ≥ 5, vaºi n ≥ 4r + 2 (videti [13]), pa za svaka

dva £vora iz iste klase obojivosti grafa G mora postojati barem jedan £vor (koji ne

pripada toj klasi obojivosti) koji nije susedan ni sa jednim od njih. Odavde sledi

da svaka dva £vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju barem jednog

zajedni£kog suseda u grafu G. Zato je graf G povezan i vaºi diam(G) ≤ 3. Na kraju

primetimo da ako vaºi diam(G) < 3, tada G mora biti nepovezan. Ovim je dokaz

zavr²en. �

Ozna£imo sa B skup svih povezanih regularnih bipartitnih grafova.

Teorema 2.20 Neka je k bilo koji broj ve¢i od 1 koji nije ceo. Skup S = {G ∈
B : λ2 ∈ (⌊k⌋, k], r > λ2

2} je kona£an ako i samo ako je skup T = {G ∈ B : λ2 ∈
(⌊k⌋, k], r ≤ λ2

2} kona£an.

Dokaz. Uo£imo slede¢e skupove: X = {G ∈ B : λ2 ∈ (⌊k⌋, k], λ2
2 < r ≤ λ4

2},
Y = {G ∈ B : λ2 ∈ (⌊k⌋, k], r > λ4

2}, Z = {G ∈ B : λ2 ∈ (⌊k⌋, k], r ≤ λ2
2}.

Grafovi koji pripadaju skupu X imaju ograni£en stepen: ⌊k⌋2 < r ≤ k4, njihov

dijametar jednak je 3 (na osnovu Teoreme 1.10), pa je zato i njihov red ograni£en

(na osnovu Teoreme 2.17). Dakle, skup X je kona£an.

Grafovi koji pripadaju skupu Y imaju ograni£en red (na osnovu Teoreme 2.18):

n ≤ (r + λ2
2). Dakle, stepen bipartitnog komplementa bilo kog grafa G ∈ Y jeste

najvi²e λ2
2, ²to zna£i da bipartitni komplementi grafova koji pripadaju skupu Y

pripadaju skupu Z, i ako je Z kona£an, kona£an je i skup Y . Dakle, ukoliko je skup

T kona£an, kona£an je i skup S.

Na osnovu Leme 2.2 zaklju£ujemo da se skup Z moºe podeliti na £etiri disjunktna

skupa: Z1 = {G ∈ Z : diam(G) ≤ 4}, Z2 = {G ∈ Z : diam(G) ≥ 5, G ∈ X},
Z3 = {G ∈ Z : diam(G) ≥ 5, G ∈ Z1} i Z4 = {G ∈ Z : diam(G) ≥ 5, G ∈ Y}.
Skup Z1 je kona£an zato ²to grafovi koji pripadaju skupu Z1 imaju stepen ograni£en

odozgo sa k2, i njihov dijametar je 4 ili 3. Skupovi Z2 i Z3 tako�e su kona£ni (zato

²to sadrºe grafove £iji bipartitni komplementi pripadaju kona£nim skupovima X ili

Z1). Dakle, ako je skup Y kona£an, onda je i skup Z4 kona£an, pa je i skup Z
kona£an. Sledi da ako je skup S kona£an, onda je takav i skup T . Ovim je dokaz

zavr²en. �

Slede¢i rezultat je direktna posledica prethodne teoreme.

Teorema 2.21 Neka je k bilo koji broj ve¢i od 1 koji nije ceo. Skup {G ∈ B : λ2 ∈
(⌊k⌋, k]} je kona£an kad god je jedan od skupova {G ∈ B : λ2 ∈ (⌊k⌋, k], r > λ2

2} ili

{G ∈ B : λ2 ∈ (⌊k⌋, k], r ≤ λ2
2} kona£an.
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Ako je k < 2, dolazimo do slede¢e teoreme.

Teorema 2.22 Neka je k ∈ (1, 2). Tada je skup {G ∈ B : 1 < λ2 ≤ k} kona£an.

Dokaz. Neka je G ∈ B. Ako vaºi λ2(G) ≤ k, sledi da je λ2(Pdiam(G)+1) ≤ k, pa je

diam(G) ≤ 2π
arccos k

2

− 2. Skup {G ∈ B : 1 < λ2 ≤ k, r ≤ λ2
2} je kona£an zato ²to je

broj r ograni£en odozgo sa k2, i dijametar svakog grafa koji mu pripada ograni£en

je odozgo sa
⌊

2π
arccos k

2

− 2
⌋
. Rezultat sada sledi na osnovu Teoreme 2.21. �

2.5 Regularni bipartitni re�eksivni grafovi

U ovom poglavlju rezultate koje smo do sada predstavili u ovoj glavi koristimo

za odre�ivanje regularnih bipartitnih grafova sa zadatim spektralnim ograni£enjima.

Zato odre�ujemo sve regularne bipartitne re�eksivne grafove.

2.5.1 r-regularni bipartitni re�eksivni grafovi reda 2n koji

zadovoljavaju r ≤ 2 ili r ≥ n− 2

Svaki regularan bipartitni graf G (povezan, ili ne) £iji je stepen najvi²e 2 ref-

leksivan je. Takvi grafovi su disjunktne unije kompletnih grafova reda 1 ili 2, ili

disjunktne unije kontura parnog reda. Tako�e, stepen svakog nepovezanog regular-

nog bipartitnog re�eksnivnog grafa najvi²e je 2 (budu¢i da je nepovezan, njegova

druga sopstvena vrednost jednaka je njegovom stepenu). Dakle, dovoljno je odrediti

sve povezane regularne bipartitne re�eksivne grafove. Ozna£imo skup svih takvih

grafova sa R.

Teorema 2.23 Svaki povezan regularan bipartitni graf reda 2n £iji stepen nije manji

od n− 2 jeste re�eksivan.

Dokaz. Stepen r svakog grafa G opisanog u tvr�enju najvi²e je n. To zna£i da je

G bipartitni komplement nekog regularnog bipartitnog grafa £iji je stepen najvi²e

2. Koriste¢i jedna£inu (2.2), uo£avamo da vaºi λ2(G) = λ2(G), £ime je tvr�enje

dokazano. �

Tako�e, ako je

R∗ =
{
G ∈ R, 3 ≤ rG ≤ n

2

}
,
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tada je svaki graf koji pripada skupuR\R∗ bipartitni komplement grafa koji pripada

skupu R∗, ili je obavezno re�eksivan (budu¢i da je tada njegov stepen najvi²e 2 ili

nije manji od n − 2). Stoga je dovoljno odrediti sve grafove koji pripadaju skupu

R∗.

2.5.2 r-regularni bipartitni re�eksivni grafovi reda 2n koji

zadovoljavaju 3 ≤ r ≤ n− 3

U prethodnom potpoglavlju uverili smo se da postoji beskona£no mnogo r-re-

gularnih bipartitnih re�eksivnih grafova reda 2n koji zadovoljavaju r ≤ 2 ili r ≥
n − 2. Sada razmatramo r-regularne bipartitne re�eksivne grafove reda 2n koji

zadovoljavaju uslov 3 ≤ r ≤ n − 3. Najpre dokazujemo da takvih grafova ima

kona£no mnogo, a zatim ih sve odre�ujemo koriste¢i se teorijskim rezonovanjem i

ra£unarom.

Prvo odre�ujemo neke osobine grafova koji pripadaju skupu R∗.

Teorema 2.24 Stepen svakog grafa koji pripada skupu R∗ jeste najvi²e 7.

Dokaz. Neka je G graf koji pripada skupu R∗ i £iji je stepen r ve¢i od 7. Na osnovu

Teoreme 1.10, vaºi diam(G) ≤ 3. Jedini povezan regularan bipartitni graf dijametra

2 jeste kompletan bipartitni graf, pa vaºi diam(G) = 3. Ako je red grafa G jednak

2n, na osnovu Teoreme 2.17 vaºi n ≤ r2−λ2
2(G)

r−λ2
2(G)

. Jednostavno je uveriti se da je za

svaku �ksiranu vrednost r ≥ 8 funkcija r2−λ2
2(G)

r−λ2
2(G)

pozitivna i rastu¢a po λ2(G), pa je

2r ≤ n ≤ r2−4
r−4

. Zato mora biti r2 − 8r+4 ≤ 0, ²to nije mogu¢e ako je r ≥ 8. Dakle,

stepen svakog grafa koji pripada skupu R∗ nije ve¢i od 7. �

Lema 2.3 Svaki 3-regularan bipartitni re�eksivni graf ima najvi²e 30 £vorova. Ako

postoji 3-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 30, tada je njegova druga sopstvena

vrednost jednaka 2.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 3-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 2n ≥
30 i neka je G njegov bipartitni komplement. Tada je G (n − 3)-regularan graf i,

na osnovu Teoreme 1.10, njegov dijametar je 3. Neka je v proizvoljan £vor grafa G.

Uo£imo slede¢u podelu skupa X £vorova grafa G: {A = {v}, B = {u ∈ X, d(u, v) =

1}, Ĉ = {u ∈ X, d(u, v) = 2}, D = {u ∈ X, d(u, v) = 3}}.
Vaºi: |B| = n−3, |Ĉ| = n−1, |D| = 3. Tako�e, svaki £vor koji pripada skupu D

ima ta£no n− 3 suseda u skupu Ĉ, pa zaklju£ujemo da postoji barem n− 7 £vorova
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koji pripadaju skupu Ĉ i susedni su sa sva tri £vora u skupu D. Ako je Ĉ1 skup tih

n − 7 £vorova koji pripadaju skupu Ĉ, neka je Ĉ2 = Ĉ\Ĉ1, pa je |Ĉ2| = 6. Sada

slede¢a podela skupa X £vorova grafa G: {A, B, Ĉ1, Ĉ2, D}, indukuje koli£ni£ku

matricu:

Q1 =




0 n− 3 0 0 0

1 0 n2−13n+42
n−3

6(n−5)
n−3

0

0 n− 6 0 0 3

0 n− 5 0 0 2

0 0 n− 7 4 0




.

Na osnovu Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(Q1) =
√

5n−27
n−3

. Dakle, ako je n > 15, tada

je λ2(Q1) > 2, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je G re�eksivan, a ukoliko

je n = 15, onda je λ2(Q1) = 2. Ovim je dokaz zavr²en. �

Lema 2.4 Svaki 4-regularan bipartitni re�eksivni graf ima najvi²e 32 £vora.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 4-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 2n ≥
34 i neka je G njegov bipartitni komplement. Tada je G (n−4)-regularan bipartitni

re�eksivni graf i, na osnovu Teoreme 1.10, njegov dijametar je 3. Neka je v proi-

zvoljan £vor grafa G. Uo£imo slede¢u podelu skupa X £vorova grafa G: {A = {v},
B = {u ∈ X, d(u, v) = 1}, Ĉ = {u ∈ X, d(u, v) = 2}, D = {u ∈ X, d(u, v) = 3}}.
Vaºi: |B| = n − 4, |Ĉ| = n − 1, |D| = 4. Tako�e, svaki £vor koji pripada skupu D

ima ta£no n−4 suseda u skupu Ĉ, pa zaklju£ujemo da postoji barem n−13 £vorova

koji pripadaju skupu Ĉ i susedni su sa sva £etiri £vora u skupu D. Ako je Ĉ1 skup

tih n−13 £vorova koji pripadaju skupu Ĉ, neka je Ĉ2 = Ĉ\Ĉ1, pa je |Ĉ2| = 12. Sada

slede¢a podela skupa X £vorova grafa G: {A, B, Ĉ1, Ĉ2, D}, indukuje koli£ni£ku

matricu:

Q2 =




0 n− 4 0 0 0

1 0 n2−21n+104
n−4

12(n−7)
n−4

0

0 n− 8 0 0 4

0 n− 7 0 0 3

0 0 n− 13 9 0




.

Na osnovu Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(Q2) =
√

7n−64
n−4

. Dakle, ako je n > 16,

tada je λ2(Q2) =
√

7n−64
n−4

> 2, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je G

re�eksivan. Ovim je dokaz zavr²en. �

U nastavku ovog potpoglavlju £esto koristimo slede¢u podelu skupa £vorova X

(odgovaraju¢eg grafa):
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



A = {v}, B = {u ∈ X, d(u, v) = 1},
D = {u ∈ X, d(u, v) = 3},

Ĉi = {u ∈ X, d(u, v) = 2, |N(u) ∩ Y | = i}, i ∈ I,

gde je v proizvoljan £vor skupa X,

I je skup nekih nenegativnih celih brojeva,

a Y ozna£ava skup B ili D. Tako�e, |Ĉi| = ci.





(2.5)

Lema 2.5 Neka r i 2n ozna£avaju stepen i red regularnog bipartitnog grafa G. Ako

je G ∈ R∗, onda:

1. ako je r = 5, tada je n ≤ 21,

2. ako je r = 6, tada je n ≤ 16,

3. ako je r = 7, tada je n ≤ 15.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.10, dijametar grafa G je 3. Uo£imo funkciju r2−λ2
2(G)

r−λ2
2(G)

:

budu¢i da je 0 < λ2(G) ≤ 2 (jedini regularni bipartitni grafovi £ija je druga sopstvena

vrednost manja ili jednaka 0 jesu kompletni bipartitni grafovi, i njihovi bipartitni

komplementi, ali oni ne pripadaju skupu R∗), ona je pozitivna i strogo rastu¢a po

promenljivoj λ2(G) za svaku �ksiranu vrednost r, 5 ≤ r ≤ 7. Na osnovu Teoreme

2.17 vaºi n ≤ r2−λ2
2(G)

r−λ2
2(G)

≤ r2−4
r−4

. Sada moºemo zameniti redom r = 5, r = 6 i r = 7 u

prethodnoj nejednakosti, i na taj na£in se uveriti da vaºe tri nejednakosti navedene

u tvr�enju teoreme. Ovim je dokaz zavr²en. �

Teorema 2.25 Skup R∗ je kona£an.

Dokaz. Stepen svakog grafa koji pripada skupu R∗ nalazi se izme�u brojeva 3 i 7.

Na osnovu Leme 2.3, Leme 2.4 i Leme 2.5, red svakog grafa koji pripada skupu R∗

jeste ograni£en, odakle sledi da je skup R∗ kona£an. �

Budu¢i da svaki r-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 2n koji zadovoljava

3 ≤ r ≤ n − 3 pripada skupu R∗, ili je bipartitni komplement grafa koji pripada

skupu R∗, dolazimo do slede¢eg rezultata, koji je neposredna posledica prethodne

teoreme.

Teorema 2.26 Skup svih r-regularnih bipartitnih re�eksivnih grafova reda 2n koji

zadovoljavaju 3 ≤ r ≤ n− 3 jeste kona£an.
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Sada odre�ujemo sve grafove koji pripadaju skupu R∗.

Najpre odre�ujemo 3-regularne grafove koji pripadaju skupu R∗.

Lema 2.6 Tat�Kokseterov (W.T. Tutte i H.S.M. Coxeter) graf je jedinstveni 3-re-

gularan bipartitni re�eksivni graf reda 30. Ne postoji 3-regularan bipartitni re�ek-

sivni graf reda 28.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji 3-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 2n,

n ∈ {14, 15}, i neka je G njegov bipartitni komplement. Tada je G (n−3)-regularan

graf i, na osnovu Teoreme 1.10, njegov dijametar je 3. Uo£imo podelu (2.5) skupa

X £vorova grafa G, za koju je I = {0, 1, 2, 3} i Y = D. Vaºi: |B| = n − 3,

|D| = 3,
∑3

i=0 ci = n − 1. Setimo se dokaza Leme 2.3: svaki £vor koji pripada

skupu D ima ta£no n − 3 suseda u skupu Ĉ, pa postoji barem n − 7 £vorova koji

pripadaju skupu Ĉ i susedni su sa sva tri £vora u skupu D, odnosno c3 ≥ n−7. Ako

prebrojimo grane koje povezuju £vorove u skupovima
⋃3

i=0 Ĉi i B, zaklju£ujemo da

vaºi (n− 3)c0+(n− 4)c1+(n− 5)c2+(n− 6)c3 = (n− 3)(n− 4). Iz ove i prethodne

jednakosti sledi:

3c0 + 2c1 + c2 = 6. (2.6)

Podela skupa X £vorova grafa G: {A, B,
⋃2

i=0 Ĉi, Ĉ3, D}, indukuje koli£ni£ku

matricu:

Q3 =




0 n− 3 0 0 0

1 0 n2−(7+c3)n+12+6c3
n−3

c3(n−6)
n−3

0

0 n2−(7+c3)n+12+6c3
n−1−c3

0 0 3(n−3−c3)
n−1−c3

0 n− 6 0 0 3

0 0 n− 3− c3 c3 0




.

Njena druga sopstvena vrednost je λ2(Q3) =
√
3
√

n2−(6+c3)n+9(1+c3)
n2−(4+c3)n+3(1+c3)

. Na osnovu

Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(Q3), a budu¢i da je λ2(G) ≤ 2, sledi da je c3 ≤
(n+5)(n−3)

(n+15)
.

Neka je n = 15. Tada je c3 ≤ 8, a znamo da u ovom slu£aju mora biti c3 ≥
15 − 7 = 8, pa je c3 = 8. Zato vaºi

∑2
i=0 ci = 6. Kombinuju¢i ovu jedna£inu i

jedna£inu (2.6), zaklju£ujemo da mora biti: c3 = 8, c2 = 6, c1 = c0 = 0. Ovo zna£i

da za svaki £vor v grafa G postoji ta£no ²est £vorova koji imaju deset suseda u skupu

N(v), i ta£no osam £vorova koji imaju devet suseda u skupu N(v). Dakle, ako je

(2.1) matrica susedstva grafa G, vaºi slede¢a dekompozicija:

NNT = 12I + 10M + 9(J − I −M) = 3I + 9J +M, (2.7)

78



gde jeM matrica susedstva nekog 6-regularnog grafa reda 15. Budu¢i da je λ2(NNT )

= λ2
2(G) = 4, na osnovu jedna£ine (2.7) sledi da je λ2(M) = 1. U Poglavlju 1.2,

Teorema 1.6, odre�eni su svi 6-regularni grafovi £ija je druga sopstvena vrednost

najvi²e 1. Postoji sedam takvih grafova reda 15, i svi oni imaju drugu sopstvenu

vrednost jednaku 1. Sve sopstvene vrednosti matrice NNT su nenegativne, pa se

direktnom proverom moºemo uveriti da ²est od sedam mogu¢ih kandidata za graf

£ija je matrica susedstva M ne ispunjava ovo svojstvo matrice NNT . Sedmi graf

prolazi i ovaj test: to je jako regularan graf sa spektrom {6, 19,−35}. Dakle, spektar

grafa G morao bi biti {±12,±29, 010}, a spektar njegovog bipartitnog komplementa

{±3,±29, 010}. Postoji jedinstven 3-regularan graf sa navedenim spektrom, poznat

pod nazivom Tat�Kokseterov graf (ovaj graf predstavljen je kao graf G6 na stranici

113 monogra�je [58]).

Ako je n = 14, tada je c3 ≤ 209
29

< 8, a znamo da u ovom slu£aju mora biti

c3 ≥ 14− 7 = 7, pa je c3 = 7. Zato vaºi
∑2

i=0 ci = 6. Kombinuju¢i ovu jedna£inu i

jedna£inu (2.6), zaklju£ujemo da je: c3 = 7, c2 = 6, c1 = c0 = 0. Ako je (2.1) matrica

susedstva grafa G, na isti na£in kao i u slu£aju n = 15, dolazimo do zaklju£ka da vaºi

NNT = 11I + 9M + 8(J − I −M), gde je M matrica susedstva nekog 6-regularnog

grafa reda 14, £ija je druga sopstvena vrednost najvi²e 1. Na osnovu Teoreme 1.6

postoji samo jedan takav graf, i to je graf 7K2, ali on ne moºe biti traºeno re²enje

(zato ²to su sve sopstvene vrednosti matrice NNT nenegativne). Ovim je dokaz

zavr²en. �

Sada, uz pomo¢ ra£unara, moºemo generisati sve povezane 3-regularne bipartitne

grafove £iji red nije ve¢i od 26. Postoji ta£no 280250 takvih grafova. Koriste¢i se

ponovo ra£unarom, me�u njima moºemo izdvojiti one koji su re�eksivni i pripadaju

skupu R∗ (odnosno one £iji je red ve¢i od 10). Rezultat do kojeg smo do²li dajemo

u slede¢oj teoremi.

Teorema 2.27 Postoji ta£no 20 3-regularnih grafova koji pripadaju skupu R∗. Po-

daci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Prelazimo na odre�ivanje svih 4-regularnih grafova koji pripadaju skupu R∗.

Po£injemo sa lemom koja nam daje dodatne informacije o 4-regularnim grafovima

koji pripadaju skupu R∗, i £iji je red ve¢i od 22.

Lema 2.7 Neka je G 4-regularan graf reda 2n koji pripada skupu R∗. Tada:

(i) ako je n ≥ 14, tada je gr(G) ≥ 6,
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(ii) ako je n = 13, tada je λ2(G) =
√
3,

(iii) ako je n = 12, tada dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G

mogu imati najvi²e dva zajedni£ka suseda.

Dokaz. Na osnovu Leme 2.4 vaºi n ≤ 16. Pretpostavimo da je n ≥ 12, i neka je

(2.2) matrica susedstva grafa G. Stepen grafa G je (n − 4) i, na osnovu Teoreme

1.10, njegov dijametar je 3.

Uo£imo podelu (2.5) skupa X £vorova grafa G, gde je I = {0, 1, 2, 3, 4} i Y = D.

Vaºi: |B| = n − 4, |D| = 4,
∑4

i=0 ci = n − 1. Ako prebrojimo grane koje povezuju

£vorove u skupovima
⋃4

i=0 Ĉi i B, zaklju£ujemo da vaºi (n− 4)c0 + (n− 5)c1 + (n−
6)c2 + (n− 7)c3 + (n− 8)c4 = (n− 4)(n− 5).

Iz ove i prethodne jednakosti sledi:

4c0 + 3c1 + 2c2 + c3 = 12. (2.8)

Podela skupa X £vorova grafa G: {A, B,
⋃3

i=0 Ĉi, Ĉ4, D}, indukuje koli£ni£ku

matricu:

Q4 =




0 n− 4 0 0 0

1 0 n2−(9+c4)n+20+8c4
n−4

c4(n−8)
n−4

0

0 n2−(9+c4)n+20+8c4
n−1−c4

0 0 4(n−4−c4)
n−1−c4

0 n− 8 0 0 4

0 0 n− 4− c4 c4 0




.

Njena druga sopstvena vrednost je λ2(Q4) = 2
√

n2−(8+c4)n+16(1+c4)
n2−(5+c4)n+4(1+c4)

. Na osnovu

Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(Q4), a budu¢i da je λ2(G) ≤ 2, sledi da je c4 ≤ n
4
− 1.

Razmotrimo najpre tvr�enje (i). Neka je n = 16. Tada je c4 ≤ 3, pa je
∑3

i=0 ci ≥
12. Kombinuju¢i ovu nejednakost i jednakost (2.8), zaklju£ujemo da vaºi c4 = 3,

c3 = 12, c2 = c1 = c0 = 0. To zna£i da za svaki £vor v grafa G postoje ta£no tri

£vora koji imaju osam suseda u skupu N(v), i ta£no dvanaest £vorova koji imaju

devet suseda u skupu N(v). Dakle, vaºi slede¢a dekompozicija:

(J −N)(J −NT ) = 12I + 9M + 8(J − I −M),

gde je M matrica susedstva nekog 12-regularnog grafa reda 16. Sledi da je NNT =

4I+M , odakle zaklju£ujemo da dva £vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa

G mogu imati najvi²e jednog zajedni£kog suseda, ²to zapravo zna£i da graf G ne

sadrºi £etvorouglove, odnosno da je gr(G) ≥ 6.
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Neka je n = 15. Tada je c4 ≤ 2 i, sli£no kao u prethodnom slu£aju, zaklju£ujemo

da je c4 = 2, c3 = 12, c2 = c1 = c0 = 0. Dakle, za svaki £vor v grafa G postoje

ta£no dva £vora koji imaju sedam suseda u skupu N(v), i ta£no dvanaest £vorova

koji imaju osam suseda u skupu N(v). Na isti na£in kao i u slu£aju n = 16 moºemo

se uveriti da je NNT = 4I +M , gde je M matrica susedstva nekog 12-regularnog

grafa reda 15. Odatle sledi da je struk grafa G ve¢i od 4.

Ako je n = 14, tada je c4 ≤ 2, i imamo dve mogu¢nosti: c4 = 2, c3 = 10, c2 = 1,

c1 = c0 = 0, ili c4 = 1, c3 = 12, c2 = c1 = c0 = 0. U prvom slu£aju uo£imo podelu

skupa X £vorova grafa G: {A, B, Ĉ2, Ĉ3, Ĉ4, D}, i koli£ni£ku matricu indukovanu

ovom podelom:

Q5 =




0 10 0 0 0 0

1 0 4
5

7 6
5

0

0 8 0 0 0 2

0 7 0 0 0 3

0 6 0 0 0 4

0 0 1
2

15
2

2 0




.

Druga sopstvena vrednost ove matrice jeste
√
410
10

> 2, ²to je, na osnovu Teoreme

0.3, u suprotnosti sa pretpostavkom da je graf G re�eksivan. U drugom slu£aju

jednostavno se moºemo uveriti da je NNT = 4I +M , gde je M matrica susedstva

nekog 12-regularnog grafa reda 14, pa je gr(G) ≥ 6.

Razmotrimo sada tvr�enje (ii). Budu¢i da je n = 13, vaºi c4 ≤ 2, pa imamo

£etiri mogu¢nosti: c4 = 2, c3 = 8, c2 = 2, c1 = c0 = 0, ili c4 = 2, c3 = 9, c1 = 1,

c2 = c0 = 0, ili c4 = 1, c3 = 10, c2 = 1, c1 = c0 = 0, ili c4 = 0, c3 = 12,

c2 = c1 = c0 = 0. Direktnim izra£unavanjem moºemo se uveriti da podela skupa

X £vorova grafa G: {A, B, Ĉ2, Ĉ3, Ĉ4, D}, i u prvom i u tre¢em slu£aju indukuje

koli£ni£ku matricu £ija je druga sopstvena vrednost ve¢a od 2.

Isto vaºi i u drugom slu£aju ako posmatramo podelu: {A, B, Ĉ1, Ĉ3, Ĉ4, D}.
Poslednja mogu¢nost implicira da je (J − N)(J − NT ) = 9I + 6M , gde je M

matrica susedstva grafa K13. Zato je M = J − I, pa je NNT = 4I + (J − I).

Dakle, svaka dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju ta£no

jednog zajedni£kog suseda, ²to zna£i da je G graf incidencije simetri£ne UNB�-e sa

parametrima (13, 4, 1), odnosno kona£ne projektivne ravni reda 3 (videti Poglavlje

2.3). Postoji samo jedna kona£na projektivna ravan reda 3 (videti [19]). Zato je

graf G jedinstven, i nije te²ko izra£unati (koriste¢i jednakost NNT = 4I + (J − I))

da je njegova druga sopstvena vrednost jednaka
√
3.

Razmotrimo na kraju tvr�enje (iii). Budu¢i da je n = 12, vaºi c4 ≤ 2, pa imamo
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slede¢e mogu¢nosti: c4 = 2, c3 = 8, c2 = c1, c0 = 1, ili c4 = 2, c3 = 7, c2 = c1 = 1,

c0 = 0, ili c4 = 2, c3 = 6, c2 = 3, c1 = c0 = 0, ili c4 = 1, c3 = 9, c2 = 0, c1 = 1,

c0 = 0, ili c4 = 1, c3 = 8, c2 = 2, c1 = c0 = 0, ili c4 = 0, c3 = 10, c2 = 1, c1 = c0 = 0.

Sli£no kao i u prethodnim slu£ajevima, moºemo se uveriti da u obzir dolaze samo

poslednje dve mogu¢nosti. Obe impliciraju c1 = c0 = 0. To upravo zna£i da za bilo

koja dva £vora u i v, koja pripadaju istoj klasi obojenosti grafa G, postoje najvi²e

2 £vora u drugoj klasi obojivosti koji nisu susedni ni sa u, ni sa v. Dakle, svaka dva

£vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G mogu imati najvi²e 2 zajedni£ka

suseda.

Ovim je dokaz zavr²en. �

Lema 2.8 Postoje ta£no £etiri 4-regularna bipartitna re�eksivna grafa £iji je struk

ve¢i od 4.

Dokaz. Neka je G 4-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 2n £iji je struk ve¢i od

4. Na osnovu Leme 2.4 znamo da red svakog 4-regularnog bipartitnog re�eksivnog

grafa nije ve¢i od 32. Tako�e, koriste¢i se ra£unarom, moºemo se uveriti da ne postoji

nijedan 4-regularan graf £iji je struk ve¢i od 4 i koji ima manje od 26 £vorova. Dakle,

vaºi 13 ≤ n ≤ 16.

Pretpostavimo najpre da vaºi λ2 < 2. Tada, na osnovu Posledice 2.4, G mora

biti graf incidencije simetri£ne UNB�-e sa parametrima (13, 4, 1), odnosno kona£ne

projektivne ravni reda 3. Postoji ta£no jedan takav graf (videti dokaz prethodne

leme, slu£aj n = 13). Nije te²ko uo£iti da je njegov spektar {±4,±1.7312}.
Sada pretpostavimo da vaºi λ2 = 2. Tada, na osnovu Posledice 2.5, G mora biti

graf incidencije simetri£ne DG ²eme sa parametrima (v = b = ml, r = k,m, l, 0, 1)

koji zadovoljavaju (m−1)l = r(r−1). Budu¢i da je v = n ≤ 16, mogu¢i (m, l) parovi

su: (4, 4), (5, 3) i (7, 2). Ako je m = l = 4, moºemo izra£unati sopstvene vrednosti

grafa G i videti da je njegov spektar {±4,±212, 06}. Na osnovu Teoreme 2.14 G

je razdaljinsko regularan. Postoji samo jedan takav graf (videti [31]). Za svaku od

preostale dve mogu¢nosti postoji po jedna DG ²ema. Obe ²eme odre�ene su u radu

[11], a njihovi grafovi incidencije imaju spektre {±4,±210,±14} i {±4,±27,±1.416}.
Ovim je dokaz zavr²en. �

Sada smo u situaciji da odredimo sve 4-regularne grafove koji pripadaju skupu

R∗.

Koriste¢i ra£unar generisali smo ta£no 26 173 071 povezan 4-regularan bipartitni

graf reda 24, sa osobinom da dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti imaju

najvi²e 2 zajedni£ka suseda. Me�u njima postoji osam re�eksivnih grafova.
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Nakon ²to smo, uz pomo¢ ra£unara, generisali ta£no 2 871 210 povezanih 4-

-regularnih bipartitnih grafova reda 2n, 8 ≤ n ≤ 11, utvrdili smo da me�u njima

postoji 18 re�eksivnih.

Napomena 2.8 Za generisanje grafova upotrebljavali smo javno dostupnu datoteku

programa nauty, koju je razvio Brendan Makej [56]. Kad god je bilo mogu¢e koristili

smo program geng, sa opcijom -b (ovaj program generi²e neizomorfne regularne bi-

partitne grafove datog stepena i reda), ali kada se ispostavilo da za grafove koje smo

ºeleli da generi²emo vaºi jo² i neko dodatno svojstvo (kao ²to je, na primer, osobina

da dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti mogu imati najvi²e k zajedni£kih

suseda), primenili smo program genbg budu¢i da on uklju£uje i nekoliko razli£itih

ograni£avaju¢ih opcija za generisanje grafova. Taj program generi²e bipartitne gra-

fove, sa dve klase obojivosti, i uzima u obzir jedino izomor�zme kojima se £uvaju te

klase obojivosti. Zato smo morali da me�u odre�enim re�eksivnim grafovima elimi-

ni²emo sve (mogu¢e) izomorfne.

Sad moºemo formulisati dobijeni rezultat.

Teorema 2.28 Postoji ta£no 30 4-regularanih grafova koji pripadaju skupu R∗. Po-

daci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Prelazimo na odre�ivanje svih 5-regularnih grafova koji pripadaju skupu R∗.

Teorema 2.29 Postoji ta£no ²est 5-regularanih grafova koji pripadaju skupu R∗.

Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Dokaz. Neka je G 5-regularan bipartitni graf reda 2n koji pripada skupu R∗. Na

osnovu Leme 2.5 vaºi n ≤ 21. Tako�e, na osnovu Teoreme 1.10, diam(G) = 3,

pa svaka dva £vora koji priadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju bar jednog

zajedni£kog suseda. Neka je v proizvoljan £vor grafa G, i uo£imo podelu (2.5) skupa

X £vorova grafa G, gde je I = {1, 2, 3, 4, 5} i Y = B. Vaºi: |B| = 5, |D| = n − 5 i
∑5

i=1 ci = n− 1. Ako prebrojimo grane koje povezuju £vorove u skupovima
⋃5

i=1 Ĉi

i B, zaklju£ujemo da je c1+2c2+3c3+4c4+5c5 = 20, a iz ove i prethodne jednakosti

sledi c2 + 2c3 + 3c4 + 4c5 = 21− n.

Ako je n = 21, tada je |D| = 16,
∑5

i=1 ci = 20 i c2 + 2c3 + 3c4 + 4c5 = 0, pa

je c2 = c3 = c4 = c5 = 0, c1 = 20. Ovo zna£i da svaka dva £vora koji pripadaju

istoj klasi obojivosti grafa G imaju ta£no jednog zajedni£kog suseda, pa graf G mora

biti graf incidencije UNB�-e sa parametrima (21, 5, 1), odnosno kona£na projektivna

ravan reda 4. Postoji ta£no jedna kona£na projektivna ravan reda 4 (videti [19]), pa

stoga i ta£no jedan re�eksivan 5-regularan graf reda 42.
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Neka sada vaºi 11 ≤ n ≤ 20. Tada je |D| ≤ 15, i podela skupa X £vorova grafa

G: {A, B, Ĉ1,
⋃5

i=2 Ĉi, D}, indukuje koli£ni£ku matricu:

Q6 =




0 5 0 0 0

1 0 c1
5

4− c1
5

0

0 1 0 0 4

0 20−c1
n−c1−1

0 0 5n−25−4c1
n−c1−1

0 0 4c1
n−5

5n−25−4c1
n−5

0




.

Njena druga sopstvena vrednost je λ2(Q6) =
√

(25+c1)n2−(250+66c1)n+625(1+c1)
5(n2−(6+c1)n+5(1+c1)

. Na

osnovu Teoreme 0.3 vaºi λ2(G) ≥ λ2(Q6), i budu¢i da je G re�eksivan, vaºi c1 ≤
−5(n2−26n+105)

n2−46n+525
.

Slu£ajeve 13 ≤ n ≤ 20 jednostavno razre²avamo. Naime, ako je n = 20, tada je

c1 ≤ 15, pa je
∑5

i=2 ci ≥ 4 i c2+2c3+3c4+4c5 = 1, ²to nije mogu¢e. Ako je n = 19,

onda je c1 ≤ 11 i stoga je
∑5

i=2 ci ≥ 7 i c2 + 2c3 + 3c4 + 4c5 = 2, ²to nije mogu¢e.

Ako je n = 18, tada je c1 ≤ 9, pa je
∑5

i=2 ci ≥ 8 i c2 + 2c3 + 3c4 + 4c5 = 3, ²to nije

mogu¢e. Ako je 13 ≤ n ≤ 17, koriste¢i navedenu gornju granicu za c1, zaklju£ujemo

da vaºi
∑5

i=2 ci ≥ 9, a tako�e je i c2+2c3+3c4+4c5 = 21−n ≤ 8, ²to nije mogu¢e.

Ako je n = 12, tada je c1 ≤ 2, pa je
∑5

i=2 ci ≥ 9 i c2+2c3+3c4+4c5 = 9. Odavde

sledi da je c1 = 2, c2 = 9, c3 = c4 = c5 = 0, ²to zna£i da dva £vora koji pripadaju

istoj klasi obojivosti grafa G imaju jednog ili dva zajedni£ka suseda. Sada moºemo

generisati sve povezane 5-regularne bipartitne grafove reda 24 koji zadovoljavaju

osobinu da svaka dva £vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti imaju najvi²e dva

zajedni£ka suseda. Postoji 9 takvih grafova, a 4 me�u njima su re�eksivna.

Ako je n = 11, tada je c1 ≤ 2,
∑5

i=2 ci ≥ 8, c2 + 2c3 + 3c4 + 4c5 = 10, i imamo

£etiri mogu¢nosti: c5 = c3 = 0, c4 = 1, c2 = 7, c1 = 2, ili c5 = c4 = 0, c3 = c1 = 2,

c2 = 6, ili c5 = c4 = 0, c3 = c1 = 1, c2 = 8, ili c5 = c4 = c3 = c1 = 0, c2 = 10.

Direktnom proverom uveravamo se da u prvom (odnosno drugom) slu£aju podela

skupa X £vorova grafa G: {A, B, Ĉ4, Ĉ2, Ĉ1, D} (odnosno {A, B, Ĉ3, Ĉ2, Ĉ1, D})
indukuje koli£ni£ku matricu £ija je druga sopstvena vrednost ve¢a od 2, ²to je, na

osnovu Teoreme 0.3, u suprotnosti sa pretpostavkom da je graf G re�eksivan.

U tre¢em slu£aju skupovi Ĉ3 i Ĉ1 sadrºe po jedan £vor, svaki. Razmatraju¢i

svih ²est mogu¢nosti za podgraf grafa G indukovan skupom £vorova A ∪ B ∪ Ĉ1 ∪
Ĉ3 ∪ D (direktno proveravaju¢i drugu sopstvenu vrednost svakog od ²est mogu¢ih

indukovanih podgrafova), moºemo se uveriti da samo ako dva £vora koji pripadaju

skupu Ĉ1 ∪ Ĉ3 imaju jednog zajedni£kog suseda u skupu B i dva zajedni£ka suseda

u skupu D, graf G moºe biti re�eksivan (u preostalih pet slu£ajeva razmatrani

indukovani podgraf ima drugu sopstvenu vrednost ve¢u od 2 odakle, na osnovu
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Teoreme 0.2, sledi λ2(G) > 2). Sada moºemo skupove B i D podeliti na slede¢i

na£in: B =
⋃3

i=1 Bi i D =
⋃3

i=1 Di, B1 = {u ∈ B, u je zajedni£ki sused £vora koji

pripada skupu Ĉ1 i £vora koji pripada skupu Ĉ3}, B2 = {u ∈ B, u je sused £vora koji

pripada skupu Ĉ3 i nije sused £vora koji pripada skupu Ĉ1}, B3 = {u ∈ B, u nema

suseda u skupu Ĉ1 ∪ Ĉ3}, D1 = {u ∈ D, u je zajedni£ki sused £vora koji pripada

skupu Ĉ1 i £vora koji pripada skupu Ĉ3}, D2 = {u ∈ D, u je sused £vora koji pripada

skupu Ĉ1 i nije sused £vora koji pripada skupu Ĉ3}, D3 = {u ∈ D, u nema suseda u

skupu Ĉ1 ∪ Ĉ3}. Sada je |B1| = 1, |B2| = 2, |B3| = 2, |D1| = 2, |D2| = 2, |D3| = 2.

Direktnim izra£unavanjem moºe se proveriti da slede¢a podela skupa X £vorova

grafa G: {A, B1, B2, B3, Ĉ1, Ĉ2, Ĉ3, D1, D2, D3}, indukuje koli£ni£ku matricu £ija

je druga sopstvena vrednost jednaka
√

21+
√
185

8
> 2. Na osnovu Teoreme 0.3, to je

u suprotnosti sa pretpostavkom da je graf G re�eksivan.

U £etvrtom slu£aju graf G je o£igledno graf incidencije simetri£ne UNB�-e (svaka

dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju ta£no 2 zajedni£ka su-

seda), sa parametrima (11, 5, 2). Poznato je da postoji ta£no jedna takva simetri£ne

UNB� (videti [19]) pa zato postoji i ta£no jedan 5-regularan bipartitan re�eksivni

graf reda 22. Nije te²ko videti da je njegov spektar {±5,±1.7310}.
Ako je n = 10, moºemo generisati svih 304 495 povezanih 5-regularnih bipartitnih

grafova reda 20, a zatim se, uz pomo¢ ra£unara, uveriti da nijedan od njih nije

re�eksivan. Ovim je dokaz zavr²en. �

Sada odre�ujemo sve 6-regularne grafove koji pripadaju skupu R∗.

Teorema 2.30 Postoji ta£no devet 6-regularanih grafova koji pripadaju skupu R∗.

Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Dokaz. Neka je G 6-regularan graf reda 2n koji pripada skupuR∗. Na osnovu Leme

2.5 je n ≤ 16, a na osnovu Teoreme 1.10 vaºi diam(G) = 3. Svaka dva £vora koja

pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G moraju imati barem dva zajedni£ka suseda

(u suprotnom, G sadrºi kao indukovani podgraf graf 2K1,5, a λ2(2K1,5) =
√
5 > 2,

²to je, na osnovu Teoreme 0.2, u suprotnosti sa pretpostavkom da je G re�eksivan).

Neka je v proizvoljan £vor grafa G. Uo£imo podelu (2.5) skupa X £vorova grafa

G, gde je I = {2, 3, 4, 5, 6} i Y = B. Vaºi: |B| = 6, |D| = n − 6 i, sli£no kao u

prethodnoj teoremi, zaklju£ujemo da je c3 + 2c4 + 3c5 + 4c6 = 32− 2n.

Ako je n = 16, iz prethodne jednakosti sledi da vaºi c3 = c4 = c5 = c6 = 0, pa je

c2 = 15. Dakle, svaka dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju

ta£no dva zajedni£ka suseda, pa G mora biti graf incidencije simetri£ne UNB�-e sa

parametrima (16, 6, 2). Postoje tri neizomorfne takve ²eme (videti [19]). Nije te²ko
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uveriti se (na osnovu vrednosti parametara UNB�-e) da sva tri odgovaraju¢a grafa

imaju drugu sopstvenu vrednost jednaku 2.

Pretpostavimo da vaºi 12 ≤ n ≤ 15. Tada je |D| ≤ 9 i podela skupa X £vorova

grafa G: {A, B, Ĉ2,
⋃6

i=3 Ĉi, D}, indukuje koli£ni£ku matricu:

Q7 =




0 6 0 0 0

1 0 c2
3

5− c2
3

0

0 2 0 0 4

0 30−2c2
n−c2−1

0 0 6n−36−4c2
n−c2−1

0 0 4c2
n−6

6n−36−4c2
n−6

0




.

Njena druga sopstvena vrednost je λ2(Q7) =
√

(18+2c2)n2−(216+80c2)n+648(1+c2)
3(n2−(7+c2)n+6(1+c2)

, odakle

sledi c2 ≤ −3(n2−22n+96)
n2−34n+288

.

Ako je n = 15, tada je c2 ≤ 9, pa vaºi
∑6

i=3 ci ≥ 5. Tako�e je c3+2c4+3c5+4c6 =

2, ²to nije mogu¢e. Ukoliko je n = 14, onda je c2 ≤ 6, pa vaºi
∑6

i=3 ci ≥ 7, a znamo

da je c3 + 2c4 + 3c5 + 4c6 = 4, ²to nije mogu¢e. Ako je n = 13, tada je c1 ≤ 4, pa je
∑6

i=3 ci ≥ 8, a znamo da je c3 + 2c4 + 3c5 + 4c6 = 6, ²to nije mogu¢e.

Ukoliko je n = 12, tada je c2 ≤ 3, pa je
∑6

i=3 ci ≥ 8. Tako�e je c3 + 2c4 + 3c5 +

4c6 = 8, odakle sledi c2 = 3, c3 = 8, c4 = c5 = c6 = 0. Sada zaklju£ujemo da dva

£vora koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G imaju ili 2 ili 3 zajedni£ka suseda.

Moºemo generisati sve povezane regularne bipartitne grafove reda 24 sa osobinom da

£vorovi koji pripadaju istoj klasi obojivosti imaju najvi²e tri i najmanje 2 zajedni£ka

suseda. Postoji 73 takva grafa, a me�u njima je ²est re�eksivnih.

Ovim je dokaz zavr²en. �

Ostalo nam je jo² da odredimo sve 7-regularne grafove koji pripadaju skupu R∗.

Teorema 2.31 Postoji ta£no pet 7-regularanih grafova koji pripadaju skupu R∗.

Podaci o ovim grafovima dati su u Tabeli 6.

Dokaz. Neka je G 7-regularan bipartitni graf reda 2n koji pripada skupu R∗. Na

osnovu Leme 2.5 je n ≤ 15, a na osnovu Teoreme 1.10 vaºi diam(G) = 3. Svaka dva

£vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa Gmoraju imati barem tri zajedni£ka

suseda (u suprotnom, G sadrºi kao indukovani podgraf graf 2K1,5, ²to je, sli£no kao

i u dokazu prethodne teoreme, u suprotnosti sa pretpostavkom da je G re�eksivan).

Neka je v proizvoljan £vor grafa G. Uo£imo podelu (2.5) skupa X £vorova grafa

G, gde je I = {3, 4, 5, 6, 7} i Y = B. Vaºi: |B| = 7, |D| = n−7 i c4+2c5+3c6+4c7 =

45− 3n.
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Ako je n = 15, tada iz prethodne jednakosti sledi da je c4 = c5 = c6 = c7 = 0,

pa je c3 = 14. Dakle, svaka dva £vora koja pripadaju istoj klasi obojivosti grafa G

imaju ta£no tri zajedni£ka suseda, te stoga G mora biti graf incidencije simetri£ne

UNB�-e sa parametrima (15, 7, 3). Postoji ta£no 5 neizomorfnih takvih blok-²ema

(videti [19]). Na osnovu njihovih parametara zaklju£ujemo da odgovaraju¢i grafovi

incidencije imaju drugu sopstvenu vrednost jednaku 2.

Neka je sada n = 14. Iz jednakosti
∑7

i=3 ci = 13 i c4 + 2c5 + 3c6 + 4c7 = 3 sledi

da postoje samo tri mogu¢nosti: c7 = c5 = c4 = 0, c6 = 1, c3 = 12, ili c7 = c6 = 0,

c5 = c4 = 1, c3 = 11, ili c7 = c6 = c5 = 0, c4 = 3, c3 = 10.

U prvom slu£aju moºemo se direktnom proverom uveriti da podela skupa X

£vorova grafa G: {A, B, Ĉ6, Ĉ3, D}, indukuje koli£ni£ku matricu £ija je druga

sopstvena vrednost
√
301
7

> 2. To je, na osnovu Teoreme 0.3, u suprotnosti sa

pretpostavkom da je graf G re�eksivan. Sli£no, u drugom slu£aju podela skupa X

£vorova grafa G: {A, B, Ĉ5, Ĉ4, Ĉ3, D}, indukuje koli£ni£ku matricu £ija je druga

sopstvena vrednost
√
5 > 2. U tre¢em slu£aju posmatramo podelu {A, B, Ĉ4, Ĉ3,

D}, koja indukuje koli£ni£ku matricu £ija je druga sopstvena vrednost
√
217
7

> 2.

Dakle, zaklju£ujemo da ne postoji 7-regularan bipartitni re�eksivni graf reda 28.

Ovim je dokaz zavr²en. �

U slede¢im dvema teoremama sumirani su rezultati do kojih smo do²li u ovom

potpoglavlju.

Teorema 2.32 Postoji ta£no 70 regularnih grafova koji pripadaju skupu R∗. To su

grafovi opisani u Tabeli 6.

Tako�e, 53 grafa koji su bipartitni komplementi grafova koji pripadaju skupu

R∗ ne pripadaju skupu R∗, pa vaºi slede¢a teorema.

Teorema 2.33 Postoji ta£no 123 r-regularna bipartitna re�eksivna grafa reda 2n

koji zadovoljavaju 3 ≤ r ≤ n− 3.

2.5.3 Podaci i komentari o r-regularnim bipartitnim

re�eksivnim grafovima reda 2n koji zadovoljavaju

3 ≤ r ≤ n− 3

Ovo poglavlje zaklju£ujemo dodatnim podacima o r-regularnim bipartitnim ref-

leksivnim grafovima reda 2n koji zadovoljavaju 3 ≤ r ≤ n− 3.
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U prethodnom potpoglavlju, Teorema 2.29, dokazano je da dva £vora koja pri-

padaju istoj klasi obojivosti 5-regularnog bipartitnog grafa G reda 24 moraju imati

jednog ili dva zajedni£ka suseda. To zna£i da, ako je (2.1) matrica susedstva grafa

G, tada vaºi NNT = 5I + 2M + (J − I − M), gde je M matrica susedstva nekog

9-regularnog grafa H reda 12. Budu¢i da je λ2(NNT ) = λ2
2(G), i da vaºi λ2

2(G) ≤ 4,

sledi −1 < λ2(M) ≤ 0. Drugim re£ima, graf H ima ta£no jednu pozitivnu sopstvenu

vrednost, ²to zna£i da je izomorfan sa jako regularnim kompletnim multipartitnim

grafom (videti Teoremu 6.7 monogra�je [20]). Jasno je da je H = 4K3, pa je G graf

incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na 4K3 (videti Poglavlje 2.1).

Sli£no rezonovanje se moºe primeniti i za jo² neke od grafova koje smo odredili u

prethodnom potpoglavlju, i ti podaci bi¢e uklju£eni u tabelu £iji opis sledi.

U Tabeli 6 predstavljeni su svi grafovi koji pripadaju skupuR∗. U njoj su, u prve

£etiri kolone, dati slede¢i podaci: redni broj grafa, broj n, struk i spektar (njegov

nenegativni deo). U petoj koloni dat je, ukoliko postoji, dodatni opis odgovaraju¢eg

grafa, to jest naziv pod kojim je on poznat u literaturi, odnosno napomena ukoliko

je odgovaraju¢i graf graf incidencije simetri£ne UNB�-e, odnosno dvoklasne sime-

tri£ne DUNB�-e. Ako je odgovaraju¢i graf graf incidencije simetri£ne UNB�-e sa

parametrima (v, r, µ), u petoj koloni pi²e UNB�(v, r, µ), a ukoliko je odgovaraju¢i

graf graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na jako regularnom

grafu H, u petoj koloni zapisano je DUNB�µ1,µ2(H).

U Tabeli 7 data je heksadecimalna reprezentacija svakog grafa koji je predstavljen

u Tabeli 6. Do ove reprezentacije dolazimo na slede¢i na£in: podmatrica N matrice

susedstva (2.1) posmatra se kao binarni broj (njene vrste se nadovezuju jedna na

drugu), a zatim se taj binarni broj predstavi u heksadecimalnom zapisu.

Tabela 6: Podaci o grafovima koji pripadaju skupu R∗

Graf 2n Struk Spektar (nenegativni deo) Opis

J1 12 4 3, 1.732, 13 Frenklinov graf,

DUNB�2,1(3K2)

J2 12 4 3, 22, 1, 04

J3 12 4 3, 2, 1.412, 1, 02

J4 14 4 3, 2, 1.414, 02

J5 14 4 3, 1.932, 1.412, 0.522

J6 14 6 3, 1.416 Hivudov graf, UNB�(7, 3, 1)

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 6 � nastavak

Graf 2n Struk Spektar (nenegativni deo) Opis

J7 16 6 3, 1.734, 13 Mebijus�Kantorov graf,

DUNB�1,0(4K2)

J8 16 4 3, 22, 1.732, 1, 04

J9 16 4 3, 2, 1.732, 1.412, 1, 02

J10 18 6 3, 1.736, 04 Papusov graf,

DUNB�1,0(3K3)

J11 18 6 3, 2, 1.734, 12, 02

J12 18 6 3, 1.972, 1.732, 1.292, 0.682

J13 20 6 3, 24, 15 Dezargov graf,

DUNB�1,0((Petersen))

J14 20 6 3, 24, 15 DUNB�1,0((Petersen))

J15 20 6 3, 23, 1.732, 13, 02

J16 20 6 3, 22, 1.882, 1.532, 1, 0.352

J17 20 6 3, 23, 1.732, 13, 02

J18 20 6 3, 22, 1.882, 1.532, 1, 0.352

J19 24 6 3, 26, 13, 04

J20 30 8 3, 29, 010 Tat�Kokseterov graf,

DUNB�1,0(jrg(15, 6, 1, 3))

J21 16 4 4, 24, 06 DUNB�2,0(4K2)

J22 16 4 4, 24, 06 DUNB�2,0(4K2)

J23 16 4 4, 23, 1.412, 04

J24 16 4 4, 23, 1.412, 04

J25 16 4 4, 22, 1.732, 12, 02

J26 16 4 4, 22, 1.732, 12, 02

J27 16 4 4, 22, 1.414, 02

J28 16 4 4, 2, 1.852, 1.412, 0.772

J29 18 4 4, 24, 14 DUNB�2,1(9− Pejli)

J30 18 4 4, 24, 14 DUNB�2,1(9− Pejli)

J31 18 4 4, 24, 14 DUNB�2,1(9− Pejli)

J32 18 4 4, 23, 1.732, 12, 02

J33 18 4 4, 23, 1.732, 12, 02

J34 18 4 4, 22, 1.882, 1.532, 0.352

J35 20 4 4, 25, 04 DUNB�2,1(Petersen)

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 6 � nastavak

Graf 2n Struk Spektar (nenegativni deo) Opis

J36 20 4 4, 25, 04 DUNB�2,1(Petersen)

J37 20 4 4, 25, 04 DUNB�2,1(Petersen)

J38 20 4 4, 25, 04 DUNB�2,1(Petersen)

J39 24 4 4, 28, 06

J40 24 4 4, 28, 06

J41 24 4 4, 27, 1.412, 04

J42 24 4 4, 27, 1.412, 04

J43 24 4 4, 26, 1.414, 02

J44 24 4 4, 26, 1.414, 02

J45 24 4 4, 26, 1.414, 02

J46 24 4 4, 25, 1.416 DUNB�2,1(6K2)

J47 26 6 4, 1.7312 UNB�(13, 4, 1)

J48 28 6 4, 27, 1.416 UNB�1,0(7K2)

J49 30 6 4, 210, 14 DUNB�1,0(5K3)

J50 32 4 4, 212, 06 DUNB�1,0(4K4)

J51 22 4 5, 1.7310 UNB�(11, 5, 2)

J52 24 4 5, 28, 13 DUNB�2,1(4K3)

J53 24 4 5, 28, 13 DUNB�2,1(4K3)

J54 24 4 5, 28, 13 DUNB�2,1(4K3)

J55 24 4 5, 28, 13 DUNB�2,1(4K3)

J56 42 6 5, 220 UNB�(21, 5, 1)

J57(J58) 24 4 6, 29, 04 DUNB�3,2(3K4)

J59(J60) 24 4 6, 29, 04 DUNB�3,2(3K4)

J61(J62) 24 4 6, 29, 04 DUNB�3,2(3K4)

J63 32 4 6, 215 UNB�(16, 6, 2)

J64 32 4 6, 215 UNB�(16, 6, 2)

J65 32 4 6, 215 UNB�(16, 6, 2)

J66 30 4 7, 214 UNB�(15, 7, 3)

J67 30 4 7, 214 UNB�(15, 7, 3)

J68 30 4 7, 214 UNB�(15, 7, 3)

J69 30 4 7, 214 UNB�(15, 7, 3)

J70 30 4 7, 214 UNB�(15, 7, 3)
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Napomena 2.9 Tat�Kokseterov graf, koji je predstavljen u dvadesetoj vrsti Tabele

6, jeste graf incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-e zasnovane na (jedinstve-

nom) jako regularnom grafu £uji su parametri (15, 6, 1, 3), stoga u koloni u kojoj

dajemo opis grafa pi²e DUNB�1,0(jrg(15, 6, 1, 3)).

Sli£no, grafovi J29, J30 i J31 jesu grafovi incidencije dvoklasne simetri£ne DUNB�-

-e zasnovane na (jedinstvenom) jako regularnom 9-Pejlijevom grafu, pa u koloni u

kojoj dajemo njihov opis pi²e DUNB�2,1(9− Pejli). Jako regularan 9-Pejlijev graf

ima parametre (9, 4, 1, 2).

Interesantno je da su neki od grafova datih u Tabeli 6 bipartitni dvojnici od-

govaraju¢ih nebipartitnih grafova. Na primer, Dezargov graf je bipartitni dvojnik

Petersenovog grafa, graf J34 je bipartitni dvojnik 4-regularnog izuzetnog grafa reda 9

iz drugog sloja (videti Poglavlje 1.1), £iji je spektar {4, 1.882, −0.352, −1.532, −22}
(videti [23], str. 227), graf J27 je bipartitni dvojnik 4-regularnog izuzetnog grafa reda

8 iz tre¢eg sloja £iji je spektar {4, 1.412, 0, −1.412, −22} (videti [23], str. 227).

Tabela 7: Heksadecimalna reprezentacija matrice

susedstva grafova koji pripadaju skupu R∗

Graf Heksadecimalna reprezentacija

J1 E0B56C8D6

J2 E0772356A

J3 E0B566723

J4 1C09AA39154C6

J5 1C0AAA330E32C

J6 1C11998AB0B4A

J7 E0293446138A8558

J8 E02A51168C238558

J9 E02334461A89518C

J10 1C02A48886318C2241CA4

J11 1C0071920A3228A0D5118

J12 1C08A0B2142349224E045

J13 E014425130064078A08A18642

J14 E0089940234160C4483430868

J15 E0049414345802A830C284891

J16 E006188906824D0444341288C

J17 E004C10C32219215421422628

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 7 � nastavak

Graf Heksadecimalna reprezentacija

J18 E004C10C32219215422422618

J19 E004140439801060702051182284C0822089

J20 1C000048822408A0300A081188010180E01004802320C100500A42600

J21 F03C0F5AC3A56996

J22 F00FAA63C9559C36

J23 F02B1E6CC59359A6

J24 F00F9C35A95366CA

J25 F02D1E6A93C559A6

J26 F08E552D66A3995A

J27 F01E99536CC52BA6

J28 F03A2DA3CC954B56

J29 1E092E609C781B44D8A8B

J30 1E019D15B0A51E42C9D92

J31 1E02C8B93847A9495638A

J32 1E03A48D0F19270E99394

J33 1E0662CA172517560A695

J34 1E03A50D0EA9171663594

J35 F00B1239544AA9211E251E309

J36 F00B1239524969411E2A1E309

J37 F007111F14A0CD82B10D4CA2A

J38 F030A170A925A19899855C063

J39 F0032229814544AC841892540A6831413868

J40 F00322294149446C8811C2C10AA831413864

J41 F0014903518393029860584C22A8864524E0

J42 F000C523480B8311A8AC050519246245820E

J43 F0084903518393029860514C22A8864524E0

J44 F0004D43448A138291541A0C2231868528E0

J45 F008C423480B8311A82C150519246245820E

J46 F0024C43448A13829154180D2231868528E0

J47 1E0019108345A084680D22A0A904838C224460C2434

J48 F0009424C408A411C0588413081988A0606408E10582482C1

J49 1E000501844641A026108512620242900B060C4340421512048248131

J50 F000005C81881209402510868411221209038062489025041C4006A02

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 7 � nastavak

Graf Heksadecimalna reprezentacija

8284340

J51 1F019298EC543A4B925C96911D49D19

J52 F808A94A62CA19554C61313A943A1CC70265

J53 F80C52A499158AA1CC3230F148766453821E

J54 F80C52A499158AA1CC1632B148766453821E

J55 F80C0EA158C39381CC1274B22A955166425A

J56 1F0000802C1400836090A10B020410A2215801000662831022094040B

808212848441108250490604C1021C0061061210A8091111011901

J57(J58) FC065615DA2738E6693B18F44BA8CBD2CD13

J59(J60) FC0C5C88F2751E6969B13595E266A953A2DA

J61(J62) FC0D1C15BA2D3876553B84E9D234B68CEA72

J63 FC00303A0C6318D48A8A492C160D2B11A26446B0258691A18558C0175

34260C9

J64 FC00302B17A0921C18C55152A1C824742B118926450DC0B10C9A4A686

2868643

J65 FC00300F1B48C22C907151A2256428B848C5451916940E23891684CAA

3816252

J66 1FC02A4CD8744DE03658B270D69C84EC4E98E2AA1D87590D4CD51E8CA

J67 1FC02525AAB1263B32729532656C38B14CCCE91C65525C1FA383C348B

J68 1FC0154D1A719878C47562399A6C54B85CAA4987D40E57272692734E8

J69 1FC00AE932B8B0368C5CCD2B44D879314F29330E711D1D928D4B568D4

J70 1FC014EA292B878657A26534C594D629938D39433CE0CA6A34A8BF09A

Na kraju, dodajmo i slede¢e zapaºanje.

Za graf G kaºemo da je integralan ako se njegov spektar sastoji samo od celih

brojeva. Podsetimo £itaoca da su svi povezani 3-regularni integralni grafovi odre�eni

u radu [15], odnosno nezavisno u radu [61]. Postoji ta£no 13 takvih grafova. Svi

povezani 4-regularni integralni grafovi koji ne sadrºe brojeve ±3 u svom spektru

odre�eni su u radu [66]. Postoji ta£no 24 takva grafa.

Autori rada [15] do²li su do rezultata kombinuju¢i teorijsko rezonovanje sa ra-

£unarskom pretragom. S druge strane, jasno je da je bipartitni dvojnik svakog

povezanog r-regularnog nebipartitnog integralnog grafa povezan r-regularni bipar-

titni integralni graf. Zato je klju£na ideja u radovima [61] i [66] bila da se odrede
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svi povezani regularni bipartitni integralni grafovi (stepena 3 u radu [61], odnosno

stepena 4 koji ne sadrºe brojeve ±3 u svom spektru u radu [66]): postoji 8 povezanih

3-regularnih bipartitnih integralnih grafova i 16 povezanih 4-regularnih integralnih

grafova koji u svom spektru nemaju brojeve ±3. Primetimo da su svi ti grafovi

tako�e i re�eksivni, a budu¢i da smo upravo odredili sve regularne bipartitne re�ek-

sivne grafove, svi pomenuti grafovi nalaze se me�u njima i mogu se lako uo£iti i

izdvojiti iz tog skupa.
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Glava 3

Ugneº�eni grafovi

U ovoj glavi razmatramo takozvane ugneº�ene grafove i njihov Q-spektar. Doka-

zujemo da su, u skupu svih povezanih bipartitnih grafova �ksiranog reda i veli£ine,

grafovi sa maksimalnim Q-indeksom upravo duplo ugneº�eni grafovi. Predstavljamo

i niz (ne)jednakosti koje se odnose na glavni sopstveni vektor (sopstveni vektor koji

odgovara najve¢oj sopstvenoj vrednosti) nenegativne Laplasove matrice duplo ugne-

º�enih grafova, a dobijene rezultate koristimo za postavljanje nekih gornjih i donjih

granica za Q-indeks tih grafova.

U nastavku razmatramo ugneº�ene grafove sa ograni£enom drugom sopstve-

nom vredno²¢u (odnosno, drugom sopstvenom vredno²¢u nenegativne Laplasove

matrice). Utvr�ujemo kakva veza postoji izme�u strukture ugneº�enih grafova i

sopstvenih vrednosti njihove nenegativne Laplasove matrice. Na kraju odre�ujemo

sve duplo ugneº�ene grafove £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena odozgo sa√
2.

Rezultati predstavljeni u ovoj glavi objavljeni su u radovima [3] (Poglavlje 3.2)

i [4] (Poglavlje 3.3).

3.1 Postavka problema i pregled poznatih

rezultata

Neka je G = (V,E) prost graf reda n = |V | i veli£ine m = |E|. Nenegativna

Laplasova matrica1 grafa G de�ni²e se kao Q = A +D, gde je A(= A(G)) matrica

susedstva grafa G, a D(= D(G)) dijagonalna matrica stepena njegovih £vorova, dok

je QG(λ) = det(λI−Q) karakteristi£ni polinom matrice Q = A+D (koji se naziva i

Q-polinom grafa G). Sopstvene vrednosti matrice Q (odnosno nule njenog karakte-

risti£nog polinoma) i njen spektar (to jest, multiskup njenih sopstvenih vrednosti)

nazivamo redom sopstvene vrednosti nenegativne Laplasove matrice i spektar nene-

gativne Laplasove matrice (nadalje ¢emo koristiti termine Q-sopstvene vrednosti i

Q-spektar) grafa G.

1Engl. signless Laplacian matrix.
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Budu¢i da je matrica Q simetri£na pozitivna semide�nitna, Q-spektar sadrºi

realne nenegativne vrednosti. �tavi²e, najmanja sopstvena vrednost matrice Q po-

vezanog grafa jednaka je nuli ako i samo ako je taj graf bipartitan; u tom slu£aju

nula je jednostruka sopstvena vrednost (videti [24], Stav 2.1). Sopstvene vred-

nosti matrice Q ozna£ava¢emo sa κ1(G), κ2(G), . . . , κn(G), uz pretpostavku da vaºi

κi ≥ κi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Najve¢a sopstvena vrednost matrice Q naziva se Q-indeks grafa G i ozna£ava se

sa κ(= κ(G)). Ova vaºna spektralna invarijanta je u skorije vreme postala predmet

mnogih prou£avanja. Setimo se da je

∆+ 1 6 κ 6 2(n− 1) , (3.1)

gde ∆ ozna£ava maksimalan stepen £vora datog grafa. Jednakost u levoj nejednako-

sti vaºi za zvezda grafove (kompletne bipartitne grafove £ija se jedna klasa obojivosti

sastoji od samo jednog £vora), a u desnoj za kompletne grafove (videti [24]).

Cvetkovi¢, Roulinson (P. Rowlinson), i Simi¢ su u radu [25] postavili slede¢u

hipotezu:

κ 6 n− 1 + d̄ , (3.2)

gde je d̄ srednja vrednost stepena £vorova datog grafa. Kasnije su Feng i Ju u radu

[36] dokazali da je hipoteza ta£na (videti tako�e i [5]). Mnoge druge granice za

Q-indeks proizvoljnog (povezanog) grafa mogu se na¢i u [22].

Kao ²to smo ve¢ napomenuli u prethodne dve glave, mnoga istraºivanja moti-

visana su ºeljom da se odre�ene familije grafova na neki na£in klasi�kuju, ili da

se opi²e stuktura pripadaju¢ih grafova na osnovu njihovih spektralnih osobina (po-

sebno mesto ovde zauzima prou£avanje druge sopstvene vrednosti). S druge strane,

do sada ne postoji mnogo rezultata koji se odnose na drugu Q-sopstvenu vrednost

(videti, na primer, [25] ili [6]).

Sada dajemo kratak opis strukture grafova koje razmatramo u ovoj glavi, tako-

zvanih ugneº�enih grafova2.

Grafovi koji ne sadrºe kao indukovan podgraf nijedan od grafova 2K2, P4 ili C4

zovu se, po Hansenu (P. Hansen), podeljeno ugneº�eni grafovi (PUG-ovi)3. �vorovi

proizvoljnog PUG-a mogu se podeliti na 2h ¢elija (gnezda)
⋃h

i=1 Ui i
⋃h

i=1 Vi, tako

da je podgraf indukovan skupom £vorova
⋃h

i=1 Ui (odnosno skupom £vorova
⋃h

i=1 Vi)

kompletan (odnosno totalno nepovezan) graf, i svi £vorovi koji pripadaju skupu Ui

susedni su svim £vorovima koji pripadaju skupu Vj ako je i ≤ j.

2Engl. nested graphs.
3Engl. nested split graphs (NSGs).
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Bipartitni ekvivalenti PUG-ova su takozvani duplo ugneº�eni grafovi (DUG-

-ovi)4. �vorovi proizvoljnog povezanog DUG-a mogu se podeliti na dve klase obo-

jivosti (takozvane ko-klike5) i svaka od te dve klase moºe se podeliti na h nepraznih

¢elija
⋃h

i=1 Ui i
⋃h

i=1 Vi tako da su svi £vorovi koji pripadaju skupu Ui susedni svim

£vorovima koji pripadaju skupu
⋃h+1−i

j=1 Vj, za i = 1, 2, . . . , h.

Obe klase grafova imaju vaºnu ulogu u istraºivanjima koja se odnose na grafove sa

maksimalnim (Q-)indeksom. Naime, poznato je da je graf sa maksimalnim indeksom

ili maksimalnim Q-indeksom datog reda i veli£ine upravo PUG (videti, na primer,

[22], str. 231), odnosno DUG ukoliko je bipartitan (videti [7], kao i Potpoglavlje

3.2.1)

Za PUG-ove i DUG-ove koristimo zajedni£ki naziv ugneº�eni grafovi. Neka je (u

oba slu£aja) mi = |Ui|, ni = |Vi|, i = 1, . . . , h. Tada je skup £vorova odgovaraju¢eg

ugneº�enog grafa G skup V =
⋃h

i=1 Ui ∪
⋃h

i=1 Vi, i vaºi n = |V | = ∑h

i=1(mi + ni).

Proizvoljan PUG (odnosno DUG) ozna£avamo sa:

PUG(m1,m2, . . . ,mh;n1, n2, . . . , nh)

(odnosno DUG(m1,m2, . . . ,mh;n1, n2, . . . , nh)).

Uop²te uzev, proizvoljan ugneº�eni graf ozna£avamo sa UG(m1,m2, . . . , mh; n1, n2,

. . . , nh). Primetimo da je PUG (odnosno DUG) povezan kad god je parametar m1

(odnosno kad su parametri m1 i n1) ve¢i od nule. Ako je bilo koji od preostalih para-

metara jednak nuli, ponovo imamo ugneº�eni graf sa manjom vredno²¢u parametra

h, pa ubudu¢e vaºi pretpostavka da su sve vrednosti parametara ve¢e od nule.

Sada de�ni²emo takozvani princip delitelja6. Neka je skup £vorova grafa G pode-

ljen na neprazne podskupove X1, X2, . . . , Xs tako da je za svako i, j ∈ {1, 2, . . . , s}
svaki £vor koji pripada skupu Xi susedan sa ta£no dij £vorova koji pripadaju skupu

Xj. Neka je D matrica formata s × s, de�nisana sa D = (dij). Multigraf H £ija je

matrica susedstva D naziva se £elni delitelj grafa G, ili, kra¢e, delitelj grafa G (videti

[21], De�nicija 2.4.4). Primetimo da Q-matricu proizvoljnog grafa moºemo posma-

trati kao matricu susedstva odgovaraju¢eg multigrafa imaju¢i u vidu da je svaki

element na dijagonali jednak broju petlji odgovaraju¢eg £vora, pa stoga moºemo

primenjivati opisani princip.

Za (Q-)sopstvenu vrednost grafa G kaºemo da je glavna (Q-)sopstvena vred-

nost ako i samo ako odgovaraju¢i (Q-)sopstveni vektor nije ortogonalan na vektor

4Engl. double nested graphs (DNGs).
5Engl. co�cliques.
6Engl. divisor concept.
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(1, 1, . . . , 1)T (videti [21], str. 25 i Teoremu 2.2.3). U suprotnom, kaºemo da odgova-

raju¢a (Q-)sopstvena vrednost grafa G nije glavna (Q-)sopstvena vrednost. Tako�e

se glavni deo (Q-)spektra grafa G sastoji samo od njegovih glavnih (Q-)sopstvenih

vrednosti.

Poznato je da karakteristi£ni polinom delitelja deli karakteristi£ni polinom (i

Q�polinom) proizvoljnog grafa (videti [21], str. 38) a, na osnovu Teoreme 2.4.5

monogra�je [21], (Q-)spektar bilo kog delitelja H proizvoljnog grafa G sadrºi glavni

deo (Q-)spektra tog grafa.

Kao i u prethodnoj glavi, ako je u proizvoljan £vor grafa G, sa N(u) ozna£avamo

skup svih njegovih suseda, dok je N [u] = N(u) ∪ {u}. Za dva £vora u i v grafa

G kaºemo da su duplikati7 (odnosno koduplikati8) ako vaºi N(u) = N(v) (odnosno

N [u] = N [v]). Poznato je da svakom paru £vorova u i v koji su duplikati (odnosno

koduplikati) odgovara sopstveni vektor grafa G koji odgovara sopstvenoj vrednosti 0

(odnosno −1). Taj sopstveni vektor se moºe de�nisati na slede¢i na£in: sve njegove

koordinate su nula, osim onih koje odgovaraju £vorovima u i v; te dve koordinate

su 1 i −1, ili obratno. Dakle, svakom skupu koji se sastoji od k £vorova koji su

svi me�usobno duplikati (odnosno koduplikati) odgovara k − 1 linearno nezavisnih

sopstvenih vektora koji odgovaraju sopstvenoj vrednosti 0 (odnosno −1). Sli£no,

bilo kom skupu koji se sastoji od k £vorova stepena d u grafu G koji su svi me�u-

sobno duplikati (odnosno koduplikati) odgovara k − 1 Q-sopstvenih vrednosti grafa

G koje su sve jednake d (odnosno d−1), a odgovaraju¢i Q-sopstveni vektori se mogu

de�nisati na opisani na£in. Tako�e, sve opisane sopstvene vrednosti (i Q-sopstvene

vrednosti) nisu glavne.

Ovo poglavlje zavr²avamo slede¢om formulom (videti [20], Teorema 2.17):

PS(G)(x) = xm−nQG(x
2), (3.3)

gde graf G ima red n, veli£inu m, a S(G) ozna£ava njegovu potpodelu9 (graf koji je

dobijen umetanjem po jednog novog £vora unutar svake od njegovih grana).

7Engl. duplicate.
8Engl. coduplicate.
9Engl. subdivision.
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3.2 Neke spektralne nejednakosti za bipartitne

grafove sa maksimalnim Q-indeksom

U ovom poglavlju dokazujemo da su u skupu povezanih bipartitnih grafova datog

reda i veli£ine grafovi koji imaju maksimalan Q-indeks upravo DUG-ovi. Tako�e

predstavljamo nekoliko jednakosti i nejednakosti koje se odnose na glavni sopstveni

vektor (sopstveni vektor £ije su sve koordinate pozitivne) nenegativne Laplasove

matrice DUG-a. Potom te jednakosti i nejednakosti koristimo da bismo do²li do

nejednakosti koje predstavljaju gornje, odnosno donje granice za njihov Q-indeks.

Na kraju poglavlja predstavljamo nekoliko primera kako bismo mogli da ocenimo

koliko su te granice dobre i da bismo ih uporedili.

Pretpostavimo da je ms = |Us| i ns = |Vs|, za 1 ≤ s ≤ h, i neka je graf G

DUG(m1,m2, . . . ,mh;n1, n2, . . . , nh) .

U ovom poglavlju £esto koristimo slede¢u notaciju. Ako je

Ms =
s∑

i=1

mi i Nt =
t∑

j=1

nj , za 1 6 s, t 6 h,

tada je red grafa G jednak n=Mh + Nh, a njegova veli£ina m=
∑h

s=1 msNh+1−s.

Uo£imo da je Nh+1−s stepen proizvoljnog £vora u ∈ Us; stepen proizvoljnog £vora

v ∈ Vt jednak je Mh+1−t. Tako�e koristimo i oznaku Ms,t = Mt − Ms−1, kao i

M1,t = Mt.

3.2.1 Ekstremalni bipartitni grafovi

Neka je G bipartitni graf £ije su klase obojivosti U i V . Najpre ¢emo formulisati

glavni rezultat u ovom potpoglavlju.

Teorema 3.1 Neka je G graf sa maksimalnim Q-indeksom u skupu svih povezanih

bipartitnih grafova reda n i veli£ine m. Tada je G DUG i sve njegove vise¢e grane

imaju zajedni£ki £vor.

Ova teorema tvrdi da DUG-ovi imaju istu ulogu u skupu svih bipartitnih grafova

(u odnosu na Q-indeks) koju imaju PUG-ovi u skupu svih nebipartitnih grafova.

Dokaz Teoreme 3.1 po£iva na slede¢im lemama. Prva od njih preuzeta je iz rada

[25]. Setimo se da postoji jedinstveni sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj

vrednosti κ(G) i £ije su sve koordinate pozitivne (glavni sopstveni vektor grafa G).
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Lema 3.1 Neka je G′ graf dobijen tako ²to je u povezanom grafu G (u kojem su

£vorovi r i s susedni, a £vorovi r i t nisu) grana rs rotirana oko £vora r do pozicije

rt. Neka je x = (x1, x2, . . . , xn)
T glavni sopstveni vektor grafa G. Ako vaºi xt ≥ xs,

tada je κ(G′) > κ(G).

Slede¢a lema je veoma korisna u situacijama u kojima imamo most u grafu za

£iji indeks smo pretpostavili da jeste maksimalan. Za ure�en par (G, u), gde je G

proizvoljan povezan graf, a u proizvoljan £vor grafa G, kaºemo da je korenski graf i

koristimo oznaku Gu. Ukoliko je Gu korenski graf, tada se £vor u naziva koren grafa

Gu. Ako su data dva korenska grafa Gu i Hu, tada je sjedinjenje10 grafova Gu i Hu

graf koji se dobija identi�kovanjem £vorova u i v, u = v = w. Neka su data dva

korenska grafa P (= Pu) i Q(= Qv), sa £vorovima u i v kao korenima, i neka je G

graf dobijen tako ²to je u disjunktnoj uniji P ∪ Q dodata grana uv. Ozna£imo sa

G′ graf dobijen tako ²to je sjedinjenju grafova Pu i Qv dodata vise¢a grana na £vor

koji je identi�kovan sa £vorovima u i v.

Lema 3.2 Neka vaºi goreopisana notacija. Ako su P i Q dva netrivijalna povezana

grafa, tada je κ(G) < κ(G′).

Dokaz. Ozna£imo sa (x1, x2, . . . , xn)
T glavni sopstveni vektor grafa G. Bez gublje-

nja na op²tosti moºemo pretpostaviti da vaºi xu 6 xv. Neka je NP (u) skup suseda

£vora u u grafu P ; budu¢i da je graf P netrivijalan, NP (u) 6= ∅. Graf G′ dobijen je

tako ²to su u grafu G sve grane uw, za koje je w ∈ NP (u), zamenjene granama vw

pa, na osnovu Leme 3.1, vaºi κ(G) < κ(G′). �

Lema 3.3 Neka je G graf koji ima maksimalan Q-indeks u skupu svih povezanih

bipartitnih grafova datog reda i veli£ine, i neka je x = (x1, x2, . . . , xn)
T glavni sop-

stveni vektor grafa G. Ako su v i w £vorovi koji pripadaju istoj klasi obojivosti grafa

G za koje vaºi xv > xw, tada je deg(v) > deg(w).

Dokaz. Neka su U i V klase obojivosti grafa G, a v i w £vorovi koji pripadaju skupu

V za koje vaºi xv ≥ xw i deg(v) < deg(w). Tada je deg(w) > 1 i postoji £vor u ∈ U

koji je susedan £voru w i nije susedan £voru v. Na osnovu Leme 3.2 moºemo rotirati

granu uw do poloºaja uv kako bismo dobili graf G′ za koji vaºi κ(G′) > κ(G). Ako

je grana uw most, tada je deg(u) = 1, pa je, na osnovu Leme 3.2, graf G′ povezan,

²to je u kontradikciji sa pretpostavkom da graf G ima maksimalan Q-indeks u skupu

svih povezanih bipartitnih grafova datog reda i veli£ine. �

10Engl. coalescence.
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Od sada pa do kraja ovog potpoglavlja smatramo da su klase obojivosti grafa G

skupovi U = {u1, u2, . . . , um} i V = {v1, v2, . . . , vn} takvi da vaºi xu1 > xu2 > · · · >
xum

i xv1 > xv2 > · · · > xvn . Na osnovu Leme 3.3 ovakav na£in ure�enja skupova U

i V podudara se sa njihovim ure�enjem na osnovu stepena £vorova u odgovaraju¢oj

klasi obojivosti. U slede¢oj lemi zabeleºene su neke posledice ove £injenice.

Lema 3.4 Neka je G graf koji ima maksimalan Q-indeks u skupu svih povezanih

bipartitnih grafova datog reda i veli£ine, i neka su njegove klase obojivosti ure�ene

na gore opisani na£in. Tada:

(i) £vorovi u1 i v1 su susedni;

(ii) £vor u1 susedan je svakom £voru koji pripada skupu V , i £vor v1 je susedan

svakom £voru koji pripada skupu U ;

(iii) ako je £vor u susedan £voru vk, tada je on susedan i £voru vj, za sve j < k, i

ako je £vor v susedan £voru uk, onda je on susedan i £voru uj, za sve j < k.

Dokaz. Prvo razmatramo mostove u grafu G. Na osnovu Leme 3.2, svaki most grafa

G jeste njegova vise¢a grana. Na osnovu Leme 3.1, sve vise¢e grane grafa G imaju

zajedni£ki £vor, i taj £vor w ima osobinu da je broj xw maksimalan. Bez gubljenja

na op²tosti, moºemo pretpostaviti da vaºi xu1 ≥ xv1 i w = u1. Sada zaklju£ujemo da

tvr�enje vaºi ako je G stablo, pa u tom slu£aju G mora biti zvezda. Pretpostavimo

zato da graf G nije stablo.

Pretpostavimo da £vorovi u1 i v1 nisu susedni. Tada je £vor v1 susedan nekom

£voru u ∈ U , i grana uv1 nije most. Na osnovu Leme 3.1 moºemo rotirati granu

v1u do poloºaja v1u1 kako bismo dobili povezan bipartitni graf G′ koji zadovoljava

κ(G′) > κ(G), ²to je u kontradikciji sa pretpostavkom da graf G ima maksimalan

Q-indeks u skupu svih povezanih bipartitnih grafova datog reda i veli£ine. Na ovaj

na£in dokazali smo tvre�enje (i).

Da bismo dokazali tvr�enje (ii), pretpostavimo da je u £vor koji pripada skupu

U i koji nije susedan £voru v1. Tada, na osnovu (i), vaºi u 6= u1. Tako�e, grana uv

nije most i £vor u je susedan nekom £voru v koji pripada skupu V i koji je razli£it

od v1. Sada moºemo rotirati granu uv do poloºaja uv1 i, na taj na£in, kao i u

prethodnom slu£aju, dolazimo do kontradikcije. Pretpostavimo sada da je v £vor

koji pripada skupu V i koji nije susedan £voru u1. Tada je v 6= v1 na osnovu (i),

grana vu1 nije most grafa G, i £vor v je susedan nekom £voru u koji pripada skupu

U i koji je razli£it od u1. Rotacijom grane uv oko £vora v do poloºaja vu1, na isti

na£in kao i u prethodna dva slu£aja, dolazimo do kontradikcije.
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Dokaºimo sada tvr�enje (iii). Pretpostavimo da vaºi: u ∈ U , £vor u je susedan

£voru vk i nije susedan £voru vj za neke j i k za koje je j < k. Sada je na osnovu (ii)

u 6= u1, pa grana uvk nije most. To zna£i da moºemo rotirati granu uvk do poloºaja

uvj kako bismo do²li do kontradikcije. Na kraju, pretpostavimo da vaºi: v ∈ V, £vor

v je susedan £voru uk i nije susedan £voru uj za neke j i k za koje je j < k. U

ovom slu£aju grana vuk nije most, zato ²to je k > 1, i njena rotacija do poloºaja

vuj dovodi do kontradikcije. Ovim je dokaz zavr²en. �

Dokaz Teoreme 3.1. Na osnovu Leme 3.4 i de�nicije DUG-a sledi prvi deo tvr�enja

Teoreme 3.1. Ostaje samo da se proveri da sve vise¢e grane razmatranog DUG-a

imaju zajedni£ki £vor, a ovo neposredno sledi iz Leme 3.2. �

3.2.2 Q-sopstveni vektori duplo ugneº�enih grafova

Sada razmatramo neke osobine glavnog sopstvenog vektora nenegativne Lapla-

sove matrice DUG-a. U ovom i u slede¢em potpoglavlju (ukoliko nije druga£ije

napomenuto)

x = (x1, . . . , xn)
T

ozna£ava Q-sopstveni vektor grafa G £ije su sve koordinate pozitivne. Uobi£ajeno

je da taj Q-sopstveni vektor bude normalizovan, odnosno da vaºi:

n∑

i=1

xi = 1 .

Koordinate vektora x zovu se jo² i teºine odgovaraju¢ih £vorova. Primetimo da svi

£vorovi koji pripadaju skupu Us (odnosno Vt), za 1 6 s 6 h (odnosno za 1 6 t 6 h),

imaju iste teºine budu¢i da pripadaju istoj orbiti grafa G. Neka je xu = as ako je

u ∈ Us, i xv = bt ako je v ∈ Vt.

Ukoliko u skupu jedna£ina koje povezuju sopstvenu vrednost κ sa sopstvenim

vektorom x uo£imo one koje odgovaraju bilo kom £voru koji pripada skupu Us ili

skupu Vt, zaklju£ujemo da vaºi:

κas = Nh−s+1as +
h+1−s∑

j=1

njbj , za s = 1, . . . , h, (3.4)

i

κbt = Mh−t+1bt +
h+1−t∑

i=1

miai , za t = 1, . . . , h. (3.5)
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Budu¢i da je vektor x normalizovan, vaºi:

h∑

i=1

miai +
h∑

j=1

njbj = 1 . (3.6)

Iz jednakosti (3.4) jednostavno sledi

as =
1

κ−Nh−s+1

h+1−s∑

j=1

njbj , za s = 1, . . . , h, (3.7)

i sli£no, iz jednakosti (3.5) sledi

bt =
1

κ−Mh−t+1

h−t+1∑

i=1

miai, za t = 1, . . . , h. (3.8)

Sada, koriste¢i jednakost (3.6), zaklju£ujemo da je

as =
1

κ−Nh−s+1

(
1−

h∑

i=1

miai −
h∑

j=h+2−s

njbj

)
, za s = 1, . . . , h, (3.9)

ili, koriste¢i jednakost (3.5) za t = 1,

as =
1

κ−Nh−s+1

(
1− (κ−Mh)b1 −

h∑

j=h+2−s

njbj

)
, za s = 1, . . . , h.

Sli£no,

bt =
1

κ−Mh−t+1

(
1− (κ−Nh)a1 −

h∑

i=h+2−t

miai

)
, za t = 1, . . . , h.

Postavljaju¢i ah+1 = bh+1 = 0 i N0 = 0, iz jednakosti (3.7) i jednakosti (3.9),

koriste¢i i jednakost (3.6) redom, dolazimo do zaklju£ka da je

(κ−Nh−s)as+1 − (κ−Nh+1−s)as = −nh+1−sbh+1−s za s = 1, . . . , h− 1,

i

(κ− n1)ah = n1b1 za s = h.

Budu¢i da su sve koordinate vektora x pozitivne i da je κ > ∆+ 1 (3.1), sledi da je

as+1 6 as , za s = 1, . . . , h− 1, (3.10)

i

bt+1 6 bt , za t = 1, . . . , h− 1. (3.11)
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Tako�e, zamenjuju¢i s = h u jednakost (3.5), dolazimo do

(κ−m1)bh = m1a1 . (3.12)

�tavi²e, zamenjuju¢i s = 1 u jednakosti (3.4) i t = 1 u jednakosti (3.5) i kombinuju¢i

dobijene jednakosti sa jednako²¢u (3.6), dolazimo do

(κ−Nh)a1 + (κ−Mh)b1 = 1,

i na kraju:

as =
1

κ−Nh+1−s

(
(κ−Nh)a1 −

h∑

j=h+2−s

njbj

)
. (3.13)

Sada paºnju usredsre�ujemo na ograni£avanje koordinata ai i bj.

Lema 3.5 Za svako s = 1, . . . , h vaºi

Nh+1−sbh+1−s

κ−Nh+1−s

6 as 6
Nh+1−sb1
κ−Nh+1−s

. (3.14)

Dokaz. Iz jednakosti (3.7) o£igledno vaºi

as =
1

κ−Nh+1−s

h+1−s∑

j=1

njbj .

Dakle, nejednakost (3.14) neposredno sledi budu¢i da se iz nejednakosti (3.11) vidi

da je niz bj opadaju¢i. �

Lema 3.6 Za svako s = 1, . . . , h vaºi

as 6 a1

(
1− Nh+2−s,h

κ−Nh+1−s

(
1 +

m1

κ−m1

))
. (3.15)

Dokaz. Nejednakost (3.15) sledi iz jednakosti (3.13) (budu¢i da je niz bi opadaju¢i),

kao i kori²¢enjem jednakosti (3.12). �

Lema 3.7 Za svako s = 1, . . . , h vaºi

as >
a1

κ−Nh−s+1

(
1−

s−1∑

i=1

nh−i+1Mi

κ−Mi

)
.

Dokaz. Dokaz se sprovodi matemati£kom indukcijom po s. Za s = 1, nejednakost

je o£igledno ta£na. Pretpostavimo da vaºi

as >
a1

κ−Nh−s+1

(
1−

s−1∑

i=1

nh−i+1Mi

κ−Mi

)
,
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za s > 1. Tada je

as+1 =
1

κ−Nh−s

h−s∑

j=1

njbj

=
1

κ−Nh−s

((κ−Nh−s+1)as − nh−s+1bh−s+1)

>
a1

κ−Nh−s

(
1−

s−1∑

i=1

nh−i+1Mi

κ−Mi

)
− nh−s+1Msa1

(κ−Nh−s)(κ−Ms)

=
a1

κ−Nh−s

(
1−

s∑

i=1

nh−i+1Mi

κ−Mi

)
.

�

Lema 3.8 Za svako s = 1, . . . , h vaºi

as 6
b1

κ−Nh−s+1

(
Nh−s+1 −

κfh+1−s

(κ− n1)(κ−Ms)

)
, (3.16)

gde je

fh+1−s =
h+1−s∑

j=1

njMh+2−j,h .

Dokaz. Iz jednakosti (3.7) i nejednakosti (3.15) primenjene na koordinate bj sledi

as =
1

κ−Nh−s+1

h−s+1∑

j=1

njbj

6
1

κ−Nh−s+1

h−s+1∑

j=1

njb1

(
1− Mh+2−j,h

κ−Mh+1−j

(
1 +

n1

κ− n1

))

6
b1

κ−Nh−s+1

(
Nh−s+1 −

κfh+1−s

(κ− n1)(κ−Ms)

)
.

�

3.2.3 Neke granice za Q-indeks duplo ugneº�enog grafa

U ovom potpoglavlju predstavljamo neke gornje i donje granice za Q-indeks

DUG-a. Koristimo tehniku sopstvenih vektora i matri£nu tehniku. Na po£etku

iznosimo nekoliko £injenica.

Ako je h = 1, DUG je kompletan bipartitni graf Km1,n1 , i nije te²ko uveriti se da

je njegov Q-indeks jednak m1 + n1 = n. Tako�e, budu¢i da Q-indeks proizvoljnog

grafa raste ako se tom grafu dodaju nove grane (videti [25]), vaºi:
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κ 6 n , (3.17)

za svaki (ne obavezno povezan) DUG.

U suprotnom, ako je broj h > 1 �ksiran, ali veli£ina grafa nije, koriste¢i istu

argumentaciju zaklju£ujemo da maksimalan Q-indeks ima DUG(m1, 1, . . . , 1; n1,

1, . . . , 1). Direktnim izra£unavanjem moºemo se uveriti da se u ovom slu£aju maksi-

malan Q-indeks dostiºe ako je |m1 − n1| 6 1. Ovi slu£ajevi, stoga, nisu interesantni

za na²e istraºivanje, pa nadalje pretpostavljamo da je h > 1 i da je veli£ina grafova

�ksirana.

Najpre utvr�ujemo neka ograni£enja Q-indeksa DUG-a koriste¢i tehniku sop-

stvenih vektora. Po£injemo sa donjim ograni£enjima.

Teorema 3.2 Ako je G povezan DUG, tada je

κ > max
16k6h

{Mh+1−k +Nk}.

Dokaz. S jedne strane, iz jednakosti (3.5) sledi

bk =
1

κ−Mh+1−k

h+1−k∑

i=1

miai >
Mh+1−kah+1−k

κ−Mh+1−k

budu¢i da iz nejednakosti (3.10) sledi da je niz ai opadaju¢i. S druge strane, iz

jednakosti (3.4) sledi

ah+1−k =
1

κ−Nk

k∑

j=1

njbj >
Nkbk
κ−Nk

budu¢i da iz nejednakosti (3.11) sledi da je niz bj opadaju¢i. Iz prethodne dve

nejednakosti sledi da je

κ(κ− (Mh+1−k +Nk)) > 0,

²to je ekvivalentno sa

κ > Mh+1−k +Nk.

Ovim je dokaz zavr²en. �

Posebno, ako je k = h i k = 1, dobijamo narednu posledicu prethodne teoreme.

Posledica 3.1 Ako je G povezan DUG, tada vaºi

κ > m1 +Nh i κ > n1 +Mh .
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Teorema 3.3 Ako je G povezan DUG, tada je

κ >
1

2


t+

m

Nh

+

√(
t− m

Nh

)2

+ 4ê∗h


 ,

gde je

t =

∑h

i=1 miN
3
h+1−i∑h

i=1 miN2
h+1−i

i ê∗h =
h∑

i=1

mi

N2
h+1−i

Nh

.

Dokaz. Neka je y = (y1, . . . , yn)
T vektor £ije su koordinate indeksirane £vorovima

grafa G, i neka je yu = Nh+1−i ako je u ∈ Ui za neko i ∈ {1, . . . , h}, odnosno,

yv = q = κ − t za neko t ako je v ∈ Vj za neko j ∈ {1, . . . , h}. Koriste¢i Rejlijeve

koe�cijente (J.W. Strutt, 3rd Baron Rayleigh) za vektor y (videti, na primer, [22],

str. 49), zaklju£ujemo da je

κ >
2
∑h

i=1 miN
2
h+i−1q +

∑h

i=1 miN
3
h+1−i +

∑h

i=1 niMh−1+iq
2

∑h

i=1 miN2
h+1−i +Nhq2

.

Budu¢i da je q = κ− t, vaºi

Nhq
3 + (Nht−m)q2 −

h∑

i=1

miN
2
h+1−iq >

h∑

i=1

miN
3
h+1−i − t

h∑

i=1

miN
2
h−i+1.

Biraju¢i

t =

∑h

i=1 miN
3
h+1−i∑h

i=1 miN2
h+1−i

i imaju¢i u vidu da je N1 6 t 6 Nh, jednostavno dolazimo do kvadratne nejednakosti

po q, iz koje tvr�enje neposredno sledi. �

Teorema 3.4 Ako je G povezan DUG, tada je

κ 6
1

2

(
n+

√
n2 − 4(MhNh −m)

)
. (3.18)

Dokaz. Iz jednakosti (3.4), za s = h, i iz jednakosti (3.6), koriste¢i desnu nejedna-

kost u (3.14), sledi

(κ−Mh)b1 =
h∑

i=1

miai 6

h∑

i=1

mi

Nh+1−i

κ−Nh+1−s

b1 .

Sada je

(κ−Mh)(κ−Nh) 6 m,
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i stoga, iz kvadratne nejedna£ine po κ:

κ2 − (Mh +Nh)κ+MhNh −m 6 0 ,

dolazimo do zaklju£ka da je κ1 ≤ κ ≤ κ2, gde su κ1 i κ2 re²enja odgovaraju¢e

kvadratne jedna£ine. Ovim je dokaz zavr²en. �

Slede¢a dva ograni£enja predstavljaju pobolj²anja granice date nejednako²¢u

(3.18). Setimo se da su brojevi fh−i+1 de�nisani u Lemi 3.8.

Teorema 3.5 Ako je G povezan DUG, tada je

κ 6
1

2

(
n+

√
n2 − 4(MhNh −m′)

)
,

gde je

m′ = m− n(n−Nh)

(n− n1)2(n−m1)

h∑

i=1

mifh−i+1.

Dokaz. Na isti na£in kao i u dokazu Teoreme 3.4 dolazimo do zaklju£ka da vaºi

(κ−Mh)b1 =
h∑

i=1

miai .

Koriste¢i nejednakost (3.15), zaklju£ujemo da je

κ−Mh 6

h∑

i=1

mi

κ−Nh−i+1

(
Nh−i+1 −

κfh−i+1

(κ− n1)(κ−Mi)

)
,

pa zato vaºi

(κ−Mh)(κ−Nh) 6 m− κ(κ−Nh)

(κ− n1)2(κ−m1)

h∑

i=1

mifh−i+1.

Imaju¢i u vidu da je κ 6 n, na osnovu Teoreme 3.4 sledi

(κ−Mh)(κ−Nh) 6 m′,

£ime je dokaz zavr²en. �

Slede¢a teorema moºe se dokazati na sli£an na£in.

Teorema 3.6 Ako je G povezan DUG, tada je

κ 6
1

2

(
n+

√
n2 − 4(MhNh −m′′)

)
,

gde je
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m′′ = m− κ′(κ′ −Nh)

(κ′ − n1)2(κ′ −m1)

h∑

i=1

mifh−i+1

za

κ′ =
1

2

(
n+

√
n2 − 4(MhNh −m′)

)
.

Sada utvr�ujemo neka ograni£enja Q-indeksa DUG-a koriste¢i se matri£nom teh-

nikom.

Slede¢a podela skupa £vorova DUG-a G

V =
h⋃

k=1

Uk ∪
h⋃

k=1

Vk (3.19)

jeste regularna (videti Potpoglavlje 1.1) zato ²to svaki £vor koji pripada skupu Ui i

svaki £vor koji pripada skupu Vi ima isti broj suseda u skupovima Uj i Vj, za sve

vrednosti i, j ∈ {1, 2, . . . , h}. Neka je matrica AD delitelj grafa DUG(m1, . . . ,mh;n1,

. . . , nh) u odnosu na njegovu Q-matricu, indukovana podelom (3.19). Matrica AD

ima slede¢i oblik:

AD =




Nh n1 n2 · · · nh−1 nh

Nh−1 n1 n2 · · · nh−1

. . . ...
... . .

.

N2 n1 n2

N1 n1

m1 m2 · · · mh−1 mh Mh

m1 m2 · · · mh−1 Mh−1

...
... . .

. . . .

m1 m2 M2

m1 M1




,

pri £emu smatramo da su svi elementi koji nisu navedeni u gornjem zapisu jednaki

nuli. Ako je:

N =




n1 n2 · · · nh−1 nh

n1 n2 · · · nh−1

...
... . .

.

n1 n2

n1




, M =




m1 m2 · · · mh−1 mh

m1 m2 · · · mh−1

...
... . .

.

m1 n2

m1




,
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D1 =




Nh

Nh−1

. . .

N2

N1




, D2 =




Mh

Mh−1

. . .

M2

M1




,

tada matricu AD moºemo zapisati u blokovskom obliku na slede¢i na£in:

AD =

(
D1 N

M D2

)
.

Neka je

P =

(
0 xI

I 0

)
,

za neko x 6= 0. Matrice

PADP
−1 =

(
D2 xM

x−1N D1

)

i AD jesu sli£ne, pa imaju jednake indekse. Izaberimo x tako da sume u prvoj i u

(h+1)-oj vrsti budu jednake. Sada jeMhx
2−(Nh−Mh)x−Nh = 0, odnosno x = Nh

Mh
.

Sada na osnovu Frobenijusove (F.G. Frobenius) teoreme (videti [55], Teorema 3.1.1,

str. 152�153) sledi naredna teorema.

Teorema 3.7 Ako je G povezan DUG, tada je

min

{
n1

(
Nh

Mh

+ 1

)
, n1

(
Mh

Nh

+ 1

)}
6 κ 6 Nh +Mh = n. (3.20)

Jasno je, me�utim, da gornja granica navedena u prethodnoj teoremi ne pred-

stavlja zna£ajan napredak u potrazi za ograni£enjima Q-indeksa DUG-a (setimo se

nejednakosti (3.17)). Zato sada pobolj²avamo gorenavedeno ograni£enje.

Neka je Ri suma elemenata u i-toj vrsti matrice AD. Jednostavno je uveriti se

da vaºi

Ri = 2Nh−i+1, za i ∈ {1, . . . , h}
= 2Mh−i+1, za i ∈ {h+ 1, . . . , 2h},

pa je zato

maxRi = max{2Nh, 2Mh}.

Na osnovu Frobenijusove teoreme je

min{2n1, 2m1} 6 κ 6 max{2Nh, 2Mh}. (3.21)
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Dobijene gornje granice ne predstavljaju pobolj²anje jer jemax{2Nh,2Mh}≥ n (upo-

rediti i sa nejednako²¢u (3.17)), pa zato koristimo slede¢e nejednakosti (videti [55]):

min
i

∑h

j=1(AD)ijRj

Ri

6 κ 6 max
i

∑h

j=1(AD)ijRj

Ri

.

Teorema 3.8 Ako je G povezan DUG, tada je

min{n1 +Mh,m1 +Nh} 6 κ 6 max

{
m

Nh

+Nh,
m

Mh

+Mh

}
. (3.22)

Ograni£enja data nejednakostima (3.22) jesu o£igledno pobolj²anje nejednakosti

(3.20) i nejednakosti (3.21), ali je donja granica i dalje lo²ija u pore�enju sa donjom

granicom datom u Posledici 3.1.

3.2.4 Numeri£ki rezultati

U ovom potpoglavlju prikazujemo nekoliko primera koji sluºe da se stekne bolji

uvid u kvalitet ograni£enja do kojih smo do²li u prethodnom potpoglavlju.

Izra£unavamo donje granice koje su predstavljene u Teoremi 3.2 i Teoremi 3.3,

kao i gornje granice predstavljene u Teoremi 3.4, Teoremi 3.5, Teoremi 3.6 i Teoremi

3.8. Primetimo da je granica data u Teoremi 3.2 uvek celobrojna. U svakom primeru

prikazan je i red odgovaraju¢eg DUG-a budu¢i da on predstavlja jo² jednu gornju

granicu (videti nejednakost (3.17)). Jednostavno se moºe proveriti da su sve donje

granice koje su uvedene u Posledici 3.1, Teoremi 3.7 i Teoremi 3.8, date jednostavnim

izrazima, i da su ta ograni£enja u nekim slu£ajevima gruba, pa stoga ne¢e biti

uklju£ene u na²e primere. Tako�e u svakom od primera izra£unavamo i relativnu

gre²ku.

Primer 1. Prvo razmatramo slu£ajno izabran DUG malog reda, kao i neke DUG-

-ove ve¢eg reda koji su konstruisani na osnovu prethodno pomenutog:

G1 = DUG(2, 2, 5, 3; 2, 3, 1, 1);

G2 = DUG(10, 10, 25, 15; 10, 15, 5, 5);

G3 = DUG(200, 200, 500, 300; 200, 300, 100, 100).
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G1 G2 G3

Teorema 3.3 13.6785 68.3923 1367.8452

−12.57% −12.57% −12.57%

Teorema 3.2 14 70 1400

−10.52% −10.52% −10.52%

κ 15.6451 78.2257 1564.5133

Teorema 3.8 16.7500 83.7500 1675.0000

7.06% 7.06% 7.06%

Teorema 3.6 17.0210 85.1052 1702.1030

8.79% 8.79% 8.79%

Teorema 3.5 17.0550 85.2749 1705.4985

9.01% 9.01% 9.01%

Teorema 3.4 17.4530 87.2649 1745.2987

11.56% 11.56% 11.56%

n 19 95 1900

21.44% 21.44% 21.44%

Primetimo da je broj κ(G2) (odnosno κ(G3)) veoma blizak broju 5κ(G1) (odno-

sno broju 100κ(G3)); zaklju£ujemo da je 5κ(G1)− κ(G2) ≈ 10−7. Budu¢i da sli£ne

£injenice vaºe za sve granice koje ispitujemo (uporediti i odgovaraju¢e odnose), do-

bijamo i iste rezultate za relativne gre²ke.

Primer 2. Ovde razmatramo DUG-ove koje smo dobili tako ²to smo u DUG-u

G1 umnoºili neke od parametara:

H1 = DUG(20000, 2, 5, 3; 2, 3, 1, 10000);

H2 = DUG(20000, 2, 5, 3; 2, 3, 10000, 1);

H3 = DUG(20000, 2, 5, 3; 2, 30000, 1, 1);

H4 = DUG(20000, 2, 5, 3; 20000, 3, 1, 1).
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H1 H2 H3 H4

Teorema 3.3 3006.0284 3008.0175 5010.9908 4014.9731

-8 · 10−6% -5 · 10−6% -5 · 10−7% -3 · 10−6%

Teorema 3.2 3006 3007 5009 4010

-1 · 10−3% -0.03% -0.04% -0.12%

κ 3006.0287 3008.0177 5010.9909 4014.9732

Teorema 3.8 3011.0164 3012.0104 5010.9980 4014.9866

0.17% 0.13% 1 · 10−4% 3 · 10−4%

Teorema 3.6 3008.2682 3009.8145 5011.7199 4014.9800

0.07% 0.06% 0.15% 2 · 10−4%

Teorema 3.5 3008.2960 3009.8323 5011.7199 4014.9800

0.08% 0.06% 0.15% 2 · 10−4%

Teorema 3.4 3012.6750 3013.3388 5012.2008 4014.9933

0.22% 0.18% 0.02% 5 · 10−4%

n 3016 3016 5014 4015

0.33% 0.27% 0.06% 7 · 10−4%

U ovom primeru su sve granice (vi²e ili manje) bliske ta£noj vrednosti Q-indeksa.

Ve¢ smo naglasili da granice koje su predstavljene u Teoremi 3.5 i Teoremi 3.6 po-

bolj²avaju one koje su predstavljene u Teoremi 3.4. Zaklju£ujemo da se granica

predstavljena u Teoremi 3.8 ne moºe porediti sa njima. Suprotno prethodnom pri-

meru, ovde Teorema 3.2 daje bolju procenu nego Teorema 3.3.

Primer 3. Parametri ovih DUG-ova dobijeni su mnoºenjem parametara DUG-a

G1 sa 1, 10, 100 ili 1000 ad hoc.

I1 = DUG(2, 2, 5, 3; 2000, 300, 10, 1);

I2 = DUG(2, 2, 5, 3; 2, 30, 100, 1000);

I3 = DUG(2000, 200, 50, 30; 2000, 300, 10, 1).
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I1 I2 I3

Teorema 3.3 2255.0867 1118.5026 4562.6064

−2.65% −1.37% −0.28%

Teorema 3.2 2314 1134 4550

−0.10% −6 · 10−5% −1 · 10−3%

κ 2316.3632 1134.0007 4562.6584

Teorema 3.8 2322.5716 1134.3799 4563.2717

0.26% 0.03% 0.01%

Teorema 3.6 2322.5716 1134.4002 4563.1367

0.27% 0.04% 0.01%

Teorema 3.5 2322.5733 1134.4000 4563.1369

0.27% 0.04% 0.01%

Teorema 3.4 2322.5737 1134.4002 4563.6312

0.27% 0.04% 0.02%

n 2012 1144 4253

0.29% 0.88% 0.03%

Imaju¢i u vidu donju granicu predstavljenu u Teoremi 3.3, mogli bismo do¢i do

zaklju£ka da do njenog odstupanja od ta£ne vrednosti dolazi kod grafa I1 (i drugih

sli£nih grafova). Primetimo da Teorema 3.6 £esto daje bolju procenu nego Teorema

3.5, ali ne uvek � videti grafove I2 i J2 u slede¢em primeru.

Primer 4. Kona£no, posmatrajmo pro²irenja originalnih grafova:

J1 = DUG(2, 2, 5, 3, 2, 3, 1, 1; 2, 3, 1, 1, 2, 2, 5, 3);

J2 = DUG(20000, 2, 5, 3, 10, 10, 10, 10; 2, 3, 1, 10000, 10, 10, 10, 10);

J3 = DUG(2, 2, 5, 3, 1, 1, 1, 1; 2000, 300, 10, 1, 1, 1, 1, 1).
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J1 J2 J3

Teorema 3.3 23.1888 30065.9176 2313.0140

-15.56% -6 · 10−7% -0.62%

Teorema 3.2 23 30046 2324

-16.24% -0.07% -0.15%

κ 27.4601 30065.9178 2327.5409

Teorema 3.8 29.0526 30080.9446 2330.8445

5.80% 0.05% 0.14%

Teorema 3.6 32.3032 30072.6747 2330.8452

17.64% 0.02% 0.14%

Teorema 3.5 32.3022 30072.7003 2330.8452

17.64% 0.02% 0.14%

Teorema 3.4 32.8203 30085.9668 2330.8456

19.52% 0.07% 0.14%

n 21 30096 2331

38.38% 0.10% 0.15%

Primetimo da se ovi rezultati mogu porediti sa odgovaraju¢im postoje¢im ogra-

ni£enjima u smislu spektra matrice susedstva.

3.3 Ugneº�eni grafovi sa ograni£enom drugom

Q-sopstvenom vredno²¢u i ograni

U ovom poglavlju predstavljamo neka op²ta tvr�enja koja se odnose na spektar

nenegativne Laplasove matrice grafa.

Razmatramo i ugneº�ene grafove £ija je druga Q-sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo proizvoljnom celobrojnom konstantom; dajemo dovoljne uslove za ovo svoj-

stvo, a potom razmatramo i neke posebne slu£ajeve. Dajemo i neke strukturalne

osobine grafova £ija je druga Q-sopstvena vrednost ograni£ena odozgo proizvoljnom

celobrojnom konstantom.

Na kraju, odre�ujemo sve DUG-ove £ija je druga sopstvena vrednost matrice

susedstva ograni£ena odozgo sa
√
2.
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3.3.1 Ugneº�eni grafovi sa ograni£enom drugom

sopstvenom vredno²¢u

U prethodnim dvema glavama ove disertacije razmatrali smo drugu sopstvenu

vrednost matrice susedstva regularnih grafova. Pomenuli smo da druga sopstvena

vrednost proizvoljnog grafa moºe biti korisna prilikom klasi�kacije grafova unutar

neke razmatrane familije, a moºe posluºiti i za opisivanje nekih strukturalnih oso-

bina pomenutih grafova. U ovom potpoglavlju razmatramo ugneº�ene grafove sa

ograni£enom drugom Q-sopstvenom vredno²¢u. Ispostavlja se da se ugneº�eni gra-

fovi mogu lak²e klasi�kovati u odnosu na svoju drugu Q-sopstvenu vrednost nego u

odnosu na drugu sopstvenu vrednost svoje matrice susedstva. �tavi²e, neke struk-

turalne osobine ovih grafova usko su povezane sa njihovom drugom Q-sopstvenom

vredno²¢u (ali i sa nekim drugim Q-sopstvenim vrednostima).

Kompletan proizvod G1∇G2 dva (disjunktna) grafa G1 i G2 jeste graf koji se

dobija tako ²to se u disjunktnoj uniji grafova G1 i G2 svaki £vor grafa G1 spoji

granom sa svakim £vorom grafa G2. Slede¢a teorema, koja se moºe na¢i u radovima

[38] i [4], pa je zato navodimo bez dokaza, govori oQ-polinomu kompletnog proizvoda

dva regularna grafa.

Teorema 3.9 Ako je G1 r1-regularan graf reda n1 i G2 r2-regularan graf reda n2,

tada je:

QG1∇G2(x) =
QG1(x− n2)QG2(x− n1)

(x− 2r1 − n2)(x− 2r2 − n1)

(
(x− 2r1 − n2)(x− 2r2 − n1)− n1n2

)
.

Koriste¢i formulu (3.3) dolazimo do posledice prethodne teoreme.

Posledica 3.2 Ako je G1 r1-regularan graf reda n1 i G2 r2-regularan graf reda n2,

tada je:

PS(G1∇G2)(x) = x
n1(r1−2)+n2(r2−2)

2
+n1n2QG1∇G2(x

2).

Koriste¢i Teoremu 3.9 moºemo izra£unati Q-polinome dve posebne vrste grafova:

kompletnih bipartitnih grafova Kn1,n2 i grafova Kn1∇n2K1 (ovi grafovi mogu se

dobiti tako ²to se u kompletnom grafu Kn1+n2 ukloni klika reda n2).

Posledica 3.3

QKn1,n2
(x) = (x− n1 − n2)(x− n1)

n2−1(x− n2)
n1−1x; (3.23)
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QKn1∇n2K1(x) = (x− n1)
n2−1(x− n1 − n2 + 2)n1−1× (3.24)

(x2 − (3n1 + n2 − 2)x+ 2n1(n1 − 1)).

Sada predstavljamo nekoliko rezultata koji se odnose na ugneº�ene grafove. Nije

te²ko uo£iti da proizvoljan nepovezan UG sadrºi najvi²e jednu netrivijalnu kompo-

nentu i skup izolovanih £vorova. Zato na²e istraºivanje ograni£avamo na povezane

UG-ove, a sa jednostavnim izmenama svi dobijeni rezultati mogu se pro²iriti na

slu£ajeve nepovezanih UG-ova.

Lema 3.9 Neka je G = UG(m1, . . . , mj,mj+1, . . . ,mh; n1, . . . , nk, nk+1, . . . , nh)

povezan UG reda n, i neka su G′ = UG(m1,. . . ,mj+1, mj+1−1, . . . ,mh; n1, . . . , nk,

nk+1, . . . , nh) i G′′ = UG(m1, . . . ,mj,mj+1, . . . ,mh; n1, . . . , nk+1, nk+1−1, . . . , nh).

Tada vaºi:

κi(G) ≤ κi(G
′), i = 1, . . . , n;

κi(G) ≤ κi(G
′′), i = 1, . . . , n kad god je graf G DUG;

κi(G) ≥ κi(G
′′), i = 1, . . . , n kad god je graf G PUG.

Dokaz. Uo£imo da se graf G′ moºe dobiti tako ²to se u grafu G doda odgovaraju¢i

broj grana koje su sve incidentne sa istim £vorom, dok se graf G′′ moºe dobiti na

isti na£in ukoliko je graf G DUG, ili uklanjanjem odgovaraju¢ih grana ako je graf

G PUG. Rezultat sada sledi na osnovu £injenice da dodavanje novih grana bilo

kom grafu implicira pove¢anje (koje ne mora biti strogo) svih njegovih Q-sopstvenih

vrednosti. �

Lema 3.10 Neka je G = UG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh) povezan UG. Tada vaºi:

κ2(G) ≤max

{
h∑

i=1

mi,
h∑

i=1

ni

}
kad god je graf G DUG;

κ2(G) ≤n− 2 kad god je graf G PUG.

Dokaz. Koriste¢i prethodnu lemu i jednakosti (3.23) i (3.24) (Posledica 3.3), za-

klju£ujemo da vaºi:

κ2(DUG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh)) ≤κ2

(
DUG

(
h∑

i=1

mi,
h∑

i=1

ni

))
=

κ2

(
K∑h

i=1 mi,
∑h

i=1 ni

)
≤max

{
h∑

i=1

mi,
h∑

i=1

ni

}
.
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Sli£no,

κ2(PUG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh)) ≤κ2

(
PUG

(
h∑

i=1

mi,

h∑

i=1

ni

))
=

κ2

(
K∑h

i=1 mi
∇

h∑

i=1

niK1

)
=

h∑

i=1

(mi + ni)− 2 = n− 2.

�

Primetimo da je odgovaraju¢e ograni£enje za PUG-ove dato u radu [69], ali za

grafove koji se mogu dobiti tako ²to se u kompletnom grafu Kn ukloni najvi²e n− 2

grana. Proizvoljan PUG moºe se dobiti na takav na£in, me�utim broj uklonjenih

grana moºe biti i ve¢i od n− 2. Rezultat predstavljen u prethodnoj teoremi tako�e

se moºe uporediti sa Teoremom 3.1 i Posledicom 3.7 rada [6].

Pre nego ²to dokaºemo jednu posledicu prethodne leme, razmotrimo i preostale

Q-sopstvene vrednosti. Koristimo princip delitelja (videti Poglavlje 3.1), odnosno

odre�ujemo delitelje za oba tipa ugneº�enih grafova. Jednostavno je uveriti se da

delitelj povezanog grafa UG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh) ima 2h glavnih Q-sopstvenih

vrednosti (ili moºda 2h − 1 ako je nh = 0 u slu£aju PUG-a). Ostatak Q-spektra

sastoji se od Q-sopstvenih vrednosti koje nisu glavne. Njih odre�ujemo u slede¢oj

teoremi.

Teorema 3.10 Ako je G = UG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh) povezan ugneº�eni graf,

tada je 2h njegovih Q-sopstvenih vrednosti odre�eno njegovim deliteljem. Ostale

Q-sopstvene vrednosti su:

h+1−i∑

j=1

mj sa vi²estruko²¢u mi − 1 (i = 1, . . . , h) i

h+1−i∑

j=1

nj sa vi²estruko²¢u ni − 1 (i = 1, . . . , h)

ako je G DUG, ili

h∑

j=1

mj +
∑

j≥i

nj − 2 sa vi²estruko²¢u mi − 1 (i = 1, . . . , h) i

∑

j≥i

mj sa vi²estruko²¢u ni − 1 (i = 1, . . . , h)

ako je G PUG.
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Dokaz. Pretpostavimo da je graf G DUG. Tada svaki od skupova Ui, ili Vi, i =

1, . . . , h, sadrºi £vorove koji su me�usobni duplikati (videti Poglavlje 3.1). Ovim

£vorovima odgovaraju navedene Q-sopstvene vrednosti.

Ako je graf G PUG, tada svaki od skupova Ui (odnosno Vi) sadrºi £vorove koji

su me�usobni koduplikati (odnosno duplikati), a njima odgovaraju navedene Q-sop-

stvene vrednosti u slu£aju PUG-a. �

Naredna teorema je neposredna posledica Leme 3.10.

Teorema 3.11 Neka je G povezan ugneº�eni graf, i neka ∆(G) ozna£ava mak-

simalan stepen £vora u grafu G. Tada je κ2(G) ≤ ∆(G) ako je graf G DUG, i

κ2(G) ≤ ∆(G)− 1 ako je G PUG.

Dokaz. Ako je graf G DUG, onda vaºi ∆(G) = max
{∑h

i=1 mi,
∑h

i=1 ni

}
, a ukoliko

je G PUG, tada je ∆(G) = n− 1. Rezultat sledi iz £injenice da κ2(G) ne moºe biti

ve¢e od granica koje su date u Lemi 3.10. �

U su²tini, prethodna teorema predstavlja dovoljne uslove pod kojima je druga

Q-sopstvena vrednost ugneº�enog grafa ograni£ena odozgo brojem α ∈ N (moºe se

proveriti da navedeno tvr�enje ne vaºi za proizvoljan graf). U narednoj posledici

odre�ujemo sve PUG-ove koji zadovoljavaju uslov κ2 ≤ 4. Sli£an postupak moºe se

primeniti i u bilo kom drugom slu£aju. U ovom i u slede¢em poglavlju '∗' ozna£ava
bilo koji prirodan broj.

Posledica 3.4 Neka je G = PUG(m1, . . . ,mh; n1, . . . , nh) povezan graf. Ukoliko

vaºi κ2(G) ≤ 4, tada je maksimalan stepen £vora u grafu G ograni£en odozgo brojem

5, ili je G indukovan podgraf nekog od slede¢ih PUG-ova: PUG(1, 3; 3), PUG(1, 1, 1;

2, 2), PUG(1, 2; 3, 1), PUG(1, 1, 1; ∗, 1), PUG(1, 1; ∗, 2), PUG(1, 1;2, 3).

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.11 vaºi κ2(G) ≤ 4 kad god je ∆(G) ≤ 5. Ostaje da

razmotrimo PUG-ove £iji je maksimalan stepen £vora ve¢i od 5. To zna£i da svaki

£vor koji pripada skupu U1 ima stepen ve¢i od 5, ali sada, na osnovu Teoreme 3.10,

zaklju£ujemo da parametar m1 mora biti jednak 1 (ina£e je κ1 > 4). Imaju¢i na umu

da i ostale Q-sopstvene vrednosti koje su navedene u istoj teoremi moraju biti ogra-

ni£ene odozgo brojem 4, dobijamo vrlo ograni£avaju¢e uslove za ostale parametre.

Na kraju, direktnim izra£unavanjem dolazimo do navedenih PUG-ova. �

Sada utvr�ujemo neke relacije koje postoje izme�u strukturalnih osobina ugne-

º�enih grafova i njihovih Q-sopstvenih vrednosti. Pretpostavimo (bez gubitka op-

²tosti) da za neki DUG G vaºi
∑h

i=1 ni = max
{∑h

i=1 mi,
∑h

i=1 ni

}
. Tada je κ2(G) =
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∆(G) kad god je m1 ≥ 2 (videti Teoremu 3.10). �tavi²e, u ovom slu£aju je

κ2(G) = κ3(G) = · · · = κm1(G) = ∆(G). Sli£no, ako je G povezan PUG, tada

je κ2(G) = ∆(G) − 1 kad god je m1 ≥ 2. U ovom slu£aju vaºi i κ2(G) = κ3(G) =

· · · = κm1(G) = ∆(G).

Tako�e, ostale Q-sopstvene vrednosti koje nisu glavne, navedene u Teoremi 3.10,

celobrojne su i usko su povezane sa vrednostima mi i ni (i = 1, . . . , h), pa na taj

na£in odre�uju strukturu grafa.

Kao ²to je re£eno, graf �ksiranog reda i veli£ine sa maksimalnim Q-indeksom

jeste PUG. Sada predstavljamo slede¢i rezultat.

Teorema 3.12 Neka je graf G = PUG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh) reda n > 2h, i neka

vaºi mi, ni > 0, i = 1, . . . , h. Tada su sve Q-sopstvene vrednosti koje nisu glavne,

pomenute u Teoremi 3.10, ograni£ene odozgo sa n− 2. Sve one dostiºu ovu granicu

ako je m1 = n− 2h+ 1.

Dokaz. Budu¢i da je
∑h

i=1(mi+ni) = n, zaklju£ujemo da su navedene Q-sopstvene

vrednosti ograni£ene odozgo sa n − 2, i da dostiºu ovu granicu ako broj m1 ima

maksimalnu mogu¢u vrednost (to jest ako je m1 = n−2h+1), a svi ostali parametri

imaju vrednost 1. �

Primetimo, na kraju, da se, koriste¢i formulu (3.3) i Teoremu 2.19 monogra�je

[20], rezultati koji su predstavljeni u ovom poglavlju mogu preneti na spektar matrice

susedstva grafova potpodele i grafova grana.

3.3.2 Duplo ugneº�eni grafovi koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2

U ovom potpoglavlju razmatramo spektar matrice susedstva DUG-a. Odre�u-

jemo sve povezane DUG-ove £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena odozgo

brojem
√
2. Budu¢i da je svaki nepovezan DUG disjunktna unija najvi²e jedne

netrivijalne komponente i odre�enog broja izolovanih £vorova, na ovaj na£in od-

re�ujemo sve DUG-ove koji zadovoljavaju pomenutu spektralnu osobinu. Najpre

predstavljamo rezultate koji se odnose na strukturu i spektralne osobine ovih gra-

fova. Dokazi tvr�enja koja su navedena posle Teoreme 3.14 tehni£ke su prirode, a

sama tvr�enja su veoma sli£na rezultatima navedenim u radovima [65] i [57], pa ovde

u celini prikazujemo samo dokaz pomenute teoreme. Ostala tvr�enja se dokazuju

na sli£an na£in. Svi odre�eni DUG-ovi, predstavljeni su u tabelama u Potpoglavlju

3.3.3, u kojem tako�e prikazujemo i jednu posledicu koja se odnosi na DUG-ove koji

zadovoljavaju λ2 ≤ 1.
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Kako bismo pojednostavili zapise pojedinih izraza koji se nadalje pojavljuju,

uvodimo slede¢u notaciju: (a1, a2, . . . , ak+1
i , ai+k+1, . . . , an) kad god n-torka (a1, a2,

. . . , an) zadovoljava uslov ai = ai+1 = · · · = ai+k, 1 ≤ i, i+ k ≤ n.

Neka je G proizvoljan povezan DUG. Jednostavno je videti da podela skupa £vo-

rova grafa G na neprazne podskupove U1, U2, . . . , Uh, V1, V2, . . . , Vh odre�uje delitelj

H grafa G. Matrica susedstva AH multigrafa H jeste formata 2h× 2h i ima slede¢i

oblik:

AH =




0

n1 n2 . . . nh−1 nh

n1 n2 . . . nh−1 0
...

... . . . ...
...

n1 0 . . . 0 0

m1 m2 . . . mh−1 mh

m1 m2 . . . mh−1 0
...

... . . . ...
...

m1 0 . . . 0 0

0




.

Teorema 3.13 Neka je λ sopstvena vrednost proizvoljnog povezanog DUG-a G ra-

zli£ita od 0, i neka je H delitelj grafa G. Tada broj λ pripada spektru multigrafa

H.

Dokaz. Postoji ta£no 2h sopstvenih vrednosti grafa G koje su tako�e i sopstvene

vrednosti njegovog delitelja; ostale sopstvene vrednosti nisu glavne i odgovaraju

skupu £vorova koji su me�usobno duplikati. Zato je svaka od tih sopstvenih vred-

nosti jednaka nuli. �

Naredni rezultat je direktna posledica prethodne teoreme.

Posledica 3.5 Neka je G proizvoljan DUG, neka je H njegov delitelj, i neka je

k ∈ R, k > 0. Tada je:

(i) λ2(G) ≤ k ako i samo ako je λ2(H) ≤ k;

(ii) PG(k) ≤ 0 (odnosno PG(k) > 0) ako i samo ako je PH(k) ≤ 0 (odnosno

PH(k) > 0).

Ova posledica nam omogu¢ava da razmatramo spektar delitelja H grafa G ume-

sto spektra samog grafa G. Nije te²ko videti da ako vaºi PH(
√
2) > 0, tada je druga

sopstvena vrednost multigrafa H ve¢a od
√
2, pa je i druga sopstvena vrednost grafa

G tako�e ve¢a od
√
2. Vaºi i slede¢a lema.
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Lema 3.11 Neka je G proizvoljan DUG, G = DUG(m1, . . . , mi, . . . , mh; n1, . . . ,

nj, . . . , nh), neka je H njegov delitelj i neka je k ∈ R, k > 0. Tada:

(i) Ako je λ2(DUG(m1, . . . , mi−1, 1, mi+1, . . . , mh; n1, . . . , nh)) < k i PH(k) < 0

za svako mi ∈ N, tada je λ2(DUG(m1, . . . , mi−1, mi, mi+1, . . . ,mh; n1, . . . ,

nh)) < k za svako mi ∈ N;

(ii) Ako je λ2(DUG(m1, . . . , mi−1, 1, mi+1, . . . , mh, n1, . . . , nj−1, 1, nj+1, . . . , nh))

<k, i PH(k) < 0 za svako mi, nj ∈ N, tada je λ2(DUG(m1, . . . , mi−1, mi,

mi+1, . . . , mh, n1, . . . , nj−1, nj, nj+1, . . . , nh))<k za svako mi, nj ∈ N.

Dokaz. (i) Na osnovu prethodne posledice, iz PH(k) < 0 sledi da je PG(k) < 0. Pret-

postavimo suprotno, to jest, neka je λ2(DUG(m1, . . . , mi−1,mi−1,mi+1, . . . ,mh;n1,

. . . , nh)) < k, i λ2(DUG(m1, . . . , mi−1, mi, mi+1, . . . , mh; n1, . . . , nh)) ≥ k. Naj-

pre, ako je λ2(DUG(m1, . . . , mi−1,mi,mi+1, . . . ,mh;n1, . . . , nh)) = k, tada vaºi

PH(k) = PG(k) = 0, ²to je u suprotnosti sa pretpostavkom datom u teoremi. Ta-

ko�e, iz λ2(DUG(m1, . . . , mi−1, mi,mi+1, . . . ,mh;n1, . . . , nh)) > k i PG(k) < k

sledi da postoje barem 3 sopstvene vrednosti grafa DUG(m1, . . . , mi−1,mi,mi+1,

. . . ,mh;n1, . . . , nh) koje su ve¢e od k. S druge strane, najvi²e jedna sopstvena vred-

nost podgrafa tog grafa (koji je dobijen uklanjanjem ta£no jednog £vora) DUG(m1,

. . . , mi−1, mi − 1,mi+1, . . . , mh; n1, . . . , nh) zadovoljava pomenuti uslov, ²to nije

mogu¢e na osnovu Teoreme 0.2.

Sli£nim rasu�ivanjem, ali razmatraju¢i sada dva parametra, mi i nj, jednostavno

moºemo dokazati i tvr�enje (ii). �

U narednoj lemi predstavljamo gornje ograni£enje za parametar h povezanog

DUG-a koji zadovoljava λ2 ≤
√
2.

Lema 3.12 Neka je G = DUG(m1, . . . ,mh;n1, . . . , nh) povezan DUG koji zadovo-

ljava λ2 ≤
√
2. Tada je h ≤ 6.

Dokaz. Pretpostavimo da vaºi h > 6. Uo£imo indukovani podgraf G′ grafa G

dobijen tako ²to su u grafu G uklonjene ¢elije U2, . . . , Uh−3, V3, . . . , Vh−4 kao i svi

osim jednog £vora u svih preostalih deset ¢elija. Druga sopstvena vrednost grafa

G′ ve¢a je od
√
2 (²to moºemo direktno izra£unati), pa je na osnovu Teoreme 0.2 i

druga sopstvena vrednost grafa G ve¢a od
√
2, ²to je kontradikcija. �

Sada odre�ujemo sve povezane DUG-ove koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2. Na osnovu

Leme 3.12, λ2(G) ≤
√
2 implicira h ≤ 6. Prirodno je, dakle, razmatrati sve dopu-

²tene vrednosti h. Setimo se da je osobina λ2(G) ≤
√
2 nasledna. Dakle, svakom
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maksimalnom DUG-u za osobinu λ2 ≤
√
2 odgovara skup njegovih indukovanih

podgrafova � DUG-ova koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2.

Jasno je da za svaki DUG za koji je h = 1 vaºi i λ2 ≤
√
2 (druga sopstvena

vrednost kompletnog bipartitnog grafa jednaka je nuli). Razmotrimo sada slede¢i

slu£aj.

Teorema 3.14 Neka je G = DUG(m1,m2;n1, n2) povezan DUG koji zadovoljava

λ2(G) ≤
√
2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova B1�B26 predstavljenih

u Tabeli 8.

Dokaz. Direktnim izra£unavanjem moºemo se uveriti da vaºi

PH(
√
2) = 4− 2(n1m2 +m1n1 +m1n2) +m1n1m2n2. (3.25)

Zamenjuju¢im2 = 2, n2 = 1 u ovaj izraz, zaklju£ujemo da je PD(
√
2) = 4−4n1−2m1,

pa je u ovom slu£aju PH(
√
2) < 0 za svako m1, n1 ∈ N. Tako�e jednostavno

proveravamo da je λ2(DUG(1, 2; 1, 1)) ≤
√
2. Dakle, na osnovu Leme 3.11 vaºi

λ2(DUG(m1, 2;n1, 1)) ≤
√
2 za svako m1, n1 ∈ N. Odgovaraju¢a familija grafova je

u Tabeli 8 predstavljena kao familija B1. Tako�e, vrednosti parametara m2 i n2 ne

mogu se pove¢avati ako je m1 ≥ 15 i n1 ≥ 3. Ta £injenica se moºe jednostavno pro-

veriti direktnim izra£unavanjem spektara grafova DUG(15, 3; 3, 1) i DUG(15, 2; 3, 2)

� za ova dva grafa vaºi λ2 >
√
2. Moºemo na sli£an na£in, primenjuju¢i opet Lemu

3.11, zaklju£iti da familije grafova B2 i B3 predstavljene u Tabeli 8 tako�e zadovo-

ljavaju uslov λ2 <
√
2, za svako m1, n2 ∈ N; za grafove koji pripadaju familiji B2

vaºi PH(
√
2) = −2m1, a za grafove koji pripadaju familiji B3 vaºi PD(

√
2) = −4m1.

Ponovo nije mogu¢e (za dovoljno velike vrednosti parametara m1 i n2) pove¢avati

vrednosti parametara m2 i n1 ukoliko ºelimo da o£uvamo osobinu λ2 ≤
√
2 kod

grafova koji pripadaju familijama B2 i B3. Graf B4 predstavljen u Tabeli 8 obe-

zbe�uje gornje ograni£enje za vrednosti parametara m2 i n2, odnosno za graf B4

vaºi λ2 =
√
2, i taj graf je maksimalan za posmatranu osobinu (²to smo proverili

direktnim izra£unavanjem).

Tri familije grafova i jedan kona£an maksimalan graf koje smo opisali odre�uju

granice unutar kojih ¢emo tragati za ostalim maksimalnim DUG-ovima (ili famili-

jama DUG-ova) za osobinu λ2 ≤
√
2.

Po£e¢emo sa familijom B1 tako ²to pove¢avamo vrednost parametra m2 i �ksi-

ramo vrednost parametra n2 = 1, ali ako je m1 ≤ 2, tada za svako n1 ∈ N i svako

m2 ∈ N dobijamo grafove koji pripadaju familiji B3 (ako je m1 = 2) ili podgrafove

grafova koji pripadaju familiji B2 (ako je m1 = 1). Dakle, vaºi m1 ≥ 3, n2 = 1

i m2 ≥ 3. Zamenjuju¢i m1 = 3, n1 = n2 = 1 u jednakost (3.25), uo£avamo da je
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PH(
√
2) = m1−8, pa vaºi i m1 ≤ 8. Sada je kona£no jasno koje slu£ajeve bi trebalo

razmotriti. To su slu£ajevi (m2, n2) ∈ {(i, 1), i = 3, . . . , 8}:

(i) m2 = 3, n2 = 1, PD(
√
2) = (m1 − 6)(n1 − 2) − 8. Ako je 3 ≤ m1 ≤ 6,

PH(
√
2) < 0 vaºi za svako n1 ∈ N i λ2(DUG(6, 3; 1, 1)) <

√
2, pa imamo

familiju B5 = DUG(6, 3;n1, 1) predstavljenu u Tabeli 1. Ako je n1 ≤ 2,

PH(
√
2) < 0 vaºi za svako m1 ∈ N i λ2(DUG(1, 3; 2, 1)) <

√
2, pa imamo

familiju B6 = DUG(m1, 3; 2, 1) predstavljenu u Tabeli 8. Ako je m1 ≥ 15 i

n1 ≥ 3, zaklju£ujemo da je PH(
√
2) ≥ 1, pa se parametri (kona£nih) maksi-

malnih grafova nalaze unutar tih granica. U tom slu£aju je:

(i.1) m1 = 7, i tada je PH(
√
2) = n1 − 10, pa dolazimo do grafa B7 =

DUG(7, 3; 10, 1);

(i.2) m1 = 8, i tada je PH(
√
2) = 2n1 − 12, pa dolazimo do grafa B8 =

DUG(8, 3; 6, 1);

(i.3) n1 = 4, i tada je PH(
√
2) = 2m1 − 20, pa dolazimo do grafa B9 =

DUG(10, 3; 4, 1);

(i.4) n1 = 3, i tada je PH(
√
2) = m1 − 14, pa dolazimo do grafa B10 =

DUG(14, 3; 3, 1).

Grafovi B7�B10 prikazani su u Tabeli 8 i za sve njih vaºi λ2 =
√
2, £injenica

koja se jednostavno moºe proveriti direktnim izra£unavanjem spektara.

(ii) m2 = 4, n2 = 1, PH(
√
2) = 2((m1 − 4)(n1 − 1) − 2). Ako je 3 ≤ m1 ≤ 4,

PH(
√
2) < 0 vaºi za svako n1 ∈ N i λ2(DUG(4, 4; 1, 1)) <

√
2, pa imamo

familiju B11 = DUG(4, 4;n1, 1) predstavljenu u Tabeli 8. Ukoliko je n1 = 1,

PH(
√
2) < 0 vaºi za svako m1 ∈ N i λ2(DUG(1, 4; 1, 1)) <

√
2, pa imamo

familiju B12 = DUG(m1, 4; 1, 1) predstavljenu u Tabeli 8. Ako je m1 ≥ 7 i

n1 ≥ 2, vaºi PH(
√
2) ≥ 1, pa se parametri (kona£nih) maksimalnih grafova

nalaze unutar tih granica. Slu£ajevi koji su nam ostali za razmatranje su

m1 = 5 i m1 = 6:

(ii.1) m1 = 5, i tada je PH(
√
2) = 2(n1 − 3), pa dolazimo do grafa B13 =

DUG(5, 4; 3, 1);

(ii.2) m1 = 6, i tada je PH(
√
2) = 2(2n1 − 4), pa dolazimo do grafa B14 =

DUG(6, 4; 2, 1).

Ponovo se proverom moºemo uveriti da za grafove B13 i B14 vaºi λ2 =
√
2.
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(iii) m2 = 5, n2 = 1, i u ovom slu£aju zaklju£ujemo da je graf DUG(7, 5; 1, 1)

zabranjen za osobinu λ2 ≤
√
2, pa vaºi 3 ≤ m1 ≤ 6, i sada su mogu¢i slu£ajevi:

(iii.1) m1 = 3, i tada je PH(
√
2) = −2 − n1, i vaºi λ2(DUG(3, 5; 1, 1)) <

√
2,

pa dolazimo do familije DUG(3, 5;n1, 1), ali je svaki graf koji pripada

ovoj familiji indukovan podgraf odgovaraju¢eg grafa koji pripada familiji

B17 = DUG(3, 6;n1, 1);

(iii.2) m1 = 4, i tada je PH(
√
2) = 2n1 − 4, pa dolazimo do grafa B15 =

DUG(4, 5; 2, 1);

(iii.3) m1 = 5 ili m1 = 6, ali budu¢i da je n1 = 1, u oba slu£aja vaºi PH(
√
2) =

m1 − 6, i rezultuju¢i maksimalni graf je B16 = DUG(6, 5; 1, 1).

Za oba grafa, B15 i B16, vaºi λ2 =
√
2.

(iv) m2 = 6, n2 = 1, i sada je DUG(5, 6; 1, 1) zabranjen podgraf, pa je 3 ≤ m1 ≤ 4.

Ako je m1 = 3, vaºi PH(
√
2) = −2 i λ2(DUG(3, 6; 1, 1)) <

√
2, pa dolazimo

do familije B17 = DUG(3, 6;n1, 1) predstavljene u Tabeli 8, a ako je m1 = 4,

tada vaºi PH(
√
2) = 4n1 − 4, pa dolazimo do grafa B18 = DUG(4, 6; 1, 1).

(v) m2 = 7, n2 = 1, graf DUG(4, 7; 1, 1) zabranjeni je podgraf, i jedina mogu¢nost

je m1 = 3. Ako je m1 = 3, vaºi PH(
√
2) = n1 − 2, pa dolazimo do grafa

B19 = DUG(3, 7; 2, 1).

(vi) m2 = 8, n2 = 1, tada vaºim1 ≤ 3, ali je u ovom slu£aju grafDUG(3, 8; 2, 1) za-

branjeni podgraf, pa kao jedinu mogu¢nost imamo graf B20 = DUG(3, 8; 1, 1).

Za grafove B18 � B20 vaºi λ2 =
√
2. Neka je sada n2 = 2. Tada vaºi m1 ≥ 2 (u

suprotnom, dolazimo do familije B2). Tako�e, ako je n2 = 2 i m1 ≥ 2, onda je

m2 ≤ 4 zato ²to je graf DUG(2, 5; 1, 2) zabranjeni podgraf za osobinu λ2 ≤
√
2.

Postoje tri slu£aja:

(i) m2 = 2, n2 = 2, PH(
√
2) = 2((m1 − 2)(n1 − 2) − 2), pa ako je m1 ≥ 5 i

n1 ≥ 3, vaºi PH(
√
2) ≥ 1. Razmatranjem svih mogu¢nosti, unutar datog

opsega, dolazimo do jedne beskona£ne familije grafova B21 = DUG(m1, 2; 2, 2)

i jednog maksimalnog grafa B22 = DUG(3, 2; 4, 2) (vaºi λ2(B22) =
√
2).

(ii) m2 = 3, n2 = 2, PH(
√
2) = 2((2m1 − 3)(n1 − 1) − 1), pa ako je m1 ≥ 3

i n1 ≥ 2, vaºi PH(
√
2) ≥ 4. Razmatranjem svih mogu¢nosti dolazimo do

jedne familije grafova B23 = DUG(m1, 3; 1, 2) i jednog maksimalnog grafa

B24 = DUG(2, 3; 2, 2) (vaºi λ2(B24) =
√
2).
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(iii) m2 = 4, n2 = 2, i u ovom slu£aju je graf DUG(3, 4; 1, 2) zabranjeni podgraf,

pa mora biti m1 = 2. Tada je PH(
√
2) = 4n1 − 4, i dolazimo do jednog

maksimalnog grafa B25 = DUG(2, 4; 1, 2) za koji je λ2 =
√
2.

Neka sada vaºi n2 = 3. Graf B4 je maksimalan, pa je m2 = 3, ili m2 = 4. Ako

je m2 = 4, dolazimo upravo do grafa B4. Ukoliko je n2 = m2 = 3, zaklju£ujemo da

je m1 ≤ 2 (n1 ≤ 2), i graf DUG(2, 3; 2, 3) je zabranjeni podgraf, pa u ovom slu£aju

imamo jedan maksimalni graf: B26 = DUG(2, 3; 1, 3).

Ovim su iscrpljene sve mogu¢nosti i dokaz je zavr²en. �

Primetimo da svaki DUG za koji vaºi h = 1 mora biti indukovani podgraf odgo-

varaju¢eg grafa koji pripada familiji B1 prikazanoj u Tabeli 8 (odnosno takav DUG

nije maksimalan za osobinu λ2 ≤
√
2). Sada razmatramo slu£aj h = 3.

Teorema 3.15 Neka je G = DUG(m1,m2,m3;n1, n2, n3) povezan DUG koji za-

dovoljava λ2(G) ≤
√
2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova F1�F69

predstavljenih u Tabeli 9.

Dokaz. Ponovo moºemo izra£unati vrednost karakteristi£nog polinoma delitelja H

grafa G u ta£ki λ =
√
2:

PH(
√
2) = 8− 4n1m1 − 4n1m2 − 4n1m3 − 4n3m1 − 4n2m1 − 4n2m2

+2n3m1n1m2 + 2n3m1n1m3 + 2n2m1n1m3 + 2n1m2n2m3

+2n3m2n2m1 − n3m2n2m3m1n1.

Kao i u dokazu prethodne teoreme, analiziraju¢i ovaj izraz, najpre odre�ujemo

beskona£ne familije DUG-ova (koji zadovoljavaju λ2(G) ≤
√
2), i na taj na£in od-

re�ujemo okvir u kojem ¢e se kretati na²e dalje istraºivanje. Te familije su:

(i) F1 = DUG(m1, 1, 2; 1, n2, 2), m1, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −4;

(ii) F2 = DUG(m1, 2, 1; 2, n2, 1), m1, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −16;

(iii) F3 = DUG(m1, 1, 1; 2, n2, 2), m1, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −8;

(iv) F4 = DUG(m1, 2, 2; 1, n2, 1), m1, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −8;

(v) F5 = DUG(2,m2, 1; 2, n2, 1), m2, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −16;

(vi) F6 = DUG(1,m2, 1; 1, n2, 2), m2, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −4;

(vii) F7 = DUG(2,m2, 2; 1, n2, 1), m2, n2 ∈ N, PH(
√
2) = −8.
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Moºemo tako�e odrediti granice u kojima se moraju nalaziti vrednosti parametara

m3 i n3, zamenjuju¢i m1 = m2 = n1 = n2 = 1 (u izrazu kojim je data vrednost

karakteristi£nog polinoma delitelja H grafa G u ta£ki λ =
√
2): PH(

√
2) = m3n3−8.

Dakle, postoji ta£no jedanaest slu£ajeva: n3 = 1, m3 = 1, . . . , 8 ili n3 = 2, m3 =

2, 3, 4. Proverom (£iji je postupak opisan u dokazu Teoreme 3.14) svih mogu¢nosti

u svakom od ovih slu£ajeva, i vode¢i ra£una da se kre¢emo unutar postavljenih

ograni£enja, dolazimo do maksimalnih kona£nih grafova (ili beskona£nih familija

grafova) predstavljenih u Tabeli 9. �

Slede¢a dva tvr�enja mogu se dokazati na sli£an na£in.

Teorema 3.16 Neka je G = DUG(m1,m2,m3,m4;n1, n2, n3, n4) povezan DUG koji

zadovoljava λ2(G) ≤
√
2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova H1�H77

predstavljenih u Tabeli 10.

Teorema 3.17 Neka je G = DUG(m1, . . . ,m5;n1, . . . , n5) povezan DUG koji za-

dovoljava λ2(G) ≤
√
2. Tada je G indukovan podgraf jednog od grafova I1�I27 pred-

stavljenih u Tabeli 11.

Na kraju, vaºi i slede¢e tvr�enje.

Teorema 3.18 Graf G = DUG(16; 16) jeste jedinstveni DUG sa osobinama h = 6

i λ2(G) ≤
√
2.

Dokaz. Direktnim ra£unanjem spektra uveravamo se da vaºi λ2(G) <
√
2. Tako�e

se na isti na£in moºemo uveriti da pove¢avanje vrednosti bilo kog parametra kojim

je graf G odre�en povla£i λ2(G) >
√
2. �

Sumiranjem prethodnih rezultata dolazimo do slede¢eg tvr�enja.

Teorema 3.19 Neka je G proizvoljan DUG koji zadovoljava λ2(G) ≤
√
2. Tada je

G indukovan podgraf jednog od grafova predstavljenih u Tabelama 8�11 ili je G =

DUG(16; 16).

3.3.3 Podaci o DUG-ovima koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2 i

DUG-ovi koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1

Ovde dajemo podatke o duplo ugneº�enim grafovima koje smo odredili u pret-

hodnom potpoglavlju. Svaki duplo ugneº�eni graf predstavljen je nizom odgovara-

ju¢ih parametara. Podaci su prikazani u Tabelama 8�11. U Tabeli 8 predstavljeni
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Tabela 8: Maksimalni duplo ugneº�eni grafovi koji

zadovoljavaju h = 2 i λ2 ≤
√
2

G m1 m2 n1 n2 G m1 m2 n1 n2 G m1 m2 n1 n2

B1 ∗ 2 ∗ 1 B10 14 3 3 1 B19 3 7 2 1

B2 ∗ 2 1 ∗ B11 ∗ 4 1 1 B20 3 8 1 1

B3 ∗ 1 2 ∗ B12 4 4 ∗ 1 B21 ∗ 2 2 2

B4 1 4 1 3 B13 5 4 3 1 B22 3 2 4 2

B5 6 3 ∗ 1 B14 6 4 2 1 B23 ∗ 3 1 2

B6 ∗ 3 2 1 B15 4 5 2 1 B24 2 3 2 2

B7 7 3 10 1 B16 6 5 1 1 B25 2 4 1 2

B8 8 3 6 1 B17 3 6 ∗ 1 B26 2 3 1 3

B9 10 3 4 1 B18 4 6 1 1

su parametri duplo ugneº�enih grafova koji zadovoljavaju h = 2 i λ2 ≤
√
2, u Ta-

beli 9 prikazani su parametri duplo ugneº�enih grafova koji zadovoljavaju h = 3

i λ2 ≤
√
2, u Tabeli 10 predstavljeni su parametri duplo ugneº�enih grafova koji

zadovoljavaju h = 4 i λ2 ≤
√
2, a u Tabeli 11 predstavljeni su parametri duplo

ugneº�enih grafova koji zadovoljavaju h = 5 i λ2 ≤
√
2.

Na samom kraju, ukratko, na jo² jednom primeru dajemo ilustraciju metode za

odre�ivanje duplo ugneº�enih grafova £ija je druga sopstvena vrednost ograni£ena

odozgo nekom zadatom konstantom. Taj primer prikazuje koliko je metoda opisana

u prethodnom potpoglavlju jednostavnija za primenu u pore�enju sa nekim drugim

pristupima istom problemu.

Tabela 9: Maksimalni duplo ugneº�eni grafovi koji

zadovoljavaju h = 3 i λ2 ≤
√
2

G m1 m2 m3 n1 n2 n3

F1 ∗ 1 2 1 ∗ 2

F2 ∗ 2 1 2 ∗ 1

F3 ∗ 1 1 2 ∗ 2

F4 ∗ 2 2 1 ∗ 1

F5 2 ∗ 1 2 ∗ 1

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 9 � nastavak

G m1 m2 m3 n1 n2 n3

F6 1 ∗ 2 1 ∗ 2

F7 2 ∗ 2 1 ∗ 1

F8 6 1 1 ∗ 1 1

F9 7 1 1 38 1 1

F10 8 1 1 22 1 1

F11 9 1 1 16 1 1

F12 10 1 1 14 1 1

F13 11 1 1 12 1 1

F14 4 2 1 ∗ 1 1

F15 5 2 1 10 1 1

F16 6 2 1 6 1 1

F17 8 2 1 4 1 1

F18 12 2 1 3 1 1

F19 4 3 1 6 1 1

F20 3 4 1 ∗ 1 1

F21 3 5 1 6 1 1

F22 3 2 1 10 2 1

F23 4 2 1 6 2 1

F24 3 3 1 8 2 1

F25 4 3 1 4 2 1

F26 3 4 1 6 2 1

F27 3 5 1 4 2 1

F28 3 4 1 4 3 1

F29 3 5 1 3 4 1

F30 7 3 1 1 8 1

F31 8 3 1 1 4 1

F32 10 3 1 1 2 1

F33 14 3 1 1 1 1

F34 5 4 1 1 1 1

F35 6 3 1 2 ∗ 1

F36 4 4 1 2 ∗ 1

F37 3 6 1 2 ∗ 1

F38 6 3 2 1 ∗ 1

F39 4 4 2 1 ∗ 1

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 9 � nastavak

G m1 m2 m3 n1 n2 n3

F40 3 6 2 1 ∗ 1

F41 1 2 2 3 2 1

F42 1 1 2 4 2 1

F43 6 1 2 2 1 1

F44 4 2 2 2 1 1

F45 3 2 2 3 1 1

F46 3 4 2 2 1 1

F47 1 4 3 ∗ 1 1

F48 1 12 3 3 1 1

F49 1 8 3 4 1 1

F50 1 6 3 7 1 1

F51 1 5 3 10 1 1

F52 2 ∗ 3 2 1 1

F53 3 4 3 1 1 1

F54 4 2 3 1 1 1

F55 6 1 3 1 1 1

F56 2 ∗ 3 1 2 1

F57 1 4 4 2 1 1

F58 1 3 4 3 1 1

F59 1 2 4 ∗ 1 1

F60 2 ∗ 4 1 1 1

F61 1 4 5 1 1 1

F62 1 1 6 ∗ 1 1

F63 1 2 6 2 1 1

F64 1 1 7 2 1 1

F65 1 1 8 1 1 1

F66 2 2 2 1 ∗ 2

F67 1 ∗ 3 1 2 2

F68 1 ∗ 3 2 1 2

F69 1 ∗ 4 1 1 2
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Tabela 10: Maksimalni duplo ugneº�eni grafovi koji

zadovoljavaju h = 4 i λ2 ≤
√
2

G m1 m2 m3 m4 n1 n2 n3 n4

H1 2 ∗ 2 1 2 ∗ 1 1

H2 2 ∗ 2 2 1 ∗ 1 1

H3 2 ∗ 1 2 1 ∗ 2 1

H4 1 ∗ 2 2 1 ∗ 1 2

H5 ∗ 1 1 1 1 4 1 1

H6 ∗ 1 1 1 1 1 4 1

H7 ∗ 1 1 1 1 2 2 1

H8 4 2 1 1 1 ∗ 1 1

H9 5 2 1 1 1 8 1 1

H10 6 2 1 1 1 4 1 1

H11 8 2 1 1 1 2 1 1

H12 12 2 1 1 1 1 1 1

H13 4 3 1 1 1 4 1 1

H14 3 4 1 1 1 ∗ 1 1

H15 3 5 1 1 1 4 1 1

H16 7 1 1 1 1 36 1 1

H17 8 1 1 1 1 20 1 1

H18 9 1 1 1 1 13 1 1

H19 10 1 1 1 1 12 1 1

H20 11 1 1 1 1 10 1 1

H21 12 1 1 1 1 9 1 1

H22 14 1 1 1 1 8 1 1

H23 16 1 1 1 1 7 1 1

H24 22 1 1 1 1 6 1 1

H25 38 1 1 1 1 5 1 1

H26 3 4 1 1 2 ∗ 1 1

H27 4 2 1 1 2 ∗ 1 1

H28 6 1 1 1 2 ∗ 1 1

H29 3 1 1 1 3 1 1 1

H30 3 2 2 1 1 1 1 1

H31 1 2 2 1 ∗ 1 1 1

H32 1 3 2 1 10 1 1 1

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 10 � nastavak

G m1 m2 m3 m4 n1 n2 n3 n4

H33 1 4 2 1 6 1 1 1

H34 1 6 2 1 4 1 1 1

H35 1 10 2 1 3 1 1 1

H36 1 1 2 1 10 2 1 1

H37 1 2 2 1 3 5 1 1

H38 1 4 2 1 3 4 1 1

H39 1 6 2 1 3 3 1 1

H40 1 8 2 1 3 2 1 1

H41 1 4 2 1 4 2 1 1

H42 1 2 2 1 4 3 1 1

H43 1 2 2 1 6 2 1 1

H44 1 12 3 1 1 1 1 1

H45 1 4 3 1 2 1 1 1

H46 1 2 3 1 6 1 1 1

H47 1 1 3 1 8 2 1 1

H48 1 5 3 1 1 8 1 1

H49 1 6 3 1 1 4 1 1

H50 1 8 3 1 1 2 1 1

H51 1 4 3 1 2 ∗ 1 1

H52 1 2 3 1 3 4 1 1

H53 1 2 3 1 4 2 1 1

H54 1 3 4 1 1 1 1 1

H55 1 2 4 1 2 1 1 1

H56 1 1 4 1 3 5 1 1

H57 1 1 4 1 4 3 1 1

H58 1 1 4 1 6 2 1 1

H59 1 2 4 1 2 ∗ 1 1

H60 1 1 5 1 3 4 1 1

H61 1 1 5 1 4 2 1 1

H62 1 1 6 1 2 ∗ 1 1

H63 1 2 2 1 1 2 2 1

H64 6 1 1 2 1 ∗ 1 1

H65 4 2 1 2 1 ∗ 1 1

H66 3 4 1 2 1 ∗ 1 1

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 10 � nastavak

G m1 m2 m3 m4 n1 n2 n3 n4

H67 1 4 1 2 2 1 1 1

H68 1 1 2 1 3 1 1 1

H69 1 2 2 2 2 1 1 1

H70 1 1 2 2 3 1 1 1

H71 1 4 3 2 1 ∗ 1 1

H72 1 2 4 2 1 ∗ 1 1

H73 1 1 4 2 2 1 1 1

H74 1 1 6 2 1 ∗ 1 1

H75 1 1 4 3 1 1 1 1

H76 1 2 2 3 1 1 1 1

H77 1 4 1 3 1 1 1 1

Tabela 11: Maksimalni duplo ugneº�eni grafovi koji

zadovoljavaju h = 5 i λ2 ≤
√
2

G m1 m2 m3 m4 m5 n1 n2 n3 n4 n5

I1 1 36 1 1 1 1 5 1 1 1

I2 1 20 1 1 1 1 6 1 1 1

I3 1 14 1 1 1 1 7 1 1 1

I4 1 12 1 1 1 1 8 1 1 1

I5 1 10 1 1 1 1 9 1 1 17

I6 2 ∗ 1 1 1 1 4 1 1 1

I7 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1

I8 1 2 2 1 1 2 ∗ 1 1 1

I9 1 3 2 1 1 1 8 1 1 1

I10 1 4 2 1 1 1 4 1 1 1

I11 1 6 2 1 1 1 2 1 1 1

I12 1 8 2 1 1 1 1 1 1 1

I13 1 2 3 1 1 1 4 1 1 1

I14 1 1 4 1 1 2 ∗ 1 1 1

I15 1 1 5 1 1 1 4 1 1 1

I16 1 8 2 1 1 1 1 2 1 1

Nastavak na slede¢oj strani
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Tabela 11 � nastavak

G m1 m2 m3 m4 m5 n1 n2 n3 n4 n5

I17 1 4 2 1 1 1 2 2 1 1

I18 1 2 3 1 1 1 2 2 1 1

I19 1 1 3 1 1 1 6 2 1 1

I20 1 1 4 1 1 1 4 2 1 1

I21 1 1 5 1 1 1 2 2 1 1

I22 1 2 4 1 1 1 1 3 1 1

I23 1 1 5 1 1 1 1 4 1 1

I24 1 1 2 2 1 1 1 1 1 1

I25 1 4 1 1 2 1 ∗ 1 1 1

I26 1 2 2 1 2 1 ∗ 1 1 1

I27 1 1 4 1 2 1 ∗ 1 1 1

Zaklju£i¢emo ovo potpoglavlje primerom opisane tehnike (za odre�ivanje DUG-

-ova sa ograni£enom drugom sopstvenom vredo²¢u), koju ¢emo sada primeniti u

jednom jednostavnijem slu£aju. Postoji vi²e na£ina za odre�ivanje svih povezanih

DUG-ova koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1. Naime, nakon ²to smo odredili sve DUG-ove

koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2, mogli bismo me�u njima (i njihovim podgrafovima)

odrediti one koji zadovoljavaju ja£i uslov λ2 ≤ 1, ali ovakav postupak podrazumeva

pretraºivanje velikog broja grafova, kao i pretraºivanje nekih beskona£nih familija

grafova. S druge strane, DUG-ovi su bipartitni grafovi, a sve bipartitne grafove koji

zadovoljavaju λ2 ≤ 1 okarakterisao je 1991. godine M. Petrovi¢ koriste¢i metodu

minimalnih zabranjenih podgrafova (videti, na primer, monogra�ju [58], str. 53�

57). Ali opet, odre�ivanje DUG-ova koji zadovoljavaju λ2 ≤ 1 kori²¢enjem ovih

rezultata uklju£uje upore�ivanje strukture svakog odre�enog zabranjenog podgrafa

sa strukturom duplo ugneº�enog grafa. Zato ovde koristimo isti metod koji smo

koristili i za odre�ivanje DUG-ova koji zadovoljavaju λ2 ≤
√
2, jer su ceo postupak

i krajnji rezultat mnogo jednostavniji.

Teorema 3.20 Povezan DUG koji zadovoljava λ2(G) ≤ 1 jeste indukovan podgraf

jednog od DUG-ova £iji su parametri:

• (∗, 1; 1, ∗), (∗, 1; ∗, 1), (1, 2; 1, 2), (22; ∗, 1), (∗, 2; 12), (3, 2; 2, 1), (2, 3; 12),

• (∗, 12; 1, ∗, 1), (1, ∗, 1; 1, ∗, 1), (22, 1; 1, ∗, 1), (2, 12; 2, 12), (1, ∗, 2; 13),

• (1, ∗, 12; 1, ∗, 12).
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Dokaz. Vaºi (videti dokaz Leme 3.12) h ≤ 4.

Ako je h = 2, tada je PH(1) = 1−m2n1−m1n1−m1n2+m1n1m2n2. Zamenjuju¢i

m1 = n2 = 1 u ovaj izraz, zaklju£ujemo da je PH(1) = −m1 < 0, pa primenjuju¢i

Lemu 3.11 dolazimo do prvog re²enja. Drugo re²enje dobijamo zamenjuju¢i m2 =

n2 = 1 u isti izraz (PH(1) = 1−m1−n1) i potom primenjuju¢i Lemu 3.11. Do tre¢eg

re²enja dolazimo direktnim izra£unavanjem spektra odgovaraju¢eg grafa i direktnom

proverom da dobijeni graf jeste maksimalan. Neka je sada n2 = 1 i m2 ≥ 2. U tom

slu£aju vaºi m1 ≥ 2 (u suprotnom, dolazimo do prvog dobijenog re²enja za bilo koji

izbor prirodnih brojeva n1,m2). Tako�e, ako je m1 ≥ 2, tada vaºi m2 ≤ 3 (do ovog

uslova dolazimo direktnim izra£unavanjem). Dakle, razlikujemo slede¢e slu£ajeve (u

zavisnosti od vrednosti parametara m2 i n2):

(i) m2 = 2, n2 = 1, PH(1) = (m1 − 2)(n1 − 1) − 1. Ako je m1 = 2 i n1 ∈ N,

primenom Leme 3.11 dolazimo do £etvrtog re²enja. Ukoliko je n1 = 1 i m1 ∈
N, primenom Leme 3.11 dolazimo do petog re²enja. �esto re²enje dobijamo

direktnom proverom da za graf G = DUG(3, 2; 2, 1) vaºi λ2(G) ≤ 1. Ako je

m1 > 3 i n1 ≥ 2 ili m1 ≥ 3 i n1 > 2, tada je PH(1) > 0.

(ii) m2 = 3, n2 = 1, i sada su grafovi DUG(3, 3; 12) i DUG(2, 3; 2, 1) zabranjeni

(za osobinu λ2(G) ≤ 1), a za graf G = DUG(2, 3; 12) vaºi λ2(G) ≤ 1, pa na

taj na£in dolazimo do sedmog re²enja.

Na sli£an na£in razmatramo i slu£aj h = 3 i dolazimo do pet odgovaraju¢ih

re²enja.

Na kraju, direktnim izra£unavanjem moºemo se uveriti da su slede¢i grafovi:

DUG(13, 2; 14), DUG(12, 2, 1; 14) i DUG(2, 13; 14) zabranjeni za osobinu λ2(G) ≤ 1.

S druge strane, vaºi PH(1) = −m2n2 − 4(m2 + n2 + 2), ²to zna£i da vaºi PH(1) < 0

za bilo koji izbor prirodnih brojeva m2 i n2. Sada primenom Leme 3.11 dolazimo

do poslednjeg re²enja, i time zaklju£ujemo na²e razmatranje. �
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