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1. Introduccion

1.1. Presentacion

La Mecénica del Dafio Continuo es una herramienta atractiva para describir el
deterioro progresivo de las propiedades mecanicas de los materiales que fue
ampliamente desarrollada y aplicada a numerosas situaciones durante las tltimas dos
décadas. Desde la introduccion del concepto de dafio por Kachanov en 1958, los
modelos que involucran la degradacion elastica se han tornado cada dia mas populares,
alcanzado actualmente niveles que permiten su aplicacion a problemas practicos de
ingenieria.

En esta monografia se intenta presentar un marco tedrico general que permita
analizar la gran cantidad de modelos de dafio continuo existentes, no s6lo desde el punto
de vista de su formulacién sino también teniendo en cuenta su capacidad para
reproducir las evidencias experimentales correspondientes a un amplio rango de
materiales y su implementacion numérica en codigos de elementos finitos. La
monografia se restringe al tratamiento del dafio en pequeias deformaciones y dentro del
marco de la Mecanica de Medios Continuos.

En el Capitulo 2 se presentan algunos aspectos fenomenoldgicos del dafo, su
interpretacion fisica y matematica. En el Capitulo 3 se desarrollan las bases
termodindmicas de los modelos de dafio, junto a una posible clasificacion de los
mismos. A partir del Capitulo 4, se desarrollan distintos tipos de modelos de dafo
continuo de complejidad creciente, comenzando con los modelos de dafio escalar en el
Capitulo 4, siguiendo por los modelos de dafio direccionado en el Capitulo 5, los
modelos de dafio unilateral en el Capitulo 6, los modelos de viscoso en el Capitulo 7,
para terminar finalmente con los modelos de plasticidad y dafio acoplados en el
Capitulo 8. Todos estos capitulos comienzan con una presentacion del fenomeno fisico
a describir y del marco tedrico correspondiente y se acompafian con la descripcion de
modelos concretos, para los cuales se incluye, ademas, esquemas de los algoritmos para
su implementacion numérica en un codigo de elementos finitos.

Esta monografia fue escrita con la idea de que sirva de texto de apoyo al desarrollo
de la asignatura “Mecanica de Dafio Continuo” del Programa de Doctorado en
Ingenieria Civil de la Escuela de Caminos, Canales y Puertos de Barcelona. Deseo dejar
constancia de mi agradecimiento al Prof. Carlos Agelet Saracibar, director de dicho
programa de doctorado, quien gestion6 una Ayuda para Movilidad de Profesores de
Tercer Ciclo en los Programas de Doctorado, que me permitio dictar de esta asignatura,
como asi también al CIMNE por la colaboracion brindada. No puedo dejar de reconocer
mi agradecimiento al Prof. Sergio Oller quien motivd y alent6 esta iniciativa desde sus
comienzos.

B. Luccioni
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2. Aspectos

fenomenologicos

2.1 Introduccion

En términos generales el dafio de los materiales es el proceso fisico progresivo por el
cual se rompen los mismos. La mecanica del dafio es el estudio, a través de variables
mecanicas, de los mecanismos involucrados en el deterioro de los materiales cuando son
sometidos a cargas. En la miscroescla esto es la acumulacién de microtensiones en la
vecindad de defectos o interfaces y la rotura de ligaduras, que dafian ambos al material.
En la mesoescala del volumen representativo esto se traduce en el crecimiento e
interconexion de microfisuras y microporos que, en conjunto, inician una fisura. En la
macroescala el dafo esta representado por el crecimiento de dicha fisura. Los dos
primeros niveles pueden ser estudiados a través de variables de dafio de la Mecénica de
los Medios Continuos definidas a nivel de mesoescala. El tercer nivel se estudia
normalmente utilizando la Mecéanica de Fractura con variables definidas a nivel
macroscopico.

La Mecanica del Dano Continuo fue introducida por primera vez por Kachanov
(1958) y alcanzo6 actualmente niveles que permiten su aplicacion a problemas practicos
de ingenieria. En contraste con la Mecanica de Fractura, que considera el proceso de
iniciacion y crecimiento de microfisuras como un proceso discontinuo, la Mecénica del
Dano Continuo utiliza variables continuas relacionadas con la densidad de estos
defectos para describir el deterioro del material antes de la iniciacion de macrofisuras.

2.2 Naturaleza fisica del dano (Lemaitre 1996)

2.2.1. Atomos, Elasticidad y Dafio.

Todos los materiales estan constituidos por atomos que se encuentran unidos entre si
por ligaduras resultantes de la interaccion de campos electromagnéticos. La elasticidad
estd directamente relacionada con el movimiento relativo de los atomos. El estudio
fisico de las propiedades de una red de &tomos conduce a la teoria de la elasticidad. Pero
una forma mas fécil de escribir estas ecuaciones es hacerlo directamente en la
mesoescalada a partir de la propiedad de reversibilidad de la deformacion, que implica
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una relacién uno a uno y, eventualmente, incorporar las propiedades de linealidad e
isotropia.

Cuando se produce un despegue (rotura de ligaduras) comienza el proceso de dafio.
Por ejemplo, los metales estdn compuestos por cristales: arreglos regulares de atomos
excepto en las lineas de dislocacion donde hay atomos ausentes. Si se aplican tensiones
tangenciales las dislocaciones se pueden mover por el desplazamiento de las ligaduras
creando deformaciones plasticas por deslizamiento, sin rotura de ligaduras.

Si la dislocacion es detenida por un microdefecto o la concentracion de
microtensiones, se crea una zona de restriccion en la que se pueden detener otras
dislocaciones. Este proceso ya no puede ocurrir sin dafio por rotura de ligaduras. Otros
mecanismos de dafio en metales son el despegue intergranular y la decohesion entre
inclusiones y matriz.

Los mecanismos de dafio en otros tipos de materiales tienen origenes distintos:

e En polimeros el dafio ocurre por rotura de ligaduras que existen entre largas
cadenas de moléculas.

e En compuestos el dafio ocurre por despegue de fibras y matriz polimérica.

e En ceramicos el dafio es producido fundamentalmente por decohesion entre
inclusiones y matriz.

e En el hormigdn, el mecanismo de dafio temprano es también una decohesion
entre agregados y cemento con una compleja influencia del agua.

e En la madera el dafo se produce en el punto débil que es la unién de las
células de celulosa

Todos estos mecanismos crean, a su vez, microdeformaciones plasticas.

En todos los casos la elasticidad esta fuertemente influenciada por el dafio ya que el
numero de ligaduras atomicas, responsables de la elasticidad, decrece con el dafio. Este
acoplamiento, que ocurre a nivel de estado del material, definido aqui por la
deformacion eléstica y el daio, es llamado acoplamiento de estado.

2.2.2. Deslizamiento, plasticidad y deformaciones irreversibles.

La mayoria de los materiales, en particular los geomateriales, presentan un
comportamiento no lineal acompafiado de deformaciones permanentes, cuando son
sometidos a cargas mecanicas. En los geomateriales, las deformaciones permanentes
son causadas por la microfisuracion. El dafo o degradacion de rigidez esta relacionado
con la iniciacion, crecimiento e interconexion de microfisuras y microporos.

En los metales, la plasticidad estd directamente relacionada con los deslizamientos
que ocurren por movimiento de las dislocaciones. En ningun caso, esos movimientos
inducen una deformacién volumétrica apreciable.

En otros materiales las deformaciones irreversibles pueden ocurrir por otros
mecanismos:
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e Reordenacion de moléculas en polimeros.

e Microfisuras en ceramicos donde la gran resistencia de la estructura no
permite movimiento de las dislocaciones.

e Movimiento a lo largo de superficies de decohesion en hormigoén.
e Rearreglo de las celdas en madera.
En algunos casos, estos mecanismos pueden inducir cambios de volumen.

En todos los casos, el dafio influye en las deformaciones plésticas o irreversibles solo
porque el area elemental de resistencia decrece a medida que decrece el niimero de
ligaduras. Pero el dafio no influye directamente en el mecanismo de deslizamiento
mismo, es decir, no existe acoplamiento de estado entre plasticidad y dafo.

2.2.3. Escalas de los fendmenos de deformacion y dafo.

La Mecanica del Dafio Continuo trabaja con cantidades definidas en puntos
matematicos. Desde el punto de vista fisico estas cantidades representan promedios en
un cierto volumen. El elemento representativo de volumen debe ser lo suficientemente
pequetio para evitar el suavizado de altos gradientes pero suficientemente grande como
para representar un promedio de los microprocesos. Para fines experimentales y analisis
numérico es util considerar los siguientes ordenes de magnitud para los elementos
representativos de volumen que definen la escala de la mesomecénica:

e Metales y ceramicos: (0.1 mm)°
e Polimeros y la mayoria de los compuestos: (1 mm)’
e Madera: (10 mm)’
e Hormigon: (100 mm)’

Otra propiedad importante a considerar es que el dafio es siempre mas localizado que
la deformacion.

En resumen:

e La microescala es la escala de los mecanismos utilizados para considerar
deformaciones y dafio

e La mesoescala es la escala en la que se escriben las ecuaciones constitutivas
para el analisis mecanico.

e Lamacroescala es la escala de las estructuras de ingenieria.

2.2.4. Diferentes manifestaciones del daio

Aun cuando en la microescala el dafio esta gobernado por un solo mecanismo general
de despegue, en la mesoescala se puede manifestar de varias formas dependiendo de la
naturaleza del material, del tipo de carga y de la temperatura.
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Dario fragil

El dafio se llama fragil cuando la fisura se inicia en la mesoescala sin una cantidad
apreciable de deformacién pléstica. Esto significa que las fuerzas no son suficientes
para producir deslizamientos pero son mayores que las fuerzas de despegue. El grado de
localizacidn es alto. Ver Figura 2.1.
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Figura 2.1 Dafio fragil (Lemaitre 1996)

Dano ductil

El dafio se denomina ductil cuando ocurre simultaneamente con deformaciones
plasticas mayores que un cierto umbral. Resulta de la nucleacion de cavidades debido a
decohesiones entre inclusiones y matriz seguida de su crecimiento y coalescencia a
través del fenomeno de inestabilidad plastica. Como consecuencia de ello, el grado de
localizacion del dafio ductil es comparable a aquel de la deformacion plastica. Ver
Figura 2.2.

Damage
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Figura 2.2. Dafio ductil (Lemaitre 1996)
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Dario por creep

Cuando un material se carga a temperaturas elevadas, por ejemplo, por arriba de 1/3
de la temperatura de fusion, las deformaciones plasticas involucran viscosidad, es decir
que el material puede deformarse a tensiones constantes. Cuando la deformacién es
suficientemente grande aparecen decohesiones intergranulares que producen dafio y un
aumento de la velocidad de deformacion a lo largo del periodo de creep terciario. Como
en el caso del dafio ductil, los gradientes de dafio por creep son similares a los
gradientes de deformacion viscoplastica. Ver Figura 2.3.
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Figura 2.3 Dafio por creep (Lemaitre 1996)

Dario por fatiga de bajos ciclos

Cuando un material es sometido a cargas ciclicas para valores altos de la tension o de
la deformacion, después de un periodo de incubacion que precede las fases de
nucleacion y propagacion de microfisuras, se desarrolla dafio junto con la deformacion
pléstica. El grado de localizacion es mayor que para el caso de dafio ductil. Debido a los
altos valores de tension, la fatiga de bajos ciclos esté caracterizada por valores bajos del
numero de ciclos de ruptura.

Si el material se carga en deformacion, el dafio induce una caida en la amplitud de la
tension para dos ciclos de deformacion correspondientes a un ciclo estabilizado y un
ciclo cercano a la ruptura.

\-:J!-!
i

|

|

e

Figura 2.4. Fatiga de bajos ciclos (Lemaitre 1996).

Para los metales el dafio puede ser intergranular o microfisuracion transgranular
siguiendo detencion de bandas de deslizamiento. Ver Figura 2.4.
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Fatiga de altos ciclos

Cuando se carga un material con valores bajos de tension, las deformaciones
plasticas en la mesoescala permanecen pequefas y son pracicamente despreciables.
Pueden ser altas en la microescala donde la microfisuracion transgranular ocurre solo en
algunos planos, mas frecuentemente en la superficie del espécimen, por el mecanismo
de intrusion-extrusion. El numero de ciclos para producir la falla puede ser muy alto
(Mayor de 100000)

Como consecuencia, la localizacion del dafio es mayor y la caida de tension en la
mesoescala para un ensayo de deformaciones ciclicas ocurre mucho después que en el
caso de fatiga de bajos ciclos. Ver Figura 2.5.

N

073

Figura 2.5. Fatiga de latos ciclos (Lemaitre 1996).

Debe notarse que en el caso del dafio fragil o dafio por fatiga de altos ciclos, la curva
tension-deformacion obtenida de un ensayo de tracciéon o compresion en la mesoescala
no representa generalmente el comportamiento real de deformaciones y dafo porque la
localizacién espacial induce microplastificaciones y zonas de dafio mucho mas chicas
que tales especimenes. Sin embargo, se los usa porque es dificil de hacer ensayos
mecanicos en la microescala. Lo que hay que tener en cuenta es que en esos casos los
resultados son promedios de cantidades no uniformes en el mesovolumen.

2.2.5. Oftras caracteristicas de dario

Anisotropia

Se admite actualmente, que los defectos que causan la degradacion del material,
pueden estar orientados por la microestructura (anisotropia inicial), o por la carga
(anisotropia inducida por el dafo). En la mayoria de los casos, los defectos que se
generan en ese proceso de dafio estan orientados respecto a la historia de tensiones
aplicada y traen como consecuencia un deterioro progresivo de la rigidez elastica del
material con ciertas direcciones preferentes. El material, inicialmente isotropo, se torna
gradualmente anisotropo. Este fendmeno es lo que se conoce como anisotropia inducida
por el dafo, dafio direccionado o simplemente dafio anisétropo.

Unilateralidad

Si bien el proceso de daiio es irreversible, éste puede estar activo o no, dependiendo
de las condiciones de carga. En muchos materiales, la reduccion de la rigidez en
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traccion es debida al desarrollo de microfisuras y se ha confirmado experimentalmente
que la reversion de la carga puede cerrar dichas fisuras, con la consiguiente
recuperacion de rigidez. Este efecto se describe a través de la desaparicion del dano al
pasar de traccion a compresion y se denomina normalmente dafio activo/pasivo o efecto
unilateral del dafio.

2.3 Interpretacion mecanica del daio

2.3.1. Variable de dafio unidimensional (Kachanov 1958)

De la seccion anterior, el dafio se puede interpretar en la microescala como la
creacion de microsuperficies de discontinuidades: rotura de ligaduras atomicas y
agrandamiento plastico de microcavidades. En la mesoescala, el nimero de ligaduras
rotas o la distribucion de microcavidades pueden ser aproximados en cualquier plano
por el area de las intersecciones de todos los defectos con ese plano. Para trabajar con
medidas adimensionales dicha area puede ser escalada a la medida del elemento
representativo de volumen. Esta medida es fundamental en la definicion de una variable
continua en el sentido de la mecanica del continuo. En un punto debe ser representativa
sobre la mesoescala del elemento de volumen del efecto de los microdefectos en la falla.

Considérese un elemento representativo de volumen de un cuerpo dafiado en un
punto M sobre un plano de normal n, ubicado en la abscisa x a lo largo de la direccion
n.

Supéngase que OS es el area de la interseccion del plano con el elemento
representativo de volumen y 05, el area efectiva de la interseccion de todas las

microfisuras o microcavidades que caen en &S . Ver Figura 2.6.

Figura 2.6. Interpretacion del dafio

El valor del dafo en el punto M en la direccion n y en la abscisa x estaria dado por:

Y
D(M ,n,x) = FD’C (2.1)
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Para definir una variable continua sobre el volumen representativo que describa el
deterioro hasta la falla en dos partes, se debe mirar todos los planos que varian con x y

considerar el que estd mas dafiado:

D(M,n)= Max[D(M,n,x)] = 52;5 (2.2)

De esta definicion surge que el valor de la variable escalar D estd acotado entre 0 y 1:

0<D<1

D=0 Para el material no dafiado
D=1 Para el material totalmente dafiado (elemento representativo de volumen
separado en dos partes)
De hecho, generalmente la falla ocurre para D=D, <1 por un proceso de
inestabilidad o por decohesion atomica. De manera que se puede definir un criterio para
la iniciacién de la fractura como D =D, .

Si se considera un caso unidimensional de dafio homogéneo se llega a la definicion
mas simple del dafio como densidad superficial de microdefectos (Ver Figura 2.7):

p=5np 2.3)

Figura 2.7. Dafio en un elemento unidimensional

2.3.2. Concepto de tension efectiva

Si el volumen de la Figura 2.7 es cargado con una fuerza F=nF", la tension se define

normalmente como:
F
(2.4)

O =—

S

y es lo que se denomina tension nominal

Si todos los defectos estan abiertos de tal manera que no hay fuerzas actuando en la
superficie de las microfisuras o microcavidades representadas por S, , se puede definir
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lo que se denomina tension efectiva referida a la superficie que realmente resiste la
tension S-S, :

o= " 2.5
S-S, (2.5)
Si se introduce la variable de dafio D = if’, la ecuacion (2.5) se puede escribir
como:
— F F o
o = = =
S( _SDJ S(-p) 1-p (2.6)
S

Esta definicion da la tension efectiva en el material traccionado. En compresion, si
algunos de los defectos se cierran, aunque el dafio permanece inalterado, la superficie
que efectivamente resiste la carga es mayor que S—S,. En particular, si todos los

defectos estdn completamente cerrados la tension efectiva es igual a la tension nominal.

Sélo la micromecanica puede dar un significado preciso a este concepto de tension
efectiva que serd tenido en cuenta globalmente en la mesoescala a través de la
identificacion de la variable de dafio por medio de su acoplamiento con la elasticidad o
plasticidad.

2.3.3. Ejemplo de derivacion micromecanica del dafio (Lemaitre 1996)

Considérese un elemento de mesovolumen tridimensional que contiene una fisura
circular cargada en modo I por una fuerza F perpendicular al plano de la fisura, como el
de la Figura 2.8.

El daio total definido por la teoria de dafio continuo es el dafo en el plano de la
fisura:

oSp
D="D 2.7
oS 2.7)
Esto es:
2
a

Donde k es un factor de correccion debido a la concentracion de tensiones en la
vecindad de la cabeza de la fisura, para definir el area danada efectiva.
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Figura 2.8. Fisura en un elemento de meso-volumen

e Velocidad de liberacion de energia de deformacion G

1 oW 1 F? dR,

2 od 72 R? 2mda 29)

F=const
W: Energia de deformacion
A: area de la fisura

R, : Rigidez del mesoelemento dafiado

e Factor de intensidad de tensiones de una fisura circular en un cuerpo infinito

cargado en modo I :K.
2 2 F
K=;Gw«/ﬁa=;lf2« na (210)

Para el caso de deformacion plana generalizada:

RS

G - 1—v2) (2.11)

V. Coeficiente de Poisson

I*drR, 1-v* ,

__ — a“da 2.12
16 Ra2 E ( )

Esta expresion puede ser integrada desde ¢~ 0> R, =R, 4] estado actual:

1o160-v2yad |
Ra = R7+T (213)

Para a <</
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16(1-v?)a®
R,=R)|l-—————F7—R, 2.14
[ 3EI" 14)
Esto da la siguiente expresion para D:
poy R _160-va’ _m? 16(1-v?) a
N RO - 313 - 12 RY/4 Z (2.15)
k
De donde:
)
p=100=via 5@ (2.16)
3z ) [

De donde surge que, para este caso particular y para @//<<1 el valor del dafio es
siempre menor que la densidad de fisuras.

2.3.4. Otra forma basada en el concepto de tension efectiva

Una forma de evitar el analisis micromecanico para cada tipo de defectos y cada tipo
de mecanismo de dafio es plantear el principio en la mesoescala.

En la termodinamica, el método del estado local supone que el estado termodinamico
en un punto estd completamente definido por los valores en el tiempo de un conjunto de
variables de estado continuas dependientes del punto considerado. Este postulado,
aplicado en la microescala, impone que las ecuaciones constitutivas para la deformacion
de un elemento de microvolumen no son modificadas por el microvolumen adyacente
que contiene una microfisura. Extrapolando esto a la mesoescala, esto significa que las

ecuaciones constitutivas de deformacion escritas en la superficie &=5p 1o son
modificadas por el dafio o que las tensiones reales en el material son las tensiones
efectivas. Resulta entonces el siguiente principio:

“Cualquier ecuacion constitutiva para un material daiiado puede ser deducida en la
misma forma que para el material virgen salvo que en la tension nominal debe ser
reemplazada por la tension efectiva”.

Material no danado ‘ Material danado
D=0 | 0<D<l1
O
e=F(o,.. e=F(——,..
C | ()

La misma derivacion

Este postulado conduce al principio de la deformacion equivalente que es un
principio porque s6lo ha sido demostrado para algunos casos particulares a través de
técnicas de homogeneizacion. Se aplica tanto a elasticidad como a plasticidad.

Ejemplo: Elasticidad

Este es un acoplamiento de estado directo a través del concepto de tension efectiva:
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Material no danado ‘ Material dafiado
D=0 | 0<D<l1
e =2 \ e = 9

° E, ¢ E,(1-D)

FE1 modulo de elasticidad del material dafiado se define como:

E=Z =E (1-D) (2.17)

e

2.4 Medicion del dano (Lemaitre 1996)

2.4 1. Medicion directa

p=%2
En base a la definicion del dafio como dS | la medicion directa del dafio

consiste en la evaluacion del area total de fisuras 0 que cae en una superficie 9 en
la mesoescala. Suponiendo el factor de correccion k=1, esto puede hacerse observando
microfotografias. Pero se trata de un método destructivo y bastante complejo.

2.4.2. Variacion del Modulo de Elasticidad

Esta es una medida indirecta basada en la influencia del dafio en la elasticidad a
través del acoplamiento de estado:

o

Ee=m (218)

Se trata de un método destructivo que requiere el maquinado de especimenes para
realizar ensayos mecanicos. Supone distribucion homogénea del dafio en la seccion de
medicion.

Si £=£,(=D) ¢ considera como el modulo de elasticidad efectivo del material
danado, los valores de dafo pueden ser derivados de las mediciones de E si se supone

conocido £, :

E
D=1-—
E, (2.19)
Este método es muy util pero requiere una medicion muy precisa de las
deformaciones. En general se utilizan extensometros y E se mide durante la descarga.
Ver Figura 2.9.
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Figura 2.9 Medicion del dafio duactil

Esta técnica puede utilizarse para medir distintos tipos de dafio mientras el dafo esté
uniformemente distribuido en el volumen en el cual se mide la deformacion lo cual
constituye la mayor limitacion del método. Si el dafio estd demasiado localizado como
en el caso de fatiga de altos ciclos se debe utilizar otro método.

Se deben tomar ademads otras precauciones relacionadas con la no linealidad de las
ramas de descarga. Al comienzo y al final de las mismas aparecen ciertas no
linealidades debidas a efectos viscosos y de endurecimiento e incluso debido a los
dispositivos experimentales. Es preferible ignorarlas y medir E en el rango intermedio.

Para el caso de fatiga ductil de bajos ciclos en metales, el procedimiento puede ser
ligeramente perturbado por un decrecimiento temprano de E para niveles bajos de
deformacion o durante los primeros ciclos. Esto es debido a la microplasticidad
relacionada con movimientos reversibles de las dislocaciones y al desarrollo de texturas
pero no al dafio. Este fendmeno se satura rapidamente por lo que se puede considerar
que hasta que no se alcanza el umbral de dafio, D vale 0.

En el caso de polimeros o compuestos, para evitar efectos viscosos o0
viscoelasticidad, la velocidad de deformacioén durante la descarga debe ser la misma

para la medicion de E y de E,.

En el caso del hormigon es necesario chequear que exista una distribucion uniforme
de fisuras, ya que el método no es valido si se desarrolla una sola fisura grande.

2.4.3. Propagacion de ondas de ultrasonido

Otra técnica para evaluar el dafio estd basada en la variacion del moddulo de
elasticidad y consiste en la medicion de la velocidad de propagacion de ondas de
ultrasonido.

Para frecuencias mayores de 200 kHz, la velocidad de propagacién longitudinales VZ

y transversal *7 en un medio isétropo cilindrico estan dadas por:
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A et 2.20
L p‘1+vi1—2vi T p2l+v (2.20)

Donde E es el modulo de elasticidad, # es la densidad y V es el coeficiente de
Poisson.

El dafio se puede calcular entonces como:

2
E v
D=1-_=1-2"L (2.21)
Eo Po VoL

Si el dafio consiste fundamentalmente en microfisuras o si considera una pequefia

cavitacion #/Po ~1 y

D~1-"L (2.22)

Este método es destructivo ya que para medir la velocidad VZ o el tiempo que una
onda tarda en atravesar cierto espesor, se necesita limitar el espesor mediante dos
superficies. Si la distribucion espacial del dafio no es uniforme, el espesor debe ser de
un orden de magnitud coherente con el elemento representativo de volumen y, por lo
tanto, requiere que el cuerpo a analizar sea cortado en partes.

Actualmente las limitaciones de este método estan relacionadas con el tamafio a ser
analizado que, en el caso de metales, es demasiado pequefio en relacion al tamafio de los
transductores de ultrasonido y la precision en la medida del tiempo.

El método puede ser mejorado para trabajar in situ sin realizar ninguna destruccion,
trabajando con ondas superficiales de Rayleigh y atenuacién de la sefial de ultrasonido.

2.4 4. Variacion del microendurecimiento.
Este método esta basado en la influencia que tiene el dafio en el criterio de fluencia a
través del acoplamiento cinético.

Supongase que el estado unidimensional equivalente se escribe como:

1_“D—X—R—ay =0 (2.23)

El ensayo consiste en insertar en el material una indentacion de diamante con dureza
conocida, definida por la tension media.
H=0c=F/S (2.24)

Se elige la carga de manera de tener un area indentada proyectada S del mismo orden
de magnitud que el elemento representativo de volumen.

Andlisis tedricos y muchos resultados experimentales prueban la existencia de una

relacion lineal entre H y el umbral de fluencia .

H=Fko, (2.25)
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o, es el umbral actual de fluencia:
o,=lo, +R+x)1-D) (2.26)
Entonces
H=k'lo,+R+X|1-D) (2.27)
De hecho, este ensayo aumenta el endurecimiento del material en una cantidad que

corresponde a una deformacion plastica 8;1 del orden de 5% a 8%. H esta siempre

. £ T
referido a ¢, + gf donde 7 es la deformacion pléstica actual.

H = k'(O'V +R+X ) seria el microendurecimiento del material que existiria sin

ningun dafio para &, + gf . Entonces:

H
D=1-— 2.28
. (228)

*
H se midey 4 debe ser evaluado como se describe a continuacion.

Para fatiga de altos ciclos el dafio ocurre cuando las tensiones permanencen debajo
de la tension de fluencia, entonces ¢, =0y

H 6! )=k'o (e ) (2.29)

H debe ser medido en una parte no dafiada del material.
Para fatiga de bajos ciclos se puede considerar que el endurecimiento esta saturado,

de maneraque R=R y X =X .

Hle, +e )= klo, +R, + X, )=cte (2.30)

H e obtiene de la parte totalmente endurecida pero no dafiada del material.
Para el caso de dafio ductil el dafio y el endurecimiento ocurren simultdneamente y

H debe ser obtenido mediante algiin procedimiento de extrapolacion.

2.4.5. Variacion de la densidad

En el caso de dano ductil puro, los defectos son cavidades que pueden suponerse
aproximadamente esféricas: esto significa que el volumen aumenta con el dafio. La
correspondiente disminucion de la densidad se puede medir con aparatos basados en el
principio de Arquimides.

Si se considera una cavidad esférica de radio r en un volumen representativo esférico
de radio R y masa m:

K. j”(R3 ) (2.31)
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2.4.6. Variacion de la resistencia eléctrica

La intensidad de corriente eléctrica efectiva se puede definir como:
S
1-D

(2.33)

Si se considera la misma intensidad de corriente para el elemento dafiado y no
danado se puede obtener aproximadamente el dafio como:

4
D~x1--2 2.34
% (2.34)

lo cual se conoce como método de la caida de potencial

2.4.7. Variacion de la respuesta plastica ciclica

Se puede utilizar la influencia del dafo en la plasticidad para medir el dafio por fatiga
de bajos ciclos. La ley unidimensional de plasticidad en la estabilizacion puede ser

escrita como una relacion de potencias entre la amplitud de tensién 47 y la amplitud de

5
Agp = — (2.35)

., . .. de
deformacion pléstica = 7.

para un material no dafiado y

M
Ag = (2.36)
P [K » (1-D J
Para un material dafiado.

Si se considera un ensayo con amplitud de deformacion plastica constante, 49 es la
amplitud de tension en la estabilizacion, al final del ablandamiento ciclico o el periodo
de endurecimiento y antes del comienzo del proceso de dafio.

N M M
Ao Ao
A, =| =~ | = (2.37)
P {Kp} (KP(I—DJ
De donde :
Ao

D=1-— 2.38
o (2.38)
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2.4 8. Fluencia lenta terciaria

El creep terciario ocurre en metales cargados a temperaturas por sobre 1/3 de la
temperatura de fusion. Para identificar el creep terciario durante un ensayo de creep es
conveniente utilizar el principio de equivalencia de deformacion aplicado, en este caso a
la ley de Norton para creep secundario:

N
& {”] (2.39)

Donde Kv y N son propiedades del material dependientes de la temperatura

Suponiendo que el dafio comienza al final del proceso de creep secundario, durante
el creep terciario se puede escribir

N

. O
== 2.40
“r {(I—D)KVJ (2.40)

De donde se deriva:
Ce \YN

&
D=1-|-2 (2.41)

817

Este es un método que da buenos resultados, concordantes con aquellos obtenidos de
la medicién de la variacion del médulo de elasticidad.

2.4.9. Medicion del daio en materiales compuestos

Aunque en la bibliografia se puede encontrar abundancia en el desarrollo de nuevas
tecnologias de materiales compuestos, hay deficiencia en lo que hace a un analisis
consistente de los mecanismos de dafo y la evolucion del dafio en materiales
compuestos.

Se han propuesto muchas teorias con investigacion experimental muy limitada. Esta
investigacion estd fundamentalmente restringida al dafio como resultado de la fractura o
fatiga. Estas investigaciones no presentan a la evolucion del dafio como una funcion del
dano fisico medido a lo largo de la historia de carga. Existen algunos trabajos mas
recientes que proveen un examen y explicacion de la evoluciéon microestructural del
dafio. Sin embargo, este trabajo no ha sido extendido hasta una teoria constitutiva para
la cuantificacion y evolucion del dafo fisico. Recientemente se han introducido nuevos
procedimientos experimentales para cuantificar el dafio debido a microfisuras y
microvacios a través de tomografias de difraccion de rayos X. Sin embrago, deben ser
todavia refinados para diferenciar entre diferentes tipos de dafio como vacios y fisuras
(radiales, despegue, etc.). Se necesitan desarrollar ensayos adicionales para cuantificar
los parametros de dafio y para evaluar las teorias de dafio propuestas.

Todos los métodos descriptos en los puntos anteriores estan basados en un enfoque
continuo en los que el dafio.
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3. Fundamentos de los

modelos de dano

3.1. Introduccion

La Mecénica del Dafio Continuo es una herramienta atractiva para describir el
deterioro progresivo de las propiedades mecanicas de los materiales que fue
ampliamente desarrollada y aplicada a numerosas situaciones durante las ltimas dos
décadas. Desde la introduccion del concepto de dafio por Kachanov en 1958 (Kachanov,
1958), los modelos que involucran la degradacion elastica se han tornado cada dia mas
populares. En la actualidad, se los utiliza para describir el comportamiento constitutivo
de materiales "fragiles" como el hormigon, ceramicos, rocas, etc.

Un caso interesante de aplicacion es el relacionado con materiales cuyas propiedades
elasticas evolucionan con el dafio. Esta es una situacion tipica para el hormigén y para
muchos materiales compuestos fragiles. Como primera aproximacion, se puede
considerar que el comportamiento no lineal de estos materiales y sus cambios internos
pueden asociarse con el proceso de dafio. El modelo debe tener en cuenta tres aspectos
muy importantes que aparecen en la mayoria de estos materiales:

e La anisotropia inicial.

e Jla naturaleza direccionada del daflo, atn en materiales inicialmente
1s6tropos.

e El carécter unilateral del dafio que est4 relacionado con el hecho de que el
dafio, si bien es irreversible, puede estar activo o inactivo dependiendo de las
condiciones de carga.

En particular para los materiales compuestos, especialmente los compuestos
laminares, el dafio es de naturaleza sumamente compleja. Se presentan mecanismos de
dafio progresivo y daio fragil. No hay uno, sino varios mecanismos de dafio. Son
altamente anisotropos y desarrollan un comportamiento fuertemente unilateral, que
depende del estado de las fisuras, es decir, si estan abiertas o cerradas.

La primera y probablemente la mayor dificultad que se presenta en estos casos, es
derivar, a una determinada escala, un modelo de dafio apropiado, esto es, un modelo de
dafio compatible con toda la informacién proveniente de la micro, meso y macroescala.

Con el objetivo de lograr una simulacion mas precisa del comportamiento de los
materiales, ante los diferentes estados de carga que sufriran durante su vida util, los
especialistas se han visto obligados a desarrollar modelos matematicos de elevada
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complejidad, cuya implementacion exige, en algunos casos, un gran esfuerzo y costo
computacional. En otros casos, los modelos fallan porque no cumplen con las leyes de
la termodindmica.

La variedad de propuestas es turbadora porque:

e La relacion entre los distintos modelos es dificil de establecer, salvo en el
caso particular de dafio isétropo.

e Es dificil comparar la anisotropia inducida por dafio que predicen los modelos
con resultados experimentales, y elegir, en consecuencia, la variable de dafio
mas adecuada para caracterizar la anisotropia inducida por el dafo.

e Cuanto mas fendmenos se pretenden describir con un modelo
fenomenoldgico, mayor es la cantidad de parametros que requieren los
modelos y que deben determinarse experimentalmente. Una caracterizacion
completa de la anisotropia inducida por dafio del material requiere facilidades
experimentales para realizar ensayos tridimensionales y medios de analisis
que estan, hasta donde se conoce, solo en proceso de desarrollo.

A partir de los trabajos propuestos por Kachanov en el afio 1958 (Kachanov,
1958),las investigaciones en esta area se han expandido ampliamente (Murakami and
Ohno, 1980), (Simo and Ju, 1987 a), (Chaboche, 1995), (Cordebois et al, 1979), (Ju,
1989), (Krajcinovic and Fonseka, 1981), (La Borderie et al, 1990) y ya existen
numerosas aplicaciones en el campo de la ingenieria practica, en especial, en el campo
de los materiales compuestos (Chaboche et al, 1995), (Voyiadjis et al 2000) y
geomateriales (Mazars and Pijaudier-Cabot, 1989), etc

Se han desarrollado ademds muchos modelos que tienen en cuenta, los efectos de
apertura/cerrado de fisuras (Cordebois et al, 1979), (Krajcinovic et al, 1981), (Ortiz,
1985), (Mazars, 1985), (Simo and Ju, 1987a), (Mazars and Pijaudier Cabot, 1989), (Ju,
1989), (La Borderie et al, 1990), (Chaboche, 1992, 1993, 1995).

3.2. Clasificacion de los modelos de dano

Se presentan en este punto, algunas de las posibles clasificaciones de la gran cantidad
de modelos de dafio existentes dentro de la Mecanica de Dano Continuo de acuerdo a
diferentes criterios.

3.2.1. Escala

Como se vio en algunos ejemplos simples, las ecuaciones constitutivas del material
dafiado pueden formularse utilizando enfoques micromecanicos y/o fenomenolédgicos.

La micromecéanica consiste en derivar el comportamiento del material en la
mesoescala a partir del estudio de mecanismos especificos en la microescala. Los
mecanismos deben estar bien definidos de observaciones fisicas y geometria y
cinematica precisas. Su modelado mecédnico se realiza con ecuaciones constitutivas
elementales para la deformacion, crecimiento de fisuras y fractura conocidas en la meso
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o en la macroescala. El interés actualmente estd centrado en la interaccion entre los
diferentes mecanismos de dafio y en la técnica de homogeneizacion utilizada como
puente entre la micro y la mesoescala.

El proceso de modelado micromecanico lleva a una correspondencia uno a uno entre
un campo discontinuo en una microescala inhomogénea y un campo efectivo continuo
en una mesoescala homogénea. La homogeneizacion (promedio) del campo de defectos
microestructural dentro de un volumen representativo para pasar a un mesocampo del
continuo efectivo corresponde a una modelacion micromecanica (Sumarac and
Krajcinovic 1987), (Yang et al, 1999). A pesar de la claridad y buena identificacién con
el fenomeno fisico, puede llegar a ser impracticable o imposible la identificacion de la
distribucion estocéstica de defectos dentro del volumen representativo, especialmente
durante la aparicion y el crecimiento de fisuras. Lamentablemente, este tipo de
formulacion micromecénica conduce, en general, a ecuaciones demasiado complicadas
para usos de rutina y aproximacion numérica de la solucion de problemas de ingenieria.

En contraste con los modelos micromecénicos, los modelos fenomenolédgicos, no
consideran los microdetalles del material sino que modelan el dafio indirectamente,
introduciendo variables internas. Se basan en desarrollar un marco que asegure la
invarianza y el cumplimiento de las leyes de la termodinamica. Este tipo de enfoque
requiere resultados de ensayos tridimensionales con distintos caminos de carga para
obtener los parametros correspondientes. A pesar de la investigacion desarrollada en las
ultimas tres décadas con relacion a los modelos de dafio, hay temas todavia abiertos. La
mayoria de los modelos fenomenologicos de dafio se obtienen a partir de la
termodindmica de los procesos irreversibles (Chaboche, 1992,1993, 1995), (Voyiadjis
and Deliktas, 2000), (Lemaitre et al, 2000). Pero es necesario definir primero las
variables internas del problema y, ademds, la termodindmica no es suficiente, en
general, para definir la evolucion de dichas variables.

3.2.2. Modelos locales y no locales

Los materiales, cuando son sometidos a cargas, exhiben defectos que, en muchos
casos, conducen a la formacion de distribuciones especificas de flujo plastico, dafio y
fractura. Observaciones experimentales indican que los mecanismos de falla de
materiales heterogéneos pueden ocurrir en zonas localizadas de dafio y plasticidad
donde se produce una fuerte interaccion y coalescencia entre fisuras que da lugar a una
fuerte disminucion de rigidez y caida de la capacidad portante del material. Debido a la
localizacién del dafio, la longitud de la escala de distribucion del dafio disminuye. Como
el dafio se localiza sobre una regién muy estrecha del continuo, la longitud caracteristica
que gobierna las variaciones del dafio es muy inferior a la escala en la que las variables
de deformacion y tension pueden ser consideradas como cantidades que permiten
describir la respuesta del continuo. Esto lleva al caso donde la longitud de onda de la
distribucion del dafio es predicha como mucho menor que el tamafo de las
heterogeneidades del material. Este problema no puede ser resuelto dentro del contexto
los enfoques locales clasicos donde se define que la longitud caracteristica del problema
fisico considerado es mucho mayor que la del material.

La deficiencia de la mecéanica del continuo clasica para capturar estos efectos de
escala, debido a la localizacion, lleva a la propuesta de otras estrategias alternativas de
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solucion del problema como el continuo micro-polar, el continuo de Cosserat y
enfoques no locales.

Fisicamente la introduccion de términos no locales puede ser interpretada como una
manera de tener en cuenta la subestructura heterogéneea del material que lleva a
mecanismos de largo rango caracteristicos del material como el movimiento por
dislocacion en plasticidad o interaccion entre microfisuras en materiales del tipo de
hormigoén. Los continuos cldsicos son incapaces de describir esta interaccion a nivel de
punto material.

En el caso de los enfoques no locales, el procedimiento normalmente consiste en
introducir términos no locales, ya sea mediante una ecuacion integral o mediante una
ecuacion en gradientes. La integracion de los modelos no locales basados en integracion
conduce a ecuaciones que no son facilmente linealizables lo que los hace
computacionalmente ineficientes. Los modelos no locales basados en gradientes
representan una alternativa a los métodos integrales. En estos métodos las ecuaciones de
elementos finitos siguen siendo locales en lo que hace a los elementos finitos y la
linealizacion es facil de efectuar. Los problemas de localizacion debidos a plasticidad y
dafio pueden ser tratados mediante teorias en gradientes en la macroescala.

3.2.3 Variable de dano

La capacidad predictiva de los modelos de dafio, depende fuertemente de la
particular eleccion de la variable de dafio que sirve como una aproximacion
macroscopica para describir el proceso micromecdnico de microdefectos subyacente.

En la literatura actual hay muchas maneras de describir fenomenologicamente el
dafio o derivar micromécanicamente las variables de dafio. En particular, las variables
de dafio escalar han sido ampliamente utilizadas para modelos de dafio isétropo o
descripciones unidimensionales fenomenologicas del dano. Se han desarrollado
numerosos modelos de dafio anisétropo para materiales cuasi-fragiles que utilizan
vectores de dano (Krajcinovic and Fonseka, 1981), tensores de dafio de segundo orden
(Dragon and Mroz, 1979), (Cordebois and Sidoroff, 1979), (Murakami and Ohno,
1980), (Krajcinovic, 1985), Mazars and Pijaudier Cabot, 1989), (Valanis, 1991),
(Chaboche, 1995), (Voyiadjis and Park, 1997), (Carol et al, 2001a, 2001b), (Voyiadjis
and Deliktas, 2000), (Lemaitre et al, 2000) y tensores de dafio de cuarto orden
(Krajcinovic, 1985), (Ortiz, 1985), (Simo and Ju, 1987a).

Los modelos de dafio escalar utilizan una tnica variable escalar de dafio. Son muy
atractivos por su simplicidad pero su aplicacion es limitada en algunos aspectos. La
variable de dafio escalar, definida por primera vez por Kachanov (Kachanov, 1958)
conduce a la conservacion del coeficiente de Poisson y es incapaz de representar el dafio
direccionado.

El dafio escalar es un caso particular de dafio isétropo. El dafio isétropo se refiere a
que el tensor de cuarto orden de dafio es isotropo. Adicionalmente, el dafio is6tropo no
implica que el tensor constitutivo del material virgen sea isétropo. El dafo isétropo lo
que hace, en definitiva es preservar las caracteristicas direccionales del tensor eldstico
inicial.

Una forma de describir el dafio isotropo es utilizando dos variables escalares. Esto
permite describir un dafio isétropo, es decir que conserva las propiedades de anisotropia
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del material. Generalmente una de las variables estd asociada a la parte de la energia que
contiene la deformacion volumétrica y la otra esta asociada a la energia de distorsion.

Se puede trabajar también con varias variables escalares asociadas a direcciones
materiales predefinidas. Esto se aplica sobre todo en compuestos, donde las
microfisuras resultan dirigidas por la estructura y la orientaciéon de los distintos
componentes. En general, se utilizan tres variables de dafio correspondientes a las
direcciones principales de ortotropia del material.

La representacion vectorial es atractiva porque las orientaciones de las microfisuras y
las areas pueden ser capturadas directamente y la representacion vectorial es una
extension directa del modelo escalar de Kachanov. Sin embargo, los modelos basados
en vectores de dafo, hasta cierto punto, presentan indiferencia a la forma de las
microfisuras y problemas de operaciones tensoriales relacionadas con la transformacion
de tensiones.

La representacion del dafio a través de tensores de segundo orden es quizés la forma
mas utilizada para describir la anisotropia inducida por dafio en materiales inicialmente
isotropos. Corresponde a la complejidad minima para una teoria anisétropa. La validez
de un tensor de segundo orden puede ser demostrada desde el punto de vista geométrico
de la reduccion de la seccion resistente o seccion neta. Resulta atractiva porque permite
capturar las 4reas y orientaciones de las microfisuras. Sin embargo, es incapaz de
capturar la anisotropia general.

A través de un enfoque micromecanico se puede demostrar que para describir
anisotropia general es necesario trabajar con tensores de cuarto orden o hasta con
tensores de octavo orden. En la practica, una represantcion del dafio con tensores de
octavo orden es quizds demasiado complicada. Una representacién con tensores de
cuarto orden, por otro lado, puede ser manejada razonablemente. Utilizada por primera
vez por Chaboche, esta variable de dafio de cuarto orden se introduce naturalmente a
través del concepto de tension efectiva y equivalencia de deformaciones. En este caso,
la variable de dafio (tensorial de cuarto orden) juega directamente el papel de un tensor
de efecto de dafio. Algunas teorias desarrolladas posteriormente utilizan directamente el
tensor de rigidez elastica o el de flexibilidad, ambos tensores de cuarto orden, como
variables de estado asociadas al dafo.

3.2.4 Interpretacion del dano

Los modelos de dafio estdan basados en distintas hipotesis para definir la
transformacion producida por el dano. Una forma de interpretar el dafio continuo, muy
utilizada por diferentes autores, consiste en la definicion de un espacio ficticio no
dafiado que puede ser obtenido del espacio de tensiones y deformaciones reales a través
de una transformacion. Normalmente, la tension en el espacio ficticio no danado se
denomina tension efectiva. Existen distintas hipotesis para definir las transformaciones
entre el espacio danado real y el espacio ficticio no danado

a) Concepto de tensiéon efectiva y principio de equivalencia de deformaciones
(Kachanov, 1958)(Simo and Ju 1987a)(Luccioni et al, 1996):

Fisicamente el dafio es el resultado de la iniciacion, crecimiento e interconexion de
microfisuras y microporos. Dentro del contexto la Mecédnica del Continuo se puede
modelar este proceso introduciendo una variable interna que puede ser una cantidad
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escalar o tensorial. Para mayor generalidad en lo que sigue se utiliza un tensor de cuarto
orden M =M, que caracteriza el estado de dafio y transforma el tensor de tensiones

nominal o; en el tensor de tensiones efectivo o,

— -1
o =Myyoy (3.1)

y en el caso mas simple:

1

i =g %

Q|

(3.2)

Donde d €[0,d, ] con d, €[0,1] es la variable de daio. El factor (/-d) es un factor de

reduccion asociado con la reduccion de area efectiva o cantidad de dafio (Kachanov
1958).

Adicionalmente Lemaitre (1978) introdujo el siguiente principio de equivalencia de
deformacion:

La deformacion asociada con un estado dafado, bajo la tension aplicada, es
equivalente a la deformacién asociada con el estado no dafiado bajo la tensién

efectiva.

La Figura 3.1 ilustra el principio de equivalencia de deformacion.

_i
Q|

Espacio fisico Espacio efectivo

Figura 3.1 Concepto de tension efectiva y principio de equivalencia de deformaciones

El concepto de tension efectiva y la hipotesis de equivalencia de deformacion estan
naturalmente asociados con ecuaciones constitutivas basadas en deformacion. Estas
hipotesis pueden ser interpretadas microscopicamente en términos de arreglo de
elementos en paralelo que fallan durante el proceso de degradacion.

A pesar de que el principio de equivalencia de deformacion ha sido ampliamente
utilizado, este enfoque tiene el gran inconveniente teorico de que da lugar a tensores de
rigidez y flexibilidad no simétricos, lo cual conduce a la no conservacion de la energia
durante la descarga y recarga.
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b) Concepto de deformacion efectiva e hipotesis de equivalencia de tensiones

Alternativamente al concepto de tension efectiva, se puede definir la deformacion
efectiva como:

&jj :M,'jklgkl (3.3)
y en el caso mas simple:
gy =(1-d)ey (3.4)

Donde &; es el tensor de deformaciones y ¢, es el tensor de deformaciones

efectivas. Por analogia con la hipotesis de equivalencia de deformaciones e invocando
técnicas de homogeneizacién similares, Simo y Ju (1987a) proponen la siguiente
hipdtesis de equivalencia de tensiones:

La tensiéon asociada con un estado dafado bajo la deformaciéon aplicada es
equivalente a la tension asociada con el estado no dafado bajo la deformacién
efectiva.

La Figura 3.2 ilustra el principio de equivalencia de tension.
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Espacio fisico Espacio efectivo

Figura 3.2 Concepto de deformacion efectiva y principio de equivalencia de tensiones

El concepto de deformacion efectiva y la hipotesis de equivalencia de tensiones estan
naturalmente asociados con ecuaciones constitutivas basadas en tension. Estas hipotesis
pueden ser interpretadas microscOpicamente en términos de arreglo de elementos en
serie que fallan durante el proceso de degradacion.

El principio de equivalencia de tensiones tiene el mismo inconveniente tedrico que el
principio de equivalencia de deformacion, en el sentido de que da lugar a tensores de
rigidez y flexibilidad no simétricos.

¢) Principo de equivalencia de energia (Krajcinovic et al, 1981) (Dragon and Mroz,

1979) (Carol et al 2001):

La energia de deformacion asociada con un estado dafiado bajo la tension aplicada es
equivalente a la energia de deformacion asociada con el estado ficticio no dafiado bajo
la tension efectiva.

En este enfoque ni la tension efectiva, ni la deformacion efectiva coinciden con sus
valores nominales. Suponiendo que las relaciones entre cantidades nominales y
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efectivas son lineales, deben estar dadas por el mismo tensor de cuarto orden en la
siguiente forma:

Oy =MuOu & =My&y (3.5)

o alainversa

&, =My0, & =M, & (3.6)

) ij klij ~ kI

La densidad de energia elastica nominal y efectiva debe ser coincidente:

0,8; =M;,0,M, € =0,¢, (3.7)

ijrs<rs
Lo cual exige que los tensores M, y M, sean inverso uno de otro

Combinando las relaciones entre tensiones y deformaciones efectivas y nominales se
pueden obtener los tensores de rigidez y flexibilidad secantes que resultan:

C =M_C' M E =M E° M (3.8)

ik~ iipq ~ pqrs kirs ikl Pqij~ pqrs rskl

Donde C;k, y Ej;, representan los tensores de rigidez y de flexibilidad no dafiados

respectivamente.

En contraste, con las hipotesis anteriores, la hipotesis de equivalencia de energia
induce simetria en los tensores de rigidez y flexibilidad secante.

d) Relaciones de tipo cinematico (Voyajdis et al 2000 ) (Luccioni and Oller 2002)

Este enfoque esta basado en la formulacion de la teoria de grandes deformaciones.
Aunque fisicamente no hay ninguna relacion  entre estos dos fendmenos,
matematicamente puede establecerse una comparacion al nivel de formulaciones. La
unificacion de la formulaciéon trae una considerable ventaja a la hora de Ia
implementacion en codigos de ordenador ya existentes que estan orientados al estudio
del problema de grandes deformaciones.

El dafio puede interpretarse matematicamente como una transformacion cinematica
entre dos espacios (ver Figura 3.3). Para ello se acepta que existe un espacio ficticio no
dafiado, que se obtiene a partir del espacio real danado quitando el dafo (ver Figura
3.3). En el espacio ficticio no dafiado el material se comporta como si fuera virgen.

Fy

PN

Espacio real daiiado Espacio ficticio no daniado

Figura 3.3. Correspondencia entre espacios “Ficticio no dafnado” y “Real danado”
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Se admite que hay una relacion biunivoca entre los dos espacios que permite
transformar una variable del espacio ficticio no danado al otro espacio real dafiado.
Dicha relacion se basa en un cambio que puede expresarse en forma andloga a una
transformacion cinematica, lo que da lugar a las expresiones,

0y, = FikF; oy :Mijklgkl (3.9)

&y ZF;IZTF_/;I €y :Mg‘/_'kllgkl (3.10)

y

Donde puede observarse que la transformacion del campo de deformaciones resulta
del concepto conjugado de tensiones a través de la ley constitutiva del material.

La transformacion inversa de espacios se expresa a través de las siguientes
relaciones,

o, =F,F/o,=F'Fo,=Myo0, (3.11)
Eij :Fk?sz €u :F}ij?gkl =M, &4 (3.12)

En el espacio ficticio no dafiado se tiene una ecuacién constitutiva isotropa
correspondiente al material virgen,

G; =Cuty (3.13)
Donde al.k, =}, es el tensor constitutivo elastico del material virgen.

Reemplazando en la ecuacion (3.3) las ecuaciones inversas, resulta la ecuacion
constitutiva en el espacio real,

-1 =T Vel T
Fri st O, = Cijkl Ek Fvul gtu

( = ’ )g (3.14)
O-rs = Er F/'S Cg‘/'kl Ek Ful w Crstu Stu
Donde el tensor constitutivo secante en el espacio dafiado se expresa como,
~ T o~ T
Ci/'rs = Mijkl Cklmannrs = Ek F/'l kimn Fmr Fns (3 15)
La energia de deformacion resulta,
1 1 = 1 _ — 1 =
W= Ecijgij = EMg‘jleklMijrsgrs = Elklrscklgrs =5 Oty =W (3.16)

donde queda claro, como se esperaba, que la energia es un invariante ante los
cambios de espacio.

El tensor F};, al igual que el tensor gradiente de deformaciones, es un tensor bi-

puntual que vincula los dos espacios antes definidos.

Si bien se pueden lograr resultados satisfactorios con cualquiera de estas teorias, en
el caso de plasticidad acoplada con dafio, cuando la degradacion del material estd
asociada a las deformaciones plasticas, la generalizacion del principio de tension
efectiva del dafio escalar y el principio de equivalencia de deformaciones, no conducen
a la existencia de un potencial eldstico. Una posible solucion, utilizada por muchos
autores, es reemplazar el principio de equivalencia de deformaciones por una
equivalencia de energia. De esta forma, se asegura la existencia de un potencial eléstico,



3.10 Fundamentos de los modelos de dafo

pero se pierde la interpretacion fisica del dafio. El dafio ya no resulta relacionado con la
densidad superficial de defectos, sino que es una variable definida por su acoplamiento
con la elasticidad.

3.3. Bases termodinamicas (Lemaitre 2000, Maugin 1992)

3.3.1. Introduccion

Una forma de derivar las ecuaciones constitutivas de dafio es a través del método del
estado local. Este método postula que el estado termodindmico de un medio material en
un punto e instante determinado esta completamente definido por un cierto nimero de
variables en ese instante. Los fendmenos fisicos pueden ser descriptos con precision
dependiendo de la naturaleza y nimero de variables de estado elegidas para ello. El
proceso definido de esta forma sera termodinamicamente admisible si, en cualquier
instante de la evolucion, se satisface la desigualdad de Clausius-Duhem. Las variables
de estado, también llamadas variables termodindmicas o variables independientes son
las variables observables y las variables internas.

El formalismo de la mecanica del continuo y la termodinamica desarrollado requiere
la existencia de un cierto numero de variables de estado, estas son las variables
observables:

Deformacién y temperatura.

Para fendmenomenos disipativos, el estado actual depende también de la historia
pasada que es representada, en el método del estado local, por los valores en cada
instante de las denominadas variables internas.

La plasticidad y la viscoplasticidad requieren la introduccién de deformaciones
plésticas o viscoplasticas. Para pequefias deformaciones la deformacion plastica es la
deformacion permanente que se obtiene al descargar elasticamente lo que lleva a una
descomposicion aditiva: & = £° + £”. Las dos variables internas involucradas serian la
deformacion elastica y la plastica.

Otros fendmenos como endurecimiento, dafio, fractura, requieren la introduccion de
otras variables de naturaleza menos obvia. Estas representan el estado interno de la
materia (densidad de dislocaciones, microestructura cristalina, configuraciéon de
microfisuras) y no hay forma de medirlas por observacion directa. En general se las
designa V, .

Una vez definidas las variables de estado, se postula la existencia de un potencial
termodindmico a partir del cual se pueden derivar las leyes de estado. La eleccion de
una funcidn escalar, concava con respecto a la temperatura y convexa respecto a las
otras variables permite satisfacer a priori las condiciones de estabilidad termodinamica
impuestas por las desigualdades derivadas del segundo principio de la termodinémica.
En lo que sigue se elige la energia libre especifica como potencial pero se puede trabajar
de manera andloga con otros potenciales.

Se supone que:
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¥ =¥(0,e°¢8",V,) (3.17)

En plasticidad o viscoplasticidad s6lo aparecen las deformaciones en forma aditiva
g =g=-¢", por lo que se puede escribir ¥ =¥(&°,0,V,) y la desigualdad de
Clausius Duhem escrita en términos de la energia libre resulta:

. : 1 06
=Y _pf+0.D.——q.—>0 3.18
10 +0;D; = pdi o (3.18)
v |- . 1% 4 oY1 do
O;i——— gl.e.-}—o'l..glp.— —+ 9—71/;-—* ,-720 3.19
e | (&e ’7) a et 4 (3.19)

Donde D,es el tensor tasa de deformacion, € es una medida de la temperatura, 77 es

la entropia, ¢, es el flujo de calor y x; las coordenadas espaciales.

Como esta desigualdad se debe cumplir para cualquier incremento de temperatura o
deformacion, deben ser:

_ow
a) o = P
i (3.20)
by ¥
="

y de forma andloga se definen las fuerzas termodinamicas asociadas con las variables
internas como:
oY
4, =-""
" o, (3.21)
Estas relaciones constituyen las leyes de estado. La entropia, la tension y las
variables A4, constituyen las variables asociadas. El vector formado por estas variables es
el gradiente de la funcion de energia libre en el espacio de las variables termodinamicas
y es normal a la superficie ¥ = cte.

La desigualdad de Clausius Duhem puede ser reducida para expresar que la
disipacion debe ser necesariamente no negativa:
i ; 00
o,éf + AV, —q,/0—=0 (3.22)
Ox;
00 . .
U,Ak,a por los respectivos flujos

i

y es el producto de variables de fuerza [a

(‘é;kas_qz‘/‘g)

Para describir el proceso de disipacion, mas precisamente las reglas de evolucion de
las variables internas, se postula la existencia de un pseudo potencial o potencial de
disipacion, expresado como funcidn escalar convexa continua de las variables de flujo,
mientras que las variables de estado aparecen como pardmetros:
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go(é;,r}k,—q,. /9) (3.23)

Este potencial es una funcién no negativa, con valor cero en el origen, de las

variables de flujo (é.p Vk,—ql. / 9). Las leyes complementarias se expresan entonces por

i
medio de la propiedad de normalidad:
_0p 4 _Op 00__ Op

i —

cov, ooy, 0(g,/0) (329

. =
y /]

oc ;)
La fuerzas termodinamicas son las componentes del vector grade normal a la

superficie ¥ = cte enel espacio de las variables de flujo.

Sin embargo, las leyes complementarias se expresan mas facilmente en forma de
leyes de evolucion de las variables de flujo, en términos de las variables duales. La
transformada de Legendre-Fenchel permite definir el correspondiente potencial.

. 00 . - 00 R
Q| 0y A —|= Sup 10,;8] + ATV, _7qi/9_¢(€§9Vka_qi/0) (3.25)
ox; ) (i27,.-q,/0) ox,

La Figura 3.4 ilustra el concepto de la transformada de Lechendre Fenchel para el
caso de una unica variable interna.

Ao A¢
o(e")
. (o)
os?
g =cte
|
i i Sup(agp - (0) :
....... : 2 \ I
. gp U
O
o =

Figura 3.4 Tansformada de Lechendre-Fenchel

Se puede probar que, si la funciéon ¢ es diferenciable, la propiedad de normalidad se

preserva para las variables (glj’,Vk —q, /6) y las leyes complementarias de evolucion

pueden ser escritas como:
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* * *

P 0 0
=0 V=t (a/0)=—77 o
oy 04, o 90 (3.26)
Ox,

Las funciones ¢ y ¢ deben ser funciones convexas, no negativas con valor cero en

el origen para que se satisfaga automaticamente el Segundo Principio de la
Termodinamica. La regla de normalidad es suficiente para asegurar el cumplimiento de
este principio pero no una condicion necesaria.

El problema completo de la modelacion consiste en determinar las expresiones
analiticas del potencial termodinamico ¥ y de los potenciales de disipacién ¢ y @ y

. . ., ;e . *
su identificacioén con los ensayos caracteristicos. De hecho, los potenciales ¢ y ¢ son

casi imposibles de medir ya que representan la energia disipada usualmente como calor.
Las variables de flujo y las variables duales son relativamente mas faciles de medir y es
en sus valores que la modelacion e identificacion se basa.

3.3.2. Derivacion de las ecuaciones de estado y las reglas de evolucion de las
variables internas para los modelos de dafo
La eleccion de las variables termodinamicas depende del particular modelo de dafio.

Para pequefias deformaciones y desplazamientos, las variables de estado en la
mesoescala se dividen en:

Observables: ¢; y 0

Internas: ¢, B, (conjunto de variables internas plasticas, relacionadas con el
endurecimiento plastico), M, (variable elegida para representar el dafio en su forma
general de tensor de cuarto orden), «; (conjunto de variables internas de dafio asociadas
al endurecimiento)

Se elige como potencial a la densidad de energia libre de Helmholtz por unidad de
volumen que se escribe en este caso como:

W (55,06, M ) (3.27)

ij> ij

que debe ser una funcion escalar continua , concava con la temperatura y convexa
con las otras variables y que contiene al origen.

Suponiendo que la densidad se mantiene constante, que es una aproximacion para el
caso de dafio ductil, el segundo principio de la termodindmica se escribe en este caso
como:

O+o, e -2 p My ——q, 220 (3.28)

v ) .. (&W j V. V. ¥ . 1 0
O.. — , — .
Y B Gy M, 6" &,

de donde se obtienen las leyes de estado:



3.14 Fundamentos de los modelos de dafo

o g P v
oy = F y tambiéno;; = 7 - _ﬁ
_ oY
o9
y las variables asociadas o fuerzas termodindmicas se definen como:
po 0y OF .
i op; ’ i o, 5 ijkl aMW (3.30)

Para elasticidad lineal isotropa, pequefias deformaciones, acoplamiento entre dafio y
deformaciones eldsticas, procesos isotérmicos, en ausencia de deformaciones
permanentes, la densidad de energia libre de Helmholtz puede escribirse como:

1 1
nggijcijkl(Mrstu )5kl +EaiKijaj (3.31)

Donde Cy, (M,,,) es el tensor elastico degradado debido al dafio y K un tensor de

endurecimiento.
Las variables asociadas a las variables de dafo o fuerzas termodinamicas resultan:

ay’ 85” 1 aCrstu
q; aai Kl_/aj . ijkl aMg’/kl s anjk] tu (332)

La disipacion se escribe como:

Y.

ijk

M, +q,6,20 (3.34)

La disipacion resulta la suma de productos de variables de flujo multiplicadas por sus
correspondientes variables duales.

Se postula que las leyes de evolucion cinética pueden ser derivadas de un potencial
de disipacion, una funcion escalar, continua y convexa G de las variables duales y con
las variables de estado como parametros. Las leyes de evolucion del dafio y de las
variables de dafio se derivan de este pseudo potencial a través de multiplicadores
escalares que son siempre positivos:

. . . . . ) _ F

My =4 oG a,-:/la—G >0 /1 0 cuando F <0 (3.35)
Yy aq; A>0 cuando F =0

Donde F es también una funcion escalar, continua y convexa de las variables duales

y con las variables de estado como parametros

La eleccion de las funciones F'y G, junto con la variable de dafio, constituyen las
claves para representar adecuadamente la evolucion del dafio.
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escalar

4.1. Introduccion

Los modelos de dafio més simples son los modelos de dafio escalar, donde la
degradacion de rigidez se describe a través de una sola variable escalar que gobierna el
problema y que afecta por igual a todas las componentes del tensor de rigidez eléstico.

La mayoria de los modelos de dafio escalar existentes en la bibliografia se basan en
la hipotesis de que el dafio estd vinculado a la historia de deformacion. Entonces el
concepto de tension equivalente:

o O

oy = I—Ud (4.1)

junto con la hipoétesis de equivalencia de deformaciones se derivan de la forma de la
energia libre.

d: es la variable de dafio escalar que vale d =0 para el material virgen y
d=d, d, e(0,1]cuando esta totalmente degradado, esto es, cuando ha alcanzado el

limite de ruptura local.

4.2. Bases Termodinamicas

La densidad de energia libre de Helmholtz por unidad de volumen para un proceso
de degradacion escalar, viene dada por la siguiente expresion:

(s, da, )= (1-dW (e, )+ 7' () (4.2)

Donde #° (&) es la densidad de energia libre del material virgen y ¥ ‘(a,) la parte

de la energia libre relacionada con el endurecimiento en dafio.

1
Vo (e;)=—-¢&,Chey (4.3)

2ljljk1

Si se satisfacen las ecuaciones de Colleman, se asegura el cumplimiento de la
desigualdad de Clausius-Duhem para un dado estado termodindmico:
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[a,., = ”]g‘,, L G 50 (4.4)
T )T Al ou,
resulta la expresion secante:
oV ov° 0 -
Oy :g:(l_d) Py =(1-d)Cy,e, =(1-d)o, 4.5)
i i
y la disipacion:
yd+qk a, 20 (4.6)

Donde las fuerzas termodindmicas o variables duales asociadas a la variable de dafo
y a las variables de endurecimiento son las siguientes:

L4
==y 4.7
y o°d (4.7)
__ov .
q; oa (4.8)

La ecuacion secante muestra que para el caso de dafio escalar todas las componentes
del tensor de tensiones se degradan por igual, lo cual significa que el que el coeficiente
de Poisson se mantiene constante.

La fuerza termodindmica asociada a la variable de dafio es la energia libre del

. ~ o s ~ .
material no dafiado ¥ . De manera que la regla de evolucién del dafio debe ser escrita
en términos de la energia libre no dafiada.

4.3. Modelo de Simo y Ju (1987ayb)

4.3.1 Fundamentos termodinamicos
Este modelo parte de considerar la energia libre como :

wle,,d)=(1-dW(s,) (4.9)

o .y . . .
Donde ¥ es una funcién convexa en el espacio de deformaciones. En particular
para el caso lineal se tiene:

o 1 o
U4 (‘94‘/) = Egi/Ci/k,g,d (4.10)

Las relaciones de Colleman llevan a :
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ayj 8?0 625[10
o,=——=(1-d)——=(1-d)Clye, Cl=—"—
ij oe, ( ) O¢, ( )Ci € ikl 0¢,0¢, (4.11)
y la disipacion:
B ="(5,)d >0 (4.12)

La Figura 4.1 ilustra esquematicamente la disipaciéon en un ensayo de traccion
uniaxial para un modelo de dafio escalar.

o /

& ¢ &

Figura 4.1.Disipacion en un modelo de dafio escalar

4 .3.2 Funcion umbral de daino

En este modelo se define una deformacion equivalente ¥ como una norma no dafiada
del tensor de deformaciones. En realidad, esta deformacion equivalente es una funcioén
no negativa y continua de la variable termodinamica asociada a la variables de dafio

we.
2 (gy) (4.13)

El dafio se caracteriza a través de un criterio de dafio formulado en el espacio de esta
deformacion equivalente de la siguiente manera:

g(;t,r,):z ;z -7, <0 (4.14)

T

El simbolo t indica el tiempo actual y 7, es el umbral de dafio en el tiempo actual. Si
r, indica el umbral de dafio inicial, antes de que se aplique ninguna carga, una

propiedad del material, debe ser 7, > 7, .
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La condicion de dafio establece que el dafio se inicia cuando la norma energética del
tensor de deformaciones ? excede el umbral de dafio inicial 7, .

Las Figuras 4.2 y 4.4. ilustran la forma de la superficie umbral de dafo en el espacio

de deformaciones principales y en el espacio de tensiones principales para el modelo de
Simo and Ju (1987a).

AR
E¥

-1 0.5 o 0.5 1

Figura 4.2. Superficie umbral de dafio en el espacio de deformaciones principales
&, =0 (Simo and Ju 1987a).

90,5

2
J

.
N

Figura 4.3. Superficie umbral de dafio en el espacio de tensiones principales o; =0
(Simo and Ju 1987a).
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4.3.3. Regla de evolucion del dafio

La regla de evolucion de la variable de dafio se define como:

d, =it lc,.d,) (4.15)
P (4.16)

Donde >0 es el factor de consistencia de dafio que define las condiciones de
carga/descarga de acuerdo a las relaciones de Kuhn-Tucker:

120 gle,.r)<0 ugle,,r)=0 (4.17)

Estas condiciones son estandar para problemas con restricciones unilaterales. Si
g(z,,7,)<0, el criterio de dafio no se satisface y por la tercera condicién resulta zz =0,

osea d =0 vy el dafio no evoluciona. Si, por el contrario, x>0, se produce mayor dafio

(carga) y la tercera condicion implica: g(?,,rt): 0. En ese caso, el valor de # queda
determinado por la condicidn de consistencia de dafio:

gle,r)=gleior)=0= si=1, (4.18)
De manera que :
7, = max m(I‘;‘X)’} (4.19)

4.3.4. Forma alternativa de escribir la evolucién explicita de la variable de daino
(Simo and Ju 1987 a, Oller 2001)

Si H (zft,d[) es independiente de d_., la fomulacion anterior puede ser reescrita

COmo:

. .- . -\ 0G(t,
Sea G una funciébn monotdnica creciente tal que H (Z't)Z 8(’), entonces el
T

siguiente criterio de dafio es equivalente al anteriormente presentado:
g(z,,r)=G(,)-G(r)<0 (4.20)

La regla de flujo y las condiciones de Kuhn Tucker resultan entonces:

- . oglz,,r,) .
d = AN A ¥4 * =
T s Tk (4.21)
120 glo,n)<o sgle,,r)=0 (4.22)

Se puede demostrar que estas condiciones son simplemente las condiciones del
principio de la maxima disipacion por dafio. Para una dada historia de deformaciones, el
valor del dafio es aquél que hace maxima la disipacion por dafio.

Al igual que en la teoria de plasticidad, la magnitud del factor de consistencia de
dano se obtiene de la condicion de consistencia de dafio:
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0G(z,) _ 0G(r)

or, or,

g(r,.r,)=0=G(z)=G(r) =71, =1, = (4.23)

(- 0G(r,) = 0G(r,) - S
g(Tt,Ft)=0:> a;t’ T, — art’ rn=0=r7=r (4.24)

Comparando las siguientes expresiones se obtiene el factor de consistencia de dafo:

-
G(z,) = g(:t)ft L o
_ .aG(i)t =d=G(r,)= p=1, (4.25)
d= S
or,
L 426
H=T =0 =g 4 (4.26)

Integrando en el tiempo la variacion temporal de la variable de dafio se puede
obtener una forma explicita para calcular el dafo:

d=[ddt=[G@)dt=G(,) (4.27)
t t
La disipacion resulta:
: o 0G(z,) Ot, .
E=9d=VG(r,)=¥"—1 "¢,
(z,) o7, o5, (4.28)
4.3.5. Tensor de rigidez tangente
Para obtener el tensor de rigidez tangente se diferencia la ecuacion secante:
2uro . o
o, =(-a) 2 g, a0 -
' 0g,0¢&y 0g;
o’w’ . . 0¥°
=(1-d) &, —G(7) =
0g; 08, Og;
o' 0G(r,) - 0W° (329
—(1-d) g, - 00 2O
0¢,; 08, or og;
o . s
=(1-d e, —H(r,)r,0,
( )agyagk[ kl ( t) t=y
Donde:
—\ 8G(z,) — oYY
Hlr, )=—7 | o, = .
(Tr) or Ojj oe, (4.30)

Si se deriva la expresion de la deformacion equivalente, se obtiene:



MECANICA DE DANO CONTINUO 4.7

- a;t . a 25”0 . 1 a TO (gkl) . 1 .
= &y = &j = & =| = |08
t og;; y og;; Y [W} oz, i\ g, [ (4.31)

Sustituido en la expresion tangente resulta:

) oty . _ |
o; =(1-d) ey —H(z,,d) = |o,61070
R ( j e (432)
o = Ciiu
Donde C;k, es el modulo tangente dafiado que puede escribirse como:
, o’ (1)
Cy =(1-4d) - H(r, )(JO—U Oy
€j0u %
(4.33)
, o (1) -
Ci =(1-d)Cy, —H(z, )(Tjo-ij Ou
t

y resulta simétrico. La simetria del tensor tangente es debida a la particular
definicion de la deformacion equivalente 7 .

4.3.6. Funcion de endurecimiento o ablandamiento

La funcién escalar G(y) que define la evolucion de la variable de dafio, debe ser

mondtona y acotada entre 0 y 1. La forma de esta funcion depende de la forma de la
curva endurecimiento o ablandamiento. En Oller (2001) se pueden ver varias
alternativas para definir esta funcion. Se presenta a modo ilustrativo la forma
exponencial propuesta por Oliver (1990) (ver Figura 4.4)

G(7)=1- r, A7) (434)

G(r) 4

il

T

o

Figura 4.4. Funcion de endurecimiento exponencial

Donde el valor de 7, se obtiene del cumplimiento del criterio de dafio para el primer

umbral de degradacion: G(z, )= G(r

max) *
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= oo = | Tmax - (4.35)
f

El parametro A se deduce particularizando la expresion de la disipacion e igualando
a la energia disipada por unidad de volumen para un proceso de traccidon uniaxial.

j_dt jsv d dt j d _j 72dG(r { rzG(r)I—I

1, " 7 A[l%] _ 2(1 1} 1
_ — — ° = —+— = . A:
{21 G(T)L ;‘-[T T, e Jdt 7] 2+ y g, = g, 1

(4.36)

2
r, 2

Donde g, es la maxima energia disipada por unidad de volumen.

4.3.7. Funcién umbral de dafio de Mazars (1982)

Lemaitre y Mazars proponen la siguiente expresion para la deformacion equivalente:
U = €y (4.37)

Las Figuras 4.5 y 4.6. ilustran la forma de la superficie umbral de dafio en el espacio
de deformaciones principales y en el espacio de tensiones principales correspondientes.

Esta definicion alternativa conduce a un tensor de rigidez tangente no simétrico:

orw’ (1)
Cgt/kz =(1-d) P _H(Tz)[rjag/ €u (4.38)

/e

E0.5¢

£l

Figura 4.5. Superficie umbral de dafio en el espacio de deformaciones principales
g, =0 (Lemaitre y Mazars)
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un

f=

Ln
=

0.5 1
ol

Figura 4.6. Superficie umbral de dafio en el espacio de tensiones principales o, =0
v =0.2 (Lemaitre y Mazars 1982)

4.3.8. Funcion umbral de dafo para materiales con umbrales de dafio distintos
en traccion y compresion.

Las funciones umbrales de dafio propuestas por Simo y Ju (1987a) o por Lemaitre y
Mazars (1982) son apropiadas para materiales del tipo de los metales con
comportamientos similares en traccion y compresion. No es el caso de los geomateriales
que presentan umbrales de dafo distintos en traccién y compresion o practicamente no
se dafian bajo tensiones de compresion. En ese caso la funcion de umbral de dafio debe
diferenciar esos estados como lo hace la funcién utilizada por Oliver et al (1990)

7=7(5,)=[+F(n-)N2w"

'Mw
T
-

“

1

N
Il

M-

1
>=5(0,- +lo) (4.39)

n es la relacién entre los umbrales de dafio en compresion y traccion uniaxial
respectivamente.

Las Figura 4.7 a y b ilustran la forma de la superficie umbral de dafio en el espacio
de deformaciones y tensiones principales respectivamente.
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Figura 4.7.a Superficie umbral de dafio en el espacio de deformaciones principales
g;,=0 (n=5,v=02).

449 06 04 02 0
i 0 D
/ \.
f j
il F-0.2 J|ll
! f{
\1 0.4 f

1 !

\ )

——  —T-

Figura 4.7b Superficie umbral de dafio en el espacio de tensiones principales o; =0
(n=5)

Barbat et al (1997) y Hanganu et al (2002) utilizan una forma alternativa para esta

superficie de dafio:
3
r=7(o,)=[1+r(n-1] Yo (4.40)
i=1

o, son las tensiones efectivas principales

Esta funcion tiene la propiedad de ser una funciéon homogénea de primer orden en las
componentes del tensor de tensiones efectivas.

Las Figuras 4.8.ay b ilustran la forma de la superficie umbral de dafo en el espacio
de deformaciones principales y en el espacio de tensiones principales respectivamente.



MECANICA DE DANO CONTINUO 4.11

. TR

-1 08 -06 0 -04 0 -0.2

Figura 4.8.a Superficie umbral de dafio en el espacio de deformaciones principales
g;=0(m=5,v=0.2)

/\

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2

=3
3]

Figura 4.8.b Superficie umbral de dafio en el espacio de tensiones principales o, =0
(n=5).

4.4. Forma alternativa de tratar el daiio
escalar (Luccioni 1993, Luccioni et al 1996)
Esta forma difiere de las anteriormente presentadas en que en lugar de llegar a una

ecuacion de evolucion explicita para la variable de dafio, se debe hacer una integracion
de la ecuacion de dafio. Si bien esto complica el algoritmo de solucion, esta forma
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permite un tratamiento mas general del problema, similar al que se utiliza en la teoria de
plasticidad. Resulta directa la definicion de superficies de carga convexas para
materiales con umbrales de dafio distintos en compresion y traccidon uniaxial y hace mas
facil la solucion del problema de dafio y plasticidad acoplados.

4 .4 1. Criterio de daio

Si bien de acuerdo a la desigualdad de Clausius Duhem la variable apropiada para

escribir el criterio de dafio es la energia libre del material no dafiado ¥, en el caso de
dafio escalar, donde no es necesario definir un flujo de dano porque se trata de una
variable escalar, es equivalente trabajar con una funcion del tensor de deformaciones o
de tensiones.

Se define en este caso el criterio de dafio en el espacio de tensiones mediante una
funcién escalar de las componentes del tensor de tensiones, totalmente andloga a la
funcién de fluencia de la teoria de plasticidad:

glo,.d)=1(0,)-q(d)<0 (4.41)

En donde T(O'U-) es la tensidn equivalente que puede calcularse utilizando las

funciones de fluencia conocidas (Tresca, Von Mises, Mohr Coulomb, Drucker Prager,
etc.) o cualquiera de los criterios antes presentados.

A modo de ejemplo se muestra en las Figuras 4.9 y 4.10 la forma que toma la
superficie umbral de dafio en el espacio de deformaciones principales y en el espacio de
tensiones principales cuando se utiliza el criterio de Von Mises para definir la tension
equivalente.

q(d) es el umbral de dafio cuya evolucion puede obtenerse a partir de las curvas

uniaxiales. En el caso de materiales con propiedades de dafo distintas en traccion y en
compresion se obtiene dicha evolucion utilizando las curvas uniaxiales de traccion
q,(d)y compresion q,(d):

q(d) =rng,(d)+(1-r)q.(d) (4.42)

)

Mo

Il
LN

(4.43)

S

Mo

Il
—_
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Figura 4.9. Superficie umbral de dafio en el espacio de deformaciones principales
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Figura 4.10. Superficie umbral de dafio en el espacio de tensiones principales o, =0
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Para la obtencion de ¢,(d)y q.(d) es necesario disponer de ensayos de traccion y
compresion uniaxial con ramas de descarga.
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4.4.2. Condiciones de carga/descarga

Las condiciones de carga/descarga son totalmente anédlogas a las de los modelos
anteriores:

d>0 ; g<0 , de=0 (4.44)

4 .4 3. Evolucion del daio

Tratdndose de una variable escalar no hace falta definir una regla de flujo para
definir la evolucién de la variable de dafio. La misma puede obtenerse directamente de
la condicion de consistencia de dafio:

' or - or -
o, =(1- d)é@/ - d‘;@/ (4.40)

7 aye,
=% ot — (4.47)
od ooy !

4.4 .4. Ecuacion constitutiva tangente

or —
. B . . oo (1 - d)amn -
D + Gml’l
od oo,
or . ot
‘ . B F Cmnklgkl - oo Cmnkl . .
%5 = Cyfu =% 5, gr — | Com =% oq Yor  fuT Cieu (4.48)
—+ O un — + O mn
od oo, od oo,
or
—C
Py mnkl

t_ _ mn
i = Cipt =% 5y o

+ O un
od oo,

Es claro que en este caso no se asegura la simetria del tensor tangente.
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4.4.5. Disipacion

La disipacion resulta:
or

(1-d)o,

Ed:‘i"’c;':‘i"’aij— (4.49)
0q Ot — :
od Joy /

4.4.6. Comparacioén entre criterios de dafio basados en energia de deformacion
y criterios de dafio basados en tension (Lemaitre 1996)

La densidad de energia libre no dafada #" es la variable termodinamica asociada al
dafio y, por lo tanto, la variable principal que gobierna el fenomeno de dafio. Resulta
interesante comparar un criterio de dafio basado en esta variable con uno basado en una
tension equivalente como Von Mises en la teoria de la plasticidad clasica como el
presentado en el punto anterior.

Si se descompone el tensor de tensiones en su parte hidrostatica y desviadora:

o, =(0y 13)5, +35, (4.50)
Y el tensor de deformaciones en su parte volumetrica y desviadora:

£y = (gkk /3)5” +e; (4.51)

La densidad de energia libre puede escribirse como:
1
(1-dW° =[o,ds, =[S,de, + 3 [oudey (4.52)

Donde E, y v° son el modulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson del material
virgen.

Para un material eléstico isotropo:

1+v° S, 1-2v° oy
e. = g, = 4.53
T E° 1-d B 1-d (433)
De donde resulta:
1 (1-2v°) ,
=¥'=——S|+v’')S, S, +—0o 4.54
y 2E0(l—d)2 |:( ) ij ™ ij 3 kk:| ( )

Si se introduce la tension equivalente de Von Mises:

3 1/2
o, :(2Sl.jSi/j y 0,=04/3 (4.55)
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o 2 o ’
:?0:¢71 o 31_2 ol “m
y 25 (1-d) 3(-+v)+ ( % {UWJ (4.56)
o’ 2 ’
- "« g R =-(1+v°)+3(1=2v°] 2= 4.57
Y ToE(-ay ' 3(+V 3l {JWJ (57

m

o : . o . .
— es lo que se denomina relacion de triaxialidad y juega un papel muy importante
o
eq
en la ruptura de materiales, ya que la ductilidad en la fractura decrece a medida que esta

parametro crece.

El umbral de dafio equivalente se define como la densidad de energia libre no dafiada
para la cual comienza el dafo en un ensayo de traccion uniaxial.

*2
. o s O . o
Para traccion uniaxial o, =0, —" =1, R, =1,y = _————
o 2E°(1-4d)

eq

Por lo que el criterio de dafio queda escrito como:

o,R/* -6 =0 (4.58)

eq v

Este criterio difiere del criterio de Von Mises en la funcion de triaxialidad R, lo que

estd de acuerdo con la naturaleza fisica del dafio y de la plasticidad. La plasticidad es
fundamentalmente debida a deslizamientos que no dependen de la presion hidrostatica y
el dafio, en cambio, esta causado por rotura de ligaduras que si dependen de la presion
hidrostatica o de la relacion de triaxialidad. Este fendmeno depende del coeficiente de
Poisson que gobierna el cambio de volumen eléstico. En la mayoria de los casos el
factor de triaxialidad crece cuando el mdédulo de Poisson decrece.

La Figura 4.9 muestra la forma que toma el criterio de dafio basado en fuerzas
termodindmicas en el espacio de tensiones para distintos valores del coeficiente de
Poisson. Para el caso v’ =0.5 (incompresibilidad) coincide con el criterio de Von
Mises formulado en el espacio de tensiones.
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Figura 4.9. Criterio de dano basado en fuerzas termodinamicas representado en el
espacio de tensiones principales o; = 0para distintos valores del coeficiente de Poisson

4.5. Tratamiento numeérico

4.5.1. Introduccion

Las ecuaciones de equilibrio mecanico se obtienen siguiendo el principio de trabajos
virtuales y la primera ley de la termodinamica,

[ (a-m-ii+o-v'a)ay—[ mbaay - tids=0 (4.59)

Donde u,u,u son el campo de desplazamiento y sus derivadas temporales, 7 es la

densidad, t son las fuerzas de superficie distribuidas sobre la superficie externa S y b
representa las fuerzas volumétricas distribuidas en el volumen V. Aproximando el
campo de desplazamientos con la técnica de elementos finitos estandar:

u(x)=N ! (x,)- U se obtienen las siguientes ecuaciones de equilibrio discretas,
M, -U+f" —f =0 (4.60)
donde N"(x;) son las funciones de forma de desplazamientos, U ¢s el vector de

desplazamientos nodales, M., es la matriz de masa, ™ =(f,)™ = _[V o VisN;’k dV esel



4.18 Modelos de dafio escalar

vector de fuerzas mecanicas internas, £ es el vector de fuerzas nodales debidas a las
cargas externas.

La solucion de este sistema se realiza mediante un esquema temporal implicito. En
cada paso del tiempo se deben evaluar las tensiones en cada uno de los puntos de

integracion para poder calcular el vector de fuerzas internas. La evaluacion de las
tensiones requiere la integracion de la ecuacidn constitutiva.

A continuacién se presentan formas alternativas para integrar los modelos de dafio
escalar presentados.

4.5.2. Integracion de la ecuacion constitutiva

Modelo de dafio escalar explicito (Simo and Ju 1987b)

Este tipo de modelos permite evaluar la variable de dano en forma explicita sin
necesidad de recurrir a un procedimiento iterativo. A continuacion se esquematiza el
algoritmo de integracion.

1)  Obtencion del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacién de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacién de las deformaciones:

Ag; =;(Au:j +Au;”i)

g

e =" +Ag"
ij ij ij

3) Predictor elastico d"=d"" =

4) Evaluacion de la fuerza termodinamica conjugada de la variable de dafio:

v =) :;g;c;k,gg

5) Evaluacion de la deformacion equivalente: 7" =7 (y” )
6) Verificacion del criterio de dafio

Si g(zT "ort )S 0  comportamiento elastico — 10)
7) Evolucion del dario. Evaluacion de la variable de dafio: d” = G(z")

8) Actualizacion del umbral de dafio: »" =7"

9) Evaluacién del tensor constitutivo tangente

n o -_n n o0 n a; !
g =(1=d")Cy —H(z",d")C},,& (8}

ijpq © pq
En

10) Actualizacion del tensor de tensiones

n _ n\~o _n
oy —(l_d )Cz'jkzgkl

11) Fin del proceso de integracion de la ecuacion constitutiva.
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Modelo de dafio escalar implicito (Luccioni 1993)

Este tipo de modelo de dafio escalar requiere la integracion de las ecuaciones
constitutivas mediante un proceso de tipo iterativo. Se presentan a continuacion dos
formas alternativas de realizar la integracion.

a) Retorno mapeado

Se linealiza la funcion de dafio entre dos iteraciones consecutivas y a partir de alli se
obtiene una forma de actualizar iterativamente las variables del problema. Si k-1 y k son
dos iteraciones consecutivas en el proceso de iteracion de la ecuacion constitutiva, la
funcién de dafio en la iteracion k puede escribirse como:

a n
i -ei+{ %] (anh -0

og n or Y
81— (J Cgszkﬁ(ad] (Ad)k =0

0o;;
7 )y k-1

De esta tltima ecuacion se puede obtener el incremento de la variable de dafio:

(Ad)k _ . &k
og n oY)
[aJ Cinen + (&z’j
Tij k-1 k-1
dk = dk—l + Adk

(4.61)

(4.62)

Se puede actualizar entones la variable de dafio y el tensor de tensiones. Este proceso
se repite en forma iterativa hasta lograr convergencia o sea hasta que se cumpla la
condicion de dafio. A continuacion se esquematiza el algoritmo de integracion de la
ecuacion constitutiva en cada punto de integracion.

Obtencion del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacién de equilibrio

escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

Ag’ :;(A”Z_,- +Au" )

ij Ji

4
el =" +Ag"
y ) y

Inicializacién de variables para el predictor elastico £ =0
dl’l — d}’l*l
o
(O'z_'i )Z = (1 —d, )Cgklgilgz

Verificacion de la condicion de dafio

Si g((al_.i )" d; )= r[(O'l_-i )Z ]— q(d;)<0  comportamiento elastico — 10)

k’
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5) Evolucién del dafio k=k+1

6) . Evaluacion del incremento de la variable de dafio:

(aa); - 8k-1

o2 e
[aa] (adJ
¥ )i k-1

p=di +Ad]

7) Actualizacion de la variable de dafio:

8) Actualizacién del tensor de tensiones

(O'ij )Z = (1 —dy )C;MEZI

9) Fin del proceso de linealizacién — 4)

10) Fin del proceso iterativo:
d" =dy (Gz/')n :(Gij)z

11) Evaluacion del tensor constitutivo tangente

( or jn(l—dn) rokd

;i F 2o — v (0o

(CijkI) :(1_d kijkl _(O-ij) n n
[(’ﬁq] +( or J (g yl
od) oo, |

12) Fin del proceso de integracion de la ecuacidn constitutiva.

b) Euler backward

La funcion de dafio en el tiempo n se puede escribir como:
g(ol,d") =7lo] )-q(d")=0 (4.63)
Donde la variable de dafio y la tension vienen dadas por:
d" =d"" +Ad")

o =(1-d")Ciyen = (1-d"" —ad" )Ciu€ia

(4.64)

De manera que la condicioén de dafio (4.63) se puede interpretar como una ecuacion
no lineal en Ad”

g(oy,d")=h(4d") (4.65)

a partir de la cual se puede calcular 4d” en forma iterativa, por ejemplo, mediante el
método de Newton Raphson.
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k-1

o @ Y U
Ad! = Ad? {(d(Ad)j } h(ad; ) (4.66)

A continuacién se esquematiza el algoritmo de integracion de la ecuacion
constitutiva en cada punto de integracion.

1) Obtencién del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacién de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

aey = (o, + au, )

ij Jii
g; = 3571 + Ag;

3) Inicializacién de variables para el predictor elastico £ =0
dn =gt
(Uij )Z = (1 —d, )Cz?klgl?/

4) Verificacion de la condicion de dafio

Si g((a,.j )Z ,d} ): r[(a,.j )Z ]— q(d;)<0  comportamiento elastico — 10)
5) Evolucién del dafio k=k+1

6) Evaluacién del incremento de la variable de dafio:
.-
Adg = ady, —{[Cé’;)}} ello ) ar)
7) Actualizacion de la variable de dafio: df =d"' + Ad}
8) Actualizacion del tensor de tensiones: (aij )Z = (1 —d} )C;,dg,’j,
9) Vuelva a4)
10) Fin del proceso iterativo: d"=d} (cs,.j )” = (cs,.j )”

11) Evaluacién del tensor constitutivo tangente

(Cit/kl T = (1 —d” k‘i?kl - (Uij

)n {aizsjn(ldnn) Pkl
&) (e

12) Fin del proceso de integracién de la ecuacion constitutiva.
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5. Modelos de danho

direccionado

5.1. Introduccion (u 190

En el caso de microfisuras o microvacios distribuidos aleatoriamente en todas las
direcciones , el dafio isétropo es una opcion apropiada. El dafio escalar es un caso muy
particular de dafio is6tropo en el que se mantiene constante el coeficiente de Poisson.
Esto es demasiado restrictivo e incorrecto en la mayoria de los procesos de dafio
isotropo.

El dafio isétropo establece esencialmente que el tensor de dafio es isdtropo de manera
que preserva las propiedades direccionales del tensor de rigidez del material virgen.
Entonces si el material virgen es isotropo, al danarse sigue siendo isétropo.

Suponer que el dafio es isétropo es realista en muchos casos, especialmente bajo
condiciones de carga proporcional, cuando las direcciones principales de tension se
mantienen constantes. Esta hipotesis permite predecir las condiciones de iniciacion de la
fisuracion con una precision normalmente aceptable en aplicaciones de ingenieria
cuando la prediccion de la vida util con una incertidumbre de 10 a 50% es todavia util.

No obstante, todos los materiales, bajo condiciones de carga especiales, y la mayoria
de los materiales fragiles, desarrollan lo que se denomina dafio direccionado o
simplemente dafio anisotropo en la bibliografia. Esto significa que los defectos se
orientan siguiendo la historia de tensiones y ya no se puede trabajar mas con una
variable de dafio escalar.

A continuacion se presentan algunas ideas basicas que dan lugar a distintos modelos
de dafio direccionado (Lemaitre 1996) y luego, para completar el capitulo se presentan
dos formulaciones distintas para el mismo problema.

5.1.1. Concepto de la maxima tension principal: Vector de dafio

Una forma simple de modelar el dafio direccionado es considerar que el dafio s6lo
ocurre en el plano normal a las méximas tensiones principales. El dafio puede ser
entonces caracterizado por su intensidad D y por el vector unitario que da la orientacion

de la méaxima tensién principal 7.

El dafio queda definido entonces por un vector D, = Dn , y la tension efectiva en las

direcciones principales de tension se escribe como:
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0
1 |1=-D
0 0 O3

5.1.2. Definicion geométrica del tensor de dafo de segundo orden

Para un tipo de anisotropia mas compleja o para utilizar en caso de carga no
proporcional, se puede extender la definicion de dafio basada en superficie dada en el
primer capitulo para una dimension.

Si OS representa el area superficial en la configuracion actual con una superficie
danada OS,, entonces, IS -5, =d5S(1-D) representa el area no dafiada de la

configuracion con deformacion equivalente. Esta idea puede ser desarrollada para el
caso de dafio direccionado.

Considérese un elemento representativo de volumen de un material dafiado
descargado en su configuracioén actual y un area seccional definida por su orientacion
n;, su superficie o5 y su forma. Considérese una configuracion no dafiada con

deformacion equivalente en el mismo sistema de coordenadas. El elemento
representativo de volumen ha cambiado y, particularmente el area seccional se ha
transformado en un 4rea con orientacion n, diferente debida a la anisotropia del dafio y

de 4rea menor oS . Por ahora supongase que la forma no cambia, mas adelante se vera
que esta hipotesis corresponde al caso de dafo ortétropo. Ver Figura 5.1.

Por analogia con el caso unidimensional, el tensor de segundo orden que transforma
el vector 8Sn, en 8Sn, caracteriza el dafio y se denota como (517 - Dl.j):

(6, -D, b a5 =nas (5.2)

1

D; es el tensor de dafio de segundo orden. Es simétrico y tiene tres valores

principales Dy, Dy, D, en las coordenadas principales X, X,, X;que corresponden a la

reduccion de areas de un tetraedro dibujado en las coordenadas X, X,, X;.
(1-D,)é4, = 54,
(1-D,)d4, = 54, (5.3)
(1-D,)34, = 54,
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I Xz
X1

X

Espacio real dariado Espacio efectivo no danado

Figura 5.1. Dafio direccionado en tres dimensiones

La simetria respecto a tres planos hace que el dafio sea ortétropo pero, no obstante,
cubre un gran campo de aplicaciones.

Para definir la tension efectiva se escribe el vector tension en las dos
configuraciones:

Ul.jnjé'S = al.].njdg

_ - (5.4)
oyn; =0;(8, —Dy)n, Vn
De donde la tension efectiva puede definirse como:
c,=0,(6,-D,)" (5.5)

Pero esto lleva a un tensor de tensiones no simétrico. Como para las ecuaciones
constitutivas de elasticidad y plasticidad sélo interesa la parte simétrica, se define el
tensor de tensiones efectivas como la parte simétrica:

— 1

-1 -1
o= o, (6, -D,)" +(5,-D,) akj] (5.6)

Cuando las direcciones principales de tension y de dafio coinciden, esta expresion
puede escribirse como:

% 0 0
1-D
1
b]=l o 2 o (5.7)
1-D,
0 9
1-D,

La densidad de energia libre se escribe en este caso como:

1
TZE(@] -D; i(i)nklgjmgkl (5.8)
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De donde:

oY lco
i~ 8D 2 imk € jm € (5.9)

i

5.1.3. Definicion termodinamica de un tensor de dafno de cuarto orden

Otra forma de definir la variable de dafio es utilizar el concepto de tension efectiva
asociado con el principio de equivalencia de deformaciones para elasticidad lineal:

o, =Cle, (5.10)
oY

O, =§=Cijklgkl (5.11)
;

Donde C.

ijk
inversa, se puede escribir:

, es el tensor de elasticidad modificado por el dafio. Suponiendo que tiene
— ~1
Gij = Ci(j)'kl Cklrs O s (5 12)
Y por analogia con el caso unidimensional se puede escribir:
-1 -1
(1 ijkl — Dijkl) = Cgrs Crsia
-1
Dijkl = Iijkl -G Cfskz

ijrs

(5.13)

Donde los Dy, son las componentes del tensor de dafio de cuarto orden y los 7,

son las componentes del tensor identidad de cuarto orden.

La variable asociada al tensor de dafio es también, en este caso, un tensor de cuarto
orden y se obtiene de la expresion de la energia libre como sigue:

1 1 0
= by Conybu = P (] P krskl €i€u (5.14)
0¥ |
ijkl = _aD = Ecklrsgijgrs (515)

ijkl

Esta teoria corresponde al caso general de anisotropia.

5.1.4. Definicion energética de una variable doble escalar.

Para los materiales como los compuestos, en los que los mecanismos de dafio pueden
ser distintos en traccion y en compresion, es interesante desarrollar una teoria
definiendo dos variables escalares independientes que caracterizan el dafio que influye
en la energia elastica de corte y en la energia elastica hidrostatica:

) DS actua en las tensiones desviadoras

e D actia en las presiones hidrostaticas
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Si el material no est4 sujeto a dafo en ciertas direcciones materiales, el dafio puede
ser is0tropo o anisotropo.

La densidad de energia libre complementaria en ausencia de dafio se puede escribir
como:

o l o 1
b4 :2(Cl'jkl)> Gijo-kl (5.16)

m

3
1 1 1 )
e :2( i?kl) SiSu +2(Cz§kly On0i%u

(5.18)
Parte Parte
desviadora hidrostatica
Cuando se produce el dafo en todas las direcciones
o ! o !
7, 1 (Cl 'kl) 1 (Cl 'kl) 2
VoS Syt 08,0, (5.19)
A partir de aqui se puede determinar las leyes elasticas:
oY
e =
g 6Si/
— (5.20)
e 13=2%
! oo

La dos variables termodindmicas asociadas con las variables de dafio D, y D,

resultan:
y 0¥
-0 (5.21)
Y - oY
oD,
La disipacion por dafio puede escribirse entonces:
E'=YD +YD, (5.22)

Con esta teoria es posible considerar dafio en materiales anisoétropos para los que
D, # 0 en ciertas direcciones materiales y D, =0 en otras direcciones no dafiables.
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5.2. Formulacion de la degradacion

elastica anisotropa (carol et al 20012, 2001b)

5.2.1. Marco tedrico de la degradacién elastica y el daino.

Este modelo utiliza una formulacién de degradacion elastica y dafio en pequefias
deformaciones similar a la de la elastoplasticidad clésica.

Los tensores de tensiones y de deformaciones estan relacionados mediante las
expresiones secantes:

o.=C ¢ ¢ =C o, =E_ 0O (5.23)

i kK i ikl © ki ikl © ki
Donde E, es el tensor de flexibilidad.

De manera andloga al concepto de umbral de fluencia, se introduce una funcion
F(o;,p) donde p denota un conjunto de variables internas que definen la

configuracion actual del dominio elastico. Una vez que se alcanza la superficie de carga
F=0, se produce un aumento de la degradacion, C,,# 0 y hay una incremento de las

deformaciones debido al dafio. La velocidad de degradacion se define como el exceso
de deformacién por arriba del valor que corresponde al incremento de tension para la
rigidez secante actual. Con estas definiciones se puede escribir el siguiente conjunto de
ecuaciones que describen la degradacion elastica progresiva:

. . -d
Gy = C;‘jkl (£, =&, (5.24)
6‘; = /;Lm”_ (opcionalmente m;; = ;GQ[]) (5.25)
_oF oF

=— 5.26
ij 8(7” ( )

.
9

Y

p) o

m, define la direccion de la deformacion de degradacion que puede ser

opcionalmente expresado como el gradiente de un potencial Q y A es un multiplicador
inelastico andlogo al multiplicador plastico de la elastoplasticidad. La ecuacion (5.26)
representa  la  condicion de consistencia 'y H el moddulo de
endurecimiento/ablandamiento.

Las ecuaciones (5.24) a (5.26) son validas solamente para el caso de carga:
F=0,F=0,4>0. El caso alternativo es descarga con F <0,4 =0 en el que sélo las
ecuaciones (5.24) y (5.25) son validas y conducen a &f, =0 y o, = C,.jk,ék, . Suponiendo

que se estd sobre la superficie de carga F'=0, los dos casos se distinguen con las
condiciones complementarias.
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120 ; F<0 ; AF=0 (5.27)

Combinando estas ecuaciones se puede obtener el multiplicador plastico y la rigidez
tangente:

A= ﬁnﬁCiﬂdeH H=H+ nl.jCU.klmkl (5.28)
0 ‘ 1
O-ijkl = Cijkl gkl Cijkl = Cijkl - ﬁ Cijrsmrsnpq Cqul (529)

Regla de degradacion de la flexibilidad

Estas ecuaciones son similares a las de la teoria de la plasticidad pero, en contraste
con aquellas, no son suficientes para definir un modelo de dafio ya que no se ha
especificado ninguna ley de evolucion para la rigidez secante o la flexibilidad. Con ese
fin se puede diferenciar la ecuacion secante:

. _ . M _ . _ l - _ . . d
o, = Cijkl Ey T Cijkl Sy = Cijkl (‘9 1 T Crrs Crqu &y )— Cz_’jkl (5 W~ €n )

(5.30)

Y o B =
= gkl - _Cklrs Crqu gpq =E klrs Crqu gpq =E ks O rs

que relaciona la flexibilidad secante con la velocidad de deformacion de degradacion.
Cuando se conoce la primera se puede obtener la segunda pero no a la inversa. Es
necesario definir una regla de evolucion para la flexibilidad (o rigidez) secante para
poder obtener la velocidad de deformacion de degradacion

E, =M, y m=M,o, (5.31)

ijkl ijkl
Para que C y E permanezcan simétricos el tensor M debe ser simétrico
Fuerzas termodinamicas conjugadas y asociatividad
La energia libre elastica por unidad de volumen se escribe entonces como:

?’zlg“C“ £ =10'“EA o (5.32)

2 i ikl Tkl 2 i ikl Tkl

Para condiciones isotérmicas, la disipacion resulta:

2'=0,6,-¥ (5.33)
De donde :
LA
v 851.].
o (5.34)
g4 :_5(2;/ 'ijkl zaanHEykl =—;5ijéyk15kl Z;GyEUklakl 20

De donde se puede definir la variable termodindmica conjugada del tensor de
flexibilidad:
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d

(5.35)

L T Eo-g‘/akl tal que = _YijklE ijki

Con —7Y,,, se puede definir el gradiente en el espacio de la flexibilidad y relacionarlo

con el gradiente en el espacio de tensiones:
oF

Nijkl - 8(— Yijkl ) n;, = Nijklo-kl (5.36)

Cuando M y N son paralelos, la asociatividad en el espacio de la flexibilidad implica
asociatividad en el espacio de tensiones pero no a la inversa.

Las fuerzas termodinamicas —Y constituyen el espacio en el que se debe definir la

superficie de carga F(=Y,p)=0 y la regla de flujo o regla de dafio para lograr una
formulacion de dafio totalmente consistente.

Formulacién de la degradacion elastica

Hasta ahora el dafio ha sido caracterizado por el tensor de flexibilidad o de rigidez
mismo (21 componentes independientes). Alternativamente, en muchos casos resulta
conveniente trabajar con un conjunto de variables mas reducido, que aun asi
caracterizan totalmente el dafio, y para las cuales se pueden escribir reglas de evolucion
mas simples. Estas variables son las variables de dafio ®@.cuyo numero y naturaleza
(escalar, vectorial, tensorial) no necesitan ser especificados para el desarrollo general de
la teoria. De acuerdo a este concepto, se puede escribir:

8El~jk, ®*

ijkl ijkl \*= ijkl > % ijkl 0D,

(5.37)

Donde Ej, es el tensor de flexibilidad inicial.

Se puede formular una regla de evolucion de las variables @, y encontrar su relacion
con la ley de evolucion de la flexibilidad como sigue:
OF

o Y
D, =AM, y Mij.k[— pys

M, (5.38)

La fuerza termodinamica asociada a las variables de dafio ®. es — 7. tal que:

_ 0¥ . aEide d

—y = =-Y E =00, 5.39
oD, e, (5.39)

*

Se puede definir el gradiente de F' en el espacio de dafio y vincularlo con N de la
siguiente manera:

oF OF
N, = s N, ="\, 5.40
a _ ka ijkl a (1)‘ ( )
La asociatividad en el espacio de dafo se da cuando V. es proporcional a M. y eso
implica asociatividad a nivel de flexibilidad y tension.
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5.2.2. Modelo de dafno anisotropo basico.

En el modelo presentado por Carol et al (2001a, 2001b) se utiliza un tensor de dafio
de segundo orden para representar el dafio de manera consistente y la hipotesis de
equivalencia de energia.

En lugar de trabajar con un tensor de dafio D; se lo hace directamente con el tensor
de integridad ¢ ,= &

modelo se introduce su raiz cuadrada w; (que también varia entre J, y 0) y sus

; — D, . Adicionalmente al tensor de integridad, en este

inversas @, y w;, (que varian entre J; e o). Estos tensores son todos simétricos y sus

valores principales satisfacen las siguientes relaciones:

T = = " —2
¢ij =W, W, ¢(I,) =W, (5.41)
2
¢ij =W, W, ¢(i) =W, (5.42)
n " - 1
¢ik¢kj = ¢l]¢kj = 5,] (i) = ¢7 (543)
()
_ _ _ 1
WWy = WyWy =0, Wy = — (5.44)

Para definir las relaciones entre tensiones efectivas y nominales se utiliza una
simetrizacion de tipo producto:

0, = Wik klwlj (5.45)

que también puede ser escrita como:

K

_ _ | B
o, =a,0, " =2<w4 w.o+ww, ) (5.46)

Debido a la hipotesis de equivalencia de energia:

Ej = WibuWy = X (5.47)

La representacion matricial del tensor ¢, en las direcciones principales de dafo

tiene una forma diagonal:

¢(1)

K
I

\

\

(5.48)

\ "23)";(1) ]

Debe notarse que, debido al tipo de simetrizacion utilizado, los términos que afectan
a las componentes de tensiones tangenciales son de tipo producto.
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Reemplazando en la expresion del tensor de rigidez secante dada por la hipdtesis de
equivalencia de energia:

C =a C «a (5.49)

ijkl ijpq ~ pqrs  kirs

y teniendo en cuenta la simetria, resulta:

%\
%\
=

w . C’ (5.50)

ijkl ip jq kr Is T pgrs

Para el caso particular de materiales inicialmente isotropos, resulta:

zjkl =A ¢ ¢ 0(71'k¢;jl +$il¢7jk) (5.51)

Donde A’ y G son las constantes de Lamé del material virgen.

En las direcciones principales de dafio los tensores de rigidez y de flexibilidad
secantes pueden ser escritos matricialmente como:

. -
¢(1>(A +2G ) 190 PP
5 7 2 0 ] 7 7
¢(¢G (2)A+2G) RE )
b,,8.,G° G° ¢2(A +2G
C= @7 ’ - - 5 (5.52)
¢<1> 20
s o
¢<2)¢(3)G
o o
L ¢<3> 0 |
I 1 - —v° |
2 0 i 0 i )
doeE S E” PP E
—° 1 —v°
i 0 2 o L 0
ddo E P E o3 E
—° —° 1

P 2
¢(1)¢(3)E0 ¢(2)¢(3)E0 ¢(3)EE0

2!l+v”! (3.53)
bayb) E°
2!1 +v° ’

$2)P3)E°
2!1 +v° ’

de Pk’ |

Donde E’ y vV son el mddulo elastico y el coeficiente Poisson del material virgen.

La formulacion dual de tipo producto, en términos de deformacion y flexibilidad,
conduce a las siguientes expresiones:

(5.54)

&, =Wy gklw O, =WyOuWy

o 3 )
£y =€y Oy =Qy Oy Oy, = 5 W W, W, W (5.55)
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El tensor «,, referido a las direcciones principales de dafio y escrito en forma

matricial, resulta:

¢(1)
¢(2)
¢(3) 5.56
a= '
¢(1)¢(2> ( )
¢(2)¢(3)
L ¢(3)¢(1) ]
El tensor de flexibilidad secante se escribe como:
Ejjt = WipWjq Wi WisE pgrs (5.57)

Para el caso particular de materiales inicialmente isotropos, resulta:

1+v°
ljkl ¢lj ¢k1 (¢zk¢]l ¢zl¢jk ) (558)
o0 escrito en forma matricial:
i 2 1 ” —VH ]
¢(1) E ¢(1)¢(2) E ¢(1)¢(3) EU
_ V(I ) 1 0
¢(2> M go ¢(2> F ¢<2>¢m E°
—Vﬂ 2 1
¢(3)¢(1) EO ¢(3)¢(2) E ¢(3) E
E-= 0 (5.59)
2(0+v7Y)
¢(1)¢(2) EO
20+v°)
¢(2)¢(3) 0
21+v°)
¢(3)¢(1) 0

Las expresiones obtenidas para el tensor de rigidez secante y el tensor de flexibilidad
secante contienen 5 parametros independientes (2 constantes elasticas y 3 valores
principales de dafio), mientras que la ortotropia elastica general involucra 9 parametros
independientes. Esto significa que esta formulacion de dafio anisotropo “basica”
representa solo una forma restrictiva de anisotropia.

5.2.3. Tasa de dano pseudo-logaritmica y fuerzas conjugadas

Si se deriva la expresion del tensor de flexibilidad secante se obtiene:

oF

ijkl
Ey=7 ;. - (5.60)
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ZZZI B ; l‘; [(5117 S jq + 0140 jp P + Py (51{17 Slg + OkgOlp )]+

1+v° (5.61)
e (6,80, + 5,60 W + 86,60, +8,5, )+
+ (51'17 5lq + 51’(1 51;7 )¢jk + (51'10 51«1 + 5]4 5kp )]
La disipacion puede escribirse como:

=z _—?
= ( (qu

1 OE Ve 1+v° (5.62)

¢ _ ijkl _
- {qu EO-U a¢;q Ouy = _E(O-kl¢kl )O-pq +?O-pk¢klo-lq

Esta fuerza termodindmica no tiene un significado fisico claro, lo que hace dificil
proponer e interpretar funciones de carga y reglas de dafio. Sin embargo, se puede ver
que o,¢, =0, lo que motiva la busqueda de una expresion para la fuerza

termodinamica en términos de cantidades efectivas exclusivamente.
Esto es posible y se logra si se cambia la variable de dafo involucrada en la
., .. ., —d _ (o ; ~ ~
expresion de la disipacion = = ( Yo ), de @, por la tasa del tensor de dafio pseudo
logaritmico:

L =2wdw o ¢ =iwiw (5.63)

s pt pq qs prq 2 pr rs sq

Si los ejes principales de dafio permanecen constantes, este nuevo tensor coincide
con el logaritmo del cuadrado del tensor de integridad inverso L =In ¢2 . En el caso en

que los ejes principales de dafio rotan, no hay una relacion explicita entre ambos
tensores. Sin embargo, esto no representa una dificultad practica ya que el dafio pseudo
logaritmico sélo se utiliza en forma de tasa debido a la forma conveniente que presenta

la fuerza conjugada. Una vez que se obtiene L se puede evaluar ¢ y luego integrarlo
numéricamente.

Con esta nueva variable la derivada del tensor de flexibilidad resulta:

O, -
o= (5.64)
ij aLrS rs
OE; -v°
6le:/ B 4;0 [(W,r Wis +wiw Jr ykl +¢lj (W/»r Wig + Wi Wy )]
1+v° | .
N ;—Eva [(Wir W + Wi Wy )¢ﬂ + by (er Wi + W W, )+ (Wir Wi + Wi Wy, )¢ Jk +d; (W]r Wis +W Wy, ) (5 65)

Reemplazando esta derivada en la expresion de la disipacion se pueden obtener las
fuerzas termodinamicas asociadas a la tasa pseudo-logaritmica de dafio:
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—a 1 1 OE, . 1 OBy '
= :Eo-fj El'jkl Oy :EO'” aLj Lmno-kl :EO-?/ aLj O Lmn = (_ (Ymn >Lmn
mn mn 5.66)
OE . —v° ° (
Ly :10' I = +1+v 5 & :lg _

mn 2 ij aLm” kl 2E0 kk ™~ mn 2Eo mk " kn 2 mk " kn

Debido a la coaxialidad de o y Ey, la fuerza conjugada es otro tensor de segundo

orden simétrico con las mismas direcciones principales y valores principales iguales a:
Y, = Lo & j= 6
—ty = Eo-(i)g(i) =13 (5 7)

Esta fuerza conjugada tiene la propiedad de que su primer invariante es igual al valor
actual de la energia elastica o la energia libre en el problema tratado:

1 -
-7, zaapkgkp =u=Y (5.68)

5.2.4. Funcion de carga y regla de dano pseudo-logaritmica

La funcién de carga se define en términos de la fuera conjugada -} vy la historia

previa:
= f(-Y,)=r(hist) =0 (5.69)
Los gradientes resultan:
of O iy O jjq
Wm:a_(y 5 Nl'jk]:aT]Wm 5 nij:aTersakl (570)
og OE;, OE
s a(_(Y_ ) 5 M?jkl = 6L] Mrs 5 m?f = aLj m”o-kl (571)

Si el modelo es asociado M, =N, M, =N, y m; =n,

oo My i

El parametro de endurecimiento se puede escribir como:

oF| o o=

S L S 7( "") . (5.72)
oAl, oA T M oL

_ ol-o

HeH+n ¢ m == _0 _ (—”) M (5.73)

&

, o4 M oaL

4 pqrs rs aﬂ/

Para formular la funcién de resistencia r, la historia previa resulta naturalmente
representada por el estado de dafio actual. Entonces se puede reemplazar

or or
G G [/
>
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De esta forma, definida f, se tienen todos los elementos para calcular el multiplicador
de dafo y la rigidez tangente, quedando completa la formulacion.

La forma mas simple de definir f es hacerlo en términos de los invariantes de -% .

Esto no contradice la naturaleza anisétropa del dafio porque en el espacio de -7} solo

estan involucradas las tensiones y deformaciones efectivas. Si estas son reemplazadas
en términos de sus correspondientes valores nominales, aparece el tensor de dafio y la
funcién de carga expresada en el espacio de tensiones o deformaciones nominales
resulta anisotropa.

Se puede considerar entonces el espacio de los valores principales de la fuerza

conjugada -v,,-v,,-¥, como el de la figura. En ese espacio se pueden representar

conceptos como los de eje hidrostatico, plano desviador, superficie de carga F'=0y regla
de dafo, analogos a los usuales en el espacio de tensiones principales en el contexto de
la teoria de la plasticidad clasica. Ver Figura 5.2.

A
-7,
_.- Eje hidrostatico

MD

>

-7,

Plano n
-7,
Figura 5.2. Espacio de los valores principales de la fuerza conjugada
-Y ,-Y, -

w’> @ 6"

La eleccion de una evolucion del daiio pseudo-logaritmica y el espacio definido por
su fuerza conjugada tiene una serie de ventajas interesantes. Se puede demostrar que la
parte volumétrica de la regla de flujo pseudo-logaritmica, representada en el espacio de
las fuerzas conjugadas principales por su componente paralela al eje hidrostatico, solo
causa incrementos de dafio isétropo. Por el otro lado, la parte desviadora de la regla de
flujo pseudo-logaritmica (componentes en el plano desviador) causa s6lo incrementos
de degradacion anisotropa. De esta forma, se tiene una separacion de efectos clara que
puede ser muy util en el desarrollo de modelos especificos. Por ejemplo, es trivial
verificar que el modelo de dafio escalar asociado a (1-d) se recupera con una superficie
de carga paralela al plano 7.

La condicidn de que la disipacion debe ser siempre positiva, lleva a que la superficie
de carga debe ser convexa en el espacio -7} y debe incluir su origen. Se pueden derivar

condiciones adicionales para la regla pseudo-logaritmica a partir de su propia definicion
como una medida del dafio. El tensor de integridad inverso ¢ ha sido definido como un
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, " . .S
tensor que evoluciona entre Y e % con el proceso de dafio. Si 7 denota las
componentes de un vector unitario genérico, la proyeccion s,4,s; puede ser interpretada

como la medida geométrica del dafio en un plano de normal % Debido a la naturaleza
irreversible del dafio, resulta razonable suponer que el dafio en un dado plano debe
siempre crecer o permanecer constante, pero nunca decrecer. Esto significa que para
cualquier orientacion s,, se debe cumplir que:

sds >0 (5.74)

i

Esto implica que ¢, debe ser definido positivo, es decir que sus valores propios

deben ser positivos o nulos.

Reemplazando en esta condicion ¢; en términos de L, , se obtiene:

L s :is'ﬁ\/l s'>0 S;ZWpl_S (5.75)

ls'
A B T A

. . w )
En donde la raiz cuadrada del tensor de integridad = »* es no negativa y entonces s,

es también cualquier direccion arbitraria. Como el multiplicador inelastico A debe ser
no negativo, esto implica que regla de dafio pseudo-logaritmica M, debe ser también

definida positiva. Es decir que sus valores principales deben satisfacer la condicion
M, 20, My 20y M, 20. En términos de la representacion geométrica en el espacio

de las fuerzas conjugadas principales, esto implica que el vector que representa la regla
de dafio debe ser parte del octante positivo-positivo-positivo lo cual resulta una severa
restriccion en relacion a las reglas de flujo tradicionales en el espacio de tensiones. Por
ejemplo, modelos asociados con superficies similares a Von Mises o Drucker Prager no
son admisibles.

5.2.5. Ejemplo: Modelo Pseudo Rankine generalizado

En este caso la superficie de carga esta definida por la ecuacion :

f(=7,)= [(— v, )”” + (— v, )“‘ + (_ v, )’*' ]ﬁ (5.76)

En esta expresion b es un parametro no negativo.

Para b =0 la superficie /' =0 es idéntica a una parte del plano 7 .
S ==Yy =Yy =Yy =7 (5.77)

que corresponde al caso de dafio isotropo. El otro caso limite opuesto se da para
b—>® en el que la superficie se aproxima a un criterio pseudo-Rankine que en la

region —%,) ==Y, 2—¥, 20 esta dado por:

f==7,=r (5.78)
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054

0.6t

(0]

~ Yy /=Yy

0.41

0.2t

0 0.2 04 0.6 o 1
(0]
=Yy =Yy

Figura 5.3 Representacion de la superficie de carga en el espacio de las fuerzas

conjugadas principales — Y, = 0

Para valores intermedios de b se obtiene una transicion continua de superficies entre
los dos casos extremos. Por ejemplo, para b=1 se obtiene una esfera. La Figura 5.3
ilustra la forma de la superficie de carga en el plano —¥, =0. Debe notarse que en

todos los casos la superficie de carga es suave, no presenta aristas.

5.2.6. Evolucioén del umbral de dano o funcion de resistencia

Como la historia esta representada por las variables de dafio, resulta natural suponer
que r depende de dichas variables. La medida méas simple del dafio en el contexto del
modelo presentado es el primer invariante del tensor pseudo-logaritmico de dafio, o sea
L=L, /3. Sepuede demostrar que:

1 2 2 2 2
L= g [ln ¢(1) +In ¢(2) +1n ¢(3) ]: 3ln[¢(1)¢(2)¢(3)] (5-79)

Pensando so6lo en ablandamiento debido a dafio por traccién, la funcidon propuesta
para r(L) es una caida exponencial dependiente de dos parametros:

kL

r(histy=re” (5.80)

2
pico

donde r, =0, /2E° es la energia elastica correspondiente al pico de tension para

un ensayo de traccion uniaxial y k se define en términos de la energia de fractura en
modo [ por unidad de volumen g, como sigue:
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r
k=—"— parab=0
3gf

r[)

g

(5.81)
k=

parab>0

5.2.7. Comentarios Finales

Este modelo tiene la ventaja de que las fuerzas termodinamicas asociadas al dafio
tienen un significado fisico claro. El modelo de dafio completo tiene sélo 5 parametros,

. . g o o .« . .oy . .
las dos constantes elasticas isotropas £ y V| la tension pico en traccion uniaxial o

pico
y la energia de fractura g, y el pardmetro de forma b ligado al grado de anisotropia. El

modelo permite pasar gradualmente de dafio isétropo a dafio anisotropo de acuerdo al
valor de ese parametro. A diferencia de la mayoria de los modelos de dafio anisétropo,
este modelo permite obtener soluciones cerradas para ciertos casos de carga simple
como traccion uniaxial (que permite interpretar los dos parametros adicionales en
funcion de la resistencia a traccion y la energia de fractura), corte puro, distorsion pura
y traccion uniaxial previa carga y descarga en traccion uniaxial en la direccion
perpendicular.

5.3. Modelo de Dano Direccionado
(Luccioni y Oller 2002)

5.3.1 Introduccion

En este modelo se presenta el problema desde una Optica ya conocida basada en la
formulacion de la teoria de grandes deformaciones (Voyiadjis et al 2000). Aunque
fisicamente no hay ninguna relacion entre estos dos fendmenos, matematicamente
puede establecerse una comparacion al nivel de formulaciones. La unificacion de la
formulacion trae una considerable ventaja a la hora de la implementacién en codigos de
ordenador ya existentes que estan orientados al estudio del problema de grandes
deformaciones.

5.3.2. Interpretacion del dano

El dafio puede interpretarse matemdaticamente como una transformacion cinematica
entre dos espacios (ver Figura 5.4). Para ello se acepta que existe un espacio ficticio no
dafiado, que se obtiene a partir del espacio real dafiado quitando el dafio (ver Figura
5.4). En el espacio ficticio no dafiado el material se comporta como si fuera virgen.
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Espacio real dariado Espacio ficticio no daniado

Figura 5.4 Correspondencia entre espacios “Ficticio no daiiado” y “Real daniado”

Se admite que hay una relacion biunivoca entre los dos espacios que permite
transformar una variable del espacio ficticio no dafiado al otro espacio real dafiado.
Dicha relacion se basa en un cambio que puede expresarse en forma analoga a una
transformacion cinematica, lo que da lugar a las expresiones,

_ T~ -
oy =mymj oy =Myoy (5.82)

T d= 31—
gy =my my gy =M yEy, (5.83)

Donde puede observarse que la transformacion del campo de deformaciones resulta
del concepto conjugado de tensiones a través de la ley constitutiva del material.

La transformacion inversa de espacios se expresa a través de las siguientes
relaciones,

T U L . |
Gy =My My Gy =My M ;; Gy _Mijklckl (5.84)

R — T —
&y = MyMyey =mym;e, =M e, (5.85)

En el espacio ficticio no dafiado se tiene una ecuacion constitutiva isotropa
correspondiente al material virgen,

G, =Couty Cyu =Coy (5.86)

g g

tal que reemplazando en ella las transformaciones inversas (ecuaciones (5.84)(5.85)),
resulta la ecuacion constitutiva en el espacio real,
O =My =M Chirsrs
0 =M i CrirsM s, € (5.87)

rstu

ijtu €

Donde el tensor constitutivo secante en el espacio dafiado se expresa como,

_ Vel _ T ~ T
C - Mijkl Cklmannrs - mikmjl Cklmnmmrmns (588)

ijrs
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Si el tensor m; es simétrico, resulta un tensor constitutivo C,

ijrs

simétrico pero, en
general, no isétropo.

La energia de deformacion resulta,

Wzlc

7 0t

1 — = 1, _ _ 1 _ =
i ZEMykIszijrlsgrs ZEIklrslegrs ZElegkz =W (5.89)

donde queda claro, como se esperaba, que la energia es un invariante ante los
cambios de espacio.
El tensor m =m; = 0x, / ox ; » al igual que el tensor gradiente de deformaciones, es un

tensor bi-puntual que vincula los dos espacios antes definidos. En el caso de dafio
direccionado la transformacion de coordenadas no tiene una interpretacion fisica directa
como el gradiente de deformaciones, por lo que es necesario obtener el tensor m a partir
del concepto de reduccion del area efectiva. Esto permite utilizar la relacion cinematica
entre elementos de area correspondientes a los dos espacios definidos, para encontrar el
tensor de transformacion m =m, . Ver Figura 5.5.

04,

g, = (5.90)

Donde dA, es la proyeccion del elemento de area efectiva del so6lido dafiado,

d4 sobre el plano normal al eje ¥ y le. es la proyeccion del elemento de area efectiva

del sélido ficticio no dafiado, dA4 , sobre el plano normal al eje x,. De aqui resulta la
definicion del tensor de transformacion de espacio como una relacion de areas efectivas,

12 o -1
—L 5.91
%] 591

o4,
oA,

m;

Particularizacion de la formulacion al caso de dafno escalar

A continuacion, se particulariza esta formulacion a un caso simple de dafio escalar
para ilustrar el concepto fisico que introduce la definicion expresada mediante la
ecuacion (5.90). Asi, para este caso particular, la relacion de éareas efectivas queda
expresada por,

0A,
_@ZJ =3, (1-d) (5.92)

Debe observarse que la expresion (5.92) corresponde a una relacion de areas
efectivas y, en ese sentido, coincide con la interpretacion de Kachanov (1958) en la que
se supone que el area efectiva se reduce debido al dafio en un factor (1-d).
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o .

Espacio real danado Espacio ficticio no danado

Figura 5.5 Correspondencia de areas efectivas entre espacios “Ficticio no dafiado™ y
“Real dariado”

Sustituyendo la relacion de areas (5.92) en la expresion (5.91), resultan las siguientes
expresiones para los tensores de transformacion m, y M, ,

m; =(1-d)"?3; My =mgm ;" =88 ;,(1-d) (5.93)

tal que reemplazados en las ecuaciones (5.87) puede escribirse la siguiente ley
constitutiva,

o, =(1-d)o; (5.94)
oy =(1-d)Cyyey = (1-d)* Cyuey = Cynen (5.95)
donde C,, =(1-d)*Cy, es tensor constitutivo secante degradado.

Si bien la ecuacion (5.94) es idéntica a la correspondiente de la teoria de dafio escalar
de Kachanov, no ocurre lo mismo con la ecuacion (5.95) y el correspondiente tensor
constitutivo secante degradado. Esto se debe a que el tensor elastico degradado utilizado
por Kachanov se obtiene a partir del concepto de equivalencia de deformaciones y no de
energia como ocurre en esta formulacion particular de dafio escalar.

Extension al caso de dario direccionado

Teniendo en cuenta que dA4, representa la proyeccion del elemento de area efectiva

sobre un plano normal al eje x, (ver Figura 5.6) definida por,
d4: = e[jkdxjéixk (5.96)

la ecuacion (5.92) puede extenderse al caso de dafio direccionado de la siguiente
manera,
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A

0A.:
Sk =004y d )21, J1-dy 15 )]
8Aj
T (R (R P (B (B (5.97)
od, oA,
O f1-a)i-a)? ;S0 0 O o 0%
04, oA, 0A4, oAy oA, ody oA,

donde el simbolo A se utiliza para indicar que el sistema de referencia coincide con
las direcciones principales de dafio y d, son los valores principales del tensor de

degradacion d; que, referido a las direcciones principales de dafio, resulta un tensor
diagonal,

y

dA

)

Figura 5.6 Area efectiva elemental

La ecuacion (5.97) responde a la interpretacion fisica de que el area efectiva de un
elemento, con normal en una dada direccion del espacio, se reduce por efecto del dafio
en las dos direcciones ortogonales correspondientes al plano tangente.

Reemplazando la expresion (5.97) en la ecuacion (5.91) se obtienen las definiciones
de los tensores de transformacion de espacios para este caso particular,

1/2 -1

A

~ a:‘ir aAl
my === = = (5ij'5ik5jkdk)l/2 (5.99)
o4, | o4,
mi]' = aikajlﬁ/lkl = aik ajl (Skl_slfmslmdm)l/2 5 a[j = COS(XI-,)’(\?A]V) (5 100)

De la ecuacion (5.100) es evidente que el tensor m;, es simétrico, lo cual, como ya se

sefald, asegura la simetria del tensor eldstico secante.
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Resulta, ademas, el siguiente tensor de dafio direccionado,

My = ”A%'k”}le =0y —5im5kmdm)l/2(5j1 —5jn51ndn)l/2 (5.101)

A

~ AT
akralstnrs - aimakrajn a;m,,, My, (5102)

Mz'jkl =i jy

5.3.3. Bases termodinamicas y definicion del modelo de dafio direccionado

Se presenta una descripcion dual de los principios fundamentales: una forma basada
en el campo primario, donde la variable libre del problema es la deformacion y una
alternativa basada en el campo complementario donde la variable libre es la tension.
Esta ultima definicion en el campo complementario facilita la formulacion de la regla de
flujo donde estan contenidas las direcciones preferentes del dafio.

La eleccion de las variables termodinamicas se realiza teniendo en cuenta la
interpretacion del dafio presentada en el apartado anterior.
Bases termodinamicas en el campo primario

A continuacion, se definen en forma resumida las bases en que se fundamenta este
modelo,

La energia libre por unidad de volumen se define como,

1 1
S”(gé_/, )= Engczikl (m e, + EaiKUaj (5.103)

Donde °7es la variable libre del problema, y, = {mi/ ,ai} representa el conjunto de

variables internas necesarias para controlar el comportamiento del solido sometido a
dafio direccionado, compuesta de la variable interna de dafio o tensor de transformacion
entre el espacio dafiado y el virgen m; y de la variable interna de endurecimiento «,

K es el tensor de endurecimiento y C,;,(m,,) el tensor constitutivo degradado segin la

evolucion de la variable interna de dano m .

Siguiendo la formulacion de la segunda ley de la termodindmica y considerando la
energia libre antes formulada, se llega a la siguiente expresion de la disipacion
mecanica,

. ov). o .
En =0 =10 o F g, %20 (5.104)
i i

de donde se deducen las denominadas ecuaciones constitutivas del sélido en
cuestion, luego de establecer las condiciones de Colleman necesarias para que exista
una disipacion no negativa,
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.. o¥

Ec. constitutiva : O =——

agi]- _

' ow =5,
Variable interna conjugada: Y; = 5,
i

=Y 7,20 Disipacion (5.105)

tal que las variables internas conjugadas pueden agruparse de la siguiente forma,

v

om y" _
0¥ |q®

oa

Donde y” es la variable interna conjugada de la variable interna de dafio m y 9
representa las variables conjugadas de las variables de internas de endurecimiento,

(5.107)

Bases termodinamicas en el campo complementario

La energia libre complementaria por unidad de volumen se puede obtener como una
funcién conjugada de la energia libre primal (ecuacion (5.103)), a través de
transformacion de Legendre-Fenchel ,

T(Gija}?i)zméx{aijgij_T(‘gg/’l’i)}
— .- (5.108)
- [04 (24

T(Uyali)=50ycg/kz(y;z)0kz—5%Kijqj

Donde o, es la nueva variable libre del problema, 2 :{y;’,q;’} representa el

conjunto de variables internas necesarias para controlar el comportamiento del s6lido

sometido a dafio direccionado, compuesta por la variable interna de dafio
o

complementaria y; y de la variable interna de endurecimiento complementaria "/,

. -1 . . . m
K, =K, es el tensor de endurecimiento complementario y C,,(yy) el tensor

constitutivo degradado segun la evolucion de la wvariable interna de dafio
complementaria.

Nuevamente, siguiendo la formulacién de la segunda ley de la termodindmica y
considerando la energia libre complementaria antes formulada, se llega a la siguiente
expresion de la disipacion mecanica,
m:‘P_Gljgij:[_._glj]Gij +%XIZO (5109)
ij i

84]]

Luego de establecer la condicion de Colleman, para garantizar disipacidon positiva,
resultan las siguientes leyes constitutivas, (ver Lubliner 1990),



5.24 Modelos de dafio direccionado

o ow
Ec. constitutiva : & = a—
O — —
= E,=Y 720 Disipacion (5.110)
Variableinterna: Y, = a—g/
oy,

tal que las variables internas conjugadas m=m, y las de endurecimiento o =a, que

aqui intervienen, pueden agruparse de la siguiente forma,

0¥
oy" m
y=] -l Loy (5.111)
oy a
oq”

5.3.4. Regla de flujo

Se acepta que la ecuacion de la disipacion (5.105) =, =Y, y, >0 puede ser escrita

mediante una funcidon convexa del tipo D(y) >0 que depende s6lo de las variables X y

de las variables de estado termodinamicas en un tiempo dado. Se puede definir entonces
el denominado pseudopotencial de disipacion como la siguiente funcion convexa,

o) = j;D(m'c)% (5.112)

A través de la transformada de Legendre-Fenchel es posible encontrar el
pseudopotencial complementario,

B(Y) = méx{Y -1 - (1)} (5.113)

que es la funcion indicadora de un espacio convexo L en el espacio complementario

y permite definir la evolucion de la variable X, mediante la siguiente regla de
normalidad,

con 220 para Y eoL

(5.114)
¥=0 para YelL

donde F =0 y G =0 son las ecuaciones de superficies convexas cerradas en el espacio

complementario.

Particularizando la regla de flujo expresada en Ec.(5.114), al modelo que se presenta
en este trabajo se tiene,
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=0 para F(Y)<0 =0 paraF(Y)<O
. a9y 5.115
" :kﬁGi(Y) para F(Y)=0 :ZaGi(Y) paraF(Y)zO ( )
vy o}

tal que F'y G representan las funciones umbral de dafio y de potencial de dafio
respectivamente.

5.3.5. Funcién umbral de dano

Se proponen las siguientes ecuaciones para F'y G

| | O
F=1’Eyijyij -1=0 ; G=1/5y,.jy,.j—1=0 (5.116)

donde las fuerzas termodinamicas mapeadas se definen como,

)7,-j = Ag/li_/kz = Ag‘/klelmy:z (5.117)

siendo A4, un tensor diagonal de transformacion que contiene el control del

endurecimiento en direcciones ortogonales. Para el caso en que el endurecimiento en
una direccion esté totalmente desacoplado del endurecimiento en las otras direcciones,

el tensor A4, , referido a las direcciones principales de dafio, puede escribirse como,
G =BuCy s By="25.05um5 s Cy=0,0,lom)]?

gkl — Pik>~ 5l > ik _\/E isOksMs > g =Y om, (5118)

Donde E, es el modulo de elasticidad del material en estado virgen, s los valores

principales del tensor de dafio m;y o(m,) es la tensién de comparacion que puede

obtenerse de curvas de respuesta uniaxiales.

Ay, es un tensor que permite preservar la convexidad de la superficie de dafio en el

espacio de tensiones y fuerzas termodinamicas. Expresado en las direcciones principales
de tension, es diagonal y tiene la siguiente forma,

Ay = (0" =1)8,,8 1,81,,8 1,7y + 8,8 1,8,,01,8

Im"m im> jn In~ mn
<0m> =1 sic,>0 " (5.119)
v, =11 ) , Nosumasobre "m
|Gm| =0 sioc, <0

Donde el factor ” representa la relacion entre las resistencias correspondientes de los
umbrales de dafio en compresion y traccion uniaxial.

Convexidad de la superficie de dafio.

Con el objetivo de mostrar distintos aspectos de la superficie de dafio, definida en el
espacio de tensiones, se expresa la ecuacion (5.116) en términos de las componentes de
tension para problemas uniaxiales de traccion y compresion, resultando las siguientes
expresiones,
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2
(o}

15 —1=0 ; Compresién uniaxial (5.120)
(o{m,))

2.2
n-c;

(olm, )Y

m, es la unica componente distinta de la unidad de la diagonal del tensor ij , que

—1=0; Traccion uniaxial (5.121)

permite la transformacion entre el espacio dafiado y el virgen. La tension ©! representa
la tnica componente activa del tensor de tensiones @, por lo tanto es a la vez tension
principal mayor o,>0,(c,=0,=0) en el caso de traccibon y menor

0,<0, (0, =0, =0) en el caso de compresion.

El tensor Z,.jk
tiene la forma mostrada en la Figura 5.7a) en el espacio de tensiones principales. Esta
misma superficie, se representa en el cuadrante negativo del espacio de las fuerzas
termodindmicas principales, siguiendo la ecuacion (5.116) (ver Figura 5.7b). La
superficie de dafio definida por F(y;)=0, en este ultimo espacio, es convexa

, representa la identidad de 4to orden para n =1 y la superficie de dafo,

cumpliendo la hipotesis termodindmica de partida.

—

(=38

LA
=]

0.5 1

Figura 5.7 Superficie umbral de dafio paran =1, representada en: a) el plano de
tensiones principales o, =0 b) en el plano de fuerzas termodinamicas principales.

Para n#1 el tensor Zijk,, definido para asegurar la convexidad de la superficie de

dafio en el espacio de fuerzas termodindmicas, ya no coincide con el tensor identidad.
En la figura siguiente se muestra la superficie de dafio para n=5, en el espacio de
tensiones principales (Figura 5.8a) y en el espacio de las fuerzas termodindmicas
principales (Figura 5.8b), respectivamente
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En la Figura 5.8b), las cuatro curvas dibujadas corresponden a distintas
combinaciones en los signos de las tensiones principales. Es claro, nuevamente, que
para n# 1, resulta F'(y;)=0 convexa.

Figura 5.8 Superficie umbral de dafo paran =5, representada en: a) el plano de

a) b)

-1 ng 0e 04

0.2

0.2

o4

05

Los

tensiones principales o, =0; b) en el plano de fuerzas termodinadmicas principales.
5.3.6. Evolucion del daiio

El factor de consistencia A que define la evolucion del dafio, se obtiene de la
condicidn de consistencia de dafio. Esto es,

. OF |y . Oy
F= Ly +—Lmy, [=0
oy l: oz, T omy, (5.122)

Sustituyendo en esta tltima expresion la regla de normalidad, ecuacion (5.115), se
obtiene el factor de consistencia buscado,

oF 5y{;’ékl+8y§'/iaG 0 = A=-—1
Gyl’;’ ogy omy, 8y;€7; oF oy, oG

(5.123)

5.3.7. Tensor de rigidez tangente

Derivando la relacion constitutiva secante se obtiene:
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O' =C &
ijrs rv ijrs " rs
C =M C M +M_C M =
ijrs ijmn  mnpq” " pqrs ijmn  mnpq” " pqrs
. t
=m m C m m  tm m C mm +
im " jn mnpq  pr jn mnpq " prgs
;=
+m m. C m m +m, m C m m
im " jn  mnpq s jn T mnpg  progs
8G t o~ t aG —~ t
= a m jn mnpqmprmqs +mim a m Cmnpqmprmqs +
yim nj
. o~ GG t o~ 8G
+Alm m_C m +m m._C m
im " jn mnpq m qs im " jn  mnpq  pr m
oy 0
pr sq
Y reemplazando el parametro de consistencia de dano:
Cljrsgls +
m
8F aytu 8
a"oe "o |, - oG —
tu rs t t
- 6F 8G a m mjn Cmnpqmpkm +mtm a m Cmnpqmpkmql +
- yim
m
om,, Oy,
-~ 0G oG
t
mimm_'n Cmnpq m m +m m Cmnpq pk m gkl
oy vy
AT
Cl/rv rs
oG 6G—+ c oG .. 0G| |oF oy
. , — m. m —m m
m jn im m im"" jn~ mnpq m ql pk m Sk m
T ay im aynj ay pk ay Iq ay tu 88
CljrS = Cijrs - oF 0G

amtu aytu

(5.124)

5.3.8. Regla de endurecimiento y evolucion del umbral de dafo.

En este apartado se introduce la definicion de la evolucion del dafio a partir de los
resultados de un ensayo uniaxial y también la modificacion de la forma que sufre la
superficie de dafio debido al dafio direccionado. Para simplificar la interpretacion de los
resultados, se trabaja con el caso de una superficie umbral con n=1.
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Funcion de endurecimiento
Para definir el endurecimiento hace falta conocer la funcion O'(ml) que interviene en
el tensor de mapeo €, de ecuacion (5.118). La misma puede obtenerse a partir de un

ensayo uniaxial. Supongase el caso particular de una funcion de endurecimiento o (¢)
bilineal con pendiente de endurecimiento H como el de la Figura 5.9.

A c A

Oy [T

o

(o] H

Figura 5.9 Curva de endurecimiento uniaxial lineal positivo y negativo

Partiendo de la siguiente igualdad, que representa la ley constitutiva de dafio
uniaxial,

(-d)E ‘g =E¢sie<o,/E .
o=(1- = £ = ) )
LM, =o,t+H(¢-0,/E) sie>0,/E (3.125)
y de la funcidn de endurecimiento bilineal, se obtiene la tension,
m'E o,
o(m)= e (5.126)

m4EO —H(l—m4)

En un caso mas general, para una funcion o(g) cualquiera, la expresion de a(m)
puede obtenerse numéricamente.

Evolucién de la superficie umbral de dafio

Una vez deducida la funcién de endurecimiento, se aborda a continuacion la
evolucion de la superficie umbral de dafio. En particular, interesa estudiar qué ocurre
cuando el material endurece o ablanda en la direccion de carga, y su influencia en el
umbral de dafio en la direccion perpendicular a ésta.

Se considera un material cargado en la direccion principal mayor x1 hasta que el
endurecimiento haga llegar la tension a 1.2 veces el umbral de dafo inicial y se supone
que eso corresponde a m, =0.8. Puede observarse que, para ese estado de carga, de

acuerdo a la ec.(5.115), no hay dafo en las otras dos direcciones.

Si se adopta la definicion dada por las ecuaciones de la superficie de dafo (5.116) a
(5.119) para n=1, se obtiene el grafico de la Figura 5.10 para la superficie inicial
(interna) y degradada (externa).

Puede verse que el endurecimiento en una direccion no afecta al umbral de dafio en
la direccion perpendicular. Esto se debe a la particular definicion del tensor de mapeo

Ay, de ec.(5.118). En realidad, en los materiales existe un cierto grado de acoplamiento

en el endurecimiento entre las distintas direcciones. Este efecto, que es un dato del
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material, se puede tener en cuenta cambiando la definicion de C; de ecuacion (5.118)

por la siguiente,
-2
Cy =8, {ol1-Bym, +B1, detmy ]| (5.127)

Donde 0< <1 define el grado de acoplamiento, cuando es S =0no hay
acoplamiento e /, representa un vector columna cuyos elemento son iguales a 1.

Figura 5.10: Funcion umbral de dafio previo al dafio (superficie interna), y posterior al
dafio, (superficie externa).

5.3.9. Consideracioén de la anisotropia inicial

Para tener en cuenta la anisotropia inicial se introduce una nueva transformacion de
espacios (ver Figura 5.11) (Oller et al 1995, Luccioni 1993). Se supone que existe un
tercer espacio llamado espacio isotropo ficticio no dafiado tal que la ley de dafo referida
a ese espacio es similar a la de un material inicialmente isdtropo. Se pueden escribir
entonces las siguientes relaciones,

B T A
Ojj =Wy W;Op = szklakl (5.128)
T— ~ AT ~ _ ~ ~
O-ij mzkmjlo-kl - mirmjs rs _M[jrsars
(5.129)
c.=M:\¢

Donde o, y &, son los tensores de tension y deformacion en el espacio is6tropo

ficticio no dafiado y m,; es un tensor de transformacion de segundo orden definido

como,

N _ . n _ A AT _ T T
M = My Wy 5 Mg = mym5e = my wi,m'y wg (4-130)

ijrs Js
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w,, es un tensor de transformacién constante que contiene informacion relacionada

con la anisotropia inicial. Referido a los ejes principales de anisotropia, este tensor
puede ser expresado como sigue,

(Gdl/o-d)z 0 0
w=| 0 (ogp/o,) 0 (5.131)
0 0 (0d3/0d ’

Dondeo, es el umbral de dafio en compresion uniaxial en la direccion i yo, es el
umbral de dafio de referencia.

Espacio ficticio no daniado
Espacio daviado real

Espacio isotropo
ficticio no

Figura 5.11: Correspondencia entre el espacio dariado real, el espacio ficticio no-
daniado, y el espacio isotropo ficticio no daniado.

El tensor secante puede escribirse también como,

A A A

- N Y
Cijrs = Mijklcklmannrs =mym; Ck[mnmmrmns (5 132)
Donde,
S 1T T, -l
Cklmn - ykl Clj)”S Wmnrs - ik W Cz]rs Winr Whs (5 1 33)

En este caso se elige como variable interna al tensor m, y las fuerzas
termodindmicas conjugadas resultan:

)’;“ —_ o¥ - 1 e aCklpq L 1 a(mkr’,’/lls rsmn Amp A;q) (5134)
ij

= K~ €pg == ~ €k
om; 2 om,. ™ 2 8m,~j P

ij ij
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La funcion umbral de dafio se expresa entonces como F'(y),

ﬁzm_lzo (5.135)

Donde las fuerzas termodindmicas mapeadas y, se definen como,

~

Yij = Aijkl)jkl = Ay Apars Vrs (5.136)

En Figura 5.12 se presenta la superficie umbral de dafio en el espacio de fuerzas
termodindmicas y en el espacio de fuerzas termodinamicas isotropo ficticio para para
n=5y (6,/0,)=025;(c,/0,) =(c,/c,) =1. Las cuatro curvas dibujadas en
cada caso corresponden a diferentes combinaciones de signos de las tensiones

~m

principales. Es claro que F(y;/) =0 resulta convexa para n#l.

En Figura 5.13 se representa la misma superficie de dano en los espacios de
tensiones real e isotropo ficticio. Esta figura muestra claramente el papel que juega la
transformacion introducida en ecuacion (48) cuando m,; =5, (umbral de dafio inicial).

La regla de evolucion para el tensor de dafio de segundo orden resulta en este caso,

C =iﬁ§—)wﬂj it Fly)=0 (5.137)

My; = Mg W e ik

J
=0 if F(§)< 0

La ecuacion (5.137) muestra que la direccionalidad en el dafio es causada no solo por
la carga sino también por la anisotropia inicial.
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wrl
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Figura 5.12. a) Superficie umbral de dafio en el espacio de las fuerzas
termodinamicas (n=5), b) Superficie umbral de dafio en el espacio de fuerzas
termodindmicas isotropo ficticio (n=5).
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=300 25 20 -1x -0 -5 _ 5

Figura 5.13 Superficie umbral inicial de dafio en el espacio de tensiones
principales (interna) y en el espacio de tensiones principales is6tropo ficticio (externa)
(n=5)

5.3.10. Implementacién numérica

Se utiliza un algoritmo de tipo retorno mapeado para la integracion de las ecuaciones
constitutivas de dafio. Se linealiza el umbral de dafio entre dos iteraciones consecutivas
y a partir de alli se obtiene una forma de actualizar iterativamente las variables del
problema. Si k-1 y k son dos iteraciones consecutivas en el proceso de iteracion de la
ecuacion constitutiva, la funcion de dafio en la iteracion k puede escribirse como:

oF
Fe=Fq+| — (Ami/)k =0 (5.138)
7 )k
oF oG
F,=F_ + — A4 =0

k-1 k-1
De esta ultima ecuacion se puede obtener el factor de consistencia de dafio como:

Fk—l

[(y:J [an] (5.140)
8m"f k-1 8y;’ k-1

Con el factor de consistencia de dafio se puede actualizar el tensor de dafio y el
tensor de tensiones.

Ak =
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oG

(mij)k - (mif)k—l + 44 @ . (5.141)

(mir )k (m ;’s )k Erstu (m ip )k (mtth )k gpq

—_
Q
=:
=
Il

(5.142)

Este proceso se repite en forma iterativa hasta lograr convergencia o sea hasta que se
cumpla la condicion de dafio. A continuacidon se esquematiza el algoritmo de
integracion de la ecuacion constitutiva en cada punto de integracion, para el caso
particular de materiales inicialmente isotropos.

1) Obtencién del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacién de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

Ag’ = ; (Au

q

+Au'ﬁ)
Jl

n
i,j

-1
e =" +Ag”
y y y

3) Inicializacién de variables para el predictor elastico £ =0

n -1
(mij )0 - (my)ﬂ
n t V) t V' n
(O-ij ): = (mir )o (mjs )o Crslu (mtp )0 (muq )o gpq
4) Obtencion de las direcciones principales de dafio a partir de “tensor de dafio de segundo orden” m,
(ay_ )k = cos(x,, x_/_)
5) Rotacién de los tensores de tension y de deformacion a las direcciones principales de dafio

6, =l o, Sl ) 5 ) =l e, S e, )

6) Evaluacion de las fuerzas termodinamicas : (ylfj’?)” ; (;UK ; ()N/,]K en las direcciones principales de
dafio

7) Verificacion del umbral de dafio
Si F [(}U ):} <0  comportamiento elastico — 15)

8) Evolucion del dafo k=k+1

9) Evaluacion del pardmetro de consistencia de dafio 44, :

F

DeF, =0 = Al =— e
OF | | 06
om; . 6y;"
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10) Obtencion del incremento del tensor de segundo orden de dafio en las direcciones principales de
dafio

n

oG
8y;

(An%ij )k =AZ,
k-1

11) Rotacién del incremento del tensor de segundo orden de dafio a las direcciones globales de
referencia:

(Amlj)z = airajs (Ar;/lrs )k
12) Actualizacion del tensor de segundo orden de dafio:

(mij )k - (ml/ )k—l + (Amij )k
13) Actualizacion del tensor de tensiones

7 n [ - n t ' n
ol =m )\m | C \m m &
i/ ir/k Js Ty rstu ip uq /y — pq

14) Fin del proceso de linealizacion — 4)

15) Definicion de los tensores de tensién, de dafio y de rigidez secante correspondientes al incremento
de carga: (Gij )n = (Gz'j )Z : (mij )n = (mij )Z : (Ciqu )n = (m, )Z (mjb ): C (m,,, )Z (m;q )Z

16) Evaluacion del tensor constitutivo tangente

(C";rv)N = [Cijrs

G ot om G e wt C 06 it om 0G| | OF W
oy "t g [ i o gl T i ol i o e,
oG
Omy, Oy,

17) Fin del proceso de integracion de la ecuacidn constitutiva.

5.3.11. Ejemplos de verificaciéon

a) Carga y descarga en dos direcciones ortogonales

Un problema de interés practico es la influencia en la respuesta uniaxial de una carga
y descarga uniaxial previa en la direccién ortogonal. A continuacion, se muestran los
resultados obtenidos para un material inicialmente is6tropo, cuando se lo carga en una
direccion, se descarga y luego se vuelve a cargar en la direccion perpendicular a la
primera carga como se indica en la Figura 5.15. En este ejemplo las direcciones
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principales de dafio coinciden con las direcciones principales de tension y el tensor de
dafio m,, , referido a las direcciones principales, resulta diagonal.

7

El material a estudiar tiene las siguientes propiedades: modulo elastico inicial
E,=35000 MPa, coeficiente de Poisson 1=0.2, endurecimiento lineal H=5000 MPa,
umbral inicial de dafio en compresion o, =30 MPa, relacion entre umbrales de dafio en

compresion y traccion uniaxial n=10, acoplamiento direccional £ =0.
1* Carga 2? Carga

72 v

1? Carga
€ ;ﬁ | o,

Figura 5.14: Historia de carga en el espacio de tensiones principales o, =0

0,

- |«

2* Car

o,
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€1 T &

Figura 5.15: Curvas tension-deformacion correspondientes a la primera y segunda etapa
de carga respectivamente
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En la Figuras 5.15 se presentan las curvas tension-deformacion correspondientes.
Puede observarse que el material pierde rigidez en la direccion de la carga pero no en la
direccion perpendicular.

En la Figura 5.16 se presentan las curvas umbrales de dafo en las distintas etapas del
ensayo en el espacio de tensiones principales. Se observa nuevamente que se produce un
endurecimiento direccionado del material, en la direccion de carga y no en la direccion
ortogonal, lo cual es coincidente con f =0.

=30

Figura 5.16 Curvas umbrales de dafio: inicial (interna), después de la primera etapa de
carga (intermedia) y final (externa), en el espacio de tensiones principales

b) Rotacion de las direcciones principales de tensién

Para analizar el comportamiento del modelo de dafio direccionado propuesto bajo
condiciones de carga generales se realiza, a continuacion, el ensayo numérico propuesto
por Willam que ha sido utilizado por otros investigadores para probar modelos de dafio
y fisuracion.

El ensayo consiste en dos etapas de carga. En la primera etapa de carga se aplica una
tension uniaxial en la direccion x hasta alcanzar el umbral de dafio. En la segunda etapa
se aplican incrementos de deformacion ¢ ., ,¢,, en las proporciones 1,1.5,1,

manteniendo las componentes de tension o =7, =7,=0. La historia de

deformacion se muestra en la Figura 5.17. La segunda etapa de carga corresponde a una
extension en las direcciones x e y acompanada de una rotacion de las direcciones
principales de deformacion.

Las propiedades del material son las siguientes: modulo elastico inicial: £,=107 kPa,
coeficiente de Poisson: v=0.2, umbral inicial de dafio en traccion: o, =104 kPa, energia
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de Fractura: G=15 kPa m, relacion entre umbrales de dafio en compresion y traccién
uniaxial: n=1, acoplamiento direccional: [1110.5. El comportamiento del material en
traccion uniaxial estd caracterizado por un ablandamiento exponencial como el de la
Figura 5.18.

5.E-03
4.E-03 -
3.E-03
2.E-03
/ gx
1.E-03 / — & i
e y
0.E+00 - & 8

0.E{+00 1.E-03 2.E-03 3.E-03 4.B-03
-1.E-03

Strain

Strain gy

Figura 5.17. Historia de deformaciones prescripta

1.E+04 -
8.E+03 ~

6.E+03 -
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2.E+03

0.E+00 ‘ \ \ \
0.E+00 1.E-03 2.E-03 3.E-03 4.E-03

Strain

Figura 5.18. Respuesta en traccion uniaxial

En las Figuras 5.19 y 5.20 se muestra la variacion de las componentes de tension que
se obtiene con un modelo de dafio escalar explicito y con el modelo de dafio
direccionado presentado para la historia de deformacion indicada en la Figura 5.17. Es
clara la diferencia entre la respuesta del modelo de dafio escalar y el modelo de dafio
direccionado. La anisotropia inducida por el dafo es importante cuando la falla se
produce por extension multiaxial, como en los problemas de corte-traccion.
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Las curvas obtenidas con este ultimo modelo tienen el mismo aspecto que las
obtenidas por Carol et al (2001a, 2001b), evidenciando inversion en el signo de las
tensiones tangenciales y sustancial aumento de la tension en la direccidn y respecto del
modelo de dafio escalar.

1.E+04 /\
8.E+03 / \ o
6.E+03 ' — %
/ O\ ’
% Xy
4.E+03 / \ ------- o‘1 JR—
0.E+00 = .

0.E+00 1.E-03 2.E-03 3.E-03 4.E-03

Stress [kPa]

Strain ¢,

Figura 5.19. Evolucion de las componentes de tension en funcion de la deformacion ¢,

obtenida con un modelo de dafio escalar

1.E+04 -

8.E+03

6.E+03

4.E+03

Stress [kPa]

2.E+03

0.E+00 -

0.Ex00 1.6-03 2.%-03 3.E-03 4.E-03
-2.E+03 -

Strain g,
Figura 5.10. Evolucion de las componentes de tension en funcion de la deformacion ¢,

obtenida con el modelo de dafio direccionado propuesto.

En la Figura 5.21 se muestra una comparacion con los resultados obtenidos por Carol
et al (2001a, 2001b) para el mismo ensayo, donde es claro que los resultados son
similares.



MECANICA DE DANO CONTINUO

5.41

Stress [kPa]
S
m
+
o
w

2.E+03 |
0.E+00 freeeed ielloiote Smm SRS
0.E#+00 1.E-03 2.%-03 3.E-03 4.E-03
-2.E+03 -
Strain ¢,

o, Direct
o, Direc
7, Direct
o, Carol
o, Carol
(2 Carol

Figura 5.21 Comparacion con los resultados obtenidos por Carol et al (2001a, 2001b)

En la Figura 5.22 se muestra la evolucion de los angulos entre el eje y la direccion de
maxima tension, deformacion principal y dafio principales obtenidas con el modelo de
dafio direccionado y su comparacion con los correspondientes a un modelo de dafio
escalar. Es claro que, en contraste con lo que ocurre con el modelo de dafio escalar que
es isotropo, el modelo de dafio direccionado conduce a direcciones principales de

tension no coincidentes con las direcciones principales de deformacion.

120
Principal stress direction
100 - (direct. dam.)

80 - = = = Principal damage direction
£ (direct. dam.)

60 - L S
=) Principal stress direction
% 40 5000000000 (scalar damage)

o
< 092 cmmme .. o  Principal strain direction
20 A 4 o~ =
0 (o] Q 9 - T
_9(9&:00 1.0E-03 2.0E-03 3.0E-03
Strain g,

Figura 5.22 Evolucion del dngulo entre el eje x y las direcciones principales de tension,

deformacion y dafio

La Figura 5.23 muestra la evolucion de las componentes del tensor de dafio de
segundo orden m; y su comparacion con el valor diagonal ~/1—d correspondiente al

caso de dafio escalar.



542 Modelos de dafio direccionado

1.0 M
0.8 m
— W

> 0.6 -
g m
2 04 - w
g 0
£ 02 - - --+/1-d Scalar damage

0.0 ‘ ‘ ‘

0.E{+00 1.E-03 2.E-08 3.E-03 4.E-03
-0.2

Strain gy

Figura 5.23 Evolucién de las componentes del tensor de dafio de segundo orden

5.3.12. Ejemplo de aplicacion. Traccion combinada con corte en hormigén

Se presentan en este punto los resultados de la reproduccion numérica de los ensayos
de Van Mier et al (1991) que sometieron especimenes de hormigén como el de la Figura
5.24 a traccion, corte por traccion, corte por compresion y traccion combinada con
corte. La Figura 5.25 ilustra la malla de elementos finitos utilizada. Para el material se
utilizé un modulo de elasticidad inicial £,=30000 Mpa, coeficiente de Poisson [1=0.2,
umbral inicial de dafio en compresion uniaxial o, =30 Mpa, relacion entre umbrales de

dafio en compresion uniaxial y traccion uniaxial n = o, /o, =12.1, energia de fractura
G, =0.1kN/m, acoplamiento direccional f=0.4 y ablandamiento exponencial.

La Figura 5.26 representa la fuerza de traccion P versus el desplazamiento relativo ¢
para el ensayo de traccidon uniaxial. Se presentan los resultados experimentales y los
obtenidos con un modelo de dafio escalar y con el modelo de dafio direccionado. Es
claro que los resultados obtenidos con ambos modelos son similares a los resultados
experimentales.

En la Figura 5.27 se presentan los resultados correspondientes a los ensayos de corte.
No se dispone de resultados experimentales para los ensayos de corte por traccion y los
correspondientes a corte por compresion no llegan hasta la rotura total. Como en el caso
de traccion, los resultados de los dos modelos de dafio son similares a los
experimentales.
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Figura 5.25. Especimenes ensayados por Van Maier et al
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Figura 5.25 Malla de elementos finitos

Finalmente, se estudia la influencia de la fisuracion previa por traccion en la
resistencia al corte. Los especimenes son sometidos primero a traccion con control de
desplazamientos hasta una determinada apertura de fisuras, y luego descargados hasta
P=0. Seguidamente se les aplica una carga de corte en traccion manteniendo P=0. Esto
permite que las fisuras puedan abrirse durante el corte.

La Figura 5.28 muestra la resistencia al corte como funcién de la apertura de fisura
alcanzada en el ensayo de traccidon previo, obtenida en los ensayos y con ambos
modelos de dafo comparados. Es claro que el modelo de dafio escalar conduce a una
caida abrupta de la resistencia al corte, proporcional a la caida de la resistencia a
traccion alcanzada en el ensayo previo, mientras que el modelo de dafio direccionado
sigue aproximadamente la tendencia de los resultados experimentales.
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Figura 5.28 Efecto de la fisuracion previa en la resistencia al corte

5.3.13. Comentarios finales

El modelo de dafio direccionado estd basado en la existencia de un espacio ficticio no
dafiado cuyas variables estan relacionadas con las correspondientes al espacio dafiado
real a través de una transformacion cinematica. Esto permite la utilizacion de programas
computacionales originalmente desarrollados para simular deformaciones finitas y hace
directa la extension a materiales inicialmente anisétropos y dafio anisotropo en grandes
deformaciones.

La transformacion de espacios definida estd basada en una interpretacion fisica del
dafio como una reduccion del area efectiva, extendida al caso de dafio direccionado.
Esta interpretacion fisica del dafio permite definir el dafio direccionado a través de un
tensor de segundo orden de dafio simétrico y conduce a un tensor de rigidez secante
simétrico. El tensor de dafo resulta similar a las simetrizaciones propuestas por otros
autores (Carol et al 2001a,2001b, Voyiadjis 2000).

Las ecuaciones basicas del modelo que definen el umbral de dafio y su evolucién
fueron derivadas de la termodindmica de los procesos irreversibles.

La integracion de las ecuaciones constitutivas resultante puede realizarse con un
algoritmo de tipo retorno mapeado.

Los ejemplos de aplicacion presentados muestran la capacidad del modelo para
predecir dafo direccionado, no s6lo en problemas de carga proporcional sino también
en problemas que involucran una marcada rotacion de las direcciones principales de
deformacion. Los resultados obtenidos son similares a los presentados por otros autores
a partir de modelos basados en hipétesis diferentes.
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6. Modelos de dano

unilateral

6.1. Introduccion

El caracter unilateral del dafio est4 relacionado con el hecho de que el dafo, si bien
es irreversible, puede estar activo o inactivo dependiendo de las condiciones de carga.
En muchos materiales la reduccion de la rigidez en traccion es debida al desarrollo de
microfisuras y se ha confirmado experimentalmente que la reversion de la carga puede
cerrar dichas fisuras, con la consiguiente recuperacion de rigidez.

El comportamiento mecéanico que puede ser descrito con un modelo de dafio
unilateral se ha esquematizado en la Figura 6.1.

Figura 6.1. Esquema del comportamiento elastico en traccion-compresion con dafio y
una condicion unilateral

e Las zonas 0A, B0, 0C, DO corresponden a un comportamiento elastico, antes
o después de ocurrido el dado.
e Laszonas ABy CD corresponden a la evolucion del dafio.

e La descarga después del proceso de dafio es lineal elastica con una rigidez
reducida.

e La condicién unilateral aparece durante la descarga cuando £ =0 (o o =0)



6.2 Modelos de dafio unilateral

e Cuando se carga en traccidn, se descarga y se carga en compresion, se
recupera la rigidez inicial, correspondiendo esto a la presencia de dafio
inactivo.

6.2. Condiciones que deben cumplir los
modelos de dano unilateral

6.2.1. Capacidad para simular simultaneamente dano unilateral anisétropo

Chaboche (1992, 1993) revis6 la capacidad de varias teorias, basadas en escalares,
vectores, tensores de segundo y cuarto orden para modelar anisotropia y recuperacion
de rigidez en materiales fragiles inicialmente isétropos como el hormigon y concluy6
que la mayoria de estos desarrollos eran incapaces de describir simultaneamente el
caracter anisotropo del dafio que esta relacionado con la direccionalidad de la historia de
carga pasada y el cardcter unilateral de dafio, correspondiente al posible cerrado de
fisuras bajo cargas de compresion.

Un modelo de dafo unilateral para materiales fragiles del tipo del hormigon debe
tener capacidad para describir:

La diferencia en el proceso de dafio bajo cargas de traccion y de compresion.

El cambio de rigidez eléstica cuando las tensiones principales (o deformaciones)
cambian de signo (condicion de dafio unilateral).

Es conveniente ademds que los modelos satisfagan dos condiciones adicionales:
simetria de la matriz de flexibilidad y continuidad de la respuesta cuando se producen
condiciones unilaterales.

6.2.2. Conservacion de la energia (Carol 1996, Cormery 2002)

Por otro lado, Carol (1996) remarcod que, debido a la naturaleza no disipativa del
fenomeno de apertura y cerrado de microfisuras para un dado estado de dafo, la
formulacion de la recuperacion debia, de acuerdo a la hiperelasticidad, derivarse de un
potencial bien definido de manera que la energia se conserve en ciclos cerrados de
carga. Propuso una forma, basada en el calculo de la disipacion espuria para verificar el
cumplimiento de esta condicion y demostré que la mayoria de los modelos de dafio
unilateral encontrados en la bibliografia, basados en operadores de proyeccion, se
comportan bien en el caso de dafio escalar pero exhiben disipacion espuria cuando son
utilizados para simular dafio anisétropo.

La conservacion de la energia debe ser analizada para un dado estado de
microfisuracion e historias de carga que producen la apertura o cerrado de estas
microfisuras sin producir fisuracion adicional (dafo adicional). Bajo estas condiciones,
para carga no proporcional, se obtiene, en general, una respuesta no lineal debido al
caracter unilateral del dafio. Sin embargo, como el dafio no se propaga, la energia debe
conservarse en ciclos cerrados de carga. Carol (1996) propone la siguiente forma para
calcular la disipacion espuria para un ciclo de carga en modelos de dafio unilateral:
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1 .
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d=cte

De esta manera la verificacion de que ¥ es un potencial bien definido se reduce a
verificar que =7 =0

A continuacidon se presentan algunos modelos de dafio unilateral existentes en la
bibliografia y se analizan estos aspectos.

6.3. Modelo de dano unilateral con

variables escalares (Mazars and Pijaudier Cabot 1989)

Este modelo supone que el material es elastico fragil. Utiliza dos variables de dafio
D, y D, para tensiones de traccion y de compresion respectivamente. Para tener en
cuenta la condicion unilateral en las tensiones, se introduce una descomposicion del

tensor de tensiones en una parte positiva o, y una parte negativa o, , tales que

o, =0, +0, , definidas como sigue en las direcciones principales de tension:

(o) 0 0 (~o,) 0
[a* ]: 0 (o, 0 [a‘ ]: - 0 (-0, 0 (6.2)
0 0 (o) 0 0 (-0,

La energia libre complementaria se escribe como:

2 %{EUUI_D,)[(W)G;G; o) s

! [(1+v0 )U;a; —v°(- Tr(a)>2]}

+—
E (1-D,)

(6.3)

De donde se obtiene la ley constitutiva secante como:
0¥ 1
& = -
oo, E°(1-D,)
1 o - o
[(1+ v )Jz:f —v°(= T’”(U)>5ﬁ]

+ -
E°(1-D,)
Las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables de dafo estan dadas por:
2 '
¥ - 0 ¥ - 0
‘oD, © oD,

(1+v ) —vo(Tr(e))5, |+

(6.4)

(6.5)

De manera que la disipacion debida al dafio se escribe como:
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E'=YD +YD, (6.6)
La superficie de carga se expresa como un criterio doble:

gt(gijaD;):Yt —Kt(D,)SO

gc(gg]'aDc)ZYc—Kc(Dc)SO (67)

La figura 6.2. ilustra la forma de la superficie de carga en el espacio de tensiones
principales o, =0. En la misma K| = 2E"(1—Dt )Kt y K] = 2E°(1—DC)KC

[ Fe [ ]
1 W .

i
3
1
i
I
i
[i

[}
.ll_! ™
( Y w ay
L
--'li!t

Figura 6.2. Superficie de carga para el modelo de dafio unilateral con dos variables
escalares en el espacio de tensiones principales o; =0.

Este modelo de dafio no puede reproducir anisotropia inducida por dafio. Sin
embargo, es simple, conduce a un tensor de flexibilidad secante simétrico y garantiza la
continuidad de la respuesta de deformacion para cualquier historia de tension.
Tratdindose de un modelo de dafio isotropo no da lugar a la generacion de energia
espuria (Carol 1996).

El modelo de Oliver et al (Faria et al 1998) descrito en el capitulo 7 es también un
modelo de desactivacion del dano con dos variables escalares, basado en una
descomposicion espectral del tensor de tensiones, pero derivado a partir de la energia
libre en lugar de la energia libre complementaria.

6.4. Modelo de Dano Anisoétropo (Ju 1989)

Este modelo utiliza como variable interna un tensor de dafo de cuarto orden. La
particular eleccion realizada por Simo y Ju (1987a) es considerar al tensor de rigidez
mismo como variable interna.

La densidad de energia libre se escribe entonces como:
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5”:15 C. & (6.8)

PR
La expresion secante y las fuerzas termodindmicas conjugadas resultan:

_o¥ _C v - oY 1
O, _gy =Cutu i = acijk[ - Egijgkl (6.9)

El efecto unilateral de apertura y cerrado de microfisuras se introduce a través de una
descomposicion espectral del tensor de deformaciones:

3 . .
£y = D EMM, (6.10)
i=1

Donde ¢; es la i-ésima deformacion principal y n, , en este caso, representa un
vector en la direccion principal de deformacion i.

Se definen los operadores de proyeccion espectral siguientes:
: i i + : [
Ou=2mn Q=2 H(g)mn (6.11)
i=1 i=l
Donde H es la funcidon escalon tal que: H(s;)=1 para ¢, >0 y H(g,)=0 para
g <0.
El tensor de proyeccion positiva de cuarto orden se define como:
Pi;d = Q;Q;;Qkanb (6.12)
De manera que:
g, =P.&, (6.13)

Con esta notacion, se define la pérdida del tensor de rigidez total como:

d o

Cijkl = Cijkl - Cijkl (6.14)
Y la pérdida de rigidez activa y el tensor de rigidez activo como:
dact + d + act o dact
Cijkl = B’jrs Crqu P pakl Cijkl = Czjkl - Cijkl (6.15)

La relacion tension-deformacion secante se expresa entonces como:

act
o, = CW £, (6.16)
act o + o +
C[jkl = Cj/kl - Ijijrs (Crqu - Crqu )P pakl (6 1 7)
La superficie de carga de dafio est4 definida por la funcion :
g=G{,)-r=<0 (6.18)

Donde r depende de la historia de carga. El proceso de dafio esta caracterizado por
las siguientes ecuaciones de evolucion irreversibles:
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: . Og
Cou ==H 5 (6.19)

ijkl
Y las condiciones de carga/descarga estan dadas por
420 g<0 ug=0 (6.20)

Para una dada historia de deformacion el tensor de rigidez dafiado hace méaxima la
disipacion.
Para incluir adecuadamente el tensor Y, en la funcién de dafio G se define una

medida caracteristica del dafio & tal que:

08w
a Y Pijrs Crqu qukl (62 1)
ijkl
Lo que lleva a
1
E= 5 —&; Cuklg,d (6.22)

Entonces la ecuacion (6.18) se rescribe como:

g=G(&)-r<0 (6.23)

Llamando H =0G /8¢ y 7= fiH , se observa que 7 = EH en el caso de carga en

dafio y, entonces se obtiene x=¢& y la ecuacion de evolucion del tensor de rigidez
secante resulta:

+

l/kl _é:H})l/rv rspq~ pqkl (6 . 2 4)
Se puede verificar que la disipacion resulta siempre no negativa:
E - TF( ljklcklrs) gngs lqug;)—q 20 (625)

Esta teoria es capaz de reproducir anisotropia inducida por dafio en el caso en que los
signos de las deformaciones principales son distintos. Sin embargo, en el caso en que
todas las deformaciones principales son positivas, el tensor de proyeccion positiva de

cuarto orden Py, se reduce al tensor identidad de cuarto orden y la isotropia inicial del
tensor secante se preserva. Esto hace que la anisotropia inducida por el modelo sea
insuficiente.

Se puede verificar que el tensor de rigidez secante activo C;,f,’ resulta siempre
simétrico. Sin embargo, se observa una discontinuidad en la respuesta en tensiones
cuando, por ejemplo, ¢, >0 y & cambia de signo.

La superficie de carga es continua y convexa en el espacio de deformaciones como
se ilustra en la Figura 6.3. En dicha figura K~ [(1+v Xl 2v° )/E”( ) y
G(§)=¢.

Se puede introducir un segundo criterio de dafio para cargas de compresion:
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g =G (& )-r <0 (6.26)
De manera de poder escribir la evolucion del dafio como:

C =-E'H'P'C° P ~EH P C' P (6.27)

ikl — ijrs ~ rspq” pqkl ijrs ~ rspq” pqkl

=

Figura 6.3. Superficie de carga en el espacio de deformaciones principales &, =0 para el
modelo de dafio unilateral de Ju (1989)

Se puede probar que si se particulariza este modelo para el caso dafio isotropo, la
disipacion espuria es nula. Sin embargo, en el caso general de dafio aniso6tropo puede
generar disipacion espuria bajo ciertos caminos de tension o deformacion con rotacion
de las direcciones principales (Carol et al 1996).

6.5. Modelo de daino anisétropo y unilateral

(Chaboche 1995)

Chaboche propuso una condicion unilateral para dafio activo/pasivo. Si se combina
esta condicion con la ecuacion de evolucion del dafio anisotropo, se obtiene una
herramienta poderosa para describir anisotropia inducida por el dafio en materiales
inicialmente isotropos bajo historias de carga no proporcionales complejas.

6.5.1. Conceptos basicos

Supdngase que se conoce el comportamiento danado actual para condiciones de dafio
totalmente activas, definido por el tensor de rigidez dafiado: C;;; o el cambio respecto al
tensor de rigidez original C ;’k, =Ch —Ciu

Considérese un vector unitario n, en una direccion principal de dafio. El dafo se

considera activo en esa direccion si la deformacion normal &, =n,&;n; asociada con esa
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. .y .. . .y . . d
direccién es positiva. Si la deformacion &, es negativa, el cambio C;; debe

iiii
desaparecer.

Extendiendo este razonamiento a tres direcciones ortogonales correspondientes a las
direcciones principales de dafio, el tensor de rigidez activo se puede escribir como:

Cle = C nZ ulnlp e P (o -c. )P (6.28)

Donde P,

mn

=ninin'n', H es la funcién escalon y 7 es un coeficiente
fenomenologico del material. Es facil de verificar que en el caso en que 77 =1, si se
escribe el tensor de rigidez activo en las direcciones principales de dafio, los términos
son iguales al del tensor de rigidez secante Cj; = C,,,, salvo aquellos correspondientes
a deformaciones normales negativas en los que el coeficiente es reemplazado por el del

tensor de rigidez inicial C; =C?

iii i *

Una propiedad importante de la condicion de unilateralidad asi definida es que s6lo
afecta a los términos de la diagonal del tensor de rigidez. El hecho de que los términos
fuera de la diagonal no resulten alterados bajo la condiciéon unilateral de dafio
activo/pasivo es la clave para preservar la continuidad de las respuestas en tensioén o
deformacion bajo cualquier historia de carga. El coeficiente material 7 que varia entre

0y 1, permite describir el dafio residual para condiciones de carga en compresion.

6.5.2. Direcciones principales de dafio

En los desarrollos anteriores las direcciones n’] , llamadas “direcciones principales de

dano” no estan determinadas.

Si el modelo esta escrito en el espacio de deformaciones principales, los n’/ son

coincidentes con las direcciones principales de deformacion.

Otra forma natural de definir las direcciones n; es usar las direcciones principales

del tensor de dafo de segundo orden.

En el caso de utilizar un tensor de dafio de cuarto orden como en el modelo
desarrollado por Chaboche, la definicion no es tan simple desde el punto de vista
matematico. Utilizando un razonamiento fenomenologico, se define como ni la
direccion que hace minimo el mddulo de Young efectivo en traccidon uniaxial. La
segunda direccion nj2 se define como aquella que hace minimo el mismo mdédulo en un

plano ortogonal.

6.5.3. Comportamiento elastico activo

Se considera que el dafio puede ser expresado a través de un tensor de cuarto orden
Dijkl simétrico. Este tensor describe el comportamiento del material bajo condiciones
de carga totalmente activas.
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En el caso en que todas las deformaciones principales sean positivas, el tensor
elastico secante se expresa como:

Cou = ; [(I i =Dy Jori + o (I skt ™ Do )] (622B)
La energia libre se escribe como:
Y= ;gycij,j; &, (6.30)
De donde resulta:
oy = Zf =Cluu (6.31)
ij

Y la fuerza conjugada asociada al tensor de dafio Dijkl

act
8 yj _ 1 8C‘pqrs &

P (6.32)
M- ep, 2 "™aD,
6.5.4. Superficie de carga
Se define el siguiente criterio de dafio:
g(¥,,.6,,0) = y=r(8)=TrlQ,, Y, )-r(5)<0 (6.33)

O, s un operador de cuarto orden que puede depender del estado de deformacion

actual y que, como se vera mas adelante, indica la direccioén de crecimiento del dafio, o
representa una medida escalar del dafio y (o) es el umbral de dafo actual asociado a la

misma.
Suponiendo la regla de normalidad para las ecuaciones de evolucion del dafio:
: . 0g . : .0g . . .
D, =u = Oy,  O=—H H = Dy, =00, (6.34)

EI

Debe notarse que las relaciones de Kuhn Tucker son tenidas en cuenta mediante el
hecho de que r es el maximo valor alcanzado en la historia pasada por y =T r(Qijk,Yk,m ),

esto significa que 6 =0si g <0 vy, en caso contrario, se tiene o > 0.

La disipacion resulta:

d oY -

- _aTDiikl = Tr(Yijleklrs ): Tr(Qz’fleklrs)S - yé‘ =0 (6.35)

ijkl

—
-
—_
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6.5.5. Direccion de crecimiento del dano

De acuerdo a la ecuacién (6.34), la direccion de crecimiento del dafio estd dada por
el tensor O, que se define como:

K
2

&
eq

Qijkl (¢,)=010-0)1 g T F;jkz (¢,) (6.36)

Donde ¢, es una norma del tensor de deformaciones, por ejemplo su segundo

: . 1/2 ’ o g o . .,
invariante ¢, = (gij gij) . El parametro & se utiliza para describir tanto una situacion de

anisotropia completa £ =1 como el caso limite de dafio isétropo & =0. El tensor de
cuarto orden /7, se define en el espacio de deformaciones principales como:

anpq@m):ii{[(nimzvi’;)wzq]ﬂ(ef')—cN,if;nNZqH(—af)}H(e")e"af (6.37)
prgem
[a b b 0 0 0 ]
b ab 0 0 0
NY =n'n e L 0 0 (6.38)
S 10 0 0 2a-b) 0 0 '
000 0 2a-b) 0
00 0 O 0 2(a-b)

La forma de este tensor de constantes materiales se elige de manera de poder
representar la evolucion de dos estados de microfisuracion de materiales fragiles (Ver
Figura 6.4):

e Isotropia transversal plana, donde las microfisuras crecen aleatoriamente en
planos perpendiculares a la maxima deformacion positiva. Este caso es
representativo de traccion uniaxial.

e Isotropia transversal cilindrica, representativa de la compresion uniaxial,
donde las fisuras estan distribuidas aleatoriamente con sus normales
perpendiculares a la direccion de la deformacion de compresion.
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PTI X, 4_\
=N = =n

X3

¥

(b}
(a)

Figura 6.4 Dos disposiciones de fisuras. a) Isotropia transversal plana producida por
o, > 0,0, =03 =0 b) Isotropia transversal cilindrica o, <0,0, =03 =0

Para este modelo no se puede asegurar que la disipacion espuria sea nula bajo
cualquier historia de tension. La disipacion espuria correspondiente vale:

E7 = 7751]2[—]( )Pykl( klm Cl?lm )Prqu pq (6'39)

Como se vera mas adelante, sdlo se puede asegurar que la disipacion espuria es nula
. .. 0 , ..
cuando el cambio de rigidez (C s —C ,d,,s) es ortotropo pero no en condiciones generales

de anisotropia como las que podrian surgir de las ecuaciones de evolucion del dafio de
este modelo para historias de carga no proporcionales.

6.6. Modelo de dano escalar unilateral

(Martin 2001)

6.6.1. Bases termodinamicas

Este modelo surge de una generalizacion del modelo de dafio escalar explicito al que
se incorpora la condicion de dafio unilateral propuesta por Chaboche (1995), extendida
para considerar dafio en compresion.

Para pequefias deformaciones y problemas térmicamente estables, la energia libre se
escribe como una funcion cuadratica:

W = ; [ C,j,f;gkl] (6.40)
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donde C, (B) =f(B)C, es el tensor constitutivo secante afectado por la

evolucion de las variables internas de dafio. Se propone para el mismo la siguiente
expresion:

C;’;ﬁf =(1-d" —-d’ )Cykl
+ 52 H [ﬂ”( LA )]Pl/mn (d C'?"lpq )P pakt + (6.41)

+n ; H [_ r (])r(:tu tu )]Pljmn (d C’(')mpq ) Pollikl

Donde d* es la variable interna de dafio en traccién y ¢ es la variable interna de
dafio en compresion, que pueden variar entre 0 para el material virgen, no dafado, hasta
1 para el material completamente dafiado, en traccidon y compresion respectivamente.

Tomando d~ =0se obtiene la forma propuesta por Chaboche para el tensor secante.

C; es el tensor constitutivo del material virgen, & tiene en cuenta la influencia del

dafio en compresion en un proceso de traccién y 7 tiene en cuenta la influencia del
dafo en traccion en un proceso de compresion. Ambos son parametros materiales que
deben ser ajustados a partir de resultados experimentales de ensayos con reversion de
deformaciones y cumplen las siguientes relaciones:0<& <1y 0<7 <1

Los casos mas simples corresponden a:

& =n=1 en el que las dos formas de activacion del dafo estan desacopladas.

&=n=0 en el que las dos formas activacion de dafo estan totalmente acopladas y
se recupera la forma del dafio escalar:

Cot=(1-d™~ —d")Cly =(1-d)Cly,  con  d=d* +d" (6.42)

a

i del tensor de

P3, es el operador proyeccion en la direccion del autovector

)

deformaciones ¢; y H (x) es la funcion escalon.

De la expresion (6.41) se puede deducir que, en un proceso en el que todas las
deformaciones principales son positivas, H [ tr(P £ )] 0y H [tr( P& )]—1 y el

rstu " tu

tensor secante resulta :
cot =li-aa-¢-a* g, (6.43)

donde se ve claramente el significado del pardmetro S . Si se considera que el
dafo en compresion no afecta el comportamiento en traccion: & =1y

o _f1—a* g, (6.44)

Un anélisis similar puede realizarse para el caso en que todas las deformaciones
principales sean de compresion.

Si se satisfacen las ecuaciones conocidas como relaciones de Colleman, se asegura el
cumplimiento de la desigualdad de Clausius-Duhem para un dado estado
termodinamico:
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O’NIU act
O = P =Cinén (6.45)
ij

La disipacion mecanica puede escribirse como sigue:

o 0¥ 0T (6.46)
od* od

E:Tod 7‘91] {UZH[ tr( rctu Ers )]Pymncmnpq qul }‘gkla’Jr +

(6.47)
+¥od U{‘f > H [t” ( Prsiu€rs )]Ptjmn Connpg qul}gkld_
E=ytdt+yd- (6.48)
yr=¥-lg {UZH [ tr (P ot E s )]Pljmn mnpq qul}gkl
(6.49)

y_ =¥’ -7 ‘91] {5 Z H[tl’( rstu Ers )]Pt]mn Cmnpq pakl }gkl

Donde y‘'ey” son las variables conjugadas de las variables de dafio d'yd
respectivamente. De acuerdo a la termodinamica, las reglas de evolucion del dafio y las
funciones umbrales de dafio debieran escribirse en el espacio de las fuerzas
termodinamicas asociadas al dafio. Sin embargo, a los efectos de formular dichas reglas
cuando& #1 y n#1 y en el caso en que no se cumple £ =7 =0 que corresponde a
dafio isotropo sin desactivacion, conviene hacer un cambio de variables:

fodt+(1-8d- D =d +(-n)d" (6.50)
Estas nuevas variables tienen la particularidad de que cuando todas las

deformaciones principales son positivas, en particular, por ejemplo, para un proceso de
extension uniaxial Cjj =\l- D" )C7, y cuando todas las deformaciones principales son

negativas , en particular, por ejemplo, para un proceso de acortamiento uniaxial
act -
ce =(1-p

Ukl

Ademas:
= -pan T (1_—(15_)(?—D+ (¢:31)
El médulo secante se escribe entonces como:
5 =i m{l el i i |
. _ (6.52)
—ll)_(l__(lg_)(f)_%{ UZ,H [ ’r( P )]Pymn( mapg )Pﬁqkl}

Y la disipacion se escribe como:
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E=Y'D"+Y D" (6.53)

Y* :1—(1—2)(1—77){5(/0 —g 1{23:[‘[[ t’”(Prctugtu )]szmn( ;anq )Plilkl}gkl}

a=

—_

1 . (6.54)
Ta- 5)711 { e; & {Z,IH [W Pt 5m ]Pymn( npa )P;qkz}gkz}
- :1—(1—15)(1—77){ _SU{ZH[I"’( ot € )]Pymn( mnpg )P;qkl}gkl}
(6.55)
e LA SN N e Y
Cuando E=n=1,D"=d"y D =d”
6.6.2. Funcion de carga
El umbral de dafio se describe mediante una funcion de dafio G como sigue:
gt )=t @ -6t oty <o (6.56)
gl =6 )-6"0)<0 (6.57)
= YY) o= fY) (6.58)

Para definir las funciones indicadas en las ecuaciones (6.58) se pueden utilizar
cualquiera de las formas vistas en los modelos de dafio escalar explicito.

6.6.3. Evolucion del dano

La evolucion de las variables de dafo se escribe como:
f=G'(tT) D =G (") (6.59)

Y los umbrales de dafno se actualizan como:
= max{r <a)32' } ro= max{ro_, m@)brs_} (6.60)

6.6.4. Disipacion Espuria

La condicioén de disipacion espuria senalada por Carol (1996) puede ser analizada
para un dado estado de microfisuracion e historias de carga que producen la apertura o
cerrado de estas microfisuras sin producir fisuracion adicional. En el modelo de dafo
unilateral propuesto esto corresponde a historias de tension o deformacion que no
alcanzan la superficie de carga en dafio descripta por la ecuacion (6.56) y (6.57). Bajo
estas condiciones, para carga no proporcional, se obtiene, en general, una respuesta no
lineal debido al caracter unilateral del dafio. Sin embargo, como el dafio no se propaga,
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la energia debe conservarse en ciclos cerrados de carga. Para calcular la disipacion
(d=cte)

&, hace falta encontrar Cj/

=sp _ 1 - act
espuria =% = > lACW
(d=cte)

Para el modelo propuesto resulta
- 2521{ [tl” (P suc €4 )]Pumn (d C:mpq )Pposzl +
(6.61)

- act
ikl

ce, )P
mnpq J* pqkl

(d=cte)

+ 2772 H [— tr\P, ( rsu €y )]Pt/m" (d

Se analizan las siguientes situaciones
. (s
)P( ) + 277 zj(m)n (d Cr(;mpq )Plgqu :lgkl

a).- V>0, <0;6% <0
Pakl

Pl (d Connpy )l')[gq)kl +2nP, lj(m)n (d Crnpg
Jsz

~ Ly 2680,
JPC), +2nPE) (a* Cyy JPS),

E 2
b).- V> O;g(z) > 0;5(3) <0

¢) 8(1) >0 >0, >0

o
le’lpq

)P;Sq)kl + 2§ ijmn (d C;:mpq
Coupa )P

)P Y + 25 ijmn (d C;npq )P (qkl + 29& ijmn (d mnpq

pqkl P
( ) (d C;npq )P ;qu)d +2nF, ll(m)’l (d C;npq )P ;Sl)d Jg kl

=P _ o b )

= - 1] [277 z/mn (d Cmnpq )P;Eqkl + 277 ijmn

En el caso de isotropia inicial, el tensor de rigidez elastico no dafiado, es:
) (6.62)

[I']

= e, e e

[I']

d).- eV<0;6P<0;6% <0

s = 28 sy + 1Oy + Gy

y H° son las constantes de Lamé.

donde 4
(6.63)

Teniendo en cuenta que

N

S J—
Py =¢

Pklgkl)

ij
ninfey =0, nine, =&"y nn, =0
Se analiza el caso a)
27 = 1g, PanOnOnOnO(a-co, . )+ 00000 1 p O 00,0 1 n 00, 0,0) 4
H01,2) <>+n<> Oap@ 4 5020, +

—_

p
n!

1
Xn nk nl
2)
P q

; n@ (d Conp 07}
; )(n(3n3nk n® +n§f)nj) ©) <s>+n<3> Opp) 1 nOp@p @50 e

+%5ij [ZUnfz)nﬁz n,'n,

+%5y [277nl.(3)n£.3)n,(n n,(f (d C;W
'(')”’P‘I X ;)n(l) + nP ’;lq
+ [nd+ [8(2)]2 nfnz)n,(f)( - X 'E,z)nqz) + nf)nqz)
T e e i)

L [fd—[gm]znm 0

mnpq
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a7 =|ed [V Fan0(248,, 500 + 28000+
[ﬂd @ T n@nP(225,, 2P0 +2 ﬂ,-,<z>n<z>)] N

P m "'n

+[77d+[€ ]n n,(13)(2/1§mnn£,)n(3)+2,un,(n)n(3))]

"’—lé:d [81)] nW2,mWn “J lf]a’*[g ]n n®2,m@n J lf]a’*[g n®n2,m )

m

Resulta &7 =0 y de la misma forma se puede probar que la disipacion espuria es
nula en los casos b, ¢ y d correspondientes a otros signos de las deformaciones
principales. Se puede demostrar que en el caso de ortotropia eldstica se llega a idénticas
conclusiones.

En modelos de este tipo, la disipacion espuria depende de las condiciones de
anisotropia del cambio del tensor elastico bajo condiciones totalmente activas

d _ o : f ;
Ciu = Ci — Cyu que en el caso descripto es isotropo pero no asi en el caso de modelos

de dafo anisotropo donde no es posible asegurar que la disipacidon espuria sea nula para
historias de deformacion con rotacion de las direcciones principales de deformacion.

6.6.5. Simetria del tensor secante y continuidad de los campos de tensiones y
deformaciones para condiciones unilaterales.

Entre otras condiciones que debe cumplir un modelo de dafio unilateral para
materiales inicialmente isdtropos, es deseable que:
a) El tensor de rigidez secante sea simétrico
b) Los campos de tension (deformacion) sean continuos para condiciones unilaterales

Reemplazando en la expresion del tensor de rigidez no dafiado (6.62) para el caso
isotropo en la expresion del tensor de rigidez secante (6.41) resulta:

Cot = (l=d™ —d " 08,6 + 1 (648 1 + 6,0 |+

(6.63)
+ (/10 +2u° ){fd‘ ZzllH(g“ an’n?n?nl” )+ nd”* ZzllH(— &” ano’n?n,“f‘nf’ )}

a_a._ o

Si se analiza el factor(n nin’n, ) para distintas situaciones, se puede ver que el

mismo es distinto de cero Unicamente cuando: i=j=k =/.

Por lo tanto se observa que los valores que se encuentran fuera de diagonal principal
solo conservan el primer término que es simétrico. En consecuencia, el tensor de rigidez
secante descrito en ec.(6.41) es simétrico.

Para analizar la continuidad del campo de tensiones bajo condiciones unilaterales se
analiza la siguiente situaciones:

~eV <0, > 0;6% =0 Cuando £ — 0 Resulta:

oy =i—a—at 5,00 + 1 (646, + 8.6, |+ (22 + 200 Jpat (@ @@ s,
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ii-e" > 0;6® > 0;6% =0 Cuando £" — 0Resulta:

oy =l—a —a 05,0 + 1 (645, + 548 )+ (12 + 2000 Jpa (P n D@ |,

Las tensiones calculadas para las situaciones i y ii resultan idénticas, lo que

o . ) . .

demuestra la continuidad del campo de tensiones cuando ¢ = cambia de signo. De la
misma forma se puede demostrar que la continuidad del tensor de tensiones se mantiene
para cualquier otro cambio de signo de las deformaciones principales.

6.6.6. Algoritmo de integracion de la ecuacién constitutiva

1) Obtencion del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacién de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

aey = (o, + au, )

n

-1
e =" +Ag"
y Y y
3) Predictor elastico d™ =d D e = el

d—n :d—(n—l) rfn :rf(nf)l

4) Cambio de variables: D™ =d™ +(1-&)d ™ D" =d"+(-n)d™

5) Evaluacion de las fuerza termodinamica conjugadas de la variables de dafio: Y™y Y ™"
6) Evaluacion de las deformaciones equivalentes: 7 ™" =7+ (Y *”) , T =1 (Y ’”)

7) Verificacion del criterio de dafio +

si glz™.r)<0 (9
8) Evolucion del dafio. Evaluacion de la variable de dafio: D*" = G(z ™)
9) Verificacion del criterio de dafio +
s glz.rm)<0 > )
10) Evolucion del dafio. Evaluacion de la variable de dafio: D™" = G(z ")
11) Cambio de variables: Ad ™" =d ™" — DT -(1-5)D” ,Ad™" =d ™" - b =(d=-mD™
1-(1-5)1-mn) 1-(1-5)1-mn)
12) Actualizacion de los umbrales de dafio: d™ =d ™ + <Ad+”>; d"=d™"+ <Ad‘”>
13) Actualizacion de los umbrales de dafio :
D" =d" +(1-&)d™" R max[f",GH (D" )]
D" =d"+(1-pd"  r" =maxlr".G(D™)]
14) Céculo del ensor de rigidez secante activo:
Co' =(1—d™" —d™)Cy, +

ceyleleze b o e, e +

+ nil H [_ r (R(szt’zt g;l )]Pi/%n (d v Cr?mpq )szkl
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15) Actualizacion del tensor de tensiones
n __ actn . n
o; =Chi €

16) Fin del proceso de integracion de la ecuacion constitutiva.

6.6.7. Ejemplo ilustrativo

En la Figura 6.5 se presentan las curvas tension — deformacion obtenidas para un
material cargado inicialmente en extension uniaxial hasta producir cierto grado de dafo,
descargado y cargado luego en contraccion mas alla del umbral de dafio. Se analizan
tres casos: a) £=717=0 (no tiene en cuenta el caracter unilateral del dafio), b)

&=1n=0.5 y c) &l Se observa que al invertir el sentido de la deformacién, en el

caso a) no se recupera la rigidez inicial, en el caso b) se recupera, en parte, la rigidez
inicial y en el caso c) se recupera la rigidez inicial. También se observa que al incurrir
en dafio en un sentido, se modifica el umbral de dafio en el sentido opuesto. Esa
modificacion depende también de los valores adoptados para & y 7.

a)é =1n7=0 Sin desactivacion A

b) =1n=0.5 Desactivacion parcial
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c¢)é=n=1 Desactivacion total

Figura 6.5 Curvas tension-deformacion para historias de carga uniaxiales con reversion
del sentido de la carga
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7. Modelos de dano

ViSCOSO

7.1. Introduccion

Las ecuaciones constitutivas dependientes del tiempo son importantes en el analisis
dinamico transitorio de estructuras con altas velocidades de deformacion, como
problemas de impacto o explosiones. Dos hechos motivan la introduccion de la
dependencia de la velocidad en los modelos constitutivos.

En primer lugar, los estudios experimentales muestran que la resistencia y la
respuesta en endurecimiento/ablandamiento de muchos materiales resultan
significativamente influenciadas cuando la velocidad de deformacién es superior a

0.1s 1. La resistencias a traccion y a compresion aumentan con la velocidad de
deformacion y el médulo de ablandamiento disminuye cuando aumenta la velocidad de
deformacion. Este efecto no puede ser capturado por relaciones constitutivas
independientes del tiempo. Mas alld, las variadas respuestas del material dificilmente
puedan ser reproducidas mediante un comportamiento viscoelastico. El modulo eléstico
del hormigén resulta también influenciado por la velocidad de carga, pero el efecto mas
importante se produce en la zona no lineal de la respuesta del material, una vez que
comienzan a desarrollarse las microfisuras y fisuras.

Por otro lado, el analisis de la falla de estructuras realizado con modelos
independientes del tiempo lleva a la aparicion de dificultades debido a la no
asociatividad de las ecuaciones de evolucién pero también debido a la pérdida de la
condicion de definido positivo del tensor de rigidez tangente denominada
ablandamiento. El ablandamiento es una fuente de grandes problemas como Ila
dependencia de la malla de elementos finitos, efectos de alineamiento con la malla y
falla sin disipacion de energia. A raiz del ablandamiento, que se produce cuando la
rigidez material tangente deja de ser definida positiva, la naturaleza de las ecuaciones
que gobiernan el problema cambia y el mismo se vuelve mal condicionado.

En el caso de las ecuaciones diferenciales de equilibrio estatico, las mismas dejan de
ser elipticas. La pérdida de elipticidad corresponde al caso en el que el numero de
soluciones linealmente independientes es infinito o que estas soluciones no dependen
continuamente de los datos.

En problemas dindmicos, las ecuaciones diferenciales de movimiento son
inicialmente hiperbolicas y pueden transformarse en parabdlicas o elipticas en presencia
de ablandamiento. Nuevamente el problema de valores iniciales se vuelve mal
condicionado y la velocidad de onda se hace imaginaria.
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Muchos autores han demostrado que el mal condicionamiento del problema debido al
ablandamiento se puede eliminar incluyendo adecuadamente en los modelos
constitutivos la dependencia de la velocidad de deformacion. De esta manera se asegura
que las ecuaciones de movimiento permanezcan hiperbolicas durante el ablandamiento.

En resumen, la introduccion de la dependencia de la velocidad de deformacion en los
modelos de dafno, lo mismo que en los modelos elastoplasticos, estd motivada
experimentalmente pero ademds resulta una forma elegante de evitar el mal
condicionamiento cuando comienza la localizacion de deformaciones en problemas
dindmicos y es por eso que normalmente se denomina “regularizacion viscosa”.

La dependencia de la velocidad de deformacion se ha incorporado con frecuencia en
modelos basados en la teoria de la plasticidad, dando lugar a los modelos viscoplasticos.
En estos modelos la parte elastica del material no resulta afectada por el dafio ni por la
fisuracion. Pero también se han propuesto numerosos modelos en que los efectos de la
velocidad de deformacion son introducidos en la fisuracion o el dafio.

7.2. Localizacion del dano e inestabilidad

El dafio, como cualquier otro proceso de ablandamiento, puede inducir localizacién
de deformaciones como es el caso de las bandas de corte plasticas en la plasticidad. Este
es el comienzo del proceso de falla debido a la iniciacion de mesofisuras que
transforman un fenémeno de volumen en una separacion de superficies.

Considérese un elemento representativo de volumen cargado mediante una tension
uniforme o; que induce una deformacion ¢; ya sea elastica o plastica y un dafio D. Sea

u,el desplazamiento. Se busca ahora la condicion para la existencia de una
discontinuidad en el campo de deformaciones o en la velocidad de deformacion Y que
es un problema mas facil de resolver.

Se supone que la relacion constituiva del material ha sido escrita de la forma:

G, = Clyén (7.1)

y
Donde Cl;k, es el tensor de rigidez tangente que es funcion del estado de tension o de
la deformacion elastica y plastica y del dafio como un proceso de ablandamiento.

Como se trata de un problema de la mecénica del continuo, los desplazamientos y los
vectores tension son continuos aun a través de la superficie de normal #,. Con la

notacion de discontinuidad de una cantidad X a través de una superficie:

(x* —x)=[x] (7.2)
[l ]=0 (7.3)
o [|=0 (7.4)
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La condicion de compatibilidad de Maxwell requiere que un salto no nulo del
gradiente de la velocidad de deformacion a través de una superficie de normal ni,, sea
de la forma:

& y]] (g,nj +ng,) (7.5)

Donde g; es un vector unitario que define la direccion del movimiento (direccion de

polarizacién en el problema de propagacion de ondas) y y # 0 define la magnitud del
salto.

g, = 0 no hay discontinuidad
g, # 0 condicion suficiente para que exista una discontinuidad

Interesa saber para qué propiedades de Cj,, aparece la discontinuidad en el campo de

0= [[% j]] [[%H(’ [[Cykzekzﬂﬂ (7.6)

, es el tensor tangente de un material continuo se puede suponer que no

deformaciones.
Si Cj
presenta ninguna discontinuidad a través de la superficie de normal i o sea
(Cl;kl )+ = (C,;,d )7’ 0 sea.
[[Cuklgkl]]n C;kl[[gkl]]n Czjkl[ gknl+glnk )} =0 (7.7)

Teniendo en cuenta las simetrias del tensor tangente:

t t t t

ikl = “ijlk ikl = & jilk
(7.8)
Cz;‘klgknl = C;‘klnkgl
Resulta:
P I )
Cijkl 57(gknl +g1”k) 7(” Cyklnl) =10,8; =0 (7.9)
Oy = njcl;klnl (7.10)

Q, es un tensor de segundo orden que se denomina tensor actstico. Como y # 0,

para asegurar la discontinuidad en el campo de velocidades de deformaciones junto con
la condicion de continuidad en la velocidad de tension, es decir: O, g, =0con g, #0, el

tensor acustico debe ser singular:
det(Qy )= det(njci;klnl ): 0 (7.11)

Esta es una condicién suficiente para la existencia de una superficie de
discontinuidad de deformaciones que puede ser utilizada para el caso de dafio si el
tensor tangente depende de las variables de dafio.
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Si se puede encontrar en un elemento representativo de volumen una orientacion »,
tal que det(Q, )= det(n J.Cl;k,n,)= 0, entonces una mesofisura se iniciara en el plano

perpendicular a #,.

Para solucionar el mal condicionamiento del problema de valores iniciales para
modelos con ablandamiento se introduce normalmente una escala de longitud interna.
Se han sugerido distintas técnicas para incorporar una longitud interna como el continuo
de Cosserat, continuos no locales o la inclusion de efectos viscosos que se presenta en
este capitulo.

7.3. Modelo de dano escalar explicito

dependiente del tiempo

(Simo and Ju 1987a, Ju 1989)

7.3.1. Extension del modelo independiente del tiempo.

Una simple caracterizacion fenomenoldgica de la dependencia de la velocidad de
deformacion observada experimentalmente en muchos materiales puede hacerse a través
la regularizacion viscosa de las ecuaciones de dafio independiente del tiempo.
Formalmente, la estructura de esta regularizacion es totalmente aniloga a la
regularizacion viscoplastica de Perzyna. El modelo resultante requiere un solo
parametro adicional, el coeficiente de fluidez de dafio #. A medida que # se aproxima
a cero, el material exhibe una respuesta elastica instantdnea, mientras que cuando #
tiende a infinito la formulacion se reduce a un modelo de dafio independiente del
tiempo. Este modelo predice disminucion en la no linealidad de las curvas tension-
deformacion a medida que aumenta la velocidad de deformacion. En otras palabras, el
crecimiento de microfisuras es retardado para altas velocidades de deformacion.

Las ecuaciones dependientes del tiempo que gobiernan el modelo de dafio viscoso se
obtienen directamente de las correspondientes al modelo de dafio independiente del

tiempo reemplazando el pardmetro de consistencia de dafio x por u@(g).
d, = ulp(@) | Hle.d,) (7.12)

= u<¢ (g)> (7.13)

Aca f es el coeficiente de fluidez de dafo, una constante del material y la funcion
escalar ¢ (g) representa la funcion de flujo de dafo viscoso y g(?t .7, ) =7,-7r,.

Por simplicidad se supone dafio viscoso lineal, es decir (; (g) =g de manera que las
ecuaciones (7.12) y (7.13) se reducen a :

dt :;u<g(;t7rt)>H(;t’dt) (7.14)
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= lglen ) =z —n) (7.15)

La caracterizacion de dafio independiente del tiempo y la respuesta elastica
instantanea pueden ser obtenidas como casos particulares de esta formulacion.

7.3.2. Condicién de positividad para unicidad de la solucion

Un modelo viscoso del tipo del descrito satisface la condiciéon de positividad de
Valanis (1985). Para demostrarlo se diferencia la ecuacion secante y se reemplaza la
variacion temporal de la variable de dafio por la dada en la ecuacion (7.14).

. oty . - O¥°
65 iO€u oL
e - (7.16)
- =(1-d . — r,,r, )H(r,d
=( )86‘ agkl €y /U<g( t t)> ( z) agij

22
d r} para dos velocidades de tension O'U, o,y dos

Para un estado definido por {5,, ,d,,rT,

velocidades de deformacion ¢, de la ecuacion (7.16) se deduce que:

i t/’

2yyo
85, {61~ -)- -0l -) 2 (6
Ac;Ae; = (1—d)A€',»jaazyﬂ)Aékl >0 (7.17)

iiYCu

Esta condicion se cumple siempre que el tensor elastico del material no danado:
2yro

Ciy =~ sea definido positivo. Esto quiere decir que el material definido por este
0¢;08,
modelo es positivo en el sentido de Valanis (1985), o sea que si tiene solucion unica en

el tiempo t , también tiene solucion Gnica en el tiempo t+ 47 .

7.3.3. Propagacion de ondas infinitesimales (Dubé et al 1996)

En este punto se analiza la localizacién considerando una pequefia perturbacion
alrededor de un estado inicial de equilibrio o de movimiento. La ecuacion (7.16) se
escribe como:

y

Donde d, y ¢; hacen referencia al estado inicial de dafio y de deformacion a partir

del cual se considera la perturbacion. La derivada de la ecuacion de movimiento para
ondas infinitesimales se escribe como:

G, i=p (7.19)
7 ot?
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Donde los v, son perturbaciones admisibles.

Si se sustituye la ecuacion (7.18) en la ecuacion de movimiento se obtiene:
0%y

o (7.20)

o oo ; o o 70 o _
(=d,)Cen,; —d;Cuen —d ;Cyyeiy —dCiyey ;= P

ij ik
A diferencia de lo que ocurre en plasticidad, el dafio es multiplicativo, es un factor
que reduce la rigidez del material. Debido a ello, en esta ecuacion aparecen los

gradientes espaciales de d, y ¢&;. Estos términos complican el andlisis de la

propagacion de la onda. Sin embargo, como los términos en que aparecen esos
gradientes no contienen a las derivadas de mayor orden de la perturbacion, no cambian
la naturaleza de las ecuaciones diferenciales parciales de gobierno. Es por ello que, sin
pérdida de generalidad, se puede considerar que el estado inicial es homogéneo de
manera que los gradientes mencionados se anulan.

Se considera primero el modelo de dafio independiente del tiempo. Se supone que las
perturbaciones admisibles tienen la siguiente forma, que represent una onda armonica
propagandose en la direccion N;:

v, = Al el (7.21)

1 1

Donde ¢, ¢y 4 son el nimero de onda , la velocidad de fase y la amplitud

respectivamente.

Sustituyendo la ecuacion (7.21) y las ecuaciones de evolucion del dafo inviscido en
la ecuacion (7.20) y omitiendo los términos que son funciones de los gradientes
espaciales del estado inicial, se llega a:

o

. * ° . ;
11, _d,_/cg‘jkl‘c"kl =p

2 . =
o°v, d_&Gar .

1-d )C? —* =——¢.
(1=4.)C or’ ot og; '
. 62\/[.
Ci;‘klgkl,j = p?

éij = ;(vi’j +vj’l.): —;ié’(AiNj _,_NiAj)e[fiC(meurct)]

C;k] ;124/2]\/'] (AkNl + NkAl )e[—iC(mem—ct)] — pAiiZé/ZCZe[—ié'(mem—ct)]

CiuN; AN, —A4,pc> =0
(Njcijt'klNl - pc’S, )Ak =0 (7.22)
En ablandamiento, por lo menos una de las velocidades de fase es imaginaria, lo cual
no es fisicamente posible. Las ecuaciones de movimiento son elipticas. Las ondas no se

pueden propagar en el material y las ecuaciones que gobiernan el movimiento se
vuelven mal condicionadas porque no hay soluciones a las ecuaciones de movimiento.

En el modelo de dafio dependiente del tiempo la situacion es mas simple. En vista de
la definicion de la ecuacién de evolucion del dafio d, = ulg(z,.r,)H(7,.d,), la

velocidad de dafio no es funcion de la perturbacién como en el modelo dependiente del
tiempo. La velocidad de dafio es una funcion de la tasa de liberacion de energia y de las
variables de endurecimiento/ablandamiento en el estado inicial. Si en la ecuacion (7.20)
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se agrupan los términos en los que aparece la perturbacion y se omiten los otros
términos que son funciones del estado inicial solamente y no tienen influencia en la
naturaleza de las ecuaciones diferenciales parciales, se obtiene:

0%,
ot’

(1-d,)Coué,, —d Ché, = [(1 -d,)Cpey ],, =p

ik

(7.23)

D)

Esta ecuacion es idéntica a la de un solido eldstico con una rigidez (1-d,)Cj;, que

es positiva definida en todo el sélido. Es trivial mostrar que la ecuacion de la onda es
incondicionalmente hiperbdlica. En consecuencia, el problema de ondas es estable y
bien condicionado independientemente del estado inicial de dafio y deformacion a partir
del cual se considera la perturbacion.

7.3.4. Implementacion numérica
Simo et al (1987b) presenta una familia de un parametro de algoritmos de integracion
incondicionalmente estable.

Supongase que se produce una carga en dafio, o sea g =7,,, —r, > 0. Aplicando la
regla del punto medio generalizado a las ecuaciones (7.14) y (7.15) se obtiene:

d,=d +Au,..g..H,.,
Tt =T F A'u’”“g”*a =r,+ All'lil+0! (;}'Ha - rn+a)
(gij )n+a = a(gij )n+1 + (1 - a)(gl] )n

(7.24)
[T Tl(&‘”« )n+a J

%

nta

arnJrl + (1 - a)rn
_ [1 B (1 - a)All’ln+a ]I"n + A/“n+a ;Il‘Fa

I+A4u,, «

n+l
Este algoritmo es incondicionalmente estable para aZE y tiene precision de

1 .
segundo orden para 0525. Simo y Ju (1987b) emplean =1 que corresponde al

método de Euler Backward. A continuacion se esquematiza el esquema de integracion
numérica para este caso.

1)  Obtencién del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacion de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'
2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:
n 1 n n
Ag =—(Au_ 4+ Au )
y 2 t,J Jst

4
e'=g" +A¢

n
i i i
3) Predictor elastico d"=d"" "=y

4) Evaluacion de la fuerza termodinamica conjugada de la variable de dafio:
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vl f = Sapcque
5) Evaluacion de la deformacion equivalente: 7" =7 (y” )
6) Verificacion del criterio de dafio
Si g(zT " )S 0  comportamiento elastico — 9)

7) Evolucién del dafio dependiente del tiempo. Evaluacion del nuevo umbral de dafio

Au, = pat,
. rn—l +Aﬂn;n
1+ A4u,

Aﬂng(;n_rn):Aﬂn(;n_rn)EArn :leLn (;n_rnfl)

8) Actualizacion de la variable de dafio: Ad” = Au, (z"-r"YH(z",r") ; d" =d"" + Ad"
9) Actualizacion del tensor de tensiones

n _ n 0 n
O —(l_d )Cijklgkl

10) Fin del proceso de integracion de la ecuacion constitutiva.

Es interesante analizar los casos extremos u—>0 y u— o del coeficiente de
viscosidad y su efecto.

Ay u—>0: Au, >0, 1" >r""y g"— (E” —r,H). Entonces no se desarrolla dafio
adicional durante el incremento y se tiene una respuesta elastica instantanea.

b) u—ow: Au,—>owo, r"—>7", g"—>0 y Ad"=Ar"H". Esta situacion
corresponde a la caracterizacion del dafio independiente de tiempo o inviscida.

Como 0< u <o se debe tener 7" <7" <7", lo que quiere decir que la expansion

de la superficie de dafio estd acotada entre los limites correspondientes a elasticidad
instantdnea y dafo inviscido.

7.4. Modelo de daino escalar implicito
dependiente del tiempo (Luege2002)

7.4.1. Introduccioén

Es un modelo de dafio escalar dependiente del tiempo para hormigoén. El mismo esta
basado en una extension de un modelo de dafio independiente del tiempo a través de una
regla de evolucion del dafio analoga a la de la deformacion viscopléstica de Perzyna. La
formulacion propuesta permite simular la dependencia de la velocidad de deformacion,
en particular, la sobre resistencia y modificacion en la forma de la curva de
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endurecimiento/ablandamiento que presenta el hormigén bajo altas velocidades de
deformacion. Como casos extremos, el modelo es capaz de reproducir tanto un
comportamiento elastico como de dafio independiente del tiempo.

La integracion de la ecuacion constitutiva se realiza mediante un algoritmo tipo full
Euler backward. El operador tangente consistente se deduce a partir de un sistema de
ecuaciones implicitas dependientes de la deformacion especifica.

Los ejemplos de aplicacion desarrollados muestran que el modelo es capaz de
simular el comportamiento del hormigdn bajo altas velocidades de deformacion.

7.4.2. Bases termodinamicas

Para el caso de problemas térmicamente estables y pequeias deformaciones, en
ausencia de deformaciones plasticas la densidad de energia libre se expresa como:

1 0
W= &,(-d)Cye, (7.25)

Las relaciones de Colleman, garantizan el cumplimiento del Segundo Principio de la
Termodindmica y conducen a la expresion secante:

_ovly.d)

56'[-]»

Ojj

=Cien  Cyu =1-d)Ciy (7.26)

La disipacion mecanica resulta:

=1 —ypoq >0 (7.27)

7.4.3. Criterio de dano

Se define un criterio de dafio que marca el umbral del comportamiento elastico. El
mismo se expresa como una funcion escalar de las componentes del tensor de tensiones:

g(oy.d)=rlo; )-q(oy.d) (7.28)
donde:

E(O'ij) es la tension equivalente para la cual pueden utilizarse, por ejemplo, las
funciones de fluencia de la teoria de plasticidad (Tresca, Von Mises, Mohr-Coulomb,
etc).

q(o;,d) es el umbral de dafio que en este caso se define como una funcion explicita

de la variable interna de dafo, de la siguiente manera:
a(e.d) = 1(0, )R g+ [lr(o)|9.(@) (7.29)
donde las funciones ¢g/d) y ¢g.(d) representan la evolucion de la tensidon en funcion de

la degradacion de la rigidez, en procesos de traccion y compresion uniaxial y pueden

. . od .,
deducirse de las curvas o-& y o-& experimentales. R™ es la relacion entre los
umbrales de dafio en compresion uniaxial y traccion uniaxial.
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El factor r(oj), definido como sigue, se introduce para tener en cuenta el tipo de
estado tensional:

3

Z<0f>

LN

r="=] (7.30)

Z‘Uz“

i=1

donde o; son las tensiones principales y <x> = ;(x + ‘x‘) es la funcidon rampa.

7.4.4. Regla de evolucion de la variable interna de daio d

Se define una regla de evolucion del dafio analoga a la de la deformacion
viscoplastica propuesta por Perzyna:

N

i-1|& (731)
nl q

N y N son pardmetros del material que pueden determinarse mediante ensayos
experimentales con velocidades de deformacidon controlada. N es un pardmetro
adimensional, mientras que 7 =1/u es la inversa de la fluidez, tiene dimensiones de

tiempo y representa una especie de viscosidad.

De acuerdo a la ecuacién (7.31), el dafio sélo crece cuando g >0, es decir, cuando el
estado tensional es tal, que la tensién equivalente 1'(0'!].) supera al umbral de

., d L ., .
degradacion 9(9d) y se inicia el proceso de degradacion en el material. Como en la
teoria de la viscoplasticidad, se admiten valores de tension fuera de la superficie de
dafio definida por g =0.

La velocidad de degradacion depende de la sobretension existente y de los
parametros materiales 7 y N. A modo de ejemplo, para un valor muy elevado de 7, la
velocidad de dafio resulta practicamente nula, obteniéndose un comportamiento cuasi-
elastico. Por el contrario, si la viscosidad 7 — o, la velocidad de dafio también tiende a
infinito o sea que el dafno se produce intantdneamente como en los modelos de dafio
independientes del tiempo.

Esta regla de evolucion de dafio permite simular, numéricamente, la disminucion de
la fisuracion observada experimentalmente cuando se incrementa la velocidad de
deformacion. La sobrerresistencia se obtiene retardando el retorno del estado tensional a
la superficie de dafio mediante un retardo en la evolucion del dafio.

7.4.5. Tratamiento numérico

Algoritmo de integracion de la ecuacion constitutiva

Para la integracion de las ecuaciones constitutivas correspondientes al modelo
propuesto, se utiliza un algoritmo de tipo Euler Backward basado en un tnico residuo
en tensiones.
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La actualizacion de las variables se puede hacer de la siguiente manera:
d} =d +A4d]
Ad" = 4”<gZ >N _ A T(O-ij): _q((o'ij)st:) '
g ny 4oy )ar)
(Gij )Z = (1 —d; )C;kl Eu

Este conjunto de ecuaciones puede resumirse en una sola ecuacion no lineal del
incremento de la variable de dafo:

(7.32)

RY(Ad,0,(Ad),q(Ad))= R(Ad )= Ad - At<g> =0 (7.33)
n\q

Que puede resolverse, por ejemplo, mediante el método de Newton Raphson para
actualizar iterativamente el incremento de la variable de dafo como sigue:

dAd

k-1

(). — () [ R J R (.39

~ N-1 a
dR 1 AtN<g> {1 og 90; g 0q J
2

oad 1 \q/ \qoo,04d ¢* oAd

~ N-1
AR a0 g
0Ad ng \q oo, ' qoAd

A continuacion esquematiza el algoritmo.

(7.35)

1) Obtencién del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la
ecuacion de equilibrio escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

Ag’ = l(Aulnl +A”:,,-)

i 9

-1
e =" +Ag"
y y y

3) Predictor elastico k=0
Adl =0 ;dl =d" gt =q" (ai,t = (1 ~d! )cgk[gg

4) Evaluacion de la funcién de dafio:

gl?(%"d)”((‘7:'1)7{)_‘1((‘7&')"’51?)

N
5) Célculo del residuo: Ek=Ad,¢—4‘t<(g)k>

n\ q;

6) Si Ek < tolerancia ,vayaa12)
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7) Comienza proceso iterativo: k=k+1
8) Correccion de la variable de dafio:

~ 1
(md)k:—[;];} Ry , Ad=4d +(6Ad), , d! =d"" +4d
k-1

9) Calculo de la tension: (a,-j)][ = (1 -d} )C{}klg,d

10) Actualizacion del umbral de dafio: ¢}’ = (o} JR* g, |t [i-rcot)|a.fat ]
11) Vuelva a 4)

12) Fin del proceso iterativo: (0'1_].)” = (0'1_].)”, d"=d;, q"=q,

13) Calculo del operador tangente consistente Cj,

14) Fin integracién de la ecuacion constitutiva

7.4.6. Operador tangente consistente

Cuando la resolucion de la ecuacion de movimiento en el tiempo se realiza mediante
un método implicito, se requiere el operador tangente consistente para el calculo de la
matriz Jacobiana:

do.
cr,=—" 7.36
ijki dgkl ( )

Como el modelo de dafno descrito no posee una condicion de consistencia que
obligue al estado tensional a ubicarse sobre la superficie de dafo, el operador tangente
no puede ser deducido derivando la expresion secante, sino que debe obtenerse
numéricamente en consistencia con el algoritmo de integracion de la ecuacion
constitutiva. Expresando en forma implicita las ecuaciones que definen el modelo y que
dependen de la deformacion especifica €kl, se tiene:

RS [er0(e)d(e)]= ol —[1-d" ) ey =0 (737)
d n n—1 At Gd ’ !
R[e;0(e).d(e)]=d" —d —; ()" =0 (7.38)

Las variables de estado se determinan mediante el algoritmo de integracion de la
ecuacion constitutiva y son todas funciones de la deformacion como lo indican las
ecuaciones (7.37) y (7.38), que constituyen una definicion implicita de o,(g,) . De

acuerdo al teorema de funciones implicitas, esta definicion es localmente Unica y
diferenciable. Se puede utilizar este teorema para determinar el operador tangente
consistente (Hartmann et al 1997). Si se diferencian las ecuaciones (7.37) y (7.38), se
deduce lo siguiente:
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OR? do OR?Y OR?
v Ou T A (7.39)
oo, de =~ od de oe

n

oR! do,, +6Rd dd
Jdo, de,, od de,,

=0 (7.40)

Despejando de la Ecuacion (7.40) y reemplazando en la Ecuacién (7.39), se
. T doy
puede obtener el operador tangente consistente C,,, = Ie y resulta:
—1 -1
OR; OR7 (OR") OR‘ OR?
Chinn = doy _| %y % o (7.41)
de, |0o, od |\ od ) oo, os,,
donde:
8Ri]_"
? = 5ik5jl (742)
Kl
OR.* _
GKCJZ = C[;‘)klgk[ = o-lj (7'43)
OR.° 0
By~ _ —(1-d) Cj,, (7.44)
0& '
N-1
R A - 1
2 :_tN<“7> 1o (7.45)
oo, g q 0o,
OR? At Jeg\" (7 @
- 1+N< q> (Zq j (7.46)
od n q q- od

Reemplazando las ecuaciones (7.42) a (7.46) en (7.41) se obtiene:

-1

N-1 -1 N-1
Clw=16,8,+0, 1+A’N<T'q> (Tza‘]j AtN<T'q> 1 or (1-d)c,,
' n q q- od n q q 0o '

(7.47)

A
Se puede observar que cuando el -0, C, —>C

kimn kimn

=(1-d)C;,, , es decir,

Imn >
coincide con el operador secante correspondiente a un comportamiento elastico.

) . A
Si en cambio —t—>oo, i—)O

n At
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-1

N-1 -1 N-1
Clz;mn = 5ik 5/'1 + aj 1 +N . iz 87(] N ﬂ l aT (1 - d)Czomn
| At q q° od q q 0o, Y

_ “ea | e |
88, +o, NUEL) | ST N[ EL ) 2SR (1-a)c,
Y q g~ od q q 0o, *

-1
_q(dq \ or ,
= {511( 6, +o, Z(q j } (1 - d)Czjfmn

Ou

1

(7.48)

Este modulo es idéntico al médulo tangente del modelo de dafio independiente del
tiempo que estd dado por la ecuacion (3.48).

Esto puede demostrarse premultiplicando el tensor tangente del modelo
independiente del tiempo Cj,, por el tensor que aparece entre corchetes sin invertir y

. At
teniendo en cuenta que cuando — —> ©, 7 — ¢, esto es:

n
or
-1 -1 rsmn
5ik§_/l+o-ijq(aqj o Clizmn: §fk5ﬂ+‘7i/q(aqj or Cklmn_o-klaao-ma
v\ od oo, r\od oo, oq , ot
od oo, "
aT Crsmn -1 -1 aT Crsmn
_ 9o, _q(dq | or —q(0q \ o0t — do, -
= Ciimn _O_gjﬁ+0ij* A7 ~ Chmn =0y | A, Oy P 0
oq ot . r\od ooy, r\od do, 94, 0t .
od oo, " od do,
—_ 0T
% 5o Crm og Y or o Y or
=C, o+ |44 L | s A S o (1-d)C?
mtoq 0t — od oo, r\ od ilog® e
4 o [}
od oo, " !
De donde:
og " or |
t P q q T o
Chimn :|:5ik5jl+o-i/z_(adj GJJ (1-d)cy,, (7.49)

At
De esto se concluye que cuando — — o entonces C ;k, - Cf/k,
n i i

7.4.7. Ejemplos de aplicacion

Con el objeto de analizar el comportamiento del modelo y los algoritmos
desarrollados, se realizan a continuacion distintos ejemplos numéricos.
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a) Ejemplo cuasi-estatico de deformacion controlada

Se analiza el comportamiento a compresion uniaxial de un elemento plano de cuatro
nodos y cuatro puntos de integracion, como el de la Figura 7.1.

Figura 7.1. Compresion uniaxial cuasi-estatica con deformacion controlada

Las propiedades mecanicas del hormigon utilizado son las siguientes:
Modulo de Elasticidad: E=30 000 MPa
Moédulo de Poisson: v=0.2

Umbral de dafio inicial en traccion uniaxial cuasi-estatica: f.,,=2.2 MPa

En primer lugar, se adoptan N=1 y 77=0.001s y se obtienen las curvas tension-
deformacion especifica para distintas velocidades de deformacién que se han
representado en la Figura 7.2. Se observa que un aumento en la velocidad de
deformacion implica una disminucion en la velocidad de dafo y, consecuentemente, un
aumento de la resistencia.

8 - de/dt[s " ]:
10
6 [ O |
5 - e ——0.1
& ..
= —— 001
=4 -
5 y ——0.001
2 ]
0 I I
0.E+00 2E-04 g 4.E-04 6.E-04

Figura 7.2 Curvas tension - deformacion axial para distintas velocidades de deformacion
(N=1yn=0,001s)



7.16 Modelos de dafio viscoso

A fin de realizar una correcta eleccion de los parametros N y 7, los cuales
determinan la velocidad de dafo, es conveniente estudiar el efecto que los mismos
tienen en el comportamiento.

Para el caso del hormigon, el Céddigo Europeo da expresiones para el célculo de la
resistencia pico en funcion de la velocidad de deformacion. Las mismas pueden ser
utilizadas como referencia para la eleccion de los valores de los pardmetros Ny 77 en ese
material.

En la Figura 7.3 se grafica la relacion de resistencias f;; /fom en funcion de la
velocidad de deformacion, obtenida con el modelo propuesto para 7=0.001s y distintos
valores del pardmetro N. En la misma figura se representa, ademads, la curva
correspondiente a las expresiones del CEB-FIP’90. Puede observarse que, para valores
de N mayores que uno, el modelo no supera el triple de la resistencia estdtica. En
particular, para velocidades de deformacion del orden de 1s”, la resistencia resultante es
aproximadamente el doble de la resistencia original. La evolucion de la resistencia con
la velocidad de deformacion puede ajustarse a los datos experimentales tomando valores
altos del pardmetro N, mayores que 2.

H —
'_,rf
7 N: ... 0.6 /
A
‘- S S
R
2 R
£5- 2 iy
_\_u __1 ‘j(
=
W2 4 4
_._('} I

0.0001 0.001 0.01 jrH. | | 10
de/dt [s ]

Figura 7.3 Resistencia relativa fct/fctm en funcion de la velocidad de deformacion para
n =0, 001 sy distintos valores de N

En forma andloga, en la Figura 7.4 se representa la relacion de resistencias fo/fem
para distintos valores del pardmetro 7. Para valores pequefios de 77 el comportamiento
es practicamente coincidente con el dafo independiente del tiempo. A medida 7 crece,
el comportamiento se aleja del correspondiente al modelo de dafio independiente del
tiempo y se acerca al elastico. Para valores de 77 menores que 0.001s y velocidades de
deformacién menores que 10s”, la relacién de resistencias f./fum se mantiene menor
que 3. Es importante destacar que los valores de 77 que mejor ajustan los resultados
experimentales son del orden de 0.0001s.
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[5]:
7 " —().00001 A

—0.0001 /
———-0.001 S
e 0.01 ‘

n
|
-

fc tJ"r t::'lm
(%] EEN
1 1

[
|

] L ia---ent P

{ T T T T 1

0.0001 0.001 (.01 Ul ] 10
de/dt[s "]

Figura 7.4. Resistencia relativa f./f..» en funcion de la velocidad de deformacion para
distintos valores deny N =2

De los ejemplos numéricos realizados se puede concluir que, adoptando
adecuadamente los pardmetros intervinientes, el modelo es capaz de simular
satisfactoriamente la sobrerresistencia del hormigon bajo velocidades deformacion del
orden de 10-5 a 10s-1 .

b) Barra sometida a una carga de tipo impulsiva

En este ejemplo se analiza el comportamiento de la barra de la Figura 7.5 sometida a
fuerzas de traccion, en lo que respecta a la propagacion de onda a lo largo de la misma.
La barra esta fija en un extremo y sometida en el extremo opuesto a una carga dindmica
que varia en el tiempo como se indica en la misma figura.

Se analiza el problema con mallas de 5, 10 y 20 elementos de tension plana, 8 nodos
y 2x2 puntos de integracion.

El pulso de carga se define con P,=0.9(4 fom), donde A=1cm’ es el area de la barra y
Jfem=2.2 MPa la resistencia a tracciéon del hormigdén en un ensayo cuasi-estatico (ver
Figura 7.5).
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X

’ L=10 cm
e S P(t)
h=1lcm I I .
P(U _f('i‘
P,, 4 ,f(-'rm 4
rn zro _\’f,, 4(“ t €

Figura 7.5 Barra sometida a carga impulsiva en un extremo (#p = 10 3 s)

La integracion en el tiempo de las ecuaciones de campo se realiza mediante un
esquema implicito de Newmark con a=0.25 y 6=0.5.

Cuando la onda llega al extremo fijo de la barra, rebota duplicando el valor de la
accion y el material entra en la etapa de ablandamiento posterior al pico. En la Figura
7.6 se grafica la deformacion especifica a lo largo de la barra, en /=5¢,, para las mallas
de 5, 10y 20 elementos. Puede observarse que los resultados obtenidos con las distintas
discretizaciones resultan coincidentes y la localizacion de la deformacién ocurre en un
ancho de banda independiente del tamafio del elemento, lo cual verifica que la ecuacion
de onda resulta bien condicionada.

1.6E-04 -
e Selem
1.2E-04 x 10elem
%) —— 20 elem.
8.0E-05 1
4.0E-05
0.0E+00 T T T L Cars B
20 40 060 80 100
-4.0E-05 - x [mm ]

Figura 7.6 Deformacion ¢, a lo largo de la barra para distintas mallas en el tiempo =51,
(N=2yn=0,001s)

Cuando t=51,, la onda rebota en el extremo fijo de la barra y comienza la
degradacion en el hormigén y, por consiguiente, la evolucion de la variable de dafio. En
la Figura 7.7 se grafica la deformacion & a lo largo de la barra, en ese instante de

tiempo para distintos valores de 77. Se observa que para valores de 7 mayores que 0.01s,
la deformacion especifica es practicamente coincidente con la correspondiente al
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comportamiento elastico. En cambio, cuando 7 disminuye, el comportamiento se acerca
al de un modelo de dafio independiente del tiempo. Més atn, la aproximacion al modelo
de dafio independiente del tiempo implica también una disminucidon de la banda de
localizacion de deformaciones y la consecuente aparicion del problema falta de
objetividad en la respuesta que caracteriza a los modelos independientes del tiempo.

LSE-04 7 n [segl:
[T
- \\ — 0.0l
| —0.001
1OB04 1 === 0.0001
S N 0.00001
S e ELASTICO

5.0E-05 -

0.0E-+00 .

0 20 40 60 80 100

x [mm]

Figura 7.7 Deformacion &, a lo largo de la barra con distintos #, (N =2, 5 elem., ¢ = 5¢)

La variable interna de dafio evoluciona en mayor medida en la zona cercana al
extremo fijo de la barra. En la Figura 7.8 puede observarse la evolucion de la variable
interna de degradacion d en dos intervalos de tiempo consecutivos, como consecuencia
del rebote de la onda en dicho extremo.

0.2
t e t[seg]:
0.15 *
------- 0.004
S0 e 0.005
_____________ ..
Ve
0.05 -
R e e e

0 20 40 60 80 10(

x [mm ]

Figura 7.8 Evolucion de la variable de dafio d a lo largo de la barra en dos intervalos
consecutivos de tiempo (N=2y 7 =0, 001 s)

El andlisis de la propagacion de onda en una barra empotrada en un extremo y
sometida en el otro extremo a la accién de una carga dinamica permite verificar que la



7.20 Modelos de dafio viscoso

ecuacion de movimiento se mantiene bien condicionada. Los resultados no varian al
densificar la malla.



8. Modelos de daino y
plasticidad

8.1. Introduccion

Existe cierta evidencia experimental de que el dafio estd ligado a las deformaciones
permanentes. Sin embargo, los mecanismos de interaccién entre el dafio y las
deformaciones plésticas son de naturaleza complicada y no pueden ser simulados
mediante un tnico modelo fenomenologico.

El dafio estd siempre relacionado con alguna deformacion irreversible ya sea a
micronivel o a mesonivel. Todos los mecanismos de dafio crean microdeformaciones
plasticas. Por otro lado, el dafo influye en las deformaciones plasticas o irreversibles
solo porque el area elemental de resistencia disminuye a medida que decrece el nimero
de ligaduras. El dafio no influye directamente en el mecanismos de deslizamiento que
causa las deformaciones permanentes. Es decir que no existe un acoplamiento de estado.
El acoplamiento indirecto, debido a un aumento de la tension efectiva, so6lo aparece en
las ecuaciones constitutivas cinéticas (ecuaciones de evolucion de las variables internas)
y por ello se denomina “acoplamiento cinético”.

A medida que las deformaciones plasticas crecen desde cero, el dafio permanece nulo
durante la nucleaciéon de microfisuras. Esto corresponde a la acumulacion de micro-
tensiones o dislocaciones en metales que generan las microfisuras. Esto significa que
existe un umbral de deformacion permanente por debajo del cual no se produce dafio.

8.2. Forma general de los modelos de daio
Yy pIaStiCidad (Besson et al 2001)

8.2.1. Diferentes formas de acoplamiento

Las leyes de dafio y los conceptos introducidos hasta ahora se refieren al
comportamiento elastico. Cuando se formulan modelos en los que entran en juego a la
vez las leyes de elasticidad y las leyes de endurecimiento plastico, surgen distintas
posibilidades en relacion a si el dafio aparece o no en los términos de la energia libre
asociados al fenomeno plastico. Se distinguen tres casos:
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a) Teoria sin acoplamiento.

En estas teorias la fuerza termodindmica asociada al dafio es la misma que en los
modelos antes descriptos. En el caso de dafio escalar resulta igual a la tasa de liberacion
de energia elastica. Esta teoria es utilizable cuando existen deformaciones permanentes.
Simplemente considera que no hay acoplamiento entre el dafo y el endurecimiento
plastico.

b) Hipotesis de elasticidad desacoplada

Considera que la energia libre, para el caso de dafio escalar, puede ser escrita como:
v =w,(e0, D)+, (2,)+ ¥, (B) (8.1)

Donde «; designa las variables de endurecimiento plastico y £ una medida escalar
del dafio acumulado.
Las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables de dafio resultan:
0¥, g 0¥

== £ (82)

Las leyes de evolucion del dafo se construyen utilizando estas variables.

Como en el caso anterior, no hay acoplamiento entre endurecimiento plastico y dafio.
Sin embargo, este enfoque modifica la expresion de la energia disipada por dafio que
resulta, en este caso:

=, =YD-Bp (8.3)
¢) Acoplamiento entre endurecimiento plastico y dafo

Independientemente de la consideracion o no de la variable interna de dafio /A, el

acoplamiento entre endurecimiento plastico y dafio se puede considerar a partir de una
expresion para la energia libre del tipo:

¢.D)+#,(a;,D)
6 (8.4)
Y= ?’e(£§,D)+ v, (ai’D)+ Yy (/3)

T:Te(g

En este caso se tiene una nueva expresion para la fuerza termodindmica asociada al a
la variable de dafo D, que presenta dos términos.

oY 0¥, 6?’[, v

Y= .
oD oD oD

+Y, (8.5)

Si se considera dafio escalar con el mismo factor de reduccion para ¥, y ¥,, se

puede escribir, por ejemplo:
v =(1- D)o les )+ w0 (a;) con weles ) e ot (8.6)

La fuerza termodindmica asociada a las variables plasticas resulta:
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0¥, 0¥y
=l-0)f (8.7)

8.2.2. Acoplamiento disipativo
En el caso de las leyes de evolucion hay también distintas posibilidades, de acuerdo a
que se considere que los mecanismos de plasticidad y dafio son idénticos o no.

a) Un primer enfoque consiste en considerar un Ginico mecanismo, gobernado por la
plasticidad, con un solo potencial de disipacion:

o' =Floy.4,.Y:D)=F (o,.4,:D)+ F,(v:D) (8.8)

oty

Con una regla de normalidad en la que interviene un tinico multiplicador plastico.

- OF, ) : - OF
P_;Lai_;t ajz_/laiz_,qvip
8(7 ?0 o GAJ- aAj (8.9)
D=A—=1—2
oY oY

En el caso de mecanismos independientes del tiempo, el multiplicador 4 se obtiene
de la condicion de consistencia plastica.

En este enfoque la distincion entre mecanismos de plasticidad y dafio no aparece mas
que en la separacion entre F, y F,. Se puede observar que no puede ocurrir dafio si no

hay plasticidad, ni se puede dar plasticidad sin dafio. Esto constituye una limitacion muy
fuerte de este enfoque.

b) Un segundo enfoque consiste en considerar un Gnico mecanismo disipativo que
puede descomponerse en dos partes:

¢  =Flo,.4,,Y;D)=F,(0,,4,,Y;D)+ F,(¥;D) (8.10)

ij 2

Pero estas partes no son independientes sino que estan implicitamente acopladas a
través de la fuerza termodindmica Y, conjugada del dafio, que es a su vez funcion del
tensor de tensiones y del dafo. Teniendo en cuenta esto las leyes de evolucion se escribe
utilizando dos multiplicadores como sigue:

o oF,
v b 60}] 80
o 8.11)
D=2 +/”t oF;
)4 oY

Los multiplicadores /ip yﬂld se determinan a partir de las condiciones de

consistencia plastica y de dafio respectivamente:

fo=fy=0  fi=fs=0 (8.12)
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c) Un tercer enfoque consiste en considerar separadamente los dos mecanismos y los
dos criterios asociados. Se tienen entonces dos potenciales de disipacion independientes
y dos multiplicadores independientes.

F,(oy.4;:D) f,loy.4;:0)<0 (8.13)
F,(v,B,D,p) f4(¥.B;D, B)<0 (8.14)
. . OF . OF
p : p
&) =% o0, aj=-4, oA, (8.15)
D=2, —2 -, 0d .
d oy B=-2a (8.16)

Dy f intervienen como parametros en los dos potenciales

Los multiplicadores JLP y/;td se determinan a partir de las condiciones de

consistencia plastica y de dafio respectivamente mediante la ecuacion (8.12)

Este tipo de enfoque se utiliza en la mayoria de los modelos de dafio. Tiene la ventaja
de permitir la construccion de leyes independientes (pero acopladas por medio del
concepto de tension efectiva) entre la plasticidad y el dano. En particular, se puede
describir el caso de dafio fragil en el que no se producen deformaciones plasticas
significativas, por ejemplo como en el hormigoén, cerdmicos y compuestos ceramicos.
Por el contrario pueden ocurrir deformaciones plasticas importantes sin que se produzca
dafio como en el caso de corte puro en aleaciones metalicas.

Este enfoque permite tener en cuenta en la modelacion macroscdpica el hecho de que
los mecanismos de deformacioén pléstica y de dafio son diferentes.

8.3. Modelo de daio escalar explicito

acoplado con plasticidad simoyJu1987ayb)

8.3.1. Bases termodinamicas

Para introducir la plasticidad y el dafio simultdneamente utilizan la siguiente
expresion para la energia libre que corresponde al tipo de acoplamiento descrito como
c) en el apartado 8.2.1.:

S”(EU-,O';]-U,qi,d)= a _d)yjo(gy)_gijgif +l‘”p(6;’qi) (8.17)

Donde o es la tension de relajacion plastica, #” un potencial plastico, g, un

conjunto de variables internas plésticas y .

o 1 [
d (‘9“):5‘9@/Cg/k15k1 (8.18)

y

La disipacion resulta:
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E=0,¢— P =
. 2 . . . wr UZE
=0,&; —(l—a’)a g, +d¥° +e,0] +e,07 9 oy 0 g,
‘ o, ' © 7 oo 0q,
0 . 14 P
=<0, — (l—d)asy —ol |te, +d¥° +| ¢, _or o’ _or q,>0
y agij y y y 865 y aql
(8.19)
De donde surge las ecuaciones secantes:
ov°
O. = 1 — d — Gf’
g ( ) agij q
(8.20)
ov’
&; =
oo
Y las expresiones de la disipacion:
,c ow?r .
¥Y°d>0 y — q,20 (8.21)
aq,
La variable termodindmica conjugada de la variable de dafio resulta:
oY
= = 8.22
y=""g (8.22)

8.3.2. Reglas de evolucion de la plasticidad y el daio.

Este modelo utiliza un acoplamiento disipativo como el descrito en el punto c) del
apartado 8.2.2, es decir con dos multiplicadores y dos potenciales independientes para
dafo y plasticidad.

La evolucion del dafio se describe con las ecuaciones (3.13) a (3.27) del capitulo 3.

8.3.3. Respuesta plastica

De acuerdo al concepto de tension efectiva, la caracterizacion de la respuesta pléastica
debe ser formulada en el espacio de tensiones efectivas. Se define la funcion de fluencia
en dicho espacio como:

flo,.9,)<0 (8.23)

Con la hipotesis de plasticidad asociada, las ecuaciones que caracterizan la respuesta
plastica en el espacio de deformaciones son:
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af(ayj _O-fsqi]

- o,
O-l.l,? — 2{ y
’ O¢; (8.24)
: S oL 2
ql‘:/%i[ o¢ _G;’Qi]
ij

Donde A es el parametro de consistencia plastica y / el | tensor de endurecimiento.

Con la notacién:

o, —aw—E‘” (8.25)
y agij y .

Las condiciones de carga/descarga pléstica resultan:
flo,.q)<0  iz0  iflo,.q,)=0 (8.26)

La condicion de consistencia plastica f =0 conduce a :

8(1]; p +§;qi =0
G, - ol P
O¢,;0¢y
S5O ;o oo, _; o orye (8.27)

0o, 0g,0¢;

O¢,;0¢ey doy,
qz = /,i'hl
De donde se puede extraer el multiplicador plastico que resulta:
af aZy/o 5
: 0o, Oc,0e, "
A= ’ (8.28)

o v o o,
oo, 0¢,0¢, 0o, 0q, '

1

La relacion tangente efectiva se expresa como:
- _ 71‘ .
o; =Ciuéy (8.29)

Donde el tensor elastoplastico tangente efectivo se calcula como:
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oY’ of of oW

_ 2we  Qg,0¢, 0o, 0o, Of, 0
Cl;kl _ 8 yj _ i rs . O-: O-mn mn kl (830)

05,05, Of W o,

oo, 0¢.0c, 90,  0q

I
”

Y resulta simétrico si se trabaja con plasticidad asociada.

8.3.4. Tensor elastoplastico dafado tangente

El tensor tangente se deduce de la expresion

o¥’ ov’ _ —
o, =(-d) -o/ :(l—d)[ —O'f’]z(l—d)ai.
y 8817 y agij y y
(8.31)
. - - —~, - How°® . _ .-
o, = (l—d)O'y —dO'i/. = (l—d)Cijk]gkl —f—g Ey0,; = Cijklgk,
t ki
- H _ 0¥’
Cijt.kl =(1 —d)Ci;k, —;—talj oz, (8.32)

Y resulta en general no simétrico salvo en dos casos:

— oy’ T . .
a) o, = , lo cual implica o7 =0 o sea en el caso de dafio puro o en ausencia
o,
de plasticidad.

b) Plasticidad asociada y H =0 o sea en ausencia de dafio

8.3.5. Tratamiento numérico

Se resuelve el problema en forma desacoplada, primero el problema de dafio y luego
el plastico en forma iterativa mediante un algoritmo de tipo retorno mapeado. A
continuacion se esquematiza el algoritmo.

1) Obtencion del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacion de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

n 1 n n
Ag.. =— (Au. U, )
17 2 1 Jsl
" =¢"" +Ae
ij ij ij
3) Predictor elastico d"=d"" " =p!

4) Evaluacion de la fuerza termodinamica conjugada de la variable de dafio:
n o \* 1 neo o o n
y :( ) :Egijczjklgij

5) Evaluacion de la deformacion equivalente: 7" =7 (y”)
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6) Verificacion del criterio de dafio
Si g(?” " )S 0 No hay evolucion del dafio — 9)
7) Evolucién del dafio. Evaluacién de la variable de dafio: d” = G(z ")

n

8) Actualizacion del umbral de dafio: »" =7

9) Predictor elastico: k=0

R AR RS R

10) Verificacion de la condicion de fluencia:

f ((E ’ )Z —(g, )Z )S 0 No hay evolucion plastica—> 15)

i
11) Evolucién plastica k=k+1

fn
k

12) Célculo del pardmetro de consistencia plastica: A4, =

of v o o,
oo, O¢,0¢, 0o, 0q, '

13) Actualizacion de las variables plasticas y de la tensién efectiva:

RN S A B SN

& k-1

14) Vuelva a 10)

15) Fin proceso de correccion plastica
) =les) @) =) ) =,)
(O'i/)n = (l_dn)(gy )n

16) Fin del proceso de integracion de la ecuacion constitutiva.
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8.4. Modelo de dano escalar acoplado con

plasticidad (Luccioni et al 1996)

8.4.1. Introduccioén

Este modelo resuelve simultaneamente el problema plastico con el de degradacion de
rigidez. Las condiciones de consistencia plastica y de dafio se satisfacen
simultdineamente en cada etapa de carga. De esta forma, utilizando variables de dafio
relacionadas con la disipacion de energia en cada uno de los procesos, se logra una
correcta disipacion de energia del proceso global.

El modelo es simple y presenta una analogia total con los modelos elastoplésticos
utilizados para reproducir el comportamiento de materiales friccionales.

8.4.2. Bases termodinamicas

Este modelo esta basado en la hipotesis de elasticidad desacoplada segun la cual la
densidad de energia libre total ¥ se puede suponer formada por dos partes

independientes: una parte elastica ¥ ¢ y una parte plastica #”, correspondientes a los
procesos elastico y plastico respectivamente.

w(e,a,d)=¥(c,d)+ ¥ (<) (8.33)

Para pequefias deformaciones y problemas térmicamente estables, la parte elastica de
la energia libre se escribe como una funcion cuadratica:

e (8,,,61)— 1 [8 C,,kz(d)skl] (8.34)

Donde Cy,,(d) es el tensor constitutivo secante afectado por el dafio y 0<d <d es

la variable de dafio escalar.
Esta forma de acoplamiento corresponde a la descrita como b) en el punto 8.2.1.

Si se escribe:
v =(-d) = (1) e o] (8.35)

Donde ¥° representa la energia libre elastica del material no danado, resulta:

ov° ov’
=(I-d)—— P —Cgkz w=>0- d)CUklgkl Ci =(1- d)Czjkl (8.36)

i

O.. =
y e
2

La disipacion mecénica resulta:

P e .
S —g.ef — o P o d>0 (8.37)

Sm =08 T al
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8.4.3. Proceso plastico

El proceso plastico se describe a través de una generalizacion de la teoria de la
plasticidad clasica que permite tener en cuenta algunos aspectos del comportamiento de
geomateriales.

El limite del comportamiento elastico se describe a través de una funcion de fluencia:
F(o,;;x")=f(o,)-K"(0,;k")<0 (8.38)

donde f(o;) es la tension equivalente definida en el espacio de tensiones que puede

tomar la forma de cualquiera de las funciones de fluencia de la plasticidad clasica
(Tresca, Von Mises, Mohr Coulomb, Drucker Prager, etc.)

K(o,;a,) es el umbral de fluencia'y &” es la variable de dafio plastico o variable de

i>
endurecimiento isétropo.

Se definen las siguientes reglas de evolucion para las deformaciones plasticas y la
variable de dafio plastico:

o dG(o,, k)
4 Ny R
&} ﬁo-i]. (8.39)
. , ~ AGo k’
K-p :i Hkp(o'y_,'](p) = ), (hk” )ij (&’j?) (840)

y

donde A es el factor de consistencia plastica, G la funciéon de potencial y (hk,, )U es

un tensor que define la evolucion de la variable de endurecimiento plastico.

La variable de endurecimiento plastico & se obtiene normalizando la energia
disipada en el proceso plastico a la unidad y varia entre 0 para el material virgen y 1
cuando se ha disipado plasticamente la totalidad de la energia que el material es capaz
de disipar de esta forma. Se propone para la misma la siguiente regla de evolucion que
tiene en cuenta el comportamiento diferenciado en traccion y compresion:

WP = 4 (1_’”) o.eP (8.41)
g7 g U
f c

Donde:

= (a) = 4 1o+ lal] 8.42)

Gi: son las tensiones principales

3
_le‘og R Z‘O‘i
P

=L G *po_ izl p (8.43)
ey S e

*p:

gy
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R” es la relacion entre los umbrales de fluencia en compresion uniaxial y en
traccion uniaxial, g7 y & son las méaximas densidades de energia disipadas por el

proceso plastico en traccion uniaxial y compresion uniaxial respectivamente. En el caso
de un proceso termodinamico sin dafio, estas energias pueden ser evaluadas como:

G G,
Tf y oel= (8.44)

4

g7 =

Donde G, y G, son las energias de fractura y aplastamiento respectivamente y le es

un parametro externo que depende del tamafio caracteristico de la malla de elementos
finitos y se introduce para obtener objetividad de la respuesta del sélido respecto del
tamafio de la malla.

Se propone la siguiente regla de evolucion para el umbral de fluencia equivalente:

K(o,,k")=rR”c,(k")+(1-r)o, (k") (8.45)

j

Donde o,(x”)and o (k") representan la evolucion de los umbrales de fluencia en

ensayos de traccion y compresion uniaxial respectivamente.

Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Kuhn-Tucker
formuladas para problemas con restricciones unilaterales:

i>0 FP<0  AFP=0 (8.46)

8.4.4. Proceso de daino
El umbral de dafio se describe a través de una funcion de dano de la siguiente forma:
F'=f%c,)-K'(o,;;x")<0 (8.47)
donde f* (0,) es la tension equivalente definida en el espacio de tensiones
K% (o

dano.

l.j,/cd) es el umbral de dafio equivalente y x* es la variable de endurecimiento de

La tension equivalente f d(o;/.) puede ser evaluada utilizando funciones conocidas

de la teoria de la plasticidad (Tresca, Von-Mises, Mohr-Coulomb or Drucker-Prager) o
cualquier otra funcion especialmente desarrollada para dafio.

La variable de endurecimiento en dafio varia entre 0, para el material virgen, a 1,
para el material completamente dafiado. Se obtiene normalizando la energia disipada
por dafio a la unidad.

el | r o =)o (8.48)
gf 8¢
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3

Z‘Jl ROd
*d _ i= d *q _ 8.49
gy _ngf 8. = f gc ( )

d ., N ., . .,
R’® es la relacion entre los umbrales de dafio en compresion uniaxial y traccion
uniaxial, g‘; y g’ son las méximas densidades de energia disipadas por dafio en

traccion uniaxial y compresion uniaxial respectivamente.

Se propone la siguiente ecuacion para el umbral de dafo equivalente:
K (o, k) =ro/ (k") +(1-n ol (k") (8.50)

d d s 7 ~
donde o,(x“) yo (k) representan la evolucion de los umbrales de dafio en ensayos
de compresion y traccion uniaxial respectivamente.

Las condiciones de carga/descarga se derivan de las relaciones de Khun-Tucker y
resultan analogas a las correspondientes al proceso plastico:

d>0 FY<0 dr?=0 (8.51)

8.4.5. Plasticidad y dano acoplados

La evolucion de las deformaciones plasticas y del dafio se obtiene de la soluciéon
simultdnea de las siguientes ecuaciones denominadas condiciones de consistencia de

problema:
F? =0 (8.52)
F*=0 '
Las ecuaciones (8.52) son dos ecuaciones lineales en Avyd que pueden ser
facilmente resueltas.
La ley constitutiva secante se puede escribir como sigue:
ove
05 = e 559 Cy € =(1=d) Ciig (6 —&5y) (8.53)

La ley constitutiva tangente puede obtenerse derivando la ecuacion (8.53) e

incorporando los valores de yl yd’ obtenidos de la solucion simultanea de las
ecuaciones (8.52) y resulta:

Donde:
., G cF?
. ijrs é, é, mnkl
Cij‘k! =Ciu — F 5G é’F'p e (8.55)
- (h P )tll + Cmnrs
ok’ * Oo oo oo

u mn rs
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e —
Cijkl = Cijkl

d P P d P
O-(/|:OfF‘ (_OfF‘ (hp)mn 0’(; + O’P' C é(; \J_( W C é(; \JO/-F‘ :|Ctukl

do, \ ok’ go,, oo, " do oo, " o, )do

P P d d P P
- ﬂ? (h P ) mn d; + W le‘lVY m dF‘ h d + Wi Enl - ﬂ? Cmnrv d; W E[M
17 S do Jdo " Jo do " do, )oo,

rs u

- d K
mn mn rs a’( ﬁa mn

u

(8.56)

8.4.6. Otra forma de escribir este modelo

Este modelo puede ser escrito en forma de un modelo multidisipativo en el que
existen simultdneamente varios mecanismos disipativos que pueden escribirse en forma
idéntica a los modelos elastoplasticos clasicos. Para ello es necesario interpretar al dafio
como un mecanismo disipativo que produce un aumento de deformacion por arriba de la
correspondiente para el caso elastoplastico sin degradacion de rigidez. Derivando la
ecuacion secante (8.53), se obtiene:

. o¥°
c, =
Yool

1

=Cu &y =(1-d)Cy, (e — &) (8.57)

Que también puede escribirse como:

O-U = (1 - d)C’(/)kl (ékl - 815) - d C;kl Cl;llrs O-rs

o, =(1-d)C; (¢, — &} —ldd(:;jlrsam) (8.58)
o, =(1-d)C; (&, — €l —€4) = Ciuéy
Donde:
d
Eu = mckllrso-rs (8.59)

Representa el aumento de la tasa de deformacion debido al dafio.

Las reglas de evolucion de las deformaciones plasticas y del dafo y las
correspondientes variables internas pueden escribirse como:

. . : oG
. 2 P 2
gl =Aml K =4 hkpijm”. m; = 5
) ) donde O (8.60)
el =1m? k'=1h, m? |
U Y Ky mij’ =CyOu

Si ademas se llaman :

, _OF"  , _OF°

. n..
y y
60}] 60'[]

(8.61)
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oF" i oF ¢

oK’ ox’

Las condiciones de consistencia (8.52) pueden ser escrita en forma compacta:
HP 4 — 0

dO'U “HYE =0

_H? =

(8.62)

(8.63)

Reemplazando las ecuaciones (8.58) y (8.60) en la (8.62) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

e n? D n?
H Czjkl mkl A Cyk[ £ K
d P d a [
ny; Coyumy H A n; Cijkl &y

(8.64)
H” = nfCmp +thk”klm15
H? = ndCUk,mk, +H hk,,klm,f,
De donde se pueden despejar los multiplicadores que resultan:
i VB o Cami o)
H"H? - ( pCl/k,mk, Xn erpqm ) 5.65)
= I?P@;’E‘ng,)—(n..Ciik[gHX mcmpqm ) :
H'H? - ( ”Cuk,mkl Xn”Cmpqm )

Y el modulo tangente de ecuacion (8.58) resulta:

(Ct/pqmpq IH ! rSCrskl) ( lsClstu mnCmnkI )]
H'H? - (pCUklmk,Xn Crpgm,, )

rspq

(it JH(0C o)~ (1l N2, Co )] (8.66)

rstu

H'H? - ( pcyklmle rs rqu )

t —
Cijk[ = Cijk[

8.4.7. Implementacién numérica

Para este modelo las ecuaciones pléasticas y de dafio deben ser integradas
simultdneamente. Se presenta a continuacion un algoritmo de tipo Euler-Backward.
Entre dos configuraciones de equilibrio n y n-1 las variables del problema se actualizan
como sigue:

O

n| G
(55 n :(55 n-1 +42 [0’7} (867)

d"=d"" +4d" (8.68)
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ler) =ler )™+ arn(eap ) (8.69)
o ) <ot ™ + aam (g ) (8.70)
(0,)" =(1=d")Chu &) — ()" (8.71)

Reemplazando en las ecuaciones (8.18) y (8.27) correspondientes a las condiciones
de fluencia y dafio, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:

H'(A2,.4d,) = F"[(5,),:(@,),]=0

(8.72)

H (AL, 4d,) = F* [5,),:(k"),]=0

Este sistema puede ser resuelto, por ejemplo, mediante el método de Newton
Raphson, para encontrar la solucion en forma iterativa:

Ad" '

Ax"
Ad n

R P
oA

R4
oAA

)
1

RP
oAd

oAd

R ]

Jﬂ

-1

RP(AX", Ad"™) 8.73)
RY(AX", 4d"™)| '

dk-1

Para obtener el tensor de rigidez tangente consistente se deriva la ecuacion secante:

y

(doy)" ==d(d")Ciy| ()" — (e —AM"(&GJ +

ﬁo—kl

sk (2]

0”0- Kl

La ecuacion (8.46) puede ser escrita como:

(doy)" = (Cizz)"(dgkl)" B (C;k’)rdﬁn {;GJ

O ki

0%G
é’Jklé’qu

J (do )"

Donde:

- -1

2 n
5:p5jq +A;{”(C[-m)4 76 G
v 00,00 ,,

ez ) -

rs

(C;kl)” =

(8.74)

(8.75)

(8.76)

(8.77)
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El modulo tangente consistente resulta:
. G () (..
. n (Ciqu )1 ( Jo J ( o } (C" skl )”
ot 1 Pq rs
[Cijli :(Cijkl) - (878)

(Efmtz) (o)

tu rs

A continuacién se esquematiza el algoritmo de integracion de la ecuacion
constitutiva en cada punto de integracion.

1) Obtencion del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacién de
equilibrio escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: A’
2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:
1

rey = (auf, +du )

-1
e =" +Ag"
y y y

3) Inicializacidn de variables para el predictor elastico

k=0;42=0;4d =0;(0, ) =(1-d"")cy, [(gl.j ) -(e2 )1J

4) Actualizacion de las deformaciones plasticas: (¢ ); = (¢, )"+ A {%j

¥/ k-1

5) Actualizacion de la variable de dafio: df = d"™' + Ad}

6) Actualizacion de las tensiones: (aij )Z =(1-d;)Cy, [(gk, ) —(8,5 )kJ

7) Actualizacion de las variables de endurecimiento:

(KP)Z - (Kp)"—l + AL {(hkp ){/ OAG((;:;KP)}

i k

R A L

gf gc i

8) Verificacion de la condicion de fluencia y de dafio
Si (Rpx: <0 and (R”lxC <0 vayaa (16)

9) Si (R”), >0 k=k+1vayaa (11)

10) (R? /2ad)l =0 k=k+1 vayaa (13)

11) Si (Rdr( >0 vayaa (13)
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12) (ﬁRd /&MK =0
<R PN, AdT, )>(§Rd /ﬁAd),:_l - <Rd (A2, Ad! )>(ﬁR P /md),c_l

B At At (ew? jaa).(ew? josa., -lew jona ) [cw? | ona

<Rd (AR, AdD, )>(ﬂR P /ﬂA/i)Z_l - <R P(AA, Al )>(5Rd /(mr{_l

(5Rp s 1),@_1 (ﬂRd /agd),ﬁ_l - (ﬁRd /QML (o”’R" /é’Ad)Z_l

14) Ad} = Ad),
15) Vaya a (4)

16)

d"=d; ; (0;)" =(0,); ; (x")" =(x"); )" = )) ;(gl.ﬁ.j )n = (85)::
17) Calculo del tensor de rigidez tangente ( - )"

18) Fin

8.4.8. Ejemplos de aplicaciéon

a) Compresion biaxial de una probeta de hormigén

En este ejemplo se estudia el comportamiento del hormigén bajo compresion biaxial.
El hormigon se modela como un material elastoplastico con dafio. Las propiedades
mecanicas utilizadas para el hormigdn se resumen a continuacion.

E=30000 MPa
v=0.24

Oy =22.9MPa
O-peak =32.8 MPa
Toe _1

Oot

ngak =0.38

Gf =0.08 N/mm
GP =80N/mm

Criterio de fluencia : Lubliner - Oller (Oller1988) (¢ =0.12;7 =3.0;p=20.0)
Funcion de portencial : Mohr Coulomb  =15°

G¢=0.08N/mm

G =8.0N/mm

Criterio de dafio : Lubliner - Oller (¢ =0.12;7=3.0;p=0.0)

La malla de elementos finitos y las condiciones de carga se muestran en la Figura
8.1. En la misma figura se presentan las curvas tension- deformacion en el plano y
normal al plano. Se puede observar un buen ajuste de los resultados experimentales.
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]
i
=+

|

40000
Emm—
a_ - - £
E ] 72 72
= 20,00
i
£ 3
§'I'I!I.I:H:I'—
+sses EXPERIMENTAL RESULTS
MUMERICAL RESULTS
R e R e ma SN SS—— —
—0.b08 ~0.508 ~0.004 —0.007 0.000 0.002 0.004

STRAN (=]

Figura 8.1. Hormigoén bajo compresion biaxial

b) Compresioén uniaxial ciclica

Este ejemplo se utiliza para probar la habilidad del modelo y el algoritmo propuesto
para reproducir el comportamiento de un material elastoplastico degradable como el
hormigoén. La malla de elementos finitos y las condiciones de carga estan indicadas en
la Figura 8.2. Las propiedades mecanicas utilizadas para el hormigdén se resumen a

continuacion.

En la Figura 8.2. se muestran las curvas tension-deformacion obtenidas y su
comparacion con los resultados experimentales. Puede verse que el modelo reproduce
ajustadamente el comportamiento de hormigéon en compresion ciclica. Las ramas de
descarga tienen aproximadamente la misma pendiente. Obviamente, el modelo no es
capaz de reproducir los lazos de histéresis que aparecen en los resultados
experimentales porque se supuso que la descarga era lineal eléstica.
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E=19324.4 MPa
v=0.24

Oy =22.0 MPa

O pear =26.5MPa

Toe 1

ot

ngak =0.12

Gf =0.08 N/mm

G? =30.0N/mm

Criterio de Fluencia : Lubliner - Oller (1988)
(¢=0.12;y=3.0;p=0.0)
Flujo asociado

K Seax =0.12

G¢=0.08 N/mm

GY =10.0N/mm

Criterio de dafio : Lubliner - Oller
(¢=0.12;7=3.0;p=0.0)

o

9.
9
30.00
=ttt 0,-0, =0

25.00
= £ 2
Z
ﬁ 20,00
E —— NUMWERICAL RESULTS
= 15.00 - - EXPERBIENTAL RESLATS
o
Em.m

5.00

0.00 :

0.006+000 4.006—003 B.OOE—003 1.206-002 1.60E—002

STRAN ()

Figura 8.2. Hormigoén bajo compresion uniaxial ciclica

8.5. Modelo de daino escalar viscoso

unilateral y plasticidad (raria et al 1998)

Este modelo ha sido desarrollado principalmente para el andlisis sismico de presas de
gravedad. Tiene en cuenta el comportamiento diferenciado en tracciéon y compresion, la
recuperacion de rigidez en la descarga, la dependencia de la velocidad de deformacion y
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la presencia de deformaciones permanentes cuando se superan ciertos umbrales de
tension.

8.5.1. Modelo de daio y plasticidad independiente del tiempo

Tension Efectiva

La tension efectiva se define como:

&, =Coley — &) (8.79)
Para distinguir claramente las contribuciones de las tensiones de traccion de las de
compresion que producen mecanismos de degradacion independientes, se descompone
el tensor de tensiones efectivas en sus componentes positiva y negativa, definidas como
sigue:
3

oy =0, )mn (8.80)

i-1
oy =0y _E/:; (8.81)

Donde o, es la i-ésima tensién principal y 7] representa un vector en la direcciéon
principal de tension 1.
Energia libre

La densidad de energia libre se escribe como:

v (‘gij,g%didi):(1_d+)fo+(‘9ij,‘95)+(1_d7>‘vm(‘9y',85)
o+ 1 —+ 0 Tl o— 1 —_ o 1= (882)
td :EO'ijCijkl Oy d :Eo-zjcijkz Oy

p
Donde las variables internas estan representadas por la deformacion plastica & y
dos variables de dafio escalares: d° y d . Esta forma corresponde al tipo de
acoplamiento definido como c) en el punto 8.2.1. Esta expresion tiene cierta similitud
con los potenciales utilizados por Mazars y Pijaudier Cabot (1989) pero, a diferencia de
aquellos, la energia libre estd definida aqui en términos del tensor de tensiones
efectivas en lugar del tensor de tensiones.

Debido a la naturaleza no negativa de ¥°" y ¥°" y a que las variables de dafio estan
comprendidas entre 0 y 1, resulta:

W =(-d )W +(1-d )W~ >0 (8.83)

Las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables de dafio d” y d~ son:
BCLANPZIN L9 ey (8.84)
od” od

Y se puede probar que son no negativas
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Criterio de dafio

De manera analoga a la deformacion equivalente utilizada por Simo y Ju (1987a), se
define en este caso una tensién equivalente en traccion y otra en compresion, como
sigue:

7= e Cl 7 =\\3lka,, +7.,) (8.85)

Donde o,, y7,, son las tensiones octahédricas normal y tangencial obtenidas del
tensor o, y K es un pardmetro del material que permite ajustar la relacién entre
umbrales de dafio en compresion biaxial simétrica y compresion uniaxial.

Se introducen dos criterios de dafio separados para traccion y compresion:
g7 r)=7"=r <0 g (7 .r)=7"=r <0 (8.86)

En la Figura 8.3 se muestra la forma de la superficie umbral de dafio en el espacio de
tensiones.

1 I
2 41 08 06 04 02 | \ 02

-
—
1
=
T

o ——————

Figura 8.3. Superficie umbral de dafio en el espacio de tensiones
c'/oc? =10;0% Jo? =1.16

Leyes de evoluciéon delas variables internas

d’ =9’*% =920 (8.87)
/A
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+ - . y . . .
G y G son funciones monoténicas crecientes seleccionadas de acuerdo a
. . 9" 9 , . . o
observaciones experimentales y y los parametros de consistencia de dafio.

Las condiciones de carga/descarga se escriben:
9°>0 g"<0 9'g"=0 (8.88)
De manera que en un instante cualquiera t, el umbral de dafio esta dado por:
r’ =maxy, m[gx](f )f (8.89)

Trabajando con estas ecuaciones se puede encontrar la evolucion de la variable de
dafio en traccion durante la carga:

d =8Ga ) G )20 > dt =67 ()
d (8.90)
i =99 ) ()20 >d =G ()
or
+ 4" 1—i
G*(r*)zl—r%e [ ’”j A+=#
r gf _l
r? o2 (8.91)
Bl
G (r)=1-"o(1-4)-4 7]
r
Regla de evolucién de las deformaciones plasticas
Se utiliza la siguiente regla:
. 0 7- Emnémn 0o 1—
& = pE°H(d )<5—_> c o, (8.92)

mn mn

Donde £ =0 es un parametro introducido para controlar la velocidad de crecimiento
de la deformacion plastica.

La idea basica de la ecuacion (8.92) es que la evolucion de deformacion pléstica

. o o - .
tiene la direccion de la deformacion elastica Cj;, o, y s6lo se produce cuando crece el

dafio en compresion. Esto corresponde al tipo de acoplamiento disipativo definido como
a) en el apartado 8.2.2.

Expresion secante

0w ow RVl )9
oy :Ej:ae; :(l_d ) oee +(1_d ) oe’ (8.93)

g y

o, =(-a" ) +(1-d" )5,
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Disipacion
sepord vwod -7 ér
gl
_ . (8.94)
— + 7+ o- J- 0 7- <O-m"8m”>
E=Wrdt W d £2b¥ >0 b=pE H(d 2l 5 g
mno-mn

8.5.2. Regularizacién viscosa

Siguiendo un procedimiento analogo al de Perzyna para viscoplasticidad, la
evolucion del umbral de dafio descripta por ecuacion (8.162b) se reemplaza por:

A= lu+¢+(z—_+’r+)2 0 (895)

o (. )=r (=) (8.96)

* . + ..
Donde # denota el parametro de fluidez y ¢ es un exponente positivo, ambos
parametros del material que deben ser determinados a partir de ensayos uniaxiales.

Expresiones totalmente similares se utilizan para el caso de compresion con otros

parametros materiales ¢~ y a”.

Las expresiones (8.90) para la evolucion de las variables de dafio siguen siendo
validas en este caso.

8.5.3. Tratamiento numérico

La integracion de la ecuacion constitutiva se hace en forma desacoplada. En primer
lugar se resuelve el modelo pléastico para encontrar la tension efectiva y luego se
resuelve el modelo de dafio. Para la resolucion del modelo pléstico se emplea un
algoritmo de tipo Euler-Backward y se tiene en cuenta, ademas, que las deformaciones

plasticas solo ocurren en el caso en que haya evolucion del dafo d-

A continuacion se esquematiza el algoritmo completo.

1)  Obtencién del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacion de equilibrio
escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au;'

2) Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

aey = (o v, )

-1
e =" +Ag”
y y y

3) Predictor efectivo elastico

2=1 (o)) =lo, )"+ Cp 8,
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( +)" :d+(nfl) (r+ )” :r+(n—1) , (df)” _ d—(nfl) (1"7 )” _ rf(n—l)

4) Descomposicion de la tension efectiva: (Ek‘, ): = i<— () >(n,’( n, ):

5) Evaluacién de la fuerza termodinamica conjugada de la variable de dafio d ~:

A e A K CA

2
6) Evaluacion de la deformacion equivalente: (E - )Z =7 [(y’ )Z J
7) Verificacion del criterio de dafio d ~

Si g-((E-)Z,(r-)”)so No hay plasticidad —> (10)

_ ) (O'U) Ag N
8) Condicién de fluencia: 7— <0 No hay plasticidad — (10)
(O'z'j )Z (O' i )Z
9) Evolucion plastica: A =1-—— 'f) n ( ) 4
Jorl) o)

10) Calculo de la tension efectiva: (El.j )” = /1(*.. )Z

11) Descomposicion de la tension efectiva:

(E/;)nzi<(5;)n>(”zin;)n (E,d) 23:<( )>(”k”1)n

i=1 i=1

12) Evaluacion de las deformaciones equivalentes:

—+n +n s -
T Ctjkl le T - \/((Ko-oct + Toct )

13) Criterio de dafio d*: g*" (?*”,r*”): " —r*" <0 No evoluciona d* — (16)

14) d+n — G(;Jrn)

—n

15) Actualizacion del umbral de dafio: »*" =7
16) Criterio de dafio d @ g ™" (E‘” " ) =7 " —r™" <0 Noevoluciona d* — (19)
17) d" =Gz ™)

n

18) Actualizacion del umbral de dafio: ™" =7~

19) Actualizacion del tensor de tensiones

oy =l-a Yo7 +1-a)Yor )

20) Fin del proceso de integracion de la ecuacion constitutiva.
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8.6. Un modelo de daino anisétropo y
plasticidad acoplado (voyiadjis 2000)

Se trata de un modelo incremental de plasticidad y dafio acoplados independiente y
dependiente de la velocidad de deformacion.

8.6.1. Formulacion teodrica

En este modelo se elige como variable interna un tensor de dafio de segundo orden
simétrico que caracteriza el fendmeno anisotropo de distribucion de fisuras en el
material y puede ser interpretado como una reduccion de area efectiva causada por las
microfisuras y cavidades debido al dafio. Se expresa como sigue:

¢[j = bikbjl¢kl (8.97)
Donde ¢, es el tensor de dafio de segundo orden simétrico con tres direcciones

principales de dafo, ¢,, es el tensor de dafio en un sistema de coordenadas coincidente
con las direcciones principales de dafio y tiene forma diagonal:

A

¢ 0
(;kzz 0 ¢?2 0 (3.98)
0 0 4

y el tensor de transformacion de segundo orden b, se expresa como:

1 1 1
ngny, n,
2 2 2

b, =|n; ny n (8.99)

3 3 3
ng B, n

n} es el autovector j del tensor 9,

La energia libre se expresa como:
v =¥(;T,¢;,p.0,K,7) (8.100)

donde py ¢ son variables que caracterizan el endurecimiento isdtropo y cinematico

en plasticidad/viscoplasticidad y & y 7 son variables que caracterizan el
endurecimiento isétropo y cinematico en dafio.

. 2. . . 2
P=\/3%T€§ k= §¢y¢y’ (8.101)

Como las variables internas son independientes unas de otras se puede desacoplar la
energia libre en una parte correspondiente a cada variable interna. Se utiliza la siguiente
forma cuadratica para la densidad de energia libre por unidad de volumen:
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1 1 1 1 1
Y= yk1(¢k1)5k1 + kayau + 2k2P2+a5k37g7g +5k4’f2 (8.102)
Donde © es la densidad y ki, k2, k3 y ks son constantes del material. Esta forma
corresponde al tipo de acoplamiento descrito como b) en el punto 8.2.1.

Reemplazando en la desigualdad de Clausius Duhem, resultan las siguientes
ecuaciones de estado y variables termodinamicas asociadas a las variables internas:

oY .
Ojj =E=Cijk15kl (8.103)
ij
Nad
= 8.104
n=- (8.104)
oY
Yy =
ij o4, (8.105)
oV
R:E:kzp (8.106)
oV
ij oar (8.107)
K:%f:kﬂc (8.108)
0¥
I, =—
i (8.109)
07 j
La disipacion mecénica se escribe como:
E=E'+E'=0,é! -Rp—-X,0,-Y, ¢, — Kk —T,;y,>0 (8.110)

=P =d

El material exhibe dos mecanismos disipativos de plasticidad y dafio que interactiian
entre si. Tanto la velocidad deformacion plastica como la velocidad de dano dependen
del estado tensional y de la variable termodinamica conjugada de la variable de dafio:
por lo tanto, la energia disipada por dafio y la energia disipada plasticamente son
interdependientes a través de esas variables.

Se pueden formular leyes complementarias en relacion con estos procesos de
disipacion. Esto implica la existencia de un potencial de disipacion expresado como una
funcion escalar, convexa y continua de las variables de flujo:

0= @(8,],¢,],p,a,,,lf,7,,) (8.111)

Por medio de la transformada de Legendre-Fenchel se pueden obtener leyes
complementarias en forma de leyes de evolucion de las variables de flujo en términos de
las variables duales y expresar el potencial el potencial de disipacion como:

O =0'(0;,Y,,R.K.X,,T}) (8.112)

lj’ l]’

que puede descomponerse en dos partes: una plastica y otra de dafio:
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@ =F(o,,RX,)+GY,K,T}) (8.113)

ij

Sin embargo, debe observarse que existe un acoplamiento implicito entre estos dos
potenciales de disipacion a través de la fuerza conjugada al dafio que es funcion de el
tensor de tensiones y del tensor de dafo. Teniendo esto en cuenta, las leyes de evolucion
de la deformacion plastica y del dafio pueden obtenerse utilizando el célculo de

funciones de varias variables con multiplicadores de Lagrange A7 y A’ Bsta funcién
puede ser escrita como:

Q=E5E"+E'-F-1G (8.114)

Para hallar los extremos de esta funcidon se igualan sus derivadas a cero y de alli
surgen las ecuaciones de evolucion acopladas siguientes para el caso F >0y G=>0:

éi"):/ip oF +/id oG
LGy Doy (8.115)
¢ _/1P oF /id G .

ov, v,

De donde se deduce que existe acoplamiento entre la velocidad de deformaciéon
plastica y la velocidad de dafio cuando />0 y G = 0. F'y G representan la el potencial
pléstico y el potencial de dafio respectivamente. En el caso de que alguno de los dos sea
negativo, se desacoplan los flujos anteriores. Este tipo de acoplamiento corresponde al
descrito como b) en el punto 8.2.2.

Las leyes de evolucion del resto de las variables internas resultan:

p =—i”?; (8.116)

a, =-A 52 (8.117)

__ju o0 (8.118)
oK

7y =—A 661(; (8.119)

8.6.2. Potencial plastico y criterio de fluencia

Se utiliza un modelo de endurecimiento cinematico no lineal. El potencial plastico se
toma igual a la funcion de fluencia F'=f. La funcién de fluencia se expresa como:

N | =

f:{z(aij—xy)(ay—xy)} ~R(p)-0, <0 (8.120)

o, es el umbral de fluencia inicial.



8.28 Modelos de dafio y plasticidad

o2 . .
Xy =S Cr8] —I" X, p (8.121)

p p , . . . y . .
C” y I'” son los parametros de endurecimiento cinemético del material.
La condicion de consistencia plastica
of . 0
y oL

of of

= j t j +-2 X+ R=0
! oo, ' 0, 7 ox, " oR (8.122)
Conduce a una ecuacion del tipo:
a, A +a, it ==, (8.123)

8.6.3. Criterio de dafo y potencial de daino
Se utiliza un criterio de dafo anisétropo con endurecimiento is6tropo y cinematico y
un potencial de dafio distinto del criterio de dafio.

El criterio de dano se escribe como:
g:(ng‘ _Ej)f)g‘/kl(Y/cz _rkl)_lzo (8.124)

P, es un tensor de cuarto orden que describe la naturaleza anisétropa de la

iniciacién y el crecimiento del dafio y puede escribirse en términos del tensor de

endurecimiento h,-j como:

Py, =h;'hy (8.125)

J

Donde:
X é
hy. = ﬂn(ﬂj §[k¢kj +5i/ﬂv2 (8.126)

El primer término estd asociado con el crecimiento anisétropo del dafio. La
anisotropia est4 introducida por la naturaleza anisotropa del tensor de dafio mientras que

g
el endurecimiento esta dado por el multiplicador Zn(’;j LA y V son la constante de

Lamé y el coeficiente de Poisson del material dafiado.

Se utiliza un potencial de dafio no asociado definido como:

k
G=g+—>T,T,

2k, it (8.127)
ks es una constante del material
La condicion de consistencia de dafo se expresa como:
g—a—gc} + % +@,¢+if =0 (8.128)

“oo, " og," ox ar, !

que puede ser escrita en la forma:
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a, A’ +a, Al =—b, (8.129)

A partir de la solucién simultanea de las condiciones de consistencia plastica y de
dafio que constituyen dos ecuaciones lineales en los multiplicadores plastico y de dafio,
se pueden encontrar los mismos como:

ar 1 a —a, [([—b
(.dJ:{ 2 12}( 1] (8.130)
A a,ay —a,a, | —a, a4, [\—b,

. 7y )4 . .
Sustituyendo los valores de A" Y A" en las ecuaciones (8.115), se obtienen:
&f =X (8.131)
Py = ngldkl (8.132)
i = Kijia + Liji (8.133)
K = ! S g, I g, 08 (8.134)
apdyp —apdy a"ij 0oy Ooy
Lijkl = 1 o as g —dap 87g (8.135)
' aj1dy —ajpdy 00 doy doy

Zi?kl =By + Oy (8.136)

1 0 0 0
Py = 4 [012 4 —an 2 ] (8.137)

/ apjay —apdy aYlj ooy ooy
Oiju = l o s g —ap % (8.138)
apjan —dapdy aYij doy doy

8.6.4. Dafo dependiente de la velocidad de deformacién acoplado con
viscoplasticidad

Con el objeto de tener en cuenta la dependencia de la velocidad de deformacion y
regularizar los problemas de localizacién, se implementa un mecanismo de dafio
anisotropo viscoso. Tal modelo tiene en cuenta el retardo en el crecimiento de
microfisuras para velocidades de deformacion mas altas. El modelo estd basado en el
concepto de sobretension de la viscoplasticidad. Sin embargo, se considera que el dafio
depende de la velocidad de deformacion solo después que aparecen las deformaciones
inelasticas. En la region eldstica se supone que el dafio es independiente de la velocidad
de deformacion. Esto es debido a que la teoria propuesta no tiene en cuenta un
comportamiento viscoeldstico en la region elastica.

Las ecuaciones para la tasa de deformacion plastica y de dafio se reemplazan en este
caso por:
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*Vp m *] 5)
o <Hle le > W <HYk1 1y H -Y > vd
& = D7 ny + e n; (8.139)
. X, |- Y, - I,[-v )"
¢ = <HGH Dkvlp > ng” +(< & Dkld >J ny (8.140)
o = R(p)+0,(,) (8.141)
Y = K(k)+Y,(¢;) (8.142)

D” y D? representan los efectos del endurecimiento isétropo y son considerados
parametros constantes.

Los tensores unitarios n;” y n;’ se utilizan para indicar la direccion del flujo de

deformaciones plasticas y de dafio y se expresan como:

P OF" | /|oF™ o 8Gd

v 80'17 ooy, "y

an _[OF” /aF”p - :(8Gd]/
i oY, Y, v oo,

y d : . ‘ iy N
Donde F” y G son los potenciales dindmicos viscoplastico y de dafio
respectivamente dados por:

v - 1/2 ) g 1/2
F7 = - 1 -1 G = - 1 -1 8.144
{lRup)wy(e@,)J+ } y {[K(K)wd @] } (5149

/"y g representan las superficie de viscoplasticidad y de dafio de equilibrio y
dependen de la velocidad de deformacion:

0G*
oY,

(8.143)
0G*
ooy,

N | —

= B(aj ~X,Jo"s - X )} ~[R(p)+a,(¢)]<0 (8.145)
g*:( *”_E/)Rjkz(Y*“_Fkl)_lzo (8.146)
o,(g)= Atanh{Cln(H;Byhcde'abécdﬂ (8.147)

A, By C son parametros del material. o, y ¥, son respectivamente las tensiones y

las fuerzas conjugadas sobre las superficies de equilibrio. Se postula que a; cae sobre

la linea que une el estado de tensiones actual y el centro de la superficie de equilibrio,
ver Figura 8.3. Lo mismo se aplica para las fuerzas conjugadas.
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Potencial dinamico

Superficie de

equilibrio

O

Figura 8.3 Superficie de equilibrio y potencial viscopléstico.

o) =X, +c"(o, - X,) (8.148)

Y, =1, +c'(v, - 1) (8.149)
o7 = R(p)_ay(ékl)

=13 (8.150)

E(sz —Xz,-)(%- _Xij>

1
¢ = 8.151
\/(Yu _Fgf )Pg/kl (Ykl _Fkl) ( )

En este caso de dependencia de la velocidad de deformacion , las variables internas
del modelo deben ser redefinidas de manera de caracterizar los efectos de recuperacion
temporal. Por esta razon, las variables internas se agrupan ahora en variables de
endurecimiento, variables de recuperacion dinamica y variables de recuperacion
estatica. Los términos de endurecimiento representan el aumento de resistencia,
mientras que los términos de recuperacion representan los mecanismos de
ablandamiento. Los términos de endurecimiento y recuperacion dindmica evolucionan
con la deformacién debido a la plasticidad o al dafio o a ambos. La recuperacion estatica
evoluciona con el tiempo. La evolucion de las variables para el caso de dependencia de
la velocidad viene dada por:

: 3 | & 3 HX"S v | g vp vp
Xy =EH & _E I Ex dzj -9 Xikbkj (8.152)
R=0"|1- R Ygwi—g» (p) 8.153
- 0" I y\p (8.153)
r =1 (8.154)

i =
T X
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n? X, n?"
dy =(1-p7 )y +pr M0 (8.155)
]:_/,:ZH"[ =5 7 b, \d; ] 9 Iyb; (8.156)
y d K ) d
K=0 (1—de¢ij —9y(x) (8.157)
I,
d y
4= (8.158)
5
Nz 4 n?
= (1-pt B+ p "‘F’" / (8.159)

p”y p* definen la condicion de no proporcionalidad, H”,L”,0” ,H* ,L*,0? son
parametros del material.

-
&

<HO‘1{1 Xkl H *Vp >

wo_

D” (8.160)

9,
<HYkl _FkIH_Y*d>

d _

D* (8.161)

8.6.5 Interpretacion fisica del dafio

El dafio se caracteriza por la disminucion del area neta debido a la distribucion
tridimensional de microfisuras y microvacios. Se considera un elemento tetraédrico
arbitrario PQR con una orientacion arbitraria para el material deformado en la
configuracion dafada actual C, ver Figura 8.4. Las longitudes OP, OQ, OR vy el area
PQR estan representadas por las longitudes diferenciales dx,,dx,,dx, y el vector dS en

el en el que los ejes x; coinciden con las direcciones principales de dafio.

Se supone que existe una configuracion efectiva no dafiada con una reduccion del
area debida al dafio. El gradiente de deformacion de la configuracion C a la

configuracion C viene representado por Ejd . Las direcciones de los vectores dS; y

dS,; no son necesariamente coincidentes debido a que la reduccion debida al dafio no
estd inicamente confinada al plano PQR.
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a) Configuracion dafiada real b) Configuracion efectiva ng?sdaﬁada

Figura 8.4. Representacion esquematica del gradiente de deformacion para microfisuras

El gradiente F, jd se utiliza para relacionar las longitudes en las dos configuraciones :

1}

dx, = Fyf’ dx, (8.162)
Las componentes de los vectores de area en ambas configuraciones estan dadas por:
ds, = —;dxzdx3 ds, = —;a’xla’x3 ds, = —;a’)@dx1 (8.163)
_ | _ 1 - — 1 -
ds, = _dezdxz. as, = _deldx3 das; = _dezdxl (8.164)

La reduccion en el 4rea entre una configuracion y otra puede ser expresada a través
de los valores propios del tensor de dafio de segundo orden ¢, :

ds, =(1-g s, ds, =(1-4,)is, ds, =(1-g, s, (8.165)
De donde se pueden obtener los valores propios del tensor Fijd en funcién de los

valores propios del tensor de dafio de segundo orden ¢, :

po_ ghod) po limphod) o Nghid) oo

A A

1- ¢1 1- ¢2 1- ¢3
El Jacobiano del gradiente de dafio se expresa como:
7= -4 J1-4, Ji-4,) (8.167)

Como la configuracion efectiva se obtiene removiendo el daio, entonces el
diferencial de volumen es :

av =av-av' =l-¢ Ji-4, 1- 4, v (8.168)
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8.6.6. Expresion incremental para el tensor de dafio

En un estado general de dafio la tension efectiva esta relacionada con la tension
nominal a través de un tensor de transformacion de cuarto orden:

oy =My04 (8.169)

Sin embargo, dependiendo del tensor M, esta expresion puede conducir a un tensor

de tensiones no simétrico. Cordebois y Sidoroff proponen un método de simetrizacion
en el que la tension efectiva se expresa como:

5,, = (5,k Pu ) 2 O-kl( ¢_/1 )_% (8.170)

Donde el tensor de dafio de cuarto orden resulta una horma simétrica del tensor de
dafio de segundo orden:

Mijkl = (5ik ) )_% (5j1 - ¢_/1 )_% (8.171)

1
Como es dificil obtener una representacion explicita de (5[,( _¢ik) 2, el tensor de
transformacion M, puede obtenerse mediante una transformacion de coordenadas a

partir del referido a las direcciones principales de dano:

M, =b,b,b, b,M (8.172)

mi~nj~ pqg~ ql mnpq
Donde b, es el tensor de transformacion de segundo orden y el tensor de dafio de

cuarto orden M, referido a las direcciones principales de dafio puede escribirse como:

gu = Ayy (8.173)

_ (5,, 4, )‘i (8.174)

Debido a la naturaleza incremental de la plasticidad y del dafio es necesario obtener
ecuaciones incrementales. Derivando la relacidon entre tension efectiva y nominal se
obtiene:

o, =My0,+M,0, (8.175)
a1, = Mo g (8.176)
ijkl a¢m rs .
aM?/'kl d : :
Mykl + o4 XrspqgO pg O = My Oy (8.177)
De la hipotesis de equivalencia de energia elastica:

1 - e 1. .,

5 O'U = an.gy. (8.178)

Se obtiene:
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e __ -1 e
&y =M€y (8.179)
Sin embargo la hipdtesis de equivalencia de energia de deformacion no es suficiente
para obtener el incremento de deformacion total. Para ello es necesario postular la
equivalencia de disipacion pléstica, lo que conduce a:
P =Mér=H ¢ (8.180)
i ikl © kil ikl © ki .
La descomposicion aditiva del tensor de deformaciones en ambas configuraciones se
obtiene como:

g, =€ +¢&! (8.181)
&, =&, +&f (8.182)

La relacion entre el incremento total de deformacion efectiva y el incremento total
de deformacion resulta:

- _1 . * .
Ejj :|:mijkl + H (Mrskl — My )} Ep =M€ (8.183)

— 1
Mg = [mijkl +H (M rskl — Mgkl )} (8.184)

* ~ . . . .
Este tensor m,,, de dafio incremental de deformaciones en general es distinto al que
relaciona los incrementos de tension m,,, , salvo cuando no hay deformaciones plasticas,

caso en que ambos tensores coinciden.

8.6.7. Ecuacion constitutiva tangente

La rigidez elastoplastica para el material danado puede ser obtenida a partir de la ley
de Hooke en el espacio efectivo:

o, = Cpul (8.185)

g
Transformando los incrementos de tension y de deformacion eldstica en los
correspondientes al espacio dafiado resulta:

o -1~ -1 e
o, =m,C._.m & (8.186)

. . . -1 . .
O, = C;kl (5k1 _Zlgrso_rs): (1' +C;, ) Cruéu = Cinéu (8.187)

p
ijrs iipq X pars

ce - - N
Donde 7 representa la rigidez elastica dafiada

Chy =m C,oom (8.188)

t

y " es el tensor elastoplastico dafiado tangente:

t —1
Ciw = (l s T Ciqu,’m) Crun (8.189)

jirs T &
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8.6.8. Implementacién numérica

Se adopta un algoritmo desacoplado en tres pasos para descomponer aditivamente las
ecuaciones constitutivas en comportamientos elastico, inelastico y danado como se

ilustra a continuacion

FElasticidad Plasticidad Dario
Agij Agij =0 Ag,-j =0
=0 =0 0 si g<0
¢ ¢ il gg o
— S1 ij
ov, ~ %
k=0 k=0 2
K *¢,,¢,,
=0 =0 y
F =A l.j
G.l']' - Cijkl (¢mn )ékl O-l = _Ci ikl (¢mn )515 . M ijrs
’ ’ O_ij ’ ¢pq Clskl (¢mn )gkl
o¢
Pq
él;’:O 0 si /<0 o 515:0
&, = ip 8.f si 70'11 >0
ao_ij 80'1.1.
v X,
p=0 p=A p=0

Se utiliza el espacio efectivo o ficticio no dafiado para el andlisis elastoplastico y
viscoplastico. En este espacio se supone que las variables de dafio han sido removidas
ficticiamente, de manera que las soluciones elastoplastica y viscoplasticas pueden ser
encontradas en ausencia de dafio. La descripcion del dafio presentada da lugar a una
relacion no lineal que requiere un procedimiento iterativo para corregir el estado de
dafio. Para ello se utiliza un algoritmo de tipo implicito.

Algoritmo de correccion plastica
Se usa un algoritmo de tipo retorno mapeado.

Si se linealiza la condicion de fluencia alrededor de las variables de estado actuales,
se puede escribir:
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sz Lk -G bk -]

i

Haciendo Jia =0 y sustituyendo:

— . o af
(Jif )k+l - (Gl] ) _Aﬂ’p Cl]rs (ao_y Jk (8 191)
(X )kﬂ ( )” Aﬂp( ;€ el —yPX ,]p]k (8.192)
Resulta:
AP = 3 :
a9 co, o 2 PSP+ 1P Xyp (8.193)
aUU 8G,S 3 .

Con este valor del multiplicador plastico se puede actualizar las variables del
problema pléstico y volver a controlar la condicién de fluencia. El procedimiento se
repite en forma iterativa hasta que se satisface cierto criterio de convergencia. Se
obtiene asi la tension correspondiente a las variables de dafio constantes. La etapa final
de este proceso es tomada condicion inicial de las ecuaciones de dafio, mientras que las
variables plasticas se consideran constantes durante el analisis de dafio.

Algoritmo de correccion del dafio.

Si se linealiza la funcidn de dafio se obtiene:

g,':+lsg,':+[jj]k[ ANt {%][ o), - )]

i

n (8.194)
a " n n a 7 7
(e[ Z ] I, -]
Teniendo en cuenta que:
a]\41'_)}5 6g ’ —n
o)t ~los ‘M’{ 50,y 3,y L% (8.195)
) . g )
(¢g]‘ )k+1 - (¢g]‘ )k = Ax (aygy}k (8.196)

()~ () =M’[ ”gagJ (3.197)
rs k
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n

I ()= c? ==yl |25 25 8.198

Se puede obtener:

AX = —[i’; (8.199)

- n n n
Hd_{ og My og ] +[@6g} {ag /2@6@} .
00, 001, Y, " | "\og, ov, ) \ex 3oy, ov, ),
g |, a 08  ap |2 0g Og
+| = CY =4yl | ==
[azj[ ov, " T30y, o,

Se puede actualizar las variables de dafio utilizando este ultimo wvalor del
multiplicador de dano. El proceso iterativo continua hasta que se satisface la condicion
de consistencia de dafio dentro de una cierta tolerancia. Se obtienen asi las variables
correspondientes al instante de tiempo t.

(8.200)

k

Algoritmo completo

El esquema de célculo para el modelo independiente del tiempo se presenta a
continuacion.

1. Obtencion del incremento de desplazamiento para el paso “n” a partir de la ecuacion de
equilibrio escrita de acuerdo al esquema de elementos finitos: Au'

2. Obtencion del incremento de deformaciones y actualizacion de las deformaciones:

rey = (o v )

y

-1
e =" +Ag"
y y j

3. Predictor elastico: £k =0

(a7}, =0; (EU)Z = Czyo'kl[(gzj)n ‘(55)’1_1} : (th S
4. Control de la condicion de fluencia plastica:
Si 1 (EU.,XU., p)< 0 no hay plasticidad vaya a (10)

5. Proceso plastico: Calculo del multiplicador plastico:

AP = Ji
o [0 O 2 4 :
e

n

80[1- rs k
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8.39

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

k=k+1

ijrs

o g (= — o | of
Actualizacion de la tension efectiva: (o,])]”{ = (a,.j )Z_l —AAPCy (a
ij

Actualizacién de las variables plésticas: (X U)Z = (X i );’{_1 + A7 (3 CPefl —yP X, p]

Pi =P + 427
Vuelva a (4)
Final del proceso de correccidn plastica:

(EUT:(EIJ'X (#yz(ng); ;(X,»j)"z(X[j)z ;=

Predictor elastoplastico: k=0

n
G ]
k-1

n

k-1

Pi

(Ald )Z =0 ; (¢zj); = (¢ij)ﬂ_1 ) (O-ij )Z = Cijkl [(¢m )Z”(gkl )n _(515 )ZJ )

() =Gy (1) = ()
Control de la condicién de dario.

Si g} (a,.j,¢,.j,zc,r)< 0 no hay dafio.vaya a (19)

&

Proceso de dafio: Calculo del multiplicador de dafio: 449 = i

k=k+1

Actualizacion del tensor de dafio: (¢U)Z = (¢[j );’{_1 +A2° (aag J
k-1

Actualizacion del tensor de tensiones: ( )”—( )" cart| M
%0 ) T %4 i 06 oY

Actualizacién de resto de de las variables internas:

(<) :(K)Zﬁzw{ 2 0g g }

3 aYrs aYrs
k-1

n

R =

Vuelva a (12)
Fin del proceso de correccidn de dafio

-1

(GJ’=(%)Z ; (¢i')":(¢y')"k s ey =) (5;)”:(17})7(
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20. Calculo del tensor de rigidez tangente
21. Fin integracion ecuacion constitutiva.
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