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Este trabalho apresenta uma avaliacáo de estratégias computacionais iterativas para 
a soluciio de sistemas de equacoes lineares provenientes da aplicacáo do método dos 
elementos finitos problemas tridimensionais de mecanica do contínuo. Emprega-se o 
método dos gradientes conjugados, acelerado por diversos precondicionadores, diagonal, bloc* 
diagonal nodal, elemento-por-elemento e multi-nivel. Discute-se també na implementacáo em 
computadores vetorais através de técnicas elemento-por-elemento. Siio apresentados diversos 
exemplos de interesse prático onde procura-se evidenciar o alto desempenho das estratégias 
propostas quando comparadas com métodos diretos de solucáo, também vetorizados. 

SUMMARY 

This work presents an evaluation of iterative linear equation solvers for finite element 
systems of equations arising from three-dimensional continuum mechanics problems. The 
conjugate gradient method is employed, accelerated by severa1 preconditioners, diagonal, nodal 
block diagonal, element-by-element and multi-level. The implementation on vector computers 
of element-by-element techniques is also addressed. Some examples of practica1 interest are 
presented, showing the high performance achieved by the proposed strategies, when compared 
to a vectorized direct skyline solver. 
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A formulacáo cinemática do método dos elementos finitos para a solucáo de 
problemas da meciinica do contínuo (lineares ou náo-lineares, estáticos ou diniimicos), 
conduz um sistema de equacóes algébrico da forma (HUGHES, 1987a), 

onde A é uma matriz esparsa, usualmente simétrica positiva definida, x é o vetor 
de incógnitas nodais e b o vetor de termos independentes (leva em consideracáo a 
presenca de forcas de volume, de superfície e das condicóes de contorno). A Equacáo 
(1) é resolvida geralmente por um método direto de solucáo baseado no processo 
de eliminacáo de Gauss (GOLUB e VAN LOAN, 1989), onde a matriz A pode ser 
armazenada em banda, perfil ou esparso (CAREY e ODEN, 1984). Entretanto, as 
estratégias de solucáo direta podem se tornar inviáveis para a análise de problemas 
envolvendo um número grande de equacóes devido principalmente ao enorme esforco 
computacional e demanda de memória. 

Na Tabela 1 encontram-se estimativas do esforco computacional e da demanda de 
memória de métodos diretos de solucáo (AXELSSON e BARKER, 1984). Deve-se notar 
que n é o número de equacóes e m a largura de banda da matriz A. 

ESFORCO COMPUTACIONAL 
TAREFA MEMÓRIA 

(FLOPS) 

Fatoracáo 4 nm2 nm 

Retro-substituicáo 2 nm nm 

Tabela 1. Estimativa de Custos de Métodos Diretos de Solucáo (flops = 1 operacáo 
em ponto flutuante por segundo). 

Os dados da Tabela 1 sáo particularmente importantes em problemas 
tridimensionais onde a largura de banda pode ser da mesma ordem de grandeza do 
número de equacóes. 

Métodos iterativos de solucáo requerem comparativamente menos memória, no 
entanto o número de operacóes de ponto flutuante para atingir a solucáo náo é 
conhecido a priori, e depende de características próprias do sistema de equacóes. Por 
outro lado, estes métodos siio adequados As novas arquiteturas de computadores onde 
estiio disponíveis facilidades de vetorizacáo e eventualmente paralelizacáo das diferentes 
tarefas do processo de solucáo. Sendo assim, este trabalho apresenta alguns resultados 
do desenvolvimento e aplicacáo de métodos iterativos para a solucáo de grandes 
problemas discretizados pelo método dos elementos finitos utilizando as facilidades de 
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vetorizacáo disponíveis no computador IBM 3090/VF instalado no Centro de Pesquisas 
da PETROBRÁS S.A. (CENPES). 

Este trabalho é organizado da seguinte forma: na sesgo seguinte apresenta- 
se o método iterativo dos Gradientes Conjugados (MGC), utilizado neste trabalho. 
A penúltima secáo reúne algumas consideracóes sobre o ambiente computacional 
e as técnicas de vetorizacáo utiizadas. Finalmente, a última se550 apresenta 
algumas aplicasoes numéricas que evidenciem a eficiencia computacional das estratégias 
adotadas. 

O Método dos Gradientes Conjugados foi inicialmente apresentado por HESTENES 
e STIEFEL (1952) e explora o fato de que a solucáo do sistema de equacóes (l), equivale 
i minimizacáo do funcional quadrático, 

Assim, processos iterativos utilizados para minimizar o funcional Q, conduzem 
i solucáo do sistema de equacóes algébricas associado a este funcional (GOLUB e 
VAN LOAN, 1989). Nos algoritmos de solucáo que empregam o Método Iterativo 
dos Gradientes Conjugados a matriz dos coeficientes atua unicamente como operador 
linear fornecendo uma maneira extremamente elegante de explorar a esparsidade desta 
matriz. A eficiencia do método está intrinsicamente relacionada com as características 
próprias do operador A (AXELSSON e BARKER, 1984), isto é, seus autovalores. 
Como a matriz A é positiva definida, as superfícies representadas pela equacáo (2) sáo 
elipsóides. Métodos numéricos para minimizaeáo de um funcional tendem a ser mais 
eficientes quando as superfícies se aproxima da forma esférica. Neste caso a razáo entre 
o maior e o menor autovalores do espectro, A, e Al respectivamente, 

é denominada razáo espectral ou número de condicionamento espectral, se aproxima 
da unidade. Caso contrário, quando a razáo espectral se apresenta muito maior que a 
unidade, torna-se necessário a utilizacáo de uma técnica de pré-condicionamento que 
tem como efeito resultar em um funcional onde as superfícies na vizinhanca da solucáo 
sejam significativamente menos excentricas que a original. Pode-se dizer entáo que para 
matrizes simétricas positivas definidas a taxa de convergencia de um esquema iterativo 
pode ser avaliada através da razáo espectral. 

Logo, com o objetivo de atingir uma convergencia mais rápida, o Método dos 
Gradientes Conjugados pode ser aplicado a um sistema equivalente ao original, mas 
que tenha sido pré-condicionado. Pré-multiplicando-se a equacáo original do sistema 
pela matriz náo singular B ,  
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e aplicando-se o Método do Gradientes Conjugados ao sistema pré-condicionado acima, 
obtém-se o algoritmo dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado, cujos principais 
passos sáo apresentados na tabela a seguir: 

Tabela 11.2.1 - Algoritmo dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado 

Passo 1: Inicializar 

k =  o 

xo = Dado (usualmente xo = 0) 

r0 = b - Axo 

PO = zo = ~ - ' r ~  

Passo 2: Atualizar solucao e residuo 

rt, . zk 
(Yk = 

P: A Pk 

Xk+l = Xk + (Yk Pk 
rk+l = rk - a k A P k  

Passo 3: Verificar convergencia 

Se (r:+, . rk+l)t < 6 (rk . ro)' 3 fim 

Passo 4: At ualizar direcáo conjugada 

Zk+l = ~ - l r k + l  

rt,+* Zk 
P k  = 

rk Zk 

Pk+l = Zk+l  + P k  Pk 
k = k  + 1 

vá para o passo 2 

Em geral, urna matriz de pré-condicionamento B para ser eficiente, deve atender 
alguns requisitos básicos: seus componentes devem ser facilmente determinados além 
de náo necessitar armazenamento excessivo em relacáo 2 matriz A; a solucáo do sistema 
Bzk = rk deve ser mais eficiente que a solucáo do sistema A x = b, já que o mesmo 
será resolvido a cada iteracáo do algoritmo. Finalmente, deve originar um número de 
condicionamento espectral reduzido em relacáo a k(A). 

Pode-se mostrar, segundo GOLUB e VAN LOAN (1989), que a taxa de 
convergencia do Método dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado é proporcional 
ao quociente, 
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Sendo A = B-'A 

Pré-Condicionador Diagonal 

Definindo-se como matriz B a diagonal da matriz dos coeficientes A 

temos o Pré-condicionamento Diagonal, que devido ii sua simplicidade de 
implementacáo, baixo número de operac;óes envolvidas e efeito favorável de 
escalonamento de variáveis de grandezas dimensionais diferentes é muito utilizado, 
empora na maioria dos casos náo tenha um efeito muito satisfatório na reducáo de 

k(A). 

Pré-Condicionador Bloco-Diagonal Nodal 

De forma a definir precisamente este pré-condicionador é necessário especificar 
corretamente uma estrutura de dados. Seja o arranjo I D  (NNODE, NDOF) onde NNODE é 
o número de pontos nodais da malha e NDOF o número de graus de liberdade por nó. 
Este arranjo mapeia graus de liberdade globais (HUGHES, 1987a). Com isso, pode-se 
definir o pré-condicionador bloco-diagonal nodal da seguinte forma, 

A,' se k = 1 
B ~ A  = 1 5 k,¿ < NNODE 

O s e k # Z  
(7) 

onde A:' é a inversa da submatriz de A correspondente aos nós i = I D  (k,i) ,  
J = I D  (1, j ) ,  1 < i, j < NDOF. A matriz BBD é simétrica, positiva definida e requer 
uma área de armazenamento de 112 NDOFX(NDOF+~)XNNODE. Cada submatriz Aij é 
montada a partir de contribucóes individuais dos elementos e sua inversa é armazenada 
para uso posterior durante as iteracóes do Método dos Gradientes Conjugados. 

Pré-Condicionadores Elemento-por-Elemento 

Os pré-condiconadores Elemento-por-Elemento, ou EPE, foram projetados para 
manter a estrutura de dados típica do método dos elementos finitos. Eles foram 
apresentados inicialmente por HUGHES et al, (1983) e se baseiam na aproximacáo 
da inversa de A por um produto de matrizes. Além disso, de forma a preservar o posto 
das matrizes que compóem o produto, os pré-condicionadores EPE sáo aplicados ao 
sistema transformado de equacóes, 



onde 

sendo Dii = A : / ~ ,  i = 1,2,. . . n. Este escalonamento diagonal pode também ser 
interpretado com um pré-precondicionamento do sistema de equacóes original. Desta 
forma, os pré-condicionadores EPE utilizados sáo definidos pelo produto, 

onde Nel é O número de elementos da malha. O duplo produto é para preservar 
a simetria do pré-condicionador. As matrizes Le e Ue sáo obtidas da particiio 
Gauss-Seidel de uma matriz de elemento regularizada da seguinte forma (WINGET 
E HUGHES, 1985, HUGHES et al, 1987b), 

Com esta escolha, a solucáo do sistema de equacóes auxiliar do MGC, z = B-lr,  é 
efetuada em dois passos. O primeiro na ordem crescente dos elementos e o segundo na 
ordem inversa, de acordo com a Equacáo (12). Além disso, deve-se notar que este pré- 
condicionador náo necessita de nenhuma área adicional de memória para armazenar a 
matriz B-AE. 

Pré-Condicionadores Multi-Nível 

a) Generalidades 

Um dos problemas relacionados com os pré-condicionadores expostos anteriormente 
é que a ordem do número de condicionamento espectral, k(A), náo diminui A medida 
que o parametro de malha também diminui. Em outras palavras, se refinarmos uma 
dada malha e a solucionarmos através do MGC com quaisquer dos pré-condicionadores 
expostos anteriormente, o número de iteracóes necessárias para atingir a convergencia 
será maior do que aquele obtido para a malha inicial. Uma das maneiras de se 
ultrapassar esta dificultade é a utilizacáo de estratégias multi-nível de solucáo. Estas 
se baseiam no fato de que frequentemente um determinado problema é solucionado 
primeiramente em uma malha grossa e por refinamento (uniforme ou adaptativo), 
constrói-se uma sequencia de malhas, 

1 
{ A k ) k = l  (14) 

onde Al é matriz de coeficientes correspondente A malha inicial (grossa) e A, i 
malha fina, onde se deseja computar a solucgo. Os fundamentos matemáticos dos 
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métodos multi-nível podem ser encontrados, por exemplo, em HACKBUSH, (1985) e 
McCORMICK, (1987). O propósito dessas técnicas é desenvolver um método iterativo 
no qual a quantidade de trabalho computacional seja diretamente proporcional ao 
número de incógnitas do sistema de equacóes. A Tabela 11 apresenta uma estimativa do 
trabalho computacional (AXELSSON e BARKER, 1984) de métodos de soluc5.o direta 
tipo Gauss, métodos MGC (com e sem pré-condicionamento) e métodos multinível, 
para problemas de elementos finitos em duas e tres dimensóes. 

Tabela 11. Comparaciio de Estimativas de Trabalho Computacional. 

Direto 

MGC 

MGC c/ pré-cond. 

Multi-nível 

Conforme foi verificada na prática, por exemplo em PARSONS e HALL, (1990a, 
1990b), a obtenc5.0 de proporcionalidade entre esforco computacional e número 
de incógnitas depende de fatores relacionados A irnplementac5.0, e A plataforma 
computacional utilizada nos experimentos. Entretanto, a técnica multi-nível parece 
ser de fato um solucionador muito eficiente quando comparado a outros métodos, tanto 
diretos quanto iterativos. 

Um outro ponto importante é que ao invés de utilizar-se a base nodal padrzo 
para gerar as matrizes de elementos finitos, Ak, k = 1, 2, . . ., 1, pode-se usar 
bases hierárquicas. A Figura 1 apresenta as bases nodais e as bases hierárguicas para 
elementos quadriláteros. 

O aspecto principal das bases hierárquicas é o fato de que quando uma 
malha correspondente a uma certo nível é refinada, a discretizac5.0 resultante 
preserva as informacóes constantes das discretizac9es anteriores. Além disso, as 
matrizes resultantes das bases hierárquicas sZo melhores condicionadas do que aquelas 
computadas com a base nodal. Por exemplo, para malhas uniformes em duas dimensóes 
com um tamanho médio de elemento h, o número de condicionamento espectral das 
matrizes obtidas com bases hierárquicas é proporcional a 1 log hI2, enquanto que para 
bases nodais a estimativa é de h-2, (BANK et al, 1988,1989 e YSERENTANT, 1986). 

Bidimensionais 

o(n2) 

O(nl.') 

0(n1.25) 

o(n> 

Tridimensionais 

0(n2.33) 

O(n1,33) 

O(n1.17) 

o(n) 



(a) Base Nodal (b) Base Hierárquica 
Figura 1. Funcóes de interpolacao bidimensionais 

b) Propriedades Geométricas das Bases Hierárquicas 

Nesta secáo apresenta-se a relacáo entre as bases hierárquicas de diferentes malhas, 
considerando o fato de que estas sáo refinamentos sucessivos de uma malha grossa, 
conforme mostrado na Figura 2. 

Malha O Malha 1 

Figura 2. Sequencia de Malhas. 

Malha 2 
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Denotando-se por p;' a i-ésima funcáo de interpolacáo da malha 1, e como o espaco 
de aproximacáo da malha 1 inclui o espaco da malha O, as funcóes de interpolacáo do 
nível O podem ser escritas como uma combinacáo linear das funcóes de interpolacáo 
da malha 1. Por exemplo, considere um elemento da malha O e os quatro elementos 
produzidos por refinamento uniforme desies, que pertenecem A malha 1. Usando o 
esquema de numeracáo da Figura 3, sáo válidas as seguintes relacóes 

Apesar destas relacóes serem válidas somente para um elemento, estas podem ser 
facilmente extendidas para todo o dominio. Relacóes similares podem ser construídas 
para outros tipos de elementos: 

Hexaedros 

O 1 
92 = 92 + e . .  (23) 

De forma geral as relacóes entre func8es de interpolacáo de malhas grossas e funcóes 
de interpolacáo de malhas finas podem ser escritas como, 

99 = x,j 9: 
j 

(24) 

onde Xi,j é o peso entre a funcáo cpp e ~ 3 .  Se i = j, entáo Xij = 1, por exemplo. 
Apesar destas relacóes serem complexas, sua implementac5.0 pode se consideravelmente 
simplificada pela utilizac5.0 de uma estrutura de dados apropriada. Estas podem ser 
encontradas em DEVLOO (1985), para elementos quadriláteros, RIBEIRO (1991) para 
triangulos e DEVLOO (1991) para hexaedros. 
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Figura 3. Elemento Quadrilátero em Duas Dimensóes. 

2 2 

Figura 4. Elementos Triangulares. 

Figura 5. Elementos Sólidos. 
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c) Pré-Condicionadores Multi-Nivel Hierárquicos 

Sejam os nós (e equacóes) correspondentes a uma malha grossa numerados 
primeiramente e em seguida os nós correspondentes á malha fina. O sistema de equacóes 
resultantes para o nivel fino pode ser particionado como, 

onde os subscritos O e 1 correspondem respectivamente ao nível grosseiro (nível O) e fino 
(nível 1). Este sistema de equacóes se relaciona ao sistema de equacóes hierárquico, 

através de uma matriz náo-singular S, tal que as seguintes relacóes sáo válidas, 

A matriz S transforma a representacáo de qualquer funcáo de elementos finitos 
na base hierárquica em sua representacáo na base nodal (e vice-versa). Ela pode 
ser entendida também como a representacáo matricial das relacóes geométricas 
apresentadas anteriormente. Desta forma, a matriz S pode ser escrita como, 

onde Io e I1 sáo as matrizes identidade correspondentes de forma exclusiva aos graus 
de liberdade dos níveis O e 1. A submatriz W possui termos náo nulos somente para 
as posicóes definidas na secáo anterior. Em outras palavras, a submatriz W contém os 
pesos definidos na relacáo (24). 

Uma vez que na base hierárquica as matrizes correspondentes aos níveis inferiores 
náo sáo alteradas, ou seja, 

A00 = A00 (31) 

pode-se definir os seguintes pré-condicionadores bloco-diagonal para MGC, 
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onde ( L D L ' ) ~ ~  representa a fatoracáo de Crout da matriz Aoo, a qual é armazenada em 
perfil, IC(Aoo) é a fatoracáo incompleta de Crout da matriz Aoo, também armazenada 
da mesma forma. O termo (BBD)l1 representa um gré-condicionador bloco-diagonal 
nodal correspondente aos nós do nível 1. 

Desta forma, a solucáo do sistema de equacóes auxiliar do MGC, z = B-'r, é 
efet uada através dos seguintes passos: 

(i) Obter a representacáo do resíduo na base nodal com respeito i base hierárquica 

(ii) Resolva o sistema correspondente i malha grossa 

lc(Aoo) io  = ro (36) 

(iii) Resolva os bloco-diagonais nodais para os nós da malha fina 

(iv) Obtenha a representas50 do resíduo pré-condicionado com respeito base nodal 

Com esta estratégia, pode-se verificar facilmente que nao há necessidade de se 
computar as matrizes na base hierárquica, sendo apenas necessária a transformacáo 
de bases, via matriz S. Além disso, este procedimento pode ser facilmente extendido, 
sem perda de generalidade, para uma sequencia de malhas construída por refinamento 
uniforme ou adaptativo. Entretanto, cabe observar que no caso de duas malhas, 
conforme demonstrado por AXELSSON e GUSTAFSSON (1983), o método iterativo 
resultante irá necessitar de um número de iteracóes para a convergencia independente 
do número de equacóes da malha fina. 
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ESTRATEGIAS DE IMPLEMENTACAO 

Ambiente Computacional 

O computador IBM 3090 150E/VF instalado no Centro de Computacáo do 
CENPES é uma máquina de uso geral que devido as facilidades de processamento 
vetorial oferece um alto desempenho em aplicacóes científicas. Existe atualmente um 
processador vetorial (VF), integrado A unidade central de processamento (CPU), com 
um ciclo de máquina de 17.2 nanosegundos. A principal característica da arquitetura do 
IBM 3090 é a hierárquia de memória, organizada em tres níveis, memória cache (64 Kb), 
mémoria central e memória expandida (opcional), além dos dispositivos de paginacáo 
convencionais. A memória principal é de 64 Kbytes e existem também 16 canais de 
entradalsaida (110). Maiores referencias sobre a instalacáo podem ser encontradas no 
Guia de Uso do CENPES, e sobre a arquitetura da máquina, ver TUCKER (1986). 
O Sistema Operacional MVS/XA (Extended Architecture) permite a utilizacáo do 
compilador VS FORTRAN que possui facilidades de geracáo automática de código 
vetorizável, através de opcáo de compilacáo e um espaco enderecável de até 2 GB. 

Aspectos de Vetorizacáo do MGC 

O algoritmo do MGC dado na Tabela 11 possui operasoes com um alto potencial 
de vetorizacáo. Estas, de acordo com DONGARRA et al (1991), sáo as seguintes: 

(i) Atualizacáo de Vetores: x = x + aip 

Esta operacáo, conhecida como SAXPY, na terminologia empregada no BLAS 
(Basic Linear Algebra Subroutines), DONGARRA et al (1979), corresponde a uma 
única instrucáo vetorial. De forma geral, operacoes desta natureza sáo executadas de 
maneira bastante eficiente na maioria dos computadores vetoriais. 

(ii) Produtos Internos: ai = rt . r 

Esta operacáo corresponde a urna única instrucáo vetorial e os comentários do item 
anterior sáo também válidos aqui. 

(iii) Produto Matriz-Vetor: v = A p 

De acordo com DONGARRA et al (1991), produtos matriz-vetor podem, em muitas 
situacoes, serem computados com uma eficiencia comparável as operacóes anteriores. 
Isto é táo verdadeiro quanto mais regular for a estrutura da matriz A. Entretanto, 
para matrizes esparsas, como as encontradas no Método dos Elementos Finitos, o 
desempenho pode ser seriamente comprometido. Considere por exemplo, o seguinte 
trecho de código, utilizado no programa ITPACKV (KINCAID, 1989), para urna 
multiplicacáo matriz-vetor: 

DO J = 1, MAXNZ 
DO 1 = 1, N 

Y(1) = Y(1) + COEF(1,J) * X (JCOEF(1,J)) 
ENDDO 
ENDDO 
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onde COEF(1, J) armazena de forma compacta os coeficientes da matriz esparsa A e 
JCOEF (1, J )  os ponteiros para as posicóes corretas para se efetuar o produto. O loop 
interno do trecho de código acima é vetorizado, sendo formalmente um SAXPY esparso, 
devido ao enderecamento indireto de X. Esta característica (enderecamento indireto) 
é reponsável por uma degradacáo de desempenho significativa, podendo, em máquinas 
com hierarquia de memória, reduzir em até mesmo 8 vezes a velocidade de execucáo 
do loop. 

Devido a estas consideracóes, e ao fato de que no Método dos Elementos Finitos a 
matriz global A é construída através de contribucóes individuais dos elementos, torna- 
se mais eficiente, segundo HAYES e DEVLOO (1986), se avaliar o produto matriz- 
vetor a nível de elemento. Esta estratégia, apesar de requerer um número maior 
de operacóes aritméticas tem sua eficiéncia relacionada ao fato que efetuando-se as 
operacóes a nível de elemento náo há a necessidade de introduzir nenhuma estrutura 
de dados adicional iquelas já presentes no Método dos Elementos Finitos. Além 
disso, elimina-se a necessidade de armazenamento e tratamento da matriz esparsa A. 
Existem algumas alternativas para a implementacáo do produto matriz-vetor i nível de 
elemento, estudiadas por COUTINHO et al (1991). A estratégia adotada no presente 
trabalho será apresentada em detalhe adiante. 

(iv) Determinacáo da Solucáo do Sistema B z = r 

Esta operacáo diz respeito fundamentalmente a forma adotada para o 
precondicionador B. Caso a solucáo do sistema de equacóes nao seja suficientemente 
vetorizada, esta pode comprometer seriamente a eficiencia global do MGC. Em 
consequéncia, é possível que pré-condicionadores mais simples, porém com maior 
conteúdo de vetorizacáo, possam conduzir a urna maior velocidade de execucáo, apesar 
de requererem um número maior de iteracóes para convergencia do que pré-condiciona- 
dores mais complexos. Conforme será exposto adiante, os precondicionadores adotados 
no presente trabalho possuem um grau de vetorizacáo muito alto, i excecáo dos pré- 
condicionadores multi-nível, que no caso dependem da eficiencia de um método direto 
de solucáo (ver Equacóes (34)-(38)). 

Multiplicaciío Matriz-Vetor Elemento-por Elemento 

No esquema de multiplicacáo matriz-vetor elemento-por-elemento (EPE) a matriz 
A nunca é explicitamente formada, sendo o produto na verdade calculado como, 

Nel 

onde Nel é o número de elementos na malha, A, é a matriz de elemento e p, sáo 
as componentes de p restritas aos graus de liberdade do elemento. As matrizes de 
elemento sáo armazenadas levando em conta sua simetria, em um arranjo A(NEL ,KND), 
onde KND=0.5ND* ( N D + I )  é o número de termos no triangulo superior de A, é ND é o 
número de graus de liberdade do elemento. 

Desta forma, a multiplica@o matriz-vetor é efetuada nos seguintes passos, para 
cada elemento: 
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(i) Localize as componentes do arranjo global p para os graus de liberdade do elemento, 
ou seja, restrinja P (N) para VE1 (ND) . 

(ii) Compute o produto matriz-vetor e armazene os resultados em um arranjo local, 
VE2 (ND 1. 

(iii) Espalhe o arranjo local VE2(ND) para os graus de liberdade globais do problema, 
ou seja, espalhe VE2(ND) para AP(N), acumulando os resultados. 

As operacóes de localizacáo item(i), e espalhamento item(ii) ou globalizaciio, sáo 
efetuadas através de um arranjo LM(NEL,ND). Este arranjo, que define o mapeamento 
entre os graus de liberdade locais do elemento e os graus de liberdade globais do 
problema é uma estrutura de dados presente na maioria das implementacóes do método 
dos Elementos Finitos (HUGHES, 1987a). Se LM (1, J) for igual A zero, entáo a equacáo 
global correspondente foi eliminada da análise. 

E fácil de se verificar que o item(ii) possui um conteúdo intrínseco de vetorizacáo. 
Entretanto, para elementos finitos usuais, as dimenscóes dos arranjos envolvidos sáo 
relativamente pequenas quando comparadas ao tamanho ótimo dos vetores para se 
obter ganhos significativos com a vetorizaciio do código. Este fato pode comprometer o 
desempenho, devido ao aumento do tempo necessário para o tráfego de informacóes 
entre memória e o processador vetorial. Segundo ORTEGA (1988), o tempo por 
resultado ( t k )  de uma operacáo vetorial pode ser modelado por: 

tle = Ii + s t /N (40) 

onde K é a taxa de resultados, ou seja, o intervalo de tempo necessário para que os 
resultados comecem a deixar o processador vetorial, st é o tempo necessário para o 
tráfego de informacóes e N o comprimento do vetor. Da relaciio (40) pode-se observar 
que é necessário utilizar vetores suficientemente longos para amortizar o efeito de st. 

Sendo assim, a taxa de vetorizaciio do groduto matriz-vetor EPE pode ser 
significativamente aumentada processando-se os elementos em blocos e indexando 
os cálculos pelo número de elementos do bloco. Logo, os arranjos locais seriio bi- 
dimensionais, ou seja, VE1 (NSIZE,ND) , VE2 (NSIZE,ND), onde NSIZE é o número 
máximo de elementos por bloco. Entretanto, a operacáo de globalizaciio envolve 
enderecamento indireto em ambos os lados da declaracáo de atribuicáo, isto é 

DO IND = 1, ND 
DO IEL = LFT, LLT 
AP (LM(IEL, IND)) = AP (LM(IEL, IND)) + VE2 (IEL, IND) 
ENDDO 
ENDDO 

onde LFT e LLT sáo respectivamente o número do primeiro e do último elemento 
de um dado bloco. A construc5.0 anterior n5.o pode ser vetorizada pelo compilador 
IBM VS FORTRAN, uma vez que ela envolve uma dependencia de dados, devido ao 
enderecamento indireto. Caso a vetorizaciio seja forcada por meio de uma diretiva de 
compilacáo, seriio produzidos resultados errados, uma vez que geralmente os elementos 
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de um bloco compartilham um ou mais nós (e graus de liberdade). 
A solucáo para esta recursiio global, sugerida por HUGHES et al (1987b), é de se 

agrupar os elementos em blocos internamente disjuntos, onde nenhum elemento possua 
um nó (grau de liberdade) comum. Com isso, os elementos ser% agrupados em NBLOCK 
blocos de tamanho máximo NSIZE, correspondendo a um padráo ilustrado na Figura 6, 
para uma malha de elementos quadriláteros em duas dimensóes. 

elementos de mesma "cor" 
nao possuem nó em comun 

Figura 6. Reordenacáo dos Elementos em Blocos. 

O tamanho ótimo do bloco (NSIZE) para uma máquina IBM 3090/VF modelo E 
6 128, em funcáo das características do processador vetorial ("Vector Section Size7'), 
como comprovado em um estudo paramétrico anterior (COUTINHO et al, 1988). Caso 
o número de elementos em um determinado bloco seja inferior i. 12, os cálculos sáo 
efetuados em modo escalar. 

Vetorizaqáo d a  Soluqiío d o  Sis tema d e  Equaqóes Auxiliar d o  M G C  

a) Pré-Condicionamento Diagonal 

Neste caso, a solucáo do sistema de equacóes é extremadamente simples, 
correspondendo a uma única instrucáo vetorial, conforme o trecho de código, 

DO 1 = 1, N 
Z(I) = R(I) * DIAG(I) 
ENDDO 

onde o arranjo DIAG(1:N) contém os inversos dos termos da diagonal de A.  Deve-se 
notar que as entradas DIAG(1) sáo resultado de contribuicóes individuais dos elementos. 
Portanto, este arranjo é calculado utilizando a mesma estrutura de blocos de elementos 
usada anteriormente. 
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I b) Pré-Condicionamento Bloco-Diagonal Nodal 

Os blocos-diagonais nodais sáo computados a partir da contribuicáo de cada 
elemento e armazenados em um arranjo BD(NNOS, KND) sendo KND = 0.5*NDOF * 
(NDOF + 1) e NNOS o número de nós da malha. Uma vez que para elasticidade plana 
e elasticidade tri-dimensional os blocos-diagonais nodais sáo respectivamente matrizes 
2x2  e 3x3, a inversáo dos blocos-diagonais pode ser efetuada facilmente por meio de 
fórmulas fechadas. Desta forma, a solucáo do sistema de equacóes é computada para 
cada bloco-diagonal em um único Loop, totalmente vetorizado, sobre todos os nós da 
malha. 

c) Pré-Condicionamento Elemento-por Elemento 

A utilizacáo do MGC com pré-condicionamento EPE envolve a transformacáo do 
sistema original de equacóes, conforme expresso nas relasoes (8)-(11). Do ponto de 
vista da implementacáo, estas operacóes salo basicamente as seguintes: 

(i) Cálculo da matriz diagonal 

Esta operacáo é efetuada de forma análoga ii descrita no item 4.4.a, com a única 
diferenca que sáo armazenados os inversos das raízes quadradas dos termos da diagonal 
de A. Portanto, esta operacáo também é completamente vetorizada. 

(ii) Regularizacáo das matrizes de elementos: xe = (D;')~A, e De1 

Esta operacáo é efetuada com a mesma estrutura do produto matriz vetor, 
observando-se que os termos de D-' correspondentes aos graus de liberdade do elemento 
sáo replicados no vetor local VE1. A operacáo de regularizacáo é entáo efetuada para 
cada elemento no bloco. Evidentemente, náo é necessário o passo de espalhamento dos 
resultados. 

(iii) Solucáo do Sistema Auxilias 

A soluciio do sistema auxiliar B *PEZ = r, com B EpE dado pela expressáo (12), 
compreende os seguintes passos: 

- Soluciio dos sistemas triangulares inferiores a nível de elementos, ou seja, 

Nel 1 

n ( ~ , )  f = r, onde f = n (ue) z 

Esta operacáo é efetuada com a mesma estrutura do produto matriz-vetor, sendo 
portanto vetorizada. 

- Solucáo dos sistemas triangulares superiores a nível de elemento, 
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Esta operacáo é formalmente identica ii anterior, observando-se apenas a ordem 
inversa das operacóes, tanto a nível local, durante a solucáo de u" z, = fe, quanto a 
nível global. 

(iv) Recuperacáo da solucao: X = D-1X 

Esta operacáo é equivalente A descrita no item que trata sobre pré-condicionamiento 
diagonal e portanto é totalmente vetorizada. Desta forma, todo o processo de solucáo 
do sistema auxiliar de equacóes é vetorizável. 

Cabe ressaltar que, devido A estrutura de blocos disjuntos, náo há recursáo alguma 
no acúmulo das solucóes dos sistemas triangulares a nível de elemento, uma vez que os 
elementos náo possuem grau de liberdade em comum. Além disso, náo há necessidade 
do arranjo intermediário f ,  podendo os resultados das operacóes serem acumulados 
diretamente em z, mais uma vez, devido ao fato dos elementos em cada bloco náo 
possuirem graus de liberdade comuns. 

d) Pré-Condicionamento Multi-Nivel 

Para os pré-condicionadores definidos através das expressóes (32) e (33)) a solucáo 
do sistema auxiliar de equacóes do MGC é efetuada através das relasoes (34) a (38). 
Estas sáo fundamentalmente a solucáo direta do sistema de equacóes correspondente A 
malha grossa, a representacáo de um vetor na base hierárquica e a solucáo para os bloco- 
diagonais nodais. Esta Última é formalmente identica A descrita no item que trata sobre 
pré-condicionamiento bloco-diagonal nodal. As duas primeiras, podem causar algumas 
dificultades ii vetorizacáo e sáo examinadas ii seguir. 

(i) Soluqiio direta do sistema de equacoes 

Neste trabalho é utilizado um solucionador direto para matrizes armazenadas 
em perfil. A vetorizacáo da fatoracáo da matriz na forma de Crout (LDLt), segue 
as técnicas descritas por LOZUPONE (1989). Para a implementacáo da fatoracáo 
incompleta de Crout, deve-se notar que um ponteiro adicional é necessário para 
definicáo dos termos nao-nulos em cada coluna ativa. Entretanto, tendo em vista 
que será efetuada uma retrosubstituicáo a cada iteracáo do MGC, em ambos os casos a 
etapa de obtencáo da solucáo por avante e retrosubstituicáo foi vetorizada. Na maioria 
das implementacóes vetoriais de solucionadores diretos, esta etapa é desprezada, ou 
seja, náo vetorizada, devido ao fato de que a fatoracáo da matriz é muito mais custosa 
que a solucáo. 

(ii) Mudanca da base nodal para base hierárquica (e vice-versa) 

As mudancas de base levam em consideracáo a estrutura altamente esparsa 
da matriz S. Os algoritmos sáo fundamentalmente os mesmos apresentados por 
YSERENTANT (1986), e envolvem uma recursáo, já que os valores das incógnitas 
correspondentes ao nível K sáo dependentes do nível K - 1. Consequentemente, náo 
é possível, com a estrutura de dados utilzada, vetorizar as operacóes de mudanca de 
base. 



Preliminares 

Seráo apresentadas a seguir algumas aplicacóes que visam exemplificar o 
desempenho das estratégias computacionais descritas anteriormente. A seguinte 
nomenclatura será utilizada para identificar os diferentes métodos iterativos 
empregados: 

(D-MGC) - Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado corn Pré- 
Condicionador Diagonal. 

(BD-MGC) - Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado corn Pré- 
Condicionador Bloco-Diagonal Nodal. 

(EPE-MGC) - Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado corn Pré- 
Condicionador Elemento-por Elemento Gauss-Seidel. 

(LDL-MGC) - Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado corn Pré- 
Condicionador Multi-Nível corn Fatoracáo de Crout para o 
Nível Grosso e Bloco Diagonal Nodal para os demais. 

(IC-MGC) - Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado corn Pré- 
Condicionador Multi-Nível corn Fatoracáo Incompleta de Crout 
para o Nível Grosso e Bloco-Diagonal Nodal para os demais. 

Todas as medicóes de desempenho foram efetuadas durante períodos de carga 
computacional normal do sistema em producáo, sem recurso a um ambiente dedicado. 
Dessa forma, o resultado das medicóes pode ser considerado, bastante representativo 
para o sistema em questáo. 

Problema de Boussinesq Tridimensional 

Neste problema clássico de elasticidade, uma carga concentrada é aplicada na 
direcáo normal A superfície de um semi-espaco homogeneo e isotrópico. O problema 
foi modelado por meio de malhas uniformes de elementos sólidos isoparamétricos corn 
8 nós, adotando-se condicóes de simetria nas tres faces ortogonais. As propriedades 
elásticas do material sáo: Módulo de Elasticidade, 2.08 x lo6 e coeficiente de Poisson, 
0.3. 

Este problema foi selecionado para investigar o desempenho das estratégias de 
vetorizacáo apresentadas anteriormente. Sendo assim, utilizou-se o método (D-MGC), 
considerando uma série de malhas uniformes, corn um número crescente de elementos 
ao longo de cada eixo ortogonal. Adotou-se como tolerancia para o critério de parada 
dado na Tabela 11, 6 = ,Os dados topológicos para cada malha encontram-se na 
Tabela IV, onde N é o número de elementos ao longo de cada eixo ortogonal. 

A Figura 7 apresenta a malha resultante para N = 24, mostrando também as 
isocurvas logaritmicas da distribuicao de pressóes obtida. 

Na Tabela V estáo sumarizados número de iteracóes para cada análise, tempo de 
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N NÚMERO DE NÚMERO DE SEMI-LARGURA 
ELEMENTOS EQUACOES DE BANDA 

15 3375 11520 789 

16 4096 13872 889 

20 8000 26460 1349 

24 13824 45000 1905 

Tabela IV. Dados Topológicos para o Problema de Boussinesq Tridimensional. 

Figura 7. Malha 24 x 24 x 24 para o Problema de Boussinesq Tridirnensional. 

N ITERAC~ES CPU (S) CPU VET. (%) MFLOPS 

15 64 12 92 19 

16 68 20 95 19 

20 83 39 95 19 

24 96 81 94 19 

Tabela V. Desempenho do (D-MGC) para o Problema de Boussinesq Tridimensional. 



processamento em segundos para a solucáo do sistema de equacóes, percentagem desse 
tempo dispendido no processador vetorial e o número de MFLOPS. 

O número de MFLOPS para cada análise foi avaliado segundo os critérios sugeridos 
por DONGARRA et al (1991). Na mesma referencia encontra-se um estudo de 
desempenho semelhante, porém para um problema em que o sistema de equacóes é 
penta-diagonal. Os resultados obtidos encontram-se reproduzidos na Tabela VI. 

Tabela VI. Desempenho do MGC nao Pré-Condicionado para Sistema Penta- 
Diagonal com 10.000 Equacoes (DONGARRA et al, 1991). 

MÁQUINA 

NEC SX-2 

FUJITSU VP-200 

HITACHI 5810120 

CRAY X-MP (1 proc.) 

CYBER 205 

CRAY 2 (1 proc.) 

IBM 3090/VF (1 proc.) 

CONVEX C-210 

ALLIANT FX/4 (1 proc.) 

Deve-se notar que para a estrutura regular do problema abordado por 
DONGARRA a avaliacáo do produto matriz-vetor é muito simples. Este fato, 
aliado a utilizas50 de um método náo pré-condicionado, conduz a um algoritmo de 
menor complexidade computacional, favorecendo um alto desempenho em termos de 
MFLOPS. Sendo assim, as medic9es apresentadas na Tabela VI podem ser tomadas 
como um limite superior do desempenho em MFLOPS para o método dos Gradientes 
Conjugados. 

Tendo em vista a complexidade da estratégia elemento-por-elemento aplicada ao 
(D-MGC) na solucáo do problema de Boussinesq, pode-se observar que o número 
de MFLOPS obtido se aproxima bastante do limite apresentado por DONGARRA. 
Por outro lado, deve-se ter em mente que a utiliza550 de pré-condicionadores mais 
complexos, examinados 2 seguir, apesar de resultar em um número de MFLOPS 
sensivelemente menor implica numa reducáo considerável do tempo de processamento, 
que é de fato o objetivo a ser alcancado. 

Problema de Boussinesq Axisim6trico 

DESEMPENHO EM 
MFLOPS 

643 

300 

240 

134 

106 

82 

23 

19.5 

1.8 

Neste caso, o problema anterior foi modelado por malhas uniformes compostas 
por N x N elementos finitos isoparamétricos bilineares como mostrado na Figura 8. 
A aproximacáo axisimétrica conduz a matrizes nao t5o bem condicionadas quanto 

DESEMPENHO MÁXIMO 
EM MFLOPS 

1333 

533 

800 

235 

200 

480 

108 

50 

11 
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2 modelagem tridimensional, devido A presenca do termo radial nas integrais dos 
elementos. Sendo assim, o objetivo destas análises é estudar o desempenho do MGC 
com diferentes pré-condicionadores para dimensóes crescentes de discretizacáo. 

E = 2.08e06. Poisson = 0 3  . TOL =l.e-06 

Figura 8. Malha N x N para o Problema de Boussinesq Axisimétrico. 

Os dados relativos 2s discretizacóes empregadas e a demanda de memória, em 
Mbytes, para os diferentes métodos iterativos empregados, assim como para um método 
direto com armazenamento em perfil, encontram-se sumarizados na Tabela VII. 

Tabela VII. Demanda de Mémoria para o Problema de Boussinesq Axisimétrico. 

De forma geral, os métodos iterativos requereram significativamente menos 
mémoria que o método direto. A reducáo observada varia entre 9 vezes, para o (EPE- 
MGC), até 4 vezes para o (LDL-MGC). Cabe observar que considerou-se apenas 2 níveis 
para os pré-condicionadores multinível. Sendo assim, o número de equacóes para as 
matrizes correspondentes 2s malhas grossas para N = 30,60 e 120 é de respectivamente 
480, 1860 e 7320. Portanto, nos métodos multinível, a necessidade de se computar a 
fatoracáo (completa ou incompleta) da matriz correspondente ao nível grosso aumenta 
consideravelmente a demanda de memória desses métodos. 

DIRETO 

1.0 

7.4 

57.6 

(IC-MGC) 
NiVEIC 

0.5 

1.8 

8.3 

(LDL-MGC) 
NiVEIS 

0.6 

2.7 

14.0 

N 

30 

60 

120 

(BD-MGC) 

0.4 

1.7 

6.8 

NÚMERo DE 
EQUACÓES 

1860 

7320 

29040 

(EPE-MGC) 

0.4 

1.7 

6.5 
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Tabela VIII. Custos Computacionais para o Problema de Boussinesq Axisimétrico. 

Os custos computacionais, ou seja, número de iteracóes para convergencia da 
solucáo iterativa e tempo de processamento em segundos (CPU), encontram-se dados 
na Tabela VIII. Como tolerancia para verificacáo de convergencia, adotou-se 6 = 

Conforme aumenta a dimensáo da malha os métodos iterativos tornam-se cada vez 
mais eficientes. Além disso, o método (LDL-MGC) requer um número de iteracóes 
independente da malha, o que permite fornecer a solucáo mais rápida em todas as 
malhas analisadas, chegando a um fator de reducáo de 3.5, em comparacáo com a 
solucáo direta, para N = 120. 

Grupo de Estacas 

(IC-MGC) 

3.7 

34 

17.3 

51 

103.3 

99 

Nesta aplicacáo sáo analisados os efeitos de grupo em duas estacas tubulares 
metálicas identicas solicitadas lateralmente. A geometria e carregamento da estrutura 
de fundacáo é similar iquela encontrada na Plataforma de Bonito, uma jaqueta metálica 
projetada para uma lamina de água de 200 m e instalada na Bacia de Campos, Rio de 
Janeiro, Brasil. O solo adjacente i s  estacas é considerado como uma única camada de 
argila, cujos parametros elásticos sáo: módulo de elasticidade, 0.5 MPa e coeficiente 
de Poisson, 0.4. Os dados geométricos e propriedades elásticas do material das estacas 
sáo: comprimento, 45 m; diametro externo 2.13 m; espessura, 0.0508 m; módulo de 
elasticidade 210.88 GPa; coeficiente de Poisson 0.3. Devido i simetria, apenas metade 
do conjunto solo-estaca foi discretizado. Além disso, uma vez que a interacáo solo- 
estaca é um fenomeno localizado em torno das estacas e na regiáo entre elas, a massa 
de solo foi discretizada até 9 m de cada eixo das estacas, onde prescreveu-se condicóes de 
contorno de deslocamentos nulos. Na parte inferior foram restringidos os deslocamentos 
nodais na direcáo vertical. 

Inicialmente, foi efetuada uma análise com a malha da Figura 8, que compreende 
1376 elementos sólidos isoparaméticos trilineares a 1938 pontos nodais, totalizando 
4232 graus de liberdade. Após a reordenacáo da malha pelo algoritmo de Cuthill- 
McKee reverso (GEORGE e LIU, 1981) a máxima semi-largura de banda obtida foi 
2354 e a semi-largura de banda média, 303. 

(EPE-MGC) 

4.1 

87 

23.3 

168 

148.3 

328 

DIRETO 

4.9 

- 

33.0 

- 

314.5 

- 

(BD-MGC) 

4.8 

213 

29.5 

422 

197.8 

838 

N 

30 

60 

120 

(LDL-MGC) 

3.7 

26 

16.2 

26 

84.7 

26 

CUSTO 

CPU 

Iters. 

CPU 

Iters. 

CPU 

Iters. 
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MÉTODO 

(BD-MCG) 

(EPE-MCG) 

Direto 

Tabela IX. Custos Computacionais para Análise Tridimensional do Efeito de Grupo 
(4232 equacóes). 

0 s  custos computacionais para os métodos iterativos (BD-MGC), (EPE-MGC) e 
para o método direto encontram-se na Tabela IX. Neste problema, em todas as análises 
iterativas foi adotado como critério de parada 6 = 

Devido 2 presenca de materiais com propriedades físicas bastante diferentes e 
elementos com razáo de aspecto elevada (relacáo entre maior e menor dimensáo 
do elemento), o condicionamento da matriz resultante nao é favorável aos métodos 
iterativos. Portanto, conforme mostrado na Tabela IX, os métodos iterativos foram 
mais lentos que o método direto. O mau condicionamento do sistema de equacoes pode 
ser medido através da relacáo entre o maior (Dmax) e o menor (Dmin) valor dos 
termos da diagonal da matriz de rigidez, D max / D  min = 1.113 x lo9. Entretanto, a 
demanda de memória favorece as solucoes iterativas. 

De forma a proporcionar uma melhor modelagem da interacáo solo-estaca, a malha 
da Figura 9 foi refinada uniformemente, originando o modelo da Figura 10. Este modelo 
possui 11008 elementos sólidos, 13204 pontos nodais e 33610 graus de liberdade. 

Os gustos computacionais obtidos nesta análise encontram-se na Tabela X, 
incluindo agora resultados para os pré-condiconadores multinível, que no caso, utilizam 
2 níveis, a malha original e a malha refinada. O mesmo critério da parada da análise 
anterior foi utilizado em todos os métodos iterativos. 

Este problema foi solucionado apenas pelo (LDL-MGC). Isto pode ser 
compreendido notando-se que na análise do problema com a malha grossa, a solucáo 
direta foi a mais rápida, e requeria uma quantidade aceitável de área de armazanamento. 
Portanto, a utilizacáo desta matriz como pré-condicionador para a malha fina tornou a 
solucáo com o método pré-condicionado em dois níveis muito eficiente. Em contra 
partida, náo foi possível de se obter a fatoracáo incompleta da matriz da malha 
grosseira, o que inviabilizou a solucáo pelo método (IC-MGC). Os outros métodos 
iterativos náo obtiveram a convergencia dentro de um tempo de processamento aceitável 
e conforme pode ser verificado na Tabela X, ainda se encontravam longe disso. A 
soluciio direta deste problema náo foi obtida devido 2 enorme demanda de mémoria, 
mesmo após a reordenacáo da malha, que conduziu a um sistema com semi-largura de 
banda 2101 e semi-largura de banda média 1305, correspondendo ao valor de área de 
armazenamento indicado na Tabela X. 

NÚMERO DE 
ITERACOES 

5119 

1793 

- - - -  

CPU (S) 

756.8 

528.3 

58.8 

MEMÓRIA 
(Mbytes) 

3.85 

3.78 

10.45 
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Figura 9. Malha para Análise Tridimen- Figura 10. Malha para Análise Tridi- 
sional do Efeito do Grupo mensional do Efeito do Grupo 
(4232 equacoes) . (33610 equa~oes). 

NUMERO DE CPU MEMORIA NORMAL RELATIVA DO RESÍ- MÉToDo 
ITERAC~ES (min) (Mbytes) DUO NA ÚLTIMA ITERACAO 

(LDL-MGC) 1124 99 40.7 9.970 E 4  

(IC-MGC) - - - - 

(EPEMCG) 3603 120 29.8 2.181 El 

(BD-MGC) 7098 120 30.5 5.711 El 

Direto - - 351.5 - 

Tabela X. Custos Computacionais para Análise Tridimensional do Efeito de Grupo 
(33610 equacoes). 

Procurou-se neste trabalho avaliar diversas alternativas de precondicionamento 
para o método iterativo dos gradientes conjugados, com o objetivo de selecionar 
aqueles que melhor desempenho deveráo ter na solucáo numérica de grandes problemas 



tridimensionais, em ambientes computacionais dotados de processamento vetorial. 
Verificou-se que, entre as várias alternativas propostas, aquelas que utilizam os pré- 
condicionadores multi-nível, em especial a que emprega a fatorizacáo de Crout para o 
nível grosso, sáo mais eficientes que as que utilizam pré-condicionadores padráo. 

Além disso, comparacóes realizadas entre estes métodos com um solucionador direto 
vetorizado, mostraram que estes algoritmos sáo competitivos, justificando a tendencia 
de se utilizar métodos iterativos na  análise de problemas que envolvem um grande 
número de equacóes. 
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