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SUMARIO

Este trabalho apresenta uma avaliagio de estratégias computacionais iterativas para
a solu¢do de sistemas de equagdes lineares provenientes da aplicacio do método dos
elementos finitos & problemas tridimensionais de mecdnica do continuo. Emprega-se o
método dos gradientes conjugados, acelerado por diversos precondicionadores, diagonal, bloco-
diagonal nodal, elemento-por-elemento e multi-nivel. Discute-se també na implementagdo em
computadores vetorais através de técnicas elemento-por-elemento. Sao apresentados diversos
exemplos de interesse pritico onde procura-se evidenciar o alto desempenho das estratégias
propostas quando comparadas com métodos diretos de solugdo, também vetorizados.

SUMMARY

This work presents an evaluation of iterative linear equation solvers for finite element
systems of equations arising from three-dimensional continuum mechanics problems. The
conjugate gradient method is employed, accelerated by several preconditioners, diagonal, nodal
block diagonal, element-by-element and multi-level. The implementation on vector computers
of element-by-element techniques is also addressed. Some examples of practical interest are
presented, showing the high performance achieved by the proposed strategies, when compared
to a vectorized direct skyline solver.
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INTRODUGAO

A formulacio cinemitica do método dos elementos finitos para a solugdo de
problemas da mecénica do continuo (lineares ou nio-lineares, estiticos ou dindmicos),
conduz & um sistema de equacdes algébrico da forma (HUGHES, 1987a),

Ax =D> ()

onde A é uma matriz esparsa, usualmente simétrica positiva definida, x é o vetor
de incégnitas nodais e b o vetor de termos independentes (leva em consideragao a
presenca de forgas de volume, de superficie e das condi¢des de contorno). A Equagdo
(1) é resolvida geralmente por um método direto de solugio baseado no processo
de eliminagio de Gauss (GOLUB e VAN LOAN, 1989), onde a matriz A pode ser
armazenada em banda, perfil ou esparso (CAREY e ODEN, 1984). Entretanto, as
estratégias de solugio direta podem se tornar invidveis para a andlise de problemas
envolvendo um nimero grande de equagbes devido principalmente ao enorme esforgo
computacional e demanda de meméria.

Na Tabela I encontram-se estimativas do esforgo computacional e da demanda de
memoria de métodos diretos de solugio (AXELSSON e BARKER, 1984). Deve-se notar
que n é o nimero de equagGes e m a largura de banda da matriz A.

ESFORCO COMPUTACIONAL .
TAREFA MEMORIA
(FLOPS)
Fatoragao 3 nm? nm
Retro-substitui¢ao 2 nm nm

Tabela I. Estimativa de Custos de Métodos Diretos de Solugao (flops = 1 operagao
em ponto flutuante por segundo).

Os dados da Tabela I sio particularmente importantes em problemas
tridimensionais onde a largura de banda pode ser da mesma ordem de grandeza do
nimero de equagcoes.

Métodos iterativos de solugio requerem comparativamente menos memodria, no
entanto o nimero de operagdes de ponto flutuante para atingir a solugdo nao é
conhecido a priori, e depende de caracteristicas préprias do sistema de equagoes. Por
outro lado, estes métodos sdo adequados s novas arquiteturas.de computadores onde
estio disponiveis facilidades de vetorizagao e eventualmente paraleliza¢do das diferentes
tarefas do processo de solugio. Sendo assim, este trabalho apresenta alguns resultados
do desenvolvimento e aplicagio de métodos iterativos para a solugdo de grandes
problemas discretizados pelo método dos elementos finitos utilizando as facilidades de
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vetorizagao disponiveis no computador IBM 3090/ VF instalado no Centro de Pesquisas
da PETROBRAS S.A. (CENPES).

Este trabalho é organizado da seguinte forma: na segdo seguinte apresenta-
se o método iterativo dos Gradientes Conjugados (MGC), utilizado neste trabalho.
A peniiltima se¢ido reine algumas consideragdes sobre o ambiente computacional
e as técnicas de vetorizacdo utilizadas. Finalmente, a iltima secdo apresenta
algumas aplica¢Oes numéricas que evidenciem a eficiéncia computacional das estratégias
adotadas.

O METODO DOS GRANDES CONJUGADOS PRE-CONDICIONADO

O Método dos Gradientes Conjugados foi inicialmente apresentado por HESTENES
e STIEFEL (1952) e explora o fato de que a soluc¢do do sistema de equagdes (1), equivale
a minimizac¢do do funcional quadritico,
1 . t
Q = 3 X Ax - x'b (2)
Assim, processos iterativos utilizados para minimizar o funcional ¢, conduzem
a solugdo do sistema de equagbes algébricas associado a este funcional (GOLUB e
VAN LOAN, 1989). Nos algoritmos de solugio que empregam o Método Iterativo
dos Gradientes Conjugados a matriz dos coeficientes atua unicamente como operador
linear fornecendo uma maneira extremamente elegante de explorar a esparsidade desta
matriz. A eficiéncia do método esta intrinsicamente relacionada com as caracteristicas
proprias do operador A (AXELSSON e BARKER, 1984), isto é, seus autovalores.
Como a matriz A ¢ positiva definida, as superficies representadas pela equagio (2) sdo
elipséides. Métodos numéricos para minimizacdo de um funcional tendem a ser mais
eficientes quando as superficies se aproxima da forma esférica. Neste caso a razio entre
o maior e o menor autovalores do espectro, A, e A, respectivamente,

KA) = 32, 3)

é denominada razio espectral ou nimero de condicionamento espectral, se aproxima
da unidade. Caso contrario, quando a razio espectral se apresenta muito maior que a
unidade, torna-se necessdrio a utilizagdo de uma técnica de pré-condicionamento que
tem como efeito resultar em um funcional onde as superficies na vizinhanga da solugio
sejam significativamente menos excéntricas que a original. Pode-se dizer entdo que para
matrizes simétricas positivas definidas a taxa de convergéncia de um esquema iterativo
pode ser avaliada através da razio espectral.

Logo, com o objetivo de atingir uma convergéncia mais ripida, o Método dos
Gradientes Conjugados pode ser aplicado a um sistema equivalente ao original, mas
que tenha sido pré-condicionado. Pré-multiplicando-se a equagdo original do sistema
pela matriz ndo singular B,

B'Ax = B™b (4)
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e aplicando-se o Método do Gradientes Conjugados ao sistema pré-condicionado acima,
obtém-se o algoritmo dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado, cujos principais
passos sdo apresentados na tabela a seguir:

Tabela I1.2.1 - Algoritmo dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado

Passo 1: Inicializar

k = o
xp = Dado (usualmente xq = 0)
rg = b - AXQ
Po =2z = B7'rg
Passo 2: Atualizar solugio e residuo
rl .z
P . A pi

Xk+1 = Xk + Qg Pk
Tkp1 = Iy — o APy

Qg

Passo 3: Verificar convergéncia

1

1 1
Se (rfc+1 . rk+1)2 < é (rf, .ro)2 — fim
Passo 4: Atualizar dire¢dao conjugada

-1
Zk41 = BT rep

ri, . .z
By = 2=
T . Zk
Pr+1 = 2Zk41 + Br Pk
k =k +1

VA para o passo 2

Em geral, uma matriz de pré-condicionamento B para ser eficiente, deve atender
alguns requisitos bésicos: seus componentes devem ser facilmente determinados além
de nio necessitar armazenamento excessivo em relagio & matriz A; a solug¢do do sistema
Bz, = r; deve ser mais eficiente que a solucio do sistema A x = b, j& que o mesmo
serd resolvido a cada itera¢do do algoritmo. Finalmente, deve originar um nimero de
condicionamento espectral reduzido em relagdo a k(A).

Pode-se mostrar, segundo GOLUB e VAN LOAN (1989), que a taxa de
convergéncia do Método dos Gradientes Conjugados Pré-condicionado é proporcional
a0 quociente,
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VE(A) - 1 %)
VEA) + 1

Sendo A = B-'A
TECNICAS DE PRE-CONDICIONAMENTO

Pré-Condicionador Diagonal

Definindo-se como matriz B a diagonal da matriz dos coeficientes A

By = [47'] i = 1,...,n (6)

temos o Pré-condicionamento Diagonal, que devido a sua simplicidade de
implementagdo, baixo nimero de operagdes envolvidas e efeito favoravel de
escalonamento de varidveis de grandezas dimensionais diferentes é muito utilizado,
embora na maijoria dos casos nao tenha um efeito muito satisfatério na redugio de
k(A).

Pré-Condicionador Bloco-Diagonal Nodal

De forma a definir precisamente este pré-condicionador é necessirio especificar
corretamente uma estrutura de dados. Seja o arranjo ID (NNODE, NDOF) onde NNODE é
o numero de pontos nodais da malha e NDOF o nimero de graus de liberdade por né.
Este arranjo mapeia graus de liberdade globais (HUGHES, 1987a). Com isso, pode-se
definir o pré-condicionador bloco-diagonal nodal da seguinte forma,

A{'jl sek=1
-1
Bpp = 1 < k,l < NNODE (7)
0 sek#l
onde A;l é a inversa da submatriz de A correspondente aos nés I = ID (k,1),

J =1ID(l,5),1 < 4,7 < NDOF. A matriz Bgp é simétrica, positiva definida e requer
uma area de armazenamento de 1/2 NDOF x(NDOF+1)XNNODE. Cada submatriz A;; é
montada a partir de contribugées individuais dos elementos e sua inversa é armazenada
para uso posterior durante as itera¢bes do Método dos Gradientes Conjugados.

Pré-Condicionadores Elemento-por-Elemento

Os pré-condiconadores Elemento-por-Elemento, ou EPE, foram projetados para
manter a estrutura de dados tipica do método dos elementos finitos. Eles foram
apresentados inicialmente por HUGHES et al, (1983) e se baseiam na aproximacio
da inversa de A por um produto de matrizes. Além disso, de forma a preservar o posto
das matrizes que compdem o produto, os pré-condicionadores EPE sio aplicados ao
sistema transformado de equagoes,

Ax = b (8)
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onde
x -1\T -1
A=(D") AD 9)
X = Dx (10)
b=D'1b (11)
sendo Dy = A:i/ 2, i = 1,2,...n. Este escalonamento diagonal pode também ser

interpretado com um pré-precondicionamento do sistema de equagoes original. Desta
forma, os pré-condicionadores EPE utilizados sio definidos pelo produto,

Nel 1
B—EIPE = H(LC) X H (U°) (12)
e=1 e =Nel
onde Nel é o nimero de elementos da malha. O duplo produto é para preservar
a simetria do pré-condicionador. As matrizes L® e U® sdo obtidas da particao
Gauss-Seidel de uma matriz de elemento regularizada da seguinte forma (WINGET
E HUGHES, 1985, HUGHES et al, 1987b),

L + Ut = A° — diag (A)® + I (13)

Com esta escolha, a solugio do sistema de equagdes auxiliar do MGC, z = B~ r, é
efetuada em dois passos. O primeiro na ordem crescente dos elementos e o segundo na
ordem inversa, de acordo com a Equagdo (12). Além disso, deve-se notar que este pré-
condicionador nao necessita de nenhuma &area adicional de meméria para armazenar a
matriz B ppg.

Pré-Condicionadores Multi-Nivel
a) Generalidades

Um dos problemas relacionados com os pré-condicionadores expostos anteriormente
é que a ordem do ndimero de condicionamento espectral, k(A), ndo diminui & medida
que o parametro de malha também diminui. Em outras palavras, se refinarmos uma
dada malha e a solucionarmos através do MGC com quaisquer dos pré-condicionadores
expostos anteriormente, o nimero de iteragdes necessdrias para atingir a convergéncia
serd maior do que aquele obtido para a malha inicial. Uma das maneiras de se
ultrapassar esta dificultade é a utilizacio de estratégias multi-nivel de solugdo. Estas
se baseiam no fato de que frequentemente um determinado problema é solucionado
primeiramente em uma malha grossa e por refinamento (uniforme ou adaptativo),
constréi-se uma sequéncia de malhas,

{Ar}ic (14)

onde A; é matriz de coeficientes correspondente 3 malha inicial (grossa) e A, a
malha fina, onde se deseja computar a solu¢io. Os fundamentos matemdticos dos
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métodos multi-nivel podem ser encontrados, por exemplo, em HACKBUSH, (1985) e
McCORMICK, (1987). O propdsito dessas técnicas é desenvolver um método iterativo
no qual a quantidade de trabalho computacional seja diretamente proporcional ao
numero de incégnitas do sistema de equagoes. A Tabela II apresenta uma estimativa do
trabalho computacional (AXELSSON e BARKER, 1984) de métodos de solugdo direta
tipo Gauss, métodos MGC (com e sem pré-condicionamento) e métodos multinivel,
para problemas de elementos finitos em duas e trés dimensoes.

Problemas
Método Bidimensionais Tridimensionais
Direto 0(n?) 0(n?3%)
MGC 0(n'%) 0(n1-3%)
MGC ¢/ pré-cond. 0(nt-2%) 0(nt17)
Multi-nivel 0(n) 0(n)

Tabela II. Comparagio de Estimativas de Trabalho Computacional.

Conforme foi verificada na pratica, por exemplo em PARSONS e HALL, (1990a,
1990b), a obtengio de proporcionalidade entre esfor¢o computacional e nimero
de incégnitas depende de fatores relacionados & implementagio, e a plataforma
computacional utilizada nos experimentos. Entretanto, a técnica multi-nivel parece
ser de fato um solucionador muito eficiente quando comparado a outros métodos, tanto
diretos quanto iterativos.

Um outro ponto importante é que ao invés de utilizar-se a base nodal padrao
para gerar as matrizes de elementos finitos, A, £ = 1, 2, ..., [, pode-se usar
bases hierarquicas. A Figura 1 apresenta as bases nodais e as bases hierdrquicas para
elementos quadriliteros.

O aspecto principal das bases hierdrquicas é o fato de que quando uma
malha correspondente a uma certo nivel é refinada, a discretizagio resultante
preserva as informagbes constantes das discretizagdes anteriores. Além disso, as
matrizes resultantes das bases hierdrquicas sdo melhores condicionadas do que aquelas
computadas com a base nodal. Por exemplo, para malhas uniformes em duas dimensdes
com um tamanho médio de elemento h, o nimero de condicionamento espectral das
matrizes obtidas com bases hierdrquicas é proporcional a |log k|2, enquanto que para
bases nodais a estimativa é de A7%, (BANK et al, 1988, 1989 ¢ YSERENTANT, 1986).
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(a) Base Nodal (b) Base Hierarquica
Figura 1. Funcoes de interpolagido bidimensionais

b) Propriedades Geométricas das Bases Hierarquicas

Nesta se¢do apresenta-se a relagio entre as bases hierdrquicas de diferentes malhas,
considerando o fato de que estas sdo refinamentos sucessivos de uma malha grossa,
conforme mostrado na Figura 2.

Malha O Malha 1 Malha 2

Figura 2. Sequéncia de Malhas.
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Denotando-se por ¢! a i-ésima fungio de interpolagio da malha 1, e como o espago
de aproximagao da malha 1 inclui o espa¢o da malha 0, as funcdes de interpolagio do
nivel 0 podem ser escritas como uma combinagio linear das fungbes de interpolagao
da malha 1. Por exemplo, considere um elemento da malha 0 e os quatro elementos
produzidos por refinamento uniforme desies, que pertenecem & malha 1. Usando o
esquema de numeragao da Figura 3, sdo vilidas as seguintes relagdes

el =i + %(wé + ¢g) + %soé (15)
@ =0k + 5+ eh) + 7 b (16)
=k + 5k oh + 7o a7)
A=+ gt )+ g (18)

Apesar destas relagdes serem vélidas somente para um elemento, estas podem ser
facilmente extendidas para todo o dominio. Relagdes similares podem ser construidas
para outros tipos de elementos:

Triangulos
1
Q1 =1t g (et ) (19)
1
¢2 =¢3 + 5 (04 + ¢5) (20)
1
¢3 =93 + 5 (95 + ) (21)
Hexaedros

1 1 1
o] =¥l + = i +-2-<P$+59017+

2

1 1

1 (P21 + @3 + ¢30) + 3 P37 (22)
B (23)

De forma geral as relagGes entre fun¢des de interpolagio de malhas grossas e fungdes
de interpolagao de malhas finas podem ser escritas como,

e =3 Xij o (24)
J

onde X;; é o peso entre a fungdo ¢? e <p}. Se ¢ = j, entdo X;; = 1, por exemplo.
Apesar destas relagdes serem complexas, sua implementagio pode se consideravelmente
simplificada pela utilizacdo de uma estrutura de dados apropriada. Estas podem ser
encontradas em DEVLOO (1985), para elementos quadrilateros, RIBEIRO (1991) para
tridngulos e DEVLOO (1991) para hexaedros.
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2 2

Figura 4. Elementos Triangulares.

¢ 3

2

12

23

17

18

5 13 6

Figura 5. Elementos Sélidos.
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¢) Pré-Condicionadores Multi-Nivel Hierarquicos

Sejam os nds (e equagbes) correspondentes a uma malha grossa numerados
primeiramente e em seguida os nds correspondentes 4 malha fina. O sistema de equagoes
resultantes para o nivel fino pode ser particionado como,

Ao Ao Xo bo

+

25
A An X1 by (25)

onde os subscritos 0 e 1 correspondem respectivamente ao nivel grosseiro (nivel 0) e fino
(nivel 1). Este sistema de equagdes se relaciona ao sistema de equagdes hierdrquico,

A Aog Xo bo
- N R N 26
A An X1 + b; (26)

através de uma matriz ndo-singular S, tal que as seguintes relagdes sio vilidas,

A =S'AS (27)
b =S'b (28)
X =Sx (29)

A matriz S transforma a representagio de qualquer funcido de elementos finitos
na base hierdrquica em sua representagio na base nodal (e vice-versa). Ela pode
ser entendida também como a representacdo matricial das relagées geométricas
apresentadas anteriormente. Desta forma, a matriz S pode ser escrita como,

Ipb O

5= |lw 1, (30)

onde Iy e I sdo as matrizes identidade correspondentes de forma exclusiva aos graus
de liberdade dos niveis 0 e 1. A submatriz W possui termos nao nulos somente para
as posigOes definidas na secdo anterior. Em outras palavras, a submatriz W contém os
pesos definidos na relagio (24).

Uma vez que na base hierdrquica as matrizes correspondentes aos niveis inferiores
nao sao alteradas, ou seja,

A = Ago (31)

pode-se definir os seguintes pré-condicionadores bloco-diagonal para MGC,
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(LDL%)go 0
B( 1pL,BD) = 0 (Bp)u: (32)
ou
IC(Ag)) O
B(1c,Bp) = 0 (B (33)

onde (LDL")g representa a fatoragio de Crout da matriz Agg, a qual é armazenada em
perfil, IC{Aqo) € a fatoragdo incompleta de Crout da matriz Agg, também armazenada
da mesma forma. O termo (Bpp)i1 representa um pré-condicionador bloco-diagonal
nodal correspondente aos nés do nivel 1.

Desta forma, a solugio do sistema de equagdes auxiliar do MGC, z = B7'r, é
efetuada através dos seguintes passos:
(i) Obter a representagdo do residuo na base nodal com respeito a base hierdrquica

r:Str:St{ro} (34)

T

(ii) Resolva o sistema correspondente a malha grossa

(LDLY)g0 20 = fp (35)

ou

IC(AOO) io = To (36)

(ii) Resolva os bloco-diagonais nodais para os nés da malha fina

21 = (Bpp)yy Fo (37)

(iv)  Obtenha a representagio do residuo pré-condicionado com respeito a base nodal

Zo
z2=S3=S§ (38)
2

Com esta estratégia, pode-se verificar facilmente que nido hd necessidade de se
computar as matrizes na base hierdrquica, sendo apenas necessdria a transformacgéo
de bases, via matriz S. Além disso, este procedimento pode ser facilmente extendido,
sem perda de generalidade, para uma sequéncia de malhas construida por refinamento
uniforme ou adaptativo. Entretanto, cabe observar que no caso de duas malhas,
conforme demonstrado por AXELSSON e GUSTAFSSON (1983), o método iterativo
resultante ird necessitar de um mimero de iteragGes para a convergéncia independente
do nimero de equagdes da malha fina.
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ESTRATEGIAS DE IMPLEMENTACAO

Ambiente Computacional

O computador IBM 3090 150E/VF instalado no Centro de Computagio do
CENPES é uma mdiquina de uso geral que devido as facilidades de processamento
vetorial oferece um alto desempenho em aplicacoes cientificas. Existe atualmente um
processador vetorial (VF), integrado & unidade central de processamento (CPU), com
um ciclo de méquina de 17.2 nanosegundos. A principal caracteristica da arquitetura do
IBM 3090 é a hierdrquia de memoria, organizada em trés niveis, memoria cache (64 Kb),
mémoria central e memdria expandida (opcional), além dos dispositivos de paginagao
convencionais. A memoria principal é de 64 Kbytes e existem também 16 canais de
entrada/safda (I/O). Maiores referéncias sobre a instala¢do podem ser encontradas no
Guia de Uso do CENPES, e sobre a arquitetura da mdiquina, ver TUCKER (1986).
O Sistema Operacional MVS/XA (Extended Architecture) permite a utilizacdo do
compilador V§ FORTRAN que possui facilidades de geracdo automdtica de cédigo
vetorizdvel, através de op¢do de compilagdo e um espago enderecdvel de até 2 GB.

Aspectos de Vetorizagao do MGC

O algoritmo do MGC dado na Tabela II possui operagées com um alto potencial
de vetorizagio. Estas, de acordo com DONGARRA et al (1991), sdo as seguintes:

(i) Atualizacdo de Vetores: x = x + ap

Esta operagdo, conhecida como SAXPY, na terminologia empregada no BLAS
(Basic Linear Algebra Subroutines), DONGARRA et al (1979), corresponde a uma
inica instrucdo vetorial. De forma geral, operagbes desta natureza sdo executadas de
maneira bastante eficiente na maioria dos computadores vetoriais.

4

(ii) Produtos Internos: @ = r* . r

Esta operagio corresponde a uma idnica instruc¢do vetorial e os comentarios do item
anterior sdo também vélidos aqui.

(iii) Produto Matriz-Vetor: v = A p

De acordo com DONGARRA et al (1991), produtos matriz-vetor podem, em muitas
situagOes, serem computados com uma eficiéncia comparavel as operagdes anteriores.
Isto é tdo verdadeiro quanto mais regular for a estrutura da matriz A. Entretanto,
para matrizes esparsas, como as encontradas no Método dos Elementos Finitos, o
desempenho pode ser seriamente comprometido. Comnsidere por exemplo, o seguinte
trecho de cédigo, utilizado no programa ITPACKV (KINCAID, 1989), para uma
multiplicagdo matriz-vetor:

DO J = 1, MAXNZ
po0I=1, N

Y(I) = Y(I) + COEF(I,J) * X (JCOEF(I,J))
ENDDO

ENDDO
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onde COEF(I,J) armazena de forma compacta os coeficientes da matriz esparsa A e
JCOEF (I,J) os ponteiros para as posigdes corretas para se efetuar o produto. O loop
interno do trecho de cédigo acima é vetorizado, sendo formalmente um SAXPY esparso,
devido ao enderecamento indireto de X. Esta caracteristica (enderegamento indireto)
é reponsavel por uma degradacdo de desempenho significativa, podendo, em méquinas
com hierarquia de memdria, reduzir em até mesmo 8 vezes a velocidade de execugao
do loop.

Devido a estas consideragoes, e ao fato de que no Método dos Elementos Finitos a
matriz global A é construida através de contribugdes individuais dos elementos, torna-
se mais cficiente, segundo HAYES e DEVLOO (1986), se avaliar o produto matriz-
vetor a nivel de elemento. Esta estratégia, apesar de requerer um nimero maior
de operagoes aritméticas tem sua eficiéncia relacionada ao fato que efetuando-se as
operagdes a nivel de elemento ndo hé a necessidade de introduzir nenhuma estrutura
de dados adicional aquelas ji presentes no Método dos Elementos Finitos. Além
disso, elimina-se a necessidade de armazenamento e tratamento da matriz esparsa A.
Existem algumas alternativas para a implementagio do produto matriz-vetor & nivel de
elemento, estudiadas por COUTINHO et al (1991). A estratégia adotada no presente
trabalho serd apresentada em detalhe adiante.

(iv) Determinagdo da Solugdo do Sistema Bz = r

Esta operagio diz respeito fundamentalmente a forma adotada para o
precondicionador B. Caso a solugdo do sistema de equagdes ndo seja suficientemente
vetorizada, esta pode comprometer seriamente a eficiéncia global do MGC. Em
consequéncia, é possivel que pré-condicionadores mais simples, porém com maior
conteddo de vetorizagdo, possam conduzir a uma maior velocidade de execugdo, apesar
de requererem um nidmero maior de itera¢des para convergéncia do que pré-condiciona-
dores mais complexos. Conforme sera exposto adiante, os precondicionadores adotados
no presente trabalho possuem um grau de vetorizagdo muito alto, a exce¢do dos pré-
condicionadores multi-nivel, que no caso dependem da eficiéncia de um método direto
de solucdo (ver Equacdes (34)-(38)).

Multiplicagdo Matriz-Vetor Elemento-por Elemento

No esquema de multiplicagio matriz-vetor elemento-por-elemento (EPE) a matriz
A nunca é explicitamente formada, sendo o produto na verdade calculado como,

Nel
Ap = Z Ac pe (39)
e=1

onde Nel é o nimero de elementos na malha, A. é a matriz de elemento e p, sdo
as componentes de p restritas aos graus de liberdade do elemento. As matrizes de
elemento sdo armazenadas levando em conta sua simetria, em um arranjo A(NEL,KND),
onde KND=0.5ND* (ND+1) é o niimero de termos no tridngulo superior de A, é ND é o
numero de graus de liberdade do elemento.

Desta forma, a multiplicagdo matriz-vetor é efetuada nos seguintes passos, para
cada elemento:
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(i) Localize as componentes do arranjo global p para os graus deliberdade do elemento,
ou seja, restrinja P(N) para VE1{ND).

(ii) Compute o produto matriz-vetor e armazene os resultados em um arranjo local,
VE2(ND).

(iii) Espalhe o arranjo local VE2(ND) para os graus de liberdade globais do problema,
ou seja, espalhe VE2(ND) para AP(N), acumulando os resultados.

As operagdes de localizagdo item(i), e espalhamento item(ii) ou globaliza¢do, sdo
efetuadas através de um arranjo LM(NEL,ND). Este arranjo, que define 0 mapeamento
entre os graus de liberdade locais do elemento e os graus de liberdade globais do
problema é uma estrutura de dados presente na maioria das implementagdes do método
dos Elementos Finitos (HUGHES, 1987a). Se LM (I, J) for igual 4 zero, entio a equagio
global correspondente foi eliminada da analise.

E ficil de se verificar que o item(ii) possui um contetido intrinseco de vetorizagao.
Entretanto, para elementos finitos usuais, as dimens¢Ges dos arranjos envolvidos sdo
relativamente pequenas quando comparadas ao tamanho 6timo dos vetores para se
obter ganhos significativos com a vetorizagao do cédigo. Este fato pode comprometer o
desempenho, devido ao aumento do tempo necessirio para o trifego de informagdes
entre memoéria e o processador vetorial. Segundo ORTEGA (1988), o tempo por
resultado (tx) de uma operagao vetorial pode ser modelado por:

th = K + /N (40)

onde K é a taxa de resultados, ou seja, o intervalo de tempo necessirio para que os
resultados comecem a deixar o processador vetorial, s; é o tempo necessirio para o
trafego de informagdes e N o comprimento do vetor. Da relagdo (40) pode-se observar
que é necessario utilizar vetores suficientemente longos para amortizar o efeito de s;.
Sendo assim, a taxa de vetorizagdo do produto matriz-vetor EPE pode ser
significativamente aumentada processando-se os elementos em blocos e indexando
os calculos pelo nimero de elementos do bloco. Logo, os arranjos locais serdo bi-
dimensionais, ou seja, VE1 (NSIZE,ND), VE2 (NSIZE,ND), onde NSIZE é o nimero
maximo de elementos por bloco. Entretanto, a operagdo de globalizacdo envolve
enderegamento indireto em ambos os lados da declaragio de atribuigio, isto é

DO IND = 1, ND
DO IEL = LFT, LLT

AP (LM(IEL, IND)) = AP (LM(IEL, IND)) + VE2 (IEL, IND)
ENDDO

ENDDO

onde LFT e LLT sdo respectivamente o nimero do primeiro e do iltimo elemento
de um dado bloco. A construg@o anterior nio pode ser vetorizada pelo compilador
IBM VS FORTRAN, uma vez que ela envolve uma dependéncia de dados, devido ao
enderecamento indireto. Caso a vetorizagio seja forcada por meio de uma diretiva de
compilagdo, serdo produzidos resultados errados, uma vez que geralmente os elementos
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de um bloco compartilham um ou mais nés (e graus de liberdade).

A solug3o para esta recursdo global, sugerida por HUGHES et al (1987b), é de se
agrupar os elementos em blocos internamente disjuntos, onde nenhum elemento possua
um n6 (grau de liberdade) comum. Com isso, os elementos serdo agrupados em NBLOCK
blocos de tamanho maximo NSIZE, correspondendo a um padrio ilustrado na Figura 6,
para uma malha de elementos quadriliteros em duas dimens&es.

__

elementos de mesma “cor”
nao possuem N6 em comun

Figura 6. Reordenagdo dos Elementos em Blocos.

O tamanho étimo do bloco (NSIZE) para uma mdaquina IBM 3090/VF modelo E
é 128, em funcio das caracteristicas do processador vetorial (“Vector Section Size”),
como comprovado em um estudo paramétrico anterior (COUTINHO et al, 1988). Caso
o niimero de elementos em um determinado bloco seja inferior a 12, os calculos sdo
efetuados em modo escalar.

Vetorizagdo da Solugdo do Sistema de Equagoes Auxiliar do MGC

a) Pré-Condicionamento Diagonal

Neste caso, a solu¢gdo do sistema de equagbes é extremadamente simples,
correspondendo a uma tnica instrugdo vetorial, conforme o trecho de cédigo,

DOI=1, N
Z(I) = R{I) * DIAG(I)
ENDDO

onde o arranjo DIAG(1:N) contém os inversos dos termos da diagonal de A. Deve-se
notar que as entradas DIAG(I) sdo resultado de contribuigdes individuais dos elementos.
Portanto, este arranjo é calculado utilizando a mesma estrutura de blocos de elementos
usada anteriormente.
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b) Pré-Condicionamento Bloco-Diagonal Nodal

Os blocos-diagonais nodais sio computados a partir da contribuicio de cada
elemento e armazenados em um arranjo BD(NNOS, KND) sendo KND = 0.5*NDOF *
(NDOF + 1) e NNOS o niimero de nés da malha. Uma vez que para elasticidade plana
e elasticidade tri-dimensional os blocos-diagonais nodais sdo respectivamente matrizes
2x2 e 3x3, a inversdo dos blocos-diagonais pode ser efetuada facilmente por meio de
férmulas fechadas. Desta forma, a solugdo do sistema de equacdes é computada para
cada bloco-diagonal em um tdnico Loop, totalmente vetorizado, sobre todos os nés da
malha.

c) Pré-Condicionamento Elemento-por Elemento

A utilizagdo do MGC com pré-condicionamento EPE envolve a transformacao do
sistema original de equagbes, conforme expresso nas relagbes (8)-(11). Do ponto de
vista da implementacdo, estas operagdes sdo basicamente as seguintes:

(i) Célculo da matriz diagonal

Esta operacdo ¢ efetuada de forma andloga a descrita no item 4.4.a, com a tnica
diferenga que sdo armazenados os inversos das raizes quadradas dos termos da diagonal
de A. Portanto, esta operagio também é completamente vetorizada.

(ii) Regularizagdo das matrizes de elementos: A, = (D;1)TA, e D!

Esta operacdo é efetuada com a mesma estrutura do produto matriz vetor,
observando-se que os termos de D! correspondentes aos graus de liberdade do elemento
sao replicados no vetor local VE1. A operagio de regularizacio é entao efetuada para
cada elemento no bloco. Evidentemente, nio é necessirio o passo de espalhamento dos
resultados.

(iti) Solugdo do Sistema Auxiliar

A solugdo do sistema auxiliar B gppz = r, com B gpg dado pela expressio (12),
compreende os seguintes passos:

- Solucdo dos sistemas triangulares inferiores a nivel de elementos, ou seja,

Nel 1
H(Le) f = r,ondef = H (u®) z
e=1 e=Nel

Esta operagao é efetuada com a mesma estrutura do produto matriz-vetor, sendo
portanto vetorizada.

- Solucao dos sistemas triangulares superiores a nivel de elemento,

H (u®)z =1

e=Nel
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Esta operagdo é formalmente idéntica a anterior, observando-se apenas a ordem
inversa das operagoes, tanto a nivel local, durante a solu¢ao de u® z. = f., quanto a
nivel global.

(iv) Recuperagio da solugdo: X = D™I1X

Esta operacio € equivalente a descrita no item que trata sobre pré-condicionamiento
diagonal e portanto é totalmente vetorizada. Desta forma, todo o processo de solucao
do sistema auxiliar de equagoes é vetorizavel.

Cabe ressaltar que, devido a estrutura de blocos disjuntos, ndo ha recursdo alguma
no acimulo das solugdes dos sistemas triangulares a nivel de elemento, uma vez que os
elementos nao possuem grau de liberdade em comum. Além disso, ndo hd necessidade
do arranjo intermedidrio f, podendo os resultados das operagdes serem acumulados
diretamente em z, mais uma vez, devido ao fato dos elementos em cada bloco ndo
possuirem graus de liberdade comuns.

d) Pré-Condicionamento Multi-Nivel

Para os pré-condicionadores definidos através das expressdes (32) e (33), a solugéo
do sistema auxiliar de equagdes do MGC é efetuada através das relagdes (34) a (38).
Estas sdo fundamentalmente a solu¢do direta do sistema de equagdes correspondente 3
malha grossa, a representagio de um vetor na base hierdrquica e a solu¢ao para os bloco-
diagonais nodais. Esta dltima é formalmente idéntica a descrita no item que trata sobre
pré-condicionamiento bloco-diagonal nodal. As duas primeiras, podem causar algumas
dificultades a vetorizagio e s3o examinadas a seguir.

(i) Solugdo direta do sistema de equagbes

Neste trabalho é utilizado um solucionador direto para matrizes armazenadas
em perfil. A vetorizagio da fatoracio da matriz na forma de Crout (LDL?), segue
as técnicas descritas por LOZUPONE (1989). Para a implementagdo da fatoracao
incompleta de Crout, deve-se notar que um ponteiro adicional é necessario para
definicdo dos termos ndo-nulos em cada coluna ativa. Entretanto, tendo em vista
que serd efetuada uma retrosubstituigio a cada iteragdo do MGC, em ambos os casos a
etapa de obtengao da solu¢do por avante e retrosubstitui¢io foi vetorizada. Na maioria
das implementagbes vetoriais de solucionadores diretos, esta etapa é desprezada, ou
seja, ndo vetorizada, devido ao fato de que a fatoragido da matriz € muito mais custosa
que a solugdo.

(i) Mudanga da base nodal para base hierarquica (e vice-versa)

As mudangas de base levam em consideragdo a estrutura altamente esparsa
da matriz S. Os algoritmos sdo fundamentalmente os mesmos apresentados por
YSERENTANT (1986), € envolvem uma recursdo, ji que os valores das incégnitas
correspondentes ao nivel K sio dependentes do nivel K — 1. Consequentemente, nao
é possivel, com a estrutura de dados utilzada, vetorizar as operagdes de mudanca de
base.
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APLICACOES NUMERICAS

Preliminares

Serdo apresentadas a seguir algumas aplicagGes que visam exemplificar o
desempenho das estratégias computacionais descritas anteriormente. A seguinte
nomenclatura serd utilizada para identificar os diferentes métodos iterativos
empregados:

(D-MGC) — Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado com Pré-
Condicionador Diagonal.

(BD-MGC) — Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado com Pré-
Condicionador Bloco-Diagonal Nodal.

(EPE-MGC) - Maétodo de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado com Pré-
Condicionador Elemento-por Elemento Gauss-Seidel.

(LDL-MGC) — Maétodo de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado com Pré-
Condicionador Multi-Nivel com Fatoracio de Crout para o
Nivel Grosso e Bloco Diagonal Nodal para os demais.

(IC-MGC) — Método de Gradientes Conjugados Pré-Condicionado com Pré-
Condicionador Multi-Nivel com Fatoracao Incompleta de Crout
para o Nivel Grosso e Bloco-Diagonal Nodal para os demais.

Todas as medicdes de desempenho foram efetuadas durante periodos de carga
computacional normal do sistema em produgao, sem recurso a um ambiente dedicado.
Dessa forma, o resultado das medi¢bes pode ser considerado, bastante representativo
para o sistema em questao.

Problema de Boussinesq Tridimensional

Neste problema cldssico de elasticidade, uma carga concentrada é aplicada na
dire¢do normal & superficie de um semi-espago homogéneo e isotrépico. O problema
foi modelado por meio de malhas uniformes de elementos sélidos isoparamétricos com
8 néds, adotando-se condi¢oes de simetria nas trés faces ortogonais. As propriedades
eldsticas do material sio: Médulo de Elasticidade, 2.08 x 108 e coeficiente de Poisson,
0.3.

Este problema foi selecionado para investigar o desempenho das estratégias de
vetorizacdo apresentadas anteriormente. Sendo assim, utilizou-se o método (D-MGC),
considerando uma série de malhas uniformes, com um nimero crescente de elementos
ao longo de cada eixo ortogonal. Adotou-se como tolerincia para o critério de parada
dado na Tabela II, § = 1073, ,Os dados topoldgicos para cada malha encontram-se na
Tabela IV, onde N é o nimero de elementos ao longo de cada eixo ortogonal.

A Figura 7 apresenta a malha resultante para N = 24, mostrando também as
isocurvas logaritmicas da distribui¢do de pressoes obtida.

Na Tabela V estiao sumarizados nimero de itera¢bes para cada anilise, tempo de
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N NUMERO DE NUMERO DE SEMI-LARGURA
ELEMENTOS EQUACOES DE BANDA

15 3375 11520 789

16 4096 13872 889

20 8000 26460 1349

24 13824 45000 1905

Tabela IV. Dados Topoldégicos para o Problema de Boussinesq Tridimensional.

Figura 7. Malha 24 x 24 x 24 para o Problema de Boussinesq Tridimensional.

N ITERACOES CPU (s) CPU VET. (%) MFLOPS
15 64 12 92 19
16 68 20 95 19
20 83 39 95 19
24 96 81 94 19

Tabela V. Desempenho do (D-MGC) para o Problema de Boussinesq Tridimensional.
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processamento em segundos para a solugdo do sistema de equagdes, percentagem desse
tempo dispendido no processador vetorial e o nimero de MFLOPS.

O ndmero de MFLOPS para cada andlise foi avaliado segundo os critérios sugeridos
por DONGARRA et al (1991). Na mesma reférencia encontra-se um estudo de
desempenho semelhante, porém para um problema em que o sistema de equagdes é
penta-diagonal. Os resultados obtidos encontram-se reproduzidos na Tabela VI.

MAQUINA DESEMPENHO EM DESEMPENHO MAXIMO
MFLOPS EM MFLOPS
NEC SX-2 643 1333
FUJITSU VP-200 300 533
HITACHI 5810/20 240 800
CRAY X-MP (1 proc.) 134 235
CYBER 205 106 200
CRAY 2 (1 proc.) 82 480
IBM 3090/VF (1 proc.) 23 108
CONVEX C-210 19.5 50
ALLIANT FX/4 (1 proc.) 1.8 11

Tabela VI. Desempenho do MGC nao Pré-Condicionado para Sistema Penta-
Diagonal com 10.000 Equagdes (DONGARRA et al, 1991).

Deve-se notar que para a estrutura regular do problema abordado por
DONGARRA a avaliacio do produto matriz-vetor é muito simples. Este fato,
aliado a utilizacdo de um método nio pré-condicionado, conduz a um algoritmo de
menor complexidade computacional, favorecendo um alto desempenho em termos de
MFLOPS. Sendo assim, as medi¢des apresentadas na Tabela VI podem ser tomadas
como um limite superior do desempenho em MFLOPS para o método dos Gradientes
Conjugados.

Tendo em vista a complexidade da estratégia elemento-por-elemento aplicada ao
(D-MGC) na solugdo do problema de Boussinesq, pode-se observar que o nimero
de MFLOPS obtido se aproxima bastante do limite apresentado por DONGARRA.
Por outro lado, deve-se ter em mente que a utilizagdo de pré-condicionadores mais
complexos, examinados & seguir, apesar de resultar em um nimero de MFLOPS
sensivelemente menor implica numa redugio consideravel do tempo de processamento,
que é de fato o objetivo a ser alcanc¢ado.

Problema de Boussinesq Axisimétrico

Neste caso, o problema anterior foi modelado por malhas uniformes compostas
por N X N elementos finitos isoparamétricos bilineares como mostrado na Figura 8.
A aproximacio axisimétrica conduz 3 matrizes ndo tdo bem condicionadas quanto



292 A.L.G.A. COUTINHO, J.L.D. ALVES, L. LANDAU, N.F.F. EBECKEN

A modelagem tridimensional, devido & presenca do termo radial nas integrais dos
elementos. Sendo assim, o objetivo destas andlises é estudar o desempenho do MGC
com diferentes pré-condicionadores para dimensdes crescentes de discretizagdo.

A

—

£ = 2.08e06 . Poisson = 0.3, TOL =1.e-06

Figura 8. Malha N x N para o Problema de Boussinesq Axisimétrico.

Os dados relativos as discretizagoes empregadas e a demanda de memdria, em
Mbytes, para os diferentes métodos iterativos empregados, assim como para um método
direto com armazenamento em perfil, encontram-se sumarizados na Tabela VIIL.

N ﬁ%“éﬁ%%gf (BD-MGC) | (EPE-MGC) af;ggg ) g%x%%) DIRETO
30 1860 0.4 0.4 0.6 0.5 1.0
60 7320 1.7 1.7 2.7 1.8 7.4
120 29040 6.8 6.5 14.0 8.3 57.6

Tabela VII. Demanda de Mémoria para o Problema de Boussinesq Axisimétrico.

De forma geral, os métodos iterativos requereram significativamente menos
mémoria que o método direto. A reducio observada varia entre 9 vezes, para o (EPE-
MGC), até 4 vezes para o (LDL-MGC). Cabe observar que considerou-se apenas 2 niveis
para os pré-condicionadores multinivel. Sendo assim, o nimero de equagdes para as
matrizes correspondentes as malhas grossas para N = 30,60 e 120 é de respectivamente
480, 1860 e 7320. Portanto, nos métodos multinivel, a necessidade de se computar a
fatoragio (completa ou incompleta) da matriz correspondente ao nivel grosso aumenta
consideravelmente a demanda de meméria desses métodos.




AVALIACAO DE ESTRATEGIAS COMPUTACIONAIS

293

N | CUSTO | (BD-MGC) | (EPE-MGC) | (LDL-MGC) | (IC-MGC) | DIRETO
CPU 4.8 4.1 3.7 3.7 4.9
% Tters. 213 87 26 34 -
CPU 29.5 23.3 16.2 17.3 33.0
% Iters. 422 168 26 51 -
CPU 197.8 148.3 84.7 103.3 314.5
120 Tters. 838 328 26 99 -

Tabela VIII. Custos Computacionais para o Problema de Boussinesq Axisimétrico.

Os custos computacionais, ou seja, nimero de iteragdes para convergéncia da
solugdo iterativa e tempo de processamento em segundos {CPU), encontram-se dados
na Tabela VIII. Como tolerdncia para verificacio de convergéncia, adotou-se § = 10~°.

Conforme aumenta a dimensdo da malha os métodos iterativos tornam-se cada vez
mais eficientes. Além disso, o método (LDL-MGC) requer um nidmero de iteragdes
independente da malha, o que permite fornecer a solugdo mais rdpida em todas as
malhas analisadas, chegando a um fator de reducdo de 3.5, em comparacio com a
solucdo direta, para N = 120.

Grupo de Estacas

Nesta aplicagdo s3o analisados os efeitos de grupo em duas estacas tubulares
metalicas idénticas solicitadas lateralmente. A geometria e carregamento da estrutura
de fundagdo é similar aquela encontrada na Plataforma de Bonito, uma jaqueta metélica
projetada para uma ldmina de dgua de 200 m e instalada na Bacia de Campos, Rio de
Janeiro, Brasil. O solo adjacente as estacas é considerado como uma tnica camada de
argila, cujos parametros elasticos sio: moédulo de elasticidade, 0.5 MPa e coeficiente
de Poisson, 0.4. Os dados geométricos e propriedades eldsticas do material das estacas
sdo: comprimento, 45 m; didmetro externo 2.13 m; espessura, 0.0508 m; mdédulo de
elasticidade 210.88 GPa; coeficiente de Poisson 0.3. Devido & simetria, apenas metade
do conjunto solo-estaca foi discretizado. Além disso, uma vez que a interagdo solo-
estaca é um fenémeno localizado em torno das estacas e na regiao entre elas, a massa
de solo foi discretizada até 9 m de cada eixo das estacas, onde prescreveu-se condi¢bes de
contorno de deslocamentos nulos. Na parte inferior foram restringidos os deslocamentos
nodais na diregao vertical.

Inicialmente, foi efetuada uma andlise com a malha da Figura 8, que compreende
1376 elementos sdlidos isoparaméticos trilineares a 1938 pontos nodais, totalizando
4232 graus de liberdade. Apés a reordenagdo da malha pelo algoritmo de Cuthill-
McKee reverso (GEORGE e LIU, 1981) a maxima semi-largura de banda obtida foi
2354 e a semi-largura de banda média, 303.
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wiroo | maze | e | o

(BD-MCG) 5119 756.8 3.85

(EPE-MCG) 1793 528.3 3.78
Direto N 58.8 10.45

Tabela IX. Custos Computacionais para Analise Tridimensional do Efeito de Grupo
(4232 equagdes).

Os custos computacionais para os métodos iterativos (BD-MGC), (EPE-MGC) e
para o método direto encontram-se na Tabela IX. Neste problema, em todas as analises
iterativas foi adotado como critério de parada § = 1073,

Devido & presenca de materiais com propriedades fisicas bastante diferentes e
elementos com razdo de aspecto elevada (relagdo entre maior e menor dimensao
do elemento), o condicionamento da matriz resultante nido é favoravel aos métodos
iterativos. Portanto, conforme mostrado na Tabela IX, os métodos iterativos foram
mais lentos que o método direto. O mau condicionamento do sistema de equagdes pode
ser medido através da relagdo entre o major (D max) e o menor (D min) valor dos
termos da diagonal da matriz de rigidez, D max /D min = 1.113 x 10°. Entretanto, a
demanda de memodria favorece as solugbes iterativas.

De forma a proporcionar uma melhor modelagem da interagio solo-estaca, a malha
da Figura 9 foi refinada uniformemente, originando o modelo da Figura 10. Este modelo
possui 11008 elementos s6lidos, 13204 pontos nodais e 33610 graus de liberdade.

Os gustos computacionais obtidos nesta analise encontram-se na Tabela X,-
incluindo agora resultados para os pré-condiconadores multinivel, que no caso, utilizam -
2 niveis, a malha original e a malha refinada. O mesmo critério da parada da andlise
anterior foi utilizado em todos os métodos iterativos.

Este problema foi solucionado apenas pelo (LDL-MGC). Isto pode ser
compreendido notando-se que na andlise do problema com a malha grossa, a solugao
direta foi a mais rapida, e requeria uma quantidade aceitavel de drea de armazanamento.
Portanto, a utilizagdo desta matriz como pré-condicionador para a malha fina tornou a
solu¢do com o método pré-condicionado em dois niveis muito eficiente. Em contra
partida, nao foi possivel de se obter a fatoragdo incompleta da matriz da malha
grosseira, o que inviabilizou a solu¢ido pelo método (IC-MGC). Os outros métodos
iterativos ndo obtiveram a convergéncia dentro de um tempo de processamento aceitavel
e conforme pode ser verificado na Tabela X, ainda se encontravam longe disso. A
solugdo direta deste problema ndo foi obtida devido a enorme demanda de mémoria,
mesmo apds a reordenagdo da malha, que conduziu a um sistema com semi-largura de
banda 2101 e semi-largura de banda média 1305, correspondendo ao valor de drea de
armazenamento indicado na Tabela X.
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Figura 9. Malha para Analise Tridimen-
sional do Efeito do Grupo
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Figura 10. Malha para Anélise Tridi-

mensional do Efeito do Grupo

(4232 equagdes). (33610 equagbes).
METODO | NUMERO DE | CPU | MEMORIA | NORMAL RELATIVA DO RESI-
ITERAGCOES | (min) | (Mbytes) | DUO NA ULTIMA ITERAGAO
(LDL-MGC) 1124 99 40.7 9.970 E-4
(IC-MGC) - - - -
(EPE-MCG) 3603 120 29.8 2.181 E-1
(BD-MGC) 7098 120 30.5 5.711 E-1
Direto - - 351.5 -

Tabela X. Custos Computacionais para Analise Tridimensional do Efeito de Grupo
(33610 equagdes).

CONCLUSOES

Procurou-se neste trabalho avaliar diversas alternativas de precondicionamento
para o método iterativo dos gradientes conjugados, com o objetivo de selecionar
aqueles que melhor desempenho deverao ter na solugdo numérica de grandes problemas
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tridimensionais, em ambientes computacionais dotados de processamento vetorial.
Verificou-se que, entre as véirias alternativas propostas, aquelas que utilizam os pré-
condicionadores multi-nivel, em especial a que emprega a fatorizagao de Crout para o
nivel grosso, sao mais eficientes que as que utilizam pré-condicionadores padrao.

Além disso, comparagdes realizadas entre estes métodos com um solucionador direto
vetorizado, mostraram que estes algoritmos sdo competitivos, justificando a tendéncia
de se utilizar métodos iterativos na andlise de problemas que envolvem um grande
numero de equagoes.
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