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DETERMINACION TEORICA DE LA HISTERESIS ELECTRICA EN MATERIALES 
COMPUESTOS FERROELECTRICOS 

RESUMEN
En este trabajo se establecen relaciones entre la his-
téresis eléctrica macroscópica y el comportamiento 
de las fases constitutivas en materiales compuestos 
ferroeléctricos con microestructuras complejas y 
sometidos a historias de carga arbitrarias. El compor-
tamiento ferroeléctrico de cada fase se describe 
mediante una densidad de energía almacenada y un 
potencial de disipación en el marco de los ‘materiales 
estándar generalizados’. Discretizando en el tiempo 
las ecuaciones diferenciales correspondientes 
siguiendo un esquema implícito, se obtiene una 
representación variacional de la respuesta macroscó-
pica del compuesto que involucra un solo potencial 
incremental. Las estimaciones teóricas se obtienen 
luego mediante ciertas ‘microgeometrías resolubles’ 
cuyo potencial incremental macroscópico puede 
determinarse en forma exacta. Por ser exactas para 
una clase de materiales, estas estimaciones satisfa-
cen automáticamente todos las características 
comunmente buscadas en una aproximación teórica: 

estar de acuerdo con restricciones materiales, satis-
facer todas las cotas pertinentes, y poseer todas las 
propiedades de convexidad correspondientes. La 
metodología propuesta se aplica a sistemas materia-
les representativos y los resultados se discuten a la 
luz de observaciones experimentales existentes.

ABSTRACT
Theoretical estimates are given for the overall hyste-
retic response of two-phase ferroelectric composites 
with complex particulate microstructures under arbi-
trary loading histories. The ferroelectric behavior of 
the constituent phases is described via a stored 
energy density and a dissipation potential in accor-
dance with the theory of generalized standard mate-
rials. An implicit time-discretization scheme is used to 
generate a variational representation of the overall 
response in terms of a single incremental potential. 
Estimates are then generated by constructing 
sequentially laminated microgeometries of particulate 
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type whose overall incremental potential can be com-
puted exactly. Because they are realizable, by cons-
truction, these estimates are guaranteed to conform 
with any material constraints, to satisfy all pertinent 
bounds, and to exhibit the required convexity proper-
ties with no duality gap. Predictions for composites 
and porous ferroelectrics are reported and discussed 
in the light of existing experimental data.

1. INTRODUCCIÓN
La ferroelectricidad se refiere a la capacidad de cier-
tos dieléctricos polares de mantener una polarización 
eléctrica espontánea que puede ser alterada median-
te la aplicación de un campo eléctrico externo (Lines y 
Glass, 1977). Debido a que el cambio en la polariza-
ción suele estar acompañado de una deformación 
mecánica, los materiales ferroeléctricos son electro-
deformables, y como tales, pueden utilizarse como 
sensores y actuadores (ej., Xu, 1991; Capsal et al., 
2012), recolectores de energía (ej., van den Ende et 
al., 2012), amortiguadores materiales (ej., Asare et 
al., 2012) y otros micro-dispositivos. El titanato de 
bario (BaTiO ) y el titanato zirconato de plomo 3

(PbZr Ti − O ) son dos de los materiales ferroeléctri-x 1 x 3

cos más utilizados.

La búsqueda de materiales electro-deformables con 
propiedades específicas no disponibles en materia-
les ferroeléctricos monolíticos ha motivado el desa-
rrollo de una creciente variedad de materiales com-
puestos ferroeléctricos bifásicos con microestructu-
ras de tipo matriz-inclusión. Tal es el caso de matrices 
poliméricas apolares con inclusiones micrométricas 
de cerámicos ferroeléctricos (ej., Lam et al., 2005; 

Olmos et al., 2012; Capsal et al., 2012), de matrices 
cerámicas ferroeléctricas con inclusiones metálicas 
(ej., Duan et al., 2000; Zhang et al., 2010; Ning et al., 
2012) y de matrices poliméricas ferroeléctricas con 
inclusiones cerámicas ferroeléctricas (Mao et al., 
2010; Petchsuk, 2011). Incluso se han desarrollado 
cerámicos ferroeléctricos con porosidad controlada 
(ej., Piazza et al., 2010). Al ser expuestos a intensida-
des de campo eléctrico suficientemente altas, todos 
estos materiales compuestos manifiestan una gran 
histéresis y disipación eléctrica. La principal fuente de 
disipación radica en el cambio de polarización espon-
tánea producido en la fase ferroeléctrica —el cual es 
consecuencia de ciertos procesos irreversibles ocu-
rridos a nivel atómico (ej., Damjanovic, 2006)— y su 
magnitud depende de la respuesta dieléctrica de 
cada una de las fases que constituyen el compuesto y 
de su disposición geométrica. En este trabajo se 
determina dicha dependencia mediante una teoría de 
homogenización basada en ‘microgeometrías resolu-
bles’.

2. MARCO TEÓRICO
2.1. Hipótesis fundamentales

El sistema material en estudio se idealiza como un 
cuerpo heterogéneo que ocupa un dominio   y está 
constituído por una matriz continua que contiene una 
dispersión uniforme de inclusiones. Se consideran sis-
temas en los que la talla característica de las inclusio-
nes es mucho menor que la talla característica del 
cuerpo. En adelante, la matriz se identifica con el índi-
ce r = 1 mientras que el conjunto de inclusiones se 
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identifica con el índice r = 2. Cada fase ocupa un domi-
(r) 2 (r)nio     (r = 1,2) tal que  =   . Los dominios r=1

(r) 
 pueden describirse mediante funciones caracte-

(r)rísticas   (x) que toman el valor 1 si el vector posición 
(r) 

x corresponde a un punto de  y el valor 0 en caso 
contrario.

En este trabajo se restringe el análisis a procesos iso-
térmicos producidos por interacciones electroestáti-
cas únicamente. Estas interacciones pueden repre-
sentarse por un potencial electroestático  aplicado 
via un electrodo ubicado en una porción   de la v

superficie del cuerpo . Por simplicidad, se despre-
cian la posible presencia de cargas libres dentro del 
material y los efectos de acoplamiento electromecáni-
co en la respuesta ferroeléctrica local. Las ecuacio-
nes que gobiernan el campo eléctrico son pues —véa-
se, por ejemplo, Kovetz (2000)—

junto con

En estas expresiones,  es el potencial electroestáti-
co, D, E y P son los vectores de desplazamiento eléc-
trico, campo eléctrico y polarización eléctrica respec-
tivamente, [] denota el salto de un campo a través de 
la superficie , n es el versor normal saliente a , y 
 es la permitividad eléctrica del vacío. Por otro lado, 0 

a lo largo de las superficies de discontinuidad internas 
del cuerpo heterogéneo, los campos deben satisfacer 

las condiciones de salto

donde n denota el versor normal de la superficie. A su 
vez, el potencial electroestático debe tender a cero en 
el infinito, es decir,  0 cuando IxI  .

Estas ecuaciones de campo deben suplementarse 
con relaciones constitutivas que describen la res-
puesta dieléctrica de cada fase constitutiva del cuer-
po. Siendo nuestro interés los compuestos ferroeléc-
tricos, utilizamos para ello el marco termodinámico de 
Bassiouny et al. (1988). Asumimos pues que la res-
puesta dieléctrica observada es consecuencia de la 
combinación de ciertos procesos reversibles e irre-
versibles que almacenan y disipan energía, respecti-
vamente. Para caracterizar los procesos irreversibles 
se introduce una polarización irreversible p que juega 
el rol de una variable interna, y se asume que los pro-
cesos reversibles pueden caracterizarse por la dife-
rencia P - p. Este marco es suficientemente general 
como para caracterizar respuestas simples, tales 
como la polarización lineal, y respuestas complejas 
tales como la ferroelectricidad—véase, por ejemplo, 
Kamlah (2001) y Miehe & Rosato (2011).

Con estas hipótesis, la energía total del sistema y sus 
alrededores se asume de la forma

donde el primer término corresponde a la energía 
almacenada en el cuerpo heterogéneo, mientras que 
el segundo término corresponde a la energía elec-
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troestática asociada al campo eléctrico en todo el 
espacio. La densidad de energía  se asume convexa 
en P y p; se asume también que depende explícita-
mente de la posición debido a la heterogeneidad del 
cuerpo. Por su parte, la disipación del sistema se asu-
me de la forma

donde  es una función convexa y positiva de la tasa 
de polarización irreversible p, tal que (  , 0) = 0, que 
puede utilizarse para caracterizar los procesos de disi-
pación tales como la alineación de los microdominios 
ferroeléctricos. La forma (6) garantiza que la disipa-
ción es siempre positiva.

Dadas la energía (5) y la disipación (6), los argumen-
tos termodinámicos de Bassiouny et al. (1988) impli-
can que las relaciones constitutivas de los materiales 
que componen el cuerpo deben ser

donde la primera expresión constituye la relación 
entre el campo eléctrico y la polarización, y la segun-
da expresión constituye una ley de evolución para la 
polarización irreversible. Por su forma analítica, estas 
relaciones constitutivas se ajustan al modelo llamado 
‘material estándar generalizado’ de Rice (1971) y 
Halphen & Nguyen (1975). Cuando los potenciales no 
son suaves, las derivadas en (7) deben interpretarse 
como el subdiferencial convexo.

En el planteo de problemas de electroestática suele 
ser más conveniente trabajar con una energía libre 
definida como

donde el primer término corresponde a la transforma-
da de Legendre de  con respecto a P. Nótese que la 
función ψ es por tanto convexa en E pero cóncava en 
p. Con esta definición, las relaciones constitutivas (7) 
pueden escribirse como

donde la polarización P ha sido eliminada en favor del 
campo eléctrico E. Finalmente, utilizando las funcio-

(r)
nes características χ , los potenciales ψ y  pueden 
expresarse como

(r) (r)
donde ψ  y   denotan, respectivamente, la densi-
dad de energía libre y el potencial de disipación de 
cada fase r.

Las ecuaciones de campo y condiciones de contorno 
(1)-(4), junto con las relaciones constitutivas (9)-(10) y 
condiciones iniciales apropiadas, definen completa-
mente la respuesta electroestática del sistema en 
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estudio.

2.2. Algunos modelos constitutivos

Si bien la metodología utilizada en este trabajo admite 
(r) (r)cualquier forma funcional de los potenciales  y  , 

es conveniente documentar aquí algunas formas 
específicas de uso frecuente.

Numerosos materiales apolares pueden caracterizar-
se como dieléctricos ideales isótropos con respuesta 
lineal sin disipación; en ese caso, los potenciales son 
de la forma

(r)donde   es un parámetro positivo que caracteriza la 
polarizabilidad del material; la energía libre corres-
pondiente está dada por 

(r) −1 (r)donde   =   +  representa la permitividad del 0

material. Un conductor perfecto donde el campo eléc-
trico debe ser siempre nulo puede caracterizarse 

(r) (r) como el caso límite  � 0 ( � �).

Por otra parte, los materiales polares policristalinos 
que muestran ferroelectricidad isótropa suelen carac-
terizarse mediante potenciales de la forma —véase, 
por ejemplo, Kamlah (2001) y Miehe & Rosato 
(2011)—

con

(r)donde        y   representan la energía almacenada y 
disipada por alineación de los microdominios. En el 
potencial de disipación (13) ,        es el campo coerci-2

tivo del material —es decir, la intensidad del campo 
eléctrico sobre la cual se produce la alineación de los 
microdominios,�       y       son valores de referencia 
que caracterizan la dependencia del proceso de ali-
neación con la tasa de variación de campo eléctrico, y 

(r)m  es un exponente que caracteriza la sensibilidad 
de la respuesta a dicha tasa. Por lo tanto, en la densi-
dad de energía almacenada (14),      es la polariza-
ción de saturación y      es un parámetro que caracte-
riza la pendiente de la histéresis. La energía libre 
correspondiente es de la forma

−1(r) (r)
donde, nuevamente,   =   +  representa la per-0

(r)mitividad del material. En el límite e → ∞, este mode-c  

lo se reduce al de un dieléctrico ideal.
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2.3. La respuesta macroscópica

Cuando las tallas características del cuerpo y de las 
inclusiones difieren en varios órdenes de magnitud, 
puede definirse una respuesta macroscópica del 
material compuesto como la relación entre los prome-
dios volumétricos de los campos conjugados sobre 
un ‘elemento de volumen representativo’ (EVR). El 
EVR es un volumen que contiene un número suficien-
te de inclusiones como para que la respuesta macros-
cópica sea independiente de las condiciones de con-
torno presentes en su superficie. Esta noción fue pre-
cisada originalmente en el contexto de la elasticidad 
lineal por Hill (1963) y en el contexto más amplio de 
materiales estándar generalizados, por Germain et al. 
(1983). Una definición matemática rigurosa del con-
cepto de EVR surge de la teoría de homogenización 
—véase, por ejemplo, Milton (2002).

La determinación de la respuesta macroscópica 
requiere por tanto la resolución de la ecuaciones de 
campo en el EVR para alguna condición de contorno. 
Aquí utilizamos la condiciòn de contorno afín (Hill, 
1963)

donde     is un vector constante. Esta condición es par-
ticularmente conveniente porque el teorema de 
Gauss luego implica que el promedio volumétrico del 
campo E en el dominio  ocupado por el EVR es preci-
samente   . Una consecuencia adicional de la condi-
ción (16) es que los campos electroestáticos dentro 
de  son independientes del campo eléctrico exterior 
a  .

Ahora utilizamos la representación variacional de la 
respuesta macroscópica propuesta por Miehe (2002) 
en el contexto de materiales compuestos elastoplásti-
cos. En ella, las ecuaciones de campo (1)-(16) defini-
das en el EVR se discretizan en el tiempo (t  = 0, t , ..., 0 1

t , t , ..., t  = T ) de acuerdo a un esquema de Euler n n+1 N

implícito, de manera tal que los campos   y p  en el n+1 n+1

instante t  son solución del sisteman+1

donde   y p  son los valores conocidos de los campos n n

en el instante previo t  y t es el paso de tiempo utiliza-n

do, el cual se ha asumido constante —es decir, inde-
pendiente de n— por simplicidad. La observación cla-
ve en estas ecuaciones es que las relaciones consti-
tutivas (18) pueden escribirse de la forma

donde  es un potencial incremental definido por 

Esto es consecuencia del hecho de que ψ es cóncava 
en p y  es convexa en p, y que las ecuaciones de 
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Euler-Lagrange asociadas al supremum de (21) en 
E  son precisamente las relaciones (18)  para p . n+1 2 n+1

Que la derivada de  con respecto al campo eléctrico 
arroja el desplazamiento eléctrico D  es consecuen-n+1

cia de (18)  y la estacionaridad de (21) con respecto a 1

p. Puede demostrarse fácilmente que el potencial 
incremental  es convexo en E. 

El potencial incremental  admite, obviamente, la for-
ma

(r)
donde los   son los potenciales incrementales de 
cada fase constitutiva, definidos en términos de los 

(r) (r)potenciales ψ  and   de manera análoga. En parti-
(r)cular, cuando el potencial ψ  es de la forma (15), el 

(r)
potencial incremental   está dado por 

el cual es estrictamente convexo en E. Nótese que el 
segundo término en esta expresión es la transforma-

(r)  (r)da de Legendre de la función ( + t  ) con respec-st
(r)

to a p. Cuando la función   es estrictamente conve-st

xa, la polarización óptima p es única.

Dada la relación (20), las ecuaciones (17)-(19) adop-
tan la forman

donde el subíndice n+1 ha sido eliminado para simpli-
ficar la notación. Para un dado campo de polarización 
irreversible p  y campo eléctrico exterior E, estas ecua-n

ciones arrojan los campos electroestáticos en el ins-
tante t . Ahora bien, el sistema (24)-(25) correspon-n+1

de a las ecuaciones de Euler-Lagrange del problema 
variacional (Miehe, 2002)

donde    denota el promedio volumétrico de una can-
tidad en , y (E) denota el conjunto de campos E :  

3�   tales que existe un campo continuo  :  �  que 

satisface (24)  en   y (25) en .1

El lema de Hill luego implica que

donde D =  D  y E =  E . Se observa pues que esta 
expresión relaciona los promedios del desplazamien-
to eléctrico y el campo eléctrico en , y por lo tanto, 
constituye la respuesta macroscópica del material 
compuesto. El potencial macroscópico  representa 
el promedio volumétrico del potencial local , y carac-
teriza completamente la respuesta macroscópica ins-
tantánea en el instante de tiempo t . Puede demos-n+1

trarse que la convexidad (estricta) del potencial local 
 en E implica la convexidad (estricta) del potencial 
macroscópico  en E (Ponte Castañeda & Willis, 
1988). Es más, la convexidad estricta de  implica 
que el campo E es único y localmente acotado. 
Cuando los potenciales locales son de la forma (23), 
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el campo p es también único y localmente acotado.

La respuesta macroscópica completa se obtiene 
finalmente resolviendo el problema de minimización 
(26) en cada instante de tiempo e integrando (27) en 
el tiempo. Nótese que este proceso requiere en cada 
instante de tiempo el campo de polarización irreversi-
ble completo del instante previo. Nótese también que 
a pesar de su apariencia, las ecuaciones (22)-(24) no 
corresponden estrictamente a un compuesto bifásico 
sino que corresponden a un material con una infini-
dad de fases. Esto es consecuencia del hecho de que 
el potencial  que caracteriza el comportamiento 
local depende del campo p , el cual, en general, será n

heterogéneo incluso dentro de cada fase constitutiva.

2.4. Microgeometrías resolubles

El cálculo del potencial macroscópico  para un dado 
potencial local  representativo de un material real es 
extremadamente complicado debido a la compleja 
geometría de las microestructuras típicas. La estrate-
gia basada en ‘microgeometrías resolubles’ consiste 
en identificar microgeometrías idealizadas tales que, 
por un lado, son capaces de representar las caracte-
rísticas geométricas esenciales de la microestructura 
en estudio, y por otro lado, son suficientemente sim-
ples como para permitir el cálculo exacto del potencial 
 de manera semianalítica. Esta estrategia fue inicial-
mente utilizada por Maxwell (1873) para estimar la 
resistividad óhmica de conductores bifásicos, y se 
ha utilizado mucho desde entonces para estimar pro-
piedades lineales de materiales compuestos —véa-
se, por ejemplo, Milton (2002). Sin embargo, su uso 

en el contexto de materiales alineales como los estu-
diados en este trabajo ha sido muy limitado debido a 
las dificultades adicionales características de los pro-
blemas matemáticos alineales.

Recientemente, Idiart (2013) construyó micro-
geometrías cuyo potencial  definido en la subsec-
ción precedente puede calcularse en forma exacta. 
Estas microgeometrías—que ya han sido utilizadas 
en otros contextos—se obtienen iterando laminacio-
nes simples y son capaces de reproducir microestruc-
turas de tipo matriz-inclusiones con cualquier grado 
de simetría. La expresión para  que resulta depende 
de las orientaciones y ciertas fracciones volumétricas 
utilizadas en cada laminación. Su cálculo involucra 
una minimización convexa respecto a un número fini-
to de variables escalares de fácil resolución numéri-
ca. Las expresiones pueden encontrarse en la citada 
publicación.

3. Resultados representativos

La teoría presentada en la sección precedente se apli-
có a dos tipos de materiales compuestos ferroeléctri-
cos de particular interés: i) matrices ferroeléctricas 
con una dispersión de inclusiones perfectamente con-
ductoras, y ii) matrices ferroeléctricas con porosidad. 
En ambos casos, el material ferroeléctrico se caracte-
riza mediante potenciales de la forma (13)-(15). La 
tabla 1 muestra los valores numéricos adoptados 
para los diversos parámetros; estos valores reprodu-
cen aproximadamente la respuesta de un titanato zir-
conato de plomo policristalino a bajas frecuencias 
—véase, por ejemplo, Zhou et al. (2001) y Miehe & 
Rosato (2011). Por otro lado, las inclusiones perfecta-
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mente conductoras se caracterizan mediante poten-
ciales de la forma (11)-(12) con una permitividad infi-

(r)nita (  → ∞), mientras que los poros se asumen 
(r)vacíos (  =  ). A los efectos de demostrar las capa-0

cidades de la teoría se consideran aquí materiales 
con microestructuras isótropas. Los parámetros 
microestructurales utilizados se dan en el apéndice. 

(1) 
La concentración volumétrica de la matriz se fijó en c
= 0.75.

La Figura 1 muestra las relaciones desplazamiento 
eléctrico-campo eléctrico obtenidas para materiales 
sin polarización espontánea inicial (p = 0) sometidos a 
una señal eléctrica triangular con una amplitud pico 
de 4e  y una frecuencia de 1Hz. El paso de tiempo utili-c

−3
zado en los cálculos fue t = 5 x 10 s. La figura incluye 
la respuesta del material ferroeléctrico monolítico 
como referencia.

Las predicciones muestran que la adición de inclusio-
nes conductoras —véase parte (a)— reduce la resis-
tencia coercitiva macroscópica —es decir, el valor de 
E para el cual D = 0— tal cual es de esperar por el 
hecho de que el campo eléctrico en las inclusiones es 
nulo y por ende el campo eléctrico promedio en la 
matriz es mayor que el aplicado, pero produce cam-
bios mínimos en la polarización residual macroscópi-
ca —es decir, el valor de D para E = 0. Estas caracte-
rísticas son consistentes con las observaciones expe-
rimentales de Duan et al. (2000) en compuestos de 
PZT con inclusiones de Pt. Las predicciones también 
muestran que, a diferencia de la matriz ferroeléctrica 
monolítica, el compuesto tiene una respuesta que 
satura en dos etapas a partir de un desplazamiento 
eléctrico aproximadamente igual a la mitad del des-

plazamiento totalmente saturado. Resultados adicio-
nales indican que esta saturación en dos etapas desa-
parece conforme decrece la fracción volumétrica de 
inclusiones y se incrementa la tasa de campo eléctri-
co aplicado. Es interesante señalar que una respues-
ta similar ha sido observada en simulaciones numéri-
cas de campo completo y medidas experimentales en 
cerámicos ferroeléctricos bajo niveles de carga mecá-
nica adecuados (Burcsu et al., 2004; Zhang and 
Bhattacharya, 2005a,b). Esos materiales son ferroe-
lásticos, y por ende la carga mecánica —en lugar de 
las inclusiones— promueve la nucleación heterogé-
nea de polarización espontánea. Las predicciones 
obtenidas en este trabajo sugieren, justamente, que 
las fluctuaciones del campo de polarización espontá-
nea en la matriz pasan por un máximo cuando la res-
puesta macroscópica exhibe la primera saturación. 
Sin embargo, el mecanismo preciso que produce la 
saturación en dos etapas no ha sido identificado aún.

Por otro lado, las predicciones para el sistema poroso 
muestran que la presencia de porosidad en un mate-
rial ferroeléctrico —véase parte (b)— reduce la polari-
zación residual macroscópica pero produce cambios 
mínimos en la resistencia coercitiva macroscópica. 
Este efecto es exactamente opuesto al efecto produ-
cido por la adición de inclusiones conductoras. Ello 
está de acuerdo con las observa-ciones experimenta-
les de Zeng et al. (2007) y Nie et al. (2010) en cerámi-
cos PZT porosos. Nótese que la respuesta macroscó-
pica del material poroso no muestra una polarización 
en dos etapas como la encontrada en los compuestos 
con inclusiones conductoras. Sin embargo, esta 
característica aparece a mayores valores de porosi-
dad.
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Tabla 1: Valores numéricos utilizados para los 
parámetros del material ferroeléctrico. Estos valores 
reproducen aproximadamente la respuesta de un 
PZT policristalino a bajas frecuencias (véase, por 
ejemplo, Zhou et al., 2001; Miehe & Rosato, 2011).

Los resultados aquí obtenidos para materiales com-
puestos isótropos son cualitativamente iguales a los 
resultados obtenidos por Idiart (2013) para materiales 
compuestos isótropos transversos cargados en el pla-
no.

En suma, la teoría presentada en este trabajo permite 
cuantificar la influencia de la microestructura en la his-
téresis macroscópica de materiales compuestos 
ferroeléctricos. Dado que el interés tecnológico en 
estos materiales radica en su electrodeformabilidad, 
se busca actualmente incorporar a la teoría el acopla-
miento electromecánico.
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Apéndice: parámetros microestructurales

Los parámetros microestructurales utilizados en la 
Sección 3 son

donde los ángulos ψ  and   —que determinan la direc-i i

ción de la i-ésima (i = 1, ...,M) laminación relativa a 
una base {e }— están dados por

con    

con j = 2, ...,M  − 1 y ψ  = ψM  = 0. En estas expresiones,  1 

 y M  son dos números enteros tales que el rango del 

laminado M = M . El conjunto de ángulos (30)-(31) 

corresponde a M  direcciones de laminación unifor-

memente distribuidas en la esfera unitaria, con  lami-
naciones por cada dirección. Los resultados de la 
Sección 3 fueron obtenidos con M  = 50 y  = 5.
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