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Petr Anděl
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tažeńım“ ploch 19
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Úvod

Vývoj NURBS započal v 60. letech 20. stolet́ı, kdy konstruktéři a designéři do-
pravńıch společnost́ı potřebovali přesně reprezentovat volné tvary jako trupy lod́ı,
vněǰśı povrchy letadel a karoserie automobil̊u. K pr̊ukopńık̊um tohoto vývoje patřili
páni P. Bézier, P. de Casteljau a S. A. Coons, kteř́ı se významně pod́ıleli na vzniku
Bézierových křivek a ploch a Coonsových plát̊u. Jelikož jsou NURBS objekty zo-
becněné Bézierovy objekty, určili tito pánové nový směr v geometrickém modelováńı.
NURBS objekty se v dnešńı době použ́ıvaj́ı předevš́ım v designovém a poč́ıtačovém
modelováńı a také v isogeometrické analýze. Jelikož jsou možnosti využit́ı NURBS
objekt̊u rozsáhlé a již v bakalářské práci jsem se věnoval NURBS křivkám a oblastem,
zvolil jsem si pro diplomovou práci téma NURBS objemové parametrizace. Zaměřil
jsem se předevš́ım na využitelnost a praktičnost dané problematiky.

V prvńı kapitole se zaměř́ım předevš́ım na základńı pojmy, vlastnosti a chováńı
NURBS křivek, ploch a objemů. Bude se jednat pouze o základńı informace, které
jsou hlouběji vysvětleny v mé bakalářské práci. Ve druhé kapitole se budu věnovat
speciálńı tř́ıdě NURBS objemů, které vzniknou tažeńım NURBS oblasti do prostoru.
Stanov́ım několik základńıch podmı́nek a kritéríı pro konstrukci tohoto NURBS ob-
jemu. Ve třet́ı kapitole se budu věnovat problematice optimalizace ř́ıd́ıćı śıtě a jej́ı
konstrukce. Půjde stejně jako v předchoźı kapitole o prezentaci již funguj́ıćıch metod
a algoritmů. Předposledńı kapitola je stěžejńı, kde navrhnu metody pro konstrukci
NURBS objemů. Půjde o nalezeńı NURBS objemové parametrizace za předpokladu,
že vstupem bude NURBS křivka rotuj́ıćı okolo osy otáčeńı. Druhá část této kapitoly
bude věnována nalezeńı parametrizace NURBS objemů, kde vstupńımi daty bude
NURBS oblast ohraničuj́ıćı tento objem. Pro každou část navrhnu konstrukčńı al-
goritmus těchto NURBS objemů, který bude prezentován na př́ıslušném př́ıkladu.
V posledńı kapitole poṕı̌si baĺıček funkćı založených na algoritmech popsaných ve
čtvrté kapitole.

Hlavńım ćılem mé diplomové práce bude naj́ıt a zkonstruovat algoritmy, které po-
moćı vstupńı NURBS křivky a osy rotace naleznou danou parametrizaci NURBS ob-
jemu, jehož plášt’ vznikl právě danou rotaćı křivky okolo osy a dále pak parametrizaci
NURBS objemu, kde vstupem bude jeho uzavřená NURBS oblast. Půjde předevš́ım
o popis daného problému (vstupu), jeho analýzu, teoretické a praktické řešeńı, které
prakticky demonstrujeme na př́ıkladech a grafických výstupech, a eventuálńı op-
timalizaci. Nalezené algoritmy budou zaimplementovány do programu Mathemati-
ca, jejichž shrnut́ım źıskám baĺıček obsahuj́ıćı metody k vytvořeńı popisu NURBS
objemu z určených vstupńıch dat. Daľśımi ćıli této práce je seznámeńı čtenář̊u se
základy NURBS objekt̊u, které jsou nezbytné pro daľśı kapitoly zabývaj́ıćı se kon-
strukćı NURBS objekt̊u, předevš́ım objemů. Dále pak prezentace již známých metod
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pro vytvářeńı NURBS objemů a možnosti optimalizace ř́ıd́ıćı śıtě a jejich analýza.
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Kapitola 1

Objekty geometrického
modelováńı - NURBS

Pro práci s objekty geometrického modelováńı si definujeme několik základńıch
pojmů, které jsou úzce spjaty s praćı v následuj́ıćıch kapitolách. Kĺıčový pojem,
který se zde bude hojně vyskytovat a na kterém bude tato práce stát, je NURBS
= Non-Uniform Rational B-Spline. V jednotlivých sekćıch si zadefinujeme NURBS
křivku, plochu a objem. Uvedeme si jejich několik základńıch vlastnost́ı a chováńı
pro určité situace doplněné názornými ukázkami.

1.1 NURBS křivky

Definice 1. Mějme dány polohové vektory vrchol̊u ř́ıd́ıćıho polygonu P0, ...,Pp, je-
jich př́ıslušné váhy w0, ..., wp, kde wi > 0, a vektor parametrizace U = (u0, ..., um).
NURBS křivku stupně n definujeme vztahem

Q(u) =

p∑
i=0

wiPiN
n
i (u)

p∑
i=0

wiN
n
i (u)

, (1.1)

kde Nn
0 , ..., N

n
p jsou B-spline bázové funkce stupně n pro vektor parametrizace U.

Vektor parametrizace (nebo také vektor uzl̊u) je posloupnost parametr̊u ui za-
psaná obvykle ve tvaru

U = (a, ..., a, un+1, ..., um−n−1, b, ..., b),

kde uzly a bývaj́ı většinou nulové (zálež́ı na volbě) a jejich počet je shodný s počtem
uzl̊u b, a to n+ 1. Pro jednotlivé uzly plat́ı nerovnost

a < ui ≤ ui+1 < b.

Takto zapsaný vektor parametrizace nazýváme neperiodickým a jeho bázové funkce
budou interpolovat okraje intervalu parametru. Pokud bude nav́ıc platit ui+1− ui =
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konst, kde n ≤ i ≤ m − n − 1, pak budeme hovořit o uniformńı parametrizaci.
V opačném př́ıpadě o neuniformńı parametrizaci.

B-spline bázové funkce jsou po částech polynomické funkce, které maj́ı co možná
nejvyšš́ı řád spojité derivace a jsou definovány rekurentńım vztahem

n = 0 : N0
i (u) =

{
1 pro ui ≤ u < ui+1

0 jinde

n > 0 : Nn
i (u) = u−ui

ui+n−uiN
n−1
i (u) + ui+n+1−u

ui+n+1−ui+1
Nn−1
i+1 (u),

(1.2)

kde u ∈ 〈u0, um〉. Jestliže bude nějaká část z (1.2) obsahovat nulový jmenovatel, pak
celý tento zlomek považujeme za nulový.

Poznámka 2.

• Počet bázových funkćı je p+1, proto parametr i může nabývat pouze maximálńı
hodnoty p. Z (1.2) lze odvodit rovnost p+ 1 + n+ 1 = m+ 1, což nám udává
vztah mezi stupněm polynomu, počtem bázových funkćı a počtu uzl̊u ve vektoru
parametrizace.

Poznámka 3. Vlastnosti bázových funkćı:

• Nezáporná hodnota: Nn
i (u) ≥ 0 pro ∀u, i, n,

• Jednotkový součet:
∑p

i=0N
n
i (u) = 1 pro u ∈ 〈u0, um〉,

• Lokálńı support: Nn
i (u) 6= 0 pro u ∈ 〈ui, ui+n+1〉.

Bázové funkce patř́ı obecně do tř́ıdy Cn−1, což znamená, že jsou spojité až do
(n − 1)-ńı derivace. To ale plat́ı pouze za předpokladu, že vektor parametrizace
neobsahuje násobné uzly, které snižuj́ı v daném mı́stě řád derivace. Pro q-násobný
uzel bude tř́ıda spojitosti daných bázových funkćı Cn−q.

Jak již vidno z názvu NURBS, jedná se o B-spline křivku (popř. plochu nebo ob-
jem) v projektivńım rozš́ı̌reńı Euklidovského prostoru. Pro ř́ıd́ıćı body Pi = (xi, yi, zi)
a př́ıslušné váhy wi zavád́ıme tzv. projektivńı ř́ıd́ıćı body Pw

i = (wixi, wiyi, wizi, wi),
pro které lze naj́ıt B-spline křivku v tomto projektivńım rozš́ı̌reńı E3 v následuj́ıćım
tvaru

B(u) =

p∑
i=0

Nn
i (u) (wixi, wiyi, wizi, wi) .

Odhomogenizaćı vzhledem k posledńı souřadnici dostaneme vztah (1.1).
Pro NURBS křivku lze použ́ıt i zjednodušený zápis

Q(u) =

p∑
i=0

Rn
i (u)Pi,

kde

Rn
i (u) =

wiN
n
i (u)

p∑
j=0

wjN
n
j (u)

jsou bázovými funkcemi NURBS.
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Poznámka 4. Vlastnosti bázových funkćı NURBS jsou shodné s vlastnostmi
B-spline bázových funkćı – nezáporná hodnota, jednotkový součet a lokálńı sup-
port. Nav́ıc plat́ı Rn

i (u) = Nn
i (u), jestliže je váha wi pro všechna i stejná a zároveň

nenulová.

Poznámka 5. Vlastnosti NURBS křivek:

• NURBS křivka procháźı prvńım a posledńım bodem svého ř́ıd́ıćıho polygonu.

• Body NURBS křivky lež́ı v konvexńım obalu množiny bod̊u ř́ıd́ıćıho polygonu
P0, ...,Pp. Oblouk B-spline křivky Q(u) pro u ∈ 〈ui, ui+1〉, n ≤ i ≤ m− n− 1,
lež́ı v konvexńım obalu bod̊u Pi−n, ...,Pi. Vlastnost konvexńıho obalu ovšem
plat́ı pouze za předpokladu, že váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u budou kladné.

• Ř́ıd́ıćı bod Pi ř́ıd́ıćıho polygonu ovlivňuje tvar křivky pro daný parametr u
jen na intervalu 〈ui, ui+n+1〉, což má za následek neměnnost tvaru celé křivky.
Obdobně lze formulovat ovlivněńı tvaru křivky pomoćı váhy daného bodu.

• NURBS křivka je invariantńı v̊uči projektivńı transformaci – transformovaný
ř́ıd́ıćı polygon dá stejný výsledek jako transformovaná NURBS křivka vy-
tvořená z p̊uvodńıho ř́ıd́ıćıho polygonu.

• Žádná př́ımka nebo rovina nemá s NURBS křivkou v́ıce pr̊useč́ık̊u než s ř́ıd́ıćım
polygonem př́ıslušné NURBS křivky.

• NURBS křivka patř́ı obecně do tř́ıdy spojitosti Cn−k, jej́ıž vektor parametrizace
obsahuje k-násobný uzel, a zachovává spojitost při změnách polohy r̊uzných
ř́ıd́ıćıch bod̊u nebo změně jejich váhy.

Poznámka 6. Mějme NURBS křivku danou ř́ıd́ıćım polygonem, vektorem parame-
trizace a váhami ř́ıd́ıćıch bod̊u, pak:

• budou-li váhy všech ř́ıd́ıćıch bod̊u stejné, tak výsledná NURBS křivka bude
totožná s B-spline křivkou danou stejným ř́ıd́ıćım polygonem a vektorem pa-
rametrizace.

• Pro vektor parametrizace ve tvaru U = (0, ..., 0, 1, ..., 1) a libovolné váhy se
NURBS křivka ztotožńı s racionálńı Bézierovou křivkou.

• Pokud budou platit obě předchoźı vlastnosti dostaneme NURBS křivku shod-
nou s Bézierovou křivkou.

K výhodám těchto křivek patř́ı předevš́ım rychlost a stabilita algoritmu k jejich
vytvářeńı. Z hlediska konstrukce máme spoustu možnost́ı, jak danou křivku měnit
a jinak modifikovat – poloha ř́ıd́ıćıch bod̊u s danými váhami, vektor parametrizace
nebo jej́ı stupeň. Př́ıkladem může být konstrukce oblouk̊u kuželoseček d́ıky raciona-
lizaci.

Pro názornost si ukážeme několik př́ıpad̊u, jak se bude daná křivka měnit v závis-
losti na vektoru parametrizace (stupeň křivky a počet jednotlivých oblouk̊u, ze
kterých se křivka skládá), poloze ř́ıd́ıćıho bodu nebo hodnotě jeho váhy. Na obr. 1.2
můžeme vidět, jak se křivka měńı při změně stupně. Na daľśım obr. 1.3 si můžeme
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Obrázek 1.1: NURBS křivka a jej́ı ř́ıd́ıćı polygon

povšimnout, že jednotlivé NURBS křivky jsou složeny z několika jednotlivých ob-
louk̊u. Je to ovlivněno volbou vektoru parametrizace, která nám ř́ıká, že křivka se
skládá z tolika oblouk̊u, kolikrát se dva sousedńı uzly lǐśı.

Obrázek 1.2: Tvar NURBS křivky v závislosti na změně vektoru parametrizace –
přesněji v závislosti na stupni n. (Zelená: n = 5; modrá: n = 4; oranžová: n = 3;
červená: n = 2.)

Nejjednodušš́ı možnost́ı jak měnit tvar křivky je posouváńı ř́ıd́ıćıch bod̊u daného
polygonu, kterou vid́ıme na obr. 1.4 vlevo. Všimněme si také, že změna polohy bodu
má vliv pouze na část křivky, jak již bylo řečeno ve vlastnostech NURBS křivek.
Podobně lze pracovat i s váhou ř́ıd́ıćıch bod̊u, jej́ıž vliv na tvar křivky lze shodně de-
finovat jako v př́ıpadě ovlivněńı tvaru křivky změnou polohy ř́ıd́ıćıho bodu – ovlivněńı
na určité části křivky, obr. 1.4 vpravo.

1.2 NURBS plochy

Definice 7. Mějme dánu ř́ıd́ıćı śıt’ tvořenou (p + 1) × (r + 1) polohovými vektory
Pi,j s př́ıslušnými váhami wi,j, pro které plat́ı wi,j > 0, a vektory parametrizace
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Obrázek 1.3: Počet oblouk̊u jednotlivých NURBS křivek

U = (u0, ..., ue), V = (v0, ..., vf ). NURBS plochu stupně (m,n) definujeme vztahem

Q(u, v) =

p∑
i=0

r∑
j=0

wi,jPi,jN
m
i (u)Nn

j (v)

p∑
i=0

r∑
j=0

wi,jN
m
i (u)Nn

j (v)

, (1.3)

kde m je stupeň B-spline bázových funkćı Nm
i (u) a n stupeň B-spline bázových funkćı

Nn
j (v).

Vektory parametrizace U a V jsou ve tvaru

U = (a, ..., a, um+1, ..., ue−m−1, b, ..., b),V = (c, ..., c, vn+1, ..., vf−n−1, d, ..., d)

a pro jednotlivé uzly potom plat́ı nerovnost

a < ui ≤ ui+1 < b, c < vj ≤ vj+1 < d.

Stejně jakou u NURBS křivek lze předpis (1.3) napsat ve zjednodušeném tvaru

Q(u, v) =

p∑
i=0

r∑
j=0

Pi,jR
m
i (u)Rn

j (v).

Vlastnosti NURBS křivek lze převést do vlastnost́ı NURBS ploch, jelikož vycháźı-
me ze stejných B-spline bázových funkćı jako jsme použ́ıvali u křivek. Proto se
zmı́ńıme jen o těch, které plat́ı nav́ıc oproti NURBS křivkám.
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Obrázek 1.4: Vlevo: Posunovaný ř́ıd́ıćı bod je barevně sladěn s př́ıslušnou křivkou;
Vpravo: Křivka se přibližuje k ř́ıd́ıćımu bodu se zvyšuj́ıćı se váhou: 1→ 2→ 4.

Poznámka 8. Daľśı vlastnosti NURBS ploch:

• Okrajové křivky NURBS plochy tvoř́ı NURBS křivky vytvořené z okrajového
ř́ıd́ıćıho polygonu dané ř́ıd́ıćı śıtě.

• NURBS plocha lež́ı v konvexńım obalu ř́ıd́ıćı śıtě. Část NURBS plochy pro
Q(u, v) pro (u, v) ∈ 〈ui, ui+1〉×〈vj, vj+1〉, m ≤ i ≤ e−m−1 a n ≤ j ≤ f−n−1
lež́ı v konvexńım obalu vrchol̊u Pi−m,j−n . . . Pi−m,j

...
. . .

...
Pi,j−n . . . Pi,j

 .

• Ř́ıd́ıćı bod i váha př́ıslušného ř́ıd́ıćıho bodu Pi,j ovlivňuje tvar plochy pro dané
parametry (u, v) ∈ 〈ui, ui+m+1〉 × 〈vj, vj+n+1〉.

• NURBS plocha je obecně tř́ıdy Cm−1,n−1, opět za předpokladu jednoduchých
(nenásobných) uzl̊u. Obecně pro g-násobný uzel v parametru u a h-násobný
uzel v parametru v plat́ı, že NURBS plocha Q(u, v) bude mı́t spojitost tř́ıdy
Cm−g,n−h.

1.3 NURBS objemy

Definice 9. Mějme dánu ř́ıd́ıćı śıt’ tvořenou (l + 1)× (m+ 1)× (n+ 1) polohovými
vektory Pi,j,k s př́ıslušnými váhami wi,j,k, pro které plat́ı wi,j,k > 0, a vektory pa-
rametrizace R = (r0, ..., rc), S = (s0, ..., sd), T = (t0, ..., te). NURBS objem stupně
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Obrázek 1.5: NURBS oblast - červeně je vyznačena ř́ıd́ıćı śıt’; - černě jednotlivé
parametrické NURBS křivky plochy

(f,g,h) definujeme vztahem

Q(r, s, t) =

l∑
i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

wi,j,kPi,j,kN
f
i (r)N g

j (s)Nh
k (t)

l∑
i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

wi,j,kN
f
i (r)N g

j (s)Nh
k (t)

, (1.4)

kde f je stupeň B-spline bázových funkćı N f
i (r), g stupeň B-spline bázových funkćı

N g
j (s) a h stupeň B-spline bázových funkćı Nh

k (t).

Předpis (1.4) lze přepsat jako

Q(r, s, t) =
l∑

i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

Ri,j,k(r, s, t)Pi,j,k, (1.5)

kde

Ri,j,k(r, s, t) =
wi,j,kN

f
i (r)N g

j (s)Nh
k (t)

l∑
i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

wi,j,kN
f
i (r)N g

j (s)Nh
k (t)

.

Definice 10. Necht’ q̄(r, s) je parametrizace NURBS plochy, r ∈ [0, 1], s ∈ [0, 1],
pak pro r = rkonst nazveme křivku q̄(rkonst, s) na ploše q̄(r, s) r-křivkou. Analogic-
ky definujeme s-křivku. Souhrnně tyto křivky nazýváme parametrickými křivkami
plochy q̄(r, s). Pro parametrizaci NURBS objemu q̂(r, s, t), r ∈ [0, 1], s ∈ [0, 1],
t ∈ [0, 1] budeme parametrickou křivku na q̂(r, s, t) chápat jako q̂(r, skonst, tkonst),
q̂(rkonst, s, tkonst) a q̂(rkonst, skonst, t).
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Stejně jako u vlastnost́ı NURBS ploch, kde jsme přeb́ırali vlastnosti z NURBS
křivek, můžeme převźıt vlastnosti z NURBS ploch pro objem. Bázové B-spline funkce
jsou shodné s bázemi použ́ıvanými u křivek a ploch. U vlastnost́ı konvexńıho obalu,
tř́ıdy spojitosti, ovlivněńı tvaru křivky změnou ř́ıd́ıćıho bodu či jeho váhy lze odvodit
z předchoźıch část́ı.

Obrázek 1.6: NURBS objem

Poznámka 11. Vlastnosti NURBS objemů:

• Okrajové plochy NURBS objemu tvoř́ı NURBS plochy vytvořené z okrajové
ř́ıd́ıćı śıtě.

• NURBS objem lež́ı v konvexńım obalu ř́ıd́ıćı śıtě. Část NURBS objemu pro
Q(r, s, t) pro (r, s, t) ∈ 〈ri, ri+1〉 × 〈sj, sj+1〉 × 〈tk, tk+1〉, f ≤ i ≤ c − f − 1,
g ≤ j ≤ d− g − 1 a h ≤ k ≤ e− h− 1 lež́ı v konvexńım obalu vrchol̊u

 Pi−f,j−g,k−h . . . Pi−f,j,k−h
...

. . .
...

Pi,j−g,k−h . . . Pi,j,k−h




... . . .
...

...
. . .

...
... . . .

...


 Pi−f,j−g,k . . . Pi−f,j,k

...
. . .

...
Pi,j−g,k . . . Pi,j,k





.
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• Ř́ıd́ıćı bod i váha ř́ıd́ıćıho bodu Pi,j,k ovlivňuje tvar objemu pro parametry
(r, s, t) ∈ 〈ri, ri+f+1〉 × 〈sj, sj+g+1〉 × 〈tk, tk+h+1〉.

• NURBS objem je obecně tř́ıdy Cf−1,g−1,h−1 za předpokladu jednoduchých uzl̊u.
Pro b-, p-, q-násobné uzly v parametrech r, s, t je spojitost objemu tř́ıdy
Cf−b,g−p,h−q.
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Kapitola 2

NURBS objemy vzniklé
”
tažeńım“

ploch

V této části se zaměř́ıme na přehled existuj́ıćıch metod pro nalezeńı NURBS ob-
jemové parametrizace objekt̊u vytvořených speciálńım pohybem daných NURBS
ploch.

Tř́ıda těchto objemů obsahuje velké množstv́ı objekt̊u, které jsou významné
v pr̊umyslových aplikaćıch. Př́ıkladem mohou být modely turb́ınových lopatek, válc̊u,
trupy lod́ı nebo kř́ıdla letadel. Principem vytvářeńı tohoto druhu NURBS objemu
je tzv. vytahováńı vstupńı plochy do prostoru, kde třet́ı parametr objemu dosta-
neme jako parametr trajektorie této

”
tažené“ plochy. Metody popsané v této kapitole

vycházej́ı z článku [1].
Naš́ım ćılem je naj́ıt parametrizaci NURBS objemu ve tvaru

Q(r, s, t) =
l∑

i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

Ri,j,k(r, s, t)Pi,j,k. (2.1)

Vstupńı data se ovšem mohou lǐsit v závislosti na modifikaci této metody.
Primárně bude zadána vstupńı NURBS plocha ve tvaru Q(r, s, 0), jej́ımž

”
tažeńım“

źıskáme hledaný NURBS objem. V následuj́ıćıch sekćıch se budeme zabývat
předevš́ım konstrukćı a optimalizačńımi podmı́nkami tohoto NURBS objemu.

2.1 Vstupńı data

V této sekci se zaměř́ıme na možné vstupńı data, pomoćı kterých lze zkonstruo-
vat hledaný NURBS objem. Základńı nutnou vstupńı informaćı je počátečńı plocha
definovaná jako Q(r, s, 0) s ř́ıd́ıćımi body Pi,j,0. Z geometrického tvaru počátečńı
plochy se bude odv́ıjet výsledný tvar NURBS objemu vzniklý

”
tažeńım“ této plochy.

Celkový tvar bude záviset nejen z počátečńıch dat, ale také z daľśıch optimalizaćı
popsaných v následuj́ıćıch sekćıch. Variabilita vstupńıch dat je velice obsáhlá, a proto
si zmı́ńıme pouze ty základńı, které spolu s počátečńı plochou budou tvořit vstupńı
data pro konstrukci výsledného objemu:

1. Koncová NURBS plocha Q(r, s, 1) s ř́ıd́ıćımi body Pi,j,n.
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2. Směr, kterým se bude
”
tažeńı“ provádět.

3. Vzdálenosti mezi množinami ř́ıd́ıćıch bod̊u Pi,j,k a Pi,j,k+1, kde k je pevně dané.

4. Ř́ıd́ıćı křivka.

Často se některé možnosti spolu kombinuj́ı. K počátečńı a koncové ploše se často
přidává informace o směru, kterým se bude

”
tažeńı“ provádět. Tento vstup můžeme

rozš́ı̌rit ještě o daľśıch k − 2 směr̊u pro každou odpov́ıdaj́ıćı plochu ř́ıd́ıćıch bod̊u
Pi,j,k, kde k je pro každou plochu pevně dané. Stejně tak lze kombinovat možnost
1 a 3 nebo 1, 2, 3, kde vzdálenost mezi ř́ıd́ıćımi body můžeme volit bud’ konstantńı
nebo proměnou v pr̊uběhu

”
tažeńı“.

Nejvýhodněǰśı nástroj z hlediska tvaru výsledného NURBS objemu je tzv. ř́ıd́ıćı
křivka, kterou si poṕı̌seme v následuj́ıćı části. Kombinace ř́ıd́ıćı křivky s ostatńımi
možnosti je velice omezená a nejčastěji se použ́ıvá pouze s počátečńı plochou. Některé
kombinace s ńı nejsou totiž ani možné, jelikož by finálńı konstrukce NURBS objemu
nemusela odpov́ıdat bud’ některých kritéríım ohledně źıskaného tvaru, nebo by se
jednoduše jednotlivé kombinace vylučovaly.

V této kapitole se soustřed́ıme na konstrukci NURBS objemu, jehož vstupńı data
budou počátečńı NURBS plocha a jedna nebo dvě ř́ıd́ıćı křivky.

2.2 Řı́d́ıćı křivky a vlivové funkce

2.2.1 Řı́d́ıćı křivka

Definice 12. Necht’ je dána ř́ıd́ıćı křivka cγ : [0, 1] → R3, t → cγ(t), γ = 1, ..., p,
která specifikuje pohyb dvou-dimenzionálńı plochy Q(r, s, t′), kde (r, s) ∈ [0, 1]2 a
t′ ∈ [0, 1] je konstantńı hodnota.

Ř́ıd́ıćı křivku lze vyjádřit také ve tvaru Q(r′, s′, t), kde t ∈ [0, 1] a (r′, s′) ∈ [0, 1]2

jsou konstantńı. Pohyb vstupńı plochy je ř́ızen jednou nebo v́ıce ř́ıd́ıćımi křivkami.
Parametr t nazýváme

”
parametrem tažeńı“, který je spojený s pohybem dvou-

dimenzionálńı plochy.
Abychom mohli provést tuto konstrukci NURBS objemu pomoćı ř́ıd́ıćıch křivek, je

nutné zvolit pro každou ř́ıd́ıćı křivku př́ıslušné parametry (r̂γ, ŝγ) z dvou-dimenzionál-
ńı

”
pohybové“ plochy tak, že vzdálenost mezi body Q(r̂γ, ŝγ, t) a cγ(t) pro pevné t,

bude co možná nejmenš́ı. T́ım doćıĺıme toho, že plocha Q(r, s, t′) bude následovat
pohyb bod̊u ř́ıd́ıćı křivky cγ(t). Zvolené parametry si lze představit jako parametry
bod̊u dané plochy pro ř́ıd́ıćı křivku. Tyto body budeme nazývat kotevńı. Funkce
charakterizuj́ıćı tuto podmı́nku bude ve tvaru

fA(P) = min

p∑
γ=1

1∫
0

‖Q(r̂γ, ŝγ, t)− cγ(t)‖2 dt.

Obecně lze použ́ıt jakékoliv body
”
tažené“ plochy, ale vhodněǰśı jsou samozřejmě

speciálńı body jako jsou některé ř́ıd́ıćı body, které lež́ı př́ımo na této ploše. Daľśı
možnosti jsou těžǐstě nebo body lež́ıćı na hranici plochy. Pro volené body na hra-
nici se pak dodatečně definuje tzv. vlivová funkce, která ovlivňuje tvar ř́ıd́ıćı křivky
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během trajektorie (je možno použ́ıt v́ıce ř́ıd́ıćıch křivek pro lepš́ı kontrolu změny
tvaru výsledného objektu). Tu si poṕı̌seme v následuj́ıćı části.

Na obr. 2.1 si lze prohlédnout
”
tažeńı“ vstupńı plochy pomoćı ř́ıd́ıćı křivky, resp.

nalezeńı ř́ıd́ıćıch bod̊u výsledného NURBS objemu vzniklého
”
tažeńım“ této plochy.

Jedná se o nejjednodušš́ı možnou metodu pro konstrukci NURBS objemu, kde vstup-
ńı data jsou počátečńı plocha a jedna ř́ıd́ıćı křivka a kde nemáme zvoleny žádné
optimalizačńı podmı́nky.

Obrázek 2.1:
”
Tažená“ plocha s jednou ř́ıd́ıćı křivkou, které je ukotvena v ř́ıd́ıćım

bodě dané plochy.

2.2.2 Vlivová funkce

Pro dvě a v́ıce ř́ıd́ıćıch křivek si zavedeme tzv. vlivové funkce, které koriguj́ı pohyb
a vytvářeńı objemu podél

”
tažeńı“.

Definice 13. Definujme pro každou ř́ıd́ıćı křivku cγ funkci

αγ(r, s) : [0, 1]2 → [0, 1]

takovou, že váha αγ(r, s) ovlivňuje chováńı ř́ıd́ıćı křivky cγ, resp. jej́ı trajektorii. Pro
tyto váhy plat́ı rovnost

p∑
γ=1

αγ(r, s) ≡ 1.
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Obrázek 2.2: NURBS objem vzniklý vytažeńım vstupńı NURBS plochy (kruhu) po-
moćı dvou ř́ıd́ıćıch křivek.

Definice 14. Každému bodu objemu Q(r, s, t) přiřad́ıme váhový pr̊uměr ĉ(r, s, t),
pro který plat́ı

ĉ(r, s, t) =

p∑
γ=1

αγ(r, s)cγ(t).

Hodnoty vlivových funkćı jsou závislé na počtu ř́ıd́ıćıch křivek:

• Pro jednu ř́ıd́ıćı křivku voĺıme α1(r, s) ≡ 1.

• Pro dvě ř́ıd́ıćı křivky c1, c2 zvoĺıme kotevńı body Q(r1, s1, tkonst),
Q(r2, s2, tkonst) na ploše Q(r, s, tkonst). Na obr. 2.2 vlevo jsou tyto body
znázorněny červeně. Váhy α1(r, s) a α2(r, s) jsou vypoč́ıtány pomoćı orto-
gonálńı projekce bod̊u plochy Q(r, s, tkonst) do úseku tvořeného Q(r1, s1, tkonst)
a Q(r2, s2, tkonst), který je na obr. 2.2 vlevo znázorněn oranžově. Váhový pr̊uměr
ĉ(r, s, t) je roven

α1(r, s)c1(t) + α2(r, s)c2(t).

• Pro tři a v́ıce ř́ıd́ıćıch křivek se použ́ıvaj́ı hodnoty barycentrických souřadnic.
Postup a vysvětleńı nalezneme v [1] a [24].

Na obr. 2.2 vid́ıme ukázku NURBS objemu zkonstruovaného
”
tažeńım“ vstup-

ńı plochy pomoćı dvou ř́ıd́ıćıch křivek. Všimněme si, že počátečńı a koncová plo-
cha se tvarem neshoduje. Důvodem je změna vzdálenosti ř́ıd́ıćıch křivek během

”
tažeńı“. Abychom zamezili tomuto nechtěnému jevu, stanov́ıme si v následuj́ıćı části

podmı́nky, které nám tento problém nejen odstrańı, ale daj́ı nám možnost ovlivnit
tvar podle naš́ı potřeby.
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2.3 Řı́zeńı tvaru
”
tažené“ plochy a optimalizačńı

podmı́nky

2.3.1 Ortogonálńı podmı́nka a minimalizace rotace

Na obr. 2.1 vid́ıme, jak jednotlivé plochy maj́ı stejný směr normálového vektoru
i přesto, že ř́ıd́ıćı křivka má zcela obecný tvar. To nám může zapř́ıčinit zúžeńı
v některých mı́stech výsledného objemu, což nám v praxi může činit nemalé problémy
(např. potrub́ı, tunely apod.).

Chceme tedy, aby
”
tažená“ plocha byla v pr̊uběhu

”
tažeńı“ kolmá na ř́ıd́ıćı křivku.

Toho doćıĺıme tak, že budeme požadovat shodný směr normálového vektoru plochy
a tečného vektoru ř́ıd́ıćı křivky.

Obrázek 2.3:
”
Tažená“ plocha s jednou ř́ıd́ıćı křivkou s využit́ım vztah̊u (2.2) a (2.3).

V př́ıpadě v́ıce ř́ıd́ıćıch křivek požadujeme kolmost plochy na vektor vzniklý
složeńım (sečteńım) tečných vektor̊u ř́ıd́ıćıch křivek v závislosti na vahách αγ(r, s).
K tomu využijeme váhového pr̊uměru ĉ(r, s, t) (viz Definice 14) a jeho parciálńı deri-
vaci ∂tĉ(r, s, t) vyjadřuj́ıćı směr hledané př́ımky reprezentuj́ıćı složené tečné vektory
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ř́ıd́ıćıch křivek. Dostaneme tak funkci

fO(P) =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

(
(Q(r, s, t)− ĉ(r, s, t)) · ∂tĉ(r, s, t)

‖∂tĉ(r, s, t)‖

)2

dr ds dt, (2.2)

jej́ıž minimalizaćı zajist́ıme maximálńı možnou ortogonalitu ř́ıd́ıćıch křivek na
”
taže-

nou“ plochu.
Pokud je zadána jedna ř́ıd́ıćı křivka, výsledkem minimalizace (2.2) budou ř́ıd́ıćı

body popisuj́ıćı rovinu Q(r, s, t′), jej́ıž normálový vektor je shodný s tečným vektorem
ř́ıd́ıćı křivky v bodě vzniklém jako pr̊unik této roviny s ř́ıd́ıćı křivkou.

Druhou podmı́nku, kterou si definujeme, je minimalizace rotace
”
tažené“ plo-

chy okolo tečen ř́ıd́ıćıch křivek. Tato podmı́nka je založená na tom, že dráha bodu
Q(rkonst, skonst, t) prot́ıná jednotlivé

”
tažené“ plochy ortogonálně, d́ıky čemuž se ro-

tace v pr̊uběhu tažeńı redukuje. Požadujeme tedy, aby normálový vektor
”
tažené“

plochy byl co nejv́ıce shodný s vektorem ∂tĉ(r, s, t).
Dostáváme tak podmı́nku ve tvaru

fRM(P) = min

1∫
0

1∫
0

1∫
0

∥∥∥∂tQ(r, s, t)× ∂tĉ(r, s, t)

‖∂tĉ(r, s, t)‖

∥∥∥2

dr ds dt. (2.3)

Podrobný rozbor této podmı́nky nalezneme v [26]. Na obr. 2.3 můžeme vidět
rozd́ıl v konstrukci ř́ıd́ıćıch bod̊u oproti konstrukci na obr. 2.1.

Obrázek 2.4: Znázorněńı zvolených bod̊u na ploše Q(r, s, tkonst) – Q(r̂1, ŝ1, tkonst),
Q(r̂2, ŝ2, tkonst) červeně a Q(r̂3, ŝ3, tkonst) černě. Vlevo: Konstrukce pro poměr mezi
š́ı̌rkou a výškou. Vpravo: Konstrukce pro poměr tř́ı kolineárńıch bod̊u.

2.3.2 Možnosti ř́ızeńı tvaru
”
tažené“ plochy

V pr̊uběhu
”
tažeńı“ podél ř́ıd́ıćıch křivek chceme zachovat tvar dané plochy. To jde

ale pouze v př́ıpadě, pokud se vzdálenost těchto křivek v pr̊uběhu
”
tažeńı“ neměńı.

Pokud ano, tak naopak vyžadujeme určitou změnu tvaru, např. celkové zmenšeńı
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Obrázek 2.5: Rozmı́stěńı bod̊u popsaných v části Regulace výšky – Kotevńı body
ř́ıd́ıćıch křivek Q(r̃1, s̃1, tkonst), Q(r̃2, s̃2, tkonst) jsou znázorněny zeleně. Červeně pak
volené body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst). Pr̊unik jejich spojnic černě.

apod. Možnost́ı, jak mı́t nad tvarem plochy určitou kontrolu, je několik. Ukážeme si
proto pouze nástin daných metod. Podrobněǰśı informace nalezneme v [1].

• Poměr mezi š́ıřkou a výškou:

Voĺıme tři body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst), Q(r̂3, ŝ3, tkonst) na
”
tažené“

ploše tak, že tvoř́ı pravoúhlý trojúhelńık (odvěsny znázorňuj́ı š́ı̌rku a výšku)
znázorněný na obr. 2.4 vlevo. Tyto body splňuj́ı rovnost

(Q(r̂2, ŝ2, tkonst)−Q(r̂1, ŝ1, tkonst))×N = ρ(Q(r̂3, ŝ3, tkonst)−Q(r̂1, ŝ1, tkonst)),

kde N je vektor normály
”
tažené“ plochy a ρ ∈ R. Výsledná optimalizačńı

funkce bude mı́t tvar

f
(1)
S (P) =

1∫
0

‖(Q(r̂2, ŝ2, t)−Q(r̂1, ŝ1, t))× ∂tĉ(r̂1,ŝ1,t)
‖∂tĉ(r̂1,ŝ1,t)‖

−ρ(Q(r̂3, ŝ3, t)−Q(r̂1, ŝ1, t))‖2 dt,

(2.4)

kde normálový vektor N je vyjádřen jako jednotkový tečný vektor ř́ıd́ıćı křivky
ĉ(r̂1, ŝ1, t), viz Definice 14.

• Poměr tř́ı kolineárńıch bod̊u:

Uvažujeme tři kolineárńı body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst), Q(r̂3, ŝ3, tkonst)
splňuj́ıćı rovnost

Q(r̂3, ŝ3, tkonst) = λQ(r̂1, ŝ1, tkonst) + (1− λ)Q(r̂2, ŝ2, tkonst),

viz obr. 2.4 vpravo, kde bod Q(r̂3, ŝ3, tkonst) lež́ı mezi body Q(r̂1, ŝ1, tkonst),
Q(r̂2, ŝ2, tkonst). Optimalizačńı výraz založený na konstrukci kolineárńıch bod̊u
bude mı́t podobu

f
(2)
S (P) =

1∫
0

‖λQ(r̂1, ŝ1, t) + (1− λ)Q(r̂2, ŝ2, t)−Q(r̂3, ŝ3, t)‖2 dt. (2.5)
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Obrázek 2.6: NURBS objem konstruovaný pomoćı podmı́nky pro zachováńı poměru
výšky a š́ı̌rky.

• Regulace výšky:

Pro jednu ř́ıd́ıćı křivku se použ́ıvá závislost hodnoty ρ a λ z předchoźıch dvou
podmı́nek pro změnu poměru vzdálenosti během

”
tažeńı“. Pro dvě ř́ıd́ıćı křivky

použijeme následuj́ıćı postup.

Uvažujeme dva body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst) v
”
tažené“ oblasti. Ne-

cht’ je jejich spojnice kolmá na spojnici kotevńıch bod̊u Q(r̃1, s̃1, tkonst),
Q(r̃2, s̃2, tkonst) (pr̊uniky ř́ıd́ıćıch křivek c1(t), c2(t) a

”
tažené“ oblasti). Pr̊unik

těchto spojnic bude

(1− β)Q(r̃1, s̃1, tkonst) + βQ(r̃2, s̃2, tkonst).

Na obr. 2.5 vid́ıme konstrukci těchto bod̊u.

Necht’ ν je požadovaná vzdálenost mezi body Q(r̂1, ŝ1, t) a Q(r̂2, ŝ2, t). Tato
vzdálenost ν může být kontrolována pomoćı vztahu

f
(3)
S (P) =

1∫
0

(
(Q(r̂1, ŝ1, t)−Q(r̂2, ŝ2, t)) ·N(t)− ν

)2
dt, (2.6)

kde N(t) je normálový vektor
”
tažené“ plochy generované pomoćı ř́ıd́ıćıch

křivek c1(t), c2(t).

Velikost ν lze volit konstantńı nebo závislou na vzdálenosti pr̊unik̊u ř́ıd́ıćıch
křivek s

”
taženou“ plochou. Podrobnosti nalezneme v [1].

Na obr. 2.6 vid́ıme použit́ı podmı́nky pro zachováńı poměru výšky a š́ı̌rky během

”
tažeńı“.

2.3.3 Regularita

Abychom se vyhnuli překrýváńı některých část́ı NURBS objemu, použijeme
následuj́ıćı funkci, která má zabránit nadměrnému prodlužováńı délky trajektorie

”
tažené“ plochy v d̊usledku použit́ı předchoźıch podmı́nek. Tato funkce má tvar
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fR(P) =

1∫
0

1∫
0

1∫
0

‖∂tQ(r, s, t)‖2 dr ds dt, (2.7)

jej́ıž minimalizaćı źıskáme podmı́nku pro ř́ıd́ıćı body hledaného NURBS objemu.

Obrázek 2.7: NURBS objem – Vlevo nahoře: Vstupńı NURBS plocha s dvěma
ř́ıd́ıćımi křivkami; Vpravo nahoře: Řezy NURBS objemu; Dole: Výsledný NURBS
objem.

2.3.4 Shrnut́ı – ćılová funkce

Složeńım předchoźıch podmı́nek źıskáme ćılovou funkci

f(P) = ωAfA(P) + ωOfO(P) + ωRMfRM(P) + ω(i)
s f

(i)
s (P) + ωRfR(P),

kde ωA, ωO, ωRM , ωs, ωR jsou nezáporné váhy a i označuje počet použitých podmı́nek
z části 2.3.2 (třet́ı z těchto podmı́nek lze použ́ıt za předpokladu, že počet ř́ıd́ıćıch

27



křivek bude aspoň dvě). Při výpočtu ćılové funkce se z d̊uvodu náročnosti provád́ı
numerická integrace.

Minimalizaćı ćılové funkce źıskáme hledané ř́ıd́ıćı body. K vyřešeńı této funkce
můžeme postupovat tak, že nejprve zderivujeme ćılovou funkci f(P) v̊uči všem
neznámým. Źıskáme tak systém lineárńıch rovnic obsahuj́ıćı ř́ıd́ıćı body Pi,j,k.
Řešeńım tohoto lineárńıho systému źıskáme hledané body ř́ıd́ıćı śıtě daného objemu.

Na obr. 2.7 můžeme vidět takto řešený NURBS objem, kde vstupńımi daty jsou
počátečńı NURBS plocha a dvě ř́ıd́ıćı křivky.
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Kapitola 3

Optimalizace ř́ıd́ıćı śıtě

V této kapitole se budeme věnovat konstrukci a optimalizaci ř́ıd́ıćı śıtě B-spline ob-
last́ı a objemů, které jsou popsány ve článku [3] a [18]. Některé poznatky z B-spline
objekt̊u pak přeneseme na konstrukci ř́ıd́ıćı śıtě NURBS objemů a oblast́ı. Důvodem
je korektńı a kvalitńı parametrizace dané oblasti (objemu). Chceme tak předej́ıt
překrýváńı některých část́ı B-spline plochy, resp. jednotlivých parametrických křivek
v určitém parametru, viz obr. 3.1.

K daľśım nežádoućım jev̊um řad́ıme také samopr̊uniky jednotlivých parame-
trických křivek. Abychom mohli tyto problémy eliminovat, popř. minimalizovat,
muśıme ř́ıd́ıćı śıt’ vhodným zp̊usobem optimalizovat. Přesněji řečeno p̊ujde o nalezeńı
vhodných umı́stěńı daných ř́ıd́ıćıch bod̊u dané oblasti (objemu). Ve většině př́ıpad̊u
budeme cht́ıt zachovat polohu hraničńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u (hraničńıch křivek), proto
se soustřed́ıme na vnitřńı ř́ıd́ıćı body, které nám pomohou kontrolovat rozmı́stěńı
parametrických křivek dané oblasti (objemu).

Hlavńım požadavkem, který si poṕı̌seme v následuj́ıćı části, na ř́ıd́ıćı śıt’ bude, že
zobrazeńı z parametrické oblasti do výpočetńı oblasti bude injektivńı. Stanov́ıme
si dvě základńı podmı́nky, které nám tak zaruč́ı injektivitu daného zobrazeńı.
Abychom dosáhli co možná nejpřesněǰśıho výsledku, budeme taktéž požadovat, aby
výsledná parametrická śıt’ byla co nejv́ıce uniformńı a ortogonálńı. Složeńım všech
podmı́nek dostaneme ve výsledku kvadratickou energetickou funkci, jej́ıž minimali-
zaćı dosáhneme optimalizace śıtě z hlediska injektivity, uniformity a ortogonality.

Nejprve budeme tento problém řešit pro B-spline oblasti a dále pak uplatńıme
některé poznatky i u B-spline objemů.

3.1 Optimalizace 2D ř́ıd́ıćı śıtě

Nejprve si zadefinujeme dva druhy podmı́nek pro zachováńı injektivity paramet-
rizace. Ve druhé části pak uvedeme samotnou optimalizačńı metodu pro nalezeńı
hledané B-spline oblasti.
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Obrázek 3.1: Tmavě zelený trojúhelńık znázorňuje překryt́ı B-spline plochy.

3.1.1 Postačuj́ıćı podmı́nka pro injektivńı B-spline para-
metrizaci

Mějme kompaktńı parametrickou oblast P ⊂ Rn a necht’ parametrizace q zobrazuje
z P do výpočetńı oblasti Ω ⊂ Rn, resp. pro každý bod B-spline plochy x = q(r, s) ∈ Ω
je (r, s) ∈ P .

Definice 15. Hraničńı křivky pro parametrizaci q(r, s) z P = {(x, y) : a ≤ x ≤ b
∧ c ≤ y ≤ d} do Ω ⊂ R2 definujeme jako q(a, s), q(b, s), q(r, c) a q(r, d), r ∈ [a, b],
s ∈ [c, d].

Regulárńı hraničńı křivky nazveme takové hraničńı křivky q(a, s), q(b, s), q(r, c),
q(r, d), které se navzájem neprot́ınaj́ı, kromě počátečńıch a koncových bod̊u (napo-
jeńı jednotlivých hraničńıch křivek) a nemaj́ı body samopr̊unik̊u.

Tvrzeńı 16. Mějme C1 spojitou parametrizaci q : P → Ω. Jestlǐze je q injektivńı
na hranici ∂P oblasti P a Jacobiho determinant Jq parametrizace q je nenulový na
P, pak je q injektivńı na celém P.

Toto tvrzeńı použijeme ke stanoveńı hledaného testu injektivity B-spline para-
metrizace pomoćı Jacobiho determinantu, viz Tvrzeńı 17.

Tvrzeńı 17. Mějme C1 spojitou parametrizaci q z P = {(x, y) : a ≤ x ≤ b ∧ c ≤ y ≤
d} do Ω ⊂ R2, která definuje regulárńı hranice. Jestlǐze je jej́ı Jacobiho determinant
na P nenulový, potom je daná parametrizace injektivńı.

Předchoźı Tvrzeńı 17 si detailně rozeṕı̌seme a na základě toho zavedeme podmı́n-
ku pro zachováńı injektivity, která je založena na výpočtu Jacobiho determinantu
dané parametrizace.

Nelineárńı postačuj́ıćı podmı́nka založená na výpočtu Jacobiho determi-
nantu

Mějme parametrizaci

q : (r, s) ∈ P = [a, b]× [c, d]→ q(r, s) =
l∑

i=0

m∑
j=0

Pi,jN
f
i (r)N g

j (s),
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kde Pi,j jsou ř́ıd́ıćı body, f a g jsou stupně B-spline bázových funkćı N f
i (r) a N g

j (s).
Nyńı vypoč́ıtáme jednotlivé parciálńı derivace parametrizace ∂rq(r, s), ∂sq(r, s),

∂rq(r, s) =
l−1∑
i=0

m∑
j=0

ω1
i,j∆

1
i,jN

f−1
i (r)N g

j (s),

∂sq(r, s) =
l∑

i=0

m−1∑
j=0

ω2
i,j∆

2
i,jN

f
i (r)N g−1

j (s),

kde ω1
i,j, ω

2
i,j jsou kladné faktory a ∆1

i,j = (∆1,x
i,j ,∆

1,y
i,j ) = Pi+1,j − Pi,j, ∆2

i,j =

(∆2,x
i,j ,∆

2,y
i,j ) = Pi,j+1 −Pi,j.

Výsledný Jacobiho determinant bude tedy ve tvaru

J(q(r, s)) =

∣∣∣∣ qxr qxs
qyr qys

∣∣∣∣
=

l−1∑
i=0

m∑
j=0

l∑
i′=0

m−1∑
j′=0

N f−1
i (r)N g

j (s)N f
i′ (r)N

g−1
j′ (s)ω1

i,jω
2
i′,j′

∣∣∣∣ ∆1,x
i,j ∆2,x

i,j

∆1,y
i′,j′ ∆2,y

i′,j′

∣∣∣∣
=

2l−1∑
i=0

2m−1∑
j=0

Gi,jN
2f−1
i (r)N2g−1

j (s).

(3.1)

Z této rovnosti a vlastnosti konvexńıho obalu B-spline oblasti dostáváme následu-
j́ıćı větu, která nám dává nelineárńı postačuj́ıćı podmı́nku pro parametrizaci bez
samopr̊unik̊u. Tento poznatek využijeme ve výsledné optimalizačńı metodě při kon-
strukci a omezeńı vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u dané B-spline oblasti.

Věta 18. Jestlǐze je Gi,j > 0, pak i J(q(r, s)) > 0 a tud́ı̌z nemá parametrizace q(r, s)
žádné samopr̊uniky.

Poznamenejme, že tato věta nám neudává, kdy je Jacobiho determinant nenulový
a tud́ıž máme zaručenu injektivitu, ale kdy je pouze kladný. Je to v d̊usledku toho, že
v rovnosti (3.1) je část N2f−1

i (r)N2g−1
j (s) kladná, proto je formulace předchoźı věty

založena na kladnosti Jacobiho determinantu. Obecně je tedy podmı́nka Gi,j > 0
slabš́ı než podmı́nka J(q(r, s)) > 0.

Lineárńı postačuj́ıćı podmı́nka založená na injektivitě kužel̊u

Druhou možnost́ı ověřeńı injektivity B-spline parametrizace je podmı́nka využ́ıvaj́ıćı
injektivity kužel̊u.

Definice 19. Necht’ K1(P) je konvexńı kužel v R2 tvořený polopř́ımkami
∆1

i,j

‖∆1
i,j‖

.

Analogicky definujeme kužel K2(P) tvořen polopř́ımkami
∆2

i,j

‖∆2
i,j‖

.

Označeńım K1 ·R rozumı́me kužel, který je tvořený polopř́ımkami
∆1

i,j

‖∆1
i,j‖

, − ∆1
i,j

‖∆1
i,j‖

.

Kužel K2 · R definujeme analogicky.

Definice 20. Řekneme, že kužele K1 a K2 jsou transverzálńı, jestlǐze K1 ·R a K2 ·R
maj́ı pr̊unik pouze v bodě {0}.
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Obrázek 3.2: Test injektivity parametrizace pomoćı injektivńıch kužel̊u: B-spline ob-
lasti s př́ıslušnými kuželi – Vlevo: Netransverzálńı; Vpravo: Transverzálńı.

Na obr. 3.2 můžeme vidět rozd́ıl mezi transverzálńımi a netransverzálńımi kuželi.

Tvrzeńı 21. Necht’ q : P = [a, b] × [c, d] → Ω ⊂ R2 je C1 spojitá B-spline para-
metrizace daná ř́ıd́ıćımi body P. Jestlǐze se hraničńı křivky neprot́ınaj́ı (kromě mı́st
vzájemného napojeńı) a nemaj́ı žádné samopr̊uniky a kužele K1 · R a K2 · R jsou
transverzálńı, pak je parametrizace q injektivńı na P.

Definice 22. Necht’ je K0
1(P) hraničńı kužel generovaný vektory ∆1

i,0 a ∆1
i,m, pro

i = 0, ..., l − 1. Analogicky definujeme hraničńı kužel K0
2(P).

Nyńı můžeme použ́ıt všechny předcházej́ıćı poznatky k tomu, abychom byli schop-
ni zajistit, že parametrizace dané B-spline oblasti bude injektivńı. K tomu použijeme
Tvrzeńı 21, kde injektivity dosáhneme pomoćı transverzálńıch kužel̊u, resp. vhodnou
volbou ř́ıd́ıćıch bod̊u dané parametrizace.

Předpokladem je, že máme zadány čtyři hraničńı B-spline křivky, jejichž ř́ıd́ıćı
polygony jsou tvořeny ř́ıd́ıćımi body Pi,0, Pi,m, P0,j a Pl,j, kde i = 0, ..., l, j =
0, ...,m. Těmto hraničńım křivkám odpov́ıdaj́ı hraničńı kužele K0

1(P) ·R a K0
2(P) ·R,

které jsou transverzálńı, viz obr. 3.3.
K oběma těmto kužel̊um nalezneme hranice

F+
1 (K0

1(P)) ≤ 0, F−1 (K0
1(P)) ≤ 0

pro kužel K0
1(P), kde F+

1 a F−1 jsou lineárńı rovnice hranice K0
1(P) · R. Analogicky

najdeme
F+

2 (K0
2(P)) ≤ 0, F−2 (K0

2(P)) ≤ 0
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Obrázek 3.3: Hraničńı křivky a jim odpov́ıdaj́ıćı hraničńı kužele.

pro kužel K0
2(P), kde F+

2 a F−2 jsou pak lineárńı rovnice hranice K0
2(P) · R.

Tyto hranice nyńı využijeme ke konstrukci vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u. Necht’ jsou
kužele K̃0

1(P), K̃0
2(P) sestrojené z vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u dané plochy. Abychom

doćılili injektivity parametrizace, voĺıme vnitřńı ř́ıd́ıćı body tak, aby jejich od-
pov́ıdaj́ıćı kužele K̃0

1(P) · R, K̃0
2(P) · R byly uvnitř kužel̊u K0

1(P) · R a K0
2(P) · R,

resp. hranice těchto hraničńıch kužel̊u muśı být současně hranice kužel̊u odpov́ıdaj́ıćı
vnitřńıch ř́ıd́ıćım bod̊um. Źıskáme tak lineárńı podmı́nku pro injektivitu parametri-
zace ve tvaru:

F+
2 (Pi+1,j −Pi,j) + F−1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi+1,j −Pi,j) + F+

1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F+

2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F−1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F+

1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0.

(3.2)

Tu použijeme v optimalizačńı metodě pro volbu ř́ıd́ıćıch bod̊u, kterou poṕı̌seme
na konci této sekce.

3.1.2 Optimalizačńı metoda

V této sekci se budeme věnovat hledáńı vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u a zadefinujeme si
podmı́nky pro ortogonálńı a uniformńı parametrickou śıt’.

Počátečńı konstrukce vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u

Již v [2] jsme se okrajově věnovali volbě vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u. Na vstupu jsme měli
zadány čtyři okrajové křivky, jejichž př́ıslušné ř́ıd́ıćı polygony byly tvořeny ř́ıd́ıćımi
body P0,j, Pl,j, Pi,0 a Pi,m, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m. Vnitřńı ř́ıd́ıćı body jsme
pak určili jako ekvidistantńı rozděleńı úseček P0,jPl,j a Pi,0Pi,m. Obě rozděleńı jsme
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sloučili zpr̊uměrováńım a dostali jsme vztah

Pi,j =
(1− i

l
)P0,j + ( i

l
)Pl,j + (1− j

m
)Pi,0 + ( j

m
)Pi,m

2
. (3.3)

Druhou možnost́ı je zkonstruovat vnitřńı ř́ıd́ıćı śıt’ diskrétńı Coonsovou meto-
dou popsanou v [14] a [15]. Tato konstrukce je založena na konstrukci bilineárńıho
Coonsova plátu ve tvaru

P(r, s) = R1(r, s) + R2(r, s)−T(r, s),

kde R1 a R2 jsou přechodové plochy určené protěǰśımi okrajovými křivkami, což
je v podstatě vyjádřeńı v čitateli (3.3). T(r, s) je hyperbolický paraboloid určený
rohovými body P0,0, P0,m, Pl,0 a Pl,m. To si lze představit jako

[1− i

l

i

l
]

[
P0,0 P0,m

Pl,0 Pl,m

] [
1− j

m
j
m

]
,

č́ımž źıskáme finálńı podobu diskrétńı Coonsovy metody na generováńı vnitřńıch
ř́ıd́ıćıch bod̊u ve tvaru

Pi,j = (1− i
l
)P0,j + ( i

l
)Pl,j + (1− j

m
)Pi,0 + ( j

m
)Pi,m

−[1− i
l

i
l
]

[
P0,0 P0,m

Pl,0 Pl,m

] [
1− j

m
j
m

]
.

(3.4)

Coonsova metoda je založena na znalosti ř́ıd́ıćıch bod̊u hraničńıch křivek. Jelikož
nekladame žádné speciálńı požadavky na ř́ıd́ıćı body P0,j, Pl,j, Pi,0, Pi,m, neńı vy-
loučené, že vzniklá počátečńı konstrukce ř́ıd́ıćıch bod̊u nebude nejen optimálńı, ale
může doj́ıt i k samopr̊unik̊um jednotlivých parametrických křivek dané oblasti.

Podmı́nky pro uniformńı a ortogonálńı śıt’

Podmı́nka pro to, aby výsledná śıt’ parametrických křivek B-spline oblasti byla
co nejv́ıce ortogonálńı, bude vycházet z předpokladu, že chceme aby paramet-
rické křivky q(r, skonst) a q(rkonst, s) byly navzájem kolmé. To bude splněno, po-
kud ∂rq(r, s) · ∂sq(r, s) = 0. Abychom se vyhnuli problémům při výpočtu integrálu
součinu parciálńıch derivaćı, použijeme úpravu

|∂rq(r, s) · ∂sq(r, s)| ≤ ‖∂rq(r, s)‖ · ‖∂sq(r, s)‖ ≤
‖∂rq(r,s)‖2+‖∂sq(r,s)‖2

2
≤ ‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2,

(3.5)

která je odvozena z rovnost́ı v [16].
Dostaneme tak optimalizačńı funkci pro ortogonalitu ve tvaru

min

∫∫
P

‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2 dr ds. (3.6)

Druhou podmı́nkou je uniformita, která nám zaručuje konstantńı rozestupy
mezi jednotlivými parametrickými křivkami. Tuto podmı́nku je možné odvodit
z 1. základńı formy plochy popsané v [5], podrobněǰśı vysvětleńı nalezneme v [17].
Následuj́ıćı rovnice popisuje podmı́nku uniformity
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Algorithm 1: Optimalizace ř́ıd́ıćı śıtě.

vstup : Čtyři hraničńı B-spline křivky
výstup: B-spline oblast ohraničená čtyřmi vstupńımi křivkami.
begin

1: Konstrukce vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u P Coonsovou konstrukćı, viz (3.4);
2: Sestaveńı podmı́nky z hraničńıch křivek:

F+
1 (K0

1(P)) ≤ 0, F−1 (K0
1(P)) ≤ 0,

F+
2 (K0

2(P)) ≤ 0, F−2 (K0
2(P)) ≤ 0;

3: Řešeńı optimalizačńıho problému složeného z funkce

min
∫∫
P
α(‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2)

+(‖∂r∂rq(r, s)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s)‖2 + 2‖∂s∂rq(r, s)‖) dr ds

a zvolené podmı́nky injektivity:
a: Sekvenčńı kvadratickou metodou:

Gi,j > 0.

b: Kvadratickou metodou:

F+
2 (Pi+1,j −Pi,j) + F−1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi+1,j −Pi,j) + F+

1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F+

2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F−1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F+

1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0;

return B-spline oblast s parametrizaćı q(r, s).

min

∫∫
P

(‖∂r∂rq(r, s)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s)‖2 + 2‖∂s∂rq(r, s)‖) dr ds. (3.7)

Výslednou optimalizačńı funkci źıskáme spojeńı obou podmı́nek (3.6) a (3.7):

min
∫∫
P
α(‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2)

+(‖∂r∂rq(r, s)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s)‖2 + 2‖∂s∂rq(r, s)‖) dr ds,
(3.8)

kde α je kladná konstanta.

Výsledný optimalizačńı algoritmus

Výsledný Algoritmus 1 má d́ıky dvěma podmı́nkám injektivity dvě možné podoby.
Při zvoleńı nelineárńı podmı́nky injektivity dostáváme oproti podmı́nce druhé znač-
nou výhodu předevš́ım v tom, že vstupńı hraničńı kužele nemuśı být transverzálńı, a
přesto lze źıskat injektivńı parametrizaci výsledné B-spline oblasti. Druhou možnost
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Obrázek 3.4: B-spline oblast v závislosti na vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bodech – Nahoře:
Počátečńı Coonsova konstrukce; Uprostřed: Metoda založená na výpočtu Jacobiánu;
Dole: Metoda transverzálńıch kužel̊u.
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použijeme v př́ıpadě, že hraničńı kužele budou transverzálńı. Jej́ı výhodou je line-
arita podmı́nek (3.2), d́ıky čemuž je výpočet jednodušš́ı a rychleǰśı než u předchoźı
možnosti.

Obě metody můžeme porovnat na obr. 3.4, kde nahoře máme zkonstruovánu
B-spline oblast bez použit́ı optimalizace, uprostřed je použita metoda založená
na výpočtu Jacobiho determinantu a dole je prezentována metoda transverzálńıch
kužel̊u.

3.2 Optimalizace 3D ř́ıd́ıćı śıtě

V této části se budeme věnovat optimalizaci ř́ıd́ıćı śıtě B-spline objemu. K tomu
využijeme většinu poznatk̊u z předchoźı sekce, kde jsme stanovili podmı́nky pro na-
lezeńı výsledné parametrizace. Poṕı̌seme optimalizačńı metodu, která nalezne vnitřńı
ř́ıd́ıćı body B-spline oblasti tak, aby byly splněny námi dané podmı́nky – injektivńı
parametrizace, co nejv́ıce ortogonálńı a uniformńı śıt’. Kompletńı rozbor této opti-
malizace je popsán v [18].

3.2.1 Postačuj́ıćı podmı́nka pro injektivńı B-spline parame-
trizaci

Definice 23. Mějme parametrizaci q(r, s, t) zobrazuj́ıćı z P = [a, b]× [c, d]× [e, f ] do
Ω ⊂ R3. Pak hraničńı oblasti definujeme jako q(a, s, t), q(b, s, t), q(r, c, t), q(r, d, t),
q(r, s, e) a q(r, s, f), r ∈ [a, b], s ∈ [c, d], t ∈ [e, f ].

Regulárńı hraničńı oblasti jsou analogíı k regulárńım hraničńım křivkách
z předchoźı části. Jsou to takové oblasti q(a, s, t), q(b, s, t), q(r, c, t), q(r, d, t),
q(r, s, e), q(r, s, f), které nemaj́ı žádné body samopr̊unik̊u a navzájem se neprot́ınaj́ı.
Výjimkou jsou hraničńı křivky těchto oblast́ı, které propojuj́ı jednotlivé sousedńı ob-
lasti.

Jelikož je myšlenkový postup shodný s postupem z předchoźı sekce, přistouṕıme
rovnou k Tvrzeńı 24, které nám umožňuje posoudit, kdy je daná parametrizace in-
jektivńı. Dále si ukážeme dvě možné podmı́nky pro posouzeńı injektivity zvolené
parametrizace.

Tvrzeńı 24. Mějme C1 spojitou parametrizaci q : P → Ω, která definuje regulárńı
hraničńı oblasti. Jestlǐze je Jacobiho determinant parametrizace q nenulový, pak je
tato parametrizace injektivńı.

Nelineárńı postačuj́ıćı podmı́nka

Tato postačuj́ıćı podmı́nka je založena na výpočtu Jacobiho determinantu dané pa-
rametrizace. Postupujeme analogicky jako u př́ıpadu parametrizace B-spline oblasti.

Mějme
q : (r, s, t) ∈ P = [a, b]× [c, d]× [e, f ]→

q(r, s, t) =
l∑

i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

Pi,j,kN
f
i (r)N g

j (s)Nh
k (t),
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kde Pi,j,k jsou ř́ıd́ıćı body a f , g, h stupně B-spline bázových funkćı N f
i (r), N g

j (s),

Nh
k (t).

Jednotlivé parciálńı derivace parametrizace q jsou

∂rq(r, s, t) =
l−1∑
i=0

m∑
j=0

n∑
k=0

ω1
i,j,k∆

1
i,j,kN

f−1
i (r)N g

j (s)Nh
k (t),

∂sq(r, s, t) =
l∑

i=0

m−1∑
j=0

n∑
k=0

ω2
i,j,k∆

2
i,j,kN

f
i (r)N g−1

j (s)Nh
k (t),

∂tq(r, s, t) =
l∑

i=0

m∑
j=0

n−1∑
k=0

ω3
i,j,k∆

3
i,j,kN

f
i (r)N g

j (s)Nh−1
k (t),

kde ω1
i,j,k, ω

2
i,j,k, ω

3
i,j,k jsou kladné faktory a pro ∆1

i,j,k, ∆2
i,j,k, ∆3

i,j,k plat́ı

∆1
i,j,k = (∆1,x

i,j,k,∆
1,y
i,j,k,∆

1,z
i,j,k) = Pi+1,j,k −Pi,j,k,

∆2
i,j,k = (∆2,x

i,j,k,∆
2,y
i,j,k,∆

2,z
i,j,k) = Pi,j+1,k −Pi,j,k,

∆3
i,j,k = (∆3,x

i,j,k,∆
2,y
i,j,k,∆

3,z
i,j,k) = Pi,j,k+1 −Pi,j,k.

Zmı́něné parciálńı derivace použijeme pro výpočet Jacobiho determinantu
J(q(r, s, t)), jehož výpočtem ověř́ıme injektivitu. Pokud bude J(q(r, s, t)) > 0 pak
nebude mı́t parametrizace q(r, s, t) žádné samopr̊uniky. K výpočtu Jacobiho deter-
minantu použijeme následuj́ıćı úpravu

J(q(r, s, t)) =

∣∣∣∣∣∣
qxr qxs qxt
qyr qys qyt
qzr qzs qzt

∣∣∣∣∣∣
=
∑
L

N f−1
i (r)N g

j (s)Nh
k (t)N f

i′ (r)N
g−1
j′ (s)Nh

k′(t)N
f
i′′(r)N

g
j′′(s)N

h−1
k′′ (t)

ω1
i,j,kω

2
i′,j′,k′ω

3
i′′,j′′,k′′

∣∣∣∣∣∣
∆1,x
i,j,k ∆2,x

i,j,k ∆3,x
i,j,k

∆1,y
i′,j′,k′ ∆2,y

i′,j′,k′ ∆3,y
i′,j′,k′

∆1,z
i′′,j′′,k′′ ∆2,z

i′′,j′′,k′′ ∆3,z
i′′,j′′,k′′

∣∣∣∣∣∣
=

3l−1∑
i=0

3m−1∑
j=0

3n−1∑
k=0

Gi,j,kN
3f−1
i (r)N3g−1

j (s)N3h−1
k (t),

(3.9)

kde L je i = 0, .., l−1, j = 0, ..,m, k = 0, .., n, i′ = 0, .., l, j′ = 0, ..,m−1, k′ = 0, .., n,
i′′ = 0, .., l, j′′ = 0, ..,m, k′′ = 0, .., n− 1.

Rozepsáńım Jacobiho determinantu s pomoćı Tvrzeńı 24 źıskáme podmı́nku pro
injektivńı parametrizaci v podobě následuj́ıćı věty, kterou použijeme pro konstrukci
vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u ve výsledném optimalizačńım algoritmu.

Věta 25. Jestlǐze je Gi,j,k > 0, pak i J(q(r, s, t)) > 0, z toho vyplývá, že parametri-
zace q(r, s, t) nemá žádné samopr̊uniky.

38



Lineárńı postačuj́ıćı podmı́nka

Druhá podmı́nka, kterou si poṕı̌seme, je založená na transverzálnosti kužel̊u, resp.
kotransverzálnosti kužel̊u. Principiálně funguje stejně jako u B-spline oblast́ı. Kon-
strukćı kužel̊u př́ıslušných jednotlivým vektor̊um sestaveným z ř́ıd́ıćıch bod̊u zjist́ıme,
zda-li se jedná o injektivńı parametrizaci. Dále pak námi popsaným algoritmem u-
prav́ıme ř́ıd́ıćı body tak, aby výsledná parametrizace byla injektivńı.

Definice 26. Necht’ K1(P) je konvexńı kužel v R3 tvořený polopř́ımkami
∆1

i,j,k

‖∆1
i,j,k‖

.

Analogicky pak definujeme kužele K2(P), K3(P) tvořené
∆2

i,j,k

‖∆2
i,j,k‖

,
∆3

i,j,k

‖∆3
i,j,k‖

.

Označeńım K1 · R (K2 · R a K3 · R) rozumı́me kužel, který je tvořený př́ımkami

procházej́ıćımi počátkem se směrovými vektory
∆1

i,j,k

‖∆1
i,j,k‖

(
∆2

i,j,k

‖∆2
i,j,k‖

a
∆3

i,j,k

‖∆3
i,j,k‖

).

Vı́me, že dva kužele K1, K2 jsou transverzálńı, jestliže K1 ·R a K2 ·R maj́ı pr̊unik
pouze v bodě {0}. Pro tři kužele definujeme pojem kotransverzálnost v následuj́ıćı
definici.

Definice 27. K1, K2, K3 jsou kotransverzálńı, jestlǐze plat́ı následuj́ıćı dvě
podmı́nky:

• konvexńı obaly kužel̊u K1, K2, K3 maj́ı pr̊unik pouze v bodě {0},

• konvexńı obaly každé dvojice kužel̊u a kuželu zbývaj́ıćıho muśı být transverzálńı.

Definice 28. Mějme šest hraničńıch oblast́ı, které ohraničuj́ı daný B-spline objem.
Řı́d́ıćı body těchto hraničńıch oblast́ı jsou P0,j,k, Pl,j,k, Pi,0,k, Pi,m,k, Pi,j,0 a Pi,j,n.
Definujme hraničńı kužel K0

1(P) generovaný vektory ∆1
i,j,0 a ∆1

i,j,n. Analogicky pak
kužele K0

2(P) a K0
3(P) generované vektory ∆2

0,j,k, ∆2
l,j,k a ∆3

i,0,k, ∆3
i,m,k.

Lemma 29. Jestlǐze jsou konvexńı kužele K0
1 , K0

2 a K0
3 , které neobsahuj́ı nulový vek-

tor, kotransverzálńı, pak má determinant |v1,v2,v3| konstantńı hodnotu pro všechny
v1 ∈ K0

1 , v2 ∈ K0
2 a v3 ∈ K0

3 .

Důkaz Lemmatu 29 nalezneme v [25].
Nyńı přistouṕıme k samotné konstrukci vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u. Mějme šest

hraničńıch oblast́ı, které ohraničuj́ı daný objem B-spline objem. Z těchto hraničńıch
oblast́ı vytvoř́ıme hraničńı kužele K0

1 , K0
2 a K0

3 podle Definice 28. Nezbytnou
podmı́nkou pro následuj́ıćı konstrukci je ověřeńı, že hraničńı kužele K0

1 , K0
2 a K0

3

jsou kotransverzálńı. K tomu použijeme předchoźı Lemma 29. Stejně jako v předchoźı
části i zde stanov́ıme hranice těchto kužel̊u. V tomto př́ıpadě p̊ujde o hraničńı roviny
R0, R1, R2 a R3.

Myšlenka konstrukce těchto rovin je taková, že nejprve sestroj́ıme hraničńı rovinu
R0, pro ńıž plat́ı, že pro každý vektor w z hraničńıho kuželu K0

1 , K0
2 nebo K0

3 plat́ı
R0(w) > 0.

Hraničńı rovinu R1 konstruujeme tak, že pro každý vektor w z K0
2 ∪ K0

3 plat́ı
R1(w) > 0 a zároveň pro každý vektor v z K0

1 plat́ı R1(v) < 0. Analogicky pro
roviny R2, R3:

• R2: ∀w ∈ K0
1 ∪K0

3 plat́ı R2(w) > 0 a ∀v ∈ K0
2 plat́ı R2(v) < 0,
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• R3: ∀w ∈ K0
1 ∪K0

2 plat́ı R3(w) > 0 a ∀v ∈ K0
3 plat́ı R3(v) < 0.

Nyńı přicháźı na řadu nalezeńı vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u. Jelikož máme sestrojeny
hraničńı roviny, můžeme stanovit podmı́nky pro jejich volbu. Pro vnitřńı ř́ıd́ıćı body
Pi,j,k daného B-spline objemu muśı platit následuj́ıćı rovnosti:

R0(∆1
i,j,k) > 0,R1(∆1

i,j,k) < 0,R2(∆1
i,j,k) > 0,R3(∆1

i,j,k) > 0,
R0(∆2

i,j,k) > 0,R1(∆2
i,j,k) > 0,R2(∆2

i,j,k) < 0,R3(∆2
i,j,k) > 0,

R0(∆3
i,j,k) > 0,R1(∆3

i,j,k) > 0,R2(∆3
i,j,k) > 0,R3(∆3

i,j,k) < 0,
(3.10)

kde ∆1
i,j,k = Pi+1,j,k −Pi,j,k, ∆2

i,j,k = Pi,j+1,k −Pi,j,k a ∆3
i,j,k = Pi,j,k+1 −Pi,j,k.

Výše zmı́něné rovnice (3.10) nám stanovuj́ı podmı́nku pro injektivńı parame-
trizaci, kterou použijeme ve výsledné optimalizačńı metodě pro hledáńı vnitřńıch
ř́ıd́ıćıch bod̊u. Podotkněme, že předchoźı dvě podmı́nky nám zaručuj́ı pouze lokálńı
injektivitu a pro globálńı injektivńı parametrizaci je nutné, aby byla splněna regula-
rita všech šesti hraničńıch oblast́ı daného B-spline objemu.

3.2.2 Optimalizačńı metoda

V této části se zaměř́ıme na hledáńı počátečńıch vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u diskrétńı
Coonsovou metodou, dále také na podmı́nky ortogonality a uniformity parametrické
śıtě. Na konci pak zmı́ńıme výsledný optimalizačńı algoritmus, který budeme pre-
zentovat na grafickém výstupu.

Počátečńı konstrukce vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u

K sestrojeńı vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u použijeme zobecněnou diskrétńı Coonsovu me-
todu pro 3D objekty. Vycháźıme z diskrétńı Coonsovy metody popsané v [14], jej́ıž
tvar se skládá ze dvou přechodových ploch a hyperbolického paraboloidu. Pro 3D
objekty použijeme Coonsovu metodu z [18, 3].

Necht’ jsou zadány hraničńı oblasti s ř́ıd́ıćımi body P0,j,k, Pl,j,k, Pi,0,k, Pi,m,k,
Pi,j,0, Pi,j,n, pak vnitřńı ř́ıd́ıćı body zkonstruujeme následuj́ıćım zp̊usobem:

Pi,j,k = (1− i
l
)P0,j,k + ( i

l
)Pl,j,k + (1− j

m
)Pi,0,k + ( j

m
)Pi,m,k + (1− k

n
)Pi,j,0 + ( k

n
)Pi,j,n

−[1− i
l

i
l
]

[
P0,0,k P0,m,k

Pl,0,k Pl,m,k

] [
1− j

m
j
m

]
− [1− j

m
j
m

]

[
Pi,0,0 Pi,0,n

Pi,m,0 Pi,m,n

] [
1− k

n
k
n

]

−[1− k
n

k
n
]

[
P0,j,0 Pl,j,0

P0,j,n Pl,j,n

] [
1− i

l
i
l

]

+(1− k
n
)

[
[1− i

l
i
l
]

[
P0,0,0 P0,m,0

Pl,0,0 Pl,m,0

] [
1− j

m
j
m

] ]

+ k
n

[
[1− i

l
i
l
]

[
P0,0,n P0,m,n

Pl,0,n Pl,m,n

] [
1− j

m
j
m

] ]
,

(3.11)
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kde prvńı řádek obsahuje přechodové plochy, resp. oblasti a druhý až čtvrtý řádek
systém hyperbolických paraboloid̊u. Podotkněme, že tato konstrukce může vést k sa-
mopr̊unik̊um parametrických křivek, které budou v ćılové optimalizačńı metodě od-
straněny.

Obrázek 3.5: Vlevo nahoře: Vstupńı ř́ıd́ıćı śıt’; Vpravo nahoře: Část objemu, jehož
ř́ıd́ıćı body nejsou optimalizovány; Vlevo dole: Konstrukce pomoćı metody založené
na výpočtu Jacobiánu; Vpravo dole: Konstrukce pomoćı metody kotransverzálńıch
kužel̊u.

Ortogonalita a uniformita

Nejprve si stanov́ıme podmı́nku pro ortogonalitu výsledné śıtě daného B-spline ob-
jektu. Abychom doćılili toho, že výsledná śıt’ bude co nejv́ıce ortogonálńı, budeme
požadovat, aby jednotlivé parametrické křivky q(r, skonst, tkonst), q(rkonst, s, tkonst),
q(rkonst, skonst, t) byly na sebe kolmé. Parametrické křivky jsou na sebe navzájem
kolmé právě tehdy, když jsou na sebe kolmé jejich tečné vektory. Dostaneme tak
rovnosti

∂rq(r, s, t) · ∂sq(r, s, t) = 0, ∂rq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t) = 0, ∂sq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t) = 0.
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Algorithm 2: Optimalizace ř́ıd́ıćı śıtě.

vstup : Šest hraničńıch B-spline oblast́ı
výstup: B-spline objem ohraničený šesti vstupńımi oblastmi.
begin

1: Konstrukce vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u P zobecněnou Coonsovou
konstrukćı, viz (3.11);

2: Sestaveńı podmı́nky (3.10) z hraničńıch křivek;

3: Řešeńı optimalizačńıho problému složeného z funkce

min
∫∫∫
P
‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2

+α(‖∂r∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂t∂tq(r, s, t)‖2

+2‖∂r∂sq(r, s, t)‖+ 2‖∂r∂tq(r, s, t)‖+ 2‖∂s∂tq(r, s, t)‖) dr ds dt,

a jedné z podmı́nek injektivity:
a: Sekvenčńı kvadratickou metodou:

Gi,j,k > 0.

b: Kvadratickou metodou:

R0(∆1
i,j,k) > 0,R1(∆1

i,j,k) < 0,R2(∆1
i,j,k) > 0,R3(∆1

i,j,k) > 0,
R0(∆2

i,j,k) > 0,R1(∆2
i,j,k) > 0,R2(∆2

i,j,k) < 0,R3(∆2
i,j,k) > 0,

R0(∆3
i,j,k) > 0,R1(∆3

i,j,k) > 0,R2(∆3
i,j,k) > 0,R3(∆3

i,j,k) < 0;

return B-spline objem s parametrizaćı q(r, s, t).

Pro konstrukci výsledné podmı́nky použijeme nerovnost (3.5) ve tvaru

|∂rq(r, s) · ∂sq(r, s)| ≤ ‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2 (3.12)

a aplikujeme na předchoźı rovnosti:

|∂rq(r, s, t) · ∂sq(r, s, t)|+ |∂rq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t)|+ |∂sq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t)|

≤ ‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2

2
+
‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2

2

+
‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2

2
,

źıskáme tak optimalizačńı funkci pro ortogonálńı śıt’ ve tvaru∫∫∫
P

‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2 dr ds dt. (3.13)

Pro podmı́nku uniformńı śıtě použijeme již známý vztah (3.7), který rozš́ı̌ŕıme
pro 3D śıt’ do výsledného tvaru∫∫∫

P
(‖∂r∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂t∂tq(r, s, t)‖2

+2‖∂r∂sq(r, s, t)‖+ 2‖∂r∂tq(r, s, t)‖+ 2‖∂s∂tq(r, s, t)‖) dr ds dt.
(3.14)
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Složeńım a minimalizováńım obou podmı́nek (3.13), (3.14) źıskáme optimalizačńı
funkci

min
∫∫∫
P
‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2

+α(‖∂r∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂t∂tq(r, s, t)‖2

+2‖∂r∂sq(r, s, t)‖+ 2‖∂r∂tq(r, s, t)‖+ 2‖∂s∂tq(r, s, t)‖) dr ds dt,

(3.15)

kde α je kladná konstanta.

3.2.3 Výsledný optimalizačńı algoritmus

Shrneme-li obě varianty optimalizačńı metody, źıskáme shodné klady a zápory jako
u metod pro B-spline oblasti. Prvńı metoda neńı závislá na kotransverzálnosti
hraničńıch oblast́ı oproti druhé, ale jej́ı výpočet je pomaleǰśı a složitěǰśı. Nav́ıc pro
prvńı metodu, která použ́ıvá sekvenčńı kvadratickou metodu (iterativně řeš́ıćı op-
timalizačńı problém, kde posloupnosti iteraćı konverguj́ı k minimu), můžeme źıskat
pouze lokálńı minimum. Globálńı minimum je v tomto př́ıpadě závislé na poloze
vnitřńıch počátečńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u.

Na obr. 3.5 vid́ıme srovnáńı těchto metod, které jsou použity ve výsledném Al-
goritmu 2. Vlevo nahoře je vstupńı ř́ıd́ıćı śıt’ hraničńıch oblast́ı, vpravo pak výřez
B-spline objemu, jehož ř́ıd́ıćı body jsme našli zobecněnou Coonsovou metodou. Vlevo
dole vid́ıme tento B-spline objem s optimalizovanými ř́ıd́ıćımi body pomoćı me-
tody využ́ıvaj́ıćı výpočet Jacobiho determinantu, vpravo je demonstrace metody
kotransverzálńıch kužel̊u.
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Kapitola 4

Rotačńı tělesa a využit́ı rotace
okolo osy

V této kapitole navrhneme dvě metody pro nalezeńı parametrizace NURBS objemu,
tj. parametrizace oblasti ohraničené speciálńımi tř́ıdami NURBS ploch. Konkrétně
se budeme zabývat:

• vytvářeńım rotačńıch objemů, jej́ıž hraničńı plocha je určena rotaćı NURBS
křivky okolo zvolené osy,

• popisem objemu ohraničeného NURBS plochou určenou ř́ıd́ıćı śıt́ı splňuj́ıćı
speciálńı podmı́nky – taková tělesa budeme dále nazývat zobecněné rotačńı
objemy.

Podrobně si vysvětĺıme konstrukce obou zmı́něných objemů – poṕı̌seme jednotlivé
kroky našeho postupu, kde kromě nových poznatk̊u využijeme již známých konstrukćı
NURBS ploch (viz [2]). Pro názornost budeme prezentovat postup na př́ıkladu a to
jak početně, tak graficky. Na konci každé sekce shrneme danou metodu do výsledného
algoritmu.

4.1 Rotačńı tělesa

V této sekci se budeme zabývat konstrukćı rotačńıch NURBS objemů. Ukážeme
si dvě možné metody pro źıskáńı hledaného popisu, pro který budeme požadovat
vstupńı data v podobě vstupńı NURBS křivky, která je určena ř́ıd́ıćım polygonem
P = {P0, ...,Pl}, př́ıslušnými váhami W = {W0, ...,Wl} a vektorem parametrizace
R. Pro jednoduchost zvoĺıme zkrácené značeńı ve tvaru Q := [P,W,R]. Druhým
možným (ne nutným) požadavkem je osa rotace ω, okolo které bude tato vstupńı
NURBS křivka rotovat. V př́ıpadě, že tato osa neńı zvolena, je automaticky nastavena
jako spojnice prvńıho a posledńıho ř́ıd́ıćı bodu vstupńı ř́ıd́ıćı křivky. Rotaćı vstupńı
NURBS křivky okolo této osy źıskáme hranici – hraničńı NURBS plochu hledaného
NURBS objemu. Z těchto dat za použit́ı určitých pravidel, která si poṕı̌seme dále,
zkonstruujeme výsledný NURBS objem určený śıt́ı ř́ıd́ıćıch bod̊u GS, váhami ř́ıd́ıćıch
bod̊u WS a třemi vektory parametrizace R, S, T.

Při vytvářeńı ř́ıd́ıćı śıtě se můžeme setkat s nežádoućımi pr̊uniky jednotlivých
parametrických křivek ve stejném parametru, resp. pr̊uniky jednotlivých r-křivek,
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Obrázek 4.1: Hraničńı kužele – Vlevo: K0
1(P̄); Uprostřed: K0

2(P̄); Vpravo: Transver-
zálńı K0

1(P̄), K0
2(P̄).

s-křivek, t-křivek. Budeme proto požadovat pro ř́ıd́ıćı body vstupńı NURBS křivky
splněńı následuj́ıćı podmı́nky, abychom se těmto problémům vyhnuli.

Věta 30. Mějme osu rotace ω, vstupńı otevřenou NURBS křivku Q := [P,W,R]
a necht’ P′0, P′1, ..., P′l jsou ortogonálńı pr̊uměty ř́ıd́ıćıch bod̊u P0, P1, ..., Pl

NURBS křivky do osy rotace ω. Jestlǐze bude pro ř́ıd́ıćı body v Algoritmech 3, 4
splněna nerovnost

‖P′0P′i‖ < ‖P′0P′i+1‖,
kde i = 0, 1, ..., l − 1, tak se parametrické křivky ve stejném parametru (jednotlivé
r-křivky, s-křivky nebo t-křivky) nebudou ve výsledném NURBS objemu prot́ınat.

D̊ukaz:
K d̊ukazu Věty 30 využijeme znalost́ı o injektivńıch kužeĺıch z předchoźı kapitoly,

který si rozděĺıme na dvě části:

1. Necht’ P0 nebo Pl neńı na ose rotace ω. Potom má ř́ıd́ıćı śıt’ tvar

P̄ =


P′0 P0

P′1 P1
...

...
P′l Pl


a P′0 6= P0 nebo P′l 6= Pl. Dále sestroj́ıme hraničńı kužele K0

1(P̄), K0
2(P̄).

Kužel K0
1(P̄) vznikne z vektor̊u P′0P0 a P′lPl. Jelikož jsme předpokládali, že

alespoň jeden ř́ıd́ıćı bod z P0, Pl nelež́ı na ose rotace ω, tak výsledný kužel
(úsečka) bude ve tvaru na obr. 4.1 vlevo. Kužel K0

2(P̄) bude složen z vektor̊u
P′iP

′
i+1, které lež́ı na ose rotace ω, a z vektor̊u PiPi+1. Jelikož tyto vektory

muśı splňovat Větu 30, nebude žádný z těchto vektoru nikdy kolmý na osu
rotace ω. Hraničńı kužel K0

2(P̄) si můžeme prohlédnout na obr. 4.1 uprostřed.
Spojeńım obou hraničńıch kužel̊u na obr. 4.1 vpravo vid́ıme, že neńı možné,
aby se prot́ınaly (pouze v bodě {0}), proto jsou transverzálńı a tud́ıž bude
parametrizace dané oblasti injektivńı.
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Obrázek 4.2: Vlevo: Ř́ıd́ıćı body splňuj́ıćı Větu 30; Uprostřed: Posunut́ı dvou ř́ıd́ıćıch
bod̊u na sebe; Vpravo: Následné překř́ıžeńı těchto dvou vybraných ř́ıd́ıćıch bod̊u.
Tmavě zelený trojúhelńık této plochy znázorňuje překryt́ı této plochy – překř́ıžeńı
jednotlivých parametrických křivek v určitém parametru.

2. Necht’ P0, Pl jsou na ose rotace ω. Pak hraničńı kužel K0
1(P̄) neobsahuje žádný

vektor, resp. pouze bod {0}. Výsledný tvar obou hraničńıch kužel̊u je tedy
shodný s obr. 4.1 uprostřed, tud́ıž jde o transverzálńı př́ıpad a parametrizace
je opět injektivńı. �

Princip si můžeme demonstrovat na obr. 4.2. Ve druhém a třet́ım př́ıpadě vid́ıme
nesplněńı Věty 30 a tud́ıž se nám některé parametrické křivky nechtěně kř́ıž́ı.
Důvodem je prohozeńı pořad́ı ř́ıd́ıćıch bod̊u, které jsou pro názornost propojeny
černou úsečkou.

Nyńı již podrobně poṕı̌seme dvě zmı́něné metody, u kterých je nutné podotknout,
že hlavńı myšlenkou je použit́ı NURBS popisu kruhové oblasti, viz [2].

4.1.1 NURBS objem vzniklý rotaćı NURBS oblasti

Mějme dánu NURBS křivku Q := [P,W,R] a osu rotace ω. Abychom mohli sestrojit
NURBS objem, muśıme nejprve sestrojit NURBS oblast rotuj́ıćı kolem zadané osy ω

Q̄ := [P̄,W̄,R,S],

určenou ř́ıd́ıćı śıt́ı P̄, váhami ř́ıd́ıćıch bod̊u W̄ této ř́ıd́ıćı śıtě a druhým vektorem
parametrizace S.

Konstrukci oblasti Q̄ rozlǐśıme na tři př́ıpady:

1. vstupńı NURBS křivka je uzavřená a bude tak tvořit hranici oblasti Q̄,

2. vstupńı NURBS křivka neńı uzavřená a P0, Pl jsou na ose rotace ω,

3. vstupńı NURBS křivka neńı uzavřená a P0, Pl nejsou na ose rotace ω.

Prvńı př́ıpad je od druhého a třet́ıho odlǐsný, proto jej poṕı̌seme později. Postup
u druhého a třet́ıho je shodný, pouze s t́ım rozd́ılem, že ve druhém př́ıpadě je oblast
Q̄ ohraničena pouze vstupńı NURBS křivkou a osou ω. Pokud P0 nebo Pl nelež́ı na
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ose ω, vytvoř́ıme umělou hranici jako spojnici ř́ıd́ıćıho bodu P0 (Pl) s ortogonálńım
pr̊umětem tohoto bodu do osy ω. Jelikož následuj́ıćı postup (Algoritmus 3) bude
založen právě na ortogonálńıch pr̊umětech ř́ıd́ıćıch bod̊u Pi, kde i = 0, 1, ..., l, do osy
rotace ω, můžeme tak řešeńı př́ıpadu 2 a 3 sdružit do jednoho.

Necht’ oblast Q̄ je ohraničena křivkou Q, osou ω a dvěma úsečkami tvořenými
ř́ıd́ıćımi body P0, P′0 a Pl, P′l, kde P′0 a P′l jsou ortogonálńı pr̊uměty ř́ıd́ıćıch bod̊u
P0 a Pl do osy ω, pak ř́ıd́ıćı śıt’ P̄ oblasti Q̄ můžeme zapsat ve tvaru

P̄ =


P′0 P0

P′1 P1
...

...
P′l Pl

 ,

kde P0, ...Pl jsou ř́ıd́ıćı body křivky Q a P′0, ...,P
′
l jsou ortogonálńı pr̊uměty ř́ıd́ıćıch

bod̊u Pi, kde i = 0, ..., l, do osy rotace ω, pro které plat́ı Věta 30. V tomto př́ıpadě
má vektor parametrizace S tvar (0, 0, 1, 1).

Pokud bychom si ovšem chtěli vektor parametrizace S zvolit, anebo bychom
požadovali, aby ř́ıd́ıćı śıt’ měla v́ıce ř́ıd́ıćıch bod̊u, resp. měla daľśı vnitřńı ř́ıd́ıćı body,
pak by śıt’ P̄ byla ve tvaru

P̄ =

 G0,0 = P′0 G0,1 . . . G0,m−1 G0,m = P0
...

...
. . .

...
...

Gl,0 = P′l Gl,1 . . . Gl,m−1 Gl,m = Pl

 ,

kde body Gi,j pro i = 1, ..., l− 1 a j = 1, ...,m− 1 jsou volitelné vnitřńı ř́ıd́ıćı body.
G0,j, Gl,j pro j = 0, ...,m jsou ř́ıd́ıćı body na hranici tvořené body P0, P′0 a Pl,
P′l. V př́ıpadě, že P0 (Pl) lež́ı na ose ω, plat́ı P′0 = G0,1 = ... = G0,m−1 = P0

(P′l = Gl,1 = ... = Gl,m−1 = Pl). Volba vektoru parametrizace S je závislá na počtu
ř́ıd́ıćıch bod̊u, resp. jelikož pracujeme s neperiodickými vektory parametrizace, bude
počet nenulových parametr̊u s ve vektoru parametrizace S roven právě m+ 1.

Pro danou ř́ıd́ıćı śıt’ P̄ voĺıme matici vah

W̄ =

 W̄0,0 W̄0,1 . . . W̄0,m−1 W̄0,m = W0
...

...
. . .

...
...

W̄l W̄l,1 . . . W̄l,m−1 W̄0,m = Wl

 ,

kde W0, ...,Wl jsou váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u vstupńı křivky. W̄i,j jsou pro i = 0, ..., l a
j = 0, ...,m− 1 volitelné.

Nyńı máme hledanou NURBS oblast Q̄ := [P̄,W̄,R,S], kterou necháme rotovat
okolo osy ω. Toho doćıĺıme tak, že využijeme NURBS popisu kružnice k tomu, aby
každý bod plochy Q̄ rotoval na kružnici se středem na ose ω, resp. najdeme pro
každý ř́ıd́ıćı bod P̄i,j a váhu W̄i,j popis NURBS kružnice tak, aby tento ř́ıd́ıćı bod
s př́ıslušnou váhou byl počátečńım (koncovým) bodem této kružnice.

Poznámka 31 (NURBS popis kružnice). Mějme ř́ıd́ıćı body K0,K1, ...,K6, kde
K0 = K6. Tyto ř́ıd́ıćı body lež́ı v rovině βi,j a tvoř́ı čtverec s vrcholy K1, K2, K4,
K5 a zároveň ř́ıd́ıćı body K0 a K3 jsou středy stran K1K5 a K2K4, resp. ‖K1K0‖ =
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Obrázek 4.3: NURBS popis kružnice: červeně K0 = K6, oranžově K1, žlutě K2,
zeleně K3, modře K4, fialově K5.

‖K5K0‖ = ‖K2K3‖ = ‖K3K4‖ a ‖K2K1‖ = ‖K4K5‖ = 2‖K1K0‖. Rozmı́stěńı
těchto ř́ıd́ıćıch bod̊u vid́ıme na obr. 4.3. Necht’ W̄i,j,0 je váha ř́ıd́ıćıho bodu K0, pak
pro váhy ostatńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u Kk plat́ı

W̄i,j,0 = 2W̄i,j,1 = 2W̄i,j,2 = W̄i,j,3 = 2W̄i,j,4 = 2W̄i,j,5 = W̄i,j,6.

Vektor parametrizace pro NURBS kružnici je pak ve tvaru

T = (0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1/2, 3/4, 1, 1, 1).

Následnou konstrukci všech ř́ıd́ıćıch bod̊u NURBS objemu si ukážeme na jednom
ř́ıd́ıćım bodu, jelikož pro ostatńı bude postup analogický.

Zvoĺıme si tedy pro ř́ıd́ıćı bod P̄i,j rovinu βi,j, která je kolmá na osu ω a zároveň
v ńı lež́ı tento bod P̄i,j. Pro náš zvolený bod provedeme konstrukci popsanou v Po-
známce 31, kde bod P̄i,j (s př́ıslušnou váhou W̄i,j) odpov́ıdá bodu K0 (s př́ıslušnou
váhou W̄i,j,0). T́ımto zp̊usobem dostaneme kompletńı ř́ıd́ıćı śıt’ tvořenou ř́ıd́ıćımi body
GSi,j,k s jejich váhami WSi,j,k hledaného NURBS objemu. Jelikož máme také vektor
parametrizace T, tak známe všechna data k popisu našeho hledaného objemu.

Pokud označ́ıme Q̄0 = Q̄ a provedeme danou rotaci této plochy, źıskáme tak
plochy Q̄k, kde k = 1, ..., 6. Hledaná śıt’ NURBS objemu GS pak vznikne složeńım
jednotlivých ř́ıd́ıćıch śıt́ı popisuj́ıćı plochy Q̄k.

V následuj́ıćım Př́ıkladu 1 si ukážeme postup konstrukce, který je taktéž shrnut
v Algoritmu 3.

Př́ıklad 1. Necht’ Q := [P,W,R] je vstupńı NURBS křivka, jej́ıž ř́ıd́ıćı body jsou

P = {(1, 0, 7), (0, 3, 6), (0, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 1, 3/2), (1, 6,−1), (1, 2,−2), (1, 0,−3)},

váhy těchto bod̊u jsou
W = {1, 1, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2}
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Algorithm 3: Rotačńı NURBS objem (1. metoda)

vstup : NURBS křivka Q := [P, W, R]; Osa ω =
−−−→
D0D1.

výstup: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS, váhy bod̊u ř́ıd́ıćı śıtě WS, př́ıslušné vektory
parametrizaćı S a T.

begin
1: S je volitelný nebo S = (0, 0, 1, 1);
2: T = (0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1/2, 3/4, 1, 1, 1);
3: P′ := ortogonálńı pr̊umět ř́ıd́ıćıch bod̊u P do osy ω za splněńı

podmı́nky z Věty 30;
for i = 0, . . . , l do

4: di := ‖PiP
′
i‖;

5: q = di
D0Pi×PiP

′
i

‖D0Pi×PiP′
i‖ ;

6: Ki,1 := Pi + q, Ki,5 := Pi − q, Ki,3 := Pi + 2PiP
′
i,

Ki,2 := Ki,3 + q, Ki,4 := Ki,3 − q;

7: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS a vektor parametrizace S:

GSi,j,k =


P′0 G0,1,k . . . G0,m−1,k K0,k

P′1 G1,1,k
. . . G1,m−1,k K1,k

...
...

. . .
...

...
P′l Gl,1,k . . . Gl,m−1,k Kl,k

 ,

pro k = 1, ..., 5, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m,

GSi,j,k =


P′0 G0,1,k . . . G0,m−1,k P0

P′1 G1,1,k
. . . G1,m−1,k P1

...
...

. . .
...

...
P′l Gl,1,k . . . Gl,m−1,k Pl

 ,

pro k = 0, 6, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m.
Počet ř́ıd́ıćıch bod̊u Gi,j,k (jejichž váhy mohou být jednotkové – podle
volby) je závislý na volbě vektoru parametrizace S;

8: WS: pro váhy WSi,m,k ř́ıd́ıćıch bod̊u Ki,k plat́ı pro k = 1, 2, 4, 5
WSi,m,k = Wi

2
a WSi,m,3 = Wi pro i = 0, ..., l;

return GS, WS, S, T
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a vektor parametrizace je

R = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4).

Jelikož osa rotace ω neńı určena, zvoĺıme ji tak, že je dána počátečńım a koncovým
ř́ıd́ıćım bodem P0, P7 a jedná se tud́ıž o možnost 2 – neuzavřená vstupńı NURBS
křivka s počátečńım a koncovým ř́ıd́ıćım bodem na ose ω. Zadáńı si lze prohlédnout
na obr. 4.4 vlevo nahoře.

Druhý vektor parametrizace si zvoĺıme pro jednoduchost ve tvaru S = (0, 0, 1, 1),
a proto nemuśıme volit žádné vnitřńı body hledané NURBS oblasti Q̄. Dále najdeme
ortogonálńı pr̊uměty P′0,P

′
1, ...,P

′
7 ř́ıd́ıćıch bod̊u P0,P1, ...,P7 do osy rotace ω a t́ım

źıskáme ř́ıd́ıćı śıt’ P̄ oblasti Q̄ ve tvaru

P̄ =



(1, 0, 7) (1, 0, 7)
(1, 0, 6) (0, 3, 6)
(1, 0, 4) (0, 2, 4)
(1, 0, 2) (1, 3, 2)

(1, 0, 3/2) (1, 1, 3/2)
(1, 0,−1) (1, 6,−1)
(1, 0,−2) (1, 2,−2)
(1, 0,−3) (1, 0,−3)


.

Váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u P′0,P
′
1, ...,P

′
7 voĺıme jednotkové.

Ve druhém kroku necháme NURBS oblast Q̄ rotovat okolo osy ω tak, že pro
konstrukci ř́ıd́ıćıch bod̊u P̄i,j a jejich př́ıslušných vah použijeme Poznámku 31. Jelikož
ř́ıd́ıćı body P̄i,0 pro i = 0, ..., 7 lež́ı na ose ω, budou hledané ř́ıd́ıćı body kružnice Ki,k

pro každý tento bod P̄i,0 totožné právě s t́ımto bodem. Pro názornost si ukážeme
výpočet ř́ıd́ıćıch bod̊u pro jeden daný ř́ıd́ıćı bod křivky Q. Zvolme P2 = (0, 2, 4) a
jeho váhu W2 = 2, pak k nalezeńı takových ř́ıd́ıćıch bod̊u (vah), které budou společně
s P2 a vektorem parametrizace T popisovat kružnici použijeme postup z poznámky
31. Dostaneme ř́ıd́ıćı body

K = {(0, 2, 4), (−2, 1, 4), (0,−3, 4), (2,−2, 4), (4,−1, 4), (2, 3, 4), (0, 2, 4)}

a jejich váhy {2, 1, 1, 2, 1, 1, 2}. Stejně postupujeme pro všechny ř́ıd́ıćı body Pi křivky
Q.

Výsledný NURBS objem konstruovaný pomoćı Algoritmu 3 vid́ıme na obr. 4.4.
�

Na začátku jsme se zmı́nili o variantě, že vstupńı NURBS křivka může být
uzavřená, resp. tvoř́ı hranici plochy Q̄, která d́ıky rotaci okolo osy ω vytvoř́ı NURBS
objem. V tomto př́ıpadě se druhá část postupu (rotace plochy okolo osy) shoduje a
lǐśı se pouze v prvńı části (konstrukce plochy Q̄). Konstrukce zde spoč́ıvá v tom, že
využijeme pouze vstupńı NURBS křivku a algoritmy (NURBS14, NURBS12) pro
vytvářeńı popisu ohraničených NURBS oblast́ı z [2]. Tyto algoritmy stručně funguj́ı
následovně.

Mějme vstupńı uzavřenou NURBS křivku Q:= [P, W, R].

• Zvoĺıme, na kolik část́ı křivku Q rozděĺıme – dvě nebo čtyři.
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Obrázek 4.4: Konstrukce NURBS objemu – Vlevo nahoře: Vstupńı NURBS křivka
Q s osou rotace ω; Vpravo nahoře: NURBS oblast Q̄ ohraničená křivkou Q a osou
ω; Vlevo dole: NURBS oblast Q̄ a znázorněńı principu rotace na ř́ıd́ıćım bodu P2;
Vpravo dole: Výsledný NURBS objem (1. metoda).
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• Pomoćı algoritmu pro vkládáńı uzl̊u do vektoru parametrizace zajist́ıme,
abychom mohli danou křivku rozdělit na zvolený počet část́ı. Tento algorit-
mus funguje na principu rozděleńı vektoru parametrizace (křivky) v mı́stě, kde
je násobnost daného vnitřńıho uzlu roven stupni této křivky. Vkládáńım zvo-
leného uzlu do násobnosti odpov́ıdaj́ıćı stupni křivky urč́ıme mı́sto rozděleńı
křivky. Nutno podotknout, že tento algoritmus při vkládáńı uzl̊u zachovává
p̊uvodńı tvar křivky. T́ımto postupem źıskáme dvě nebo čtyři NURBS křivky.

• Sjednoceńı vektor̊u parametrizaćı – protilehlé nově vzniklé NURBS křivky muśı
mı́t stejný počet ř́ıd́ıćıch bod̊u (s př́ıslušnými váhami) a totožný nový vektor
parametrizace. Toho doćıĺıme opět využit́ım algoritmu pro vkládáńı uzl̊u.

• Nalezené dvojice protilehlých hraničńıch křivek Q1, Q3 s vektorem parame-
trizace R1 a Q2, Q4 s vektorem parametrizace R2 nám ohraničuj́ı hledanou
NURBS oblast. R1 a R2 źıskáme z předchoźıho kroku z vektoru parametrizace
R. (U volby pro rozděleńı na dvě části máme pouze hraničńı křivky Q1 a Q2).

• Volba vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u a závěrečné složeńı všech ř́ıd́ıćıch bod̊u do
výsledné ř́ıd́ıćı śıtě Q̄ (podrobněji viz [2]).

Př́ıklad 2. Mějme vstupńı uzavřenou NURBS křivku (kružnici) Q := [P,W,R],
kde

P = {(4, 0, 2), (4, 0, 1), (2, 0, 1), (2, 0, 2), (2, 0, 3), (4, 0, 3), (4, 0, 2)}
jsou ř́ıd́ıćı body,

W = {1, 1/2, 1/2, 1, 1/2, 1/2, 1}
jsou váhy těchto ř́ıd́ıćıch bod̊u a vektor parametrizace

R = (0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1/2, 3/4, 1, 1, 1).

Osa rotace je určena body D0 = (0, 0, 0) a D1 = (0, 0, 1).
Voĺıme rozděleńı křivky na čtyři části. Pomoćı algoritmu pro vkládáńı uzl̊u

źıskáme čtyři NURBS křivky Q1, Q2, Q3 a Q4. Jejich ř́ıd́ıćı body jsou

P1 = {(4, 0, 2), (4, 0, 1), (3, 0, 1)}, P2 = {(3, 0, 1), (2, 0, 1), (2, 0, 2)},
P3 = {(2, 0, 2), (2, 0, 3), (3, 0, 3)}, P4 = {(3, 0, 3), (4, 0, 3), (4, 0, 2)},

př́ıslušné váhy

W1 = {1, 1/2, 1/2},W2 = {1/2, 1/2, 1},W3 = {1, 1/2, 1/2},W4 = {1/2, 1/2, 1}

a vektory parametrizace R1 = R2 = (0, 0, 0, 1, 1, 1). Výsledná NURBS oblast bude
mı́t tedy ř́ıd́ıćı śıt’ ve tvaru

P̄ =

 (3, 0, 1) (2, 0, 1) (2, 0, 2)
(4, 0, 1) (3, 0, 2) (2, 0, 3)
(4, 0, 2) (4, 0, 3) (3, 0, 3)

 ,

váhy těchto ř́ıd́ıćıch bod̊u śıtě jsou

W̄ =

 1/2 1/2 1
1/2 1 1/2
1 1/2 1/2

 .
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Obrázek 4.5: Nahoře vlevo: Vstupńı NURBS křivka (oranžová) s osou rotace (zelená);
Nahoře uprostřed: Rozděleńı NURBS křivky na 4 části (křivky); Nahoře vpravo:
NURBS oblast ohraničená vstupńı NURBS křivkou; Dole vlevo: Ř́ıd́ıćı śıt’ NURBS
objemu a jeho řezy; Dole uprostřed a vpravo: Výsledný NURBS objem.

Vektory parametrizace přeznač́ıme R = R1, S = R2.
Nyńı se dostáváme ke druhé části konstrukce – rotace dané NURBS oblasti okolo

osy. Postup je totožný z předchoźıho př́ıkladu. Konstrukce NURBS objemu vycháźı
z Poznámky 31.

Výsledný NURBS objem s jednotlivými kroky vid́ıme na obr. 4.5. �

V předchoźım Př́ıkladu 2 jsme ze vstupńı NURBS křivky źıskali popis NURBS
objemu anuloidu. Pro zaj́ımavost si na obr. 4.6 můžeme prohlédnout taktéž NURBS
objem anuloidu, jehož vstupńı NURBS křivka nebyla kružnićı, dokonce ani rovinnou
křivkou.

4.1.2 Rotačńı objem konstruovaný z jednotlivých rovno-
běžkových NURBS oblast́ı

Stejně jako u předchoźı metody uvažujeme vstupńı NURBS křivku Q := [P,W,R]
a osu rotace ω. Myšlenka konstrukce NURBS objemu je podobná jako v předchoźım
př́ıpadě. Rozd́ıl je v tom, že nejprve zkonstruujeme pro každý ř́ıd́ıćı bod vstupńı
NURBS křivky př́ıslušné ř́ıd́ıćı body tak, abychom źıskali NURBS popis kruhu

Q̄ = [P̄,W̄,S,T]

se středem v ose rotace ω. Výsledný objem pak źıskáme složeńım těchto NURBS
kruh̊u podél křivky Q, které s ńı maj́ı dotyk.
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Obrázek 4.6: Anuloid s rozd́ılnou ř́ıd́ıćı śıt́ı oproti anuloidu z Př́ıkladu 2.

Obrázek 4.7: Vlevo: Anuloid z Př́ıkladu 2 (1. metoda); Vpravo: Chybná konstrukce
anuloidu pomoćı 2. metody.

Konstrukci NURBS objemu lze t́ımto zp̊usobem provést pro vstupńı data ve
tvaru:

2. vstupńı NURBS křivka neńı uzavřená a P0, Pl jsou na ose rotace ω,

3. vstupńı NURBS křivka neńı uzavřená a P0, Pl nejsou na ose rotace ω.

Stejně jako u předchoźı metody se obě možnosti lǐśı v tom, že u druhé možnosti
bude NURBS kruh Q̄ pro koncové body P0, Pl křivky Q obsahovat bod z osy ω
(bude středem tohoto NURBS kruhu).

Odpadla nám zde možnost pro uzavřenou křivku Q. Důvod je ten, že tento zp̊usob
popisu obecně poč́ıtá s t́ım, že osa ω bude součást́ı výsledného NURBS popisu, což
pro uzavřenou křivku Q a osu ω nemuśı být splněno. Př́ıkladem může být anuloid
na obr. 4.5. Pokud bychom totiž postupovali tak, že ke každého ř́ıd́ıćımu bodu (váze)
najdeme popis NURBS kruhu, dostali bychom NURBS objem zobrazený na obr. 4.7
vpravo.
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Poznámka 32 (NURBS popis kruhu). Mějme śıt’ ř́ıd́ıćıch bod̊u

P̄ =

 K0,0 K0,1 K0,2

K1,0 K1,1 K1,2

K2,0 K2,1 K2,2


tak, že všechny ř́ıd́ıćı body lež́ı v dané rovině β a tvoř́ı čtverec, kde K0,1, K1,2, K2,1

a K1,0 jsou jeho vrcholy, přičemž body K0,0, K0,2, K2,2 a K2,0 jsou středy stran
K1,0K0,1, K0,1K1,2, K1,2K2,1 a K2,1K1,0. Bod K1,1 je středem všech protilehlých
ř́ıd́ıćıch bod̊u. Tato konstrukce je zobrazena na obr. 4.8. Váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u Kj,k

jsou ve tvaru

W̄i =

 W̄0,0
W̄0,0

2

W̄0,0

2
W̄0,0

2
W̄0,0

W̄0,0

2
W̄0,0

2

W̄0,0

2
W̄0,0

 ,

kde W̄0,0 je váha ř́ıd́ıćıho bodu K0,0. Vektory parametrizace maj́ı tvar S = T =
(0, 0, 0, 1, 1, 1). Dostáváme tak NURBS popis kruhu Q̄ := [P̄,W̄,S,T].

Obrázek 4.8: NURBS popis kruhu z Poznámky 32: černá kružnice určuje hranici
NURBS kruhu, jednotlivé body znázorňuj́ı ř́ıd́ıćı body – červený K0,0, oranžový
K0,1, černý K0,2, fialový K1,0, r̊užový K1,1, žlutý K1,2, hnědý K2,0, modrý K2,1 a
zelený K2,2.

Postup pro konstrukci NURBS objemu si poṕı̌seme ve dvou kroćıch. Prvńım
krokem bude nalezeńı ř́ıd́ıćıch bod̊u a vah ř́ıd́ıćı śıtě popisuj́ıćı společně s dvěma
vektory parametrizace NURBS oblast (kruh) Q̄ := [P̄,W̄,S,T]. Ve druhém kroku
zkonstruujeme NURBS objem pomoćı nalezené NURBS oblasti Q̄ z prvńıho kroku
a osy rotace ω.

Necht’ Q := [P,W,R] je vstupńı neuzavřená NURBS křivka a ω je osa rotace.
Na sestrojeńı NURBS oblasti Q̄ použijeme konstrukci z Poznámky 32, kde nejprve
pro každý ř́ıd́ıćı bod Pi křivky Q nalezneme ortogonálńı pr̊umět P′i na osu ω. Dále
nalezneme rovinu βi, která je kolmá na osu ω a zároveň obsahuje Pi a P′i.

Nyńı se stač́ı ř́ıdit postupem popsaným v Poznámce 32 tak, že pro každý ř́ıd́ıćı
bod Pi nalezneme popis kruhu Q̄i, kde bod Pi a P′i ztotožńıme s bodem K0,0 a K1,1.
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Algorithm 4: Rotačńı NURBS objem (2. metoda)

vstup : NURBS křivka Q := [P, W, R]; Osa ω =
−−−→
D0D1.

výstup: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS, váhy bod̊u ř́ıd́ıćı śıtě WS, př́ıslušné vektory
parametrizaćı S a T.

begin
1: S = T = (0, 0, 0, 1, 1, 1);
2: P′ := ortogonálńı pr̊umět ř́ıd́ıćıch bod̊u P do osy ω za splněńı

podmı́nky z Věty 30;
for i = 0, . . . , l do

3: di := ‖PiP
′
i‖;

4: q = di
D0Pi×PiP

′
i

‖D0Pi×PiP′
i‖ ;

5: Ki,0,0 := Pi, Ki,1,1 := P′i, Ki,1,0 := Pi + q,
Ki,0,1 := Pi − q, Ki,2,0 := P′i + q, Ki,0,2 := P′i − q,
Ki,2,2 := Pi + 2PiP

′
i, Ki,2,1 := Ki,2,2 + q, Ki,1,2 := Ki,2,2 − q;

6: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS:

GSi,j,k =

 Ki,0,0 Ki,0,1 Ki,0,2

Ki,1,0 Ki,1,1 Ki,1,2

Ki,2,0 Ki,2,1 Ki,2,2

 ,

pro i = 0, ..., l.;
7: Váhy WS:

WSi,j,k =

 2Wi Wi Wi

Wi 2Wi Wi

Wi Wi 2Wi

 ,

pro i = 0, ..., l.;
return GS, WS, S, T

Ve druhém kroku dostaneme výsledný popis NURBS objemu, který vznikne
složeńım všech NURBS oblast́ı Q̄i následuj́ıćım zp̊usobem :

• Ř́ıd́ıćı śıt’ GS = {P̄0, P̄1, ..., P̄l}.

• Váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u WS = {W̄0,W̄1, ...,W̄l}.

• Všechny tři vektory parametrizace R, S a T jsou již známé, jelikož pro každou
oblast Q̄i jsou S a T shodné.

Aplikaci tohoto postupu, který je obsažen v Algoritmu 4, si ukážeme na
následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 3. Mějme stejnou vstupńı ř́ıd́ıćı křivku Q := [P,W,R] jako v předchoźım
př́ıkladu, kde

P = {(1, 0, 7), (0, 3, 6), (0, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 1, 3/2), (1, 6,−1), (1, 2,−2), (1, 0,−3)},

W = {1, 1, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2}
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Obrázek 4.9: NURBS objem – Vlevo nahoře: Vstupńı NURBS křivka Q s osou rotace
ω; Vpravo nahoře: NURBS oblast Q̄i pro ř́ıd́ıćı bod P̄i (modře K0,k, zeleně K1,k,
červeně K2,k); Vlevo dole: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS; Vpravo dole: Výsledný NURBS objem
(2. metoda).
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a
R = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4).

Osa ω je opět určena počátečńım a koncovým bodem vstupńı NURBS křivky.
Ukážeme si výpočet na jednom ř́ıd́ıćım bodu, jelikož postup pro ostatńı ř́ıd́ıćı

body bude stejný. Zvolme proto opět P2 = (0, 2, 4) s váhou W2 = 2. Postupem
z Poznámky 32 źıskáme śıt’ ř́ıd́ıćıch bod̊u

P̄2 =

 (0, 2, 4) (−2, 1, 4) (−1,−1, 4)
(2, 3, 4) (1, 0, 4) (0,−3, 4)
(3, 1, 4) (4,−1, 4) (2,−2, 4)


a jejich vah

W̄2 =

 2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Výsledný NURBS objem vid́ıme na obr. 4.9. �

Stejně jako u předchoźı metody lze i zde volit vnitřńı ř́ıd́ıćı body NURBS oblasti
(NURBS objemu). Volba těchto bod̊u a jejich počet je závislý na NURBS popisu
kruhu Q̄. Pro názornost jsme volili v této části ten nejjednodušš́ı možný popis – viz
Poznámka 32, kde NURBS oblast Q̄ má pouze jeden vnitřńı ř́ıd́ıćı bod. Ten je sice
v Poznámce 32 pevně zvolen, ale můžeme ho zvolit i jinak. Na obr. 4.10 si můžeme
prohlédnout vliv umı́stěńı tohoto ř́ıd́ıćıho bodu na parametrické křivky NURBS ob-
lasti. Za předpokladu, že bychom chtěli mı́t těchto vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u v́ıce, mu-
seli bychom nalézt popis kruhu takový, aby obsahoval v́ıce hraničńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u.
Toho lze dosáhnout přes již výše zmı́něný algoritmus na vkládáńı uzl̊u a následného
nalezeńı popisu dané NURBS oblasti algoritmem NURBS14 z [2]. Př́ıkladem pro
složitěǰśı popis NURBS kruhu, který lze využ́ıt pro tuto metodu, vid́ıme na obr. 4.11,
kde máme 6 vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u. Nicméně konstrukce a nalezeńı ř́ıd́ıćıch bod̊u
P̄j,k pro každý ř́ıd́ıćı bod vstupńı křivky bude z hlediska času náročněǰśı.

4.1.3 Srovnáńı

V této části krátce shrneme a zhodnot́ıme předchoźı dvě metody.

1. metoda

• Vstupńı křivka může být jak otevřená, tak uzavřená.

• Při vytvářeńı NURBS oblasti, která bude rotovat okolo dané osy, můžeme
zvolit jej́ı vnitřńı ř́ıd́ıćı body, aniž by se mechanismus algoritmu nějak výrazněji
změnil.

• V př́ıpadě otevřené vstupńı NURBS křivky je singulárńı osa rotace součást́ı
NURBS objemu.
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Obrázek 4.10: NURBS oblast s př́ıslušnou ř́ıd́ıćı śıt́ı – Nahoře: Jednotlivé ř́ıd́ıćı śıtě;
Dole: Vliv polohy vnitřńıho ř́ıd́ıćıho bodu na rozmı́stěńı parametrických křivek.

Obrázek 4.11: Př́ıklad NURBS kruhu s v́ıce vnitřńımi ř́ıd́ıćımi body.
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2. metoda

• Omezeńı na otevřené vstupńı křivky.

• Volba vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u NURBS oblasti je omezená. Pro větš́ı počet
vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u bychom museli změnit počet a rozestaveńı ř́ıd́ıćıch bod̊u
v Poznámce 32.

• Nevzniká singulárńı osa rotace.

Prvńı metoda má větš́ı škálu možnost́ı než metoda druhá, at’ už jde o vstupńı
ř́ıd́ıćı NURBS křivku nebo volbu vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u a vah NURBS oblasti (ob-
jemu). Z hlediska kvality NURBS popisu je vhodněǰśı ale metoda druhá, kde nevzniká
singularita v podobě osy rotace. Na druhou stranu je zde problém s volbou vnitřńıch
ř́ıd́ıćıch bod̊u. Pro volbu těchto bod̊u bychom museli zaimplementovat do Algoritmu 4
metody z algoritmu NURBS14 z [2], který by nám našel NURBS popis kruhu pro
libovolnou NURBS kružnici.

4.2 Zobecněné rotačńı NURBS objemy

V této části budeme konstruovat NURBS objemy s využit́ım poznatk̊u o rotaci
z předcházej́ıćı sekce. Půjde o tř́ıdu NURBS objemů, pro které budeme znát je-
jich NURBS popis pláště (uzavřené hraničńı oblasti) v námi předepsaném tvaru a
s využit́ım již známých algoritmů najdeme hledaný popis NURBS objemu.

Na vstupu uvažujeme uzavřenou NURBS plochu Q := [P, W, R, S], pro jej́ıž
ř́ıd́ıćı body Pi,j plat́ı

P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m, Pi,0 = Pi,m

pro všechna i, obdobně i pro váhy Wi,j těchto ř́ıd́ıćıch bod̊u. R a S jsou vektory
parametrizace této plochy.

Naš́ım ćılem je naj́ıt NURBS objem QS := [GS, WS, R, S, T], který je ohraničen
touto NURBS plochou Q. GS je ř́ıd́ıćı śıt’ ř́ıd́ıćıch bod̊u, WS jsou váhy těchto bod̊u
a T je třet́ı vektor parametrizace.

Ukážeme si dvě metody pro nalezeńı hledaného popisu NURBS objemu. Myšlenka
vycháźı z předchoźı konstrukce rotačńıch objemů, kde v prvńım kroku jsme ke
každému ř́ıd́ıćımu bodu vstupńı NURBS křivky nalezli př́ıslušnou NURBS oblast
a ve druhém kroku jsme zkonstruovali výsledný NURBS objem.

Prvńı metoda bude založená na tom, že pokud přeskoč́ıme prvńı krok ze sekce
4.1.1, tak ve druhém kroku aplikujeme rotaci okolo osy ω pouze na ř́ıd́ıćı body
vstupńı NURBS křivky. T́ım źıskáme hraničńı NURBS plochu hledaného NURBS
objemu. Tato hraničńı NURBS plocha je totožná se vstupńı plochou Q := [P, W,
R, S]. Naš́ım úkolem je tedy nalézt vnitřńı ř́ıd́ıćı body, jejich váhy a vektor parame-
trizace T tohoto ohraničeného NURBS objemu. K tomu použijeme modifikaci právě
vynechaného prvńıho kroku ze sekce 4.1.1.

Druhá metoda bude taktéž založena na hledáńı vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u NURBS
objemu. Pro názornost si představme obal Q := [P, W, R, S] NURBS objemu
QS. Ř́ıd́ıćı body Pi,j pro pevné i budou spolu s př́ıslušnými váhami a vektorem
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parametrizace popisovat uzavřenou křivku. Našim úkolem bude naj́ıt NURBS oblast
ohraničenou touto křivkou (jedná se vlastně o algoritmus NURBS14 z [2]). Obě
metody si podrobněji a přesněji poṕı̌seme v jednotlivých podsekćıch.

V předchoźı sekci jsme si uvedli Větu 30 na omezeńı polohy ř́ıd́ıćıch bod̊u vstupńı
křivky, proto i zde si uvedeme podmı́nku pro ř́ıd́ıćı body ř́ıd́ıćı śıtě NURBS plochy Q.

Věta 33. Mějme NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde pro ř́ıd́ıćı śıt’

P =

 P0,0 . . . P0,m
...

. . .
...

Pl,0 . . . Pl,m


plat́ı P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m, ∀i. Rov-
nosti plat́ı analogicky pro váhy Wi,j př́ıslušných ř́ıd́ıćıch bod̊u. R a S jsou vektory
parametrizace této plochy. Dále uvažujme osu ω určenou ř́ıd́ıćımi body P0,0 a Pl,0.
Necht’ P′i,j jsou ortogonálńı pr̊uměty bod̊u Pi,j do osy ω. Jestliže bude pro ř́ıd́ıćı
body NURBS objemu splněna nerovnost

‖P0,0P
′
i,j‖ < ‖P0,0P

′
i+1,j‖,

pro každé i = 0, 1, ..., l − 1 a pro pevně zvolené j, kde j = 0, 1, ...,m, tak se para-
metrické křivky ve stejném parametru (jednotlivé r-křivky, s-křivky nebo t-křivky)
nebudou prot́ınat.

D̊ukaz: Analogický k d̊ukazu Věty 30. �

4.2.1 Konstrukce s využit́ım rotace

Uvažujme uzavřenou NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde P0,0 = P0,1 = ... =
P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m pro každé i. Pro váhy Wi,j těchto ř́ıd́ıćıch
bod̊u plat́ı stejné rovnosti.

Pro popis NURBS objemu, který je ohraničen touto plochou, muśıme naj́ıt ř́ıd́ıćı
śıt’ GS s př́ıslušnými váhami WS a třet́ı vektor parametrizace T. Jelikož vycháźıme
z předchoźı sekce, můžeme volit osu rotace ω : x = P0,0 + u(Pl,0−P0,0), pokud neńı
zadána.

V prvńım kroku najdeme pro každý ř́ıd́ıćı bod Pi,j, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m,
ortogonálńı pr̊umět P′i,j do osy ω. Pro ř́ıd́ıćı body P′i,j požadujeme splněńı podmı́nky
z Věty 33. Potom můžeme zkonstruovat jednotlivé NURBS plochy, jejichž ř́ıd́ıćı śıtě
budou ve tvaru

GSj =


P′0,j P0,j

P′1,j P1,j
...

...
P′l,j Pl,j

 ,

pro zvolené j. Obdobně to lze udělat i s jejich váhami. Volbou T = (0, 0, 1, 1) źıskáme
NURBS popis oblast́ı

QSj := [GSj,WSj,S,T].
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Obrázek 4.12: Dvě NURBS plochy, které jsou součást́ı výsledného NURBS objemu
s problematickým napojeńım jednotlivých NURBS ploch u osy rotace (viz paramet-
rické křivky).

Zde vid́ıme podobnost s popisem NURBS oblasti z předchoźı sekce o rotačńıch ob-
jemech, d́ıky které jsme následnou rotaćı źıskali výsledný NURBS objem, resp. našli
jsme takové NURBS oblasti, které popisovaly onu rotaci této plochy okolo osy ω.
Jelikož ale známe všechny QSj, pak máme potřebné údaje na to, abychom zkonstru-
ovali popis NURBS objemu QS := [GS, WS, R, S, T], kde

GS = [GS0,GS1, ...,GSm], WS = [WS0,WS1, ...,WSm].

Pokud bychom nyńı sestavili výslednou ř́ıd́ıćı śıt’, s největš́ı pravděpodobnost́ı
bychom se setkali s nechtěným jevem, kdy jednotlivé části objemu na sebe spojitě
nenavazuj́ı v mı́stě osy ω. Vı́me, že ř́ıd́ıćı body P′i,j vznikaj́ı jako ortogonálńı pr̊uměty
ř́ıd́ıćıch bod̊u Pi,j do osy rotace ω. Může tedy nastat situace, že pro některé ř́ıd́ıćı
body Pi,j, kde i je pevně dané, nebudou odpov́ıdaj́ıćı ortogonálńı pr̊uměty P′i,j
totožné, a tud́ıž bude docházet mezi jednotlivými částmi objemu ke skok̊um ve směru
osy ω. Jednoduchý př́ıklad tohoto problému vid́ıme na obr. 4.12.

Abychom tento problém odstranili, sjednot́ıme ř́ıd́ıćı body P′i,j následuj́ıćım
zp̊usobem:

P′i = P′i,0 = P′i,1 = ... = P′i,m =

∑m
j=0 P′i,j

m+ 1
,

kde i = 0, ..., l.
Nyńı můžeme již zkompletovat ř́ıd́ıćı śıt’ GS, která bude ve tvaru

GSi,j,k =

 P′0 G0,j,1 . . . G0,j,n−1 P0,j
...

...
. . .

...
...

P′l Gl,j,1 . . . Gl,j,n−1 Pl,j

 , (4.1)
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Algorithm 5: Zobecněný NURBS objem (pomoćı rotace)

vstup : Obal NURBS objemu Q := [P, W, R, S],

P =

 P0,0 . . . P0,m
...

. . .
...

Pl,0 . . . Pl,m

 ,

kde P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m, ∀i.
Tytéž rovnosti plat́ı i pro př́ıslušné váhy Wi,j.

výstup: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS, váhy bod̊u ř́ıd́ıćı śıtě WS, vektor parametrizace T.
begin

1: T je volitelný nebo T = (0, 0, 1, 1);

2: Osa ω =
−−−−−→
P0,0Pl,0;

3: Ř́ıd́ıćı body Ki,j na ose ω: pro Pi,j, ∀i, najdeme ortogonálńı
pr̊umět Ki,j do osy ω (jejich váhy – volba) za splněńı podmı́nky
z Věty 33;

4: P′i :=
∑m

j=0 Ki,j

m+1
, ∀i;

5: V závislosti na volbě T lze volit vnitřńı body Gi,j,k a jejich váhy Wi,j,k

tak, že výstupńı śıt’ GSi,j,k je ve tvaru

GSi,j,k =

 P′0 G0,j,1 . . . G0,j,n−1 P0,j
...

...
. . .

...
...

P′l Gl,j,1 . . . Gl,j,n−1 Pl,j

 ,

pro j = 0, ...,m. Plat́ı P′0 = G0,j,1 = ... = G0,j,n−1 = P0,j,
P′l = Gl,j,1 = ... = Gl,j,n−1 = Pl,j;

6: Váhy WS: Váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u Gi,j,k a P′i jsou volitelné;
return GS, WS, T

pro j = 0, ...,m, kde pro j = 0 a j = m je ř́ıd́ıćı śıt’ GSi,0,k a GSi,m,k shodná –
uzavřenost objemu.

Ř́ıd́ıćı body Gi,j,k jsou volitelné vnitřńı ř́ıd́ıćı body, jejichž počet záviśı na vektoru
parametrizace T. Výjimkou jsou Gi,j,k pro i = 0, l, pro něž plat́ı rovnost

P′0 = G0,j,1 = ... = G0,j,n−1 = P0,j, P′l = Gl,j,1 = ... = Gl,j,n−1 = Pl,j

z d̊uvodu uzavřenosti NURBS objemu. Tato rovnost plat́ı samozřejmě i pro př́ıslušné
váhy těchto ř́ıd́ıćıch bod̊u. Váhy ostatńıch nových ř́ıd́ıćıch bod̊u jsou volitelné.

Vektor parametrizace T je libovolný. V př́ıpadě, že výsledná śıt’ neobsahuje žádné
body Gi,j,k, voĺıme T = (0, 0, 1, 1). Pro názornost si postup, který je shrnut v Algo-
ritmu 5, ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 4. Mějme vstupńı hraničńı NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde P je
ř́ıd́ıćı śıt’ o velikosti 5×7 ř́ıd́ıćıch bod̊u, W je matice vah ř́ıd́ıćıch bod̊u ř́ıd́ıćı śıtě a R,
S jsou vektory parametrizace. Záměrně zde neudáváme konkrétńı hodnoty, jelikož
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Obrázek 4.13: NURBS objem – Vlevo nahoře: Ř́ıd́ıćı śıt’ NURBS oblasti (obalu);
Vpravo nahoře: Ukázková NURBS oblast QSj pro konkrétńı ř́ıd́ıćı body ř́ıd́ıćı śıtě;
Dole: Výsledný NURBS objem.
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nejsou tak podstatné jako samotná konstrukce části ř́ıd́ıćı śıtě hledaného NURBS
objemu.

Pro každý ř́ıd́ıćı bod Pi,j ř́ıd́ıćı śıtě najdeme ortogonálńı pr̊umět P′i,j bodu Pi,j

do osy rotace ω. Tu nám určuj́ı ř́ıd́ıćı body P0,0 a Pl,m. Vektor parametrizace T
voĺıme pro jednoduchost T = (0, 0, 1, 1).

Na obr. 4.13 vlevo nahoře vid́ıme strukturu ř́ıd́ıćıch bod̊u hraničńı NURBS plochy,
vpravo nahoře pak vybranou část ř́ıd́ıćı śıtě Pi,2 s P′i,2, kde

Pi,2 = {(0, 0, 3), (1, 2,
29

10
), (3, 3, 1), (1, 1,

1

10
), (0, 0, 0)}.

Ortogonálńı pr̊uměty těchto ř́ıd́ıćıch bod̊u do osy ω jsou

P′i,2 = {(0, 0, 3), (0, 0,
29

10
), (0, 0, 1), (0, 0,

1

10
), (0, 0, 0)}.

To provedeme pro každé j ř́ıd́ıćı śıtě Pi,j, kde i = 0, ..., 6, a źıskáme t́ım všechny
hledané ortogonálńı pr̊uměty P′i,j. V daľśım kroku tyto pr̊uměty sjednot́ıme. Názorně
si to ukážeme pro ř́ıd́ıćı body

P′2,j = {(0, 0, 29

10
), (0, 0,

29

10
), (0, 0,

5

2
), (0, 0,

29

10
), (0, 0,

5

2
), (0, 0,

29

10
), (0, 0,

29

10
)}.

Ty nahrad́ıme sjednoceným ř́ıd́ıćım bodem

P′2,0 = P′2,1 = ... = P′2,m =

∑6
j=0 P′2,j

7
= (0, 0,

39

14
).

Tento postup aplikujeme na všechny body P′i,j, kde i je pevně zvolené. Dostaneme
tak hledanou ř́ıd́ıćı śıt’ GS2, kde výsledná ř́ıd́ıćı śıt’ NURBS objemu bude ve tvaru
GS = [GS0,GS1,GS2, ...,GS6]. Váhy nalezených ř́ıd́ıćıch bod̊u jsou libovolné (ob-
vykle jednotkové). T́ımto postupem źıskáme GSj a WSj pro j = 0, ...6. Výsledný
NURBS objem vid́ıme na obr. 4.13 dole. �

4.2.2 Konstrukce objemu po jednotlivých NURBS oblastech

U rotačńıch NURBS objemů jsme popsali dvě metody, jak zkonstruovat NURBS
objem. Modifikaćı prvńı metody jsme pak vyřešili konstrukci zobecněného objemu.
Přirozeně se nám tak nab́ıźı i modifikace druhé metody.

Uvažujme vstupńı NURBS plochu Q := [P, W, R′, T], kde pro ř́ıd́ıćı body plat́ı
P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m pro každé i. Shodně
tak pro př́ıslušné váhy Wi,j. R′, T jsou vektory parametrizace.

Hledáme popis NURBS objemu QS := [GS, WS, R, S, T], kde GS je ř́ıd́ıćı śıt’,
WS váhy ř́ıd́ıćıch bod̊u śıtě a vektory parametrizace R, S, T.

Myšlenka konstrukce je založena na stejném principu jako předchoźı metoda. Tam
jsme v prvńım kroku hledali ř́ıd́ıćı body P′i,j (ortogonálńı pr̊uměty ř́ıd́ıćı bod̊u pláště)
na ose rotace. Ř́ıd́ıćı body pláště Pi,j s př́ıslušnými pr̊uměty P′i,j nám vytvořily ř́ıd́ıćı
śıt’ GSj jednotlivých NURBS oblast́ı. Následným složeńım těchto ř́ıd́ıćıch śıt́ı jsme
źıskali ř́ıd́ıćı śıt’ celého NURBS objemu.
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Obrázek 4.14: Vlevo: Černě je znázorněna uzavřená NURBS křivka a zeleně pak
př́ıslušná NURBS oblast ovlivněná celkovou strukturou ř́ıd́ıćı śıtě NURBS objemu;
Vpravo: Výsledný NURBS objem.

V této části budeme taktéž nejprve hledat jednotlivé ř́ıd́ıćı śıtě NURBS oblast́ı.
Mějme vstupńı ř́ıd́ıćı śıt’ NURBS obalu

P =

 P0,0 . . . P0,m
...

. . .
...

Pl,0 . . . Pl,m

 ,

kde ř́ıd́ıćı body Pi,0,Pi,1, ...,Pi,m pro pevné i jsou ř́ıd́ıćı body uzavřené NURBS
křivky Q̄i.

Pro každé i nyńı hledáme NURBS oblast, která je ohraničena jej́ı př́ıslušnou
NURBS křivkou Q̄i. Ohraničeńı zde chápeme pouze z hlediska výpočtu hledané ř́ıd́ıćı
śıtě.

K vyřešeńı použijeme známý algoritmus NURBS14 (viz [2]) (opět lze použ́ıt i
NURBS12).

Hledaný popis NURBS oblasti je ve tvaru

QSi := [GSi,WSi,R,S],

kde GSi je ř́ıd́ıćı śıt’ s váhami WSi a dvěma vektory parametrizace R a S.
Tento postup aplikujeme na všechny křivky Q̄i. Źıskáme tak NURBS oblasti QSi,

které nám tvoř́ı dohromady NURBS popis objemu:

QS := [GS,WS,R,S,T],

kde GS = [GS0,GS1, ...,GSl] a WS = [WS0,WS1, ...,WSl].
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Celý postup jsem shrnuli v Algoritmu 6. Na obr. 4.14 si můžeme prohlédnout
NURBS objem, jehož vstupńı data byla shodná s daty z předchoźıho Př́ıkladu 4.
Vlevo vid́ıme část ř́ıd́ıćıch bod̊u, které určuj́ı společně s váhami a vektorem parame-
trizace uzavřenou křivku (černě) a zeleně výslednou NURBS oblast QSi. Zřetelně
vid́ıme, že křivka přesně neohraničuje danou oblast. Je to zp̊usobené t́ım, že na tvar
výsledné oblasti (řezu NURBS objemu) má vliv celá ř́ıd́ıćı śıt’ NURBS objemu a ne
jen ř́ıd́ıćı body této hraničńı křivky. Vpravo máme pak výsledný NURBS objem.

Algorithm 6: Konstrukce objemu po jednotlivých NURBS oblastech

vstup : Obal NURBS objemu Q := [P, W, R′, T],

P =

 P0,0 . . . P0,m
...

. . .
...

Pl,0 . . . Pl,m

 ,

kde P0,0 = P0,1 = ... = P0,m a Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m.
výstup: Ř́ıd́ıćı śıt’ GS, váhy bod̊u ř́ıd́ıćı śıtě WS, vektor parametrizace R a S.
begin

1: [GSi,WSi,R,S] :=NURBS14[Pi,0, ...,Pi,m,Wi,0, ...,Wi,m,R
′] pro

i = 0, ..., l;
2: GS := [GS0, ...,GSl];
3: WS := [WS0, ...,WSl];
return GS, WS, R, S

4.2.3 Srovnáńı

Stejně jako v předchoźı části si nyńı obě metody zhodnot́ıme a řekneme jejich výhody
a nevýhody.

Prvńı metoda je oproti druhé jednodušš́ı z hlediska konstrukce a nav́ıc neńı za-
potřeb́ı zmı́něného algoritmu NURBS14, který může mı́t v př́ıpadě složité vstup-
ńı ř́ıd́ıćı śıtě za následek deľśı dobu výpočtu výsledné ř́ıd́ıćı śıtě. Ta může mı́t
v konečném tvaru mnoho vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u, které nejsou v daném př́ıpadě tolik
potřebné. Jelikož u prvńı metody vycháźıme z konstrukce, kterou jsme použ́ıvali pro
rotačńı tělesa, vzniká i v tomto př́ıpadě singulárńı osa.

Z hlediska kvality popisu NURBS objemu je tedy druhá metoda vhodněǰśı než
prvńı, ale z hlediska rychlosti a možnosti volby některých vnitřńıch ř́ıd́ıćıch bod̊u je
vhodněǰśı metoda prvńı.
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Kapitola 5

Baĺıček NURBSobjem

Baĺıček NURBSobjem je vytvořen v programu Mathematica 7.0. Načteńı do pro-
gramu zajist́ıme př́ıkazem <<NURBSobjem‘, který aktivuje funkce použ́ıvaj́ıćı metody
popsané v Kapitole 4.

Zadáváńı vstup̊u v Mathematice muśı být v následuj́ıćım tvaru:

• Ř́ıd́ıćı body P = {{x0, y0, z0}, ..., {xl, yl, zl}}.

• Vektory vah W = {w0, ..., wl}.

• Vektory parametrizaćı R = {r0, ..., rl+f+1}.

• Ř́ıd́ıćı śıt’ P′ = {{{x0,0, y0,0, z0,0}, ..., {x0,m, y0,m, z0,m}}, ...,
{{xl,0, yl,0, zl,0}, ..., {xl,m, yl,m, zl,m}}}.

• Váhy ř́ıd́ıćı śıtě W′ = {{w0,0, ..., w0,m}, ..., {wl,0, ..., wl,m}}.

• Osa rotace D = {{x0, y0, z0}, {x1, y1, z1}}.

U všech vstupńıch křivek a ploch se předpokládá, že se nebudou navzájem prot́ınat
a že nebudou obsahovat samopr̊unik.

Baĺıček NURBSobjem obsahuje celkem 5 funkćı, z toho 3 funkce jsou založeny na
algoritmech rotačńıch těles a daľśı 2 využ́ıvaj́ı algoritmy ze zobecněných rotačńıch
těles. Předpokladem k tomu, abychom mohli následuj́ıćı funkce použ́ıt, je načteńı
baĺıčku NURBSoblast z [2].

Prvńı funkce je ROTA1, která použ́ıvá Algoritmus 3. Vstupem je otevřená
NURBS křivka [P,W,R], osa rotace D a volitelný vektor parametrizace S. Voláńı
této funkce bude vypadat

ROTA1[{P,W,R,D,S}],

kde výstupem bude ř́ıd́ıćı śıt’ GS, jej́ı matice vah WS a tři vektory parametrizace
R, S, T.

Druhá funkce je ROTA1U, které využ́ıvá kombinaci funkce ROTA1 a NURBS14,
která je obsažena v baĺıčku NURBSoblast. Vstupńı data funkce ROTA1U jsou
uzavřená NURBS křivka [P,W,R] a osa rotace D. Voláńı funkce má podobu

ROTA1U[{P,W,R,D}].
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Výstupem je opět ř́ıd́ıćı śıt’ GS, jej́ı matice vah WS a tři vektory parametrizace R,
S a T.

Třet́ı funkce je ROTA2, která je založená na Algoritmu 4. Potřebná vstupńı data
jsou otevřená NURBS křivka [P,W,R] a osa rotace D. Funkci voláme př́ıkazem

ROTA2[{P,W,R,D}].

Výstupem je ř́ıd́ıćı śıt’ GS s matićı vah WS a vektory parametrizace R, S, T.
Čtvrtá a pátá funkce použ́ıvaj́ı Algoritmy 5 a 6. Oproti předchoźım funkćım

požadujeme jako vstupńı data uzavřenou NURBS plochu. Pro funkci BRAM1 bude
vstupem NURBS oblast [P′,W′,R,S] a volitelný vektor parametrizace T. Voláńı
této metody bude ve tvaru

BRAM1[{P′,W′,R,S,T}].

Výstupem bude ř́ıd́ıćı śıt’ NURBS objemu GS s matićı vah WS a vektory paramet-
rizace R, S, T.

Posledńı funkćı je BRAM2, která použ́ıvá ke svému výpočtu funkci NURBS14.
Vstupem je pouze NURBS plocha [P′,W′,R′,T]. Zavoláńı funkce provedeme
př́ıkazem

BRAM2[{P′,W′,R′,T}].

Výstupńı data jsou ř́ıd́ıćı śıt’ GS, matice vah WS a vektory parametrizace R, S, T.
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Závěr

Ćılem mé diplomové práce bylo navrhnout vlastńı metody pro vytvořeńı NURBS ob-
jemové parametrizace pro speciálńı tř́ıdy hraničńıch NURBS křivek a ploch. Přesněji
šlo o nalezeńı parametrizace NURBS objemu, jehož plášt’ vznikne rotaćı vstupńı
NURBS křivky okolo dané osy rotace. Dále pak parametrizaci NURBS objemu, který
je ohraničen vstupńı uzavřenou NURBS plochou. Úkolem bylo analyzováńı daného
problému, nalezeńı teoretického i praktického řešeńı demonstrovaného na př́ıkladech
a grafických výstupech a eventuálně nalézt alternativńı možnosti řešeńı a daľśı opti-
malizace. Nalezené metody, resp. algoritmy pak implementovat do programu Mathe-
matica, jejichž shrnut́ım vznikne uživatelský baĺıček. Mezi daľśı ćıle této práce patřilo
shrnut́ı základńıch informaćı NURBS objekt̊u a prezentace již známých metod pro
vytvářeńı NURBS objemů a optimalizace jejich śıtě.

Hlavńım výsledkem této diplomové práce jsou algoritmy pro vytvořeńı popisu
NURBS objemu pomoćı vstupńı NURBS křivky rotuj́ıćı kolem osy rotace a popisu
NURBS objemu ohraničeného vstupńı uzavřenou NURBS plochou. Tyto metody
jsou popsány v kapitole 4, resp. část 4.1. se zabývá prvńı možnost́ı a část 4.2. druhou
možnost́ı. Pro obě možnosti jsme zkonstruovali dvě možné metody, které jsou zde
analyzovány a v závěru kapitoly zhodnoceny. Postupy konstrukćı jsou znázorněny na
př́ıkladech a grafických výstupech. U prvńı možnosti jsme pak ještě zařadili jednu
možnou metodu pro uzavřenou vstupńı křivku, kterou jsme demonstrovali opět na
př́ıkladu a grafickém výstupu. Pro ř́ıd́ıćı body vstupńı NURBS křivky a vstupńı
NURBS uzavřené oblasti jsme nav́ıc zavedli a dokázali podmı́nku pro injektivńı pa-
rametrizaci výsledného NURBS objektu. Tyto algoritmy byly implementovány v pro-
gramu Mathematica, jejichž výsledkem je baĺıček funkćı popsaných v kapitole 5.

Mezi daľśı výsledky patř́ı také shrnut́ı základńıch definic a vlastnost́ı NURBS
objekt̊u, které jsou v kapitole 1. V kapitole 2 se zabýváme prezentaćı metody pro
vytvořeńı NURBS objemů speciálńım pohybem daných NURBS ploch. Jsou zde
popsány postupy a podmı́nky pro konstrukci tohoto druhu NURBS objemu. Pro
názornost je vše doplněno o grafické výstupy. Posledńım ćılem byla prezentace a
analýza optimalizace śıtě NURBS objektu, kterou nalezneme v kapitole 3. Jelikož
se tato optimalizace týká předevš́ım ř́ıd́ıćıch bod̊u daného NURBS objektu, řešila se
daná problematika na B-spline objektech. Tato kapitola je rozdělena na dvě části, kde
se nejprve zabýváme možnostmi optimalizace śıtě B-spline plochy a jej́ımi metodami.
Ve druhé části se pak dostáváme k optimalizaci śıtě B-spline objemu. V obou částech
jde o prezentaci dvou metod, které se použ́ıvaj́ı jak pro B-spline plochy, tak pro B-
spline objemy.
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