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Diplomova prace

Ing. Bohumir Bastl, Ph.D.

Tato diplomova prace se zabyva NURBS objemovymi paramet-
rizacemi a souvisejicimi algoritmy. Obsahuje shrnuti zakladnich
definic a vlastnosti NURBS objektt. Predevsim pak moznostmi
reSeni popisu NURBS objemu a optimalizaci tidici sité. Stézejni
¢asti je konstrukce rotacnich NURBS objemu urcenych vstupni
kiivkou a osou rotace a konstrukce zobecnénych rota¢nich objemu
urcenych uzavienou NURBS oblasti. Jsou zde uvedeny nové algo-
ritmy, které jsou demonstrovany na prikladech. V zavéru je popsan
balicek NURBSobjem, ktery obsahuje funkce pouzivajici algoritmy
ze stézejni casti implementované v programu Mathematica.

NURBS objekty, B-spline objekty, Sweep objem, Optimalizace
ridici sité, Rotacni télesa, Ridici kiivka, Injektivni parametrizace,
Transverzalni kuzele, Kotransverzalni kuzele

NURBS volume parameterizations
Be. Petr Andeél
Ing. Bohumir Bastl, Ph.D.

This diploma thesis deals with NURBS volume parameterizations
and related algorithms. It reviews fundamental definitions and fe-
atures of NURBS objects, especially the various solutions of de-
scription of NURBS volumes and the optimalization of the control
net. The main part focuses on the construction of NURBS volume
of revolution given by an initial curve and axis of rotation and on
the construction of a generalized NURBS volume of revolution gi-
ven by a closed NURBS domain. The new algorithms are presented
in several examples. The package NURBSobjem, which contains
functions using algorithms from the main part, which were proces-
sed by the program Mathematica, is described at the end of the
thesis.
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Uvod

Vyvoj NURBS zapocal v 60. letech 20. stoleti, kdy konstruktéii a designéii do-
pravnich spolec¢nosti potiebovali presné reprezentovat volné tvary jako trupy lodi,
vnéjsi povrchy letadel a karoserie automobilu. K prukopnikum tohoto vyvoje pattili
pani P. Bézier, P. de Casteljau a S. A. Coons, ktefi se vyznamné podileli na vzniku
Bézierovych kiivek a ploch a Coonsovych platu. Jelikoz jsou NURBS objekty zo-
becnéné Bézierovy objekty, urcili tito panové novy smér v geometrickém modelovani.
NURBS objekty se v dnesni dobé pouzivaji predevsim v designovém a pocitacovém
modelovani a také v isogeometrické analyze. Jelikoz jsou moznosti vyuziti NURBS
objektl rozsahlé a jiz v bakalarské praci jsem se vénoval NURBS kiivkam a oblastem,
zvolil jsem si pro diplomovou praci téma NURBS objemové parametrizace. Zaméril
jsem se predevsim na vyuzitelnost a prakticnost dané problematiky.

V prvni kapitole se zaméiim predevsim na zékladni pojmy, vlastnosti a chovani
NURBS ktivek, ploch a objemu. Bude se jednat pouze o zdkladni informace, které
jsou hloubéji vysvétleny v mé bakalarské praci. Ve druhé kapitole se budu vénovat
specialni tiidé NURBS objemu, které vzniknou tazenim NURBS oblasti do prostoru.
Stanovim nékolik zakladnich podminek a kritérii pro konstrukei tohoto NURBS ob-
jemu. Ve treti kapitole se budu vénovat problematice optimalizace tidici sité a jeji
konstrukce. Pujde stejné jako v predchozi kapitole o prezentaci jiz fungujicich metod
a algoritmu. Predposledni kapitola je stézejni, kde navrhnu metody pro konstrukci
NURBS objemu. Pujde o nalezeni NURBS objemové parametrizace za predpokladu,
ze vstupem bude NURBS kfivka rotujici okolo osy otaceni. Druha cast této kapitoly
bude vénovana nalezeni parametrizace NURBS objemu, kde vstupnimi daty bude
NURBS oblast ohranicujici tento objem. Pro kazdou c¢ast navrhnu konstrukéni al-
goritmus téchto NURBS objemu, ktery bude prezentovan na prislusném prikladu.
V posledni kapitole popisi balicek funkeci zalozenych na algoritmech popsanych ve
c¢tvrté kapitole.

Hlavnim cilem mé diplomové prace bude najit a zkonstruovat algoritmy, které po-
moci vstupni NURBS kiivky a osy rotace naleznou danou parametrizaci NURBS ob-
jemu, jehoz plast vznikl pravé danou rotaci kiivky okolo osy a déle pak parametrizaci
NURBS objemu, kde vstupem bude jeho uzavienda NURBS oblast. Pujde predevsim
o popis daného problému (vstupu), jeho analyzu, teoretické a praktické reseni, které
prakticky demonstrujeme na ptikladech a grafickych vystupech, a eventualni op-
timalizaci. Nalezené algoritmy budou zaimplementovany do programu Mathemati-
ca, jejichz shrnutim ziskam balicek obsahujici metody k vytvoreni popisu NURBS
objemu z urcenych vstupnich dat. Dalsimi cili této prace je sezndmeni Ctenaiu se
zaklady NURBS objektt, které jsou nezbytné pro dalsi kapitoly zabyvajici se kon-
strukci NURBS objektu, predevsim objemu. Déle pak prezentace jiz znamych metod



pro vytvareni NURBS objemu a moznosti optimalizace tidici sité a jejich analyza.



Kapitola 1

Objekty geometrického
modelovani - NURBS

Pro praci s objekty geometrického modelovani si definujeme nékolik zdkladnich
pojmu, které jsou uzce spjaty s praci v nasledujicich kapitolach. Klicovy pojem,
ktery se zde bude hojné vyskytovat a na kterém bude tato prace stat, je NURBS
= Non-Uniform Rational B-Spline. V jednotlivych sekcich si zadefinujeme NURBS
kiivku, plochu a objem. Uvedeme si jejich nékolik zékladnich vlastnosti a chovani
pro urcité situace doplnéné nazornymi ukazkami.

1.1 NURBS krivky

Definice 1. Méjme dany polohové vektory vrcholu tidiciho polygonu Py, ..., P,, je-
jgich prislusné vdhy wo, ..., w,, kde w; > 0, a vektor parametrizace U = (uo, ..., Up,).
NURBS ktivku stupné n definujeme vztahem

1=0

Q(u) = , (1.1)

i w; N} (u)
=0

kde Ng', ..., N, jsou B-spline bazové funkce stupné n pro vektor parametrizace U.

Vektor parametrizace (nebo také vektor uzlu) je posloupnost parametru wu; za-
psand obvykle ve tvaru

U= (a,....,0,Ups1, e, Up—n_1,b, ..., b),

kde uzly a byvaji vétsinou nulové (zélezi na volbé) a jejich pocet je shodny s poctem
uzlu b, a to n 4+ 1. Pro jednotlivé uzly plati nerovnost

a<ui§ui+1<b.
Takto zapsany vektor parametrizace nazyvame neperiodickym a jeho bazové funkce

budou interpolovat okraje intervalu parametru. Pokud bude navic platit w;; —u; =
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konst, kden < i < m —n — 1, pak budeme hovotrit o uniformni parametrizaci.
V opacném piipadé o neuniformni parametrizaci.

B-spline bazové funkce jsou po ¢astech polynomické funkce, které maji co mozna
nejvyssi rad spojité derivace a jsou definovany rekurentnim vztahem

< A
n=0:N(u) = 1 Proul_u<uz+1
! 0 jinde
(1.2)
n>0:N"(u)= — N'Hu) + —Ui:;»jil_til NI (w),
kde u € (ug, u,). Jestlize bude néjaka ¢ést z (1.2) obsahovat nulovy jmenovatel, pak

cely tento zlomek povazujeme za nulovy.
Poznamka 2.

e Pocet bazovych funkci je p+1, proto parametr ¢ muze nabyvat pouze maximalni
hodnoty p. Z (1.2) lze odvodit rovnost p+ 1 +n+ 1 =m + 1, coz ndm udava
vztah mezi stupném polynomu, po¢tem bazovych funkei a poctu uzlu ve vektoru
parametrizace.

Poznamka 3. Vlastnosti bazovych funkei:
e Nezdporna hodnota: N/*(u) > 0 pro Yu,i,n,
e Jednotkovy soucet: > 5 N*(u) =1 pro u € (ug, ),
e Lokalni support: N*(u) # 0 pro u € (u;, Ujpni1)-

Bézové funkce patif obecné do tifdy O™~ !, coz znamend, Ze jsou spojité az do
(n — 1)-ni derivace. To ale plati pouze za predpokladu, ze vektor parametrizace
neobsahuje nasobné uzly, které snizuji v daném misté rad derivace. Pro ¢g-nasobny
uzel bude tiida spojitosti danych bazovych funkei C"79.

Jak jiz vidno z ndazvu NURBS, jednd se o B-spline kiivku (popf. plochu nebo ob-
jem) v projektivnim rozsiteni Euklidovského prostoru. Pro fidici body P; = (24, v, 2i)
a prislusné vahy w; zavadime tzv. projektivni ridici body PY = (w;x;, w;y;, wiz;, w;),
pro které lze najit B-spline kiivku v tomto projektivnim rozsiteni [E3 v néasledujicim
tvaru

P
B(u) = Z N () (Wi, wiyi, wizi, w;) -
=0

Odhomogenizaci vzhledem k posledni souradnici dostaneme vztah (1.1).
Pro NURBS kiivku lze pouzit i zjednoduseny zapis

Q) = " R (WP,

kde
w; N[ (u)

R} (u) = >
ijN;-l(u)

jsou bdzovymi funkcemi NURBS.
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Poznamka 4. Vlastnosti bazovych funkeci NURBS jsou shodné s vlastnostmi
B-spline bazovych funkci — nezaporna hodnota, jednotkovy soucet a lokalni sup-
port. Navic plati R}'(u) = N*(u), jestlize je vaha w; pro vSechna i stejnd a zéroven
nenulova.

Poznamka 5. Vlastnosti NURBS krivek:
e NURBS krivka prochazi prvnim a poslednim bodem svého tidiciho polygonu.

e Body NURBS kiivky lezi v konvexnim obalu mnoziny bodu tidiciho polygonu
Py, ...,P,. Oblouk B-spline kiivky Q(u) pro u € (u;, uj11), n <i <m—n—1,
lezi v konvexnim obalu bodu P;_,, ..., P;. Vlastnost konvexniho obalu ovsem
plati pouze za predpokladu, ze vahy ridicich bodu budou kladné.

e Ridici bod P; fidictho polygonu ovliviiuje tvar kiivky pro dany parametr u
jen na intervalu (u;, u;in11), c0Z ma za nasledek neménnost tvaru celé kiivky.
Obdobné 1ze formulovat ovlivnéni tvaru kiivky pomoci vahy daného bodu.

e NURBS kiivka je invariantni vuci projektivni transformaci — transformovany
fidici polygon da stejny vysledek jako transformovand NURBS krivka vy-
tvorend z puvodniho fidictho polygonu.

e Z4dné pifmka nebo rovina nems s NURBS kfivkou vice priseciki nez s #{dicim
polygonem piislusné NURBS krivky.

e NURBS kiivka patii obecné do tifdy spojitosti C"~*, jejiz vektor parametrizace
obsahuje k-ndsobny uzel, a zachovava spojitost pri zménach polohy ruznych
fidicich bodu nebo zméneé jejich vahy.

Poznamka 6. Meéjme NURBS kiivku danou fidicim polygonem, vektorem parame-
trizace a vahami fidicich bodu, pak:

e budou-li vahy vSech fidicich bodu stejné, tak vysledna NURBS kiivka bude
totozna s B-spline kiivkou danou stejnym fidicim polygonem a vektorem pa-
rametrizace.

e Pro vektor parametrizace ve tvaru U = (0,...,0,1,...;1) a libovolné vahy se
NURBS kiivka ztotozni s racionalni Bézierovou kiivkou.

e Pokud budou platit obé predchozi vlastnosti dostaneme NURBS kfivku shod-
nou s Bézierovou kiivkou.

K vyhodédm téchto kiivek patii predevsim rychlost a stabilita algoritmu k jejich
vytvareni. Z hlediska konstrukce médme spoustu moznosti, jak danou kfivku ménit
a jinak modifikovat — poloha fidicich bodu s danymi vahami, vektor parametrizace
nebo jeji stupen. Prikladem muze byt konstrukce oblouku kuzelosec¢ek diky raciona-
lizaci.

Pro nazornost si ukazeme nékolik pripadu, jak se bude dand kiivka meénit v zavis-
losti na vektoru parametrizace (stupen kiivky a pocet jednotlivych oblouku, ze
kterych se kfivka sklddd), poloze fidictho bodu nebo hodnoté jeho vahy. Na obr. 1.2
muzeme videét, jak se kiivka méni pri zméné stupné. Na dalsim obr. 1.3 si muzeme
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Obrazek 1.1: NURBS kftivka a jeji tidici polygon

povsimnout, ze jednotlivé NURBS kfivky jsou slozeny z nékolika jednotlivych ob-
louku. Je to ovlivnéno volbou vektoru parametrizace, kterda nam iika, ze kiivka se
sklada z tolika obloukt, kolikrat se dva sousedni uzly lisi.

Obrazek 1.2: Tvar NURBS kiivky v zavislosti na zméné vektoru parametrizace —
presnéji v zavislosti na stupni n. (Zelend: n = 5; modra: n = 4; oranzovéa: n = 3;
cervend: n = 2.)

Nejjednodussi moznosti jak ménit tvar ktivky je posouvani fidicich bodu daného
polygonu, kterou vidime na obr. 1.4 vlevo. Vsimnéme si také, ze zména polohy bodu
ma vliv pouze na ¢ast kiivky, jak jiz bylo fe¢eno ve vlastnostech NURBS kftivek.
Podobné lze pracovat i s vahou ridicich bodu, jejiz vliv na tvar kiivky lze shodné de-
finovat jako v pfipadé ovlivnéni tvaru kiivky zménou polohy tidictho bodu — ovlivnéni
na urcité ¢asti krivky, obr. 1.4 vpravo.

1.2 NURBS plochy

Definice 7. Méjme ddnu ridici sit tvorenou (p + 1) X (r + 1) polohovgmi vektory
P;; s prislusnymi vdhami w;j;, pro které plati w;; > 0, a vektory parametrizace

13
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Obrazek 1.3: Pocet obloukt jednotlivych NURBS kiivek

U = (uo, ..., ue), V= (vg, ..., v¢). NURBS plochu stupné (m,n) definujeme vztahem

Z Z w; ;P N ()N (v)

=0 75=0

Q(U,U) - p T ’ (13)

D> wi i NP (u)N7 (v)

i=0 j=0

kde m je stupen B-spline bazovych funkci NI™(u) a n stupeni B-spline bazovych funkci
NM(v).
J

Vektory parametrizace U a V jsou ve tvaru
U= (a,..., 0 Uns1, s Ye—m—1,b,....,0), V = (¢, ..., ¢, Upy1, o, Vf—p1, d, ..., d)
a pro jednotlivé uzly potom plati nerovnost
a<u; <uip <b, c<v; < <d
Stejné jakou u NURBS kiivek lze predpis (1.3) napsat ve zjednoduseném tvaru
p
v)=> Y PyR"u)R}(v).
i=0 j=0

Vlastnosti NURBS kiivek lze prevést do vlastnosti NURBS ploch, jelikoz vychézi-
me ze stejnych B-spline bazovych funkci jako jsme pouzivali u kiivek. Proto se
zminime jen o téch, které plati navic oproti NURBS kiivkam.

14



Obrazek 1.4: Vlevo: Posunovany fidici bod je barevné sladén s ptislusnou ktivkou;
Vpravo: Kfiivka se priblizuje k fidicimu bodu se zvysujici se vdhou: 1 — 2 — 4.

Poznamka 8. Dalsi vlastnosti NURBS ploch:
e Okrajové kiivky NURBS plochy tvoii NURBS kiivky vytvorené z okrajového
fidictho polygonu dané tidici site.

e NURBS plocha lezi v konvexnim obalu fidici sité. Cdst NURBS plochy pro
Q(u,v) pro (u,v) € (uj, uiy1) X (vj,v41), m<i<e—-m—lan<j< f-n—1
lezi v konvexnim obalu vrcholu

Pi—m,j—n Pi—m,j

Plyjfn .« e P'L,j
e Ridici bod i vaha pifslusného #dictho bodu P; ; ovliviiuje tvar plochy pro dané
parametry (u,v) € (Ui, Uitm+1) X (Vj, Vj4nt1)-

e NURBS plocha je obecné tiidy C™ 1m~1 opét za predpokladu jednoduchych
(nenésobnych) uzli. Obecné pro g-ndsobny uzel v parametru u a h-ndsobny

uzel v parametru v plati, ze NURBS plocha Q(u,v) bude mit spojitost tiidy
Cm—g,n—h.

1.3 NURBS objemy

Definice 9. Méjme ddanu ridici sit tvorenou (I+ 1) x (m + 1) x (n+ 1) polohoviimi
vektory P s prislusnymi vahami w; i, pro které plati w;;, > 0, a vektory pa-
rametrizace R = (rg,...,7.), S = (S0, ...,84), T = (o, ...,t.). NURBS objem stupné

15



Obrazek 1.5: NURBS oblast - ¢ervené je vyznacena iidici sif; - ¢erné jednotlivé
parametrické NURBS ktivky plochy

(f,g,h) definujeme vztahem

kde f je stupen B-spline bdzovych funkci Nif (r), g stupen B-spline bazovijch funkci
N7(s) a h stuperi B-spline bdzovych funkei Ni(t).

Ptedpis (1.4) 1ze prepsat jako

l m
Q(r, s,t) = ZZ Rijr(r,8,0)Pijk, (1.5)

kde

Definice 10. Necht q(r,s) je parametrizace NURBS plochy, r € [0,1], s € [0,1],
pak pro v = Topst nazveme krivku q(Tronst, S) na plose q(r, s) r-kiivkou. Analogic-
ky definujeme s-kiivku. Souhrnné tyto krivky nazgvdme parametrickymi kiivkami
plochy q(r,s). Pro parametrizaci NURBS objemu q(r,s,t), r € [0,1], s € [0,1],
t € [0,1] budeme parametrickou krivku na q(r,s,t) chapat jako q(r, Skonsts tkonst),
a(rkonsta S, tkonst) a a(rk:onsty Skonst t)

16



Stejné jako u vlastnosti NURBS ploch, kde jsme prebirali vlastnosti z NURBS
kiivek, muzeme prevzit vlastnosti z NURBS ploch pro objem. Bazové B-spline funkce
jsou shodné s bazemi pouzivanymi u kfivek a ploch. U vlastnosti konvexniho obalu,
tridy spojitosti, ovlivnéni tvaru kiivky zménou fidiciho bodu ¢i jeho vahy lze odvodit
z predchozich casti.

Obréazek 1.6: NURBS objem

Poznamka 11. Vlastnosti NURBS objemu:

e Okrajové plochy NURBS objemu tvoii NURBS plochy vytvotené z okrajové
fidici site.
e NURBS objem lezi v konvexnim obalu Fidici sité. Cést NURBS objemu pro

Q(ra S7t) pro <T787t) € <Ti7ri—|—1> X <Sj78j+1> X <tk7tk+1>7 f S i S C— f - 17
g<j<d—g—1lah<k<e—h-—11lez v konvexnim obalu vrcholu

Pipj—gk-n - Pipjr-n
sz.j_g7k_h tee P27J7k_h‘
Piyjgr - Piopjn

Pl:]_g’k R P/L7]7k

17



e Ridici bod i véha fidictho bodu P; ;. ovliviiuje tvar objemu pro parametry
(7, 8,t) € (Tis Tingr1) X (845 Sjngt1) X (s titnn)-

e NURBS objem je obecné tiidy CY~19~1"=1 za piedpokladu jednoduchych uzlii.
Pro b-, p-, ¢g-nasobné uzly v parametrech r, s, t je spojitost objemu tridy
Cf-bg—ph—q
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Kapitola 2

NURBS objemy vzniklé ..tazenim*
ploch

V této céasti se zaméiime na prehled existujicich metod pro nalezeni NURBS ob-
jemové parametrizace objektu vytvorenych specidlnim pohybem danych NURBS
ploch.

Ttida téchto objemu obsahuje velké mnozstvi objektu, které jsou vyznamné
v prumyslovych aplikacich. Ptikladem mohou byt modely turbinovych lopatek, véalcu,
trupy lodi nebo kridla letadel. Principem vytvareni tohoto druhu NURBS objemu
je tzv. vytahovani vstupni plochy do prostoru, kde tieti parametr objemu dosta-
neme jako parametr trajektorie této ,tazené* plochy. Metody popsané v této kapitole
vychézeji z ¢lanku [1].

Nasim cilem je najit parametrizaci NURBS objemu ve tvaru

l m
Q(r,s,t) = Z Z Rijk(r,s,t)P; k. (2.1)

Vstupni data se ovSsem mohou lisit v zavislosti na modifikaci této metody.
Primarné bude zaddna vstupni NURBS plocha ve tvaru Q(r, s,0), jejimz ,tazenim*
ziskdme hledany NURBS objem. V néasledujicich sekcich se budeme zabyvat
predevsim konstrukei a optimalizacnimi podminkami tohoto NURBS objemu.

2.1 Vstupni data

V této sekci se zaméfime na mozné vstupni data, pomoci kterych lze zkonstruo-
vat hledany NURBS objem. Zakladni nutnou vstupni informaci je pocatecni plocha
definovana jako Q(r,s,0) s fidicimi body P;;o. Z geometrického tvaru pocatecni
plochy se bude odvijet vysledny tvar NURBS objemu vznikly ,tazenim* této plochy.
Celkovy tvar bude zaviset nejen z pocatecnich dat, ale také z dalsich optimalizaci
popsanych v nasledujicich sekcich. Variabilita vstupnich dat je velice obsahla, a proto
si zminime pouze ty zakladni, které spolu s pocatecni plochou budou tvotit vstupni
data pro konstrukci vysledného objemu:

1. Koncovda NURBS plocha Q(r, s, 1) s fidicimi body P; .
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2. Smeér, kterym se bude ,tazeni* provadeét.
3. Vzdélenosti mezi mnozinami fidicich bodu P; j a P; j 141, kde k je pevné dané.
4. Ridici kiivka.

Casto se nékteré moznosti spolu kombinuji. K pocéateéni a koncové plose se ¢asto
pridava informace o sméru, kterym se bude ,tazeni“ provadét. Tento vstup muzeme
rozsitit jesté o dalsich k£ — 2 sméru pro kazdou odpovidajici plochu fidicich bodu
P;;x, kde k je pro kazdou plochu pevné dané. Stejné tak lze kombinovat moznost
1 a 3 nebo 1, 2, 3, kde vzdélenost mezi fidicimi body muZeme volit bud konstantni
nebo proménou v prubéhu ,tazeni“.

Nejvyhodnéjsi nastroj z hlediska tvaru vysledného NURBS objemu je tzv. fidici
krivka, kterou si popiseme v nasledujici ¢asti. Kombinace fidici kiivky s ostatnimi
moznosti je velice omezena a nejcastéji se pouziva pouze s pocatecni plochou. Nékteré
kombinace s ni nejsou totiz ani mozné, jelikoz by finalni konstrukce NURBS objemu
nemusela odpovidat bud nékterych kritériim ohledné ziskaného tvaru, nebo by se
jednoduse jednotlivé kombinace vylucovaly.

V této kapitole se soustredime na konstrukci NURBS objemu, jehoz vstupni data
budou pocateéni NURBS plocha a jedna nebo dvé tidici kiivky.

2.2 Ridici krivky a vlivové funkce

2.2.1 Ridici kiivka

Definice 12. Necht je ddna ridici krivka c, : [0,1] — R3¢t — ¢, (t), v = 1,...,p,
kterd specifikuje pohyb dvou-dimenziondini plochy Q(r,s,t'), kde (r,s) € [0,1]* a
t' € [0, 1] je konstantni hodnota.

Ridicf kiivku lze vyjadiit také ve tvaru Q(r’, s, t), kde t € [0,1] a (', s') € [0,1]?
jsou konstantni. Pohyb vstupni plochy je fizen jednou nebo vice 7idicimi krivkams.
Parametr ¢ nazyvame ,parametrem tazeni“, ktery je spojeny s pohybem dvou-
dimenzionélni plochy.

Abychom mohli provést tuto konstrukci NURBS objemu pomoci fidicich ktivek, je
nutné zvolit pro kazdou fidici kiivku piislusné parametry (7, 5, ) z dvou-dimenzional-
ni ,,pohybové® plochy tak, ze vzdalenost mezi body Q(7,5,,t) a c,(t) pro pevné t,
bude co mozna nejmensi. Tim docilime toho, ze plocha Q(r,s,t') bude nésledovat
pohyb bodu idici kiivky c,(t). Zvolené parametry si lze pfedstavit jako parametry
bodu dané plochy pro fidici kiivku. Tyto body budeme nazyvat kotevni. Funkce
charakterizujici tuto podminku bude ve tvaru

p 1
fa(P) = miny / 1QE. 5,0 8) — ¢ (0] dt.
=1 0

v e~

nici se pak dodate¢né definuje tzv. vlivovd funkce, ktera ovliviiuje tvar ridici kiivky
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béhem trajektorie (je mozno pouzit vice fidicich kfivek pro lepsi kontrolu zmény
tvaru vysledného objektu). Tu si popiseme v nésledujici casti.

Na obr. 2.1 si Ize prohlédnout ,tazeni* vstupni plochy pomoci fidici kiivky, resp.
nalezeni tidicich bodu vysledného NURBS objemu vzniklého ,tazenim* této plochy.
Jednd se o nejjednodussi moznou metodu pro konstrukci NURBS objemu, kde vstup-
ni data jsou pocdateéni plocha a jedna fidici kiivka a kde neméme zvoleny zadné
optimalizacni podminky.

Obrazek 2.1: , Tazena“ plocha s jednou tidici kiivkou, které je ukotvena v fidicim
bodé dané plochy.

2.2.2 Vlivova funkce

Pro dvé a vice tidicich kfivek si zavedeme tzv. vlivové funkce, které koriguji pohyb
a vytvareni objemu podél ,tazeni.

Definice 13. Definujme pro kaZdou ridici krivku c, funkci
a,(r,8) 1 (0,12 = [0,1]

takovou, Ze viha o (r,s) ovliviiuje chovdni Tidici krivky c., resp. jeji trajektorii. Pro
tyto vahy plati rovnost
p
Z a,(r,s) = 1.
y=1
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Obrazek 2.2: NURBS objem vznikly vytazenim vstupni NURBS plochy (kruhu) po-
moci dvou tidicich kiivek.

Definice 14. Kazdému bodu objemu Q(r,s,t) pritadime vdhovy primeér €(r,s,t),
pro ktery plati

¢(r,s,t) = Z a (7, 5)c,(t).

Hodnoty vlivovych funkci jsou zavislé na poctu tidicich kiivek:
e Pro jednu tidici kiivku volime a4 (r, s) = 1.

e Pro dvé fidici kiivky c¢1, ¢y zvolime kotevni body Q(r1, s1,tkonst),
Q(rg, $2, tkonst) na plose Q(r, s, tronst). Na obr. 2.2 vlevo jsou tyto body
znézornény cervené. Vahy aq(r,s) a as(r,s) jsou vypocitany pomoci orto-
gonalni projekce bodu plochy Q(7, s, tgonst) do tseku tvoreného Q(ry, s1, tronst)
a Q(72, S2, tronst ), ktery je na obr. 2.2 vlevo zndzornén oranzoveé. Vahovy prameér
¢(r, s,t) je roven

a1(r, s)ci(t) + aa(r, s)ca(t).

e Pro tfi a vice tidicich kiivek se pouzivaji hodnoty barycentrickych soutradnic.
Postup a vysvétleni nalezneme v [1] a [24].

Na obr. 2.2 vidime ukazku NURBS objemu zkonstruovaného ,tazenim* vstup-
ni plochy pomoci dvou tidicich kiivek. Vsimnéme si, ze pocatecni a koncova plo-
cha se tvarem neshoduje. Duvodem je zména vzdalenosti fidicich krivek béhem
ytazeni*. Abychom zamezili tomuto nechténému jevu, stanovime si v nasledujici ¢asti
podminky, které nam tento problém nejen odstrani, ale daji ndm moznost ovlivnit
tvar podle nasi potieby.
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2.3 Rizeni tvaru ,tazené“ plochy a optimalizaéni
podminky

2.3.1 Ortogonalni podminka a minimalizace rotace

Na obr. 2.1 vidime, jak jednotlivé plochy maji stejny smér normalového vektoru
i presto, ze Tidici kiivka ma zcela obecny tvar. To ndm muze zapriCinit zuzeni
v nékterych mistech vysledného objemu, coz nam v praxi muze ¢init nemalé problémy
(napt. potrubi, tunely apod.).

Chceme tedy, aby ,,tazend* plocha byla v prubéhu ,tazeni“ kolmé na fidici kiivku.
Toho docilime tak, ze budeme pozadovat shodny smér normalového vektoru plochy
a tecného vektoru ridici krivky.

Obrazek 2.3: ,Tazend“ plocha s jednou fidici kiivkou s vyuzitim vztahu (2.2) a (2.3).

V pripadé vice tidicich kiivek pozadujeme kolmost plochy na vektor vznikly
slozenim (se¢tenim) teénych vektoru fidicich kiivek v zavislosti na vahach a.(r, s).
K tomu vyuzijeme vahového prumeéru &(r, s,t) (viz Definice 14) a jeho parcialni deri-
vaci 04¢(r, s,t) vyjadiujici smér hledané piimky reprezentujici slozené te¢né vektory
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tidicich kiivek. Dostaneme tak funkeci

/// (r,s,t) —c(r,s,1)) - %)erdsdt, (2.2)

jejiz minimalizaci zajistime maximalni moznou ortogonalitu fidicich kfivek na ,taze-
nou“ plochu.

Pokud je zadéna jedna fidici kiivka, vysledkem minimalizace (2.2) budou tidici
body popisujici rovinu Q(r, s, t'), jejiz normalovy vektor je shodny s tecnym vektorem
fidici krivky v bodé vzniklém jako prunik této roviny s ridici kiivkou.

Druhou podminku, kterou si definujeme, je minimalizace rotace ,tazené“ plo-
chy okolo tecen tidicich ktivek. Tato podminka je zalozena na tom, ze draha bodu
Q(Tkonst Skonst, t) protind jednotlivé | tazené“ plochy ortogonédlné, diky ¢emuz se ro-
tace v prubéhu tazeni redukuje. Pozadujeme tedy, aby normalovy vektor ,tazené*
plochy byl co nejvice shodny s vektorem 0,c(r, s, t).

Dostavame tak podminku ve tvaru

- [ ] ]

Podrobny rozbor této podminky nalezneme v [26]. Na obr. 2.3 muzeme vidét
rozdil v konstrukei fidicich bodu oproti konstrukei na obr. 2.1.

8tc(
o s, 0l

0:Q(r, s,1) Dl H drdsdt. (2.3)

Obrazek 2.4: Znazornéni zvolenych bodu na plose Q(7, s, tronst) — Q71,51 tronst ),
Q(72, S2, tkonst) Cervené a Q(73, 53, tronst) Cerné. Vlevo: Konstrukce pro pomér mezi
sitkou a vyskou. Vpravo: Konstrukce pro pomeér tii kolinearnich bodu.

2.3.2 Moznosti rizeni tvaru ,,tazené“ plochy

V prubéhu ,tazeni“ podél fidicich kiivek chceme zachovat tvar dané plochy. To jde
ale pouze v pripadé, pokud se vzdalenost téchto kiivek v prubéhu ,tazeni“ neméni.
Pokud ano, tak naopak vyzadujeme urcitou zmeénu tvaru, napt. celkové zmenseni
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Obrazek 2.5: Rozmisténi bodu popsanych v ¢ésti Regulace vysky — Kotevni body
fidicich kfivek Q(71, 51, tkonst), Q(F2, S2, tkonst) jsOu znazornény zelené. Cervené pak
volené body Q(71, 51, tkonst), Q(72, 52, tkonst). Prunik jejich spojnic ¢erné.

apod. Moznosti, jak mit nad tvarem plochy uré¢itou kontrolu, je nékolik. Ukazeme si
proto pouze néstin danych metod. Podrobnéjsi informace nalezneme v [1].

o Pomer mezi sitkou a vyskou:
VOHIHG tri bOdy Q(?la/s\htkonst)a Q(?Qa/s\%tkonst)a Q(?37/3\37tkonst) na ,,taiené“
plose tak, ze tvoii pravouhly trojuhelnik (odvésny znazornuji sitku a vysku)
znazornény na obr. 2.4 vlevo. Tyto body splnuji rovnost
(Q(?Q; §2, tkonst) - Q<7/’\17 :9\1; tkonst)) X N = p(Q(??n §37 tkonst) - Q(?la :9\17 tkonst))a

kde N je vektor normdly ,tazené“ plochy a p € R. Vysledna optimaliza¢ni
funkce bude mit tvar

1 o~ o~ o¢c(r1,51,
( ) f ” T27527 Q(T1,31,t)) M (24)
_P(Q(T37537t) Q(?17§1?t))||2dt7

kde normélovy vektor N je vyjadien jako jednotkovy teény vektor fidici kiivky
c(7, 51, 1), viz Definice 14.
e Pomér tri kolinedrnich bodu:

Uvaiujeme tri kolineérni bOdy Q(?b é\la tkonst)7 Q(?% /8\27 tkonst)a Q(?ﬁ}: /S\?n tkonst)
spliujici rovnost

Q<?37 §37 tkonst) = )\Q(?la :9\17 tkonst) + (1 - )\)Q<?27 §27 tkonst>7

viz obr. 2.4 vpravo, kde bod Q(73, S3, tkonst) lezi mezi body Q(71, 351, tronst ),
Q(72, S2, tkonst)- Optimalizacni vyraz zalozeny na konstrukei kolinearnich bodu
bude mit podobu

1
= / ||)\Q(?17/8\17t> + (1 - )‘)Q(?Qa/s\%t) - Q(?37§37t)||2dt (25)
0
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Obrazek 2.6: NURBS objem konstruovany pomoci podminky pro zachovani poméru
vysky a §itky.

e Regulace vysky:

Pro jednu tidici kiivku se pouziva zavislost hodnoty p a A z predchozich dvou
podminek pro zménu poméru vzdalenosti béhem ,tazeni“. Pro dveé ridici krivky
pouzijeme nasledujici postup.

Uvazujeme dva body Q(71, 51, tkonst), Q(T2, 82, tkonst) Vv ,tazené“ oblasti. Ne-
cht je jejich spojnice kolma na spojnici kotevnich bodu Q(71, 51, tronst),
Q(72, S, tgonst) (pruniky tidicich kiivek cq(t), co(t) a ,tazené* oblasti). Prunik
téchto spojnic bude

(1 - B)Q(fla gla tkonst) + BQ(fZa 527 tkonst)'

Na obr. 2.5 vidime konstrukei téchto bodu.

Necht v je pozadovand vzddlenost mezi body Q(7y,51,t) a Q(72,3s,t). Tato
vzdalenost ¥ muze byt kontrolovdna pomoci vztahu

VP = / (QFL 5,1 — Q1) - N(t) —v)2dt, (26)

kde N(¢) je normalovy vektor ,tazené“ plochy generované pomoci fidicich
kiivek Cl(t), Cg(t).

Velikost v lze volit konstantni nebo zavislou na vzdalenosti pruniku fidicich
kiivek s ,tazenou* plochou. Podrobnosti nalezneme v [1].

Na obr. 2.6 vidime pouziti podminky pro zachovani poméru vysky a sitky béhem
Htazeni®.

2.3.3 Regularita

Abychom se vyhnuli pfekryvani nékterych ¢asti NURBS objemu, pouzijeme
nasledujici funkci, kterd mé zabranit nadmérnému prodluzovani délky trajektorie
ytazené” plochy v dusledku pouziti predchozich podminek. Tato funkce ma tvar
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1 1 1
fal(P) = / / / 10.Q(r, 5, 1)|? dr ds dt, (2.7)
0O 0 O

jejiz minimalizaci ziskame podminku pro fidici body hledaného NURBS objemu.

Obréazek 2.7: NURBS objem — Vlevo nahore: Vstupni NURBS plocha s dvéma
fidicimi kfivkami; Vpravo nahote: Rezy NURBS objemu; Dole: Vysledny NURBS
objem.

2.3.4 Shrnuti — cilova funkce

Slozenim pfedchozich podminek ziskame cilovou funkeci

f(P) =wafa(P) +wofo(P) + wrm fru(P) + w® fO(P) + wr fr(P),

kde wa, wo, Wrar, Ws, Wr jsou nezaporné vahy a ¢ oznacuje pocet pouzitych podminek
z Casti 2.3.2 (tfeti z téchto podminek lze pouzit za predpokladu, ze pocet Fidicich
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kiivek bude aspon dvé). Pii vypoctu cilové funkce se z duvodu nérocnosti provadi
numericka integrace.

Minimalizaci cilové funkce ziskdme hledané tidici body. K vyfteseni této funkce
muzeme postupovat tak, ze nejprve zderivujeme cilovou funkci f(P) viuéi vSem
nezndmym. Ziskame tak systém linearnich rovnic obsahujici fidici body P; ;.
Resenfm tohoto linedrniho systému ziskdme hledané body Fidici sité daného objemu.

Na obr. 2.7 muzeme vidét takto feseny NURBS objem, kde vstupnimi daty jsou
pocatecni NURBS plocha a dveé tidici kiivky.
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Kapitola 3
Optimalizace ridici sité

V této kapitole se budeme vénovat konstrukei a optimalizaci tidici sité B-spline ob-
lasti a objem, které jsou popsany ve ¢lanku [3] a [18]. Nékteré poznatky z B-spline
objektu pak preneseme na konstrukei fidici sité NURBS objemu a oblasti. Duvodem
je korektni a kvalitni parametrizace dané oblasti (objemu). Chceme tak predejit
prekryvani nékterych casti B-spline plochy, resp. jednotlivych parametrickych kiivek
v urc¢itém parametru, viz obr. 3.1.

K dalsim nezddoucim jevim fadime také samopruniky jednotlivych parame-
trickych kiivek. Abychom mohli tyto problémy eliminovat, popf. minimalizovat,
musime Fidici sit vhodnym zpusobem optimalizovat. Piesnéji feceno pujde o nalezent
vhodnych umisténi danych tidicich bodu dané oblasti (objemu). Ve vétsiné piipadu
budeme chtit zachovat polohu hrani¢nich #idicich bodu (hraniénich kiivek), proto
se soustfedime na vnitini tidici body, které nam pomohou kontrolovat rozmisténi
parametrickych kiivek dané oblasti (objemu).

Hlavnim pozadavkem, ktery si popiSeme v nasledujici ¢4sti, na f{dici sit bude, ze
zobrazeni z parametrické oblasti do vypocetni oblasti bude injektivni. Stanovime
si dvé zakladni podminky, které nam tak zaruci injektivitu daného zobrazeni.
Abychom dosahli co mozna nejpresnéjsitho vysledku, budeme taktéz pozadovat, aby
vyslednd parametricks sit byla co nejvice uniformni a ortogondlni. Slozenim vsech
podminek dostaneme ve vysledku kvadratickou energetickou funkei, jejiz minimali-
zaci dosahneme optimalizace sité z hlediska injektivity, uniformity a ortogonality.

Nejprve budeme tento problém fesit pro B-spline oblasti a dale pak uplatnime
nékteré poznatky i u B-spline objemu.

3.1 Optimalizace 2D ridici sité

Nejprve si zadefinujeme dva druhy podminek pro zachovani injektivity paramet-
rizace. Ve druhé ¢asti pak uvedeme samotnou optimaliza¢ni metodu pro nalezeni
hledané B-spline oblasti.
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Obrazek 3.1: Tmaveé zeleny trojuhelnik znazornuje prekryti B-spline plochy.

3.1.1 Postacujici podminka pro injektivni B-spline para-
metrizaci

Méjme kompaktni parametrickou oblast P C R"™ a necht parametrizace q zobrazuje
z P do vypocetni oblasti 2 C R", resp. pro kazdy bod B-spline plochy x = q(r, s) € Q
je (r,s) € P.

Definice 15. Hranicni krivky pro parametrizaci q(r,s) z P = {(z,y) :a <z <b
Ne <y <d} do Q) CR? definujeme jako q(a,s), q(b, s), q(r,c) a q(r,d), r € [a,b],
s € [c,d].

Reguldrni hraniéni krivky nazveme takové hraniéni kiivky q(a, s), q(b, s), q(r, ¢),
q(r,d), které se navzdjem neprotinaji, kromé pocateénich a koncovych bodu (napo-
jeni jednotlivych hrani¢nich kiivek) a nemaji body samopruniku.

Tvrzeni 16. Méjme C spojitou parametrizaci q : P — Q. Jestlize je q injektiond
na hranici OP oblasti P a Jacobiho determinant Jq parametrizace q je nenulovy na
P, pak je q injektioni na celém P.

Toto tvrzeni pouzijeme ke stanoveni hledaného testu injektivity B-spline para-
metrizace pomoci Jacobiho determinantu, viz Tvrzeni 17.

Tvrzeni 17. Mé&jme C* spojitou parametrizaciq 2P = {(z,y) :a <x <bAc<y<
d} do Q C R?, kterd definuje requldrni hranice. Jestlize je jeji Jacobiho determinant
na P nenulovy, potom je dand parametrizace injektivni.

Predchozi Tvrzeni 17 si detailné rozepiseme a na zakladé toho zavedeme podmin-
ku pro zachovani injektivity, kterd je zalozena na vypoctu Jacobiho determinantu
dané parametrizace.

Nelinearni postacujici podminka zalozena na vypoctu Jacobiho determi-
nantu

Méjme parametrizaci

q:(r,s) € P=la,b] x|[c,d] = q(r,s) = ZZPlef(T)Nf(s),

i=0 j=0
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kde P, ; jsou fidici body, f a g jsou stupné B-spline bazovych funkei Nif(r) a N/ (s).
Nyni vypocitdme jednotlivé parcidlni derivace parametrizace 0,.q(r, s), 0sq(r, s),

-1 m
arCI(T,S) = Zw,]A Nf 1( )N] (S>7
i=0 j=0
I m-—1
dsq(r,s) = Wi AN (r) NI (s),
i=0 j=0
kde w};, w?; jsou kladné faktory a Aj; = (A}Jx,Al’y) = Py — Py, A7 =
(A7 A7) =Py — Py
Vysledny Jacobiho determinant bude tedy ve tvaru
4 45
J(q(r, s T
(e =| & 5 o
-1 m | m-—1 A’x A’x
— ‘f*1 9 f g—1 1 '2/'/ ©,J /3
z’:OjZ::OiEOj’:O Nz (T)N] (S)N ( )N ( )wz,]wz J Azll,’z,;l A?/,zl (31)

21-12m—1

> Z GigNi =M ()N~ (s).

7 této rovnosti a vlastnosti konvexniho obalu B-spline oblasti dostavame néasledu-
jici vétu, kterda nam dava nelinearni postacujici podminku pro parametrizaci bez
samopruniku. Tento poznatek vyuzijeme ve vysledné optimalizacni metodé pii kon-
strukci a omezeni vnitinich fidicich bodu dané B-spline oblasti.

Véta 18. Jestlize je G;; > 0, pak i J(q(r,s)) > 0 a tudiz nemd parametrizace q(r, s)
zZadné samopruniky.

Poznamenejme, ze tato véta nam neudéava, kdy je Jacobiho determinant nenulovy
a tudiz mame zarucenu injektivitu, ale kdy je pouze kladny. Je to v dusledku toho, ze
v rovnosti (3.1) je éast N/~ I(T‘)N]-Qg ~!(s) kladn4, proto je formulace piedchozi véty
zalozena na kladnosti Jacobiho determinantu. Obecné je tedy podminka G;; > 0
slabsi nez podminka J(q(r, s)) > 0.

Linearni postacujici podminka zalozena na injektivité kuzelt

Druhou moznosti ovéreni injektivity B-spline parametrizace je podminka vyuzivajici
injektivity kuzelt.

1
Definice 19. Necht K,(P) je konvexni kuZel v R? tvoreny poloprimkami Hiﬁ
2
Analogicky definujeme kuzel K5(P) tvoren poloprimkami HA—Q’H
1 1
Oznacenim Ky -R rozumime kuZel, ktery je tvoreny poloprimkamsi ”il i Hi—lj\l
V)

Kuzel K5 - R definujeme analogicky.

Definice 20. Rekneme, Ze kuzele Ky a Ko jsou transverzélni, jestlize K1 -R a Ky-R
magi prunik pouze v bodé {0}.
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Obrazek 3.2: Test injektivity parametrizace pomoci injektivnich kuzelt: B-spline ob-
lasti s ptislusnymi kuzeli — Vlevo: Netransverzalni; Vpravo: Transverzalni.

Na obr. 3.2 muzeme vidét rozdil mezi transverzalnimi a netransverzalnimi kuzeli.

Tvrzeni 21. Necht q : P = [a,b] X [c,d] — Q C R? je C* spojitd B-spline para-
metrizace dand ridicimi body P. Jestlize se hranicni krivky neprotinaji (kromé mist
vzdjemného napojeni) a nemaji Zidné samopruniky a kuzele K1 - R a Ky - R jsou
transverzdlni, pak je parametrizace q injektioni na P.

1

Definice 22. Necht je KY(P) hranicni kuZel generovany vektory A;O a A;,,, pro

i=0,...,l — 1. Analogicky definujeme hranicni kuzel KI(P).

Nyni muzeme pouzit vSechny predchazejici poznatky k tomu, abychom byli schop-
ni zajistit, ze parametrizace dané B-spline oblasti bude injektivni. K tomu pouzijeme
Tvrzeni 21, kde injektivity dosdhneme pomoci transverzalnich kuzelt, resp. vhodnou
volbou fidicich bodu dané parametrizace.

Predpokladem je, ze mame zadany ¢tyti hraniéni B-spline kiivky, jejichz tidici
polygony jsou tvoteny fidicimi body P;g, Pi,, Po; a P;j, kde i = 0,...,1, j =
0, ..., m. Témto hrani¢nim kivkam odpovidaji hraniéni kuzele K?(P)-R a K3(P)-R,
které jsou transverzalni, viz obr. 3.3.

K obéma témto kuzelim nalezneme hranice

Fyf (K7 (P)) < 0, Fy (KY(P)) <0

pro kuzel KY(P), kde F;" a I} jsou linedrn{ rovnice hranice K?(P) - R. Analogicky
najdeme

Fy (K3(P)) < 0, Fy (K3(P)) <0
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Obréazek 3.3: Hraniéni kiivky a jim odpovidajici hrani¢ni kuzele.

pro kuzel KJ(P), kde Fy" a Fy jsou pak linedrni rovnice hranice K3(P) - R.

Tyto hranice nyni vyuzijeme ke konstrukci vnitinich fidicich bodu. Necht jsou
kuzele K9(P), KJ(P) sestrojené z vnitinich fidicich bodii dané plochy. Abychom
docilili injektivity parametrizace, volime vnitini Fidici body tak, aby jejich od-
povidajici kuzele K{(P) - R, KI(P) - R byly uvniti kuzelui K(P)-R a KJ(P) - R,
resp. hranice téchto hrani¢nich kuzelt musi byt soucasné hranice kuzelu odpovidajici
vnitinich fidicim bodum. Ziskame tak linedrni podminku pro injektivitu parametri-
zace ve tvaru:

(3.2)

~+
A~ N

o

+

“H

<

|

<
S— N
VAN VAR VAN VAN
cooo

Fy (Pijo1 = Pij) + FF (Pyj0 — Piy)
Tu pouzijeme v optimalizac¢ni metodé pro volbu tidicich bodu, kterou popiSseme
na konci této sekce.

3.1.2 Optimaliza¢cni metoda

V této sekci se budeme vénovat hledani vnitinich fidicich bodu a zadefinujeme si
podminky pro ortogonaln{ a uniformni parametrickou sit.

Pocatecni konstrukce vnitinich fidicich bodi

Jiz v [2] jsme se okrajové vénovali volbé vnitinich fidicich bodu. Na vstupu jsme méli
zadany ctyti okrajové kiivky, jejichz prislusné ridici polygony byly tvoreny fidicimi
body Py, Pij, Pip a Py, kde i = 0,...,1, 7 = 0,...,m. Vnitini fidici body jsme
pak urcili jako ekvidistantni rozdéleni usecek Py ;P; ; a P; oP;,,. Obé rozdéleni jsme
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sloucili zprumérovanim a dostali jsme vztah

(L= DPo  (OPy + (1= H)Pio+ ()P,
1,7 - 2 .

P (3.3)

Druhou moznosti je zkonstruovat vnitini fidici sit diskrétni Coonsovou meto-
dou popsanou v [14] a [15]. Tato konstrukce je zalozena na konstrukei bilinedrniho
Coonsova platu ve tvaru

P(r,s) = Ri(r,s) + Ry(r,s) — T(r,s),

kde R; a Ry jsou prechodové plochy urcené protéjsimi okrajovymi kiivkami, coz
je v podstaté vyjadfeni v citateli (3.3). T(r,s) je hyperbolicky paraboloid urceny
rohovymi body Py, P, Pio a Pj,,. To si lze predstavit jako

[1 . E E] PO,O PO,m 1 - #
I ' Pio Pim o ’

¢imz ziskdme findlni podobu diskrétni Coonsovy metody na generovani vnitinich
fidicich bodu ve tvaru

Pij= (1= P+ ()Pr;+ (1= L)Pig + (L)Pi
1

- Poo Pom - (3.4)
: P Pim o '

~l

Coonsova metoda je zalozena na znalosti fidicich bodu hrani¢nich kiivek. Jelikoz
nekladame zadné specidlni pozadavky na fidici body P, Pij, Pio, Pi, neni vy-
loucené, ze vznikla pocatecéni konstrukce fidicich bodu nebude nejen optimalni, ale
muze dojit i k samoprunikum jednotlivych parametrickych kiivek dané oblasti.

Podminky pro uniformni a ortogonalni sit

Podminka pro to, aby vysledné sit parametrickych kiivek B-spline oblasti byla
co nejvice ortogondlni, bude vychazet z predpokladu, Zze chceme aby paramet-
rické kiivky (7, Skonst) & q(Tkonst; S) byly navzajem kolmé. To bude splnéno, po-
kud 0,q(r, s) - 9sq(r,s) = 0. Abychom se vyhnuli problémum pii vypoctu integralu
soucinu parcialnich derivaci, pouzijeme tpravu

|0ra(r, s) - 0sq(r, s)| < [|0-q(r, s)[| - [|9:q(r; s)| <

Ara(r,s)||2+]|0sq(r,s)||2 (35)
llora(rs)ll J2r|| a(rs)|l < H&CI(T’,S)HQ + Hﬁsq(r, 8)H27
kterd je odvozena z rovnosti v [16].
Dostaneme tak optimalizacni funkci pro ortogonalitu ve tvaru
min // lora(r, s)||? + [|0sq(r, s)||* dr ds. (3.6)
P

Druhou podminkou je uniformita, kterda ndm zarucuje konstantni rozestupy
mezi jednotlivymi parametrickymi kfivkami. Tuto podminku je mozné odvodit
z 1. zdkladni formy plochy popsané v [5], podrobnéjsi vysvétleni nalezneme v [17].
Nasledujici rovnice popisuje podminku uniformity

34



Algorithm 1: Optimalizace tidici site.

vstup : Ctyii hrani¢ni B-spline kiivky
vystup: B-spline oblast ohrani¢end ¢tyrmi vstupnimi kiivkami.
begin

2: Sestaveni podminky z hrani¢nich kiivek:
Fif (KY(P)) < 0, Ff (K}(P)) <0,

Ff (K(P)) < 0, Fy (KY(P)) < 0;

3: Reseni optimalizaéniho problému slozeného z funkce

mlnff (10-a(r, s)|I* + [|9sa(r, s)||?)

a zvolené podminky injektivity:
a: Sekvenéni kvadratickou metodou:

Gl’J > 0.
b: Kvadratickou metodou:
Fy (Piy1j; — Pij) 4+ Fy (P — Pij) <0,
Fy(Pi; —Pij)+ Ff(Png -P;;) <0,
Fy (Pij1 — Pij) + FT (Piju — Pij) <0,
Fy (Piji1 —Pij) + F'(Pij1 — Pij) <0;

| return B-spline oblast s parametrizaci q(r, ).

+(||0-0-q(r, s)H2 + 1|0:05q(r, 8)||* + 2||0:0,q(r, s)||) dr ds

1: Konstrukce vnitinich fidicich bodi P Coonsovou konstrukei, viz (3.4);

min/ (10:0vq(r, )2 + |9:05a(r )2 + 2] 0:Dsat(r, 5)]) dr ds.

Vyslednou optimalizaéni funkci ziskame spojeni obou podminek (3.6) a

min [ a(10,a(r, ) + 10.a(r. )|

+(10:0ra(r, S)H2 +110:0:q(r, 5)[I* + 2[|0:0,q(r, s)||) dr ds,

kde « je kladna konstanta.

Vysledny optimalizaéni algoritmus

(3.7)
(3.7):

(3.8)

Vysledny Algoritmus 1 ma diky dvéma podminkam injektivity dvé mozné podoby.
Pti zvoleni nelinearni podminky injektivity dostavame oproti podmince druhé znac-
nou vyhodu predevsim v tom, ze vstupni hraniéni kuzele nemusi byt transverzalni, a
presto lze ziskat injektivni parametrizaci vysledné B-spline oblasti. Druhou moznost

35



ZS&N\R_J///ﬂ

o \ll — )

| —
23 l"» \\“‘_—/’//

2of |

/
% N
IR

Obrazek 3.4: B-spline oblast v zavislosti na vnitinich fidicich bodech — Nahote:
Pocatecni Coonsova konstrukce; Uprostied: Metoda zalozend na vypoctu Jacobidnu;
Dole: Metoda transverzalnich kuzelu.
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pouzijeme v piipadé, ze hrani¢ni kuzele budou transverzalni. Jeji vyhodou je line-
arita podminek (3.2), diky cemuz je vypocet jednodussi a rychlejsi nez u predchozi
moznosti.

Obé metody muzeme porovnat na obr. 3.4, kde nahofe méme zkonstruovanu
B-spline oblast bez pouziti optimalizace, uprostied je pouzita metoda zalozena
na vypoctu Jacobiho determinantu a dole je prezentovana metoda transverzalnich
kuzelu.

3.2 Optimalizace 3D ridici sité

V této casti se budeme vénovat optimalizaci tidici sité B-spline objemu. K tomu
vyuzijeme vétsinu poznatku z predchozi sekce, kde jsme stanovili podminky pro na-
lezeni vysledné parametrizace. Popiseme optimaliza¢ni metodu, ktera nalezne vnitini
fidici body B-spline oblasti tak, aby byly splnény nami dané podminky — injektivni
parametrizace, co nejvice ortogonalni a uniformni sit. Kompletni rozbor této opti-
malizace je popsan v [18].

3.2.1 Postacujici podminka pro injektivni B-spline parame-
trizaci

Definice 23. Méjme parametrizaci q(r, s,t) zobrazujici z P = [a, b] X [c,d] X [e, f] do
Q) C R®. Pak hranicni oblasti definujeme jako q(a,s,t), q(b,s,t), q(r,c,t), q(r,d,t),
q<r78’ e) a q(r737f)7 r 6 [a7b]7 S E [C’ d]? t E [67 f:l'

Reguldrni hraniéni oblasti jsou analogii k reguldrnim hraniénim kiivkach
z predchozi ¢éasti. Jsou to takové oblasti q(a,s,t), q(b,s,t), q(r,ct), q(r,d,t),
q(r,s,e), q(r, s, f), které nemaji zadné body samopruniku a navzajem se neprotinaji.
Vyjimkou jsou hrani¢ni kiivky téchto oblasti, které propojuji jednotlivé sousedni ob-
lasti.

Jelikoz je myslenkovy postup shodny s postupem z predchozi sekce, ptistoupime
rovnou k Tvrzeni 24, které nam umoznuje posoudit, kdy je dand parametrizace in-
jektivni. Dale si ukdzeme dvé mozné podminky pro posouzeni injektivity zvolené
parametrizace.

Tvrzeni 24. Méjme C spojitou parametrizaci q : P — Q, kterd definuje requldrni
hraniéni oblasti. Jestlize je Jacobiho determinant parametrizace q nenulovy, pak je
tato parametrizace injektivni.

Nelinearni postacujici podminka

Tato postacujici podminka je zalozena na vypoctu Jacobiho determinantu dané pa-
rametrizace. Postupujeme analogicky jako u piipadu parametrizace B-spline oblasti.
Meéjme
q:(rst)EP [a,b] x [e,d] x [e, f] =
q(r, s,t) = Z > Z P u N/ (r)NJ (s)NE(1),

i=0 j=0 k=
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kde P; ;1 jsou fidici body a f, g, h stupné B-spline bazovych funkei Nif(r), N (s),

Nt).
k
Jednotlivé parcialni derivace parametrizace q jsou

-1 m n
1
T‘,S,t = Zzw,]k zgka ( )Nf(S)Nl?(t>7
=0 7=0 k
Il m—1 n
-1
asq(T,S,t):Z zych ]ka( )Njg (S)Nl?(t)a
i=0 j=0 k=0
l m n—1
atq(Tv S, t) = Z w?,j,kA?,j,szf(T)N;‘](S)ngil<t>7
i=0 j=0 k=0
kde wj 4, W7y Wi jsou kladné faktory a pro Af; ., A7, A?S, plati

1 lx 1,z
A (Az gk Az gk Az s k) Pi+17j7k - Pi,jﬁ’

’.7’

(AQm A2y

2,z
Az gk T 0,5,k —i,5,k> Az Js k) Pi,j‘f’Lk - Pi»]}k’

3 3,z 3,z
Az]k (AZ]]C?A’L]k"AZ]k) Pi7j7k+1 o Pi».ﬁk'

Zminéné parcialni derivace pouzijeme pro vypocet Jacobiho determinantu
J(q(r, s,t)), jehoz vypoctem ovéiime injektivitu. Pokud bude J(q(r,s,t)) > 0 pak
nebude mit parametrizace q(r, s,t) zadné samopruniky. K vypoctu Jacobiho deter-
minantu pouzijeme nésledujici upravu

a q5 qf
Ja(r,s,t)=| ¢ ¢ ¢
) ; gi a a4 ; .
—ZN (r)NJ(s) N ()N ()N (s) N () N, (1) N (s) N (8)
A'Lljxk A?,’fk Af]wk (3.9)

w},j,kw,?/’jl7klw,§)/l,jl/’k// %i/77%/7k/ A /77‘y7/ k/ A 7y/ k;/
2 2 z
Aill,j//7k// A // l/ k// A // // k//
3l—13m—13n—1 371 391 Sh1
_ . - 9- -
=2 2 2 Gy ()N ()N (),
i=0 j=0 k=0
Lo . - g g ;L
kde Ljei=0,..,1—1,7=0,...m, k=0,..,n,¢=0,...0,77=0,..m—1,k=0,..,n
. -1/ /!
=0,.,0,7"=0,..,m kK'=0,..,n—1.
Rozepsanim Jacobiho determinantu s pomoci Tvrzeni 24 ziskdme podminku pro

injektivni parametrizaci v podobé nasledujici véty, kterou pouzijeme pro konstrukei
vnitinich fidicich bodu ve vysledném optimalizaénim algoritmu.

Véta 25. Jestlize je G, j, > 0, pak i J(q(r,s,t)) > 0, z toho vyplyvd, Ze parametri-
zace q(r, s,t) nemd Zddné samopriniky.
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Linearni postacujici podminka

Druha podminka, kterou si popiSeme, je zalozend na transverzalnosti kuzelu, resp.
kotransverzalnosti kuzeli. Principidlné funguje stejné jako u B-spline oblasti. Kon-
strukeci kuzelu prislusnych jednotlivym vektorum sestavenym z fidicich bodu zjistime,
zda-li se jedna o injektivni parametrizaci. Dale pak ndami popsanym algoritmem u-
pravime Tidici body tak, aby vysledna parametrizace byla injektivni.

; . A L, ., Al
Definice 26. Necht K,(P) je konverni kuzel v R® tvoreny poloprimkami HAZIMH
1,7,k
3
Analogicky pak definujeme kuzele Ky(P), K3(P) tvorené Hi; k\l’ Hig ’“”
1,7,k i,5,k
Oznacenim Ki-R (Ky-R a K3 - R) rozumime kuzel, ktery je tvoreny primkamsi
Al
prochdzejicimi pocdtkem se sméroviymi vektory ( ;J k).
Tar T (TaF] @ Tab]

Vime, ze dva kuzele K7, K, jsou transverzalni, jestlize K -R a Ks-R maji prunik
pouze v bodé {0}. Pro tii kuzele definujeme pojem kotransverzilnost v nésledujici
definici.

Definice 27. Ky, K,, K3 jsou kotransverzalni, jestliZe plati nasledujici dvé
podminky:

e konvexni obaly kuZelu Ky, Ko, K3 maji prunik pouze v bodé {0},
e konvexni obaly kazdé dvojice kuzelu a kuZelu zbyjvajictho musi byt transverzdlni.

Definice 28. Méjme Sest hranicnich oblasti, které ohranicuji dany B-spline objem.
Ridict body téchto hranicnich oblasti jsou Pojk, Pk, Piok, Pimk, Pijo aP;
Definujme hranicni kuzel KY(P) generovany vektory Al 0 @ A”n
kuzele K3(P) a K3J(P) generované vektory AG ;,, A7, a Ay, A}

7]”

Analogicky pak

i,m,k*

Lemma 29. Jestlize jsou konvexni kuZele KV, K3 a K2, které neobsahuji nulovy vek-
tor, kotransverzdlni, pak md determinant |vy, vy, v3| konstantni hodnotu pro vsechny
v, € KY, VQEKS aV3€K§.

Dikaz Lemmatu 29 nalezneme v [25].

Nyni pristoupime k samotné konstrukci vnitinich fidicich bodi. Méjme Sest
hranic¢nich oblasti, které ohranic¢uji dany objem B-spline objem. Z téchto hrani¢nich
oblast{ vytvoiime hraniéni kuzele K7, K9 a K9 podle Definice 28. Nezbytnou
podminkou pro nasledujici konstrukci je ovéreni, ze hranicni kuzele KV, K3 a KY
jsou kotransverzalni. K tomu pouzijeme predchozi Lemma 29. Stejné jako v predchozi
¢asti i zde stanovime hranice téchto kuzeltu. V tomto pripadé ptjde o hraniéni roviny
Ry, Ry, Ry a R;.

Myslenka konstrukce téchto rovin je takova, ze nejprve sestrojime hraniéni rovinu
Ry, pro niz plati, ze pro kazdy vektor w z hrani¢nfho kuzelu K7, K nebo K plati
Ro(W) > 0.

Hrani¢ni rovinu R, konstruujeme tak, Ze pro kazdy vektor w z K3 U KJ plati
Ri(w) > 0 a zdroveii pro kazdy vektor v z K? plati R;(v) < 0. Analogicky pro
roviny Ro, Rj:

e Ry: Vw € KY U KY plati Ry(w) > 0 a Vv € KJ plati Ry(v) < 0,
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e R;: Vw € KYU K) plati Rz(w) > 0 a Vv € KJ plati R3(v) < 0.

Nyni prichdzi na fadu nalezeni vnitinich fidicich bodu. Jelikoz mame sestrojeny
hrani¢ni roviny, muzeme stanovit podminky pro jejich volbu. Pro vnitini #idici body
P; ;. daného B-spline objemu musi platit nasledujici rovnosti:

Ro(A;) > 0,Ri(A};,) <0,Ry(A]; 1) > 0,R3(A];,) >0,
RO(AZZ,j,k) > O, Rl(AzZ,j,k) > 07R2<Az2,j,k> < 0, R3(A?,j,k) > 0, (310)
RO(A?,j,k) >0, Rl(A?,j,k> > 07R2<A?,j,k) >0, R3<A?,j,k) <0,

kde Ail’j’k; =Pivijx — Pijr Aij,k =Pijrip—Pijka A?,j,k =Pijkr1—Pijr

Vyse zminéné rovnice (3.10) ndm stanovuji podminku pro injektivni parame-
trizaci, kterou pouzijeme ve vysledné optimaliza¢ni metodé pro hledani vnitinich
fidicich bodu. Podotknéme, ze predchozi dvé podminky nam zarucuji pouze lokalni
injektivitu a pro globalni injektivni parametrizaci je nutné, aby byla splnéna regula-
rita vSech Sesti hrani¢nich oblasti daného B-spline objemu.

3.2.2 Optimalizacni metoda

V této casti se zaméiime na hledani pocatecnich vnitinich fidicich bodu diskrétni
Coonsovou metodou, dale také na podminky ortogonality a uniformity parametrické
sité. Na konci pak zminime vysledny optimalizaéni algoritmus, ktery budeme pre-
zentovat na grafickém vystupu.

Pocéatecéni konstrukce vnitinich ridicich bodu

K sestrojeni vnitinich tidicich bodu pouzijeme zobecnénou diskrétni Coonsovu me-
todu pro 3D objekty. Vychdzime z diskrétni Coonsovy metody popsané v [14], jejiz
tvar se sklada ze dvou prechodovych ploch a hyperbolického paraboloidu. Pro 3D
objekty pouzijeme Coonsovu metodu z [18,; 3].

Necht jsou zaddny hraniéni oblasti s fidicimi body Pojk, Prik, Piok, Pimpks
P; o, Pijn, pak vnitini fidici body zkonstruujeme nasledujicim zptisobem:

Pijw=1—=HPojk+ (OPujx+ (1= L)Piosk + (L)Pimp + (1 = E)Pyjo + (£)Pyn
_[1 i Z] P0,0,k PO,m,k 1 _ % _ [1 i L] Pi,O,O Pi,O,n 1— %
! ! Pl,O,k Pl,m,k m m Pi,m,O Pi,m,n %

J
m

s a B Bl (1]
mon | Pojn Prgn ]

(3.11)
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kde prvni fadek obsahuje prechodové plochy, resp. oblasti a druhy az ¢tvrty radek
systém hyperbolickych paraboloidi. Podotknéme, ze tato konstrukce muze vést k sa-
moprunikiim parametrickych kiivek, které budou v cilové optimaliza¢ni metodé od-
stranény.

Obrézek 3.5: Vlevo nahore: Vstupni{ i{dici sif; Vpravo nahore: Cést objemu, jehoz
fidici body nejsou optimalizovany; Vlevo dole: Konstrukce pomoci metody zalozené
na vypoctu Jacobidanu; Vpravo dole: Konstrukce pomoci metody kotransverzalnich
kuzelu.

Ortogonalita a uniformita

Nejprve si stanovime podminku pro ortogonalitu vysledné sité daného B-spline ob-
jektu. Abychom docilili toho, ze vysledna sit bude co nejvice ortogonalni, budeme
pozadovat, aby jednotlivé parametrické kiivky q(7, Skonst, tkonst)s A(Tkonsts S, tronst)s
A(Tkonst, Skonsts t) byly na sebe kolmé. Parametrické kiivky jsou na sebe navzajem
kolmé praveé tehdy, kdyz jsou na sebe kolmé jejich tecné vektory. Dostaneme tak
rovnosti

orq(r, s,t) - 0sq(r, s, t) =0, 0.q(r,s,t) - 0q(r,s,t) =0, 9sq(r,s,t) - dq(r,s,t) = 0.
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Algorithm 2: Optimalizace tidici site.

vstup : Sest hrani¢nich B-spline oblasti

vystup: B-spline objem ohranic¢eny Sesti vstupnimi oblastmi.

begin

1: Konstrukce vnitinich tidicich bodu P zobecnénou Coonsovou
konstrukei, viz (3.11);

2: Sestaveni podminky (3.10) z hrani¢nich kfivek;

3: Resen{ optimalizaéniho problému slozeného z funkce

min [[[ |0:q(r, s, t)[|* + [|0sa(r, s, )| + |0:a(r, s, 1) |*

P
+a(]|0,0,q(r, s,t)||> + |0:0sa(r, 5, t)||* + || 0:0eq(r, s, )]|?
+2|0,05q(r, s, t)|| + 2[|0,0:q(r, s, t)|| + 2]|0:0eq(r, s, 1)) dr ds dt,

a jedné z podminek injektivity:
a: Sekvencni kvadratickou metodou:

Gi,j,k > 0.

b: Kvadratickou metodou:

R()(Al ) > O,Rl(Al ) < O,RQ(Al ) > O,Rg(Al

Ro(A2 ) > 0 Ry(AZ) > 0, Ry(AZ) < 0, Ry(AL
0 1,7,k y +L] 1,7,k ) HL2 1,9,k ) 43

05k
RU(A?,j,k> > 07R1(A?,j,k) >0, RQ(Ai]’,k) > 0,R3(A?

i’j’k

) >0,
) >0,
) <0;

return B-spline objem s parametrizaci q(r, s, ).

Pro konstrukei vysledné podminky pouzijeme nerovnost (3.5) ve tvaru
0,:a(r, 5) - dsa(r, s)| < [|8-a(r, s)|1* + [|9sa(r, s)|* (3.12)

a aplikujeme na ptredchozi rovnosti:

Iarq(ra S, t) : 05q(7“, S, t)| + |arq(ra S, t) : atq(ra S, t)| + |85CI(’I“, S, t) : 8tQ(’l“, S, t)|

< 18:a(r s, OI° + 10a(r s, O 19-a(r, 5, DI + 10a(r, s, I
- 2 2
19:a(r, s, t)[1* + [[9ea(r, s, 1)
+ )
2
ziskdme tak optimalizacni funkci pro ortogonalni sit ve tvaru

/ / 10,a(r, s, )12 + 10salr, s, )2 + |Ga(r, s, 8) 2 drdsdt.  (3.13)
P

Pro podminku uniformni sité pouzijeme jiz zndmy vztah (3.7), ktery rozsitime
pro 3D sit do vysledného tvaru

JJJ10:0:a(r, s, )[I* + [0:0sa(r, s, )| + [|0:0a(r, s, ) ||

» (3.14)
+2||0,05q(r, s, t)|| + 2||0,0a(r, s, ) || + 2]|0:0pa(r, s, 1)) dr ds dt.

42



Slozenim a minimalizovanim obou podminek (3.13), (3.14) ziskdme optimalizaéni
funkci

min [[ [ [|0ra(r, s, O)I* + [10:a(r, s, )[1* + | dra(r, s, £)]*
P

+a(]|0,0.q(r, 5,812 + [|10:0,q(r, 5, 8|12 + || 8:0eq(r, 5,1)|2 (3.15)
+2[/0,05q(r, s, t)|| + 2||0,-0eq(r, s,t)|| + 2[|0s0:q(r, s, t)||) dr ds dt,

kde «a je kladna konstanta.

3.2.3 Vysledny optimalizaéni algoritmus

Shrneme-li obé varianty optimaliza¢ni metody, ziskdme shodné klady a zapory jako
u metod pro B-spline oblasti. Prvni metoda neni zavisla na kotransverzalnosti
prvni metodu, kterd pouziva sekvenéni kvadratickou metodu (iterativné fesici op-
timaliza¢ni problém, kde posloupnosti iteraci konverguji k minimu), muzeme ziskat
pouze lokalni minimum. Globalni minimum je v tomto ptipadé zavislé na poloze
vnitinich pocatecnich fidicich bodu.

Na obr. 3.5 vidime srovnani téchto metod, které jsou pouzity ve vysledném Al-
goritmu 2. Vlevo nahote je vstupni iidici sif hraniénich oblasti, vpravo pak vyiez
B-spline objemu, jehoz fidici body jsme nasli zobecnénou Coonsovou metodou. Vlevo
dole vidime tento B-spline objem s optimalizovanymi fidicimi body pomoci me-
tody vyuzivajici vypocet Jacobiho determinantu, vpravo je demonstrace metody
kotransverzéalnich kuzelu.
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Kapitola 4

Rotacni télesa a vyuziti rotace
okolo osy

V této kapitole navrhneme dvé metody pro nalezeni parametrizace NURBS objemu,
tj. parametrizace oblasti ohranicené specialnimi tiidami NURBS ploch. Konkrétné
se budeme zabyvat:

e vytvarenim rotac¢nich objemu, jejiz hrani¢ni plocha je urc¢ena rotaci NURBS
kiivky okolo zvolené osy,

e popisem objemu ohraniceného NURBS plochou urc¢enou ftidici siti splnujici
specialni podminky — takova télesa budeme dale nazyvat zobecnéné rotacni
objemy.

Podrobné si vysvétlime konstrukce obou zminénych objemu — popiseme jednotlivé
kroky naseho postupu, kde kromé novych poznatku vyuzijeme jiz znamych konstrukef
NURBS ploch (viz [2]). Pro nazornost budeme prezentovat postup na piikladu a to
jak pocetné, tak graficky. Na konci kazdé sekce shrneme danou metodu do vysledného
algoritmu.

4.1 Rotacni télesa

V této sekci se budeme zabyvat konstrukci rotacnich NURBS objemu. Ukéazeme
si dvé mozné metody pro ziskani hledaného popisu, pro ktery budeme pozadovat
vstupni data v podobé vstupni NURBS kfivky, ktera je urcena fidicim polygonem
P = {Py, ..., P}, piislusnymi vdhami W = {W,, ..., W;} a vektorem parametrizace
R. Pro jednoduchost zvolime zkracené znaceni ve tvaru Q := [P, W, R]. Druhym
moznym (ne nutnym) pozadavkem je osa rotace w, okolo které bude tato vstupni
NURBS kiivka rotovat. V ptipadé, ze tato osa neni zvolena, je automaticky nastavena
jako spojnice prvniho a posledniho fidici bodu vstupni fidici kiivky. Rotaci vstupni
NURBS kfivky okolo této osy ziskdme hranici — hranicni NURBS plochu hledaného
NURBS objemu. Z téchto dat za pouziti urcitych pravidel, ktera si popiSeme déle,
zkonstruujeme vysledny NURBS objem urceny siti fidicich bodu GS, vahami tidicich
bodu WS a tfemi vektory parametrizace R, S, T.

Pii vytvareni tidici sité se muzeme setkat s nezddoucimi pruniky jednotlivych
parametrickych kiivek ve stejném parametru, resp. pruniky jednotlivych r-krivek,
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Obrézek 4.1: Hraniéni kuzele — Vlevo: K7 (P); Uprostred: K9(P); Vpravo: Transver-
zélni KO(P), KO(P).

s-krivek, t-krivek. Budeme proto pozadovat pro tidici body vstupni NURBS ktivky
splnéni nasledujici podminky, abychom se témto problémum vyhnuli.

Véta 30. Méjme osu rotace w, vstupni otevienou NURBS krivku Q = [P, W, R|
a necht Py, Py, ..., P’} jsou ortogondlni priméty vidicich bodi Py, Py, ..., P,
NURBS krivky do osy rotace w. Jestlize bude pro tidici body v Algoritmech 3, 4
splnéna nerovnost

[P'oP’[| < [[P'oP’ia,
kde i = 0,1,....1 — 1, tak se parametrické krivky ve stejném parametru (jednotlivé
r-krivky, s-krivky nebo t-krivky) nebudou ve vysledném NURBS objemu protinat.

Dikaz:
K dukazu Véty 30 vyuzijeme znalosti o injektivnich kuzelich z predchozi kapitoly,
ktery si rozdélime na dvé ¢asti:

1. Necht Py nebo P; neni na ose rotace w. Potom m4 iidici sit tvar

Py Py
s | PP
P, P

a P’y # Py nebo P, # P;. Déle sestrojime hrani¢ni kuzele KY(P), K9(P).
Kuzel KY(P) vznikne z vektori P/oPy a P;P;. Jelikoz jsme piedpokladali, ze
alespon jeden tidici bod z Py, P; nelezi na ose rotace w, tak vysledny kuzel
(tisecka) bude ve tvaru na obr. 4.1 vlevo. Kuzel K3(P) bude slozen z vektort
P’;P’; .1, které lezi na ose rotace w, a z vektoru P;P; . Jelikoz tyto vektory
musi spliiovat Vétu 30, nebude zadny z téchto vektoru nikdy kolmy na osu
rotace w. Hraniéni kuzel KJ(P) si mizeme prohlédnout na obr. 4.1 uprostied.
Spojenim obou hrani¢nich kuzelti na obr. 4.1 vpravo vidime, ze neni mozné,
aby se protinaly (pouze v bodé {0}), proto jsou transverzalni a tudiz bude
parametrizace dané oblasti injektivni.
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Obrézek 4.2: Vlevo: Ridici body spliiujici Vétu 30; Uprostied: Posunuti dvou fidicich
bodu na sebe; Vpravo: Nasledné prekiizeni téchto dvou vybranych fidicich bodu.
Tmavé zeleny trojuhelnik této plochy znazornuje prekryti této plochy — prekiizeni
jednotlivych parametrickych kiivek v urcitém parametru.

2. Necht Py, P; jsou na ose rotace w. Pak hraniéni kuzel K?(P) neobsahuje zadny
vektor, resp. pouze bod {0}. Vysledny tvar obou hrani¢nich kuzelu je tedy
shodny s obr. 4.1 uprostied, tudiz jde o transverzalni pripad a parametrizace
je opét injektivni. 0

Princip si muzeme demonstrovat na obr. 4.2. Ve druhém a tfetim piipadé vidime
nesplnéni Véty 30 a tudiz se nam nékteré parametrické kiivky nechténé kiizi.
Duvodem je prohozeni poradi ridicich bodu, které jsou pro nazornost propojeny
cernou useckou.

Nyni jiz podrobné popiseme dvé zminéné metody, u kterych je nutné podotknout,
ze hlavni myslenkou je pouziti NURBS popisu kruhové oblasti, viz [2].

4.1.1 NURBS objem vznikly rotaci NURBS oblasti

Méjme dénu NURBS kfivku Q := [P, W, R] a osu rotace w. Abychom mohli sestrojit
NURBS objem, musime nejprve sestrojit NURBS oblast rotujici kolem zadané osy w

Q = [p7 W’ R7 S]?
uréenou fidici siti P, vahami fidicich bodi W této Fidici sité a druhym vektorem
parametrizace S.
Konstrukei oblasti Q rozlisime na tii pripady:
1. vstupni NURBS kiivka je uzaviena a bude tak tvofit hranici oblasti Q,
2. vstupni NURBS kfivka neni uzaviena a Py, P; jsou na ose rotace w,

3. vstupni NURBS kfivka neni uzaviena a Py, P; nejsou na ose rotace w.

Prvni ptipad je od druhého a tietiho odlisny, proto jej popiSeme pozdéji. Postup
u druhého a tretiho je shodny, pouze s tim rozdilem, Ze ve druhém pripadeé je oblast
Q ohranicena pouze vstupni NURBS kfivkou a osou w. Pokud Py nebo P; nelezi na
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ose w, vytvorime umélou hranici jako spojnici fidictho bodu Py (P;) s ortogonalnim
prumétem tohoto bodu do osy w. Jelikoz nésledujici postup (Algoritmus 3) bude
zalozen pravé na ortogonalnich prumeétech tidicich bodua P;, kde ¢ = 0,1, ..., [, do osy
rotace w, muzeme tak feseni piipadu 2 a 3 sdruzit do jednoho.

Necht oblast Q je ohrani¢ena kiivkou Q, osou w a dvéma tseckami tvofenymi
fidicimi body Py, P’y a Py, P’;, kde P’y a P’; jsou ortogondlni prumeéty iidicich bodu
P, a P; do osy w, pak fidici sif P oblasti Q miizeme zapsat ve tvaru

Py Py
5_ P, P,
P, P,

kde Py, ...P; jsou fidici body kiivky Q a P’y, ..., P’; jsou ortogonalni pruméty tidicich
bodu P;, kde i = 0, ..., [, do osy rotace w, pro které plati Véta 30. V tomto pripadé
mé& vektor parametrizace S tvar (0,0, 1,1).

Pokud bychom si ovSem chtéli vektor parametrizace S zvolit, anebo bychom
pozadovali, aby Fidici sit méla vice fidicich bodt, resp. méla dalsi vnitin{ #idici body,
pak by sit P byla ve tvaru

Goo=Py Go1 ... Gomo Gom=Po
P = : P :
Go=P;, G ... G Gn=P

kde body G;; prot=1,...,1 —=1aj=1,...,m—1 jsou volitelné vnitin{ fidici body.
Gy, Gij pro j = 0,...,m jsou fidici body na hranici tvofené body Py, P’y a Py,
P’;. V piipadé, ze Py (P;) lezi na ose w, plati P’y = Go1 = ... = Gomo1 = Py
(P, =Gy = ... = Gy 1 = Py). Volba vektoru parametrizace S je zavisla na poctu
fidicich bodu, resp. jelikoz pracujeme s neperiodickymi vektory parametrizace, bude
pocet nenulovych parametru s ve vektoru parametrizace S roven pravé m + 1.
Pro danou fidici sit P volime matici vah
Woo Woi .o Wom—1 Wom =W

W = : : . : :
VT/Z I/T/l,l cee V_Vl,m—l WO,m = VVl

kde Wy, ..., W, jsou vahy tidicich bodu vstupni kiivky. VT/Z] jsou prot = 0,....1 a
7 =0,...,m— 1 volitelné.

Nyn{f mame hledanou NURBS oblast Q := [P, W, R, S], kterou nechame rotovat
okolo osy w. Toho docilime tak, ze vyuzijeme NURBS popisu kruznice k tomu, aby
kazdy bod plochy Q rotoval na kruznici se stiedem na ose w, resp. najdeme pro
kazdy tidici bod Pi,j a vahu Wi,j popis NURBS kruznice tak, aby tento fidici bod
s piislusnou vahou byl pocatetnim (koncovym) bodem této kruznice.

Poznamka 31 (NURBS popis kruznice). Méjme tidici body Ko, Ky, ..., Kg, kde
Ky = K. Tyto tidici body lezi v roviné 3; ; a tvoii ctverec s vrcholy Ky, Ksy, Ky,
K5 a zaroven fidici body Ky a K3 jsou stiedy stran K1 K5 a KoKy, resp. [|[K Kyl =
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Obrazek 4.3: NURBS popis kruznice: cervené Kg = Kg, oranzovée K, zluté Ko,
zelené K3, modie Ky, fialové K.

HK5K0H = HK2K3H = HK3K4H a HK2K1|| :7HK4K5H = 2HK1K0H Rozmisténi
techto Fidicich bodu vidime na obr. 4.3. Necht W; ;o je véha Fidictho bodu Ky, pak
pro vahy ostatnich fidicich bodu K} plati

Wigo =2Wijn =2Wi 0 = W5 = 2W, 0 = 2Wy 5 = Wije.
Vektor parametrizace pro NURBS kruznici je pak ve tvaru

T =(0,0,0,1/4,1/2,1/2,3/4,1,1,1).

Naslednou konstrukei vsech fidicich bodu NURBS objemu si ukédzeme na jednom
fidicim bodu, jelikoz pro ostatni bude postup analogicky.

Zvolime si tedy pro tidici bod I_’Z-J rovinu f3; ;, kterd je kolma na osu w a zdroven
v ni lezi tento bod 151-,]-. Pro nés zvoleny bod provedeme konstrukci popsanou v Po-
zndmce 31, kde bod P, ; (s pifslugnou vahou W; ;) odpovida bodu Ky (s pifslusnou
vdhou W ). Timto zpiisobem dostaneme kompletni fidic sit tvofenou fidicimi body
GS; ; r s jejich vdhami WS, ; ,, hledaného NURBS objemu. Jelikoz mame také vektor
parametrizace T, tak zname vSechna data k popisu naseho hledaného objemu.

Pokud oznaéime Qy = Q a provedeme danou rotaci této plochy, ziskdme tak
plochy Qy, kde k = 1, ...,6. Hledand sit NURBS objemu GS pak vznikne slozenfm
jednotlivych fidicich siti popisujici plochy Q.

V nasledujicim Ptikladu 1 si ukazeme postup konstrukce, ktery je taktéz shrnut
v Algoritmu 3.

Piiklad 1. Necht Q := [P, W, R] je vstupni NURBS ktivka, jejiz fidici body jsou
P ={(1,0,7),(0,3,6),(0,2,4),(1,3,2),(1,1,3/2),(1,6,-1),(1,2,—-2),(1,0,-3)},
vahy téchto bodu jsou
W =1{1,1,2,2,2,2,1/2,1/2}
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Algorithm 3: Rotaéni NURBS objem (1. metoda)

vstup : NURBS kiivka Q := [P, W, R]; Osa w = ]TD;.
vystup: Ridici sit GS, vahy bodu i{dici sité WS, piislusné vektory
parametrizaci S a T.

begin

1: S je volitelny nebo S = (0,0, 1, 1);

2: T = (0,0,0,1/4,1/2,1/2,3/4,1,1,1);

3: P’ := ortogonalni prumét fidicich bodu P do osy w za splnéni
podminky z Véty 30;

fori=20,...,ldo

e~ — . DoP;xP;P’; |
5. q - er ||D0P¢><PZ'P/Z‘H’

6: Kip:=P;+q, K5:=Pi—q, K;3:=P;+2P; P
K =Kis+q, K;s:=K;3—q;

7: Ridici sit GS a vektor parametrizace S:

/
Py Goip - Gom—1t Kog
!/ c .
GS - P Gk - Gipmee Kig
i7j7k - . . . . . ’
/
P, Gur .. G Kig

prok=1,..5 kdet=0,..10,7=0,..,m,

/
Py Goix - Gom-1: Po
/ ..
G’S . P 1 Gl,l,k ‘ Gl,m—l,k Pl
7;7j7k - . . . . . )
/
Py Guix .. Gimoire P

pro k=0,6,kdet=0,....0[,5=0,....,m.
Pocet fidicich bodu G; jx (jejichz vahy mohou byt jednotkové — podle
volby) je zavisly na volbé vektoru parametrizace S;

8: WS: pro vahy WS, ,, ;, fidicich bodu K; plati pro k =1,2,4,5
WSimk = % aWSims=W,proi=0,...1[

| return GS, WS, S, T
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a vektor parametrizace je
R =1(0,0,0,0,1,1,2,3,4,4,4,4).

Jelikoz osa rotace w neni urcena, zvolime ji tak, ze je dana poc¢atecnim a koncovym
fidicim bodem Py, P7 a jedna se tudiz o moznost 2 — neuzaviend vstupni NURBS
kiivka s pocatecnim a koncovym fidicim bodem na ose w. Zadani si lze prohlédnout
na obr. 4.4 vlevo nahofte.

Druhy vektor parametrizace si zvolime pro jednoduchost ve tvaru S = (0,0, 1, 1),
a proto nemusime volit zadné vnitini body hledané NURBS oblasti Q. Dale najdeme
ortogonalni prumety Py, PY, ..., P, fidicich bodu Py, Py, ..., P7 do osy rotace w a tim
ziskdme fidici sit P oblasti Q ve tvaru

(170’7) (17077)
(1,0,6)  (0,3,6)
(1,0,4)  (0,2,4)
5_ | (1L02) (1,372
— | (1,0,3/2) (1,1,3/2)
(1,0,—1) (1,6,-1)
(1,0,-2) (1,2,-2)
(1,0,-3) (1,0,-3)

Vahy fidicich bodu P, P, ..., P’ volime jednotkové.

Ve druhém kroku nechdme NURBS oblast Q rotovat okolo osy w tak, Ze pro
konstrukei ¥dicich bodi P;; a jejich pifslugnych vah pouzijeme Pozndmku 31. Jelikoz
fidici body 131',0 pro¢ =0, ..., 7 lezi na ose w, budou hledané ridici body kruznice K;
pro kazdy tento bod P, totozné pravé s tfmto bodem. Pro ndzornost si ukdzeme
vypocet Fidicich bodu pro jeden dany fidici bod kiivky Q. Zvolme Py = (0,2,4) a
jeho vahu Wy = 2, pak k nalezeni takovych fidicich bodua (vah), které budou spolecné
s P, a vektorem parametrizace T popisovat kruznici pouzijeme postup z poznamky

31. Dostaneme fidici body
K= {(07 274)? (_27 1’ 4)7 (07 _374)7 (2’ _2’ 4)’ (47 _174)7 (27 37 4)7 (07 274)}

a jejich vahy {2,1,1,2,1,1,2}. Stejné postupujeme pro vsechny tidici body P; kiivky
Q

Vysledny NURBS objem konstruovany pomoci Algoritmu 3 vidime na obr. 4.4.

Na zacatku jsme se zminili o varianté, ze vstupni NURBS kfivka muze byt
uzaviend, resp. tvoif hranici plochy Q, kterd diky rotaci okolo osy w vytvoif NURBS
objem. V tomto piipadé se druhd ¢dst postupu (rotace plochy okolo osy) shoduje a
lisf se pouze v prvni éasti (konstrukce plochy Q). Konstrukce zde spoéiva v tom, ze
vyuzijeme pouze vstupni NURBS kiivku a algoritmy (NURBS14, NURBS12) pro
vytvafeni popisu ohrani¢enych NURBS oblasti z [2]. Tyto algoritmy stru¢né funguji
nasledovné.

Méjme vstupni uzavienou NURBS kiivku Q:= [P, W, R].

e Zvolime, na kolik ¢asti kiivku Q rozdélime — dvé nebo ¢tyfi.
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Obrazek 4.4: Konstrukce NURBS objemu — Vlevo nahote: Vstupni NURBS kiivka
Q s osou rotace w; Vpravo nahofe: NURBS oblast Q ohranicend kiivkou Q a osou
w; Vlevo dole: NURBS oblast Q a zndzornéni principu rotace na iidicim bodu Ps;
Vpravo dole: Vysledny NURBS objem (1. metoda).
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e Pomoci algoritmu pro vkladani uzlu do vektoru parametrizace zajistime,
abychom mohli danou kfivku rozdélit na zvoleny pocet ¢asti. Tento algorit-
mus funguje na principu rozdéleni vektoru parametrizace (kiivky) v miste, kde
je nasobnost daného vnitiniho uzlu roven stupni této krivky. Vkladanim zvo-
leného uzlu do nasobnosti odpovidajici stupni kiivky uré¢ime misto rozdéleni
krivky. Nutno podotknout, ze tento algoritmus pii vkladani uzlu zachovava
puvodni tvar kiivky. Timto postupem ziskame dvé nebo ¢tyii NURBS kiivky.

e Sjednoceni vektoru parametrizaci — protilehlé nove vzniklé NURBS kiivky musi

mit stejny pocet tidicich bodu (s prislusnymi vdhami) a totozny novy vektor
parametrizace. Toho docilime opét vyuzitim algoritmu pro vkladani uzlu.

e Nalezené dvojice protilehlych hraniénich kiivek Q!, Q3 s vektorem parame-
trizace R' a Q?, Q* s vektorem parametrizace R? ndm ohranic¢uji hledanou
NURBS oblast. R! a R? ziskdme z predchoziho kroku z vektoru parametrizace
R. (U volby pro rozdéleni na dvé ¢4sti mame pouze hraniéni kiivky Q! a Q?).

e Volba vnitinich ridicich bodu a zdvérecné slozeni vSech ridicich bodu do
vysledné fidici sitée Q (podrobnéji viz [2]).
Piiklad 2. Megjme vstupni uzavienou NURBS kiivku (kruznici) Q := [P, W, R/,

kde
P =1{(4,0,2),(4,0,1),(2,0,1),(2,0,2),(2,0,3),(4,0,3),(4,0,2)}

jsou tidici body,
W ={1,1/2,1/2,1,1/2,1/2,1}
jsou vahy téchto fidicich bodu a vektor parametrizace

R =(0,0,0,1/4,1/2,1/2,3/4,1,1,1).

Osa rotace je urcena body Dy = (0,0,0) a D; = (0,0, 1).
Volime rozdéleni kiivky na ctyfi ¢asti. Pomoci algoritmu pro vkladani uzla
ziskdme ¢tyti NURBS kiivky Q', Q2, Q3 a Q*. Jejich tidici body jsou

P'={(4,0,2),(4,0,1),(3,0,1)}, P*=1{(3,0,1),(2,0,1),(2,0,2)},
P3 ={(2,0,2),(2,0,3),(3,0,3)}, P*=1{(3,0,3),(4,0,3),(4,0,2)},

prislusné vahy
W= {11/2,1/2), W2 = {1/2,1/2,1), W* = {1,1/2,1/2), W* = {1/2,1/2,1}
a vektory parametrizace R! = R? = (0,0,0,1,1,1). Vyslednda NURBS oblast bude

mit tedy Fidici sit ve tvaru

i (3,0,1) (2,0,1) (2,0,2)
P=1 (40,1) (3,0,2) (2,0,3) |,
(4,0,2) (4,0,3) (3,0,3)
vahy téchto fidicich bodu sité jsou
1/2 1/2 1
W=|[1/2 1 1/2
1 1/2 1/2
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Obrézek 4.5: Nahote vlevo: Vstupni NURBS kiivka (oranzova) s osou rotace (zelend);
Nahote uprostied: Rozdéleni NURBS kiivky na 4 ¢asti (kiivky); Nahofe vpravo:
NURBS oblast ohranicend vstupni NURBS kiivkou; Dole vlevo: Ridici sit NURBS
objemu a jeho tezy; Dole uprostied a vpravo: Vysledny NURBS objem.

Vektory parametrizace pieznaéime R = R!, S = R2.

Nyni se dostavame ke druhé ¢asti konstrukce — rotace dané NURBS oblasti okolo
osy. Postup je totozny z predchoziho ptrikladu. Konstrukce NURBS objemu vychézi
z Poznamky 31.

Vysledny NURBS objem s jednotlivymi kroky vidime na obr. 4.5. [

V predchozim Prikladu 2 jsme ze vstupni NURBS ktivky ziskali popis NURBS
objemu anuloidu. Pro zajimavost si na obr. 4.6 mtuzeme prohlédnout taktéz NURBS
objem anuloidu, jehoz vstupni NURBS kfivka nebyla kruznici, dokonce ani rovinnou
ktivkou.

4.1.2 Rotaéni objem konstruovany z jednotlivych rovno-
bézkovych NURBS oblasti

Stejné jako u predchozi metody uvazujeme vstupni NURBS kiivku Q := [P, W, R]
a osu rotace w. Myslenka konstrukce NURBS objemu je podobna jako v pfedchozim
pripadé. Rozdil je v tom, Ze nejprve zkonstruujeme pro kazdy tidici bod vstupni
NURBS kiivky piislusné ridici body tak, abychom ziskali NURBS popis kruhu

Q = [P—)’ W7 S7 T]

se stfedem v ose rotace w. Vysledny objem pak ziskame slozenim téchto NURBS
kruhu podél kiivky Q, které s ni maji dotyk.
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Obrazek 4.6: Anuloid s rozdilnou tidici siti oproti anuloidu z Ptikladu 2.

ce

Obrazek 4.7: Vlevo: Anuloid z Piikladu 2 (1. metoda); Vpravo: Chybna konstrukce
anuloidu pomoci 2. metody.

Konstrukci NURBS objemu lze timto zpusobem provést pro vstupni data ve
tvaru:

2. vstupni NURBS kftivka neni uzaviena a Py, P; jsou na ose rotace w,
3. vstupni NURBS krivka neni uzaviena a Py, P; nejsou na ose rotace w.

Stejné jako u predchozi metody se obé moznosti lisi v tom, ze u druhé moznosti
bude NURBS kruh Q pro koncové body Py, P; kiivky Q obsahovat bod z osy w
(bude stfedem tohoto NURBS kruhu).

Odpadla ndm zde moznost pro uzavienou kiivku Q. Duvod je ten, ze tento zpusob
popisu obecné pocita s tim, ze osa w bude soucasti vysledného NURBS popisu, coz
pro uzavienou krivku Q a osu w nemusi byt splnéno. Prikladem muze byt anuloid
na obr. 4.5. Pokud bychom totiz postupovali tak, ze ke kazdého tidicimu bodu (véze)
najdeme popis NURBS kruhu, dostali bychom NURBS objem zobrazeny na obr. 4.7
vpravo.
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Poznamka 32 (NURBS popis kruhu). Mé¢jme sit fidicich bodu

tak, Ze vSechny fidici body lezi v dané roviné § a tvoii ¢tverec, kde Ko 1, Kj 2, Ko
a Kj o jsou jeho vrcholy, pficemz body Ky, Koo, Koo a Kag jsou stiedy stran
K1’0K0’1, KOJKLQ, K172K271 a K2,1K170. Bod Kl,l je sttedem vSech protllehlych
fidicich bodu. Tato konstrukce je zobrazena na obr. 4.8. Vahy fidicich bodu K;
jsou ve tvaru

T Wo,o Wo,o
Wo,o 2 2
A Wo,o0 T 0,0
Wi=| =* Woo =5* |
0,0 Wo.o0 T
Woo

[\

2

kde Wy, je véha fidictho bodu Kgg. Vektory parametrizace maji tvar S = T =
(0,0,0,1,1,1). Dostavame tak NURBS popis kruhu Q := [P, W, S, T].

Obrazek 4.8: NURBS popis kruhu z Poznamky 32: ¢erna kruznice urcuje hranici
NURBS kruhu, jednotlivé body zndzornuji fidici body — cerveny Kgg, oranzovy
KO,l; éern}'f KO’Q’ ﬁalovy K1,07 I'lolZOV},/' K1,17 Zluty KLQ, hﬂédy K270, mOdI‘}/f Kg’l a
zeleny Ko o.

Postup pro konstrukci NURBS objemu si popiseme ve dvou krocich. Prvnim
krokem bude nalezeni tidicich bodu a vah fidici sité popisujici spoleéné s dvéma
vektory parametrizace NURBS oblast (kruh) Q := [P, W, S, T]. Ve druhém kroku
zkonstruujeme NURBS objem pomoci nalezené NURBS oblasti Q z prvnfho kroku
a osy rotace w.

Necht Q := [P, W, R] je vstupni neuzaviend NURBS kiivka a w je osa rotace.
Na sestrojeni NURBS oblasti Q pouzijeme konstrukci z Pozndmky 32, kde nejprve
pro kazdy fidici bod P; kiivky Q nalezneme ortogondlni prumét P’; na osu w. Déle
nalezneme rovinu 3;, kterd je kolmé na osu w a zaroven obsahuje P; a P’;.

Nyni se staci fidit postupem popsanym v Poznamce 32 tak, ze pro kazdy fidici
bod P; nalezneme popis kruhu Q;, kde bod P; a P’; ztotoznime s bodem Kopa Ky .
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Algorithm 4: Rotaéni NURBS objem (2. metoda)
SR
vstup : NURBS kiivka Q := [P, W, R]; Osa w = D,D;.
vystup: Ridici sit GS, véahy bodu iidici sité WS, piislusné vektory
parametrizaci S a T.

begin

1: S=T=1(0,0,0,1,1,1);

2: P’ := ortogonalni prumét tidicich bodu P do osy w za splnéni
podminky z Véty 30;

for:=0,...,l do

4: q = diReES

5: Kioo:=P;, K11 =P, Ki;10:=P;+q,
Kio1:=Pi—q, Kizo:=Pi+aq, Kp2:=P;—q,
Koo =P, +2P, P, K21 :=Ki22+q, K;12:=K;22—q;

6: Ridici sit GS:

Kioo Kioi Koo
Gsi,j,k = Ki,l,O Kz‘,Ll Kz‘,1,2 ,
Kioo Kioi Koo

proi=0,...,1;
7: Vahy WS:
W, W W
WS,v=1[ Wi 2W; W; |,
Wi Wi 2

proi=0,...,1;
| return GS, WS, S, T

Ve druhém kroku dostaneme vysledny popis NURBS objemu, ktery vznikne
slozenim vsech NURBS oblasti Q; nasledujicim zptsobem :

e Ridici sit GS = {Py, P4,..., P;}.
e Viéhy iidicich bodit WS = {W,, W, ..., W,;}.

e Vsechny tri vektory parametrizace R, S a T jsou jiz znamé, jelikoz pro kazdou
oblast Q; jsou S a T shodné.

Aplikaci tohoto postupu, ktery je obsazen v Algoritmu 4, si ukdzeme na
nasledujicim prikladu.

Piiklad 3. Mgjme stejnou vstupni ridici kiivku Q := [P, W, R] jako v predchozim
prikladu, kde

P = {(1,0,7),(0,3,6),(0,2,4), (1,3,2), (1,1,3/2), (1,6, —1), (1,2, —2), (1,0, —3)},
W ={1,1,2,2,2,2,1/2,1/2}
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Obrazek 4.9: NURBS objem — Vlevo nahote: Vstupni NURBS kiivka Q s osou rotace
w; Vpravo nahote: NURBS oblast Q; pro fidici bod P; (modie Ko, zelené Ky,
cervené Ky ); Vlevo dole: Ridici sit GS; Vpravo dole: Vysledny NURBS objem
(2. metoda).
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R =(0,0,0,0,1,1,2,3,4,4,4,4).

Osa w je opét uréena pocatecnim a koncovym bodem vstupni NURBS ktivky.

Ukazeme si vypocet na jednom tidicim bodu, jelikoz postup pro ostatni fidici
body bude stejny. Zvolme proto opét Py = (0,2,4) s vdhou Wy = 2. Postupem
z Poznamky 32 ziskdme sit fidicich bodu

(0,2,4) (=2,1,4) (—1,-1,4)
P,=| (2,3,4) (1,0,4) (0,-3,4)
(3,1,4) (4,-1,4) (2,-2,4)

a jejich vah

2 1
W2: 1 2
11

N =

Vysledny NURBS objem vidime na obr. 4.9. [

Stejné jako u predchozi metody lze i zde volit vnitini fidici body NURBS oblasti
(NURBS objemu). Volba téchto bodu a jejich pocet je zavisly na NURBS popisu
kruhu Q. Pro nédzornost jsme volili v této éasti ten nejjednodussi mozny popis — viz
Poznamka 32, kde NURBS oblast Q ma pouze jeden vnitini fidici bod. Ten je sice
v Poznamce 32 pevné zvolen, ale muzeme ho zvolit i jinak. Na obr. 4.10 si muzeme
prohlédnout vliv umisténi tohoto tidiciho bodu na parametrické kiivky NURBS ob-
lasti. Za predpokladu, ze bychom chtéli mit téchto vnitinich fidicich bodu vice, mu-
seli bychom nalézt popis kruhu takovy, aby obsahoval vice hrani¢nich ridicich bodu.
Toho 1ze dosdhnout pres jiz vySe zminény algoritmus na vkladani uzlu a nésledného
nalezeni popisu dané NURBS oblasti algoritmem NURBS14 z [2]. Piikladem pro

VVVVVV

s

4.1.3 Srovnani

V této casti kratce shrneme a zhodnotime predchozi dvé metody.

1. metoda
e Vstupni kiivka muze byt jak oteviend, tak uzaviena.

e Pii vytvareni NURBS oblasti, ktera bude rotovat okolo dané osy, miuzeme
zvolit jeji vnitini fidici body, aniz by se mechanismus algoritmu néjak vyraznéji
zmeénil.

e V piipadé oteviené vstupni NURBS kfivky je singuldrni osa rotace soucésti
NURBS objemu.
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Obrazek 4.10: NURBS oblast s piislusnou tidici siti — Nahote: Jednotlivé tidici sité;
Dole: Vliv polohy vnitiniho fidictho bodu na rozmisténi parametrickych ktivek.

Obrazek 4.11: Priklad NURBS kruhu s vice vnitinimi fidicimi body.
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2. metoda

e Omezeni na oteviené vstupni ktivky.

e Volba vnitinich fidicich bodu NURBS oblasti je omezena. Pro vétsi pocet
vnitinich fidicich bodu bychom museli zménit pocet a rozestaveni ridicich bodu
v Poznamce 32.

e Nevznika singularni osa rotace.

Prvni metoda m4 vétsi skalu moznosti nez metoda druhd, at uz jde o vstupni
fidici NURBS kiivku nebo volbu vnitinich fidicich bodu a vah NURBS oblasti (ob-
jemu). Z hlediska kvality NURBS popisu je vhodnéjsi ale metoda druhéd, kde nevznika
singularita v podobé osy rotace. Na druhou stranu je zde problém s volbou vnitinich
fidicich bodu. Pro volbu téchto bodu bychom museli zaimplementovat do Algoritmu 4
metody z algoritmu NURBS14 z [2], ktery by ndm nasel NURBS popis kruhu pro
libovolnou NURBS kruznici.

4.2 Zobecnéné rotacni NURBS objemy

V této casti budeme konstruovat NURBS objemy s vyuzitim poznatku o rotaci
z predchéazejici sekce. Pujde o tiidu NURBS objemu, pro které budeme znat je-
jich NURBS popis plasté (uzaviené hraniéni oblasti) v ndmi predepsaném tvaru a
s vyuzitim jiz zndmych algoritmu najdeme hledany popis NURBS objemu.

Na vstupu uvazujeme uzavienou NURBS plochu Q := [P, W, R, S|, pro jejiz
fidici body P;; plati

PO,O = PO,l = = PO,m; Pl,O = Pl,l = .= Pl,m; Pi,O = Pi,m

pro vSechna i, obdobné i pro vahy W;; téchto fidicich bodu. R a S jsou vektory
parametrizace této plochy.

Nasim cilem je najit NURBS objem QS := [GS, WS, R, S, T, ktery je ohrani¢en
touto NURBS plochou Q. GS je fidici sit #idicich bodu, WS jsou vahy téchto bodi
a T je treti vektor parametrizace.

Ukazeme si dvé metody pro nalezeni hledaného popisu NURBS objemu. Myslenka
vychézi z predchozi konstrukce rotacnich objemu, kde v prvnim kroku jsme ke
kazdému tidicimu bodu vstupni NURBS ktivky nalezli piislusnou NURBS oblast
a ve druhém kroku jsme zkonstruovali vysledny NURBS objem.

Prvni metoda bude zalozena na tom, ze pokud preskoc¢ime prvni krok ze sekce
4.1.1, tak ve druhém kroku aplikujeme rotaci okolo osy w pouze na tidici body
vstupni NURBS kfivky. Tim ziskdme hranicni NURBS plochu hledaného NURBS
objemu. Tato hranicni NURBS plocha je totozna se vstupni plochou Q := [P, W,
R, S]. Nasim tkolem je tedy nalézt vnitini ¥idici body, jejich védhy a vektor parame-
trizace T tohoto ohraniceného NURBS objemu. K tomu pouzijeme modifikaci pravé
vynechaného prvniho kroku ze sekce 4.1.1.

Druha metoda bude taktéz zalozena na hledani vnitinich fidicich bodu NURBS
objemu. Pro nézornost si predstavme obal Q := [P, W, R, S] NURBS objemu
QS. Ridici body P;; pro pevné i budou spolu s piislusSnymi vahami a vektorem
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parametrizace popisovat uzavienou ktivku. Nasim tkolem bude najit NURBS oblast
ohrani¢enou touto kiivkou (jednd se vlastné o algoritmus NURBS14 z [2]). Obé
metody si podrobnéji a presnéji popiseme v jednotlivych podsekcich.

V predchozi sekci jsme si uvedli Vétu 30 na omezeni polohy idicich bodu vstupni
kiivky, proto i zde si uvedeme podminku pro tidici body fidici sitée NURBS plochy Q.

Véta 33. Méjme NURBS plochu Q := [P, W, R, S|, kde pro Fidici sit

plati PO,O = P071 = ... = PO,m; Pl’g = Pl,l = ... = Pl,m a Pi,O = Pi,m; Vi. Rov-
nosti plati analogicky pro vahy W;; prislusnych fidicich bodu. R a S jsou vektory
parametrizace této plochy. Dale uvazujme osu w urcenou fidicimi body Py a P .
Necht P’;; jsou ortogondlni pruméty bodu P;; do osy w. Jestlize bude pro i{dic
body NURBS objemu splnéna nerovnost

[PooP’i;|| < [[PooPivijll,

pro kazdé ¢ = 0,1,....,0 — 1 a pro pevné zvolené j, kde 7 = 0,1, ...,m, tak se para-
metrické kiivky ve stejném parametru (jednotlivé r-kiivky, s-kiivky nebo t-kiivky)
nebudou protinat.

Diikaz: Analogicky k dukazu Véty 30. O

4.2.1 Konstrukce s vyuzitim rotace

Uvazujme uzavienou NURBS plochu Q := [P, W, R, S|, kde Pyy = Py; = ... =
Pom,Pio=P1=.. =P, a Py = P, pro kazdé i. Pro vahy W, ; téchto fidicich
bodu plati stejné rovnosti.

Pro popis NURBS objemu, ktery je ohranic¢en touto plochou, musime najit fidici
sit GS s pifslusnymi vdhami WS a tieti vektor parametrizace T. JelikoZ vychdzime
z predchozi sekce, muzeme volit osu rotace w : x = Py + u(P; o — Po), pokud neni
zadana.

V prvnim kroku najdeme pro kazdy fidici bod P;;, kde i = 0,...,1, j = 0,...,m,
ortogonalni primeét P’; ; do osy w. Pro fidici body P’; ; pozadujeme splnéni podminky
z Véty 33. Potom muzeme zkonstruovat jednotlivé NURBS plochy, jejichz tidici sité
budou ve tvaru

PlO,j PO,j

P/ . P
gs,=| M M

P, Py

pro zvolené j. Obdobné to lze udélat i s jejich vahami. Volbou T = (0,0, 1, 1) ziskdme
NURBS popis oblasti
QS, := [GS;, WS;, S, T].
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Obrazek 4.12: Dvé NURBS plochy, které jsou soucasti vysledného NURBS objemu
s problematickym napojenim jednotlivych NURBS ploch u osy rotace (viz paramet-
rické kiivky).

Zde vidime podobnost s popisem NURBS oblasti z predchozi sekce o rota¢nich ob-
jemech, diky které jsme néslednou rotaci ziskali vysledny NURBS objem, resp. nasli
jsme takové NURBS oblasti, které popisovaly onu rotaci této plochy okolo osy w.
Jelikoz ale zname vSechny QS;, pak mame potrebné udaje na to, abychom zkonstru-

ovali popis NURBS objemu QS := [GS, WS, R, S, TJ, kde
GS = [GSy,GSy, ...,GS,,], WS =[WS,,WS,,...,WS,,].

Pokud bychom nyni sestavili vyslednou fidici sif, s nejvétsi pravdépodobnosti
bychom se setkali s nechténym jevem, kdy jednotlivé ¢asti objemu na sebe spojité
nenavazuji v misté osy w. Vime, ze fidici body P’; ; vznikaji jako ortogonalni pruméty
fidicich bodu P; ; do osy rotace w. Muze tedy nastat situace, ze pro nékteré ridici
body P, ;, kde ¢ je pevné dané, nebudou odpovidajici ortogondlni pruméty P’; ;
totozné, a tudiz bude dochazet mezi jednotlivymi ¢dstmi objemu ke skokuim ve sméru
osy w. Jednoduchy priklad tohoto problému vidime na obr. 4.12.

Abychom tento problém odstranili, sjednotime fidici body P’;; nasledujicim

zpusobem:
2o Pl
Pi=Piy=P1=.=P,= 7Jn—+1’
kde i =0, ..., L.
Nyni muZeme jiz zkompletovat idici sit GS, kterd bude ve tvaru
PIO G07]71 o .. G07]7n_1 PO,]
GS;jr = : : : : ; (4.1)
P/l Gl7]71 tee Gl,],TL*l Pl?]
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Algorithm 5: Zobecnény NURBS objem (pomoci rotace)
vstup : Obal NURBS objemu Q := [P, W, R, S|,

POO PO,m
P = |
P P,
kde P(]’o = P071 = ...= ].:)o’m7 Pl,O = Pl71 = ... = Pl,m a Pi,O = Pi,my VZ

Tytéz rovnosti plati i pro piislusné vahy W, ;.

vystup: Ridici sit GS, véhy boda fidici sité WS, vektor parametrizace T.
begin
1: T je volitelny nebo T = (0,0,1,1);
2: Osa w = Py P 0;
3: Ridici body K, ; na ose w: pro P, ;, Vi, najdeme ortogonalni

prumét K; ; do osy w (jejich vdhy — volba) za splnéni podminky

z Véty 33;

4: Py o= 20Ny
. i - m+1 0 )
5: V zavislosti na volbé T lze volit vnitini body G; ;; a jejich vahy W, ;1

tak, ze vystupni sit GS; ;. je ve tvaru

!/
Py Goji - Gojn1 Poj
GSijp=1| ¢ &+ o S
/
P l Gl7]71 tet Gl?]vnfl Plv]
. ;D
pro j = 0, ., . Plati P 0= GO,j,l =...= GO,j,n—l = PoJ,
/! .
Pi=Gji=...=Gyjn1 =P

6: Vahy WS: Vahy fidicich bodu G ;; a P’; jsou volitelné;
| return GS, WS, T

pro j = 0,...,m, kde pro j = 0 a j = m je fidic{ sit GS;or a GS;,, 1 shodnd —
uzavienost objemu.

Ridici body G, j 1 jsou volitelné vnitini fidici body, jejichz pocet zavisi na vektoru
parametrizace T. Vyjimkou jsou G; ;; pro ¢ = 0,1, pro néz plati rovnost

/ !/
Po=Goj1 = =Gojn1=Poj, Pi=G=..=Gn1="Py

z duvodu uzavienosti NURBS objemu. Tato rovnost plati samoziejmé i pro prislusné
vahy téchto fidicich bodu. Vahy ostatnich novych tidicich bodu jsou volitelné.

Vektor parametrizace T je libovolny. V piipadé, ze vysledn4 sit neobsahuje zaddné
body G, jx, volime T = (0,0, 1,1). Pro ndzornost si postup, ktery je shrnut v Algo-
ritmu 5, ukazeme na nésledujicim ptikladu.

Piiklad 4. Méjme vstupni hranicni NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde P je
iidici sit o velikosti 5 x 7 fidicich bodii, W je matice vah f{dicich bodu f{dici sité a R,
S jsou vektory parametrizace. Zamérné zde neudavame konkrétni hodnoty, jelikoz
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Obrazek 4.13: NURBS objem — Vlevo nahote: Ridici sit NURBS oblasti (obalu);
Vpravo nahore: Ukazkova NURBS oblast QS; pro konkrétni ridici body ridici site;
Dole: Vysledny NURBS objem.
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nejsou tak podstatné jako samotnad konstrukce casti fidici sité hledaného NURBS
objemu.

Pro kazdy fidici bod P;; tidici sité najdeme ortogonalni pramét P’; ; bodu P; ;
do osy rotace w. Tu nam urcuji fidici body Pyo a P;,,. Vektor parametrizace T
volime pro jednoduchost T = (0,0, 1, 1).

Na obr. 4.13 vlevo nahote vidime strukturu fidicich bodi hraniécni NURBS plochy;,
vpravo nahofe pak vybranou ¢ast fidici sité P; 5 s P’; 5, kde

2 1
Pi,2 = {(07 07 3)7 (17 27 1_8)7 (37 37 1)7 (17 17 1_0)7 (07 07 O)}

Ortogondlni pruméty téchto tidicich bodu do osy w jsou

29 1
P,i 2 = {(O’ 07 3)7 (07 07 _)7 (07 07 1)7 (07 07 _)7 (07 07 O)}
’ 10 10
To provedeme pro kazdé j tidici sité P;;, kde i = 0,...,6, a ziskdme tim vSechny
hledané ortogonalni pruméty P’; ;. V dalsim kroku tyto prumeéty sjednotime. Nazorné
si to ukazeme pro tidici body

29 29 ) 29 5 29 29

1_0)7 (0707 TN 0707 _)7 (an _)7 (0707 _>> (0707 1_0>7 (0707 1_0

P, =
27] {(0707 10)7( 2 ? 10 2

)}

Ty nahradime sjednocenym tidicim bodem

Plz,o = P/2,1 =..= Pl?,m = —=—=(0,0, —

Tento postup aplikujeme na vsechny body P’; ;, kde i je pevné zvolené. Dostaneme
tak hledanou fidici sit GS,, kde vyslednd Fidici sit NURBS objemu bude ve tvaru
GS = [GSy, GS;, GSy, ..., GSg]. Véhy nalezenych fidicich bodu jsou libovolné (ob-
vykle jednotkové). Timto postupem ziskame GS; a WS, pro j = 0,...6. Vysledny
NURBS objem vidime na obr. 4.13 dole. |

4.2.2 Konstrukce objemu po jednotlivych NURBS oblastech

U rota¢nich NURBS objemu jsme popsali dvé metody, jak zkonstruovat NURBS
objem. Modifikaci prvni metody jsme pak vytesili konstrukci zobecnéného objemu.
Pfirozené se nam tak nabizi i modifikace druhé metody.

Uvazujme vstupni NURBS plochu Q := [P, W, R/, T|, kde pro fidici body plati
Poo=Po1=... =Py, Pio=P;1 =.. =P, a P,y = P, pro kazdé ¢. Shodné
tak pro pfislusné vahy W; ;. R’, T jsou vektory parametrizace.

Hleddme popis NURBS objemu QS := [GS, WS, R, S, TJ, kde GS je f{dicf sit,
WS viéhy fidicich bodu sité a vektory parametrizace R, S, T.

Myslenka konstrukce je zalozena na stejném principu jako predchozi metoda. Tam
jsme v prvnim kroku hledali fidici body P’; ; (ortogonélni pruméty fidici bodu plaste)
na ose rotace. Ridici body pléste P, ; s piislusnymi pruméty P’; ; ndm vytvorily fidic
sit GS; jednotlivych NURBS oblasti. Néslednym slozenim téchto Fidicich sit{ jsme
ziskali fidici sit celého NURBS objemu.
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Obréazek 4.14: Vlevo: Cerné je znazornéna uzaviena NURBS kiivka a zelené pak
piislusnd NURBS oblast ovlivnéna celkovou strukturou fidici sité NURBS objemu;
Vpravo: Vysledny NURBS objem.

V této casti budeme taktéz nejprve hledat jednotlivé ridici site NURBS oblasti.
Méjme vstupni f{dici sit NURBS obalu

P070 ... PO,m
Py, ... P,

kde tidici body P;o,Pi1,...,Pim pro pevné ¢ jsou ridici body uzaviené NURBS
kiivky Q;.

Pro kazdé i nyni hleddme NURBS oblast, ktera je ohrani¢ena jeji prislusnou
NURBS kiivkou Q. Ohrani¢eni zde chdpeme pouze z hlediska vypoctu hledané iidici
siteé.

K vyfeseni pouzijeme znamy algoritmus NURBS14 (viz [2]) (opét lze pouzit i
NURBS12).

Hledany popis NURBS oblasti je ve tvaru

QS'L = [GSZ7WSZ7 RJ S]?

kde GS; je tidici sit s vAhami WS; a dvéma vektory parametrizace R a S.
Tento postup aplikujeme na vSechny krivky Q;. Ziskdme tak NURBS oblasti QS;;,
které nam tvotri dohromady NURBS popis objemu:

QS := [GS,WS,R, S, T),

kde GS = [GSy, GSy, ..., GS)] a WS = [WS,, WS, ..., WS,].

66



Cely postup jsem shrnuli v Algoritmu 6. Na obr. 4.14 si muzeme prohlédnout
NURBS objem, jehoz vstupni data byla shodnd s daty z predchoziho Prikladu 4.
Vlevo vidime ¢ast fidicich bodu, které urcéuji spole¢né s vahami a vektorem parame-
trizace uzavienou kiivku (¢erné) a zelené vyslednou NURBS oblast QS,;. Ztetelné
vidime, ze kfivka presné neohranicuje danou oblast. Je to zpusobené tim, ze na tvar
vysledné oblasti (fezu NURBS objemu) mé vliv celd fidici sit NURBS objemu a ne
jen tidici body této hrani¢éni kiivky. Vpravo mame pak vysledny NURBS objem.

Algorithm 6: Konstrukce objemu po jednotlivych NURBS oblastech
vstup : Obal NURBS objemu Q := [P, W, R/, T},

P070 e PO,m
P = . . )
Py ... Py
kfie P()’g = P()’l =..= PO,m a PZ,O = Pl,l =..= Pl,m‘
vystup: Ridici sit GS, vahy bodu fidici sité WS, vektor parametrizace R a S.
begin
1: [GS“ WS“ R, S] :NURB814[PZ70, ey Pi,my Wi,O? ey Wi,m> Rl] Pro
1=0,...1

2: GS := [GSy, ..., GSy];
3: WS := [WS,, ..., WS|J;
return GS, WS, R, S

4.2.3 Srovnani

Stejneé jako v predchozi ¢asti si nyni obé metody zhodnotime a fekneme jejich vyhody
a nevyhody.

Prvni metoda je oproti druhé jednodussi z hlediska konstrukce a navic neni za-
potiebi zminéného algoritmu NU RBS14, ktery muze mit v pripadé slozité vstup-
ni fidici sité za nasledek delsi dobu vypoctu vysledné fidici sité. Ta muze mit
v koneéném tvaru mnoho vnitinich fidicich bodu, které nejsou v daném piipadé tolik
potiebné. Jelikoz u prvni metody vychazime z konstrukce, kterou jsme pouzivali pro
rotacni télesa, vznika i v tomto pripadé singularni osa.

Z hlediska kvality popisu NURBS objemu je tedy druhd metoda vhodnéjsi nez
prvni, ale z hlediska rychlosti a moznosti volby nékterych vnitinich ridicich bodu je
vhodnéjsi metoda prvni.
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Kapitola 5

Balicek NURBSobjem

Balicek NURBSobjem je vytvoren v programu Mathematica 7.0. Nacteni do pro-
gramu zajistime piikazem <<NURBSobjem‘, ktery aktivuje funkce pouzivajici metody
popsané v Kapitole 4.

Zadavani vstupu v Mathematice musi byt v nésledujicim tvaru:

o Ridic body P = {{X07 Yo, 20}7 ey {Xla Y1, Zl}}'
Vektory vah W = {w, ..., w1 }.

Vektory parametrizaci R = {rg, ...,T14¢11}-

Rl/dl,Cl, Sl,t, P/ = {{{Xo’o, yO707 2070}, ceey {X07m7 Yo,ma ZO,m}}, ceey
{{X1,07 Y10, 21,0}, ) {Xl,ma Yim, sz}}}'

Véhy f'l/dl/CI, Sité W/ = {{Wo’o, P W(),m}, ceey {W]_,(), ey WLm}}.

Osa rotace D = {{Xo,yo,zo}, {X1,Y1>Z1}}-

U vsech vstupnich krivek a ploch se predpoklada, ze se nebudou navzajem protinat
a ze nebudou obsahovat samoprunik.

Balicek NURBSobjem obsahuje celkem 5 funkei, z toho 3 funkce jsou zalozeny na
algoritmech rotac¢nich téles a dalsi 2 vyuzivaji algoritmy ze zobecnénych rotacénich
téles. Predpokladem k tomu, abychom mohli néasledujici funkce pouzit, je nacteni
balicku NURBSoblast z [2].

Prvni funkce je ROTA1, kterd pouziva Algoritmus 3. Vstupem je oteviend
NURBS kiivka [P, W, R/, osa rotace D a volitelny vektor parametrizace S. Voldn{
této funkce bude vypadat

ROTAL[{P, W, R, D, S}],

kde vystupem bude Fidici sit GS, jeji matice vah WS a tii vektory parametrizace
R, S, T.

Druha funkce je ROTA1U, které vyuziva kombinaci funkce ROTA1 a NURBS14,
ktera je obsazena v balicku NURBSoblast. Vstupni data funkce ROTA1U jsou
uzaviend NURBS kiivka [P, W, R] a osa rotace D. Volani funkce mé podobu

ROTALU[{P, W, R, D}].
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Vystupem je opét fidici sit GS, jeji matice vah WS a tii vektory parametrizace R,
SaT.

Tteti funkce je ROTA2, kterd je zalozena na Algoritmu 4. Potfebnd vstupni data
jsou oteviend NURBS kiivka [P, W, R] a osa rotace D. Funkci voldme piikazem

ROTA2[{P, W, R, D}].

Vystupem je fidici sit GS s matici vah WS a vektory parametrizace R, S, T.

Ctvrtd a péata funkce pouzivaji Algoritmy 5 a 6. Oproti predchozim funkcim
pozadujeme jako vstupni data uzavienou NURBS plochu. Pro funkci BRAMI1 bude
vstupem NURBS oblast [P, W' R, S] a volitelny vektor parametrizace T. Volani
této metody bude ve tvaru

BRAM1[{P', W' R, S, T}].

Vystupem bude fidici sit NURBS objemu GS s matici vah WS a vektory paramet-
rizace R, S, T.

Posledni funkci je BRAM2, kterd pouzivd ke svému vypoctu funkci NURBS14.
Vstupem je pouze NURBS plocha [P, W’ R/, T|. Zavoldni funkce provedeme
piikazem

BRAM2[{P’, W', R/, T}].
Vystupni data jsou ridici sit GS, matice vah WS a vektory parametrizace R, S, T.
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Zaver

Cilem mé diplomové prace bylo navrhnout vlastni metody pro vytvoreni NURBS ob-
jemové parametrizace pro specialni ttidy hranicnich NURBS kiivek a ploch. Presnéji
§lo o nalezeni parametrizace NURBS objemu, jehoz plast vznikne rotaci vstupni
NURBS krivky okolo dané osy rotace. Déle pak parametrizaci NURBS objemu, ktery
je ohranic¢en vstupni uzavienou NURBS plochou. Ukolem bylo analyzovani daného
problému, nalezeni teoretického i praktického reseni demonstrovaného na ptikladech
a grafickych vystupech a eventualné nalézt alternativni moznosti feseni a dalsi opti-
malizace. Nalezené metody, resp. algoritmy pak implementovat do programu Mathe-
matica, jejichz shrnutim vznikne uzivatelsky balicek. Mezi dalsi cile této prace patiilo
shrnuti zakladnich informaci NURBS objektu a prezentace jiz zndmych metod pro
vytvareni NURBS objemu a optimalizace jejich sité.

Hlavnim vysledkem této diplomové prace jsou algoritmy pro vytvoreni popisu
NURBS objemu pomoci vstupni NURBS kfivky rotujici kolem osy rotace a popisu
NURBS objemu ohrani¢eného vstupni uzavienou NURBS plochou. Tyto metody
jsou popsany v kapitole 4, resp. cast 4.1. se zabyva prvni moznosti a ¢ast 4.2. druhou
moznosti. Pro obé moznosti jsme zkonstruovali dvé mozné metody, které jsou zde
analyzovany a v zavéru kapitoly zhodnoceny. Postupy konstrukei jsou znédzornény na
prikladech a grafickych vystupech. U prvni moznosti jsme pak jesté zatadili jednu
moznou metodu pro uzavienou vstupni kiivku, kterou jsme demonstrovali opét na
prikladu a grafickém vystupu. Pro tidici body vstupni NURBS kfivky a vstupni
NURBS uzaviené oblasti jsme navic zavedli a dokazali podminku pro injektivni pa-
rametrizaci vysledného NURBS objektu. Tyto algoritmy byly implementovany v pro-
gramu Mathematica, jejichz vysledkem je balicek funkci popsanych v kapitole 5.

Mezi dalsi vysledky patii také shrnuti zdkladnich definic a vlastnosti NURBS
objektt, které jsou v kapitole 1. V kapitole 2 se zabyvame prezentaci metody pro
vytvoreni NURBS objemu specidlnim pohybem danych NURBS ploch. Jsou zde
popsany postupy a podminky pro konstrukeci tohoto druhu NURBS objemu. Pro
nazornost je vse doplnéno o grafické vystupy. Poslednim cilem byla prezentace a
analyza optimalizace sité NURBS objektu, kterou nalezneme v kapitole 3. Jelikoz
se tato optimalizace tyka predevsim fidicich bodu daného NURBS objektu, resila se
dana problematika na B-spline objektech. Tato kapitola je rozdélena na dveé casti, kde
se nejprve zabyvame moznostmi optimalizace sité B-spline plochy a jejimi metodami.
Ve druhé ¢asti se pak dostavame k optimalizaci sité B-spline objemu. V obou ¢éstech
jde o prezentaci dvou metod, které se pouzivaji jak pro B-spline plochy, tak pro B-
spline objemy.

70



Literatura

1]

(6]

[10]

[11]

M. Aigner, C. Heinrich. B. Jiittler, E. Pilgerstorfer, B. Simeon, and A.-V. Vuong;:
Swept volume parameterization for isogeometric analysis. In E. Hancock and R.
Martin (eds.), The Mathematics of Surfaces (MoS XIII 2009), LNCS 5654, pp.
19 - 44, Springer, 2009.

P. Andél: NURBS reprezentace rovinnijch oblasti. Bakaldisks préce, ZCU, 2010.

X. Gang, B. Mourrain, R. Duvigneau, A. Galligo: Parametrization of compu-
tational domain in isogeometric analysis: method and comparison. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering 200, 2011.

L. Piegl, W. Tiller: The NURBS Book. Springer, New York, 1997.

F. Jezek: Geometrické a pocitacové modelovdni. Pomocny ucebni text. ZCU,
20009.
(zdroj: http://geometrie.kma.zcu.cz/index.php /www /content /view /full /1023 /)

Y. Bazilevs, L. Beirao da Veiga, J.A. Cottrell, T.J.R. Hughes, G. Sangalli, Iso-
geometric analysis: approximation, stability and error estimates for h-refined
meshes, Math. Models Methods Appl. Sci., Vol. 16 (7), pp. 1031-1090, 2006.

J. Gravesen, A. Evgrafov, A. R. Gersborg, N. D. Manh, P. N. Nielsen: Isogeo-
metric analysis and shape optimisation. In: Proceedings of 23rd Nordic Seminar
on Computational Mechanics, (A. Erikson and G. Tibert eds.), pp. 14-17, Stock-
holm 2010.

T. Martin, E. Cohen, R. M. Kirby: Volumetric parametrization and trivariate
B-spline fitting using harmonic functions. Computer Aided Geometric Design,
Vol. 26, pp. 648-664. Elsevier, 2009.

I. Linkeova: NURBS krivky: NeUniformni Raciondlni B-Spline kiivky. Praha:
Nakladatelstvi CVUT, 2007.

V. Skytt, X. Gang, B. Mourrain: First definition of isogeometric framework,
cases, data structures and methods. EXCITING project report, NO. 6.1, 2009.

X. Gang, B. Mourrain, R. Duvigneau, A. Galligo: Optimal analysis-aware
parameter-zation of computational domain in isogeometric analysis. INRIA Re-
search Report-00440130, 2009.

71



[12]

[13]
[14]
[15]
[16]
[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

[26]

Isogeometrickd analyza: KMA/APG1 - Aplikace geometrie 1 Pomocny ucebni
text, ZCU.
(zdroj: http://geometrie.kma.zcu.cz/index.php/www /content /view /full /279 /)

V. Milét: Editor NURBS': Diplomova prace. Praha, 2000.

G. Farin, D. Hansford: Discrete coons patches. Computer Aided Geometric De-
sign, Vol. 16, pp. 691-700, Elsevier, 1999.

B. Bastl: Plochy volného tvaru 2. Pomocny uéebni text. ZCU.
(zdroj: http://geometrie.kma.zcu.cz/index.php/www /content /view /full /187 /)

E. Kreyszig: Introductory functional analysis with applications. John Wiley &
sons, pp. 136-138, 1989.

G. Celniker, D. Gossard: Deformable curve and surface finite-elements for free-
form shape design. Computer Graphics, Vol. 25, NO. 4, 1991.

X. Gang, B. Mourrain, R. Duvigneau, A. Galligo: Analysis-suitable volume para-
meterization of multi-block computational domain in isogeometric applications.
Computer-Aided Design 45, pp. 395-404, 2012.

X. Gang, B. Mourrain, R. Duvigneau, A. Galligo: Optimal Analysis-Aware Pa-
rameterization of Computational Domain in Isogeometric Analysis. Advances in
Geometric Modeling and Processing: LNCS 6130, pp. 236-254. Springer, 2010.

M. R. Dorfel, B. Jittler, B. Simeon: Adaptive isogeometric analysis by local
h-refinement with T-splines. Computer Methods in Applied Mechanics and En-
gineering, Vol. 199, pp. 264-275. Elsevier, 2010.

H. Grandin: Fundamentals of the Finite Element Method. Macmillan Pub. Co.,
1986.

T. J. R. Hughes, J. A. Cottrell, Y. Bazilevs: Isogeometric analysis: CAD, finite-
elements, NURBS, exact geometry and mesh refinement. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, Volume 194, pp. 4135-4195. Elsevier 2005.

N. D. Manh, A. Evgrafov, A. R. Gersborg, J. Gravesen: Isogeometric shape
optimization of vibrating membranes. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, Vol. 200, pp. 1343-1353. Elsevier 2011.

M. S. Floater: Mean value coordinates. Computer Aided Geometric Design, Vol.
20, pp. 19-27. Elsevier 2003.

X. Gang, B. Mourrain, R. Duvigneau, A. Galligo: Optimal analysis-aware pa-
rameterization of computational domain in 3D isogeometric analysis. INRIA
Research Report-00539616, 2011.

W. Wang, B. Jiittler, D. Zheng, and Y. Liu: Computation of rotation minimizing
frames. ACM Trans. on Graphics, 27(1):article no. 2, 2008.

72



