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ABSTRAK

Ordinary Differential Equation (ODE) dan Delay Differential Equation (DDE) banyak digunakan untuk
menerangkan kejadian-kegjadian pada dunia nyata. ODE melibatkan derivatif yang dipengaruhi oleh
penyelesaian waktu sekarang dari variabel-variabel yang tidak bergantung pada waktu. Sementara, DDE
memiliki tambahan derivatif yang juga dipengaruhi oleh penyel esaian pada waktu sebelumnya.

Penyelesaian persoalan DDE dengan nilai tunda konstan difokuskan pada metode eksplisit Runge Kutta
triple BS(2,3) yang digunakan juga oleh solver Matlab nonstiff pada ode23.

Untuk mengimplementasikan permasalahan DDE dengan waktu tunda konstan dengan menggunakan
metode Runge-Kutta eksplisit dibutuhkan tiga rumusan yaitu rumusan untuk menghitung nilai pada setiap
tahapan integrasi, rumusan untuk menghitung besarnya step size serta rumusan untuk menghitung continuous
extension. Pada penelitian ini, diaplikasikan metode Runge Kutta eksplisit dengan rumusan embedded dari
Bogacki-Shampine yang mempunyai order 3 serta rumusan continuous extension dengan interpolasi Hermite

kubik.

Kata kunci : Delay Differential Equation, Ordinary Differential Equation, Runge Kutta.

1. PENDAHULUAN

Ordinary Differential Equation (ODE) dan
Delay Differential Equation (DDE) banyak
digunakan untuk menerangkan kejadian-kejadian
pada dunia nyata. ODE melibatkan derivatif yang
dipengaruhi oleh penyelesaian waktu sekarang dari
variabel-variabel yang tidak bergantung pada waktu.
Sementara, DDE memiliki tambahan derivatif yang
juga dipengaruhi oleh penyelesaian pada waktu
sebelumnya. Meskipun ODE dan DDE memiliki
similaritas, solusi yang digunakan pada ODE dan
DDE berbeda secara signifikan.

DDE yang akan dibahas mempunyai bentuk
persamaan sebagai berikut :

Yy©® =1 i) Mt—) Mt—1,),...t—7))
yang penyelesaiannya berada pada interval a<t<b
dengan kondisi historis y(t)=S(t) pada t<a . Nila
tunda konstan dinyatakan dengan z=min
(z,...,7)>0.

DDE dengan nilai tunda konstan merupakan
bentuk umum DDE yang banyak diaplikasikan
untuk keperluan pemodelan dunia nyata (Baker,
Paul, Willie).

Penyelesasian persoalan DDE dengan nilai
tunda konstan difokuskan pada metode eksplisit
Runge Kutta triple BS(2,3) yang digunakan juga

oleh solver Matlab nongtiff pada ode23. Sistematika
pembahasan meliputi pengantar DDE, perluasan
metode BS(2,3) pada persodan DDE, andlisis
konvergens dan stabilitas, implementasi solver
dde23 dan uji coba pada beberapa persoalan
pemodelan matematika.

2. PENGANTAR DELAY

DIFFERENTIAL EQUATION
Perbedaan utama antara DDE dan ODE terletak pada
data insialnya. Penyelesaian ODE ditentukan oleh
nilai persamaan pada titik inisial t-a. Sedangkan
untuk mengevaluas DDE pada interval a <t <b ,
jika terdapat suku y(t-7) dapat merepresentasikan
nilai dari solusi pada titik-titik sebelum titik inisial.
Contohnya, solusi pada t = a ditentukan oleh nilai
pada a- 7. Sehingga jika terdapat T yang merupakan
nilai tunda terbesar, maka untuk menyelesaikan
suatu persoalan DDE perlu disediakan S(t) antara a-
T<t<a
Karena metode numerik pada ODE dan DDE akan
juga diaplikasikan pada persoalan yang memiliki
beberapa derivatif yang kontinyu, maka diskontinyu
pada low-order derivatif memerlukan penanganan
khusus. Secara umum terjadi diskontinyu pada solusi
derivatif pertama di titik inisial karena

S@@)=y(ar)="f(aa),3a-n),...a-1,))
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Diskontinyu dapat terjadi juga pada saat sebelum
dan sesudah titik inisial.
Diskontinyu dapat mengalami propagasi. Jika terjadi
diskontinyu pada sebuah derivatif, maka akan terjadi
perulangan  diskontinyu pada interval-interval
selanjutnya dengan jarak ditentukan oleh nilai
tundanya. Propagasi dapat dideskripsikan secara
formal sebagai berikut : jika terjadi diskontinyu di t*
pada dergjat k atau dengan kata lain terjadi lompatan
pada y® di t*, maka akan terjadi diskontinyu di
t*+ 7 pada dergjat sekurang-kurangnya k+1, akan
terjadi juga diskontinyu di t*+27 pada dergjat
sekurang-kurangnya k+2 dan seterusnya.
Berikut merupakan contoh diskontinyu pada DDE.
Terdapat persamaan

y’(t)=-y(t-1) 1)
pada 0 <t dengan fungsi historis S(t)=1 untuk t <0.
Maka akan didapatkan hasil sebagai berikut

y(x)=1-x, untuk 0<x<1

2
Y(X)=1—X+%, untuk 1< x<2

2 3
y(x):l—x+%—%, untuk 2<x<3

1

Grafik Solusi.
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Gambar 1. Grafik solusi persamaan (1)

3. PENDEKATAN EKSPLISIT RUNGE

KUTTA
Pada pembahasan berikut akan digunakan metode
Runge Kutta Triple yang umum digunakan pada
solver 0de23 untuk menyelesaikan permasalahan
y’=f(x,y) pada interval [a,b] dengan y(a) diketahui.
Sebuah triple pada stage s akan melibatkan tiga buah
rumusan. Misalnya, diketahui aproksimasi fungsi
y(n) pada x, yaitu y, dan akan dihitung aproksimasi
pada X1 = X.:+h,. Untuk i=1,..,s, stage

f,="1(X;,Yy,) didefiniskan dengan suku

i-1
Xni :Xn+clhn dan yni = yn+hnzaij fnj
j=1

Persamaan aproksimasi yang digunakan untuk
menentukan nilai integrasi selanjutnya adalah

80

S
yn+1 = yn + hnzb| fni
i=1
Persamaan tersebut dapat dituliskan juga dengan
menggunakan fungsi increment

(D(Xn! yn) = ZS bi fni
i=1

Untuk memenuhi penyelesaian fungsi ditambahkan
suatu nilai residu yang disebut local truncation error
sehingga persamaan menjadi

y(Xn+l) = y(Xn) + hnq)(xn! y(Xn)) + I.[en
Besarnya error pada persamaan tersebut adalah
o(h™)
Rumusan lain pada triple dituliskan dengan
persamaan sebagai berikut

S
y;+l = yn + hnz bi* 1:ni = yn + hnq)*(xn' yn)
i=1
Besar local truncation error dari persamaan tersebut
adalah O(h?)
Rumusan tersebut hanya digunakan untuk

menentukan besarnya step size.
Rumusan ketiga dituliskan sebagai berikut

Yoo = Yo+t h 2 b(0) fy = ¥, + D@ (X,,Y,,0)

i=1
Rumusan tersebut merupakan continuous extension
dari rumusan pertama. Dengan kata lain, rumusan
pertama merupakan kondisi khusus dari continuous
extension dengan c=1.
Agar metode Runge-K utta triple dapat diaplikasikan
untuk penyelesasian DDE, maka dibutuhkan strategi

untuk menangeni suku historis y(x; —7;) pada
persamaan

foi = T OG0 Yoo YOG —7) - Y%, — %)
Terdapat dua keadaan yang harus dibedakan yaitu :
h, < r dan h, > 7 pada beberapa j. Dimisalkan
diketahui ~ fungs  aproksimas S(X) pada
y(X)untuk setigp x<Xx,. Jka h <z, maka
Xy =7 < X, dan

foi = T OG0 Yoo %4 — 705X, — %)
merupakan rumusan eksplist. Fungsi
S(X) merupakan historis inisial pada X< a.
Setelah dilakukan penghitungan pada langkah X4,
selanjutnya dengan menggunakan  continuous
extension  didefiniskan  S(X) pada  rentang
[Xn ! Xn+1] dengan
S(x, +oh,) =Y,.. . Dengan data historis yang

rumusan
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telah didefiniskan tersebut dapat dilakukan
penghitungan langkah berikutnya. Jika h, > 7 pada
beberapa j, maka suku historis S(X) akan dievaluasi

pada span dari current step dan semua rumusan akan
didefiniskan secara implisit. Langkah yang
ditempuh untuk menyelesaiakan kondisi tersebut

adalah sebagai berikut ; saat X tercapai,

S(X) didefinisikan untuk X < X . Selanjutnya
definis  tersebut diperluas hingga rentang
(X,,X, +h,]. Hasl tersebut dinyatakan sebagai
fungs s°(x). Tahapan iteras selanjutnya dimulai
dengan  melakukan  penghitungan  terhadap
aproksimasi  hasl  S™(X). Iteras sdlanjutnya
dihitung dengan rumusan eksplisit sebagai
berikut

S™(x, +ohy,) =y, + RO(X,, ¥, 05 S™ (X))
Rumusan tersebut menunjukkan kontraksi dan
S(X) terdefinisi padainterval X< x

n+l*

4. KARAKTERISTIK SOLVER DDE23

DDEZ23 diimplementasikan dengan mengacu pada
solver ODE23, yang merupakan implementasi dari
pasangan eksplisit Runge-Kutta (2,3) Bogacki dan

Shampine yang disebut BS23.
Konfigurasi Array Butcher untuk BS23 adalah
sebagai berikut

0

RZ) %3

Ya 0 Ya

1 209 U3 49
yI |29 U3 49 0
y | 572 1Ul2 19 -18

Metode BS23 memenuhi solusi order 3 dengan
kondisi sebagai berikut
1. bl+b2+b3 =1
pada array Butcher BS23 : 2/9+1/3+4/9=1
2. boCythaCs=1/2
padaBS23 : 1/3* 1/2+4/9* 3/4=3/6
3. b2C22+b3C32= 1/3
pada BS23 : 1/3*1/4+4/9*9/16=1/3
4, b3C2a32:1/6
pada BS23 : 4/9*1/2*3/4=1/6
Pada DDE23, langkah awal yang dilakukan adalah

memberikan prediksi S°(X) dengan nilai konstan
Yo- Selanjutnya, diterapkan properti continuous
extension pada langkah sebelumnya untuk menjadi

S%°(X) pada langkah sekarang. Pada DDE23
digunakan interpolasi cubic Hermite sebagai fungsi

polinomial pada continuous extension. Prediksi
tersebut secara kuantitatif dapat diukur dengan
persamaan  local  truncation error  dititik

X, +oh, dari metode BS23 yang diajukan Dormand
sebagai berikut
AP (o) = ;—828 (1728 - 75360° +13132° —11148 + 3969}/2

Besarnya rasio error antara Y,,, . dengan y_ . harus

lebih kecil atau sama dengan 1 untuk harga
o <£1.32. Penyesuaian (adjustment) step size yang
digunakan pada DDE23 sama dengan yang
digunekan pada ODE23. Untuk menguji
konvergensi, dilakukan dengan iteras untuk
yang tidak lebih

m+1

Yo — yrr:rl
beser dari 1/10 x akurasi yang dibutuhkan 'y, .

menghitung harga ‘

5. ANALISISKONVERGENSI DAN

STABILITAS
Untuk dapat menganalisis aspek konvergens dan
stabilitas terhadap metode yang diaplikasikan
dengan BS23, maka perlu ditentukan terlebih dahulu
model permasalahan yang akan digunakan. Model
tersebut merupakan bentuk skalar dengan rumusan
sebagai berikut

y'(x) = Ly(X) + My(x - 7)

5.1 Aspek Konvergens
Aspek  konvergensi
pembuktian berikut.
Jika step size h memenuhi

neminL 30 )

maka iterasi akan konvergen untuk semua nilai t
yang relatif kecil. Jumlah stage implisit yang
dikerjakan akan bergantung dengan perbandingan
besar h dengan 1. Pada pembuktian ini diasumsikan
terdapat h >> 1, sehingga BS23 menghasilkan stage
implisit yang maksimal. Persaman interpolas
polinomial continuous extension yang digunakan
adalah Hermite kubik, sehingga solver juga mencatat

dope . pada titik X, sebagai tambshan pada

dapat dianaliss dengan

solusi Y,. Pada suatu langkah iteras mencapai

x +h nila Y,, f,dan S(x, —7)adalah fixed.
Nila continuous extension akan ditentukan oleh
nilai-nilai fixed tersebut dan vektor
V= (Y Fog)' - Jika vim menyatakan current

approximation, maka dengan bantuan tools Maple
dapat ditentukan matriks iteras J yang memenuhi
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m+1)

vi™ = v™ L ¢ Dapat diketahui juga
bahwa semua elemen matriks J merupakan bentuk
polinomia kubik dari t. Dimisalkan J, menyatakan
matriks yang dievaluasi pada saat t = 0. Jika
D = diag{1,h} , makadapat ditentukan
M (39+12Lh)/72 —M(15+6Lh)/144

L+M 0 ]
Selanjutnya jika h memenuhi , maka radius spektral
Jp akan memenuhi persamaan

p(3,)<[|D3,D7Y <1
Dengan radius spektral J, selalu lebih kecil dari 1,

maka iterasi akan menuju konvergen dengan h, L, M
dan t yang relatif kecil.

DJ,D* = h(

5.2 Aspek Stabilitas
Berdasarkan hasil pengamatan Hairer et.al untuk L
dan M real, sufficient condition untuk menjaga

stabilitas pada DDE adalah L < O dan |M|<|L|.
Ditunjukkan pula bahwa nilai delay pada
|M | 0 digunakan untuk menstabilkan sebuah ODE

pada kondis unstable disebabkan L > 0.
Berdasarkan pengamatan didapati bahwa perilaku
BS23 akan similar dengan metode one-step pada

saat 7 —> 0. Dimisalkan proses integrasi telah
mencapai X, dengan step size h. Dengan nilai ©
yang relatif kecil, satu-satunya argumen yang tidak
berada pada span dari current step adalah X, — 7 .
Argumen tersebut akan berada pada pada daerah
[x, =h,x.].  Diketahui pua  bawa
S(X) merupakan fungsi interpolasi Hermite kubik
argumen Y, 4, 0, Voo f
menggunakan  Maple nila  S(X, —7) dapat
dinyatakan dalam bentuk interpolasi sebagai berikut
S(x, —7) = Y, —f, +O(z%) @
S(x,—7) tersebut

penghitungan nilai  Y,,,; dapat dipengaruhi oleh

dengan Dengan

Hanya meaui nila

nilai Y, 4, T, 1. Berdasarkan kondisi tersebut,

andisis stabilitas pada limit 7 — O dapat
dilakukan pada current step. Sehingga integras

dinyataken ~ stabil  jika  |Yn,|<1. Nila

fndidefinisikan secara  implisit  berdasarkan
persamaan

82

fn = Lyn + MS(Xn - 2-) ©)
dengan menggunakan persamaan (2) didapatkan
persamaan (3)

L+ M
f =| —— |y, +O(z?
" (Mr+1jy” ()
Persamaan  tersebut smilar  untuk fn+1.

Selanjutnya didefinisikan parameter z = hL dan Z =
hM. Dengan menggunakan Maple pula didapatkan
solusi untuk test equation dengan Y, = lsebagai

berikut

You=P(2)=1+2z+ Z%+ Z%

Polinomial P(z) merupakan polinomia stabilitas
dari metode ODE. Persamaan differensial dikatakan
stabil jika Re(z) < 0, dan metode dikatakan stabil

jika [P(2)| <1. Metode dikatakan “damped” jika
IP(2)|<1.

6. EKSPERIMEN

6.1. Aplikasi Pemodelan Penyakit Menular
Berikut adalah aplikasi pemodelan matematika
untuk penyebaran wabah penyakit menular. Model
klasik yang akan dibahas, digjukan oleh Kermack-
McKendrick (1927). Pada model tersebut terdapat
tiga buah fungs yaitu yl(x) yang menunjukkan
bagian dari populasi yang rentan untuk terjangkit
wabah penyakit, y2(x) yang menunjukkan bagian
dari populasi yang terjangkit wabah penyakit dan
y3(x) yang menunjukkan bagian dari populasi yang
kebal terhadap wabah penyakit. Selanjutnya
diasumsikan bahwa jumlah individu yang terjangkit
wabah penyakit tiap satuan waktu akan proporsional
terhadap Y, (X) Y, (X), seperti pada reaks kimia

bimolekular. Jika diasumsikan juga bahwa jumlah
individu yang kebal terhadap wabah penyakit akan
proporsional  terhadap jumlah individu yang
terjangkit penyakit maka model tersebut dapat
dituliskan sebagai berikut.

Yi==%Y. Y.=%Y.—Y, Y=Y,
Setelah wabah penyakit berjangkit, seluruh individu
akhirnya akan menjadi kebal terhadap wabah
tersebut. Jika diasumsikan individu yang telah kebal
terhadap penyakit dapat kembali menjadi rentan
setelah kurun waktu tertentu misalnya t = 10, maka
akan terjadi lagi terjangkitnya wabah penyakit pada
masa tertentu. Jika diberikan masa inkubasi bernilai
1,=1, maka model matematikanya akan menjadi
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Diketahui nilai faseinisia
V(X)) =5VY,(X) =01,y,(X)=1 untuk x<O.

yi = _yl(x) yz(x_l) + yz(x_lo)
Yo = Yi(¥) Yo (x=1) = y,(X)

Y;= yz(X) - yz(X_lo)
Solusi permasalahan tersebut dapat dilihat pada
gambar 2.

Pemodelan Penyakit Menular.
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Gambar 2. Grafik solusi pemodelan penyakit
menular.
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6.2. Model Matematika pada | mmunologi
Pada contoh berikut akan dibahas model Marchuk
yang mendeskripsikan perilaku virus V(t), antibodi
F(t) dan sel plasma pada organisma yang terserang
penyakit yang disebabkan oleh virus.

av

= (h-hFV

C(’j_(t: = E(MR,F(t— )V (t-1)—h(C-1)

dF
—=h,(C-F)-hFV
m L ( )—hy

Persamaan pertama adalah persamaan predator-prey
Volterra-Lotkin. Persamaan kedua mendeksripsikan
pembentukan sel plasma baru dengan waktu tunda
diakibatkan oleh terjadinya infeksi. Dengan adanya
suku kedua pada persamaan tersebut akan
mengakibatkan kesetimbangan terjadi pada saat
C=1. Persamaan ketiga menyatakan pembentukan
antibodi dari sel plasma (h,C), pengurangannya
karena umur (-h4F) dan penggabungannya dengan
antigen (-hgFV). Suku &(m) didefinisikan sebagai
berikut

1 jika m<0.1
¢(m) = (@-m)19; jika 01<m<1

Suku  tersebut  menyatakan  fakta  bahwa
pembentukan sel plasma akan mengalami penurunan
bilamana suatu organisma sedang terserang infeksi.
Karakteristik serangan infeksi m(t) diberikan oleh
persamaan keempat yaitu

dm

—=hV-hm

-
Jika diketahui parameter-parameter model adalah
sebagai berikut

=Bh=2h=08h=16h=Q1 h=6h =01 A =¢
Selanjutnya nilai fase inisiad untuk model tersebut
adalah sebagai berikut

V(t) = max(0,10°° +1t) jika t<0
C(0)=1LF(t)=1jika t<O
m(0)=0

Parameter h6 diberikan nilai 10 dan 300.

Solusi permasalahan tersebut dapat dilihat pada
gambar 3.

Model Marchuk Immunology h6 = 10.

0

. . . . .
0 1 20 30 40 a0 B0
Milai Inigial vt = 0.1.

Gambar 3. Grafik solusi pemodelan imunologi.

7. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil implementasi dan analisis ujicoba

yang telah dilakukan, dapat diambil kesimpulan

sebagai berikut :

e Untuk mengimplementasikan permasalahan
DDE dengan waktu tunda konstan dengan
menggunakan metode Runge-Kutta eksplisit
dibutuhkan tiga rumusan yaitu rumusan untuk
menghitung nilai pada setiap tahapan integrasi,
rumusan untuk menghitung besarnya step size
serta rumusan untuk menghitung continuous
extension.

e Padapenédlitian ini, diaplikasikan metode Runge
Kutta eksplisit dengan rumusan embedded dari
Bogacki-Shampine yang mempunyai order 3
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serta rumusan continuous extension dengan
interpolasi Hermite kubik.

Dengan menggunakan model persamaan skalar
y'(X) = Ly(X) + My(Xx—7) dapat  dilakukan
analisis terhadap aspek konvergenss dan
stabilitas sebagai berikut:

e Jikastep size h memenuhi

nemn(L ¥ )

maka iteras akan konvergen untuk semua
nilai T yang relatif kecil.

e Didapatkan solus untuk test equation
dengan Y, = lsebagai berikut

You=P(2)=1+z+ Z% + Z%

Polinomial P(z) merupakan polinomial
stabilitas dari metode ODE.
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