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RESUMO

HOMOGENEIDADES ESPACIAL E OBSERVACIONAL
DA DISTRIBUICAO DE GALAXIAS

Luis Juracy Rangel Lemos
Orientador: Marecelo Byrro Ribeiro

Resumo da dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pds-graduagao em
Astronomia, do Observatério do Valongo da Universidade Federal do Rio de Janeiro —
OV/UFRJ, como parte dos requisitos necessdrios a obtencao do titulo de Mestre em
Astronomia.

Neste trabalho propomos um segundo tipo de andlise da homogeneidade da dis-
tribuigdo de matéria no Universo, aqui chamada de homogeneidade observacional (HO) e
a qual é feita na hiper-superficie tipo-nulo do cone de luz do passado. O tipo de analise
da homogeneidade ja conhecida é definida pelo Principio Cosmolégico, que chamamos de
homogeneidade espacial (HE), a qual ocorre nas hiper-superficies tipo-espacial do espago-
tempo. Realizamos este trabalho utilizando o modelo cosmolégico de Einstein-de Sitter.
Todas as discussoes de homogeneidades foram feitas para quatro tipos de distancias cos-
moldgicas, que sao: distancia por area d,, distancia por area galactica dg, distancia de
luminosidade d, e distancia por desvio para o vermelho d,. Simulamos varios tipos de
contagens de fontes cosmoldgicas e no caso de universo com homogeneidade espacial usa-
mos a contagem numérica prevista pelo modelo de Einstein-de Sitter (EdS, Ny,s), pois
assume o Principio Cosmoldgico. Para simularmos o universo com homogeneidade obser-
vacional, usamos a contagem numérica proposta por Wertz (1970) e Pietronero (1987),
para a distribuicao de galaxias. A partir de duas fungoes de densidade numérica radiais
definidas em Ribeiro (2005), que sao a densidade diferencial ; e a densidade diferencial
integral ~, fizemos uma andlise das homogeneidades espacial e observacional da dis-
tribuicao de galdxias, esta tultima é definida pela constancia de ~;. Foram apresentados
graficos mostrando o papel central da escolha da distancia cosmoldgica na determinacao
das densidades. Pode ser observado claramente que para caracterizar se a distribuicao
de galaxias em grande escala do Universo possui ou nao HO, é necessario conhecer nao
somente a distribuicao geral de massa-energia, a qual é determinada pela contagem N;
de fontes cosmoldgicas, mas também o volume geométrico que define densidade, que, por
sua vez, depende da distancia cosmoldégica.

Palavras-chave: Cosmologia e Gravitacao, Cosmologia Observacional; Astrofisica Ex-
tragalactica; Distancias Cosmologicas e Contagem Numérica.

Rio de Janeiro
Setembro de 2006



ABSTRACT

SPATTAL AND OBSERVATIONAL HOMOGENEITIES
OF GALAXIES DISTRIBUTION

Luis Juracy Rangel Lemos
Supervisor: Marcelo Byrro Ribeiro

Abstract of MSc thesis submitted to the Graduate Program in Astronomy, at Valongo
Observatory of Federal University of Rio de Janeiro — OV /UFRJ, as part of requirements
for MSc degree in Astronomy.

In this work we propose a second way of analysing the homogeneity of the matter
distribution in the Universe, called here as observational homogeneity (OH), and which is
carried out along the past light cone null type hypersurface. The usual type of homogene-
ity is given by the Cosmological Principle, called here as spatial homogeneity (SH), and
which is defined along space-like hypersurfaces of the spacetime. In this work we adopted
the Einstein-de Sitter cosmological model. All discussion regarding homogeneity were
done by means of four cosmological distances, namely, the area distance d,, the galaxy
area distance dg, the luminosity distance d, and the redshift distance d,. Simulations
of various types of counting of cosmological sources were carried out and in the case of
an universe model with SH we used the number counting obtained from the Einstein-
de Sitter (EdS) model (Npg,s), since it assumes the Cosmological Principle. In order to
simulate an universe with OH, we adopted the number counts expression advanced by
Wertz (1970) and Pietronero (1987) for the galaxy distribution. Starting from two radial
density functions defined in Ribeiro (2005), namely the differential density v; and the
integral differential density 7/, we carried out an analysis of spatial and observational
homogeneities of the galaxy distribution, were the latter (OH) was defined by the cons-
tant value of . Various plots were presented showing the central role played by the
cosmological distance choice. It was also clearly observed that in order to characterize
whether or not the large-scale galaxy distribution in the Universe has, or has not, OH, it
is necessary to know not only the general mass-energy distribution, which is determined
by the count NN; of cosmological sources, but also the geometrical volume which defines
the density and, by itself, depends on the cosmological distance.

Key Words: Cosmology and Gravitation, Observational Cosmology; Extragalactic As-
trophysics; Cosmological Distances and Number Counts.

Rio de Janeiro
September of 2006
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Introducao

As descobertas de Hubble em 1923 tornaram consensual a comunidade cientifica a
nocao de que as nebulosas eram outras galdxias semelhantes a nossa e, assim, comegou o
estudo da distribuicao de matéria em nivel extra-galactico no Universo assim como da sua
geometria. A cosmologia moderna, portanto, tem por objetivo determinar a distribuigao
de matéria em grandes escalas e a estrutura espaco-temporal do Universo a partir das
observagoes. Como, no entanto, as equacoes de Einstein da gravitacao constituem-se
em um sistema de 10 equagoes diferenciais nao lineares as quais sao muito dificeis de
serem tratadas analiticamente na sua totalidade, foi necessario assumir alguma hipdtese
de simetria para facilitar a resolucao. Com essa finalidade Einstein, de Sitter, Friedmann
e muitos outros assumiram a hipotese de que o Universo deve ser homogéneo e isotrépico.
As observacoes, no entanto, nao indicavam claramente que essa hipotese era a mais ade-
quada devido a serem observados super-aglomerados de galdxias e grandes vazios. Assim
outros pesquisadores estudaram outras hipoteses simplificadoras, como por exemplo, a
métrica de Lemaitre-Tolman-Bondi, a qual descreve um universo esfericamente simétrico,
mas nao-homogeneo. Hoyle, Bondi e Narlikar acreditavam que o Universo pudesse ser
homogéneo e isotropico espacial e temporalmente, hipotese de simetria a qual é conhecida
como Principio Cosmoldgico Perfeito, proposto para sustentar o Modelo Estacionario do
Universo, atualmente ultrapassado. Apesar de haver muito mais evidéncias observacionais
para a isotropia do que para a hipdtese de homogeneidade da distribuicao de matéria no
Universo, vérios estudos tedricos foram feitos abandonando a isotropia, o que é o caso dos
modelos de Bianchi, cujas caracteristicas sao a de serem homogéneos espacialmente, mas
anisotrépicos (Stephani e outros 2003). No entanto a hipdtese adotada hoje pela maioria
da comunidade cientifica é fundada no Principio Cosmolégico que afirma que o Universo
¢ homogeéneo e isotrépico espacialmente.

Este trabalho faz uma analise relativistica da cosmologia observacional e originou-
se de uma seqiiéncia de artigos publicados com inicio na década de 70, onde uma série
de pesquisadores como, por exemplo, Wertz (1971), Bonnor (1972), Mandelbrot (1977),
Wesson (1979), Pietronero (1987), Ribeiro (1995) e outros se dedicaram a modelar as



possiveis nao homogeneidades do Universo baseando-se em dados observacionais. FEsta
dissertacao faz parte dessa seqiiéncia de trabalhos, mas nao tem como objetivo se con-
trapor ao Principio Cosmolégico, porém apresentar argumentos de que, para verifica-lo,
é necessario fazer uma analise mais cuidadosa da informagao observacional.

Assim, este trabalho tem por objetivo mostrar que, se o Universo nao é homogéneo
observacionalmente, tal situagao nao implica que o Principio Cosmoldgico esteja errado.
Este ponto é sobremaneira relevante, pois o Modelo Cosmologico Padrao é sustentado
pelo Principio Cosmoldgico. Queremos mostrar que essa inomogeneidade é apenas ob-
servacional, mas nao espacial. Com isso o Universo pode ser considerado homogéneo
espacialmente, mas nao o ser observacionalmente, confirmando a hipdétese do Principio
Cosmolégico. Entretanto, é necessario verificar a homogeneidade espacial do Universo,
onde entram em cena as dificuldades intrinsecas da Relatividade Geral.

Este trabalho ¢ desenvolvido no universo de Einstein-de Sitter (ver subsecao 1.3.1) e
nele pretendemos mostrar que quando assumimos a homogeneidade espacial (HE) apenas
obtemos a homogeneidade observacional (HO) ao usarmos a distancia por area galdctica
de (ver subsecao 1.5.3). Se assumirmos a HO, obtemos HE apenas quando z — 0.
Acreditamos que este trabalho contribuira para o maior entendimento de conceitos basicos
relacionados a uniformidade da distribuicao de matéria do Universo.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma. O capitulo 1 tem por objetivo
fornecer a base tedrica para o entendimento dos capitulos seguintes, e é dividido em
oito segoes. A secao 1.1 faz uma abordagem formal do Principio Cosmoldgico e a se¢ao
1.2 é dedicada ao Modelo Cosmoldgico Padrao, mostrando, em linhas gerais, a obtencao
das solugoes cosmolodgicas de Friedmann da Equacao de Einstein da gravitacdo. A secao
1.3 mostra as solugdes cosmoldgicas para universos sem constante cosmologica A e com
dominio exclusivo da matéria (poeira), onde demonstramos as solugoes para as trés pos-
sibilidades da curvatura espacial k£ de um universo homogéneo e isotrépico, quais sejam,
k =0,+1. A secao 1.4 faz a dedugao da relacao de Mattig de distancias para universos
com curvatura espacial nula e nao nula. Estas solucoes nos serao tteis para obtermos
as distancias cosmolodgicas. A secao 1.5 mostra a origem das quatro distancias observa-
cionais que usaremos ao longo dos préximos capitulos e a segao 1.6 mostra a origem das
duas principais ferramentas do trabalho, a contagem numérica e a densidade diferencial.
A secao 1.7 comenta sobre a analise fractal da distribuicao de galdxias desenvolvida por
Wertz (1970,1971) e Pietronero (1987), onde usaremos a contagem numérica sugerida
por ambos, chamada ao longo do trabalho de contagem de Pietronero. A secao 1.8 ex-
plica a diferenca entre homogeneidade observacional e espacial, diferenciacao esta que sera

utilizada como eixo para as discussoes seguintes.



O capitulo 2 mostra como se obtém as contagens numéricas e as densidades diferenciais
para cada distancia cosmolédgica usando a contagem de Pietronero. A secao 2.1 discute
as contagens numeéricas para as quatro distancias cosmolégicas que estamos adotando, a
secao 2.2 desenvolve o calculo das densidades diferenciais em funcao das contagens encon-
tradas na secao anterior e a secao 2.3 calcula as densidades diferenciais integrais a partir
das densidades diferenciais encontradas anteriormente. O capitulo 3 estuda as contagens
numéricas e as densidades diferenciais para universos com e sem homogeneidade observa-
cional, onde a se¢ao 3.1 calcula e analisa, através de graficos, as contagens numéricas e
densidades diferenciais ao assumirmos HO. A secao 3.2 faz o mesmo que a segao anterior,
mas desta vez assumindo que nao ha homogeneidade observacional. O capitulo 4 discute
o comportamento da dimensao fractal como funcao do desvio para o vermelho z para o
modelo de universo que assume homogeneidade espacial.

Na conclusao sumarizamos os resultados que obtivemos sobre as homogeneidades espa-
cial e observacional da distribuigao de galédxias, onde concluimos que quando assumimos a
HO (secao 3.1) apenas ha homogeneidade espacial no caso da distancia por area galactica
de, e quando nao assumimos homogeneidade observacional (se¢ao 3.2) nao ha HE para as
quatro distancias cosmolégicas adotadas neste trabalho. Também sumarizamos o caso em
que assumimos a homogeneidade espacial (capitulo 4), e onde mostramos que apenas em
z — 0 ha HO para as quatro distancias cosmoldgicas ao mesmo tempo, mas para z > 0 s6
h& homogeneidade observacional ao uso da distancia por area galactica ds. Dois apéndices
complementam este trabalho. O apéndice A discute a origem da métrica de Robertson-
Walker mostrando de forma breve a interessante evolucao da analise geométrica ao longo
da historia. O apéndice B calcula a densidade diferencial integral para a distancia por

desvio para o vermelho d, e para a distancia de luminosidade d;.



Capitulo 1
Fundamentos Teoricos

Este capitulo tem por objetivo fornecer a base tedrica necessaria para o melhor en-

tendimento dos capitulos seguintes.

1.1 Principio Cosmolégico

Primeiro sera apresentado um breve comentario histérico sobre o Principio Cos-
mologico e em seguida argumentaremos de maneira mais formal sobre ele. Conforme Bar-
row (1989,1993), o Principio Cosmolégico é oriundo do Principio Copernicano, segundo
o qual “nao ocupamos um lugar privilegiado no Universo, ou seja, somos observadores
tipicos”. O Principio Copernicano influenciou na simetria empregada nos primeiros mo-
delos cosmoldgicos relativisticos (modelos de: Einstein de 1917, de Sitter de 1917 e Fried-
mann de 1922), simetria a qual hipotetisa que “o Universo é homogéneo e isotrépico
espacialmente”. Posteriormente, essa simetria foi nomeada de Principio Cosmologico.
Ele tinha como objetivo facilitar a obtencao das solugoes cosmolégicas das equacoes de
Einstein da gravitagao, publicadas em 1916, as quais constituem-se em um sistema de 10
equacoes diferenciais nao lineares muito dificeis de serem tratadas analiticamente na sua
totalidade. Naquela época, o Principio Cosmolégico tinha um simples propésito: justi-
ficar o uso das métricas de de Sitter e de Friedmann como uma descrigao do Universo em
grandes escalas.

Em 1935, Milne explorou os modelos cosmologicos newtonianos e da Relatividade
Geral com mais detalhes. Em 1948, Bondi, Gold e Hoyle propuseram o Principio Cos-
mologico Perfeito para o qual “o Universo é homogéneo e isotrépico espacialmente e
temporalmente”, enunciado para sustentar o Modelo do Estado Estaciondrio, também

defendido posteriormente por Narlikar (Hoyle & Narlikar 1963). Tal idéia, entretanto,
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foi descartada pela maior parte da comunidade cientifica apds resultados fornecidos pela
contagem de fontes de radio e pela descoberta da Radiagao Césmica de Fundo.

Como vimos, o Principio Cosmoldgico envolve de forma articulada os conceitos de
homogeneidade e isotropia aplicados, via Relatividade Geral, a discussao do Universo
como um todo. No que segue, vamos definir homogeneidade, isotropia e posteriormente o
Principio Cosmoldgico através dos vetores de Killing, mas primeiro vamos mostrar resu-
midamente como o vetor de Killing surge da necessidade de haver simetria na geometria.
Exporemos uma andlise matematica breve desta parte e, caso o leitor se interesse mais a
respeito, pode recorrer as segoes que indicaremos.

Conforme Weinberg (1972, segoes: 13.1, 13.2 e 14.1), Euclides implicitamente assumiu
que as relagoes métricas nao sao afetadas por translagoes ou rotagoes. O campo gravita-
cional normalmente nao apresenta alto grau de simetria, mas existem boas aproximagcoes
em que ele admite algum grupo de transformacoes simétricas, e quando o faz, pode-se
usar essas informagoes para ajudar a resolver as equagoes de Einstein. Antes, porém,
precisamos definir a transformagcao isométrica,

oz'? 0x'° ,
guu(‘r) - O %QWT(J; )7 (111)

onde z’ é a coordenada transformada de x. Assumimos que a métrica tem forma invari-
ante, g/, (y) = 9,.(y), para qualquer y. Podemos simplificar a equacao acima para o caso

de transformacoes de coordenadas infinitesimais,

" =" +ef*(z) com |e] < 1. (1.1.2)

Substituindo esta tltima expressao na equagao (1.1.1) e desenvolvendo um pouco a algebra

tensorial, obtemos,

0=¢,.,+&., (1.1.3)

onde todo quadri-vetor de campo &,(z) que satisfaga & equagao acima é dito ter a forma
do vetor de Killing da métrica g,,.

A métrica espacial é dita ser homogénea se apresenta isometrias infinitesimais (1.1.2)
que conduzam algum dado ponto x para algum outro ponto na imediata vizinhanca, ou
seja, a métrica tem que admitir vetores de Killing que algum dado ponto leve a todos os

valores possiveis.



A métrica espacial é dita ser isotropica sobre um dado ponto x se apresenta isometrias
infinitesimais (1.1.2) que deixem o ponto x fixo, tal que £*(x) seja nulo e &, (z) leve a
todos os valores possiveis, sujeito somente a condigoes anti-simétricas (1.1.3). Para o caso
de N dimensoes, podemos selecionar um conjunto com N (N —1)/2 vetores de Killing. De
maneira trivial verificamos que para N = 4, obtemos 6 vetores de Killing, que é o niimero
maximo de elementos independentes de uma matriz quadrada anti-simérica de ordem 4.

E de interesse especial introduzir na cosmologia o espaco maximamente simétrico.
Através da algebra dos vetores de Killing, o espago que é isotrépico sobre todos os pontos
é também homogéneo (que é o niimero méaximo de elementos independentes de uma matriz
quadrada simétrica de ordem N). A métrica que admite o nimero maximo N(N+1)/2 de
vetores de Killing é dita ser maximamente simétrica. Um espaco maximamente simétrico é
necessariamente homogéneo e isotropico sobre todos os pontos e tais espagos sao definidos
de forma univoca por uma dada curvatura k e pelo nimero de autovalores positivos
e negativos. Dadas duas métricas maximamente simétricas com iguais constantes de
curvatura k e igual nimero de autovalores de cada sinal, sempre sera possivel encontrar
uma transformacao de coordenada que leve de uma métrica a outra.

O Principio Cosmolégico implica numa forma invariante para as transformacgoes g,, =
g, eT., =T, as transformagoes de coordenadas devem ser isométricas (1.1.1). Outro
principio fundador do Modelo Cosmolégico Padrao é o postulado de Weyl (1923), que
hipotetisa que as linhas de universo do tipo temporal dos observadores fundamentais
designadas pelas galdxias formam um feixe de linhas, que nao se interceptam entre si, ou
seja, sao ortogonais a uma série de hiper-superficies tipo-espaco.

Em resumo, o Principio Cosmoldgico pode ser formulado por: 1) A hiper-superficie de
tempo constante é um subespago maximamente simétrico de todo o espago-tempo. 1)

Nao somente a métrica g,,, mas todo tensor césmico, como 7, é invariante na forma
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com respeito a isometria deste subespaco.

A Formulacao I diz que as hiper-superficies tipo-espago sao homogéneas e isotrépicas
e a formulagao II, diz que os tensores energia-momento 7}, de cada hiper-superficie de

tipo-espago sao invariantes.



1.2 O Modelo Cosmolégico de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker

Como todo modelo cosmolégico, o modelo FLRW* tem por objetivo descrever a
evolugao do Universo em toda sua histéria. O modelo padrao é baseado nas equagoes de
Friedmann-Lemaitre e a sua geometria é dada pela métrica de Robertson-Walker.

A cosmologia estudada até 1917 fundava-se, evidentemente na dinamica e na gravitacao
Newtonianas (ver Waga 2005). Naquele ano iniciou-se o estudo da cosmologia relativistica,
baseada na Teoria da Relatividade Geral de Einstein, publicada no ano anterior, 1916.
Os dois primeiros modelos cosmoldgicos relativisticos foram propostos em 1917 por Eins-
tein e de Sitter, e assumiam um universo com curvatura espacial nula. Em seguida, o
matemadtico russo A. A. Friedmann (1888 — 1925) publicou solugoes para universos com
curvaturas espaciais constantes e positiva em 1922 e negativa em 1924. Os trabalhos
de Friedmann passaram praticamente despercebidos, acredita-se que devido a sua forte
abordagem matematica, até que em 1927 o fisico e matematico belga G. E. Lemaitre
(1894 — 1966) publicou, de maneira independente, solugoes equivalentes as de Friedmann.
Lemaitre conseguiu chamar a atencao da comunidade cientifica por sua consistente inter-
pretacgao fisica e astronomica do modelo.

A seguir, reproduziremos as equagoes de Friedmann, conforme Narlikar (1993). A
equacao de Einstein da gravitacao é dada por,

o — _87TGT

% uvo
C4

(1.2.1)

onde GG, é o tensor de Einstein, 7}, o tensor energia-momento e p e v sao indices que
variam de 0 a 3, onde 0 representa a coordenada temporal e os outros trés indices repre-

sentam as coordenadas espaciais. G, e T}, sao definidos por,

1

G. =R, — §9wa7 (1.2.2)
v,0,
Tl“/ - (p+ p62> 22 _pg,ur/a (123)

onde R,, é o tensor de Ricci, R o escalar de Ricci (também conhecido como escalar

de curvatura), p a pressao, p a densidade de massa, v, o quadri-vetor velocidade e g,, a

*Também conhecido como: modelo cosmoldgico padrao, modelo de Friedmann, modelo padrao, cos-
mologia padrao e modelo do Big-Bang. A partir de 1965, este ltimo, foi considerado pela maior parte da
comunidade cientifica como o modelo padrao da cosmologia. Contudo, prefere-se nao usar a terminolo-
gia de “teoria ou modelo do Big Bang”, pois sugere um inicio explosivo, o que nao é, necessariamente,
verdadeiro.



métrica. O tensor e o escalar de Ricci sao obtidos a partir do tensor de Riemann-Christoffel

R,™., (mais conhecido como tensor de Riemann). Os trés s@o definidos por,

i kn

R™,=Tn —Tr +T.Im —T! T, (1.2.4)
R, =g Ry, =R, (1.2.5)
R=g¢"R, =R’ (1.2.6)

onde I'}, é a conexao afim, definida como,

. 1
I, = §glm(gmk;z + G — gkz;m)~ (1.2.7)

A métrica usada para obter as equacoes de Friedmann é a métrica de Robertson-Walker

(deduzida no apéndice A), dada por,

dr?
1—Ekr?

ds® = c*dt* — a? ( + rngQ) . (1.2.8)

onde df2* = d#” + sen’0d¢?, a é o fator de escala, ou seja, taxa de expansao do universo,
origindrio da coordenada (ou distancia) prépria R(t) = a(t)r, r é a coordenada co-mdvel.
Como o tensor métrico de Robertson-Walker é diagonal, podemos simplificar as equagoes

(1.2.1), (1.2.2) e (1.2.3) multiplicando-as por ¢g**, resultando em,

87
Gi= — T, (1.2.9)
1 8rG v, 0"
Ru_§R:_ " (p+ pc?) = D (1.2.10)

Nosso objetivo é obter as quatro equacoes, Gy = k1), G} = K1}, G = KT} e G = KT},
onde kK = —87G/c*.
Usando os elementos da métrica de Robertson-Walker para calcular o tensor e o escalar

de Ricci, considerando que as galdxias seguem o postulado de Weyl (1923) rigorosamente,



e que o quadri-vetor velocidade de um objeto no espago-tempo é v* = (¢, 0,0,0), obtemos,

1 a a®+ ke
o2 k 2
G = 3 (H—C> , (1.2.12)
c? a?
TN =1T; =1} = —p, (1.2.13)
T° = pc. 1.2.14
0o — P

Substituindo as equagoes de (1.2.11) a (1.2.14) na equagao (1.2.9), obtemos as duas

equagoes de Friedmann,

a a*+ ke 81G
50 _ 1.2.15
a + a? e P ( )
a>+ ke 8rG
= . 1.2.16
g 5 P ( )

Na realidade Friedmann obteve trés pares de solucoes, para k = 0, =1, pois a constante
de curvatura k foi acrescentada na métrica por Robertson (1935) e Walker (1936), de forma
independente (ver apéndice A).

Iremos obter agora duas equagoes importantes que derivam das duas equagoes encon-
tradas por Friedmann. A subtragao da equagao (1.2.16) pela equacao (1.2.15) resulta em,

24 8t

= (pc® + 3p), (1.2.17)

que é a equagao da aceleragao (também conhecida como equagao de Raychaudhuri). Ob-
serve que para p > —pc*/3 o universo é desacelerado, para p < —pc?/3 o universo é
acelerado e para p = —pc®/3 a velocidade de expansao ou contragao é constante.

Para obtermos a outra equagao que procuramos nés derivamos a equagao (1.2.16) em

fungao do tempo e substituimos o termo a da equagao (1.2.15) na primeira. Assim,

pe + 3%(;)02 +p) =0, (1.2.18)

que é a equagao relativistica da conservacao da energia em uma geometria de Robertson-
Walker (é uma espécie de equagdo do fluido do universo ou equagdo da continuidade
do universo). Observe que a equagao (1.2.18) tem dimensdo de poténcia/volume. As
equagoes (1.2.16) e (1.2.18) podem ser obtidas a partir de um célculo Newtoniano, uma

delas vem da conservagao da energia e a outra da primeira lei da termodinamica, mas a
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interpretagao da constante k é diferente, sendo a energia mecanica total do sistema (ver
Harrison 1981).

Em 1917, Einstein acrescentou na sua equagao da gravitagao a constante cosmologica A
para contrabalancear com a forca gravitacional que é atrativa, isso devido a ele acreditar
que o Universo era estatico. Apds a descoberta em 1929, por Hubble que o Universo
esta se expandindo, Einstein e outros abandonaram A, mas essa constante foi utilizada
para explicar discrepancias observacionais (exemplo: sobre a idade do Universo nos 30 e
problemas na nucleossintese primordial). No final dos anos 90 dois grupos astronémicos
independentes (Riess & outros 1998 e Perlmutter & outros 1999) concluiram através da
observagao de supernovas do tipo Ia que o Universo esta se expandindo aceleradamente,
trazendo de volta a constante cosmoldgica na equagao da gravitagao de Einstein, mas
desta vez para descrever um universo acelerado. As principais equagoes sao reescritas

com a constante A como,

G, +Ag,, = —87T4GTW, (1.2.19)
C
2i a4 e
S —87T2Gp, (1.2.20)
a a C
o2 2 2
a® + ke _Ac :87TGp7 (1.2.21)
a? 3 3
2% 2\ 871G
=_ = - 43 1.2.22
pct + 3% (pc + p) = 0. (1.2.23)
a

Agora temos quatro equagoes, de (1.2.20) a (1.2.23), para descrever o universo, onde
apenas duas sao lineamente independentes, sendo que existem trés varidveis (p, p e a),
com isso, precisamos de uma terceira equagao do tipo p = p(p), para resolver o problema,
ou seja, precisamos da equacao de estado do universo.

A andlise para obter as solucoes das equacoes de Friedmann é bem ampla, pois pre-
cisamos ajustar duas constantes, k e A, e descobrir uma equacao de estado que descreva
o Universo por trés eras de dominios muito diferentes. Sao elas as eras da radiacaof, a

era da matéria’ e a era da constante cosmolégica’.

"Era da radiacdo: iniciada no fim da era da inflacdo (~ 10~%s ap6s o Big-Bang) indo até o instante da
equipartigdo (~ 5 mil anos apds o Big-Bang, transigio entre as eras de dominio da radiagio e da matéria).

fEra da matéria: entre a equiparticio e o instante da emissao da Radiacio Césmica de Fundo
(~ 400 mil anos apés o Big-Bang, instante em que os elétrons e os prétons se combinam pra formar
os atomos de hidrogéneo e hélio).

§Era da constante cosmolégica: nao se sabe do que é composta, a comunidade cientifica chama essa
suposta composicao de energia escura; acredita-se que essa energia provoca a expansao acelerada do
Universo. Nao se sabe quando comecou, mas as observagoes indicam fortemente que essa substancia
reina atualmente.
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Vamos definir algumas quantidades importantes,

_at)
H(t)“— al) " (1.2.24)
g(t) = —Z—f - —&;P, (1.2.25)
per(t) = 3;:25), (1.2.26)
_p(t)
Q(t) = ) (1.2.27)

onde H(t) é o parametro de Hubble¥, ¢(t) o parametro de desaceleracio, (2(t) o parametro
de densidade e p(t) a densidade critica. Esta tltima é oriunda da equagao de Friedmann
(1.2.21) ao considerarmos A = k = 0. p“(t) é o limite de densidade para o universo
ser: fechado (p > p), aberto (p < p) ou plano (p = p=). p é usado para calcular o
parametro de densidade da contante cosmoldgica 2, = p,/p, da matéria Q,, = p,./p",
da radigao Q, = p,/p” e da curvatura Q, = p,/p".

A seguir vamos demonstrar uma expressao que usaremos bastante nas secoes seguintes.
Através da métrica de Robertson-Walker (1.2.8), e lembrando que a luz segue geodésicas
nulas (ds* = 0), um pulso de luz radial (dQ* = 0) emitido de uma galdxia de coordenada

r. no instante t, e chegando até nés em r, = 0 no instante t,, satisfaz,

b cdt Te dr
—_— = —_— 1.2.28
/te a(t) /0 V1 — kr2 ( )

Para o pulso de luz seguinte, emitido no instante ¢, + At, e chegando a nés em t, + At,,

e lembrando que as coordenadas espaciais sao co-médveis, obtemos,
lo+aty dt Te d
/ “ / i (1.2.29)
torat, at) o V1—kr?
Subtraindo a equagao (1.2.28) da equacao (1.2.29) e supondo que At, e At, sdo muito

pequenos, obtemos,

a, CcAty, N, U,
0 =2_22_1 1.2.30
a, cAt, N\ u, T ( )

ﬂH(O) = H, é conhecido como constante de Hubble. Essa constante é definida por H, =
100h km s~ Mpc™*', onde h é o parametro adimensional de Hubble e medidas atuais indicam entre
h=0.5-1.
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onde z é o desvio para o vermelho, definido por z = (v. — 1,)/v,, onde A, e A, sdo os

comprimentos de onda emitido e observado, respectivamente.

1.3 Solucoes das Equacoes de Friedmann para A = 0
ep=20

Nesta secao estudaremos apenas o caso que a matéria domina a evolugao do universo
sem constante cosmoldgica. O importante desta secao sao as expressoes encontradas
durante os calculos, porque serao de fundamental utilidade para as duas se¢oes seguintes.
Considerando A = 0 e p = 0 na equagao diferencial (1.2.23) e em seguida resolvendo-a,

resulta em,

p+3§p:0, (1.3.1)

a,®

p=pos (1.3.2)

Reescrevendo as equagoes de (1.2.20) a (1.2.23) para o caso A = p = 0, obtemos,

% i ke
SR ) (1.3.3)
a a
2 2 3
a* + kc _ 87er0ai7 (13.4)
a? 3 a®
2 8rG
= —%p. (1.3.5)
a

Agora vamos obter mais duas expressoes do nosso interesse. Substituindo as equagoes de
(1.2.24) a (1.2.27) na equagao (1.3.5), temos que,

2 o 8nG  Hp 5
ﬂ—wﬂ)——jrp——mr—_HQ’
o) = 200 ), (1.3.6)
Q(t) = 24(1). (1.3.7)

Isso quer dizer que o parametro de densidade é igual a duas vezes o parametro de de-
saceleracao em qualquer modelo com p = A = 0. Para obtermos a outra expressao de

interesse, substituindo as equagoes (1.2.24) e (1.2.25) na equagao (1.3.3), obtemos,
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kc?
= (20— ) (1.3.8)

Esta tltima equacao nos sera tutil ao decorrer do trabalho. Agora vamos estudar os casos
k=0,4+1.

1.3.1 O Modelo de Einstein-de Sitter (kK = 0)

Esta solucao foi publicada em 1932 através de um trabalho em conjunto entre Einstein
e o fisico holandés Willem de Sitter (1872 — 1934). O modelo Einstein-de Sitter (EdS) é
descrito em um universo dominado apenas pela matéria e com curvatura espacial nula.
Vamos obter a taxa de expansao a(t) e a idade do universo ¢, por este modelo. Neste caso

a equacao (1.3.4) resulta em,

. 8tGp, ay®

: 1.3.9
T, (1.3.9)
Isolando p, na equagdo acima, e usando a equagao (1.2.24) em t = t,, obtemos,
_ 3y . (1.3.10)
Po=8ng ~ Mo o

onde pi" = 2 x 107*°h* g.cm™® é a densidade critica na época atual pelo modelo de EdS.
Substituindo a equac@o acima na equacdo (1.2.27), obtemos que €2, = 1 no modelo de
EdS, logo ¢, = 1/2 pela equacao (1.3.7).

Para resolver a equacao diferencial (1.3.9), usamos a equagao acima, resultando em,

3

a = HO2GL’
a
i\ 23
a(t) = a, (—) : (1.3.11)
to
onde
2
t, = . 1.3.12
° 3H, ( )

Com isso, obtivemos a taxa de expansao a(t) e a idade do universo ¢, no modelo de EdS.



1.3.2 O Modelo fechado (k = 1)
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Este modelo estuda um universo com curvatura espacial positiva. Vamos obter a idade

do universo t, para este modelo.

Reescrevendo as equagoes (1.3.4), (1.3.6) e (1.3.8), e supondo ¢ = ¢, nas duas ultimas,

temos,

a’+c*  8nGp, a,’

a? 3 @’
- 3H,’
Po = 87TGq07

&
a = (24, = 1)

0

Substituindo as equagoes (1.3.14) e (1.3.15) na equagao (1.3.13), obtemos,

a2=02(9—1>,
a

onde

2q, c
(2q0 — 1)** Hy'

Integrando a equagao (1.3.16), temos que,

“ a"*da’
ot = | ———,
0o Vo —a
e considerando,
0 «
a = asenzg = —(1 —cost),

obtemos,

0 /
ct = / asen29—d9’ = g(@ — send).
; 2 2

(1.3.13)

(1.3.14)

(1.3.15)

(1.3.16)

(1.3.17)

(1.3.18)

(1.3.19)

(1.3.20)

Igualando a equagao (1.3.15) com a equagao (1.3.19), em t = t,, e usando a equagao
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(1.3.17) para obter cosf, e senf,, temos que,

a c s

5 (1 —cosby) = E@% - 177,

- 2¢, — 1
cosf, = qo, senf, = R iy (1.3.21)

do do
Assumindo t = ¢, na equagao (1.3.20),
o

to = 2—6(90 — senf,), (1.3.22)

e substituindo a equagao (1.3.21) na equagao acima, obtemos,

1 5% —1] 1
tozL[cosl< q“)— % } . (1.3.23)

(2(]0 - 1>3/2 Qo qo Fo

Com isso, a ultima equacao nos oferece a idade do universo pelo modelo com curvatura

espacial positiva.

1.3.3 O Modelo aberto (k = —1)

Este modelo estuda um universo com curvatura espacial negativa. Vamos obter a idade

do universo ¢, para este modelo. As equagoes (1.3.3) e (1.3.4) resultam em ser iguais a,

26  a* —

— =0, (1.3.24)
a a?
a—c 8nGp, ay®
= - 1.3.25
a? 3 a® ( )
Analogamente & subsecao anterior, obtemos,
ay = —(1 — 2g5) /2 (1.3.26)
H, ’
3H,’
=9 1.3.27
Po= ooy ( )
a’ = c? (é + 1) , (1.3.28)
a
2
8= o c (1.3.29)

(1—2¢)** H,
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A solugao da equacao diferencial (1.3.28) é dada por,

a =

(cosh) — 1), (1.3.30)

ct =

(senhip — ). (1.3.31)

oo N I®

Igualando as equagoes (1.3.26) e (1.3.31), em ¢t = t,, e usando /3 (1.3.29) temos que,

c
— (1 —2¢,)""?
HO( qO) )
1— V1—=2
cosh ¢, = qo, senhip, = Vo

qo qo

g(coshwo —-1)=

(1.3.32)

Isolando ¢ na equagao (1.3.31) e assumindo t = ¢, obtemos,

ty = Q%(Seﬂh% - 7700)7

e substituindo a equagao (1.3.32) nesta tltima obtemos a idade do universo com curvatura

espacial negativa,

- do {\/1_2%_ln[l_%‘i‘\/l_Q%}}

Hy(1 — 2q,)%? % %

(1.3.33)

onde ¢, = In (cosh v, + senhi),).

1.4 Relacao de Mattig

Temos por objetivo nesta secao encontrar a relagao de Mattig para universos com cur-
vatura espacial positiva (k = 1) e negativa (k = —1) (Mattig 1958), onde ele encontrou
a distancia co-modvel r, percorrida pelo féton em funcao do desvio para o vermelho z da
fonte. Estamos considerando um universo FLRW dominado apenas pela matéria (p = 0)
e sem constante cosmoldgica (A = 0). Uma vez que o f6ton é obrigado a percorrer o nosso
cone de luz, a distancia co-movel é diferente da distancia fisica realmente percorrida pelo
féton. As dedugoes desta secao foram baseadas em Narlikar (1993). Primeiro iremos

mostrar a distancia co-moével para o modelo de EdS.
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1.4.1 Caso para o universo de Einstein-de Sitter

Consideremos r, como sendo a posicao em relagao a nés, observadores, de uma galaxia G,
que emite um raio luminoso no instante t., chegando a nés no instante t,. Considerando

k = 0 na equagao (1.2.28), obtemos o seguinte resultado,

- :/to %, (1.4.1)

Substituindo a equagao (1.3.11) nesta dltima e integrando, temos que,

c (b
ro=— [ PRt
a/o t

3ct £\ V3
r, = 220 [1 - (—) ] . (1.4.2)
Qo to

Das equagoes (1.2.30) e (1.3.11) obtemos,

a £\ %3 ¢
g (b — (g (1.4.3)
a t. to

e

e substituindo as equagoes (1.3.11) e (1.4.3) na equagao (1.4.2), temos,

2c

— 1 _ 1 —1/2
o= —gll= (142
2 1 — /1
o= o |IEETVIEE) (1.4.4)
aoH, 142

Esta ultima expressao relaciona a distancia co-moével r, com o desvio para o vermelho z

no universo de EdS.

1.4.2 Caso para universo fechado

Similarmente ao caso do universo de EdS, da equagao (1.2.28), obtemos,

/OTB\/;Z—i_ﬂ—/t:O%' (1.4.5)

Vamos resolver primeiro a integral que esta do lado direito da equacao acima. Usando a

equagao (1.3.16), obtemos,
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/:)@ / = /m (1.4.6)

Considerando a substituicdo a = asen*(/2) na equagao acima, resulta em,

%o asen cos 5 % 46 %
/ - / 46 = 0, 0., (14.7)
\/ « sen29 a2sen4§ Oe

onde essa substitui¢do ¢ oriunda da equagao (1.3.19).

A solugao da integral do lado esquerdo da equagao (1.4.5) é bem conhecida, sen~'r..

Com isso, a equagao (1.4.5) resulta em,

sen"'r, =6, — 0.,
r. =sen(f, —0.). (1.4.8)
r, = send, cos 6, — sen, cos0,. (1.4.9)

Precisamos encontrar os senos e cossenos da equacao acima, em fungao do desvio para o
vermelho para obtermos a relagao de Mattig. Substituindo a equagao (1.3.19) na equacao
(1.2.30), obtemos,

a, sen*(6,/2)

1 = — = —= 1.4.1
T a. sen*(d,/2) ( 0)

Desenvolvendo a equagao (1.4.10) para obter send, e cosf, em funcao do desvio para o
vermelho, temos que,

0
cos, = 21950 (1.4.11)
1+2

2 0,\ | 0,
= — —. 1.4.12
senf, T (sen 5 ) Z 4+ cos 5 ( )

Como nosso objetivo é obter r, em termos de z na equagao (1.4.9), precisamos antes obter

sen(6,/2) e cos (0,/2). Reescrevendo a equagao (1.3.21), temos,

- 2 — 1
b senf, = YL - (1.4.13)
do Qo

cos b, =
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e usando as expressoes anteriores, obtemos,

0 1 1 11— 2q, — 1
Sen2—025<1—00890):§(1— QO): & ;

2 4o 24,
0 2q,— 1
sen-2 = , | 200 : (1.4.14)
2 2q,
6 1
cos — = (1.4.15)

Substituindo as equagoes (1.4.13), (1.4.14) e (1.4.15) nas equagdes (1.4.11) e (1.4.12),

temos que,
2 2q, — 1
senf, = \/ % \/ (1.4.16)
142 2q, 2q0
1
cosf, = L (1.4.17)
0%(1+ 2)

Substituindo as equagoes (1.4.13), (1.4.16) e (1.4.17) na equagao (1.4.9), obtemos,

. V20— 1(qoz+1—qo> \/2%—1\/ (1—%)
‘ 4o QO(1+Z 1+2 2q, 4o ,

2q, — 1 1-— — /2
r. = o [%Z + ( 0)( 2o + ):| . (1.4.18)
q; 1+z
Usando a equagao (1.3.15), a equagao acima resulta em,
1-— 1—4/2 1
T, c qoz + ( (:IO)( ZqO + ) 7 (1419)
aoHyq? 142
e em seguida considerando ¢, = €,/2, oriundo da equacao (1.3.7), resulta em,
2c Qo(14+2) +2(1 — Q) — (2 — Q)1+ Qo2
.= . . (1.4.20)
aoH,$, 14+ 2

Com isso, as duas ultima equacoes encontradas sao a relagao de Mattig entre a coorde-
nada co-movel r, e o desvio para o vermelho z para um universo fechado, com curvatura
espacial positiva. Observe que se considerarmos ¢, = 1/2 na equagao (1.4.19) e 2, = 1 na

equagao (1.4.20) as duas equagoes resultam na relagao (1.4.4) do modelo de EdS.
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1.4.3 Caso para universo aberto

De forma andloga ao universo fechado, considerando (k = —1) na equagao (1.2.28), obte-

mos,

Te dr /to cdt
= —_ 1.4.21
/0 V14 t, a(t) ( )

Resolvendo primeiro a integral do lado direito da equagao acima e usando a equagao
(1.3.28), obtemos,

to Cdt a0 Cda ao da
/te a(t) _/ae ai —/ae NAGED) (1.4.22)

Substituindo a equagao (1.3.31), a = g(coshw — 1), para resolver a integral acima, obte-

mos,

o hi d %o
/ V(B/2)( B/ 2jsenbs dy = / dyp =y — .. (1.4.23)

cosh ¢p—1)+(32/4)(cosh? p—2 cosh 1p+1) .
A solugao da integral do lado esquerdo da equagao (1.4.21) é bem conhecida, senh™'r,,

com isso, a equagao (1.4.21) resulta em,

Senh_lre = ¢o - 1/}e7
r. = senh (¢, — 1.), (1.4.24)
r. = senht), cosh ¥, — senht), cosh 1),. (1.4.25)

Em seguida precisamos encontrar os senos e cossenos hiperbdlicos da equacao acima em
funcao do desvio para o vermelho para obtermos a relacao de Mattig. Precisamos obter
senh), e cosh,, pois conhecemos a equgao (1.3.32).

Substituindo a equagao (1.3.31) na equagao (1.2.30), obtemos,
a, coshyp, —1

1+2=—

— 70 - 1.4.26
a, coshy, —1’ ( )
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calculando cosh ¢, e senh)., temos que,

coshiy, —1  z+4 cosh),
hy, =1 = 1.4.27
coshp. T +z 142z 7 ( )

22(cosh gy — 1 I
senhy, — Y/22(c0s ¢f+ ) Fsenh ¥, (1.4.28)
z

Substituindo as equagoes (1.3.32), (1.4.27) e (1.4.28) na equacao (1.4.25), obtemos,

1 (ZQO+1_qO)V1_2qO_

142z Qo qo

1 2Z<1_2q0)+(1_QQO) (1_(]0)7
I+=z 4o %° 4o

r

VvV1—-2 1— 1—4/2 1
r, = b @2+ (1= TR (1.4.29)
9* 1+z
Usando a equagao (1.3.26), a equagao acima resulta em,
1— 1—4/2 1
r = c qOZ + ( qO)( Zqo + ) ’ (1430)
aoHyqy? 1+z
e considerando ¢, = €2,/2, da equacgao (1.3.7), obtemos,
2¢c Qo(1+2)+2(1 — Q) — (2—Q)V1+ Q2
r.= 5 : (1.4.31)
aoHy$, 1+ =

onde as duas ultimas equacoes sao a relacao de Mattig entre a distancia co-mével e o
desvio para o vermelho, também encontrada na subsecao anterior, mas neste caso desen-
volvemos o calculo para um universo aberto com curvatura espacial negativa. Com isso,
a relacao de Mattig independe se o universo é aberto ou fechado. Observe que as duas

ultimas equagdes se reduzem ao caso de EdS se considerarmos ¢, = 1/2 e , = 1.

1.5 Distancias Cosmolégicas

Nesta secao exporemos as quatro distancias cosmoldgicas que usaremos ao longo do

trabalho. As dedugoes foram baseadas em Weinberg (1972).
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1.5.1 Distancia de luminosidade

Calculada a partir do fluxo de radiacaoll I, emitido pela fonte e medido pelo observador.

A definicao da distancia de luminosidade d, é dada por,

L

- And,”’

lo (1.5.1)

onde L, é a luminosidade absoluta da fonte medida no referencial da fonte emissora e
possui dimensao de poténcia (energia/tempo). O fluxo [, é a poténcia medida no detector
por unidade de area e pode ser escrito por,

Py L,

lj=—=——— 1.5.2
Ay An(aer.)?’ ( )

onde P, é a poténcia medida no detector, A, a area do detector e L, a luminosidade
absoluta da fonte medida na supeficie da esfera de raio a,r., a qual se localiza o observador
(nds). O termo a,r, da dltima equagao é a distancia prépria entre a fonte e o observador
medida no referencial do observador, se fosse medida no referencial da fonte seria a,r,.

A luminosidade absoluta da fonte medida no referencial do observador é dada por

L, = % = Z_Z’, (1.5.3)
e usando a equagao (1.2.30), temos,
ST WY
Substituindo a equagao acima na equacao (1.5.2), obtemos,
I (1.5.5)

471'[(&02/(16)’/’6]2

Comparando as equagoes (1.5.1) e (1.5.5) e em seguida usando a equagao (1.2.30) obtemos
a definicao da distancia de luminosidade no modelo FLRW em funcao do desvio para o

vermelho,

10 fluxo de radiacio também é denotado pelos astrofisicos pela letra F.



23

d,(2) = aer.(1+ 2). (1.5.6)

Substituindo a equacao (1.4.4) na equagao acima obtemos a distancia de luminosidade no

modelo de EdS em fung¢ao do desvio para o vermelho,

d,(2) = %i(wz—\/uz). (1.5.7)

Substituindo a equacao (1.4.20) na equacao (1.5.6), temos que,

2c

0u(2) = [Qo(l ) 21— Q) — (2 - Q)+ Qoz} , (1.5.8)

que ¢ a distancia de luminosidade no modelo FLRW. Observe que se considerarmos €2, = 1
na equagao acima, ela resulta na equagao (1.5.7), como era esperado. Como a partir do

capitulo 2 nosso trabalho é desenvolvido no universo de EdS, usaremos apenas a expressao
(1.5.7).

1.5.2 Distancia por area

Também conhecida como distancia por diametro angular, distancia de luminosidade cor-
rigida e distancia por area do observador. No caso do modelo de EdS ela coincide com a

distancia propria. A definicao da distancia por area d, é dada por,

DY =§,%d,, (1.5.9)

onde D_“Y é o diametro da fonte medido no referencial da fonte emissora e §,"* o didmetro
angular (ou angulo de abertura) da fonte em relagdo ao observador medido no referencial
do observador. A distancia por area esta representada na figura 1.1. O diametro da fonte

medido no referencial do observador é dado por,

Dy = 6,“Y(aqr.). (1.5.10)

Da equagao (1.2.30) temos que D, = (a,/a.)D.”". Com isso, a equagao acima resulta
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Dﬂ tA)

-E.;.':'“

Figura 1.1: Esta figura é uma representagio esquematica da definicio da distancia por area d,. D,
é o diametro da fonte medido no referencial da fonte emissora (ex: galdxia) e 6,"* o angulo de abertura

da fonte em relacao ao observador (nds) medido no referencial do observador.

em,

Qo

DY = §,™ <a0re%) . (1.5.11)

Comparando a equagao (1.5.9) com a equagao (1.5.11) e usando a equagao (1.2.30), obte-

mos,

d, = : (1.5.12)

que ¢ a definicao da distancia por area no modelo FLRW em funcao do desvio para o
vermelho.
Substituindo a equagdo (1.4.4) na equagao (1.5.12), obtemos a distancia por area no

modelo de EdS em func¢ao do desvio para o vermelho,

2c [1+z—+1+4+=2
d = . 1.5.1
A(Z) Ho [ (1 + 2)2 :| ( 5 3)
Substituindo a equagao (1.4.20) na equacao (1.5.12), temos que,
2 (1 2(1 — Q) — (2—Q)V1+Q
dy(2) = —— { o1 +2) +2(1 =) = 2= Q) VI + oz | (1.5.14)
Hy, (14 2)?
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a qual é a distancia por drea no modelo FLRW para universo fechado (£, > 1), universo
aberto (€2, < 1) ou universo plano (€, = 1). Este ltimo resulta na equagao (1.5.13), ou

seja, o modelo de EdS. A partir do capitulo 2 usaremos apenas a defini¢ao (1.5.13).

1.5.3 Distancia por area galactica

Também conhecida como distancia por movimento proprio, distancia efetiva, distancia

por tamanho angular, distancia de Mattig e distancia co-mével transversal.

Du (=)

Figura 1.2: Esta figura é a representacao esquemética da distancia por drea galdctica dg. Do'? é o
diametro do objeto (ex: Via-Lactea) medido no referencial do observador e §.“” o angulo de abertura do

observador em relacao & fonte medido no referencial da fonte.

A definigao de d; é similar a de d,, mas a diferenga esta nos pontos opostos (ver figura

1.2), tal que,

D,@ =6,9d,, (1.5.15)

onde D,'” ¢ o diametro do objeto (ex: Via-Lactea) medido no referencial do observador
e 0, o angulo de abertura do observador em relacao & fonte medido no referencial da
fonte. A distancia por area galactica esta representada na figura 1.2.

O diametro do observador medido no referencial da fonte emissora é dado por,

D, =4.a,r.). (1.5.16)

Da equagao (1.2.30) temos que D, = (a./a,) Dy, com isso, a equagao acima resulta em,
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D, =65.“a,r,). (1.5.17)

Comparando a equagao (1.5.15) com a equagao (1.5.17), obtemos,

de = ar., (1.5.18)

que é a definicao da distancia por area galactica no universo FLRW em funcao do desvio
para o vermelho. Substituindo a equacao (1.4.4) na equagao acima, obtemos a distancia

por area galactica no universo de EdS em funcao do desvio para o vermelho,

do(z) = 2€ (1 +z = Vi ”) | (1.5.19)

H, 142

Substituindo a equagao (1.4.20) na equacao (1.5.18), obtemos,

de(z)

2c [QO(1+2)+2(1 — Q) - 2-Q)v 1+Q°Z1 : (1.5.20)

~H,QS 1+ 2

no qual é a distancia por area galdctica no niverso FLRW; andlogo as duas ultimas
subsegoes, para €}, = 1 a equagdo acima resulta na equagao (1.5.19), que era esperado.

Este trabalho usard apenas as distancias no universo de EdS, equagao (1.5.19).

1.5.4 Distancia por desvio para o vermelho

Esta distancia é uma consequéncia da lei de Hubble com a aproximacao Doppler da ex-
pansdo. Como discutido em Waga (2000, 2005), na realidade o que Hubble observou em

1929 foi uma relagao linear entre o desvio para o vermelho z e a distancia d, tal que,

cz = Hyd, (1.5.21)

onde H, é uma constante que definiremos mais adiante. A maior parte da comunidade
cientifica defende atualmente que essa relacao tem validade limitada, sendo véalida apenas
para pequenas distancias ou pequenos desvios para o vermelho, que foi o caso de Hubble,

pois ele mediu galaxias com no maximo 2Mpc de nés. Com isso, acredita-se que Hubble
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obteve a linearidade (z por d) gragas a aproximagao Doppler da expansao para baixas

velocidades, tal que,

v, = cz, (1.5.22)

onde v, é a velocidade da fonte no instante da emissao. Igualando as equagoes (1.5.21) e
(1.5.22) obtemos a lei de Hubble,

v, = Hyd. (1.5.23)

Também acredita-se que a relagao acima nao tem validade geral, mas por outro lado, é

sempre valida se a Lei de Hubble* for escrita como,

o(t) = H(t)d(t), (1.5.24)

onde v(t) é a velocidade de recessdo, H(t) o parametro de Hubble e d(t) a distancia
propria. Nao é de nosso interesse extendermo-nos na equagao acima.

Até os dias de hoje hd um debate sobre qual equagao entre (1.5.21) e (1.5.23) tem
maior alcance, alguns defendem que a equagao (1.5.21) tem alcance maior (ver Harrison
1993) e outros defendem o inverso. A defini¢gao da distancia por desvio para o vermelho
¢ oriunda da equagao (1.5.21) (ver Ribeiro 2005), tal que,

d.(z) = (1.5.25)

cz
H,’
onde ¢ é a velocidade da luz no vicuo e H, a constante de Hubble.

A distancia co-mével no modelo de EdS é representada neste trabalho por dg, da qual
difere por um fator constante. Nao trabalharemos com a distancia de paralaxe porque
somente é usada para medir distancias de objetos que se encontram préximo do sistema
solar. As trés primeiras distancias observacionais discutidas acima sao conectadas por
um teorema muito importante demonstrado por Etherington (1933), chamado de lei da

reciprocidade de Etherington ou teorema da reciprocidade (ver Ellis 1971), tal que,

**Harrison (1981) chama essa expressao de “lei linear da velocidade-distancia”.
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d, = (14 2)de = (14 2)%d,. (1.5.26)

Esse resultado é puramente geométrico e requer que a fonte e o observador sejam conec-
tados por geodésicas nulas. Esse teorema ¢é valido para qualquer cosmologia. Verificamos
que trés quantidades encontradas nas equacoes acima sao medidas pelo observador, [,

5, e Dy as outras trés sao medidas no referencial em repouso fonte emissora, L.,
D@ ¢ §,©,

1.6 Contagem Numérica e Densidade Diferencial

Nesta secao vamos definir algumas quantidades que iremos usar ao longo do trabalho,
a comegar com a contagem numérica de galdxias N; (também conhecida como contagem de
fontes, source counts), a qual, é uma quantidade adimensional obtida através dos catalogos
de galéxias (galazy redshift surveys) e comparada com simulagoes tedricas. Nesta segao
iremos deduzir a contagem numérica no modelo de FLRW e em seguida mostraremos o
caso particular do modelo de EdS. As dedugdes sobre contagem numérica foram baseadas
em Narlikar (1993) e Weinberg (1972).

1.6.1 Contagem Numérica

A definicao do diferencial da contagem numérica é dado por,

AN = n(t)dV, (1.6.1)

onde n(t) é a densidade numérica de fontes (volume™) e dV o elemento de volume préprio.

Este tltimo é definido por,

aridr

V19— kr?

draridr
AV = ————
V1— kr2

onde g é o determinante do tensor métrico de Robertson-Walker. Observe que dV é uma

dV = \/gdrdfd¢ = senf dfdo,

(1.6.2)

casca esférica de raio ar e espessura (1 — kr?)~"?adr. Como a densidade numérica sofre

efeitos causados pela expansao, temos,
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n(t) = C;—fn(to). (1.6.3)

Substituindo as equagoes (1.6.2) e (1.6.3) na equacao (1.6.1), obtemos,

dnga,°r3d
dN:—g%%%;, (1.6.4)

integrando a equagao acima de 0 (nds) a r, (coordenada co-mével da fonte emissora),
temos,

N( (1.6.5)

r)_47rna3/re—T2dT
e o“o 0 m?

que é o numero de fontes (galdxias) dentro da esfera de raio a,r,, cujo centro se localiza a
Via-Lactea (nés). A equagao (1.6.4) é a expressao mais geral do diferencial da contagem
numérica de galdxias no modelo FLRW.

Considerando k = 0 (caso de EdS) na equacao acima, temos que,

N(r,) = 47m0a03/ <r2dr,
0

N@g:4g%mﬁy. (1.6.6)

Substituindo a equagao (1.4.4) nesta tltima, obtemos,

drng (2e\° (14+2—VIFz\
Npas = °<—) < ). (1.6.7)

3 H, 1+z2

Como estamos estudando o caso de EdS, a densidade numérica n, (volume™") pode ser
dada pela densidade p, (massa/volume), no caso de EdS, dividida pela massa de uma
fonte (galdxia), ou seja, pela massa média de repouso de uma galdxia M, (~ 10" M). A

partir da equagao (1.3.10), temos,

ny— Lo _ P 3H
M, M, 8tM,G’

(1.6.8)

onde G ¢ a constante da gravitacao universal de Newton e p" a densidade critica atu-

almente (ver também a equacao 1.2.26). Substituindo a quantidade acima na equagao
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(1.6.7) obtemos a contagem numérica prevista pelo modelo de EdS (Ribeiro 2005),

Npas = (1.6.9)

3
4¢3 1+2—+V1+2
H,M,G 1+ 2 ’
Em seguida vamos realizar o calculo da contagem numérica para o universo com cur-

vatura espacial positiva constante. Considerando k = 1 na equacao (1.6.4), obtemos,

drngay®r?dr
AN = ———, 1.6.10
V1—r? ( )

Como ja haviamos estudado o caso para universo fechado, da equagao (1.4.8), temos,

r =sen(f, — 0), (1.6.11)
assim
dr
= |d#)|. 1.6.12

Substituindo as duas dltimas equagoes na equagao (1.6.10), obtemos,

dN = 4mnya,’sen® (0, — 0) 39

z

dz. (1.6.13)

Diferenciando a equagao (1.4.10), temos que,

dz
1+ 2

— cot (g>d9. (1.6.14)

Usando as quantidades trigonométricas obtidas na subsecao 1.4.2, a equacao (1.6.13) re-

sulta em,

AN = a2 = D { oz + (9 = D(VI+ 224, = DI } dz. (1.6.15)

qo* (14 2)%/1 4 2¢2

Substituindo a equagao (1.3.15) nesta tltima obtemos uma importante quantidade chamada

de contagem diferencial,
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N e ( ¢ )3 { (302 + (@ — 1) (VT F 22, — 1)]2} | (1.6.16)

dz H, 0 (1 + 221+ 2¢,2
a qual é uma expressao geral para um universo de FLRW. Observe que se assumirmos
k = —1 na equagao (1.6.4), e utilizarmos as quantidades obtidas nas subsegoes 1.3.3 e
1.4.3, obtemos a mesma contagem diferencial (1.6.16).

A seguir vamos assumir ¢, = 1/2 na equagao (1.6.16) e em seguida integramos, ob-

tendo,
16 (142 — 1+ )2
N(z) = ”%ﬁl/ (1+= L (1.6.17)
Ho 0 (1 + 21)7/2
por meio da mudanca de varidveis 1 + 2/ = x, conseguimos integrar a equacao acima.
Retornando as variaveis originais obtemos,
16 S 2 ‘
N(z) = 7”1;0 o1+ ) 2214 ) = S(1 42|
H, 3 0
32mnyc® (1+z2—/1+z2 :
N(z) = ) 1.6.18
R ) (16,19

Observe que substituindo a constante (1.6.8) na equacdo acima obtemos a mesma con-
tagem (1.6.9), o que era nosso objetivo, a partir da contagem no modelo FLRW podemos

obter a contagem de EdS.

1.6.2 Densidades Diferenciais

Em seguida iremos definir duas outras func¢oes importantes, a densidade diferencial ~;
e a densidade diferencial integral v (Wertz 1970, 1971; ver também Ribeiro 2005). A

primeira é definida por,

V= =t (1.6.19)

onde o indice 7 indica as quatro distancias cosmoldgicas (i = a,G,,z). A equagao acima
é o diferencial da contagem numérica em funcao da distancia cosmoldgica, dividida pela

area superficial da esfera de raio d;, onde esta ultima é dada por,
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S; = 4m(d;)*. (1.6.20)

A densidade diferencial integral +; é definida por,

1
v = | vld)dv, (1.6.21)

K3

onde V; é o volume da esfera de raio d;, tal que,

Vi= gw(di)?’. (1.6.22)

Como ¢é de nosso interesse trabalhar com a varidvel z, as equagoes (1.6.19) e (1.6.21)

podem ser reescritas da seguinte maneira,

AN, [ d(d)]
vil2) = — [Sl dz} : (1.6.23)
* _ 1 - ! dVZ /
7 (2) = %/0 %(z)dz,dz. (1.6.24)

Na equagao (1.6.23) aparece uma quantidade muito medida pelos catdlogos de galaxias:
a contagem diferencial dN;/dz, ja discutida nesta se¢ao (ver também a equagao 1.6.16).
Observamos na defini¢ao de ~; (1.6.21) que nos referimos a média integrada da densidade
diferencial. Vamos mostrar em seguida que a densidade diferencial integral é equivalente

a densidade numérica média (n), onde esta ultima é definida por,

(n) = %/dN = %/ndv. (1.6.25)

Como n = N/V, temos que dN = ndV. Substituindo a definigdo de 7; (1.6.19) na
defini¢ao de v/ (1.6.21) e em seguida considerando dV; como sendo uma casca esférica de

espessura infinitesimal d(d;) e drea superficial S;, dV; = S;d(d;), obtemos,

1 1 dN;
= — | ——dV}, 1.6.26

logo
1
= — [ dN;, 1.6.27
i ‘/i/ ( )
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que pode ser generalizada a importante relacao,

<| =

(1.6.28)

)
I
3
I

Assim, a densidade diferencial integral nao é nada mais que uma densidade numérica

média.

1.7 Modelo Hierarquico de Pietronero-Wertz

Queremos deixar bem claro que este trabalho nao tem como objetivo contrariar o
modelo cosmoldgico padrao ou sugerir um novo modelo cosmoldgico. Nossas pretensoes
sao mais simples, onde procuramos mostrar que nossos resultados estao de acordo com
o modelo cosmoldgico padrao. Esta se¢ao tem como objetivo explicar de maneira breve
como se obteve a contagem numérica sugerida por Pietronero - que adotaremos ao longo
do trabalho -, mas, para isso, precisamos explicar o que é o modelo hierdrquico (fractal)
de Pietronero-Wertz.

Esse modelo surgiu de uma discussao antiga sobre a homogeneidade da distribuicao de
matéria do Universo, onde a grande maioria dos cientistas da drea adotam o Principio Cos-
moldgico (se¢ao 1.1), o qual assume homogeneidade e isotropia da distribui¢ao de matéria.
Mas, sempre houve aqueles que questionaram essa homogeneidade, como Giordano Bruno
(1548 —1600), Immanuel Kant (1724 —1804), Pierre de Laplace (1749 —1827), assim como
G. W. Leibniz (1646 — 1716), que se opds a Newton a respeito da homogeneidade do Uni-
verso. Recentemente, Mandelbrot (1977,1983) e Pietronero (1987), propuseram que os
velhos conceitos hierdrquicos - que existem desde Anaxdgoras e Ptolomeu (um dos ltimos
é de Charlier 1908, 1922) - nao sao nada mais do que a afirmagao de que a matéria deve
ser distribuida de acordo com um padrao (ou forma) fractal. Wertz (1970,1971) obteve
conclusoes parecidas, mas seu trabalho passou desapercebido até recentemente.

Nos anos 90, Ribeiro (1992a, b, 1993, 1994, 1995) mostrou um novo ponto de vista desse
assunto, propondo que a resposta para o problema da identificacao observacional da uni-
formidade da distribuicao de matéria pode estar na interpretacao relativistica dos mo-
delos. Ribeiro (1995) obteve que através do modelo de EAS a homogeneidade espacial
pode somente ser observada se analisarmos, isoladamente, a distribuicao de matéria nos
folheamentos de tipo-espago, conjeturando que a estrutura fractal observada pode ser um

efeito observacional. Mas, como as observacoes astronomicas sao sempre feitas ao longo
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do cone de luz do passado, isso significa que a hipdtese fractal (ou hierdrquica) para a
distribuicao de matéria pode nao contrariar o Principio Cosmolégico. A dificuldade desse
problema estd na observacgao, pois nossos telescopios observam a distribuicao de matéria
ao longo do cone de luz do passado, em diferentes tempos, onde nossa linha de visada ¢é
cortada por muitos folheamentos tipo-espago.

A dimensao fractal D derivou da dimensao de similaridade e da dimensao de Housdorff-
Besicovitch. Nao é de nosso interesse extendermo-nos a respeito da origem da dimensao
fractal, caso o leitor se interesse, pode recorrer a Ribeiro & Miguelote (1998) ou Sylos-
Labini, Montuori & Pietronero (1998).

Pietronero (1987) e Wertz (1970) usaram a dimensao fractal’™ como ferramenta para
estudar a uniformidade da ditribuicdo de galdxias. A contagem numérica sugeridat*,

grosso modo, por Pietronero e Wertz é dada por,

N, = (Bd;)", (1.7.1)

onde B é uma constante que iremos calcular no préoximo capitulo, d; a distancia cos-
moldgica, D a dimensao fractal e o indice 7 indica as quatro distancias cosmoldgicas
(i = AG,L,z). Em um meio tridimensional, D = 3 implica que a distribuigado de pontos
(no nosso caso a distribuicao de galdxias) é homogénea, D > 3 nao tem sentido geométrico
ou que a distribuicao de pontos nao possui padrao fractal e D < 3 implica na inomogenei-
dade, ou mais precisamente, D < 3 indica uma “taxa”de inomogeneidade: quanto menor
a quantidade D, maior serd a inomogeneidade. Em meios bidimensional e unidimensional,

D =2e D =1, respectivamente, indicam a homogeneidade.

1.8 Definicao das Homogeneidades Espacial e Obser-

vacional

Esta secao tem o objetivo de definir as homogeneidades espacial e observacional da
distribuicao de galaxias, conceitos os quais sao o titulo desta dissertacao. Precisamos

definir antes a densidade local p(t), a qual é a densidade de galdxias em uma hiper-

f"Wertz (1970) nio usou na sua tese em nenhum momento a palavra fractal. O que ele chamou como
andlogo a dimensao fractal foi a taxa de afinamento (thinning rate), que no nosso caso é a dimensao
fractal menos trés (D — 3).

HPietronero (1987) e Wertz (1970) chamaram a equacdo (1.7.1) de rela¢do generalizada massa-
comprimento. Daqui em diante chamaremos essa relagao de contagem de Pietronero.



35

superficie de tipo-espacial, ou seja, é a densidade de uma superficie com trés dimensoes
espaciais. A densidade local é dependente do tempo e aparece do lado direito da equacao

de campo de Einstein.

e Homogeneidade Espacial (HE): significa que a densidade local p(t) de galdxias é
constante em cada hiper-superficie de tipo-espacial, ou seja, as galaxias sao uni-
formemente distribuidas em cada folheamento de tempo constante do espago-tempo.
Esses folheamentos (superficies do espaco quadri-dimensional) cortam o cone de luz
do passado. Observe que hda HE mesmo quando as densidades locais das hiper-
superficies forem diferentes entre si. A homogeneidade espacial é matematicamente

definida por,

prc = constante, (1.8.1)

onde o indice T'C indica que a andlise esta sendo feita em uma superficie de “tempo

constante” .

e Homogeneidade Observacional (HO): significa que é constante a densidade de galéxias
na hiper-superficie de tipo-nulo, ou seja, as galaxias sao uniformemente distribuidas
no cone de luz. A HO indica que a densidade numérica média de galaxias em todo
o Universo observado é constante. Note que estamos enxergando a distribuicao de
galdxias ao longo do nosso cone de luz, em diferentes tempos, onde nossa linha de
visada é cortada por diversas superficies tipo-espacial. Observe que poderia haver
HO mesmo se as densidades locais de cada hiper-superficie tipo-espaco nao fossem

constantes. A definicao matematica da homogeneidade observacional é dada por,

(n) =" = (pcr) = constante, (1.8.2)

onde o indice C'L indica que esta quantidade esta definida no “cone de luz”.

Percebe-se que é possivel teoricamente haver quatro situagoes de homogeneidades para
o Universo, 1* com HE e com HO, 2 com HE e sem HO, 3% sem HE e com HO, 4% sem
HE e sem HO. Como o Principio Cosmolégico prevé a homogeneidade espacial (ver segao
1.8) e alguns autores sustentam que as observagdes nao mostram a homogeneidade da dis-
tribuicao de matéria, defendemos que a segunda opgao mencionada acima é a que descreve

melhor o Universo observado. O Modelo Cosmolégico Padrao e as observacoes mostram
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que a densidade de galdxias variou ao longo do tempo, nao podendo haver HO, pois esta-
mos observando o Universo em diferentes momentos. Esses dois tipos de homogeneidades
surgem da relatividade geral, pois na relatividade Newtoniana nao ha distincao entre elas.
A figura 1.3 mostra onde se localizam as homogeneidades espacial e observacional no cone
de luz.

Spacetime | time The light cone: the set
i of all paths that would
be traveled by light

Worldlines of two

light rays on light
cone.

Figura 1.3: Esta figura mostra onde as homogeneidades espacial (HE) e observacional (HO) se localizam
no cone de luz. A andlise de HE é feita nos planos (folheamento) que cortam transversalmente o cone,

mas a figura mostra apenas o plano que nés nos localizamos atualmente. A analise de HO é feita no cone
de luz do passado.



Capitulo 2

Contagens Numéricas e Densidades
Diferenciais Simuladas no Modelo de

Einstein-de Sitter

O objetivo deste capitulo é obtermos a contagem numérica de fontes N; e em seguida,
através da primeira, calcular as densidades diferenciais v; e 7. Usaremos a contagem
(1.7.1) proposta por Pietronero como simula¢do do Universo observado. Aqui iremos
deixar indicada a dimensao fractal D, embora no proximo capitulo estudaremos os casos

especificos para ela.

2.1 Contagens Numéricas

Nesta se¢ao iremos apenas escrever a contagem proposta por Pietronero (1.7.1) em termos
das quatro distancias observacionais que adotamos. Reescrevendo as quatro distancias ob-
servacionais no modelo EdS - equagoes (1.5.7), (1.5.13), (1.5.19) e (1.5.25) - que usaremos

ao longo do trabalho, temos,

(2.1.1)

w5 [
do(z) = % (1 i Z1_+\£1+—Z> , (2.1.2)

dy(2) = %(Hz—\/wz), (2.1.3)

0

d.(z) = % (2). (2.1.4)

37



38

Reescrevendo, respectivamente, a contagem prevista pelo modelo EdS (1.6.9) e a contagem

de Pietronero (1.7.1), temos,

. 3
4c? 1+2z—+vV1+2
Nipas = 215
s = g (e ) (2.15)
N; = (Bd;)®, (2.1.6)

onde D é a dimensao fractal, o indice ¢ indica as quatro distancias cosmoldgicas (i =
AG,Lz) e B é uma constante que iremos obter no final deste capitulo. Substituindo as

quatro distancias cosmoldgicas na ultima equagao, obtemos

) 142 VTS o

N, P(z) = ( . 1527

NL®)(z) = (22109)[’ (1+z— 1+z>D’ (218)

1+~

N, () = (ﬁg)D (1 tz— m)” , (2.1.9)

N®)(z) = <2[f) ’ (g)D . (2.1.10)

onde o indice (D) além de indicar que é para a dimensao fractal D (onde nos préximos

capitulo usaremos D = 2,3), indica também que essa expressao é oriunda da contagem de
Pietronero (2.1.6). Acrescentamos esse indice para diferenciar com as expressoes oriundas
da contagem de EdS (2.1.5), onde nesse caso acrescentaremos o indice (EdS).

As quatro expressoes acima sao as contagens de Pietronero para as quatro distancias
cosmoldgicas que estamos trabalhando em funcao do desvio para o vermelho 2z e em ter-
mos da dimensao fractal D. Essas expressoes fornecem contagens simuladas no modelo
de EdS, e a partir delas sera feita a analise das densidades diferenciais. Observe que a
equagao (2.1.5) é a contagem prevista pelo modelo de Einstein-de Sitter e as quatro conta-
gens numéricas acima simulam contagens no modelo de EdS, pois elas usam as expressoes
de distancias do modelo de EdS, dadas pelas expressoes de (2.1.1) a (2.1.4).

2.2 Calculo das Densidades Diferenciais

Nesta secao pretendemos obter as expressoes das densidades diferenciais ;P e ;4 para

as quatro distancias cosmoldgicas d; em funcao do desvio para o vermelho z. As densidades
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diferenciais ;™ sao obtidas a partir da contagem de Pietronero (2.1.6). As densidades
diferenciais ;%% sao obtidas a partir da contagem (2.1.5) prevista pelo modelo de EdS.

Reescrevendo a defini¢ao (1.6.19) de ;, temos,

1 dN;

Vi = Em (2.2.1)

Para obtermos 7;”(d;), precisamos substituir a contagem de Pietronero (2.1.6) e a area

superficial (1.6.20) na definigao acima, tal que,

DBP
47

v (di) = ", (2.2.2)

ou seja, esta expressao fornece a densidade diferencial oriunda da contagem de Pietronero
(2.1.6) em fungao de qualquer distancia cosmoldgica d; e da dimensao fractal D. Substi-

tuindo as quatro distancias (2.1.1) a (2.1.4) na equagao acima, temos que,

2eB\" [14+2—-vItz]""
72 P(z) = e < ) { e } , (2.2.3)
D-3
2c 1+2z—-v1+2
) 2.24
16 (z) = 327?03<H0) ( 142 ) ’ ( )
. H,? QC D D-3
1P (2) = 327rc3 14+2z—V1+ z) : (2.2.5)
DH,” (2cB D-3
) AN 2.2.6
)= e < , ) (5) (2:26)

As quatro ultimas equagoes sao as densidades diferenciais oriundas da contagem de
Pietronero (2.1.6) para as quatro distancias cosmoldgicas em fungao do desvio para o
vermelho z e da dimensao fractal D. Observe que as equagoes acima sao simulacoes no

universo de EdS, pois usamos as distancias dadas pelas equagoes de (2.1.1) e (2.1.4).

A seguir vamos obter as densidades diferenciais v;“*® oriundas da contagem de Einstein-

de Sitter (2.1.5). Neste caso a equagao (2.2.1) resulta em,

-1
i F) = WNeas [Sid(d’)] , (2.2.7)
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onde,
dNgas o 6¢* (1+Z—\/1+Z)2 (228)
dz  H,M,G (1+2)7? ’ -
d(ds) _ 2¢ [3-2V1+2z (2.2.9)
dz Hy | 2(1+2)2 |’ o
d(ds)  2c 1
d(d,) _ 2¢ (2v1+2z-1 | (2.2.11)
dz H, \ 2/1+z2

d(Clciz) _ % (%) | (2.2.12)

onde obtivemos dNy,s/dz na equagao (1.6.17).
Substituindo as equagoes (1.6.20) e (2.2.8) na equacao (2.2.7), obtemos,

i -1

7 FI9 () = 3¢c? (I+z—-vitz)? diQd(di) ) (2.2.13)
2nHM,G (14 2)7? dz

A expressao acima fornece a densidade diferencial oriunda da contagem de EdS em fungao

de qualquer distancia cosmoldgica d;. Substituindo as equagoes de (2.2.9) a (2.2.12) e as

equagoes de (2.1.1) a (2.1.4) nesta tultima, obtemos,

2 99 () — 87?]\H40:G {(3 _(1;:/%)} , (2.2.14)
Ve () = Sif/[():G’ (2.2.15)

77 (2) = SiJ\PflogG {(zm—l (1 + Z)S} ’ (2210
P () = 87?;]\H;:G [4“ ;(21;\;17/?)] , (2.2.17)

As quatro dltimas equagoes sao as densidades diferenciais oriundas da contagem numérica
prevista pelo modelo de Einstein-de Sitter (2.1.5) para as quatro distancias cosmoldgicas
em funcao do desvio para o vermelho z. Essas quatro descrevem uma distribuicao de
matéria homogeénea espacialmente, porque o modelo de EdS assume o Principio Cosmo-

l6gico.
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2.3 Calculo das Densidades Diferenciais Integrais

Nesta segao pretendemos obter as expressoes das densidades diferenciais integrais ;" e

*(EdS)
i
*(D)

As densidades diferenciais integrais ~;

(2.1.6) e as densidades diferenciais integrais ~v;**¥ sdo obtidas a partir da contagem

para as quatro distancias cosmoldgicas d; em funcao do desvio para o vermelho z.

sao obtidas a partir da contagem de Pietronero

(2.1.5) prevista pelo modelo de EdS. Reescrevendo a definigao (1.6.21) de v/, temos,
. 1
= | v (231)
VilJv,

Para obtermos ;"

P precisamos substituir as equagbes (1.6.22) e (2.2.2) na defini¢ao

acima, obtendo,

3 [%“DBP
P () = d. " Ard?d(d,
() = o [ S (),
3
v P(d;) = —B"d;"?, (2.3.2)
47
sendo esta ultima a densidade diferencial integral em funcao de qualquer uma das quatro
distancias observacionais que adotamos. Observe que se usarmos a definigao (1.6.28),

~v* = N/V, obteriamos a mesma expressao acima. Substituindo as quatro distancias

cosmoldgicas, equagoes de (2.1.1) a (2.1.4), nesta ltima, obtemos,

* (D) 3H,> (2cB b l+2—+1+2 D-3
73 (2) = 32me? ( H, ) [ (1+2)2 } , (2.3.3)
e 33;0; (%)D (1 - 21_+ zl - Z>D_3 ’ (2.3.4)
YN (2) = ??QHﬂis (QZf)D (1 L \/H——z> D-3 | .
e gjri <2;I:B)D (g)D_g’ (2.3.6)

que sao as densidades diferenciais integrais oriundas da contagem numérica proposta por
Pietronero (2.1.6) para as quatro distancias cosmoldgicas d; em fungao do desvio para o
vermelho z e da dimensao fractal D.* Observe que as equacoes acima sao simulacoes no
universo de EdS, pois usamos as distancias dadas pelas equagoes de (2.1.1) a (2.1.4).

Comparando as equagoes (2.2.2) e (2.3.2), obtemos a importante relacdo entre a den-

*No Apéndice B, sdo desenvolvidos os cdlculos para obter vF (equagao 2.3.5) e vF (equacao 2.3.6)
partindo da equagao (1.6.24), onde essa defini¢ao de 7 depende diretamente de z.
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sidade diferencial e a densidade diferencial integral oriundas da contagem de Pietronero
(2.1.6),

() _

D 2.3.
D% ( 37)

%
Observando as equagoes (2.2.2) e (2.3.2) notamos que v e y* sdo constantes e iguais para
D = 3, o que era esperado pois como vimos na segao 1.7 (pagina 34) D = 3 representa a

homogeneidade da distribuicao de fontes cosmoldgicas (no nosso caso galdxias).

A seguir vamos obter as densidades diferenciais integrais v;“*® oriundas da contagem
de EdS (2.1.5). Como vimos nas equagoes (1.6.28) e (2.3.2), a densidade diferencial inte-
gral também é definida por v = N;/V;, entao,

N
*(EdS) EdS
«(pas) _ LVpas 2.3.8
/YZ ‘/; Y ( )
logo,
3H? [H B —VIxz2\°
xEdS 0 0
: — o4, . 2.3.9
R = s {20 (2)} ( 112 ) (23.9)

A expressao acima fornece a densidade diferencial integral oriunda da contagem numérica
prevista pelo modelo de Einstein-de Sitter em funcao de qualquer distancia cosmolégica
d;. Note-se também que se tivéssemos partido da defini¢ao (2.3.1) obterfamos a equagao
acima.

Substituindo as equagoes de (2.1.1) a (2.1.4) na equagao acima obtemos,

1 (2) = 87?;]7;;(1 +2)%, (2.3.10)
767 (2) = 87?;]\H/[0:G’ (2.3.11)

s ) giff:a@ 42, (2.3.12)
(s = o [ ) 2.3.13)

As quatro ultimas equagoes sao as densidades diferenciais integrais oriundas da contagem

numérica prevista pelo modelo de Einstein-de Sitter (2.1.5) para as quatro distancias
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cosmoldgicas d; em funcao do desvio para o vermelho z. Essas quatro expressoes des-
crevem distribuicoes de matéria espacialmente homgénea, pois o modelo de EdS assume
o Principio Cosmoldgico. Observe que v #*® (equagao 2.3.11) é constante, isso implica
que a distribuigdo de matéria dada pela densidade %" além de ser espacialmente
homogénea, ela também é HO, pois conforme a secao 1.8, v* = constante implica na ho-
mogeneidade observacional), com isso podemos obter a constante B, pois v%”?=* também

implica na HO (conforme pagina 34). Assumindo D = 3 na equagao (2.3.4), obtemos,

30, (208)3 3B

. 2.3.14
32w \ H, 41 ( )

Igualando a equagao acima com a equagao (2.3.11) obtemos que a constante B ¢é dada por,

H,? 1/3
B= (2M G) . (2.3.15)
g

Me baseei em Ribeiro (2005) para obter as equagoes de (2.2.14) a (2.2.17) e de (2.3.10) a
(2.3.13).




Capitulo 3

Estudo dos Casos com e sem

Homogeneidade Observacional

Neste capitulo estudaremos o comportamento de N;, ; e 77 em funcao do desvio para
o vermelho z para o caso cuja contagem de Pietronero (contagem simulada baseada na
relacdo generalizada nimero-distancia) gera homogeneidade observacional (D = 3) e um
outro caso no qual esta expressao nao gera HO (D = 2). Procuraremos discutir também

se ha ou nao homogeneidade espacial nesses casos.

3.1 Caso com homogeneidade observacional

Para analisarmos a contagem numérica, consideramos D = 3 nas contagens simuladas

dadas pelas expressoes (2.1.7) a (2.1.10), usando o valor da constante B (equagao 2.3.15),

tal que,
1+2z—+V1+2
N,® 1.1
() HMG[ (14 2)? } (3.1.1)
14+2— + 2z s
N,® 1.2
o) HMG( 1+z ) (3-12)
3
N,®(z) = ( Ny 1+z) , (3.1.3)
4¢3 z\3
N,® () . 1.4
() = HM,G (3.1.4)

Vimos através da discussao feita nas secoes 1.7 e 1.8 e no capitulo 2, que as quatro
contagens acima implicam em uma contagem numérica observacionalmente homogénea

(ver pdgina 34). Como estamos trabalhando com o modelo de EdS para as expressoes

44
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0.1

NA(S)(Z)
NG(S)(Z)
0.08 F N, ®(2) .
N (2) e
0.06 - i
N;l(j) NEdS
0.04 : -
0.02 i
0 | |
0 1 1.5 2

Figura 3.1: Comportamento das contagens numéricas simuladas via a contagem de
Pietronero (N;/a?) em funcao do desvio para o vermelho z para o caso de HO (D = 3),
com escalas préximas da origem, no modelo EdS. A contagem « é definida na equagao
(3.1.5) abaixo.

100 ¢
10 F

0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 3.2: Comportamento das contagens numéricas simuladas via a contagem de
Pietronero (N;/a?) em funcao do desvio para o vermelho z para o caso de HO (D = 3),
em grandes escalas, no modelo EdS.

das distancias cosmoldgicas, isso significa que a contagem dada pela expressao (2.1.5) é

HE, entao, dentre as contagens acima a tnica espacialmente homogénea é N.®, pois é
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a unica que coincide com a contagem oriunda do modelo de EdS. Os gréaficos das fig-
uras 3.1 e 3.2 mostram que N,® possui uma contagem inferior em relacao a contagem
dada pelo modelo de EdS. Assim, para termos uma distribuicao de galdxias espacialmente
homogénea a contagem numérica de galéxias teria que ser maior do que a dada pela con-
tagem N,®. J4 N,® e N,® conforme as expressoes (3.1.3) e (3.1.4), possuem contagens
superiores em relagdo a Ng.g, Ou seja, terfamos que observar uma contagem menor de
galdxias para obtermos HE. Note na figura 3.2 que N5 € N, tendem, respectivamente,
a o’ = 3.57951 x 10" e a zero para z — 00, pois as duas expressoes podem ser dadas
por Ng,s = a®[1 — (14 2)""*F e N,® = *[(1+4 2)"' — (1 + 2)7*?)*, sendo de maneira
direta a obtengao dos limites. Para construirmos os graficos de N;(z) com homogeneidade
observacional (D = 3), figuras 3.1 e 3.2, foi necessério definir a constante adimensional
a como sendo o termo constante das equagoes de (3.1.1) a (3.1.4), e em seguida calcular

quantitativamente o valor de av e o?, tal que,

4c* /3
a= (HOMQG) . (3.1.5)

Retiramos os valores das constantes ¢, G e Mg (onde M, ~ 10" M) de Cox (2000), tal

que,

2.50565682823\ /*
o= ( 505656828 3) % 10°. (3.1.6)

h
Considerando parametro adimensional de Hubble h = 0.7 na tltima equacao, obtemos,

a = 15297, (3.1.7)

ou,

o’ = 3.57951 x 10'2. (3.1.8)

Iremos agora proceder com as analises para a densidade diferencial e a densidade di-
ferencial integral. Assumindo D = 3 nas equagoes (2.3.3) a (2.3.6) e (2.3.10) a (2.3.13),

obtemos o mesmo resultado nas oito expressoes,

3H 2 pc'r
B =@ = "0 o 3.1.9
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onde pg" é a densidade critica hoje medida no nosso referencial e o indice (3) indica que

10000 ¢ A :
I Y z) —— ]
1000 ¢ B9 () 4
100 F o) .
i YEEIS) () L ]
10 F *:
* L *(3) |
RO — 1
Ho F N\‘; ,
0.1F .
0.01 F .
0.001 F '
0.0001 Ll

0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10
z
Figura 3.3: Comportamento das densidades diferenciais integrais (v;"*¥(2)/pu,) em

funcao do desvio para o vermelho z para o caso com homogeneidade espacial, pois ~;***

é oriunda da contagem numérica prevista no modelo de EdS. A constante pu, é definida
pela equacao (3.1.10). Note que as quatro densidades observacionalmente homogéneas
vi®(z) sao constante e iguais a .

o calculo foi feito para D = 3. Era esperado que as oito expressoes de densidades dife-
renciais resultassem iguais a média da densidade numérica (n) na iltima equagao, porque
como j& vimos no capitulo anterior e na equacao (1.8.2), D = 3 implica na homogeneidade
observacional, e consequentemente D = 3 implica também na constancia de . Além
disso, conforme a equacdo (2.3.7), v;® também torna-se constante. Para construirmos
os graficos de v/ (z) (dados pelas equagdes de 2.3.10 a 2.3.13 e 3.1.9) na figura 3.3 foi
necessario definir a constante p, como sendo a expressao constante dada pela equacao
(3.1.9),

3H,*
8 M,G’

[ty = (3.1.10)
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3.2 Caso sem homogeneidade observacional

Conforme Ribeiro & Miguelote (1998), os catdlogos de galdxias mediram dimensao fractal

D da distribuicao de galaxias entre 1.5 < D < 2.3. Com isso, nesta se¢ao estudaremos o

caso D = 2, porque acreditamos descrever razoavelmente bem a realidade observada.
Assumindo D = 2 nas contagens dadas pelas expressoes de (2.1.7) a (2.1.10) e usando

a constante B (equagao 2.3.15), obtemos,

2
4c? 1 — /1
c +z—vV1+ z} | (3.2.1)

Mﬁ“*:GﬂEEYB[ (o)

4¢3 2/3 14+2—+V1+2
N.® — 2.2
L(2) (HM@G) < - ), (32.2)
2

N, (z) = (m4—AC43G)2/3 <1 +2z— \/1—1——z> : (3.2.3)

g

4¢3 z

N.O(z) = (W>2/3 (5)2. (3.2.4)

Notamos nas quatro equagoes acima que além dessas contagens nao descreverem uma
distribuicao observacionalmente uniforme de galaxias, elas tampouco descrevem uma con-
tagem de galéxias espacialmente homogeénea, pois nenhuma delas coincide com a contagem
do modelo de EdS, conforme a equagao (2.1.5). Na figura 3.4, as quatro contagens (N,
Ng®, N, e N,®) possuem contagens inferiores em relagao a Ny,s entre 107 < 2 < 102
As contagens de galaxias nesse intervalo teriam que ser maiores para obtermos HE. Note
que para z ~ 100 e z ~ 200 as contagens N,* e N,® sao, respectivamente, praticamente
iguais ao do modelo de EdS. As contagens N, e N, sdao maiores que a contagem do
modelo de EdS para z 2 100, ou seja, precisariamos ter menos galdxias para verificar a ho-
mogeneidade espacial. Observe que N e N, tendem para valores constantes quando
2 — 00, resultando em N;® = a? = 2,34 x 10° e N5 = a® = 3.57951 x 102, pois as duas
expressoes podem ser dadas por No® = o?[1 — (14 2)72] € Npgs = ®[1 — (1 + 2)7V2)%,
sendo de maneira direta a obtengao dos limites. Como as equagoes de (3.2.1) a (3.2.4)
simulam um universo com distribuicao de galaxias parecida a observada por nds, tenta-
mos verificar se com a nao homogeneidade observacional poderiamos ter hemogeneidade
espacial, mas verificamos que nao ha HE ao uso das quatro distancias cosmoldgicas que
adotamos, se existisse a distancia cosmoldgica d = (2¢/H,)[1—(1+2)7"/?]*/? verificarfamos

a homogeneidade espacial ao assumirmos nao HO.

A seguir vamos obter as densidades diferenciais. Para obtermos ~;®, consideramos
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Figura 3.4: Comportamento das contagens numéricas simulada via contagem de
Pietronero (N;/a?) em funcao do desvio para o vermelho z para um caso sem homo-
geneidade observacional (D = 2). Comparamos as contagens nao HO com a contagem
prevista pelo modelo de EAS Ng,s.

D = 2 nas equagoes de (2.2.3) a (2.2.6), resultando em,

—1
(2)(2): H,”* 1+z—+V1+2z (325)
Ta dmc(2M, G2 1+ 2) ’ =

H,? l+z—vitz) '

(@) _ 0 3.2.6

1072 = gy ( 1+ 2 ) ’ (3:2.6)
HO7/3 -1

7L<2)(Z) = WW (1 + Z—V 1 + Z> s (327)

H,? A
(@) _ o (Z 3.2.8
1) de(2M,G)?? <2> ’ ( )

que sao as densidades diferenciais oriundas da contagem de Pietronero (2.1.6) da dis-
tribuicao de galaxias sem homogeneidade observacional para as quatro distancias cos-

moldgicas e em funcao do desvio para o vermelho z. Para obtermos a densidade diferencial
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integral v, considera-se D = 2 nas equagoes de (2.3.3) a (2.3.6), resultando em,

7/3 . -1
7*(2)(2) _ 3H, 1+2z—+V1+2 (3.2.9)
4 8me(2M,G)?/3 (1+ 2)? ’
3H,7/3 l42—vigtz\ "

() = 0 3.2.10
e (2) 8me(2M,G)?/3 ( 1+ 2 ) ’ ( )
*(2) _ 3H 1 Vi o 3.9.11
1) = S ( L +Z> : (32.11)

3H,/? 2\ -1
)= 270 (2 2.12
=) 8mc(2M,G)%/3 <2) ’ (3 )

que sao as densidades diferenciais integrais oriundas da contagem de Pietronero (2.1.6) em
uma distribui¢ao sem homogeneidade observacional (D = 2) para as quatro distancias cos-

mologicas em funcao do desvio para o vermelho z. Como nao assumimos HO, verificamos

no grafico da figura 3.5 que as densidades nao observacionalmente homogéneas ~v;® (z)

comecam com um valor igual ao das densidades espacialmente homogéneos ~;**

i

(2), mas

logo em seguida as densidades ~;®

*®(z) diminuem drasticamente. Notamos que a densidade

*

nao observacionalmente homogénea v%® (z) é sempre inferior a densidade espacialmente

homogénea 4" (z) para z > 0. Observe que 7:® torna-se praticamente constante

a partir de z = 100, ou seja, a partir desse desvio para o vermelho a distribuicao de

galdxias é observacionalmente homogénea, conforme a equagao (1.8.2), mas possui densi-

dade de galéxias inferior ao da densidade prevista pelo modelo de EAS ~%:**®(z), que é

HE. Matematicamente obtemos de maneira direta a constancia de v:®(z) para z — oo,

1

porque essa func¢do pode ser escrita 77 o< [1 — (1 4+ z)7/?]7'. Observe também que as

densidades nao observacionalmente homogeéneas ¥ (z2) e v+ (z) sao inferiores, respecti-
vamente, as densidades espacialmente homgéneas v; % (z) e v (z) entre 0 < z < 300.
Mas para z = 300 essas duas densidades nao observacionalmente homogéneas sao prati-
camente iguais as suas previsoes HE. Nao faremos o grafico das fungoes ~;(z) devido as

curvas serem iguais a da figura abaixo, diferindo apenas no fator constante.
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Figura 3.5: Comportamento das densidades diferenciais integrais (v;(2)/p,) em fun¢ao do

desvio para o vermelho z. A constante y, é definida pela equagao (3.1.10). Comparamos
*(2) *(EdS)

as densidades 77®(z) nao observacionalmente homogéneas com as densidades ; (2)

espacialmente homogéneas.



Capitulo 4

Comportamento de D(z) ao
Assumirmos Homogeneidade

Espacial

Neste capitulo estudaremos o comportamento da dimensao fractal D em funcao do
desvio para o vermelho z quando assumimos a homogeneidade espacial. Para facilitar a

analise, vamos reescrever a contagem de Pietronero da seguinte maneira,

- a7 oo [ (5] a

conforme as equagoes (2.3.15) e (3.1.5). A equagdo acima surge das contagens dadas
pelas expressoes (2.1.7) a (2.1.10) e da contagem de Pietronero (2.1.6). O termo entre
colchetes da equacao acima facilitard nossos calculos, pois eliminara o termo constante das
distancias observacionais. Se assumirmos a homogeneidade espacial, a contagem numérica
de fontes cosmoldgicas terd que seguir a contagem dada pelo modelo cosmolégico padrao
adotado aqui, no caso EdS. Vamos agora igualar a expresao (4.1) acima com a contagem
(2.1.5) do modelo de EdS. Isto resulta em,

H, b 4c? 1+2z—+14+=z s
2o | = . 42
[O‘ <2c> d’] H,M,G ( 1+ 2 ) (4.2)

Por conveniéncia para facilitar os cdlculos que seguem, vamos reescrever a contagem do

modelo de EdS em termos da constante a (equagao 3.1.5) e de uma funcdo f(z) que de-
finimos como: f(z) = (2¢/H,)[(1+ 2z —+/1+ 2)/(1+ 2)]. Com isso, a contagem numérica

prevista pelo modelo de EAS pode ser reescrita da seguinte maneira,

52
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) f<z>]3. (43)

2

Observe que f(z) = dg. Substituindo a equagdo acima na equagao (4.2) e em seguida

aplicando o logaritmo em ambos os dois lados para isolar D, obtemos,

oo (58] =l ()]
R )

onde o indice (i) indica a distancia cosmoldgica escolhida. Esta ultima equagao é a ex-
pressao mais geral que podemos obter para a dimensao fractal em funcao do desvio para
o vermelho z para qualquer distancia cosmolédgica no modelo de EdS. Para obtermos os
graficos de D(z) da equagao acima, precisamos antes obter o valor quantitativo de In a.

Aplicando o logaritmo na constante a (equagao 3.1.6), obtemos,

1
Ina =9.516524 — 3 Inh, (4.5)

e considerando h = 0.7, resulta em,

Ino = 9.6354. (4.6)

Substituindo a constante acima e as quatro distancias observacionais, dadas pelas equagoes
de (2.1.1) a (2.1.4), na equagao (4.4), obtemos,

D'¥ =3, (4.7)
9.6354 + In (%ﬁ)
DW(z) =3 o — , (4.8)
9.6354 + In [W}
9.6354 + In (%ﬁ)
D®(z) =3 , 49
(2) 9.6354 +In (1 + 2z — 1+ z) (4.9)
9.6354 + In (%)
DP(z) =3 (4.10)

9.6354 + In (2/2)
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Como as trés ultimas dimensoes fractais sao indeterminadas em z = 0, precisaremos usar
o teorema de L’hopital nos trés casos para sabermos o valor quantitativo dessas dimensoes

no limite z — 0. De uma maneira geral, temos,

e [9.6354+ In[(H,/2¢) f(2)]
lim D(2) = 13533{ 9.6354 + In [(H,/2¢)d;] } (4-11)

aplicando o teorema de L’hopital na equacao acima, obtemos,

lim D(2) = 312133{ fc(l;) {d[{;(;)q [d;‘f)}_l}. (4.12)

Reescrevendo as equagoes de (2.2.9) a (2.2.12), obtemos,

H, d[f(z)] 1

) = 4.1

2c  dz 2(1+ z)32’ (4.13)
Hyd(dy) — 3—2(1+2)" (4.14)
2c dz 214 z2)2 '
Hyd(d,) 2(1+42)"2—1
-0 = 4.1
2¢ dz 2(1+ 2)v2 7 (4.15)

H,d(d,) 1

onde d[f(z)]/dz = d(ds)/dz. Substituindo as quatro tltimas equagdes no limite (4.12),

temos que,

1

o DAW(2) = 31 —

lzlir(}D (2) _313333—2(1—{—2')1/2 =3, (4.17)
1

s D () — 314 —

121£%D (2) —312133 SA+ )21 =3, (4.18)
1

£1£%D (2) 31215} S0+ 22— 2 3. (4.19)



25

Queremos agora saber quais sao os limites quando z — oo nas dimensodes fractais (4.8),
(4.9) e (4.10). Calculando estes limites obtemos,

1

im D@ (2) = 3 1 —

zh_I.?oD (2) = 32113}0 5o 0, (4.20)
1

im D@ (2) = 3 1; —

zh—I»?oD (z>_3zhjg YA+ )21 =0, (4.21)
1

. (2) o . o

ZILI?OD (2) = 32113[)10 Sa+ ) Z=2 0. (4.22)

Conforme as equagoes de (4.17) a (4.19), os limites para z — 0 resultaram todos iguais a
trés, ou seja, localmente ha homogeneidade espacial e observacional, o que é previsto pelo
Principio Cosmoldgico e, consequentemente, também é previsto pelo modelo de FLRW.
Localmente (z < 1) as relatividades Geral e Newtoniana sao iguais e, consequentemente

(pela secao 1.8), as homogeneidades espacial e observacional também o sao.

4 T T ) T

15 ! ! L ! ! | ! ! L ! ! | ! ! L
0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 4.1: Comportamento da dimensao fractal D para as quatro distancias cosmologicas
em funcao do desvio para o vermelho. Assumimos homogeneidade espacial no universo

de EdS.

O gréfico da figura 4.1 nos mostra como a dimensao fractal varia com o desvio para
o vermelho z em um universo que assume homogeneidade espacial. Note que D™ (z) e
D®)(z) diminuem quanto maior for o desvio para o vermelho z. Isso implica que quanto
maior o valor de z, maior a inomogeneidade observacional. Também obtivemos que para
z — oo (equagoes de 4.20 a 4.22), nos trés casos a dimensao fractal tende a zero, inclusive
D™(z), que cresce inicialmente. Isso implica que os efeitos relativisticos conduzem a

maxima inomogeineidade observacional quando nos aproximamos da singularidade.



Conclusao

Neste trabalho discutimos dois tipos de homogeneidades, espacial (HE) e observa-
cional (HO), para a distribuicdo de galdxias no Universo e defendemos a tese de que
a existéncia de mais de uma homogeneidade é consequéncia de efeitos relativisticos em
modelos cosmoldgicos. Usamos como ferramenta quatro distancias observacionais (segao
1.5) e mostramos os efeitos da escolha de cada uma delas na andlise da distribui¢ao de
galaxias. As distancias sao: distancia de luminosidade d;, distancia por area d,, distancia
por area galactica d e distancia por desvio para o vermelho d,. Mostramos na secao 1.1
que o Principio Cosmologico possui uma definicao de homogeneidade que neste trabalho
chamamos de homogeneidade espacial, mas mostramos ao longo da dissertacao que isso
nao implica que observariamos de maneira direta a homogeneidade da distribuicao de
matéria, ou seja, esse segundo conceito de homogeneidade que estamos propondo (ou in-
crementando) é a explicacao para a nao observagao da homogeneidade da distribui¢ao de
galdxias, pois a nivel das grandes estruturas do Universo se observa grandes aglomerados
e vazios. Desenvolvemos este trabalho no universo de Einstein-de Sitter. Outras impor-
tantes ferramentas que utilizamos para o estudo das homogeneidades sao: a contagem
numérica de fontes N;, a densidade diferencial 7; e a densidade diferencial integral 7,
onde, as duas ultimas sao obtidas a partir da primeira. Estudamos as homogeneidades
a partir de duas contagens numéricas, que sao: a contagem de EdS (Ng,s) e a contagem
proposta por Pietronero, N; = (Bd;)”. Como a contagem de Einstein-de Sitter é de-
duzida através do modelo de EdS, consequentemente ela assume o Principio Cosmolégico,
e, portanto, a contagem de EdS descreve um universo com homogeneidade espacial. Ja a
contagem de Pietronero foi proposta para descrever as contagens medidas pelos catalogos
de galaxias, ou seja, é uma contagem que tenta descrever a observacao, tanto que essa
contagem simula universos com e sem homogeneidade observacional. Fizemos uma anélise
da homogeneidade observacional ao usarmos as densidade diferenciais 7; e 7, pois a HO
¢ definida matematicamente como v} = constante (se¢ao 1.8). No capitulo 3 estudamos
primeiro o caso com homogeneidade observacional, onde assumimos D = 3. Nessa analise

obtivemos que apenas ha também homogeneidade espacial quando aplicamos a distancia

o6
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por area galdctica d; na contagem simulada de Pietronero (resultando em N¢), pois essa
contagem coincide com a simulacao teérica Ny,s. Também estudamos no capitulo 3 um
caso sem homogeneidade observacional, onde assumimos D = 2, que conforme Ribeiro &
Miguelote (1998) acreditamos descrever relativamente bem a realidade observada. Nesse
caso sem HO, verificamos a nao homogeneidade espacial, pois as quatro contagens diferem
de Ng.s, mas obtivemos que v}, torna-se praticamente constante para z 2 10, ou seja,
mesmo assumindo D = 2 obtivemos HO para z 2 10. No capitulo 4 estudamos a homo-
geneidade observacional apés assumir HE, ou seja, igualamos a contagen de Pietronero
com a contagem do modelo de EdS para estudar o comportamento da dimensao fractal.
Nessa analise obtivemos que todas as dimensoes fractais sao iguais a trés para z — 0,
ou seja, isso informa que localmente (a nivel do nosso grupo local de galdxias) hé ho-
mogeneidade observacional. Também obtivemos que com excessao de D9 (z), que é HO
para todo desvio para o vermelho z (previsto na segao 3.1), todas as dimensoes fractais
tendem a zero para z — o0, relatando que a informagcao observacional vai a “maxima”
inomogeneidade na singularidade. Isso implica que os efeitos relativisticos conduzem a

maxima inomogeneidade observacional.



Apeéendice A
Métrica de Robertson-Walker

Esta secao tem como objetivo fazer uma breve reconstituicao histérica da métrica
de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, mais conhecida como métrica de Robertson-
Walker. Acredito que seja interessante fazer esta breve reconstituicao neste trabalho para
verificar a evolucao do estudo da geometria do Universo, podendo tentar visualizar um
paralelo com o tema principal desta dissertacao. Este apéndice foi baseado no capitulo 3
de Narlikar (1993) e em Waga (2005).

Em 1854, a geometria desenvolvida pelo matemético alemao G. F. B. Riemann (1826 —
1866) sugeria que o Universo poderia nao possuir limites e tampouco ser infinito, ou seja,
o Universo poderia possuir uma geometria curva, de tal maneira que poderiamos viajar
ao longo de uma geodésica de uma tri-superficie do espago quadri-dimensional, onde, de-
pendendo da geometria, poderiamos passar mais de uma vez pelo mesmo ponto se nos
deslocassemos “sempre em linha reta”, isso seria analogo a locomocao de uma formiga na

superficie de uma esfera. A métrica Riemanniana é definida por,

ds® = g, dz"dx", (A.1)

onde ds* é chamado de elemento de linha do espago-tempo ou métrica do espago-tempo,
os indices p e v sdo 0,1,2,3 (0 representa a coordenada temporal e os indices restantes
representam as coordenadas espaciais) e g, o tensor métrico do espago-tempo. Para uma

métrica pseudo-Rimanniana e diagonal, a equacao (A.1) reduz-se a,

ds® = 2dt® — dl?, (A.2)

onde dl é o elemento de linha espacial, podendo ser o elemento de geodésica dl’. dI?

o8
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representa a parte espacial da métrica do espago-tempo.
Os primeiros modelos cosmologicos relativisticos propostos assumiam universo plano,
ou seja, com curvatura espacial nula. Pelo teorema de Pitagoras o elemento de geodésica

dl' de uma tri-superficie plana é dado por,

dl” = dx,* + dx,* + dzs’. (A.3)

Substituindo a equagao acima na equacao (A.2) obtemos a famosa métrica de Minkowski,*

ds® = dt* — dx,> — dx,> — dxs’. (A4)

Fazendo a transformacao para coordenadas esféricas, x, = asenf cos ¢, x, = asenfsen¢ e

zs=acosf (0 <0 <mel<¢<2m), na equagado acima, obtemos,

ds® = dt® — a?[dr® + r*(d0? 4 sen’*0d¢?)], (A.5)
ds® = 2dt* — a*(dr® + r*dQ*), (A.6)

onde a é uma constante, que neste caso representa a coordenada radial das coorde-
nadas esféricas de uma tri-superficie plana. Como estamos seguindo a ordem de Narlikar
(1993), mais a frente iremos definir @ como sendo o fator de escala, a “taxa” de ex-
pansao do Universo, tendo dependéncia do tempo, mas por enquanto iremos trabalhar
com universos estaticos, a(t,) com t, = constante. Para simplificar fizemos a substituigao
df* + sen*Ad¢® = df)* na passagem matematica acima.

Em 1922, Friedmann obteve solugoes cosmoldgicas para universo fechado, curvatura
espacial positiva constante. Ele supos que o Universo pudesse ser a tri-superficie de uma

quadri-esfera. A equacao da quadri-esfera é dada por,

4 x s+’ =a’, (A.7)

onde a desta vez representa o raio do universo modelado. O elemento de linha espacial dl

*Hermann Minkowski (1864 — 1909), fisico e matemadtico russo que publicou em 1907 o artigo Space
and Time, no qual ele afirmava que o trabalho de Lorentz e Einstein poderia ser mais bem compreendido
em um espago nao-euclidiano. Ele considerou espaco e tempo juntos em um espaco de quatro dimensoes,
que até entao eram tratados de maneira separada.
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da quadri-esfera acima é dado por,

dli> = dx,? + dx,” + dxg® + dx,”. (A.8)

Para obtermos o elemento de geodésica dl’ da tri-superficie da quadri-esfera (A.7), difer-
enciamos a equagao (A.7), isolamos dz, e em seguida substituimos na equagao acima,

resultando em,

(x dxy + xodxy + 23dxy)?
x12 _l_ :E22 + ISZ _ a2

dl” = a*(dx’ + sen’xd?), (A.10)

dl” = dx,* + dz,* + dz,® + : (A.9)

onde, na passagem da equagao (A.9) para a equacao (A.10), consideramos z; = aseny cos 0,
x, = aseny cosf cos ¢, x; = asenysenfsene e z, = acosy (0 < y < 7), que sao as coor-
denadas esféricas de uma quadri-esfera de raio a. Considerando seny = r em (A.10), de

maneira simples obtemos,

2
dl*> = a* ( dr + r2d92) , (A.11)

1—1r2

onde r é a coordenada co-mével. Também obtemos a equacdo (A.11) se considerarmos
R =i+, +ak = (21, %5, x3) = (asenf cos ¢, asenfseng, a cos ) na equagao (A.9) e
em seguida B = aF e dR = ad. Substituindo as equacdes (A.10) e (A.11) na equacio

(A.2), obtemos as métricas,

ds® = c*dt* — a*(dx® + sen’xd?), (A.12)

2

d
ds® = 2dt* — a® < 4
1—7r2

+ 7"2sz) : (A.13)
onde a primeira das duas equacoes acima é conhecida como métrica de Friedmann para
universo fechado, a qual uma das solugoes obtidas era para universo em expansao.

Em 1924, Friedmann obteve solucoes cosmoldgicas para universo aberto, com cur-
vatura espacial negativa constante. Ele supos que o universo pudesse ser a tri-superficie

de um quadri-hiperboldide. A equacgao do quadri-hiperboldide é dada por,

x4 x s —xl = —ad, (A.14)
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onde aqui a é apenas uma constante. O elemento de linha espacial do quadri-hiperboldide

acima é dado por,

dli* = dx,> + dz,” + dxy” — dx,’, (A.15)

entao, se diferenciarmos a equacao (A.14), isolarmos dx, e em seguida substituirmos

na equacao acima, obtemos o elemento de geodésica dl’ da tri-superficie do quadri-
hiperboléide (A.14),

(x dxy + zodxy + 2ad,)?
:E12 _|_ x22 + x32 _|_ CL2

dl” = a*(dx*® + senh®xdQ?), (A.17)

dl”? = dz,? + dx,” + dxs® — , (A.16)

onde consideramos na passagem acima x; = asenhy cosf, x, = asenhy cosf cos ¢, x, =
asenhysenfsen¢ e z, = acoshy (0 < x < 7).

Considerando senhy = r na equagao (A.17), obtemos,

d 2
dr = a* (1 o+ r2dQ2> . (A.18)

Também obtemos esta ultima equacao se considerarmos R= (1, Ty, T3) =
(asend cos ¢, asenfseng, a cos 0) na equacio (A.16) e em seguida R = af e dR = adr.

Substituindo as equagoes (A.17) e (A.18) na equagao (A.2), temos que,

ds* = Adt* — a*(dx® + senh®yd2?), (A.19)

2

d
ds* = cdt* — a’ ( -
1472

+ TQdQQ) : (A.20)
onde a equagao (A.19) é conhecida como métrica de Friedmann para universo aberto,
curvatura espacial negativa constante.

Em 1935 e 1936, respectivamente, o matematico norte-americano H. P. Robertson e
o matematico inglés Arthur G. Walker demonstraram independentemente uma expressao
geral para essas métricas estudadas até entao, ela englobava as métrica plana (A.6) e as
métricas de Friedmann (A.12) e (A.19). Eles propuseram que o Universo poderia ser a
tri-superficie de uma quadri-geometria que, esta iltima, obedeca a seguinte expressao,

2

(22)" + (22)" + (22)" + k(2)* = % (A.21)
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onde k é a constante de curvatura, também chamada de constante de curvatura de
Robertson-Walker, podendo ter os valores k = 0,£1. Para k£ = 0, obtemos uma es-
fera de raio infinito (onde podemos considerar a superficie de uma esfera de raio infinito
como sendo uma superficie plana), para k = 1, a equacao acima resulta na quadri-esfera
(A.7), e para k = —1, a equagao acima resulta no quadri-hiperboldide (A.14). Resumindo,
k = 0 representa um universo plano, k = 1 fechado e £ = —1 aberto. O elemento de linha

espacial da quadri-geometria acima ¢ dado por,

di* = (dz,)* + (dw,)? + (ds)? + k(dz,)?, (A.22)

diferenciando a equacao (A.21), isolando dz, e em seguida substituimos na equagao (A.22),

obtemos o elemento de geodésica dI’ da tri-superficie da quadri-geometria (A.21),

—x,dr, — Todxy — T3dTs
V@ = k(a4 ,? 4 15?)

2
Al = (dz,)* + (dx,)* + (dx,)* + k : (A.23)

transformando para coordenadas esféricas, R =RR= (T, 1y, 25) € dR = (dR)R+(df)f+

(senfdep)p = (dx,, dx,, dxs), onde (dx,)*+(dx,)*+(dzs)* = dR*+ R*dP?, (—x,dw, —xydr, —
— =

Tydry)? = (ﬁdﬁ)z = (RdR)’ e x> + 2, + z;° = R. R = R?, resultando em,

kR*dR®

a®> — kR?’

+ R*d. (A.24)

dl” = dR* + R*dQ)* +
a*dR?

dllQ - - "
a? — kR?

Considerando R = ar na equagdo acima, e substituindo na equagao (A.2), obtemos a

métrica de Robertson-Walker, tal que,

2

1— kr?

ds® = 2dt* — a? ( + rdeZ) . (A.25)

Vamos assumir agora que o fator constante a possui uma dependéncia do tempo césmico,
sendo chamado de fator de escala, ou fator de expansao. Consideramos até o momento
hiper-superficies estaticas, a(t,) com t, = constante. Reescrevendo a equagao acima com

a(t), obtemos,

dr?
1— kr?

ds® = *dt* — a*(t) ( + r2d92> . (A.26)
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Assim a equacao acima é o mais geral elemento de linha que satisfaz o Postulado de Weyl
e o Principio Cosmoldgico. Observe que para k = 41, a métrica de Roberson-Walker
resulta nas métricas de Friedmann para universo fechado e aberto. A métrica acima
também é conhecida como métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Lemaitre
contribuiu bastante na interpretacao fisica e geométrica da métrica acima. Observe que

para k = 0, a métrica acima reduz-se para a métrica plana (A.6).



Apeéendice B
Célculo de v;(2) e v7(2)

O objetivo desta segao ¢ obtermos as densidades v;(z) e 72 (2) dadas pelas equagoes
(2.3.6) e (2.3.5) a partir da definicdo da densidade diferencial (1.6.24) escrita em fungao
do desvio para o vermelho z. Para simplificar as expressoes de densidade, reescrevemos
as equagoes (1.6.23), (1.6.24), (2.2.5) e (2.2.6), usando nas duas tltimas a constante «

dada pela expressao (3.1.5), resulta em,

dN; [, d(d)]
. 1 [? av;
) =5 [ e (B2
DH}? sz\D-3
S(z)=a”——= (= : B.
1:(z) =@ 32mc? (2) (B.3)
,DH?

~(I+2z—vV1+2)"7" (B.4)

327c

Para calcularmos 7% (z), substituimos as equagoes (1.6.22) e (B.3) na equagao (B.2), ob-

—/ o (3) ()
- 5 (R)(G). e

e integrando, obtemos,

tendo,

o

“(2) 3DH,> o” 1 (Z)D
T\ Bone (220 D \2)
. 3H,> [z\P-3
) =at S (5) (B.6)
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onde alcangamos o nosso primeiro propdsito: a equacao (B.6) confere com a equagao
(2.3.6).
No caso do célculo de «;(z), substituimos as equagoes (1.6.22) e (B.4) na equacao

(B.6), tal que,

3 ¢ _DH,
vi(z) = 3/ aD32 03(1+z/—\/1+z’)D_347r><

4 [;—Z(HZ— \/1+z)] 0 me
2 ? 2 1

X {E(1+z’—\/1+z’)} A [1—5(1+z)1/2] dz’,

3DH,’ a” 27 2e\* 7P [2¢ b3
LG v
TR - VTR M ’

2 % 92 1

—_—(1 V1 / Z 1= “1/2 | q,

X[Ho( +2 =V +z)} H0|: 2( + 2) } 2,

3DH,’ D 2e\* " [7[2 b=t
1) = G 8 () [ e s
e [fl—i(l—i—z—\/l%——z)] 0 0 0

xd E—i(wz’—mﬂ, (B.7)

e integrando, obtemos,

z

Y

0

DH.? D 2¢\* " 12 b
Vi (2) = 2 = “ < <FC) 5 [Fc(l T V1T z’)]
C 121_3(1 + 5 — /—1 ‘I‘ z)} 0 0

3H,?
() =0 (s = VT 2)7, (B.)

onde esta ultima equagao confere com a equagao (2.3.5), o que era nosso segundo propdsito

desta secao.
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