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Este trabalho tem por objetive principal a anilise numérica do
fendmeno de percolacio através do corpo de uma barragem de terra. As
analises das fronteiras mo6veis, nas fases de enchimentc e esvaziamento
de reservatdorios, sio de fundamental importincia para o estudo da
estabilidade do maci¢o e no dimensionamento das estruturas internas de
drenagem. 0O Método dos Elementos de Contorno é utilizado para simular
a evolucido temporal da superficie freatica em barragens de terra
homogéneas. Uma especial aten¢3o é dada na implementacio do elemento
isoparamétrico quadratico, que possibilita modelar geometrias curvas e
melhor obedece as condictes de tangéncia entre as superficies
freaticas e as superficies de percolacido. As descontinuidades fisicas
e geométricas sio tratadas com o uso de elementos descontinuos de
colocacido nic—-nodal, que se utilizam da propriedade de possuirem nés
geométricos nas extremidades mas os ndés funcionais internos ao
elemento. Outra énfase & dada a inclusio no cdédigo de programacio da
transformacio nio-linear de terceira ordem de Telles, que aumenta a
precisic das integrais singulares avaliadas por um esquema de
quadratura de Gauss. Um tratamento adequado das descontinuidades
eliminou as oscilages numéricas ao longo da superficie freatica,
tornado desnecessirio o uso de técnicas de suaviza¢io, mesmo gquando um
esquema explicito de marcha no tempo foi empregado. Os resultados sio
analisados e comparados quanto 4 sua precisio e comportamento

numérico.
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The main purpose of this work is the numerical analysis of the
seepage process through an earth dam. The transient free surface flow
during the fill-up and drawdown phases of a reservoir is of utmost
importance in the analysis of embankment stability and to compute the
internal drainage devices.- A boundary element procedure for dealing
with steady and unsteady seepage flow with a free surface in
homogeneous earth dams is presented. Special attention is given to
the implementation of isoparametric quadratic elements, which improve
curved geometric modelling capabilities and can obey the tangent
condition at the interface between the free and seepage faces.
Physgical and geometrical discontinuities are treated with the use of
special non-nodal-collocation elements with nodes at their extremeties
but collocation points inside the element. Another emphasis is the
inclusion in the computer code of Telles’ third degree polynomial
transformation, in order to improve the accuracy of Gaussian
quadrature schemes in the near-singularity range. An adequate
treatment of discontinuities significantly reduces numerical
oscillations along the free surface making smoothing procedures
unnecessary, even if an explicit time marching scheme is employed.
The results are analised and compared regarding their accuracy and

numerical behaviour.
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CAPITULO I

INTRODUCAQ

1.1 - GENERALIDADES

Através de registros histéricos existem evidéncias que a humani-
dade teme e respeita o poder destrutivo das aguas. Este enorme poder
destrutivo é sentido por cocasiio da ocorréncia de marés e cheias
excepcionais. Escondida em fendas na rocha ou em poros no solo, ela
exerce forcas extraordinarias capazes de provocar grandes deslizamen-
tos de terra e destruir obras de engenharia. RQuandc as Aaguas
subterrineas e a percol.ss.(;ﬁo1 nio sio controladas, podem causar sérias
perdas de vidas humanas e econdmicas. Quando controladas nio precisam

ser temidas, Cedergreen(1967).

A maioria dos colapsos estruturais causados Ppor 4guas
subterrineas e pela percola¢io podem ser classificados de acordo com
duas categorias: aquela que acontece quando particulas de solo migram
para uma area de escape, causando uma falha por entubamento ("piping")
ou erosio regressiva; € uma outra que ocorre por descontrole dos
padries de percolacic que conduzem & saturacio; por sobrepressio ou
por excessivas forcas de percolacio. Alguns tipos comuns de falhas
devido a estes descontroles podem ser vistas em Cedergren (1967).
Casos histéricos de rupturas de barragens, causadas pelo fendmeno de
piping, deslizamento de encostas e problemas de fundacio gic descritos

" em Mascarenhas (1990).

Tipo de escoamento laminar que se produz nos intersticios de um
material porosco saturado sob a agfo de gradientes hidréulicos modera-
dos, dirigides principalmente para baixo (fonte:Glossario de termos

hidrolégicos, 1976).



1.2 - PROBLEMAS GERAIS DE FRONTEIRA LIVRE E FRONTEIRA MOVEL

Define-se um problema de fronteira livre, PFL (em inglés, free-
boundary problem} como um problema de valor de contorno envolvendo
equagtes diferenciais no dominio, onde parte, as fronteiras livres,
ndo sioc conhecidas a priori e devem ser determinadas como parte da
solucio, Um problema de fronteira mével, PFM (em inglés, moving
boundary problem) ¢ definido como um problema de wvalor inicial para
equacdes diferenciais envolvendo fronteiras livres desconhecidas,
Cryer(1978). A maioria dos PFL podem ser interpretados como o limite

quando o tempo t tende ao infinito do correspondente PFM.

Um PFL requer, geralmente,a solucio de uma equacio diferencial
parcial eliptica. As fronteiras moveis, por outro lado, sfo associa-
das com problemas dependentes do tempo e a posigio do contorno deve
ser determinada como funcio do tempo e espage. Para este ultimo tipo
de problema a equacio &, geralmente, do tipo parabdlica ou
hiperbélica, Crank(1984).

be acordo com a pesquisa bibliografica realizada por
Cryer(1976b), a distribuicio aproximada de referéncias, dentre as

diversas areas de aplicacio é dada pela tabela abaixo.

Area de aplicagio Percentual de referéncias
Mecinica do Fluidos 58
Fluxo em Meios Porosos 10
Elasticidade e Plasticidade 15
Conduc¢io de Calor e Difusio 1
Eletromagnetismo 5
Gravitacio 2
Reagles Quimicas 1
Problemas Acoplados 5
Teoria de Controle 1
Otimizacio 1
Matematica Generalizada 1
100

PFM sio, freqgiientemente, chamados de problemas de Stefan, com
referéncia aos trabalhos de J. Stefan, que, por wvolta de 18380, inte-

ressou-se no derretimento da calota polar.



1.3 - ESCOAMENTO SUBTERRANEO NO PLANO VERTICAL

Alguns exemplos praticos de aplicacbes onde, as anilises das
fronteiras moéveis e livres{superficie freatica S.F. e superficie de

percolacio S.P.) desempenham papeis importantes sio:

-Escoamentos em diques € em canais de irrigac¢io;

-Escoamentos subterrineos onde a vegetagio (nativa ou cultivada)
é sensivel 4 mudancas do nivel do lengdl freatico e

~Nas fases de enchimento e esvaziamento de reservatdrios, para o
estudo da estabilidade do macico da barragem e para o dimensionamento

das estruturas internas de drenagem.

As dificuldades introduzidas pelags ni3o-linearidades geométricas
envolvidas nestas analises, possibilita a existéncia de solugdes
analiticas somente em condicdes relativamente simples ou quando
hipéteses simplificadoras s3o introduzidas, Harr{(1962). Como
conseqiiéncia, na maioria dos casos de interesse pratico, og calculos

sfio feitos através de métodos numéricos.

Investigactes tedricas mostram que os escoamentos de dguas subter-
rianeas sfo, em muitos casos, laminares, isto &, as forcas de
resisténcia viscosa sfo proporcionais a velocidade do escoamento.
Como conseqiiéncia, estes eséoamentos sfo descritos, em muitos casos,
por equacles diferenciais parciais do tipo eliptica (ex.Laplace) ou

parabélica (ex.Difusio).

1.4- METODOS NUMERICOS PARA SOLUCAO DO PROBLEMA

0 procedimento numérico de solugio no caso acima citado , que €& o
enfoque principal deste trabalho, baseia-se na utilizagio de cédigos
de programa escritos em linguagem de alto nivel e na discretizacio do
meio continuo, Em suma, a distribuigio das cargas hidraulicas e
formato da S.F. podem ser expressas em fun¢io de um nimero finito de
valores, avaliados em nés de uma malha que aproxima o problema origi-

nal.



De maneira geral, as técnicas numéricas de solugio podem ser
subdivididas em dois grupos principais:(a)aguelas que operam com
‘malhas ou "grids" de geometria fixa, determinando a posicio da S.F.
como a interface gue separa a parte saturada da parte n3o-saturada,
(b)aguelas que alteram a geometria da malha até que parte do contorno

se aproxime da forma correta da S.F., dentro de uma certa precisio.

Devido as caracteristicas da deformacio da geometria da malha
durante o processo de cilculo, a técnica de malha variidvel, normalmen-
te, envolve problemas e um maior trabalho de programa¢io, do que
aqueles baseados em malhas fixas, mas por outro lado, sio geralmente
mais precisas, Cividini e Gioda{1989). No caso de malhas variaveis,
geralmente necessita-se de um gerador de malha automatico, quase
sempre complicado, para a redefinicio da malha quando os Métodos das
Diferencas Finitas MDF ou dos Elementos Finitos MEF sio empregados.
Este fato &, certamente, uma das razdes que estimularam pesquisadores
a aplicarem o Método dos Elementos de Contorno MEC na andilise de

problemas de percolacio, Prodanoff, Wrobel e Mansur (1990).

A técnica de malhas variiveis parece particularmente mais adequa-
da para uma determinacio precisa da S.F. e, acima de tudo, a posigio
do "ponto de afloramento” (intersecioc entre a S.F. e o contorno
permeavel sujeitoc pressfio atmosférica). Este contorno permeavel é
também chamado de superficie de percolagio S.P.. Diversos trabalhos
na literatura, como por exemplo o de Chang({1988), tém notado que, na
ocorréncia da face de percolacio surgem instabilidades durante os
processas de solugio, conduzindo a oscilagbes na SL ou divergéncia da

solucio final,

Varios artificios tem sido sugerido na tentativa de eliminar
esses disturbios. Alguns deles atuam somente nas vizinhancas do ponto
de afloramento, descrevendo, por exemplo, a forma final da S.F.
através de funcOes de suavizacio. Alternativamente pode-se adotar o
refinamento da malha perto da face de percolacio de forma tal que as
possiveis oscilacbes da S.F. figuem confinadas a uma faixa estreita e
assim nfo influenciando, de maneira significativa, a forma geral da
solucdo, vide Taylor e Brown(1967), Cheng e Li{1973). Algoritmos de
programacio matemética contendo funcdes de minimizacfo acoplados que
aplicam integrais ou somatdérios em toda a extensio da S.F. encontram-

se com detalhes em Cividini e Gioda (1989).




1.5 - ESCOPO DO TRABALHO

No presente trabalho, apresenta-se a técnica dos Elementos de
Contorno aplicado a problemas de percolagio. As singularidades de
fluxo, que ao lado das descontinuidades de fluxo tém sido objete
intenso de pesquisas, ndo sfc aqui estudadas. A necessidade de se
tratar a singularidades de fluxc é importante quando se deseja calcu-
lar as vazbeg efluentes usando-se a secio de saida e também para
calculo das velocidades de escape no paramento de jusante e nas
regides bem proximas . Dentre os diversos aspectos computacionais a
serem aqui apresentados, faz-se especial enfoque ao tratamento adequa-
do das descontinuidades geométricas e de fluxo., O nfo tratamento
destas descontinuidades é tido, via de regra, a principal fonte causa-
dora de perturbag¢des numéricas na S.F. e na determinacfio do ponto de

afloramento.

Prople-se um esguema de colocagio nfo-nodal nos elementos de
contorno superparamétricos e isoparamétricos quadriticos para o trata-
mento das descontinuidades de fluxo, gque aparecem nos pontos de aflo-
ramento da S.F., Este procedimento foi introduzido por Mustoe et al
(1982) e implementado e aperfeicoado por Marques e Mansur (1987). No
capitulo que estuda as descontinuidades s3o indicadas outras formas
alternativas, semelhantemente eficientes, com suas respectivas

precisdes e facilidades de implementagdo computacional.



CAPITULO I

FQUACOES GOVERNANTES

1I.1 - PARTE SUBTERRANEA DO CICLO HIDROLOGICO

O cicle hidrolégico descreve o transporte recirculatério continuo
de aguas na Terra, conectando a atmosfera, as terras emersas e os
oceanos. O processo € bastante complexo, contendo muitos sub-ciclos.
De maneira resumida, a Agua evapora da superficie dos oceanos, movida
pela energia do sol, junta-se a satmosfera, movendo-se para as terras
emersas. Uma vez sobre estas terras, as condi¢les atmosféricas atuam
no sentido de condensar e precipitar as aguas sobre a superficie,
onde; conduzidas por forcas gravitacionais, retorna 8os oceanos
através de rios, corregos e por via subterrinea, Ponce(1989). Durante
o tempo de residéncia sob a superficie terrestre, a agua circulante &

conhecida como agua sub-superficial ou iAgua subterrénea.

A agua sub-superficial ocorre em aberturas na rocha ou no solo
conhecidas como wvazios, intersticios ou poros, Todd(1959). Os inters-
ticios originais foram criados pelos processos geoldgicos que governa-
ram a origem da formacdoco dos solos da Terra e sic encontrados em
rochas sedimentares e igneas. Apds a formacio das rochas apareceram
o8 intersticios secundarios. Como exemplos temos as juntas, fraturas,

aberturas por solucio, e aberturas formadas por plantas e animais.

Cabe aqui fazer uma distinc¢fio entre as nomenclaturas encontradas
na literatura. A parte do solo que nio & ocupada pelos sdlidos é
conhecida como "pore space"” no vocabulario inglés ou "voids" no ameri-

cano e vazios em portugués,

A porosidade pode ser definida como

c = - (IL.1)



€ = porosidade

Vv = volume de vazios

VT = volume total e

Vp = volume total das particulas sélidas.

A porosidade efetiva é de maior importincia. E a porosidade
devida aos vazios interconectados gque podem ser enchidos e esvaziados
com Aagua. De agora em diante, quando o termo porosidade for usado , a

porosidade efetiva estari implicita.

A caracteristica fisica mais visivel da porosidade de uma matriz
rochosa ou de solo "& a sua continuidade, que significa que a
percolagfio de um ponto para outro pode ser feita integralmente pelos
espacgos intersticiais”, Childs(1957). Em virtude de sua continuidade,
a matriz porosa tem a capacidade de transmitir fluidos, mais notada-
mente a 4gua. Dependendo de uma dada situacio e ponto de vista, as
denominacdes tais como "permeabilidade", "permeabilidade efetiva",
"coeficiente de permeabilidade"”, "coeficiente de percolagdo”, "condu-
tividade hidréulica" sfio usadas para descrever esta capacidade de
transmitir fluidos. O termo "permeabilidade intrinseca" é geralmente
aceito como sendo uma caracteristica particular do meio, em oposi¢io

aos termos acima referidos que se aplicam ao meio e ao fluido.

Partindo da superficie até uma certa profundidade a matriz porosa
encontra-se apenas parcialmente preenchida. Esta &gua € chamada de
umidade do solo, e esta regifio & conhecida como zona n#o-saturada ou
zona de aeragfo. FEsta @€ a " zona na qual os intersticios da rocha
permedvel funcional nfo estfo cheios {exceto temporariamente) com
dgua. A Agua estid sob pressfio inferior & atmosférica", Bear (1972).
Entfo, existem trés fases no solo nfo saturado _pertencentes a zona de
aeracio: a matriz de solo, 4gua na fase liquida e o ar, incluinde o
vapor do liquido. Pelo fato da existéncia destas fases e das respec-
tivas interfaces entre elas, a descricio matemitica & mais complicada

do que aquela correspondente 3 zona saturada.

De acordo com Meinzer(1923a,b) a zona de aeracio (ou zona vadosa)
possui trés divisdes: a franja capilar, o cinturio intermediirio e o
cinturio composte da mistura agua-sclo. Mais detalhes sobre estas

divisdes podem ser encontrados em seus trabalhos originais.,



0 lencol freatico é definido como a superficie ao longo da gqual a
pressio reinante é igusl a pressio atmosférica. Esta pressio pode ser
determinada a partir da elevac¢io da superficie d’agua em pocos. O
lengol freatico, na maioria dos casos praticos, &€ a superficie que
separa a zona de aeracfo, que é realmente nfo~saturada apenas acima da

franja capilar, da zona de saturacic logo abaixo.

A matriz porosa na zona de saturacio é preenchida com agua com
exceCio de pequenos volumes de gases aprisionados. Esta agua € conhe-
cida como #Agua subterrfinea ou Agua freitica. Pelo fato das aguas
subterrfineas estarem sob uma pressic maior que a atmosférica, elas
fluem livremente para um poco ou qualquer outra abertura abaixo do
lengol freatico. Em contrapartida, para extrair agua da zona de

aeracio, uma tensdo ou sucgfo deve ser aplicada no solo.

Um volume de matriz rochosa que possua uma condutividade
hidraulica significativa e esteja saturado de agua é, pelo menos em
parte, um aquifero. Um dos dois tipes principais de aquiferos é o
aquifero ndo-confinado. O outro & o aquifero confinado, artesgiano ou
sob pressio. Um aquifero nic-confinado possui o lengol fredtico no
seu topo e a agusa esti em contato direto com a atmosfera do solo.
Para maiores detalhes sobre aquiferos confinados e sua classificagio
ver DeWiest(1969), Bear{1979), Todd(1959).



II.2 - POTENCIAIS EM AGUAS SUBTERRANEAS

As forcas atuantes em aguas subterrineas podem ser descritas por
um campo vetorial, composto de diversas forgas que atuam no fluido em
diversas direcgdes. Quando estas forcas se equilibram, a agua
subterrinea se encontra em equilibrio estatico e ni3o ocorre movimento.
Quando as forcas nic se equilibram, a forca resultante causa o movi-

mento do fluido.

Por ser a forga um vetor, a resultante de um nimero de for¢as
deve ser determinada pela adicio das componentes de acordo com lei de
adicio vwvetorial. Isto é problematico, requerendo uma construcio
geométrica. Felizmente, para muitas aplicagctes em meios porosos, esta
dificuldade pode ser evitada pela introduc¢io do conceito de uma quan-
tidade escalar: o potencial. Os potenciais podem ser somados pela lei

da adi¢do algébrica.

Existem maneiras alternativas de se definir o potencial, incluin-
do o potencial de wvelocidades da hidrodinimica classica. A (Oltima
escolha depende, fundamentalmente, da conveniéncia e adequabilidade

para a faixa de problemas que cada um estd envolvido, Remson(1971).

Bolt e Miller(1958) definem o potencial total como: » energia
mi nima por grama de dgua que deve ser gasta, de forma a transportar um
corpo teste de dgua Infinitesimal, a partir de um estado de referéncia
para qualquer outro ponto da fase [fquida do sistema 4gua-solo, que
esteja em estadc de equilf brio". 0O estado de equilibrio &, usualmen-
te, assumido como um reservatirio de 4gua pura 3 mesma temperatura e
com uma superficie plana, submetido a press3o atmosférica numa dada
elevacdo., Em condicdes sobre as quais o solo espontaneamente absorve
agua do estado de referéncia, o potencial é uma quantidade negativa.
Em qualquer sistema iAgua-solo em estado de equilibrio, o potencial

total nAo varia de ponto para ponto dentro do sistema.

Partindo da definicio de potencial como energia por unidade de
peso de agua, o potencial tem a dimensfio de comprimento e pode se

expresso como uma carga hidriulica (ou "head”, inglés).
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II.2.1 - POTENCIAL GRAVITACIONAL

Todas as aguas na terra estio sob o efeito do campo gravitacional
terrestre. O potencial gravitacional &€ a energia requerida para mover
uma massa ou volume d'agua infinitesimal de um nivel de referéncia ou
datum, onde o potencial gravitacional é tomado como zero, até uma dada

posicio no campo contra a atracic da gravidade.

Usando a definicio de potencial como energia por unidade de peso,

pode-se escrever a seguinte igualdade:

u =z (I1.2)

onde

potencial gravitacional

<
1]

altura de agua acima do nivel de referéncia

9
[l

Temos entio que o potencial gravitacional depende apenas da
altura acima do datum e & conhecido como carga de posicio ou de

elevacio,

I1.2.2 - POTENCIAL DE PRESSAO HIDROSTATICA

O potencial de pressio hidrostatica pode ser tomado como zero na
superficie freatica. Isto corresponde a uma pressio absoluta equiva-
lente 4 pressfo atmosférica. Entio todas as pressdes em aguas subter-
rineas sio relativas 4 pressic atmosférica ou sdo pressodes

linimétricas.

Abaixo da superficie freatica, sob equilibrio estatico, o poten-
cial de pressio hidrostatica aumenta com a profundidade. Este &,
frequentemente, chamado de carga de pressiio, quando expresso em termos

de energia por unidade de peso.
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I1.2.3 - POTENCIAL DE PRESSAO OSMOTICA

Cations frequentemente se tornam dissociados das particulas do
solo de tamanho das argilas. A superficie das particulas de solo,
neste caso possui carga negativa; estas particulas sfo conhecidas como
micelas. Por causa da atracic entre particulas com cargas elétricas
opostas, um aumento na concentracio de cations € encontrado nas vizi-
nhan¢as da micela. Este arranjo de cargas na superficie das micelas é
conhecido como dupla camada elétrica ou "Gouy". O potencial de
pressioc osmética atua deslocando agua na direcio das concentracies
maiores de ions, isto é, através das particulas e das duplas camadas

elétricas.

0 potencial de pressio osmética é importante em solos que enco-
lhem quando drenados. Aplicando-se succ¢io em solos, que exibem este
tipo de fendmeno, a remoc¢io de igua, como resultado da sucgdo externa,
alivia a pressio hidrostatica no espa¢o entre as micelas. Portanto o
solo se contrai quando seca. De forma semelhante, o solo se expande

quando lhe é fornecido agua.

I1.2.4 - POTENCIAL DE ADSORCAC

O potencial de Adsorcio & devido 3s forgas de atracdo entre a
matriz aquosa e a matriz particulada. Incluem-se as forgas de curto e

longo alcance.

As forcas de curto alcance sfo basicamente de dois tipos. Um
tipo consiste nas forcas quimicas, que s3o "causadas por interacdes
localizadas entre nuvens de elétrons dos ions da superficie e as
moléculas da agua', Bolt e Miller(1958). O outro tipo sfo as forcas
de Van der Waals. As forcas coesivas de longo alcance s#o originadas
da atraciio entre os terminais positivos do dipolo da agua e o campo

eletrostatico emanado pelas particulas de solo com carga negativa.

As forcas de adsorcio retém fortemente a a4gua perto da superficie
solida e @ necessario uma grande forga para remové-la. Todavia, estas
forcas de adsor¢io se tornam proeminentes somente quando o solo se
encontra numa umidade abaixo do estado de secura que possua algum

interesse pritico.
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I1.2,5 - POTENCIAL TERMICO

0 movimentoc de igua pelog mecanismos da difusio de vapor ou a
combinacio da difusio de wvapor e capilaridade pode ser apreciavel
quando gradientes térmicos se fazem presentes, Remson (1971), Contu-
do, a transferéncia de 4aguas ocorre em grandes guantidades somente
quando gradientes térmicos relativamente significativos estfio presen-
tes em aguas sub-superficiais. Para maiores profundidades os gradien—
tes geralmente s#o menores. A transferéncia de adgua devido a esse
pequeno gradiente térmico nas profundezas podem significar quantidades
significativas, para um certo pericdo e uma dada area. Contudo, esta
¢ normalmente peguena quando comparada com a transferéncia de agua
devida aos outros gradientes. Portanto, assume-se,desde agora, que os
gradientes térmicos sioc despreziveis e o transporte de agua ocorre

isotermicamente.

I1.2.6 - POTENCIAL QUIMICO

0O potencial quimico se deve a energia osmoética dos ions livres,
presentes em solucfes aquosas. Esta é distinta do potencial devido a
energia osmética de ions aprisionados nas duplas camadas elétricas nas

superficies de particulas sdlidas, come visto no item II.2.3.

Na auséncia de ions livres ou caso estejam uniformente distribui-
dos, o potencial quimico pode ser desprezade. Temos ainda, que ele é
geralmente desprezado porque o movimento de solutos ocorre mais rapi-

damente do que o movimento do fluido em relagio ao solo, Remson(1971).
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I1.2,7 - POTENCIAL TOTAL

Assumindo condicfes isotérmicas e concentracio uniforme de solu-

tos, o potencial total é dado pela expressio:

u=u +(u +u +u ) (I1.3)
g p o a
onde
= potencial total
= potencial de pressio hidrostatica (positivo ou
p
negativo).
u = potencial de pressio osmdtica
o
u = potencial de adsorcgio

Em solos gque encolhem quando secam u domina u . Em solos que
° P

nio encolhem u domina u 0 potencial de adsorcido pode ser despreza-

p 0
do para as faixas normais de umidade de solo.

Normalmente, nfioc é possivel calcular isoladamente cada termo
entre parénteses, Por esta razio, a equacio (II.3) é expressa comu-

mente na forma

u=u + I (11.4)

onde
f=u +u +u (11.5)

u=u +u (11.8)

onde u € o potencial positivo de pressico hidrostatica abaixo do
p .

lencol freatico.
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1.3 - EQUAGCAC DA CONTINUIDADE

Para se obter as equacles que descrevem o escoamento em meios
porosos, adota-se a hipétese do continuo. Assim, pode-se analisar a
variacdo das propriedades do fluido e do meio poroso em um volume
elementar representativo, VER. Para aplicar este métodeo, o VER deve
ser suficientemente pequeno de maneira que suas dimenstes sio
despreziveis quando comparados com agquelas do dominio como um todo.
Subsequentemente, o VER é considerado como um ponto material no
espaco. Por outro lado, o VER deve ser suficientemente grande para
que diferentes propriedades possam ser definidas por seus valores

médios.

0O conceito de velocidade intersticial é importante para o desen-
volvimento da teoria de escoamento em meios porosos. Este & diferente
daquele de velocidade do fluido usado na meclnica dos fluidos
classica. O conceito usual de velocidade do fluido é derivado ponde-
rando-se o movimento molecular sobre um volume gue € maior que o
tamanho de uma molécula mas pequeno em relacdio ao sistema fisico. A
velocidade intersticial pode ser obtida ponderando-se a wvelocidade
média sobre um volume de material poroso gque & grande em relag¢ioc aocs

poros individuais, mas € pequeno em relagiio ao sistema como um todo.

A velocidade intersticial é a velocidade real com que um tracador
move-ge através do meio poroso. Ao invés de se usar a velocidade real
se mostra vantajoso usar a velocidade de percolacio ou Darciana, que é
igual a velocidade intersticial multiplicada pela porosidade. Consi-
derando que a velocidade intersticial ¢ a taxa de fluxo de wvolume por
drea de poro normal ao escoamento, a velocidade de percolagéoc é a taxa
de fluxo de volume por unidade de area total{poros mais as particulas)

normal ao escocamento.

A figura (II.1) mostra um VER em forma de paralelepipedo , com o
centro em X, ¥, z e lados dx, dy, dz localizado em um sistema de
coordenadas cartesianos, dentro do campo de um escoamento sub-
superficial. O objetivo & estabelecer, matematicamente, que a taxa de
gaida de massa menos a taxa de entrada de massa é igual a taxa tempo-

ral de armazenamento de massa dentro do paralelepipedo.
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Seja v igual a componente da velocidade de percola¢io na direc¢io

X no ponto )_:, fr, Z

A taxa de escoamento de massa na face dy.dz, localizada a -dx/2

do centro do paralelepipedo, &

8(p-v'x) dx
[p-v - —— ]-dy-dz {11.7)
x ax 2

onde p = densidade do fluido. Da mesma forma, a taxa de escoamento de
massa para fora da face dy.dz, localizada a +dx/2 do centro do parale-

lepipedo é

Ap-vx) dx
[p-v F ——— }-dy-dz {11.8)
x ax 2

O saldo das taxas de escoamento na dire¢ioc x & dado pela

diferenca entre a taxa de saida (IL.8) e a de entrada (IL7)

alp-vx)
—.dx-dy-dz {11.9)
ax

Analogamente, pode-se definir v e v como as componentes da velocida-
y z

de de percolacio nas direcdes y e z respectivamente no ponto (E,},E).

Entdo, o acréscimo na taxa de escoamento de massa na direcio y &

3lp-vy)
—_—-dx-dy-dz (I1.10)
dy

O saldo na taxa de escoamentc de massa na direcio z é

dp-vz)
.dx-dy-dz (I1.11)
az

A taxa total de transporte de massa é dado pela soma de (II.9),
(I1.10) e (IL.11):

alp-vx} alp-vy) 3lp-vz).
[ + + J-dx-dy-dz {11.12)
Jx Jy Jz
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A massa de 4gua armazenada em qualquer instante no paralelepipedo

pode ser representada por
p-¥-dx-dy-dz {11.13)

onde ¢ = teor de umidade wvolumétrico = Va/VT {volume de agua por

volume total da matriz porosa).

A taxa de variacio temporal de massa no paralelepipedo elementar

é dada por:

alp-9)
—e—. dxdy - dz (11.14)
ot

onde t= tempo.

Para se ter a conservacio da massa, a equac¢io (II.12) deve ser

igual a menos (II.14).

{11.15)
3p-9) 8(p-vx) alp-vy) dlp-vz)
- ——.dx-dy-dz = [ + + ]-dx-dy-dz
at ax Jy Jdz
Dividinde ambos os lados por (dx.-dy-dz),
3p-9) 3(p-vx) 3(p-vy) 8(p-vz)
- = + + (I1.16)

ot ax oy oz

que é a equacio da continuidade.
Seja v o vetor que fornece a velocidade de percolagio. Entio
v=v -1 +v. .J+v -k (I1.17)
b4 4 2z

onde 1, j, k = vetores unitarios nas dire¢cdes x, ¥y, z, respectivamen-
te.

Define-se o operador vetorial gradiente e denotado por "V " como

sendo:

v=1. + 1 + k- (11.18)



17

Aplicando-se © produto escalar deste operador vetorial em p-v

obtém-ge:

8(p-vx) Alp-vy) p-vz)
vipv) = + + (I1.19)
ax oy . Oz

Usando-se esta notacio, a equacio (I1.16) pode ser mais conveniente-

mente escrita como:

3(pd)
at

= V(p-v) (11.20)

Desprezando-se as variages na densidade, isto &, p=cte, a

equacio (I1.20) se torna

as
- — = V(V) {11.21)

at

11.4 - LEI DE DARCY

A lei de Darcy é a equacio dinimica que controla o escoamento 2
baixas velocidades, dito laminar, para o caso especifico de meios
porosos. Esta equacio foi originariamente proposta pelo engenheiro
Francés Henry Darcy em 1856. A deducio original desta equacio baseou-
se em medicdes de wvazBo através de um cilindro cheio de areia sob
variadas condicdes de perda de carga e comprimento de escoamento.
Esta experiéncia clasagica se encontra esquematizada na figura (I1.2).
Darcy descobriu que o escoamento saturado de Agua através de uma
coluna de solo é diretamente proporcional ao gradiente de carga e
inversamente proporcional ao comprimento da coluna. Esta lei foi

empiricamente estabelecida para escoamento em regime permanente.

Darcy(1856) estabeleceu varios gradientes de potencial (cargas)
através de colunas contendo material granular, homogéneo e saturado, e

mediu as vazdes em transito. Ele estabeleceu a seguinte relacio

du
v ==K (I1.22)
dl
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onde
v = velocidade de percolacio [ L-T_l].
u = potencial total, dado pela equacio (11.6), como ja visto,
1 = distincia na direcio do escoamento [ L 1.

du d(% + %)
= = gradiente de potencial.
dl dl

K = condutividade hidraulica [ L-T ‘1.

O sinal negativo que aparece em {II.22) é devido ac fate que o

escoamento se processa na diregido do menor potencial.

Para um escecamento tridimensional em wum meio isotropico e

homogéneo, pode se escrever a lei de Darcy na forma generalizada

au du du
V=—K-[ 1+——J+—k] {11.23)
~ ox "~ ay ~ oz ~
ou
v=—-KVu ou v=-K-grad u {I1.24)
onde
Vv u = gradiente do potencial total{ expresso em energia por

unidade de peso ou carga).

Hubbert (1940) demonstrou que s lei de Darcy poderia ser deduzida
teoricamente. Cooley (1972) apresenta a deducio tedrica desta lei,
incluindo modificacdes na dedugfo original e outras feitas por Collins
{1961).

A lei de Darcy somente é valida quando as forcas de inércia podem
ser consideradas despreziveis quando comparadas com as forcas visco-
sas., Quando o numero de Reynolds, R, € maior gue 1, a acelerac¢io do
fluxo deve ser considerada, apesar do escoamento ainda ser laminar.
Uma aceleracio global no meio poroso pode ocorrer, por exemplo, devido
a mudancas nas vazdes em trinsito. O gradiente hidraulico deve entio
vencer as resisténcias ao escoamento e por causa disso proveoca uma
aceleracio global. Todavia, em casos praticos, a influéncia desta
aceleracio pode ser desprezada, mesmo quando o fluxo se di em regime
transiente, Polubarinova-Kochina (1962). Como consequéncia disto a

equacio (11.24) pode ser aplicada também para escoamentos transientes.
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A equacio geral que descreve o escoamento de um fluido, sob as
hipoteses ja vistas, em um meio indeformavel, pode ser derivada subs-
tituindo-se as componentes da velocidade Darciana v, da lei de Darcy
(II.24), na equacio da continuidade (IL.20). A forma resultante da

equacio geral para um meic homogéneo e isotrépico é

3(p#)

= V(p-K-7u) (11.25)
ot

Assumindo-se a agua como incompressivel obtem-se

ot
— = V(K-Vu) (1I1.26)
at

Supondo que o teor de umidade se mantém constante

Azeumindo o meio homogéneo e isotrépico (K = constante):

vPu = 0 (11.28)

2

onde v e az/axz +82/6y +<’:32/<‘:!z2 é o operador Laplaciano tridimensio-

nal.
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11.5 - POTENCIAL DE VELOCIDADES E FUNGAO DE CORRENTE

De maneira geral, quando a velocidade do escoamento & proporcio-
nal ao gradiente de uma dada funcio escalar u, esta funcio & chamada
de fun¢do de velocidades e o escoamento ¢ dito potencial. Pode-se
dizer que o escoamento em meiog porosos € um escoamento potencial e o

produto K-u é dito potencial de velocidades.

Existe uma outra funco, ¥, conhecida com funcfio de corrente, que
satisfaz igualmente a equacio de Laplace, ou seja, v®y = 0. Para um

escoamento bidimensional, pode-se escrever

a¥

v = - (11.29)
x dz
Y

v = % {11.30)
z dx

As equacdes de Cauchy-Riemann sfio usadas para relacionar a funcio
de corrente ¥, solucio de vy = 0, com u, solucioc de Vzu = 0. Estas
equagbes sio dadas por:

ou/ax = J¥/oz (11.31)

-3u/dz = ¥/8x (11.32)
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CAPITULO III

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA A SOLUCAO DA
EQUACAO DE LAPLACE

III.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo, apresenta-se o Método dos Elementos de Contorno
{MEC) para .a soluciic da Equacfio de Laplace, visando sua aplicacido em

problemas de percolacio em regime permanente e transiente.

0O MEC consiste na transformacio da equacio diferencial do proble-
ma, e suas condi¢des de contorno, numa equacio integral envolvendo,
apenas, incognitas no contorno. A equacio integral & entfo discreti-
zada, recainde num sistema algébrico de equacgdes lineares, Brebbia,
Telles e Wrobel(1984),

Os valores nos pontos internos sfo calculados a partir da solugido
obtida no contorno. Como todas as aproxima¢des numéricas sio feitas
no contorno, a dimensio espacial do problema fica reduzida de uma

unidade.

A aplicacdo de equacdes integrais na formulacio de problemas de
valor de contorne teve inicio no comeco do século, quando Fredholm
{1903) conseguiu demonstrar a existéncia de soluces para tais proble-
mas, baseado num processo de discretizagcio. Porém, a obtencio destas
soluctes s6 foi possivel na década de 60, com o advento dos computado-
res digitais, quando Jawson (1963) e Symm (1963) apresentaram uma

técnica numérica para a solucio das equacgfes de Fredholm.

0 MEC pode ser formulado usando-se dois enfoques diferentes. O
primeiro, leva em consideracio as equacfes integrais de Fredholm que
constituem a formulagio indireta. 0O segundo permite obter as equagbes
integrais através da formulacio dita direta, pelo usoc da terceira
identidade de Green (Kellogg, 1928). As mesmas relacles integrais
podem ser obtidas diretamente de consideractes de residuos ponderados,

através da formulacio dita inversa.
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I11.2 - FORMULAGCAO DIRETA

No presente trabalho, optou-se pela formula¢io direta, obtida a
partir de residuos ponderados. A vantagem de se usar a técnica de
residuos ponderados é & sua generalidade, pois permite a facil
extensiio do método para resclver equactes diferenciais parciais mais
complexas. Ela também pode usada para relacionar e combinar elementos
de contorno com outras técnicas numéricas mais classicas, em particu-
lar o método dos elementos finitos, Brebbia, Telles e Wrobel(1984),
Brebbia e Dominguez {1989).

Procura-ge uma solu¢io aproximada para o problema governado pela

equacio de Laplace em um dominio (bi ou tridimensional) @,
vPu(x) =0em @ (x € Q) (II1.1)
com as seguintes condi¢Bes no contorno T, vide figura (IIL.1}

(i) Condicdo do tipo "essencial” ou de Dirichlet
u(x) = u(x) em I‘u (x € I‘u} (I11.2a)

{ii} Condicfio do tipo "natural" ou de Neumann
a(x) = du(x)/dn = q(x) em I‘q (x € I‘q) (II1.2b)

onde n ¢ a coordenada na direg¢io do vetor n unitirio normal a T,

orientado para fora de ), e u e q sdo os valores prescritos da fungdo
e sua derivada com relacio & diregio normal externa ao contorno T.

Note que T = 1"u + I‘q, figura (IIL1).

A funcio u é denominada harm@nica, dentro do dominio Q, cercada
por uma superficie fechada I', quandc satisfaz as seguintes condic¢es,
Brebbia, Telles ¢ Wrobel(1984):

(i) u é continua em Q e T;
{ii} u é diferencidavel pelo menos até segunda ordem em ¢

(iii) u satisfaz a equacio de Laplace em .
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Admitindo que u e g sejam soluces aproximadas para o problema de

potencial, surgem 3 tipos de residuos:

v?u(x) = R X e
ulx) - ufx) = R xeTl
a(x) - afx) = R xeT, (II1.3)

0 erro introduzido na equag¢fo diferencial, quando os +valores
exatos de u e q sdo trocados por soluC¢fes aproximadas, pode ser mini-

mizado escrevendo-se a seguinte expressio de residuos ponderados:

ow

IQ Row.dQ = Ir R -w.dl - Ir R . .dT (IT1.4)

q u
2 u¥ . = .= X x)-
IQ[ v u(x)) u (E,x)-dQ(x) ‘[1" [q(x) q(x)] u*(£,x)-dT(x)

|

dn

ou

[u(x) - ﬁ(x)] @™, x)-dT(x) (II1.5)
r

u

* ~ e
onde u é uma func¢io de ponderacio e

x au*(E»X}
q (E,x) = ————— (111.6)
“9n(x)

Na literatura de elementos de contorno e da teoria de potencial,
Kellogg(1929), os pontos £ e x s#o denominados ponto fonte e ponto
campo, respectivamente. Integrando-se por partes duas vezes o lado

esquerdo da equacio (IIL.b), obtem-se:

j (vPu" (&) -u(x) - dotx) = —j a(x)-u*(E,x) - dr'(x) —j u*(£,x)- q(x)-dr(x)
Q Tq Ty

|

u(x)-q*(g,x)-dT(x) + j 2(x)-q*(£,x)-d(x) (TIL.7)

I'q Tu

Esta & uma equacic basica, por ser o ponto de partida para a
aplicacio do MEC. A tarefs agora, passa a ser transformar a equacio
(IZ1.7) em uma equacio integral envolvendo apenas incégnitar de con-
torno. Isto pode ser feito usando~-se um tipo especial de funéﬁo de
ponderacio u*, chamada de solucio fundamental, Brebbia e

Dominguez(1989).
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I11.3 - SOLUGAO FUNDAMENTAL
I11.3.1 - Meioc Isotrépico

Neste trabalho seri usada a solucio fundamental em um dominio
infinito, correspondente ao campo gerado por uma fonte unitaria atuan-

do em E. Neste caso:
2 x
vuT(E,x) = - A(Ex) (111.8)
onde a funcio delta de Dirac A(E,x) é definida por:

AlEx) =0 para £ # x (111.9)

I Alg,x) dx = 1 (x € Q)
Q

sendo uma de suas propriedades a seguinte;

I A(Ex)-£(x) dx = £(E) (x € Q) (111.10)
Q

Aplicando a propriedade (II1,10) no lado esquerdo de (IIL.7), tem-se

j [Vzu*(g,x)]-u(x)-d()(x) = I u(x)- (~A(£,%))-d(x) = ~u(E) (I11.11)
Q 0

Quando se estuda a sclucio de determinadas equacdes diferenciais,
o uso da funcio delta de Dirac & uma maneira elegante de se represen-

tar fontes concentradas.

Pode-se escrever a equacéio (II1.7), de forma genérica, na forma

u(g) + I

u(x)-q*(E,x)-dT(x) = j a(x)-u*(£,x) - dT(x) (II1.12)
T

r

onde fica implicito que u{x) e q(x) assumem seus wvalores prescritos
quando o ponto campo x estiver sobre 1"u ou I‘q, respectivamente. Deve
ser lembrado que a equacio (III.12) se aplica a uma fonte concentrada
em "£" e consequentemente os valorgs de u”* e q* sio aqueles correspon-
dentes a uma dada posigcio particular da fonte. Para cada posicio
particular de E encontra-se uma nova equagio integral. A equacio
(I11.12) relaciona o potencial no dominic com o fluxo e potencial no

contorno.
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A solucdo fundamental da equagio (III.8) e sua derivada

direcional para um meio isotrdépico tridimensional sio:

1 1 1 Jdr
ut = , q* = -~ E— (I11.13)
4 nr 4 r" 48n

1 1 ar
u* = .ln[__], q* = - . . (111014)
2n T an

onde r é a distincia euclideana entre o ponto £ de aplicacdo da funcio

delta e qualquer outro ponto em consideracio, pertencente ao dominio.
I11.3.2 — Meio Ortotrépico e Anisotropico

Até o presente momento, considerou-se apenas problemas envolvendo
materiais ou meios isotrépicos, isto &, aqueles em que as propriedades
sd0 as mesmas em todas as direcSes. Estuda-se, agora, aqueles mate-
riais cujas propriedades sio diferentes. Conhecendo-se a priori as
directes principais, figura (IIL.2), a equacic que governa problemas

em duas dimenstes pode ser escrito na forma,

2 2

3a“u a"u
kj- p + kz' > = 0 {I11.15)
ay1 8y2

onde ki é o coeficiente da propriedade do meioc na direcio i. Para

problemas tridimensionais a equagio é dada por:

azu azu a?‘u
k - + k - + k- =0 (I11.16)
1 ayi 2 ayg 3 6y§

A solucﬁo fundamental correspondente as equacdes acima pode ser
encontrada, transformando-se o sistema de coordenadas yi em um sistema
z, Do qual as equacles governantes (II1.15) ou (III.16} tornam-se a
equacdo de Laplace sem os coeficientes kj. Isto pode ser alcancado

ugandc~-se a seguinte transformacio,

z = (II1.17)
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Conhecendo-se a solucio fundamental da equa¢io de Laplace no
sistema zj, pode-se, entfo, retornar para as cocordenadas yj. Para um

problema bidimensional tem-se a seguinte solucio:

1 1 1
u* = . ‘In (I11.18)
2n Y k1 k2 r

onde a distincia euclideana r é dada por.
i 1 172
R R i S 2, .8 _ 2
r= [k [yi y1] + k2 [y yz] ] (111.19)

1

onde y1, yz sd0 as coordenadas do ponto em guestio e y;, y; sio aque-

les correspondentes aos nés onde a solugio fundamental é aplicada.

O fluxo normal correspondente é dado por

.n (I11.20)

onde n en 2 sioc os cossenos diretores da normal n a superficie, em
‘ y n

relacio a y1 e yz respectivamente. Da mesma forma tem-se o fluxo real

du du
n + k - ‘n (111.21)

y1 2 y2
ayi ayz

q:k‘l.

Tem-gse ainda, para um meio mais genérico, a equagio (IIL.15)

escrita como:

2

9°u d"u au

n +k ——m—m+ k - =0 {111.22)
axz 12 dx 9x 22 8x2
1 1 2 2

onde os coeficientes kij representam os termos do tensor das proprie-

dades do meio.

A solucio fundamental é dada, para este Ultimo caso, por

1 1 1
u* = . .1n (1I1.23)

on r
/T, |
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onde |kij| é o determinante da matriz de coeficientes das propriedades

do meio e quando Ki1z=zKz1 pode-se escrever

2

Ik | =k k _-k (111.24)
i} 11 22 12

A distincia r @ dada pela expressio

1 2 1 1/2
i 2 i i i 2

r=[-——-x-—x + —lx ~x ||x. =x | + =—1x_ - X% ]

k“[ 1 1] k1z[ 1 1][ 2 z] kzz[ 2 z]

(I11.25)
O fluxo normal q é:
du du du du

q=[k- + k - J-n + [k- +ké ]-n (111.26)

11 8x1 12 axz x1 12 a"1 2 axz %2

O fluxo normal q* 23

aux au* aux au* .
q* = [k . + k - ]-n + [k . + k - ]-n (111.27)
11 x1 12 2 %2

12 2
ax1 axz ax1 axz

A solucio fundamental para o caso trimensional é:

1 1 1
u* = —_— (I11.28)
T Y k1 kz k3

]
1l
N
wl
| i |
d
-
1
o

-
[ S ]
3V ]
o+
wl -
—ri
[
o
1
h
[\
]
3]
-+
-

i 2 1/2
5 [y3 -ya] ] (T11.29)
3

Expresstes anilogas ao caso bidimensional se aplicam para os

fluxos q’t e q.
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1i1.4 - EQUACAQO INTEGRAL DE CONTORNO

A equacdo (III.12), deduzida anteriormente, & valida para qual-
quer ponto pertencente ao dominio ), mas nio no contorno. Portanto
ela deve ser levada a este contorno, de maneira que possa entrar na
solucio do problema. Necessita-se descobrir o que ocorre quando o
ponto £ estd em I. Considere que o contorno em torno de E seja acres-
cido de uma pequena superficie hemisférica de raio re no contornc em
um dominio tridimensional ou de um semi-circulo para o caso bidimen-
sional, figura (IIL.3); o ponto do contorno é assumido como estando no
centro da esfera e entio re é levado a zero. Dal, o ponto se torna um
ponto do contorno e a expressio resultante torna-se um caso particular
de (IIL.11) para um ponto em I. Finalmente, a Equacio Integral de
Contorno para problemas definidos pela equacio (IIL1), wvalida tanto

para pontos £ internos ou pertencentes ao contorno é:
c(E)-u(E) + vpj' w(x)- q*(€,x) - dT(x) = vpj a(x)-u*(g,x)-dT(x)  (IIL30)
r T

onde c{E) vale 1 se £ & um ponto interno ou vale €/2r se £ pertence ao
contorno, Para contornos suaves € = 71 e ¢ = 1/2, onde 8 € o ingulo
local interno em radianos. As integrais acima sZo calculadas no
sentido do Valor Principal de Cauchy{VP). Geralmente, esta é& a
equacdo integral de contorno utilizada comc ponto inicial para a

formulacio do Método dos Elementos de Contorno.

II1.5 - DISCRETIZAGCAC DA EQUACAO INTEGRAL

Como aproximac¢do, assume-se que o contorno I' seja dividido em Ne
segmentos ou elementos. Os pontos onde os valores das incégnitas sio
tomados chamam~se de "nés". A subdivisio do contorno pode ser feita

com o usc de diferentes tipos de elementos, figura (IIL.4):

(a) elementos constantes: o contorno & dividido em N segmentos retos.

Os valores das incégnitas sio avaliados no ponto medianc do elemento.

(b) elementos lineares: o contorno é dividido como em (a), mas as
incégnitas sfo avaliadas nos pontos de interseqgio entre dois elementos

consecutivos, isto é, em suas extremidades.
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(c) elementos quadraticos: um né extra ¢ incluido no interior do

elemento, possibilitando assim, uma modelagem de contornos curvos.

No presente estudo sfo considerados os casos (b) e (c), sendo que

a énfase & dada na aplicacio de elementos quadraticos.
A equacio {I11.30) pode ser expressa de forma discretizada :
Ne x Ne «
c(g)-u(g) + ):I u(x}-q (£,x)-dI'(x} = Z_[ q(x)-u”(§,x)-dT(x)
j=1"T j=1°T
(1I1.31)

Supbe-se também gque dentro do elemento j, u(x) e q(x) sejam

aproximados da forma:

- J
u = u N
i §=D k
mg ]
onde uj potencial no elemento j
qj fluxo na direcio normal no elemento j
u;'; ,q: valores nodais da solugfio aproximada
Nk(x) func¢es de interpolaciio

mu, mq ordens de interpolacido para o potencial e o fluxo

Pode-se reescrever a equagio (IIL.31), para £ pertencente ao elemento

T, ja em notagio indicial, como:
1

c, Eu ‘N +‘§e§uu‘ [I N, .q* dI‘]:

k=0 j=1 k=0 j
Ne mgq i
Y ¥ al [J‘ N u® dr] (111.33)
i=1 k=0 j

Como o método baseia-se na formulagio inversa da expressio de
residuos ponderados, ndo & necessario gue seja garantida continuidade
de potencial ou suas derivadas entre elementos adjacentes, pois o

operador diferencial do problema é aplicado sobre as funcgdes de
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ponderacio. A familia de funcSes de interpolago pode assim ser feita

com grande liberdade.

E importante ressaltar' que, em principio, cada elemento pode
apresentar interpolagdes de ordens diferentes para u e q, bem como
para a mesma grandeza entre elementos distintos. Larock (1977) apre-
senta uma discussio sobre o artigo de Liggett (1977), onde ele coloca
como necessario o uso de um grau maior para s interpolagio do
potencial . Todavia, o que se observa & que esta afirmativa ndo é
valida, pois as integracio sfo feitas no sentido do contorno (tangen-
cial) enquanto que o fluxo representa uma variacio na dire¢io normal
ao contorno. Além disso, a introduciic de ordens diferentes de aproxi-
macio, acarretaria na nfo coincidéncia geométrica das incégnitas

nodais do fluxo e do potencial em parte do contorno T,

Definindo agora

ko et .u® .
hij = Ierk(x) u (Ei.x) dr
e .
gt = I N3 (x).q*(E ,x)-dT (IIL.34)
] ry ¥ i
onde

i refere-gse ao ponto fonte §i
j refere-se ao elemento j

k é a ordem da func¢fo de interpolacio Nk

reescreve-se a equagio (I11.33) como

Ne mu Ak Ne mq i
c, Eu N +3¥ ¥ u i = ¥ ¥ q g (I11.35)
j=1 k=0 3§21 keo 13

I11.5.1 -~ ELEMENTOS QUADRATICOS

Os elementos constantes e lineares sio bem apropriados para
resolver muitos problemas de potencial no plano, abrangendo dominios
infinitos ou finitos,etc. A maior limitagic é que eles ndo capazes de
representar adequadamente geometrias curvas. Problemas envolvendo

gsuperficies freiticas também requerem o uso de elementos de ordem
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superior, uma vez que seus perfis curvos sio dificeis de se modelar

usando segmentos lineares.

O mais simples e versatil tipo de elemento curvilineo é o
quadratico. Considerando o contorno curve mostrade pela figura

(I111.5), onde T é definido ac longo do contorno e vetor posicio T e

uma fung¢io do sistema cartesiano, xl, xz. Definindo-se a forma
geométrica dos elementos usando fungdes de interpolacio quadratica
tem-se:
3k
5= )E”xi'Nk

(k=1,3) (ITL.36)

sendo as funcfes de interpolacio Nk dadas por:

N =1/2:n-(1)
N = (1+n)-(1-n) (IIL.37)
N, = 1/2:n-(n+1)

e sendo n uma coordenada local adimensional, onde n € [-1,+1]. Estas
func¢tes sfo quadriaticas em 1n e este tipo de interpolacio fornece os
valores nodais da wvaridvel quando particularizadas para os nés, vide
figura (II1.6).

I11.5.2 -~ ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS QUADRATICOS

Aproximando as fung¢des u e q pelas mesmas func¢des de interpolacio
aplicadas na defini¢do da geometria temos a formulaciio isoparamétrica.

Entio pode-se escrever:

3 k
u =) u-N
d k=1 k

3 (k=1,3) (111.38)

k
= N
q'j E:‘lq k



32

As expressdés (I11.36), (111.37) e (IIL.38) permitem que

equacio integral (II1.33) possa ser escrita como

u
1
3 Ne 1
i % u
c-Yu- N +)j( [q N N_N_|-1J} -dn]- 2]
lkn‘lkka‘l‘.[i [123] 3 u_|j
q‘l
Ne 1
* . . -q
=E[I[“[N1 N, N ] IJden} 2 ] (111.39)
j=1™ -1 qu

LI

a

As integrais ao longo de qualquer elemento "j' s3c similares

aquelas obtidas para elementos lineares, Brebbia et al (1884), Brebbia

e Dominguez{1989), mas agora existem trés incdgnitas nodais e aparece

um Jaccbiano na integral.

as funcoes de interpolacéo Nk

integrais, dadas em (IIL.33) sf#o avaliadas em T.

em.

0 uso do Jacobiano se faz necessario pois

sfo expressas em fungfio de 11, mas as

As integrais do tipo "h" dadas em (I111.34) podem sem expandidas

u1
1
* u
I [q [N1 N2 N3 ]-lJIj-dn]- 2
Ta ‘13 i
(I11.40)
u
1
- [ 1 2 3 ] u2
i3 4§ ij u
3
1 1 * 1 *
hij=Iq N -1 -dn;hlj=Iq N _-1Jt -dn;
“1 -1
(111.41)
3 1 4
h?, =Lq N .13t -dn
Da mesma forma tem-se
1 ql
* ] q
L[u [NI N2 N3 ] I dn] qz J
{111.42)
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onde
1 1 * 2 1 *
gij = Lu -Nl-lJIJ-dn H gij = Lu -Nz-lJlj-dn;
' (111.43)
1
3 *
= | u N -{JI -d
gij Il a | n
0 diferencial exato do contorno é representado por
dr = |J[ +dn (I11.44)

onde o Jacobiano da transformacio é dado por:

19| = / [ _d’_‘i]ﬂ[ _fz]z (ITL45)
dn dn

Para se obter o sistema de equacgles algébricas, a equacio

(I11.39) deve ser aplicada para cada um dos nés pertencentes a4 malha

ftsn
.

discretizada, correspondendo cada uma a um ponto fonte "i Através
da figura (II1.7) fica claro que o termo da junciio entre dois elemen-
tos adjacentes & formado pela adi¢io dos coeficientes dos dois elemen~
to, isto €&, o terceiro do anterior mais o primeiro do seguinte (como
nos elementos lineares). Aparece agora um termo adicional, correspon-
dente ac né central. Como referéncia na figura (II1.7) pode-se

escrever a seguinte relagio:

u
1
cu+[H u? p* H' H H3]- 2 | =
i1 i1 i1 iNe iNe iNe 1
a
Ne
1
[G’ G2 6% ...6¢' @* G3 ] e (II1.46)
£1 i1 41777 iNe iNe iNe . *
qu
onde,
H'=n% +n' , #2=n? , ®® =8' =n+n' _,
i £1-1 ij i ij ij P3+1 i3 fj+1
(I11.47)
1 ) 2 - ~
G't=g® +g' , G*=¢g%*, G =g g>+g'

= ) G =G =
ij 1j-1 ij ij il i} ijs1 ij ij+1
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A expressio (IIl.47) é wvalida quando a numeracio & sequencial,
sendo alterada para os casos de nos duplos e de nés descontinuos.
Nestes udltimos dois casos, o né especial apresenta as mesmas coordens-—
das geométricas no extremo dos elementos adjacentes, mas sua funciona-
lidade & distinta. Porém os coeficientes de influénciando serdo

acumulados no mesmo elemento da matriz dos coeficientes.

O primeiro termo do lado esquerdo da equacgioc (II1.46) pode ser
somado a parcela do segundo, que corresponde ao elemento que contém o
KR

ponto fonte "i". Novamente, pode-se escrever, de modo simplificado, a

equacio para um dado ponto fonte Ei:

Nnos Nnos

TH u = %G q (111.48)
Pt I A S B

sendo que:

>

Hij = Hij quando i#j)

H =c¢c+H quando i=j {I11.49)
ij i ij
Este conjunto de equac¢des algébricas pode ser expressc na forma

matricial como:
H-U = G-Q (I11.50)

onde H e G s3o matrizes cheias, nio simétricas, de ordem Nnos; U e @

s30 vetores de comprimento Nnos {(numero de noés funcionais).

Note que Nu valores de u e N valores de q sfo conhecidos em I“'I e
]‘q respectivamente (I‘u+I‘q=I' e N:+Nq=Nnos), portanto existem apenas
Nnos incégnitas no sistema de equagdes (II1.50). Pode-se reordenar
esta equacio, colocando todas as incdgnitas no lado esquerdo e criando
um vetor no lado direito, obtido pela multiplicagic dos elementos da
matriz de wvalores conhecides pelos valores prescritos de potencial e

fluxo. Isto resulta em
AX=F (I15.51)

Os termos Hm da diagonal da matriz H que correspondem aos coefi-

cientes c, mais Hjj, podem ser calculados apartir da situacdo fisica
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de que um corpo sujeite a uma distribuicio de potencial constante
corresponde a um fluxo nulo. Isto é equivalente a translagio de corpo
rigido na teoria da elasticidade, Brebbia, Telles e Wrobel(1984).
Aplicando esta condicfio 4 equacgio (II1.50), tem-se:

HI=0 (111.52)

onde I & um vetor, que para todos os nés tem potencial unitario. Uma

vez que (III.52) deve ser satisfeita, pode-se escrever:

Nnos

Hii = _EIH” {quando j#i) (I11.53)

esta equacio fornece os coeficientes da diagonal em funcfo dos demais

termos da matriz H.

A equacio (IIL.51) pode entic ser resolvida obtendo todos os
valores de contorno. Uma vez feito isto, é possivel calcular qualquer
valor de u ou gq para pontos internc a . Os valores dos potenciais u

RN}

gio calculados em qualquer ponto interno "i" usando-se a férmula

(I11.12) que pode ser reescrita como

* x )
u = | qu-:dl -} q -u-dl’ (I11.54)

Esta equacio representa uma relagic integral obtida entre um

ponto interno "i" e os valores de contorno u e q podendo ser escrita

na forma discretizada como

Nnos Nnos
u = G - - H u IT1.55
1 j§1 1579 j§1 iy ( )

Os valores dos fluxos internos podem ser calculados pela
diferenciacfio da equacio (III.55) em relacio as coordenadas do

ponto de colocagio E. Pode-se escrever

*

e ‘[Fu. 8x1

«dr (I11.56)

=) Je

x] sio as coordenadas do ponto, k1,2 para problemas bi-dimensionais,

au™ dq
Jx
1

e k1,2,3 para casos tri-dimensionais, Brebbia, Telles e Wrobel{1984).
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I11.6 - AVALIACAO DAS INTEGRAIS

As integrais definidas em (II1.39) e explicitadas em (IIL.41) e
(II1.43) s3o conhecidas como coeficientes de influéncia, pois relacio-

e

ndo os valores de u e q, no ponto fonte "i", com os valores de u e q

"nen

no pento campo "j".

Os coeficientes de influéncia s%o calculados por integracio
numeérica, geralmente do tipo Gauss-Legendre, exceto quando os elemen-
tos de contorno tem geometria simples(reta), sendo possivel, neste

caso, uma determinacio analitica.

Elemento Superparamétrico Quadratico é aquele elemento cuja
representaciio da geometria se faz através de fungdes de interpolacio
lineares e as fun¢gdes u e q por funcdes quadraticas. Para estes
elementos, assim como os constante e lineares, os calculos das inte-
grais, quando o ponto fonte pertence ao elemento em questio, podem ser
feitos através de formulas exatas. A dedu¢iio completa para estes

casos se encontra detalhada nos apéndices A e B.

II1.6.1 - INTEGRAIS REGULARES

it

Quando o nd¢ "i'" nfo pertence ac elemento I‘j, as integrais, ditas

regulares, podem ser aproximadas pela expressio:

1 n
I= Lf(g)dg =L w fE)+E_ (I11.57)

i=1

onde n é o numero de pontos de integracio, E‘ié a coordenada o i-ésimo
ponto de integracio, wi é o fator de ponderacio ou peso associado e E
n

é o erro ou residuo, dado por:

22n+1(n!)4 dan(E)
E = . ; (-1<E<1) (I111.58) .
" (2n+1)[(2n1)]®  gg®" |

A féormula (IIL57) € baseada na representacio da funcio f(£) por
meio dos polindmios de Legrendre Pn(g). O wvalor de Ei corresponde a
coordenada do ponto i onde o polindmioc & zero e para tal, os pesos sio

calculados pela equacioc (IT1,59)



37

dPn(&) 2
] (I11.59)

w = 2/(1—52)-[———
i i d& E=E;

Os valores numéricos de £ e w_ para diversos valores de i podem
1 1

ser encontrados em Stroud e Secrest(1966) e Abramowitz e Stegun(1970).

O nimero de pontos de integracio é& escolhido, como usual, de
maneira seletiva, Esta escolha & feita conforme o calculo preliminar
de um parimetro adimensional, que expressa uma relacio entre a
distincia do ponto fonte ao elementc em questic e o tamanho deste
ultimo. Para o caso de elementos curvos adotou-se a corda principal

como representativa do tamanho do elemento. Este parimetro é

0.5 )
s=-T--/(2-xl(g)—xl(l)—xl(B))2+(2-xz(g)—xz(l)—xz(S))z (I11.60)

"

Adotou-se as seguintes faixas para a escolha de "n": a) n=16 caso
8 <= 1,5; b) n=10 caso 1,5 <s<= 5,5 e c) n=4 caso s > 5,5. Estes
valores s3c obtidos mediante testes numéricos em situactes onde se
sabe, 3 priori, a solugdo exata e arbitra-se uma tolerincia para o

erro.

IIL.6.2 - INTEGRAIS SINGULARES'

Quando o no "i" pertence ac elemento I‘J deve-se tomar cuidados
especiais, pois ocorre singularidade quando o raio tende a4 zero, As
equagtes integrais de contorno (II1.41 e II1.43) contém dois tipos
distintos de kernels ou nicleos singulares. Um deles possui singula-
ridade logaritmica e o outro apresenta um integrande singular na forma
1/r. Ja é bem conhecido e relativamente facil de demonstrar que os
nicleos contendo singularidade logaritmica nfo precisam ser avaliados
no sentido do wvalor principal de Cauchy. Portanto, a questio passa a
ser a precisfio, que pode ser td3o0 boa guanto a desejada quando se

aplica uma pré-transformada de integracio adequada, Telles(1987),
O nlcleo que contém o termo 1/r, que requer um tratamento

numérico especial em elasticidade, apresenta-se bem comportado na

presente andlise de potencial bidimensional e ¢ nio-singular, mesmo

1Iv{amre-.ur, Telles, Prodanoff e Frauches (1991).
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quando o ponto de integracio se aproxima da fonte ac longo do contor-
no. O termo 3r/dn torna esse nucleo regular mesmo na presenca de
cantos, isto porque neste caso tais pontos nfio sfo incluidos no pro-

cesso de integracio.

Aplicando-se as expressdes de u*(g,x) e q*(g,x), dadas na equacio
{II1.14), na equagio (II1.30), esquecendo por hora as funcdes de

interpolacgio, obtem-se;

1 1
c(E}-u(g) - I, = - Z_:rz'Iz (I11.61)
onde
1 oar
I =vVp| —. ‘u(x)-dI'(x) {111.62)
! Tr &n
I = VPJ In r-q(x)-dr(x) (II1.63)
2 r

A integral imprépria indicada na equacgfio (IIL.63) & convergente,
pelo fato de q(x) ser uma funcio nio-singular em £, isto é, seu valor
principal coincide com o resultado obtido quando esta integral é
calculada no sentido usual, Kellogg(1929). Esta mesma conclusio pode
ser extendida a integral indicada na equagfio (III.62) caso seja garan-

tide que exista uma dada constante finita L:

1 4ar
L = lim —.
r-20r Jdn

(111.64)

Com o propdsito de calcular o limite indicado na equaco {I11.64)
se torna conveniente utilizar coordenadas polares (r,0) como visto na
figura (II1.8). Como mostrado em Mansur (1983), para um ponto locali-

zado na curva r=r(e):

ar(e) oo r(s) :
= EE = r{a)-: = {I11.65)

an(x) ar
| /[ 629)] z+ [r(e)]z
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Por esta razio, o limite indicado na expressio (III.64) pode ser

escrito como:

1 1
L = lim = (111.66)

T-20 ar(e)
/[ a;;e)] 2+ [r(e)]z —

A expressio para o raio de curvatura p(x) em coordenadas polares

é, Bronstein e Semendiaev(1973):

ar(e)] 2]312

2
[[r(e)] + [ =
plx) = (111.67)
2 gr(a),2 a°r(e)
[ ] - r(o)-

[re)] + 2|—5 %

onde a expressic limite quando r{e) tende a zerc (x—E) é obtida

facilmente por:

1 ar(e)

plg) = —-
2 o®

(111.68)

Comparando as expressdes (64),{66) e (68) a seguinte & imediata-

mente obtida

1 9dr 1
lim —- = (I11.69)
r-30 r 9dn 2p(E)

Por essa razio, nio existe a necessidade de se calcular as inte-
grais singularmente para obter o valor principal de Cauchy do nicleo
para problemas de potencial bidimensional. 'Note. porém, que para E
localizado em um canto, onde o raio de curvatura é zero, a integracio
deve ser tomada por trechos, um até antes e o outro apés, mas nio
incluindo a quina, que por sua vez ¢é contemplado pelo coeficiente
c(E). Em conseqiiéncia, o valor limite de p imediatamente antes e
depois da quina, dependendo do lado que se integra, é empregado no

final ou inicic do intervalo.
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II1.6.3 - TRANSFORMACAO DE COORDENADAS DE TELLES

A determinacio dos coeficientes da matriz g pode ser feita de
duas maneiras distintas. A primeira consiste em separar o niclec em
uma parte regular{integrada pela quadratura de Gauss padrio) e uma
segunda parte com integrando logaritmico In{l/r), que pode ser inte-
grado por um esgquema numérico especial com coeficiente de ponderacio
proporcionais a In{l/y). Este procedimento, &além de requerer a
particio do elemento gquando |n(£)|<1, pode ser muito trabalhoso em
alguns casos, particularmente em problemas axissimétricos. A segunda
alternativa baseia—~se numa transformacio adequada de coordenadas, onde
um novo Jacobiano ira suavizar completamente a singularidade,
Telles{1987).

Considerando uma relagio do terceiro grau na seguinte forma
3 2
n=ay +by"+c-y+d (111.70)

de maneira tal que obedeca as seguintes condicbes

dn
—{_ =0 (II1.71a)
dy'n
n(1)=1 (IIL.71b)
n(-1)=-1 (I1I.71c)
dzn
= = 0 (1I1.714)
dy"'n

A condigio (II1.71d) implica que o Jacobiano desta transformac3o
deve ter um minimo em ﬁ {neste estagio um maximo é iqualmente

possivel). Os coeficientes do polindmic (III.70) s3o dados por:

a=1/9

b=-3.7/Q

c = 3.3%/Q (I11.72)
d = -b

Q=1+ 3349

onde y & siplesmente o valor de y que satisfaz a relacdo n(y) = n ;

este parametro é calculado pela expressio (I1I1.73)
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3 T3 )
y=/ 0"+ 0D 4 /(ﬁ-n* - 0"+ (IIL.73)

onde n* = n°-1. Entlo a expressdo (IIL.57) se torna

-]

1
f[[(7—§)3+ ?-(§2+3)]/(1+3-§2)] 3(y-7)2/(143-7%) - dy (1IL.74)
1

Uma interessante capacidade desta transformac¢iio é que ela aumenta
automaticamente a concentracio de pontos proximo a singularidade, sem

a desvantagem de proceder uma subdivisio do elemento, Telles(1987).

II1.7 - TRATAMENTO DE DESCONTINUIDADES DE FLUXO

Quando um né esta localizado em um ponto onde o contorno nio é
suave, isto € um canto, ocorre uma descontinuidade geométrica de fluxo
(dp/on) naquele né. A descontinuidade fisica de fluxo ocorre quando
existem dois valores de fluxo para um determinado né, um antes e outro
depois, pelas préprias condi¢des de contorno impostas pela fisica do
problema. Isto implica que se os fluxos nodais sfo incégnitas, tem-
se, entdo, que o nimero de equag¢les escritas para este né & menor que

o nimero de incégnitas.

Os primeiros ensaios procuravam refinar a malha nas regides
proximas as descontinuidades, contudo este processo além de aumentar a
matriz do problema, nem sempre fornece bons resultados. Uma maneira
simples de se resolver o problema, se faz pela duplicacdo do né do
canto, sugerido por Brebbia (1978). A geometria do problema é ligei-
ramente modificada e apenas duas componentes do fluxc sfo associadas a
cada né, figura (I11.9a). O problema pode agora ser resclvide pelos
procedimentos padrfo. A distincia entre os dois nés do canto deve ser
muito pequena, sendo limitada por problemas numéricos oriundos da
geracio de dois conjuntos de equagfes contendo coeficientes bem
proximos. Quando um né & duplicado, um pequenc espaco deve ser deixa-
do entre os dois nés, vide figura (II1.9a), ou entio assume-se a
existéncia de um pegqueno elemento entre os dois, como mostrado na

figura (I11.8b). Neste ultimo caso, assume-se gque os fluxos no peque-

] L]

LR
2 e q1: qz

respectivamente, estes procedimentos mostraram-se inadequados.

no elemento sio dados por q;, q parae os nés 2' e 2V
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I11.7.1~- ELEMENTOS NAO-CONFORMES

Elementos nfo-conformes consideram a localizagio dos pontos de
colocacio e dos nés funcionais internamente ao elemento, a uma certa
distincia conveniente de suas extremidades. Neste caso, modifica-se
as funcdes de interpolacfo originais., Este procedimento foi origina-
riamente formulado e testado por Mustoe et al. (1982). Esta técnica
apresenta a desvantagem que a incégnita nodal é obtide, ao final do

calculo, pela extrapolacio do valor obtido no né interno.

I11.7.2- APROXIMACAO GEOMETRICA

Este procedimento & também conhecido pelo nome de "técnica da
resultante Unica", onde a descontinuidade de fluxo é avaliada sem que
sejam criadas equacles de contorno extras. Ao invés disto, equacles
adicionais sf3o introduzidas relacionando os fluzos descontinuos pro-
priamente, obrigando assim que a resultante dos fluxos 4 esquerda e a
direita de pontos de descontinuidade seja unica. Esta formulagdo tem

sua origem nos trabalhos de Chaudonneret e Rudolphi (1978).

Marques(1986) apresenta, em maiores detalhes, as formulacdes
acima, quando foram aplicadas em problemas de potencial, dentro de uma
formulaciio gue acopla os MEC e MEF . Ele implementou e comparou os
desempenhos destes procedimentos, usando elementos lineares, em pro-

blemas de transferéncia de calor,

111.7.3- ELEMENTO DE COLOCACAO NAO-NODAL

Nos elementos de colocacdo nio-nodal, chamado impropriamente de
elemento interpolado, os nés funcionais (e geométricos) permaneceram
nas extremidades do elemento, e os pontos de colocagio s3o deslocados
para o interior do elemento, vide figura (II1.10) para o caso de
elementos quadraticos. Neste tratamento as fungtes de interpolacio

sio mantidas inalteradas.

Para o conjunto de nds onde ocorre a descontinuidade de fluxo, os
pontos de colocacio, p, ndoc coincidem com os nés funcionais, Neste

caso a equacio (II1.39) devera ser reescrita como:
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u
c-ulp) +j)§:i[ Ii[ q* [N1 N2 N3 ]-lJIj-dn ] 22 ]

Ne 1
g[ [u* N N_N_ 1191 -dn]- 9, ] (ITL75)
E(L Do T o] 3

Neste caso, uma nova incégnita u{p) aparecera na anilise numérica
e por isso devera ser eliminada. Isto pode ser obtido pela

substituicio do produto c.u(p) na equacio (ITI.75) por:
c-u(p) = c-[ Ni(np)-u1+ Nz(np)-u2+ Natnp)-ua] (111.76)

Define-se a quantidade TAX como a relacio entre posicio do ponto

n e o tamanho do elemento, em coordenadas locais. Tem-se que:
]

TAX = d/] - 0<TAX <=1 {IIL.77)
onde
d = distincia medida a partir da extremidade do elemento e

1l = tamanho total do elemento.

Com a introducio do elemento de colocacio ndo-nodal, surgem novas
contribui¢tes a serem adicionadas nos coeficientes da matriz H. Estas
contribuicdes sio calculadas quando sfo efetuados os calculos corres-

pondentes as integrais singulares, na seguinte forma:

c, N = 1/2.(2.TAX? - 3.TAX -1)

1

c,-N = 2-TAX - 2. TAX? (111.78)

c N = TAXZ - TAX/2

Quando um dado elemento apresenta os trés nés alinhado, ou seja,
& superparamétrico, também é possivel o calculo analitico dos coefi-
cientes de influéncia da matriz g. Este calculo foi desenvolvido e
aplicado no presente trabalho, pois além de acelerar o processo de
calculo é mais preciso. 0 desenvolvimento completo das expressdes

analiticas destas integrais encontra-se nos apéndices A e B.
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CAPITULO IV

ASPECTOS ESPECIFICOS DA APLICACAO DO METODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO EM PROBLEMAS DE PERCOLACAO

IV.1 - INTRODUCAO

As equacdes diferenciais que governam o escoamento em regime
permanente, para probiemas de percolacio em barragens de terra, s3o
lineares. Ja em regime transiente, o problema & nio-linear, devido a
introducio de n#o linearidades contidas nas condictes de contorno da

superficie freatica.

Admite-se que uma barragem seja suficientemente longa, de modo
que o dominio do escoamento possa ser considerado bidimensional. Esta
secio & apresentada esquematicamente na figura (IV.1). O dominio de
escoamento bidimensional é dado pelo poligono ABCDE. No caso de fluxo
transiente, a elevacio a partir da base impermeavel & S.F. é funcio do
tempo e do espaco. No caso de fluxo permanente & apenas func3o da

posicio.

IV.2 - CONDICOES DE CONTORNO
IvV.2,1 - PARA O REGIME PERMANENTE

Na regifo de fluxo Q, a equaclo diferencial governante é dada

pela expressio (II.28), como ja visto:
2. _
?%u = 0 (Iv.1)
a partir de (I1.6) pode se escrever
P
u = T + z {IV.Z)

a equacio (IV.l) é equivalente a:

vp =0 (IV.3)
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onde p = pressio. Em algumas aplica¢cdes, se mosira vantajosoc o uso

desta forma, colocando & pressio como varidvel dependente.

As equactes (IV.1) e (IV.3) sio maneiras semelhantes de expressar
a equacio de Laplace e necessitam de condi¢Bes de contorno, ac longo

de ABCDE, para definir uma Unica solu¢Zo do problema, que sio:

gu du ap

— = = 0 ou = -y em AB (Iv.4a)
én Jz dz

u=z oup=y (zz - z) em BC (IV.4b)
u=n oup=20 em CDE {IV.4c)
u=z oup-=Yy (z1 - z) em EA {(1Iv.4d)

onde
n = elevagiio da superficie freatica acima da camada impermeavel.

p'g = peso especifico da agua

-l
n

Para completar as equacdes (IV.4), necessita-se de uma condigdo
extra para fixar a posicio da superficie DE, que & a incégnita princi-
pal do problema. Sabendo-se que DE € uma linha de fluxo, a componente
normal do vetor velocidade através desta linha deve ser iqual a zero,

tem-se:

v cos(x,n) + A sen{x,n) = 0 (IV.5)

onde
n = direcfio da normal exterior a superficie freatica DE,

(x,n) = angulo formado entre as dire¢Ses x e n num dado ponto.

De acordo com a lei de Darcy,

Kx 8u Kx ap

VX = e e—t—— X - P — (IV-S&)
e 9x ¥y Ox
Kz du idp Kz dp

V = = — e = — Kz.(_'r._ + 1) = - i—_—— - K {IV.6b)

£ 0Oz 8z ¥ Oz
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Substituindo-se as expressdes (IV.6) em (IV.5), obtem-se:

dp dp
—-cos(x,n) + —-sen(x,n) = -y-sen(x,n) (IV.7)
Ox 9z

Seja 8 a coordenada medida ao longo de DE. Entio, uma vez que

p=0 em DE a derivada de p em DE & zero, isto é,

dgp dp dx adp dz

0= — =2 —— 4 ———

ds dx ds Jz ds
tem~se, como mostrado na figura(IV.3):

gp dp ap
— = —.gen(x,n) - —-cosi{x,n) = 0 (Iv.8)
Js gx dz

Combinando as equacdes (IV.8) e (IV.7), a condi¢do na linha de

corrente DE pode ser expressa de duas formas convenientes

op

— = —y-sen(x,n)-cos(x,n) {IV.9a)
ox

ap 5

— = -y-sen”(x,n) (IvV.9b)
oz

ou

du

— =0 {IV.9¢c)
an

A equac¢do (IV.9), mais especificamente {IV.9c), é a condicio

adicional aplicada na superficie freitica DE.

Entio, o escoamento em regime permanente pode ser completamente
definido por (IV.1), (IV.4) e (IV.9c), ou (IV.3), (IV.4) e (IV.9a) ou
(IV.9b). Como visto acima, pode-se formular o problema utilizando as
variaveis u (potencial total) ou p (pressio), porém, pode-se alterna-

tivamente escrevé-las usando a funcio corrente ¥, vide Crank(1984).
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1v.2.2 - PARA O REGIME TRANSIENTE

A equacio de Laplace continua sendo valida para escoamentos em
regime transiente. Todavia, o dominio do problema muda devido a
variacdo da S.F. As condi¢des dadas pelas equacgtes (IV.4) continuam
sendo validas, porém a linha DE, vista na figura(IV.l}, n3do & mais
estacionaria. Portanto, a componente normal da velocidade & nfo nula,
necessitando de uma nova condi¢io em DE. Esta condigio pode ser
derivada partindo do principio que uma particula fluida P, pertencente

a S.F., move-se segundo a relacio
zP(t) = n(xp(t),t) (I1v.10)

Uma vez que a S.F. é uma superficie material, isto &, constituida
pelas mesmas particulas fluidas, a taxa de variaclo da posicido desta
superficie deve ser iqual a velocidade vertical na proépria superficie.

A derivada material da expressio (IV.10) é dada por

sz(t) an de an

4 — (IV.11)
Dt gx dt at

Aplicando-se a definicio de velocidade de percolagioc e a Lei de Darcy,

chega-se a

dx
P ou
Vx = g = K -— (Iv.12a)
P dt * 8x
dzp au
vz =g — =K .— {IV.12b)
P dt Z 8z

onde

dxp/dt, dzp/dt = componentes da velocidade real da particula
Vx ,VZ = componentes da velocidade de percolagio ou Darciana.
P P

Logo, variaclo temporal dn/dt da elevacio superficie freiatica fica

(Iv.13)
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A equacio diferencial (IV.13) governa o movimento da S.F. Pode-
se, entdo, descrever completamente o fluxo em regime transiente pelas

equactes (IV.14):

v2u = 0 em ABCDE (IV.14a)
du

=90 em AB (IV.14b)
az
u =z, em BC {IV.14c)
u=n em CDE (Iv.14d)
an 1 on du du
—_F — [K r—e— = K e ] em DE (IV.14e)
at € * 8x ax Z 3z
u=z em EA (IV.14f)

IV.3-DISCRETIZACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO DA SUPERFICIE
FREATICA

Com a finalidade de se resolver o sistema de equacles algébricas
(I11.50), que envolve u e du/dn no contorno, uma relagio entre u e

du/3dn deve ser conhecida na S.F.

Partindo~se da equacio (IV.10) pode-se obter o vetor tangente

unitario, e deste, imediatamente, o vetor normal unitario

-1 oz
n = Jdi+— k ] {Iv.15)
~ P T T
/1+[:i]
X

du du du

Sabendo-se que Yu = —.i + —k e — = n-Vv u , chega-se a
8x =~ 9z on =

du -1 on du du

— [ K i —e—-K .— ] (IV.16)

on ¥ 8x 9x Z 3z

Lembrando que na superficie freatica an/dt = 3du/3t e aplicando
(IV.16) em (IV.13) obtem-se a equacgio {IV.17)
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2
du an du
Eim— = = 1+ T —_— (IV.17)
at an
Pela figura (IV.2) tem-se que 9n/0x = - tan B, onde B & o &ngulo

que a S.F. faz com a horizontal. Logo

u 1 du
C_] - - — (1v.18)
t/ x e€-cosf dn

onde o subescrito x indica que (IV.18) é a taxa de variacio do poten-

cial seguida pela S.F. na direcio vertical conservando a coordenada x
constante. A figura (IV.2) mostra as defini¢bes geométricas acima

indicadas.

Aproximando-se du/dt por uma expressio de diferencas finitas

progressivas
su Au ut.+At,_ ut
e =]lim — T ——— (IV.19)
gt Av-o0 At fat

para pequenos incrementos de tempo At, pode-se escrever

A at A
ut*tt = ot - —-—t[ e q'*%t + (1-0) qt] (Iv.20)
£-cosf

onde q = du/8n e @ &€ um fator de pondera¢do que posiciona a derivada
entre dois intervalos consecutivos. Esta equagio estabelece a relagio
entre u e 3u/dn no tempo t+At e & somente vilida nos pontos da S.F.
quando se mantem o valor da coordenada x constante. Esta expressio
envolve umea linearizac3o, uma vez que o ingulo § & calculado no ins-
tante t ao passo que deveria sé-lo em t+At. Embora este problema
possa ser amenizado com um processo iterativo, consegue-se bons resul-

tados com o uso de intervalos de tempo pequenos, Liggett(1983).

Para alguns problemas, se mostra conveniente possuir a capacidade
de descrever a mudanca da elevacio da S.F. segundo uma dire¢do parti-
cular. Para tal, define-se um sistema de coordenadas

transformada (x*,z*) na forma
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"
1k

x -cos £ - z_-sen & (Iv.21a)

5]
1]

x_-sen E+ z_+cos E {IV.21b)

onde E representa o angulo de rotagfio, mostrado na figura {IV.2). A
taxa de wvariacdioc do potencial dos pontos pertencentes a S.F. na

direcio zZ, é

u cosE ou
C_) - em z = N (Iv.22)
t/ x cos(ﬁt+ £) on o

Finalmente, a expressio de Diferencas Finitas da equacio (IV.22) &
dadsa por, Liggett(1983)

cosE-At
attit ot _[e quAt + (1-0) q'-] (Iv.23)
e-cos(p'+ E)

Para meios anisotrépicos, onde a solucico fundamental inclui as
componentes do tensor de condutividade hidraulica, as expressdes
(Iv.20) e (IV.23) devem ser aplicadas diretamente. No casoc de meios
homogéneos, o segundo termo do lade direito em ambas as expressdes

deve ser multiplicado pela permeabilidade do meio K.

IV.4- ESQUEMAS DE AVANCO NO TEMPO
IV.4.1-ESQUEMA EXPLICITO

Para o esquema de avango no tempo explicito, a elevagio da super-
ficie freatica, ou wvalor da carga hidraulica, depende somente da
elevagcio ou carga no instante anterior. Este é o esquema de avanco
mais simples, mas que fornece, em alguns casos, resultados bastante

atraentes.

Neste caso a equagio (IV.23) pode ser reescrita, bastando adotar

como nulo o valor do fator de ponderacio o, o que resulta:

cosg At
u“m’ = u* - —_— qt’ (Iv.24)
g-cos{B ™+ E)



51

1V.4,2-ESQUEMA IMPLICITO

Para o esquema implicito de avanco no tempo, a elevacio da S.F. é
calculada através de uma relaclio ponderada entre as elevacles ou

fluxos nos instantes anterior e atual.

A partir deste ponto, pode-se escolher eliminar o potencial u no
intervalo t+At conforme fizeram Liggett(1977), Chang{1986), Sa{1986) e
Cabral{1990} ou eliminar a& velocidade normal q, também no mesmo ins-
tante, ambos na etapa de montagem do sistema solugio. Bruch e Grilli
(1987) examinando os resultados daqueles que optaram pela primeira
abordagem, notaram que os valores de potencial eram menos sensiveis as
variactes da geometria do contorno, nas vizinhan¢as do ponto nodal em
questio, do que os valores de gradiente, assim optaram pela segunda

forma de eliminagio.

A equacio (IV.25), deduzida a partir de (IV.24), fornece o valor

da wvelocidade normal na S.F.

A 1 -8
[u‘— uttet ) - . q"* (IV.25)
(=)

E-cos(§+3t)

L+t _
qJ
©-At-cosk

Como ja dito anteriormente, para meios isotrépicos, o primeiro

termo da equacio (IV.25) deve ser multiplicado pela constante K.

A escolha do fator de ponderaciio € de grande importincia para a
estabilidade da solucio. A influéncia deste coeficiente na solucio
propriamente e a determinagio de seu valor 6time foi estudada por
Liggett (1977,1983). Bruch e Grilli (1987) apresentaram uma rela¢do

para o valor 6timo do fator de ponderac¢io, dado por:

1 1
e =- [-—— ey ] {1v.26)
°p X e =1
onde

n Kx.Kz At

A= . A% para meios anisotrdpicos ou (IvV.27a)
n-K At

A= Am para meios isotrépicos (Iv.27b)

onde Ax & a distincia horizontal entre deis nés da S.F.
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IV.5 - DETERMINACAO ITERATIVA DA SUPERFICIE LIVRE

A posicio da S.F. DE, figura (IV.2), pode ainda sofrer um ajuste
mais refinado usando-se um procedimento iterative (IV.28) e um
critério de convergéncia ou parada do tipo (IV.29), este sugerido por
Bruch e Grilli{1987). Estes pesquisadores resolveram o sistema de
equac¢des acopladas com a equagido (IV.25) e obtiveram bons resultados,
que serio apresentados no capitulo VI. Este esquema é utilizado em
ambos os regimes, sendo gque para o regime transiente & opcionalmente

ativado.

A matriz do sistema & montada e resolvida usando-se a condicio
(Iv.25). Entfo, a solucio do sistema linear fornece os valores dos

potenciais u, isto é, a pripria eleva¢io n dos nés da S.F.

Aplica-se o seguinte procedimento iterativo:

t+At= m-n“m

+ (1~w)-n*
5 5 (1-w)-n

n =7 quando j=1

n =10 para j >1 (Iv.28)

j = o nimero de ordem da iteracio

coeficiente geralmente assumido iqual a 0.5

e
1

Utiliza-se © seg