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CALCULO DE SENSIBILIDADES = UMA APLICAGAO DO

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO A OTIMIZAGAO DE FORMA

LUIS PAULO DA SILVA BARRA

SETEMBRO DE 1990

ORIENTADOR : JOSE CLAUDIO DE FARIA TELLES

PROGRAMA ¢ ENGENHARIA CIVIL

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento e a
implementagdo do calculoc de sensibilidades a mudanga de
forma com a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno
(M.E.C.) e a verificagdo de sua aplicagdo a otimizacgdo de

forma.
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E desenvolvido um método de cdlculo das sensibilidades
em que & derivada a equagdo fundamental do M.E.C. 3Jj&
discretizada. As sensibilidades das forgas de superficie e
deslocamentos no contorno s&o as novas incégnitas. Estas
sdo obtidas através da resolugdo de um sistema de equagdes
lineares que apresenta a mesma matriz de coeficientes do
problema analisado pelo M.E.C.. Porém, para cada parametro
em relagcdc ao qual se deseja calcular as sensibilidades é
obtido um novo termo independente. Com estes resultados
conhecidos podem ser calculadas também as sensibilidades

das tensodes.

As implementagoes efetuadas utilizam o elemento
constante no caso do problema de torgao de barras
prismadticas e o elemento linear para a elasticidade plana.
Neste 1ltimo caso foram desenvolvidas e implenentadas
técnicas para a andlise de sensibilidades de estruturas
simétricas e de regides infinitas, sendo que também é
possivel a andlise de estruturas em que as sensibilidades

das incdgnitas prescritas ndo sao nulas.

Através de exemplos, verifica-se a convergéncia e a
precisdo do método e depois de ter se adotado um algoritmo
de otimizagdo, verifica-se também a aplicabilidade deste

método a otimizagcao de forma.
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SENSIBILITY ANALYSIS - AN APPLICATION OF THE
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This work aims at the development of shape sensitivity
analysis with the application of the Boundary Element
Method (B.E.M.) and 1its wuse 1in the shape design

optimization.
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A shape sensitivity procedure is developed in wich the
standard discretized version of the boundary integral
equation is differentiated. The sensitivities of the
surface tractions and displacements are the new unknowns.
They are computed by the solution of a system of linear
equations that presents the same coeficient matrix of the
original B.E.M. problem. The sensitivities for each design
parameter are computed after the formation of the
respective new right-hand-side term. With these results the

stress sensitivities can also be calculated.

The implementation uses constant elements in the case
of torsion of prismatic bars and linear ones for plane
elasticity. In the 1latter, special techniques for shape
sensitivity analysis of symmetric structures and infinite
regions were developed. It is also possible to analise
structures where the sensitivities of the prescribed

unknowns are not null.

In a series of examples the convergence and precision
of the method is verified. In adition, the applicability of
the method is also tested through the adoption of a simple

optimization algrithm.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

Faz algum tempo que varios métodos numéricos vém sendo
usados para solucionar as equagdes diferenciais que regem
uma grande variedade de problemas de engenharia. Com o
desenvolvimento destes métodos e dos computadores pode-se
cbter mais rapidamente respostas cada vez mais precisas
para os problemas analisados, o que é de grande importéncia

para o aprimoramento das técnicas de projeto.

Paralelamente, outro grande impulso para a melhoria da
qualidade dos projetos vem sendo dado pelo desenvolvimento
de técnicas de otimizagdo. Com os novos computadores
diminuindo o tempo e o custo da andlise, estas técnicas
podem ser efetivamente wutilizadas. Elas sao formas
metédicas de procura do 6timo gque tornam a melhoria dos
projetos menos dependente da experiéncia e da intuigdo do

projetista, sem contudo as substituir.

Tais técnicas podem ser definidas de forma resumida
dizendo-se que procuram o ponto extremo (minimo ou maximo)
de uma fungdo de varias variaveis, chamada Fungdo Objetivo.
Estas wvaridveis estdo sujeitas a limitagcdes que sdo
expressas por 1igualdades e/ou desigualdades envolvendo
outras fungdes destas mesmas varidveis, chamadas Fungdes
Restrigdo. As técnicas que tratam deste tipo de problema

quando tanto as fungdes Restrigido quanto a Fun¢do Objetivo



sdo lineares sdo ditas de Programagdo Linear. A otimizagao
estrutural normalmente ndo se depara com este tipo de
problema , portanto sio usadas as chamadas técnicas de
Programacdo Matematica, que tratam de fun¢gdes nido-lineares.
Os algoritmos wutilizados nestas técnicas podem ser
classificados guanto ao tipo de informagdo de que se
utilizam. Sd8o ditos de ordem zero se usam apenas a
avaliagdo das préprias fungdes, de primeira ordem quando se
utilizam dos gradientes ou primeiras derivadas e séao
classificados como de segunda ordem quando levam em conta

as segundas derivadas das fungdes envolvidas.

Dentro da otimizagdo estrutural surge um tipo de
problema conhecido como Otimizagdo de Forma que consiste em
se extremizar uma fungdo objetivo variando-se a forma do
contorno da estrutura. Isto é, as variaveis do processo de
otimizagdo sdo parametros gque controlam a forma desta
estrutura ou componente estrutural. Nesta classe de
problemas, tipicamente nao~linear, sao usados com
frequéncia algoritmos de primeira ordem. Neste caso as
primeiras derivadas das fungdes envolvidas =80 conhecidas
como sensibilidades & mudanga de forma ou simplesmente

sensibilidades.

Na otimizagdo de forma o Método dos Elementos Finitos
(M.E.F.) foi o método de andlise inicialmente utilizado por
ser um método mais antigo e mais amplamente difundido. ©
calculo das sensibilidades se desenvolveu, entdo,sob dois

enfoques. No primeiro é usado um modelo jad dicretizado para



calcular as sensibilidades. Dentro deste enfoque tem-se
trés métodos para se desenvolver esta andlise: por
diferencas finitas, semi-analitico e analitico. No método
das diferengas finitas as sensibilidades sdc aproximadas
utilizando-se a andlise da estrutura original e desta
estrutura alterada por uma perturbag¢dao. No semi-analitico
as derivadas das matrizes de rigidez sdo calculadas
utilizando-se um esquema de diferengcas finitas e no
analitico as derivadas das matrizes de rigidez sdo
calculadas analiticamente. O outro enfoque parte da
utilizagdo de um modelo continuo, usando o conceito de
derivada material. Neste caso sdo obtidas expressdes para
as sensibilidades como integrais cujos integrandos envolvem
quantidades tais como deslocamentos, tensdes, deformag¢des,

e mudancgas de forma.

Mais recentemente o Método dos Elementos de Contorno
(M.E.C.) comegou a ser aplicado a otimizacdo de forma.
Nesta aplicagdo o M.E.C. apresenta grande vantagem sobre o
M.E.F. pois os remodelamentos da malha ao longo do processo
de otimizagdo sdo imediatos e consequentemente menos
custosos. De uma maneira geral tem-se que tanto o M.E.F.
quantc o M.E.C. podem ser implementados nas formas:
discreto-discreto (D-D) e os continuo-discreto (C-D) como
classificados por CHOI K.K. e TWU S.L. em [1]. Os do tipo
(D-D) obtém uma derivada exata (no caso do enfoque
analitico) de um modelo aproximado enguanto que os do tipo

(C-D) ocbtém uma derivada aproximada do modelo exato.



Podem ser citados os trabalhocs de KUMAR, LEE e
GERMAN [2] e YANG e BOTKIN [3] gque usando o M.E.F.
desenvolvem respectivamente métodos (C-D) e (D-D).
Igualmente, wusando o M.E.C. , podem ser citados os
trabalhos de DEFOURNY [4], KANE [5], KANE, SAIGAL [6],
SAIGAL, AITHAL e KANE {7],{8] que desenvolvem métodos (D-D)
e SOARES e CHOI [9], BARONE e YANG [10], ZHAO e ADEY [1l1] e
CHOI e XWAK ([12] como exemplos de desenvolvimento de

métodos (C-D).

O presente trabalho apresenta um métodeo do tipo (D=-D)
com a utilizag¢do do M.E.C., também conhecido como Método da

Derivagdo Implicita.

O trabalho estd dividido em outros 5 capitulos:

No Capitulo II é& apresentada resumidamente a teoria de
torgdo de barras prismdticas, aplicando o M.E.C. para este
problema e é desenvolvido o método de <calculo das
sensibilidades que ¢é implementado para o problema em

questio.

No Capitulo III © M.E.C. é& resumidamente apresentado
para a elasticidade plana e ¢é aplicado o método
desenvolvido no capitulo anterior para este tipo de

problema.

No Capitulo IV €& introduzido um algoritmo de

otimizagdo que é utilizado com o método desenvolvido.



No Capitulo V sdo apresentados alguns exemplos que
atestam a convergéncia, precisdo e aplicabilidade do método

a otimizacgdo de forma .

Por fim, o Capitulo VI contém as conclusdes do

trabalho.



CAPITULO II
CALCULO DA SENSIBILIDADE A MUDANGA DE FORMA

PARA O PROBLEMA DE TORGAO

II.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo & apresentada resumidamente a teoria da
torgdo de barras prismaticas de Saint-Venant, aplicada a
materiais linearmente elasticos. Mostra-se, ent@o que este
problema se resume a resolugdo de uma equagdo de Poisson da
teoria de potencial. Mostra-se também uma expressio para a

rigidez torsional como uma integral de contorno.

A sequir é desenvolvida, de forma resumida, uma
formulagdo direta do Método dos Elementos de Contorno para
05 problemas de potencial que é implementada para o
elemento de geometria linear e interpola¢do das incdégnitas

constante.

Sao desenvolvidas as expressdes gerais que vido ser
usadas no calcule das sensibilidades das incdégnitas do
problema. Estas expressdes sao, entdo, especificadas para o
elemento em questdo e aplicadas na implementacio de um
processo numérico para a determinacio das sensibilidades
que como j& foi mencionado é um sub-problema da otimizacéao
de forma.

Por fim, =sdo desenvolvidas expressdes para as



sensibilidades da rigidez torsional e da 4&area da segdo
transversal que em uma aplicagdo mostrada no capitulo V séo

utilizadas como fung¢des objetivo e restrigao.

— Ve
II.2 - TEORIA DA TORCAO DE BARRAS PRISMATICAS

A teoria da torgdo de barras prismaticas, também
conhecida como teoria da tor¢do de Saint-Venant, trata do
problema de uma barra constituida de um material

linearmente elastico submetida a torcgéo.

Nesta abordagem é utilizado um método
semi-inverso, isto é, s&do adotadas hipdteses para o
comportamento das tensdes e/ou deslocamentos e é obtida uma
solugdo para o problema. Se esta solugdo satisfaz as
equagdes de equilibrio, compatibilidade, relacgdes
tensdao-deformagdo e condigdes de contorno entdo ela é
realmente a solugdo do problema. Uma exposig¢do mais
detalhada sobre este assuntoc pode ser encontrada emn

SOKOLNIKOFF [13] e MENDELSON {14].

Para maior compacidade utiliza-se aqui a notacido
Cartesiana Indicial para a representagdo das expressdes,
Nesta notacdo os eixos cartesianos sdo denotados por X
X, e X, e os vetores unitarios em suas respectivas

diregdes sdo e, e, e e_. E adotada a regra da soma, onde

um indice repetido em um mesmo termo é dito mude e implica

um somatério. Nesta notagdo convenciona-se, também que a



virgula é usada como representacgdao de derivada espacial:

¥ X = X .X + X .X + X .X = X + x2 + x
i i 1 2 3 1 2
au du au
. = . + . +
s, -n, ax1 n, 8x2 n, ax N,
(IT1.2.1)

Outro simbolc usado nesta representacio é o Delta de

Kronecker, 6U . sendo dadoc por :

1 se 1i=3
§ = _ (II.2.2)

0 problema aqui estudado consiste em uma barra de
segdo transversal constante em que é aplicado um momento de
torgdo na extremidade X, = iae tem seus deslocamentos nas
direcgdes X, e X, prescritos nulos na segio X, = 0, como
mostra a Figura (II.2.1).

E adotada a hipdtese de que o adngulo de rotacdo ¥ de
uma segdo € proporcional a distancia desta a origem, isto
é:

Yy = «.% (IT.2.3)

Desde que ¥ seja suficientemente pequeno, a hipdtese



formulada acima equivale a supor que os deslocamentos nas

diregdes X, X, e X, sdo dados respectivamente por:

u = -a WX WX,
u = @ .X WX, (IT.2.4)
u, = us(xl,xz,a)

Figura (II.2.1) - Barra prismatica sujeita a torcgéo
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Substituindo as equagbes (II.2.4) nas relagdes

deformacao-deslocamento da elasticidade (A.4) ,obtem-se:

811= €:22= 83?3= 812= 0

813= _1 - ( —a'xz + u3'1) (II.2.5)
2

823= _;. | a.xl + ua,z)

Substituindo as equagbes (II.2.5) nas equacgdes de
compatibilidade de deformag¢des (A.5), observa-se dque as

Unicas que ndo sdo identicamente satisfeitas sio:

231 c13’2)’1
(II.2.6)

(€ €

2371” Eygrg)ry T
Logo a expressido entre parentéses repetida nas equagdes
(II.2.6) deve ser constante. Substituindo a eq. (II.2.5) nesta

expressdo chega-se a equagdo de compatibilidade do

problema:

e - = a (II1.2.7)

Tendo em vista as relagdes tensio-deformagio (A.6) e
as equagdes (II.2.5) observa-se que as Unicas tensdes ndao

nulas sao:
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(I1.2.8)

Logo as equagdes de equilibrio (A.1l) se resumem a:

+ T = 0 (II.2.9)

1371 23’z

Exprimindo as deforma¢des a partir de (II.2.8) e
substituindo em (I1.2.7), obtém=-se a equacio de

compatibilidade em termos das tensdes:

- T = 26« (II.2.10)

Introduz-se, entao, uma fung¢ao de tensdes ¢ , de forma

T, .= oG ¢,2
(IT.2.11)

Ta3™ —aG ¢’1
As equagdes de equilibrio (II.2.9) s3o desta forma

identicamente satisfeitas e a equagdo de compatibilidade

(II.2.10) se torna:

¢, t ¢, = ¢, = -2 (I1.2.12)
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Como é adotada a hipdétese de que a superficie lateral
da barra ndo sofre a atuagcdo de forgas, as condicgdes de

contorno do problema sdo obtidas de (A.2) e se resumenm a:
1.t +l.t, = 0 (I1.2.13)
Onde le 1, sdo os cossenos diretores da normal a

superficie lateral da segdo transversal, gque podem ser

expressos de acordo com a Figura (II.2.2) como:

l= cos(n,x) = dxz
1 ~f
ds
(IT.2.14)
1= cos(n,x ) =- dx:
2 ~T72
ds

Substituindoe as eqgs. (IX.2.11) e (II.2.14) na

eq. (IT.2.13) vem:

x G ¢,1. axi + a G ¢,2. Bxi =a G 8¢ =20
ds ds ds

(II.2.15)
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Figura (II.2.2) - Vetor normal ao contorno da

segdo transversal.

Isto &, a fungdo de tensdées ¢ ¢é constante ao longo
de todo o© contorno da secdo. Quando se trata de barras
s6lidas, ou seja, barras em gque o contorno da secéio
transversal é definido por uma tunica linha fechada, esta
constante pode ser escolhida arbitrariamente. Por

conveniéncia anula-se esta constante, tornandec a condicgédo
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de contorno:
= 0 no contorno (IT.2.16)

Pode-se agora calcular as forgas resultantes e

momentos atuantes em uma se¢ao qualquer.

Para a forga resultante na direg¢do x, tem-se:

Q1= J I LI dxldx2 = a G j J ¢,2 dxldx2

(II.2.17)

Onde o dominio da integral dupla é a &area da secdo

transversal e integrando primeiramente em X, tem-se:
0= «G I (#(x,2) - ¢(x,B) ) ax = 0
(IT.2.18)

Onde ¢(x,A) e ¢(x,B) sdo os valores de ¢ Tnos
pontos de contorno de coordenada X, que sdo nulos devido a
condigdo de contorno (II.2.16). Analogamente se chega a
conclusao que a forga resultante na diregdo X, também se

anula.

O momento de torgac atuante em uma secdo sera dado

por:
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M = I ( T,, « X, - T .. xz) dx  dx,

i

w G [ (¢,,-%, + ¢,,.x, ) ax_dx
(II.2.19)

Se uma solugdo da equacgdo (II.2.12), sujeita as
condigdes de contorno (II.2.16) é obtida, as tensdes e
deformagoes podem ser calculadas usando (II.2.11) e (II.2.8)
e as equagoes de equilibrio e compatibilidade séo
automaticamente satisfeitas. Portantoc a hipétese adotada,

(IT.2.3) ou (ITI.2.4) , conduz a resposta correta do

problema.

Define-se entio:

D = -G [ ( ¢, %X+ .., ) dx  dx,
(II.2.20)
Substituindo (IT1.2.20) em (II.2.19) vem:
M= Da (I1.2.21)
A expressdo (II.2.21) mostra que o momento de torgao
M é proporcional ao &ngulc de rotagdo por unidade de

comprimento « . Esta constante de proporcionalidade D,

gue depende apenas da forma da segdo e do modulo de
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elasticidade transversal G , permite avaliar a rigidez de
uma barra submetida a torgido e é entdo chamada de

rigidez torsional da barra.

II.3 - IMPLEMENTAGAO DO M.E.C. PARA PROBLEMAS DE POTENCIAL

Trata-se da obtenc¢ao de uma solugdo aproximada pelo
Método dos Elementos de Contorno para o problema definido
na regido Q do espago bidimensional limitada por um

contorno T , governado pela equagdo de Poisson:
Yu = u, = - b (IT.3.1)

Onde u & fungdo escalar da posigdo e b sera tomado

como constante.

A dedugdo da equacgdo integral que did origem ao M.E.C.
para problemas de Potencial pode ser encontrada de forma
detalhada em varios textos como BREBBIA [15], BREBBIA,

TELLES e WROBEL [16] e AZEVEDO[17]. Neste trabalho parte-se

da referida equagdo que é escrita abaixo:

a®) + [ pT(Ex.u) arx) =
r
= [ wiEm.pe) areo + | u'E,x .0
r Q

(II1.3.2)
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Que levada ao contorno fornece:

Onde:

c(€).u(@) + [ p'(e,x) uen) arx) =

= [ g .pm are + [ u'gx.bx) aa)
r n

(II.3.3)

u'(g,x) : & a solugdo conhecida e avaliada
no ponto x da equagadao (II.3.1)
com o segundo membro dado pela fungdo Delta de
Dirac [16] aplicada no ponto £ . Para problemas
de conducdo de calor u representa a distribuigao
de temperatura em um meio infinito quando se
aplica uma fonte unitaria concentrada de calor nho
ponto £. Chama-se, entéo, este ponto, de
coordenadas gi, de ponto fonte. Analogamente
chama-se o ponto x , de coordenadas X, de ponto

campo.

u{g) , u(x) : sao respectivamente os valores da

fungdo u nos pontos £ e x .

p(x) : representa o valor da fungao p ,

analecga & densidade de fluxo
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térmico em problemas de condugdo de calor,
avaliada no ponto campo e definida como a
derivada direcional de u em relagdo a normal

externa ao contorno neste ponto.

- du <
p = an = u,n (I1.3.4)
L ] ~ ]
p (£,%) : €& uma fung¢do conhecida dos pontos

€ e x , dita fluxo fundamental

definida analogamente a p como:

* au »
p = an = u,n (II1.3.5)
c(§&) : ¢é uma fung¢do da forma do contorno

definida como a seguir:

0 se Ee (QuT)
c(€)={ B/2m se E €T
1 se £ €0

(II.3.6)

onde B é o angulo interno formado pelas
tangentes a direita e a esquerda do ponto £ do
contorne, Figura (II.3.1). Vale ressaltar que
quando o contorno € suave B8 = nm e portanto

c(€) = 0.5 .
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Figura (II.3.1) - Determinacdo de c(£)

Figura (II.3.2) - Vetor normal ao contorno
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As expressdes das solugdes fundamentais sdao dadas por:

1 . »  _ 1 r,n

u = T In(r) ; P 5T 1771
(I1.3.7)

onde:

_ 1/2 . — _

r= (r,r ) ; r=(x, -& )
(I1.3.8)

E portanto:

ri
r,,= & (II1.3.9)
n, sao as componentes do vetor n unitario

normal ao contorne I ,como na Figura

(I1.3.2) , sendo dadas por:

n = cos( n ,ei) (II.3.10)

Para a obtengdo de solugbes aproximadas da equagéo
divide-se o contorno em Ne partes ou elementos. Supde-se
que cada elemento de contorno tem sua geometria definida
por NG nds e fungces de forma, bem como, tem a variacdo de
u e p determinada por NF nds funcionais e fun¢gdes de
interpolagdo. Estas funcdes de interpolagdo, geométrica e
funcional, sdo definidas em relacdo & uma variavel local e

adimensional N , podendo-se escrever para um elemento

qualguer:



Onde:
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NG
k —
xi(J)(n) - Ek=1 Xy o ¢ (M = X M
NF «
NF «
(II.3.11)
xiu)(n) : sdo os valores das

coordenadas X, em um ponto

genérico do elemento j , definido por 7 .

k

xxu) : sdo os valores das

coordenadas nodais X, do

né geométrico k no elemento J.

U, m oy pg, (e sdo os valores de u e p

em um ponto genérico do elemento j definido por 7.

k - .
utj}, pTJ) : sdao valores nodais de u e p
do né funcional k no
elemento Jj .
wk(n) e ¢k(n): sdo respectivamente as fungdes

de interpolagdao funcionais e

geométricas.
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Pode-se entdo avaliar a equagdao (II.3.3) de forma
aproximada para cada né funcinal Ei do contorne como
mostra a expressdao abaixo onde Bi representa a integral de

dominio que sé contém termos conhecidos.

Ne .
C(£,) u(g;) + u p 1Tl Ndn =
1 1 JZI ~(j) ,[_n -

(II.3.12)

Obtém-se assim N equag¢des, sendo N o numero total de
nés funcionais, gque podem ser escritas matricialmente
com U e p representando o potencial e a densidade de

~

fluxo nos nés funcionais do contorno, como:

[c+H] .u = G.p +B (II.3.13)

Ou acoplando a matriz diagonal C & matriz H :

— —

H.u = G.p + B {(1I1.3.14)

As condigdes de <contorno do problema si3o entédo
introduzidas pela atribuigdo de valores a u ou a p em
cada né funcional. Restam, entdo, N incognitas. O sistema
de equag¢des lineares assim formado pode ser reordenado de

forma que se armazenem as incégnitas no vetor x como

disposto abaixo:
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A.x = d (II.3.15)

H

Desta forma, na matriz A sdo armazenadas as colunas
das matrizes respectivas as incégnitas e no vetor a4 é
armazenada a soma do vetor B ao produto dos valores
prescritecs de u e p pelas colunas das matrizes

~

correspondentes.

Resolvendo-se este sistema de equagSoes obtém-se o
valor das incégnitas no contorno e pode-se usar a equagio
(II.3.2) ou equagdao resultante da derivagdo de (II.3.2)
discretizada para se obter valores de u ou suas derivadas

direcionais u, e u,y qualquer parte do dominio.

Para a resolugido aproximada do problema de potencial
€ adotado neste trabalho o elemento constante. Este elemento
interpola u e p de forma constante e a geometria de

forma linear conforme as Figuras (II.3.3) e (II.3.4).
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NO: GEOMETRICH

NG FUNCION]

Figura (II.3.3) = Contorno discretizado

elemento constante.

'
-«

. (o] ¥

Figura (II.3.4) - Elemento constante.

com
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Pode-se entdo escrever para um elemento j , qualquer:

u o, m o= u o, =u
— 1 —
P(J)(ﬂ) = P(J) = PJ
1 2
xi(J)(n) = ¢1(n)°xl t ¢2(n)'xl
(II.3.16)
Onde:
¢, (M) = _%_ (1 - n)
(IT.3.17)
$,(n) = —— (1 + m)

Sendo o sistema adimensional local definido por:
r = 1 A+l (II.3.18)

e portanto, indicando o jacobiano da transformag¢do como

|Jl, vem:
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dar

H

1Tl dn = —3L dy

[J]

(II1.3.19)

A equagao (II.3.12) pode ser escrita como:

Ne
S-uEp +y w,, [ pT1 e -
2 i o1 5 (1)
Ne

= Z 1P(J) I

*
.- 1 u l(j)d“ + Bi

n 2

(II.3.20)

Para o calculo das integrais de dominio B, adota-se um
dos tratamentos descritos por BREBBIA, TELLES e WROBEL [16]
gue consiste em transformar a integral de dominioc em uma
integral sobre o contorno. Como no problema estudado

(equagdo de Poisson ) o segundo membro é constante tal

transformagdoc se torna simples sendo dada por:

B, = b Jr v, n dr (II.3.21)

Sendo v'(E,x) dade por:

8; [ 1 - 1n(r) ] (II.3.22)

E portanto:
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(II.3.23)

Logo, na forma discretizada tem-se:

Ne .
B;= z b J v, n |J| an
J=1 n

(II.3.24)

Para a avaliagdo das integrais da equag¢do (II.3.19)
que vao gerar os termos fora da diagonal das matrizes He
G, bem como os termos 91' é¢ utilizado o método de

integragdo numérica de Gauss onde de forma genérica tem-se:

IR
r~1
=
H
"
L3
St

1
J,1f(X) dx

(II.3.25)

onde W € o peso associado a coordenada x e Nk é o

nimero de pontos de integracdo de Gauss.

Nos termos das diagonais de G e H o ndé fonte pertence
ao dominio de integragdo e o integrando apresenta uma
singularidade. Adota-se, entdo, a integracdo analitica uma

vez que é facilmente obtida por:
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o>
n
o

ii

(I1.3.26)

II.4 - CALCULO DA SENSIBILIDADE PELO METODO DA

DERIVAGAO IMPLICITA

Deseja-se inicialmente obter expressdes para o cdlculo
de derivadas das incognitas basicas do Método dos Elementos
de Contorno, u e p , em relagdo a um pardmetro q que
controla a forma da estrutura. Tais derivadas sdo também
chamadas sensibilidades de u e p em relagdo a q e séo

representadas por sgue aqp .

Estas sensibilidades serdo usadas no calculo de
sensibilidades de outras fun¢des que medem a performance da
estrutura. Estas fungdes podem tomar 1lugar de fungio
objetivo ou restrigdo em um problema de otimizagdo de

forma.

A idéia basica da abordagem analitica deste método é
prover uma derivada "exata™ da resposta da estrutura ja

discretizada. Esta idéia ¢ motivada pelo fatoc de que o
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processo de otimizagdo ocorre, na realidade, na estrutura
modelada. Isto ¢é, sao as respostas da estrutura ja
discretizada que sdo usadas para se medir a performance da
estrutura. Vendo-se o problema de otimizag¢do desta forma,
torna-se natural que as derivadas em rela¢ao a mudanga de

forma devam ser tomadas na estrutura j& discretizada.

Examina-se uma estrutura ja discretizada pelo M.E.C.
em que sua forma, ou na maior parte dos casos parte dela, é

fungdo de q .

Toma-se como base a discretizacido genérica descrita
como no item anterior e expressa matematicamente pelas

equagdes (II.3.11) que sdo aqul repetidas.

NG
A— k —_—
xi(J)(n) =L iy o ?y (M) ey o M
NF y
NF N
Peyy(M = L, Py, - ¥, M = Py, ¥
(II.4.1)
Se é dado um incremento Agq ao parametro qg .

obtém-se uma nova forma. Supde-se que as caracteristicas da
dicretizacdo nao sdo alteradas, isto é, sé sioc alteradas as
posigdes dos noés e consequentemente o© comprimentc dos
elementos adjacentes aos mesmos. Esta variagdo na geometria

vail causar uma variag¢do na resposta da estrutura, mesmo que
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esta mudanga na forma ndo acarrete uma alteracdoc na

solicitagdo a que a estrutura estid submetida.

Esta mudanga na forma da estrutura original ndoc ¢é
causada pela atuagdoc de nenhum fator fisico real.
Simplesmente admite-se que a estrutura tivesse esta
nova forma antes de ser submetida a solicitagdo en

questdo.

Indicando as variaveis referentes a esta possivel

forma com ¢ simbolo * , tem-se:

NG

’ = r k _ ?
xl(j)(n) Ek=1 xi(j) : ¢k(n) §(J) - M
NF "
r = ’ = r
u(j)(n) Ek=l u(j) : wk(n) u(:) - N
NF "
’ = ’ = ’

(II.4.2)

Define-se entdo a derivada de um wvalor nodal uZ) en

relagdo a q como:

k . -
I3 ) =
un) lim {1 (5 (I1.4.3)

Aq O Aq

Analogamente para um ponto genérico de um elemento j :
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(n) - u (m)

L
M = 1lim % (1)

q €3 Aq O Aq

(IT.4.4)

De (IT.4.1) e (IX.4.2) , reescreve-se (IT.4.4)

como:

. NF
4 u (n) = 1lim 1 Pk Lk
a Ag->0 Aq '{ 2 E u(J) urj))' wk(n)

NF . .
' —
= vo(m) 1im Y Yy
x Ag-0 Ag
k=1
(I1.4.5)
Substituindo (IT.4.3) em (II.4.5) vem:
NF x
Loy (M = zk=1 a . u .Y (m) = du. N
(II.4.6)

Desenvolvendo-se analogamente para p , chega-se a:

NF
k

Py, m =) 8 p < ¥, (m = 8p.N

k=1 4 €1

(I1.4.7)

Tendo-se em vista as expressdes (II.4.6) e (II.4.7)

¥

pode~se concluir que a derivada das incégnitas em relacdo
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a um pardmetro g deve ser expressa com as mesmas fungdes

de interpolagdo que as préprias incoégnitas.

Derivando a equac¢do fundamental do M.E.C. ja

discretizada , equagdo (II1.3.12), tem-se:

3qc(§i) -U(Ei) + C(Ei)-aqufsi) +

Ne
+ a[p'uN|J|]dn=
Zj=1 In g T
Ne
=ZJ=1 '[n 3 [u p N I3 ] dn + 2_(B;)

(II.4.8)

Desenvolvendo os integrandos das integrais de
(IT.4.8) e usando (II.4.6) e (II.4.7) vem:

» » L
3 [p u N IJI] = uN |J| aq(p ) +ulNp aq]Jl +

*
+ p |JI aq(g) N

a[u' N iJl|{= pNIJl 8 (W) +pyu al|J| +
RN NEO I SUCTIENCUIES X )

+ulJl 8 (p) N
(I11.4.9)

Substituindo (II.4.9) em (II.4.8) e reordenando:
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Ne -
C(&) ou(e) +] o jn p'N IT1 dn + 8 C(§) u(§) +

+ZJ~1u J.n( 1T aqp'+ p aq|J| ) N an =

= Z 3 p I uT] N dn +
7
Ne . .
+EJ=19 In( 131 8 u’+ u's 131 ) N dn + o (B))
(IT.4.10)
Que pode ser escrito de forma matricial seguindo

procedimento andlogo ao desenvolvimento da equacdo

(IT.3.12) como:

H.3u + 88 H.u = G .3 p + 286G p §d B
-~ q-~ q-~ ~ ~ q q-~ q-~
(IT.4.11)

Admitindo-se que o problema original ja tenha sido
resolvido, isto &, que u e p sdo conhecidos, e que as
derivadas dos valores prescritos no contorno sio também
prescritas, ve-se que as unicas incégnitas no sistema de

equagdes (ILI.4.11) sao as derivadas das incégnitas do

problema original.

Adotando um procedimento de troca de colunas analogo

ao desenvolvido no item anterior para a equagdc (IX.3.14),
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chega-se a:

A.3X = D.8X +aD.X -X.3A +38B
~ q, ~ q,. Q.. . ~ qa,_ q,.
= 3 _(d)
9 (IT1.4.12)
0 sistema de equagdes (II.4.12) , fornece uma maneira

de calcular as derivadas das incégnitas do problema desde

que se obtenha as matrizes de influéncia derivadas ag; e

E%g . Para que isto seja feito é preciso calcular as

integrais da equagdao (II.4.9) gue envolvem as guantidades
- *

8¢, 8u, 8P, aq|J| e 9B, .

Como em geral um parametro g ndo afeta todo o contorno
as matrizes aqg e aéj tém forma esparsa. Estas matrizes
apresentam linhas nhdo nulas dque sao somente aquelas
corresp