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Nesta tese & abordadeo o probiema da incerteza na
gstimagdoc de parametros de modelos probabilisticos quandog

aplicados em Hidrologia.

A forma adotada para consideracio desta incerteza &
0 uso de Intervalos de Confianga para o0s parametros em
gquestio,. Como o intervalo de confianga & fungfo do desvio
padrao dos estimadores dos parametros, s3o apresentados

trés metodologias alternativas ao uso da Estatistica

[}

Classica para o calculo do estimador do desvio padrd
destes parametros: o metodo Bayesiano, o Bootstrap e o
Jackknife, Os dois dltimos metpdos s&0 conhecidos como

Técnicas de Reamostragem.

0O wmetodo de Bootstrap € aplicado para analizar o
problema da guantidade de informacdo a considerar na
modelagem de fendmenos hidroldgicos, especificamente na

determinagdo do pico da cheia centenartia.

Mostra-se que as Técnicas de Reamostragem s3do
mztodos razoavelmente precisos podendo ser adotados na

construgcdo de intervalos de confianca.
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This thesis focus on the uncertainty regarding the
numerical wvalues of mode!l parameters uszually emploved in

Hydrolegy.

Confidence intervals are 3sdopted in order to
consider this uncertainty. Three metodologies are proposed
to estimate the standard deviation of these parameters: the
Bayesian, the Bootstrap and the Jackknife. Both Bootsirap

and Jackknife are called Resampling Methods.

The Bootstrap is applied to decide the amount of

information needed for modeling the one hundred vyear flood,

It is shown that the resampling technigques are
re2asonably accurate methods and can be applied to define

confidence intervals.
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caPiTULO 1

INTRODUCAQ

Modelos probabilisticos s8o0 desde muito tempo
usados para descrever fendmenos hidrolégicos {veja por

exemplo FILLER [1]). A modelagem probabilistica envolve duas

etapas preliminares: a escolha do modelo e a estimagao dos
pardmetros do wmodelo a partir dos dados disponiveis,
Consequentemente Ds hidrélogos envolvidos em modeslagem

probabilistica deparam-se com dois tipos de incertezas nas

etapas iniciais:

A incerteza na escolha do modelo gque descreve o
fendmeno em estudo (Exemplo: o pico da cheia sendo
modelado por uma distribuicio Gumbel ou

Log-Pearson Tipo I11)};

. A incerteza nos pardmetros, ou seja, incerteza na
estimacio dos parametros do modelo selecionadeo,

causando o chamado “erro amostral de estimacio”.

Diversos pesquisadores ja atentaram para o fato que

08 "errps amostrais de estimagio”, podem ser muito

importantes. Como um exemplo pratico podemos citar a
estimacdo da curva de frequéncia de cheias, sujeita a erros
amostrais gque influenciam na decisdao de projeto. Uma forma
tradicional de se considerar a incerteza nos parimetros de

modelos probabilisticoz é o uso dos chamados "Intervalos de

Confianga“, USWRC [2], ABHEAR et alia [3], ocuja derivagao
formal pode ser feita atravées da abordagem estatistica
classica. O intervalo de confianga de um parimetro e
usualmente dado em funcio do desvio padri3o do seu estimador,
sendo que ew geral assume~se o estimador como normalmente

distribuido. Assim, o intervaloc de confianca de um parametro

Ly

N . + ~
g & dado por: 8 # zl_qlzs(e) ou

A L3

e -z, __ ,5(8) 588 +z __ S(8) (I.1)



onde:

8 - estimativa de #

Zy _g/2” valor obtido da distribuigio Normal padronizada

(@) - desvio padrao de @

BENJAMIN et alia [4], descreve o metodo geral de

derivagdo de intervalos de confianga.

O objetivo desta tese & avaliar a eficiéncia de
gquatro metodologias aqui propostas de «calculo do desvio
padrio de estimadores. A precisdo de calculo do desvio padrio
& fundamental para o calculo do intervalo de confianga e

consequentemente para consideragao da incerteza paramétirieca.

As metodologias propostas sic o Méetodo Classico, o
Metodo Bayesiano e duasz Tecnicas de Reamostragem: o Jackknife
& ©o Bootstrap. A metodologia Bayesiana ja & razoavelmente
difundida na Hidrologia (DONALD et alia [5]). Os métodos que
sao apressentados como inovagdes sEo o Jackknife e o
Bootstrap, técnicas desenvolvidas por QUENOUILLE [6] -
TUKEY [7?], EFRON [8], respectivamente, e gue ate alguns anos
atras tinham sua utilizagcdo limitada por exigirem o uso
intensivo de computadores, apesar de sua simplicidade

teorica.

A motivaclio para a apresentagio destas novas
técnicas, (Bayesiana, Jackknife e o Bootstrap) para estimagio
do desvioc padrio de estimadores & que a Estatistica Classioa
nem sempre dispde de formulas ja derivadas e/ou facilmente
encontraveis para a estimacio de desvio padrao de
estimadores, dependendo do parametro para gqual se deseja

avalia-lo.

A descrigao dos trés métodos nio cliassicos faz
parte do Capitule II, enquanto que a avaliagio da eficiéncia
dos wmesmos compreende o Capitulo 111, onde sio apresentados

trés casos exemplos.



O método Bootstrap,que & utilizado no Capitulo 111
coma uma metodologia de calculo do desvio padrao de
estimadores pode tambem ser utilizado como uma forma de
investigar um assunto que tem causado muitas discuss8es entre
os pesquisadores da area de Hidrologia. Trata-se dsa
divergéncia de opinides quanto a escolha do wodelo que
descreve o fendémeno hidrologico. Alguns pesgquisadores
consideram wmais conveniente observar apenas um aspecto
especifico do problema, construindo modelos mais simples, com
um numero reduzido de parametros, que entretanto consideram
uma quantidade menor de informagdes; outros preferem modelar

todo o fendmeno atraves de modelos mais complexos, e portanto

com wuitos pardmetros (possivelmente dificeies de serem
estimados), mas que consideram uma gquantidade maior de
informagdes.

Um caso especifico @ a determinac3c do pice da
cheia de T anos de recorréncia, y(T), para projeto de
vertedores. A aproximacao usual e ajustar uma distribuicao de
probabilidade F(.)} ao conjunto de m maximos y:{yl,yz,...,ym},
cbtidos de um registro de vazdes diarias e a partir de
extrapolagéo obter v{(T), tal que p(y 2 y(T)) = t/T.
Entretanto, neste caso grande parte das informagdes contidas

no registro fluviométrico s3c desprezadas.

Uma forma alternativa para estimar y(T) consiste na
utilizagdo de um modelo estocastico para a serie de vazdes
diarias (KELMAN [2]) e baseado neste wmodelo estimar y{T).
Como as vazdes diarias, ao contrario do maximo anuais, sio
variaveis aleatdrias dependentes e apresentam sazonalidade, o
modelo estocastico utilizado neste caso seria um modelo mais
complexo. A desvantagem causada pela complexidade do wmodelo
em termos de dificuldade para estimagdo dos parametros pode
ser compensada pelo grande numero de informagdese que
contribuirido na estimagldo do pico da cheia, conduzinde a uma

possivelmente melhor estimativa de y(T),



O Capitulo IV faz uso do Bootstrap sob duas formas
distintas para avaliagdo do pico da cheia de (00 anos de
retorno (vazdo centenaria) e seu desvio padrio. Uma delas
utiliza apenas o0s maXximos anuais, enquanto a outra observa

todo o registro fluviométrico.

Finalmente no Capitulo V sac apresentadas as
conclusdes e algumas recomendagfies para possiveis trabalhos

futuros.



CAPITULO 11

DESCRICAD DAS METODOLOGIAS

IT.! INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos trés metodologias, a
Bayesiana, o Jackknife e o BHootstrap, capazes de considerar a
incerteza na estimagio de pariametros de modelos
probabilisticos utilizados em Hidrologia. Uma vez gque estes
metodos permitem considerar a variabilidade amostral na
estimagdo de parametros , estes se tornam ferramentas
alternativas no cédlculo do desvio padrio de estimadores dos

parametros de modelos probabilisticos.

I1.2 METODOLOGIA BAYESIANA

A metodologia Bayesiana e uma das formas mais
conhecidas de abordar o problema da variabilidade amostral,
na estimagao de pardmetros, RAIFFA et alia [10];

BENJAMIN et alia [4].

Nesta metodologia os parametros desconhecidos de um
modelo probabilistico s&c considerados varidveis aleatdrias
(v.a.}) as gquals se associa uma fungdo densidade de
probabilidade construida a partir de um conjunto de

informagcdes existentes.

Usualmente o interesse dos hidrélogos por esta

metodologla deve-se a possibilidade de serem combinadas

informacdes amsstrais (resul tados de sorteios) com
nac-amostrais (tambem conhecidas como informagdes
prioristicas), na medida gque se pode considsrar =lnhi =]
informagdes ndo-amostrais: dados regionais, consideragdes

tedricas e Jjulgamentos subjetivos fruto das experiéencias
anteriores do hidrdlogo (DAMAZIO ([11]). Para a combinagio

decstes dois tipos de informacgdes faz-se uso dos conceltos de



verossimilhanga, distribuigio a priori, distribuigao
posterior, gque serio expostas nos itens subsequentes deste

capitulo.

No entanto, wmesmo quando ndo ha interesse na
consideracio de informagdes nio-amostrais (seja porque estas
nao existem, seja porque se deseja fazer um relato
especifico de uma experiéncia), a metodologia bayesiana pode
ser aplicada através do uso das chamadas distribuigdes
prioristicas ndo-informativas, que por sua especial
relevincia para as situagdes analisadas nos capitulos
seguintes desta tese s3c comentadas com maiores detalhes

posteriormente.

Seja a variavel aleatdéria X cuja a funcdo densidade
de probabilidade, Fx(x), & conhecida a menos de m parémetros
representados por & = {8 , 82 ey Gm}. Fara refletir o

~ 1

desconhecimento destes paridmetros, @ e considerado uma

-~

variavel aleatoria existindo portanto, uma fungdo densidade

de probabilidade para & , £'{8]|Ir), denominada distribuicio &

priori que considera todas as informagdes prioristicas (Ir)

sobre & .

Suponhamos agora gque esteja disponivel um vetor «

~

constituido de n observagdes independentes da varidvel

aleatéria #, ¥ = {xl, xz, ey xn}. A partir do Teorema de

Bayes combina-se as informagbes em x sobre & com £'(8]Ir},

obtendo-gse uma nova distribuicdo para 8!

£r(@]1ir) L(le}

£7(8]Ir,x) = — {11.1)}
~ ~ J L{x|e).rr(@]|1r)de

onde

L(¥]8) e a fung&o verossimilhanga de X ,



£r(g]Ir) distribuicio & priori de 8 ,

o

£°(8|Ir,x} distribuigd3o posterior de 8.

@ a integral do denominader &€ a constante de normalizagio

${x), que tem o objetivo de tornar £"(8|Ir,x) uma fungdo

densidade de probabilidade, isto &:

£ (@]|ir,x) d8 = ¢"(x) J £r(@|1ir) L(x|8) dé = 1

(11.2)

QO valor esperado de 8 considerando a distribuigio

o

posterior de &, F“(Bllr,u} e denominado Estimador Bayesianoc

de 8, e € calculado por:

fBayes = B{@|x] = J 6e(8|1Ir,x)d8 (11.3)

A matriz de covaridncia de & considerando £"(8|x) &

~

denominada Variancia Bayesiana de 8# ¢ & calculada por

2 - _ A 27 . - B 2 pu
BBayes EL( E fBayes} ] J (ﬁ ﬁBayeg £ (gllr’i) dg

(11.4)

A raiz quadrada de um elemento da diagonal de

Séayes fornece o Desvioc Padrao Bavesiano do correspondente
pardmatro.

A metodologia bayesiana pode também ser aplicada em

processos estocasticos, BOY et alia [12].



IT.2.1 Distribuigdes Conjugadas Naturais

Muitas vezes as informagdes prioristicas (Ir) néo
definem uma funcloc densidade de probabilidade & priori para

#. Neste caso & possivel utilizar uma familia de fungdes

o

densidade de probabilidades convenientes para definir a

distribuicio & priori de &, bastando ajustar os parametros

destas fungdes densidade de probabilidades de forma a
representar as informacdes prioristicas., Estas familias de

distribuigdes s&o denominadas Distribuigbes Conjugadas

Naturais e gquando escolhidas facilitam os calculos de

obtengio da distribuiglo posterior dos pardmetros &, as quais

passam a ser expressas da mesma forma wmatemdtica que a
distribuigdc a priori, distinguindo-se apenas no valor dos
parémetros. Por outro lado, se as informagbes prioristicas
(Ir) indicam evidéncias de uma particular distribuigdo a
priori, gque n3c a conjugada do processo, esta distribuigao
deve ser utilizada, nio obstante as complicagOes matemdticas

que ser3o introduzidas na determinagldo da posterior,

Ewm geral ,nas Distribuigbes Conjugadas Naturais
existe um pardametro descritor da quantidade de informacgdes
(cujo inverso é uma medida da incerteza existente) para cada

pardmetro em 8. Se na distribuigcdo & priori algum destes

pardmetros for 2zero, €& porque nio existem ou ndo serao
consideradas informagdes prioristicas para o correspondente

parametro em &,

s

I11.2.2 QO Caso do Processo Normal

Neste i1tem seriao apresentados em detalhes
resul tados necessarios para o ocalculo do desvio padréo
Bayesiano do estimador de parémetros de um processo normal
independente. A rzz8oc para tal, € que mno capitulo 111 sdo
abordados trés problemas, nos quais as varidveis aleatdrias

basicas s8o independentes e possuem distribuicio de



probabilidades log-normal. Consequentemente, o logaritmo

destas variaveis sao yariaveis aleatdrias normalmente

distribuidas.

Def ine-se por processo normal independente, o
processo gerador de variaveis aleatorias independentes,
identicamente distribuidas Hyy Koy wee ,  COM funcio

densidade de probabilidade definida por:

i { H.—1

- - 1 2
lep,o(xilp’oj_ p—s . exp 5 ( = }
(I11.5)
= < p =, c 2 @
sendoc u 2 ¢, os paradametros desconhecidos.
a funcao verossimi lhanga de I vetor
i = { K Horoves X } e dada por:
n
L{p, ”Iﬁ) = ifl fﬂ]p,atxilp’o) (11.6}
Neste caso temos:
n
1 n 1 2
L{p,o|x)=(~———)" exp {- E (%, - n]
~  2ne 26 i=i
(11.7)
- =< oa g - c > O

A distribuigio conjugada natural & priori dos
parametros m e 6 € uma distribuigdo bivariada, produto de uma

Normal & uma Gama-2 Invertida, Raiffal!?, assim

fr{p,eflr) = £ ( n|x*, o*//m* ).fIGz(als’,u')
(11.8)

onde n', v?, x' 2 s'? s&0 pardmetros prioristicos, sendo
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As distribuigdes marginais prioristicas de u e ¢
sdo obtidas por integragfo da expressso (II1.8). No casoc da
distribuigio marginal de u, integra-se {II1.8) em relagao a ¢

no intervalo ¢ 2 @, resultando na distribuigio Studant,

v+ 1)

fo(ulxrys* nt,vr) @ [v' + (a - X*)% nt/s12]" 2
(11.9a)

Integrando {I1.8} ewm relagdo a u no intervalo
-m & 4 € = , obtém-se para distribuigio marginal de ¢ uma

Gama~-2 Invertida,

1 g2 -{v?+1
£IG2(0‘S”U’) a [exp { - = = u’} ].0 ( }

(11.3b)

Aplicando-se o Tecorema de Bayes (II.1], obtém—se a

distribuicio posterior dos parametros, dada por:

" -1
fﬂlo(p,allr,x) = ¢ FL’G(F,qur).L{p,slﬁ) (I1.10)

0O que nos da:

F;'a(p,allr,x) = £ (n]|x",e//n" Jefgalals™,vr)
(11.11)

Como se esperava a distribuicdc posterior dos
pardmetros & o produto de uma HNormal com uma Gama-2

Invertida, cujos parametros (ditos posteriures) sdo:

n" = n!' + n (1I.12a)
- n'x! + nx
" o= D) {I1.12b)

v' = [v* + &(n*}] + [v + &{n)]- &(n") (IT.12e)
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L) 12 [ i 2 vz - 3w
o2 o _¥'S + n'x :"us + nX n"x (11.12d)

S =21 =0

sn) =1, ons e (11.12e)

onde !
n = tamanho da amostra
=n - 1 (11.13a)
-— i n
H = ——— L x. (II.ISb}
n . i
i=1
1 n -
§ = —— I (x; - ¥}* se n ) 1 (11.13c)
i=1
s2 =@ sen =1 (I1.13d)

Quando ndo existem informagdes prioristicas n'’~ @ e
v! ~ @, consequentemente os parametros posteriores tornam-se
iguais as estatisticas amostrais, o gque pode ser facilmente

concluido observando-se as expressdes (I1I.12).

As distribuicoes marginais dos parametros
desconhecidos p e ¢ podem ser determinadas integrando-se
(I1.11). Deste modo a distribuigBo de a serid uma distribuigio

Studant similar a {II.2a}.

(v* + 1)

£g {n]x", ¢“, n") @ [v" + (u - X"} n"/ss"2]) 2
(11.14)

fiplicando-se o valor esperado e a variancia em
(11.14), obtem-se:

A

Mpayes = X {I1.15a)
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. v 1/2
- w2
SBayes(p} - ® n"(v"-2 (11.15b)
De forma anidloga obtém-se a distribuigio de

o, (als",u"}, que € uma Gama-2 Invertida de mesma forma

f1e2
que (II1.9b).

2

PNIG2(6|5"!”"} a [%xp {- —%— jui u"} ].o-(°"+1)

(I1.16)

O valor esperado e a variancia do desvio padr&o s,

s8o
v" -1
~ . v",1/2 F 2 )
®Bayes = = (=77 LA
4 r (v+/2)
(II.17a)
n [ 4 A
2 _ w s _ 3 "
Sves(®) = o T Fhiges V7 2 (11.17b)

2

& distribuiclo de 6* & proporcional a distribuigéo

qui-quadrado com (n"-3) graus de liberdade, Raiffal®,

n"-3

- s"? . CH(n" - 3) {11.18)

o

A metodologia Bayesiana pode ser também usada como
uma forma de determinar a distribuigioc de probabilidades de
um gquantil Rt fungio dos parimetros u e o, a partir da

distribuigido conjunta destes, f B,¢), sendo vejamos:

Fla{

Seja o quantil X = + kao, logo p = Ry kqa,

substituindo a expressdo de u em F; G(p,o), (11.8) e
[

integrando-se em relagdo a ¢, no intervalo ¢ 2 @ obtéemse a

densidade de probabilidade do gquantil Koo isto é&:

Py () = I@ £y olHghy 0,0)de (11.19)



i3

Esta integracioc pode ser feita analiticamente ou
numericamente. A integracfo por Monte Carlo neste casco
consiste na ut:lizagdo da distribuicde oconjunta de u e o
(1I.8) da qual se sorteiam valores destes pardmetros e para
cada par (p.o) determina-se o gquantil L correspondente., A
repeticio decte procedimentc  indmeras vezes permite a

obtengi2o de uma aproximagao para a distribuigio de K

A Metodolcgia Bayesiana, e adotada por varios
pesguisadores para ectimacic de parametroc de wodelos
probabilisticos wutilizados em Hidrologia, (STEDINGER et
alia [13], [14], VICENS et alia [15], paMAZIO [11]) 2 como
foi visto, pode ser também utilizada com forma de
determinacio do desvio-padrio dos estimadores destes
parametros. Entretanto esta metodologia apresenta basicamente

dois problemas:

E dificil definir a distribuigdo 2 priori dos

parametros mesmo gquando ndec existe informacio
prioristica. Considere, por exemplc o caso da
distribuigd8oc normal. A analise do comportamento

assintotico da distribuicdo marginal A& opriori,

definida em (II.%a),indica gue gquando n’ tend= para

Zero a distribuigdn warginal para a torna-se
progressivamente uniforme sobre ) intervalo
-w £ p £ e, mas guando vw! tende para zero a razio

da densidade marginal de ¢ (II.9b) em dois pontos

i e o tende para o_,/c, (RAIFFA et alia [10])

i;dicandg menor probabilisad; para valores altos de
e. A discussdoc pode ainda ser levada a analisar o
fato gque quando n' tende a zero a distribuicfo para
1/ se aproxima de uma massa na origem abrindo a

questdo da "arbitrariedade da parametrizacio”. A

solugao normalmente adotada consiste em se
considerar como nac informativas as distribuicdes a
priori gque podem ser “substancialmente modificadas
por um peqgueno nawerc de chservagdes". Ou seja, a
adogio de n’ = @ e v!' = O em (I1.12) nio
corresponde propriamente a usar uma distribuigio a

priori nd3o informativa. Na realidade neste caso
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utiliza-se a distribuigéo a priorit meEnos

informativa possivel.

. Se a distribuigio, FX(H], da wvariavel basica
adotada para resolucdoc do probleme n&o for a
correta, a aplicagidoc da metodologia conduz a

resul tados incorretoes,

I1.3 TECNICAS DE REAMOSTRAGEM

As metodologizs apresenadas a seguir, denominadas

Tégnicas de Reamostragem ou Métodos Nio-Paramétricos, fazem

uso apenas dos dados (registro fluviometrico) para descrever
a distribuicio de probabilidades dos parametros de um modelo,
sem necessidade de admitir o conhecimento da funcio densidade
de probabilidade da varidvel basica (UNNY et alia [16],
SANTIG [17]),nd0 estando, portanto, sujeitos aos problemas

expostos anteriormente.

A utilizagdo destes m&todos foi durante muito tempo
limitada por exigir o uso intensivo de computadores. Com o
surgimento das novas geragdes de computadores, verificou-se
um aumento na capacidade de armazenamento e velocidade de
processamenio dos mesmos. AsSSiwm cada vez mais tem-se estudado

e sugerido a utilizagdo destes metodos (EFRON [18]}.

Em geral, estas tecnicas se baseiam na produgac de

“"pseudo-amostras™ a partir da reamostragem do conjunto de
observacdes., A cada "pseudo~amostra” s30 calculadas
estimativas dos parametros. Com as varias estimativas dos

parimetros pode-se definir as distribuigdes de probabilidade
empirica do mesmo, & em particular o desvio padrdo. Apesar da
existéncia de varios esquemas de reamostragem (EFRON [19])

gstudaremos apenas o Jackhnitfe & Bootstrap.

Uma limitagdc destes metodos € que ndo € possivel

utilizar as informacdes ndo-amostrais disponiveis,
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IT.3.1 O Jachknife

A idéia original do Jackknife foi proposta por
Quenouille® com a finalidade de reduzir a tendéncia do
estimador da correlagdo serial, baseando-se na divisio da
amostra em duas "meias-amostras”. Em ocutro trabalho do mesmo
autor (QUENOUILLE [20]}]) esta técnica foi generalizada e
Yplicada a outros problemas. Posteriormente, TUEEY [7],
utilizou a mesma técnica para estimar a varidncia de uma
estatistica 8. O ugo gera! desta técnica fol proposto em
TUKEY [21], de modo a reduzir a tendéncia de estimadores e
obter intervalos de confianca aproximados em problemas onde
os procedimentos estatisticos claszicos eram dificeis de
serem aplicados, ou n3oc existiam. Tukey PEatizou a nova
técnica de Jackhknife com intengdoc de expriwmir a idéia de uma
ferramenta grosseira, porem eficiente e Gtil em uma grande

variedade de situagdes.

£l

J i ' = i
C Jackhknife para determinagao do estimador eJackh

"

de parimetro & e de seu desvio padri3o S consiste em,

Jackhk
dado uma amostra R = (x Heys:ey X } contendo n sorteios
~ 1! 2! n n
independentes da variavel aleatoria #, obter-se uma

“pseudo-amostra” omitindo-se a i-esima observagac da

i
tJackk’

amostra,

X (11.20)

or v Ko g Ko e Hn}

A estimativa da estatistica @, calculada sobre a

2

“pseudo-amostra”, & entio,

i
A Jackk

6_i = g{xl, RS PP T EEEREY Hn} (I1.21)

i

Onde g{.} @ uma fungdo que mapeia a amostra R yackk
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Desta forma & possivel calcular n estimativas de

Q>

A estimativa Jackknife de tendenciosidade

determinada por Quenouille ({1949}, & dada por:
BIAS [ cpk = (P=1) (8 y-8) (11.22)

onde @ & a estimativa classica da estatistica 8 sobre a

amostra x,

g = g(xl, Koy s xn} (11.23)
e 9( 3 € o valor esperado dos &__, isto é&:
A 1 n A
&8 = — E & IT.29
(1% = %, 8 ( )

I r . » l 9 +
O raciocinio usual para BxasJackh (Efron'?) & o

seguinte:

~

Seja En o valor esperado da estatistica @&, En=E[&],

para maioria das estatisticas, tem—se:

En = & +

2, (F)  ag(m)

= - + .., (11,25}

onde F & a distribuiglo de probabilidades dos X’s e al(F},

a,(F} sdo fungdes que ndoc dependem de n.

A
De modo analogo En—l &€ o valor esperado de 9( y?
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E_,= & + SR 20 (11.26)
n-1~ e ‘
(n-1} (n-1)2

Baseado em (11.25) quando n tende a infinito E_= &.

A figura (I1.1) apresenta o grafico (En ¥ 1/n), aproximando a

curva da tendenciosidade linearmente temos:

BIAS, ., = En-E_= (n-1)[En-1 - En] (11.27)
AE E"‘1/
En
CET
0 1/n 1/(n-1) 1/N
(n=m)

FIGURA JE.1-VALOR ESPERARD COMO FENGAD OF 1/n

que & exatamente a expressdo (11.22}, quando En e En-i{ sé&o

A

substituidos pelas suas estimativas nio tendenciosas & e

8( 3! respectivamente.

A

O estimador Jackknife de &, representado por sJackk

A
@ obtido corrigindo-se & da tendenciosade, assim:

L

eJackk

@
|

BIASJackR

(n-l)[8(l}—8]

(n-1)8-(n-1)8

[
o>
1

1l
o>
+

()

n
b
o

- (n-1) 5(. (11.28)

)



is

Utilizando as =sxpressdes ([1.25) e (I1.26] temos que:

E[é = nEn - (n-{} En-{

Jackk]

a,(F) t 1
=8 - <y ! ag(F) (— + —— ) + ... (11.29)

A~

BJackk

m-

0O que nos leva a concluir gue enquanto

tendencioso da ordem de (i/nz), a tendenciosidade de & €& da

ordem de (1/n}.

Muitas vezes a corregdn da tendenciosidade ([I1.22)
pode aumentar © erro médio guadratico devido ac acréscimo na
variancia, em vez de diminui-lo através da remogao da
tendenciosidade. HINKLEY [22] discute este efeito para o

caso do coeficiente de correlacfo. Entretanto, pode ser ainda

interessante computar a BIASJa mesmoe gquando a corregdo da

chkk'®
tendenciosidade nido for feita, especialmente em conjunto  com

a variancia.

O estimador Jackknife do desvio padri3o de

estimadores é dado por (EFRON [19]):

A .n_i n ) A 1{2
= { g (8_;, - s(l)}i} (11.3@)

Uma outra forma de se aplicar o Jackknife & dividir

a amostra 1 = {xl,..,xn} em w grupos de tamanho h cada, onde

n=wh, ou seja:

= {"1""’“h’”h+1’""“2h’“2h+1""'”(n-i}h+1""'“hn)
(11.31)
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L

e determinar 8_i como a estimativa do parédmetro € tendo

omitido o i~ésimo grupo de observacgdes.

A maioria das pesquisas sobre o Jackhknife tewm sido
desenvoividas para o caso especial de h=il £ w=n, isto porque
elimina-se qualquer arbitrariedade na formagao dos grupos, e
& de consenso entre os pesguisadores gue esta e a melhor
forma de se usar o Jackhknife em gualguer problema, exceto
quando a quantidade de dados & muito grande, tornando-o
inviavel computacionalmente. Entretanto na maicoria dos casos,
se ndoc em todos, o0s resultados obtidos para h=1 sdo
extendidos para h } 1 (MILLER [23]}.

11.3.2 O BOOTETRAP

O Bootstrap desenvolvido por Efron (EFRON [8],[19])
constituli um esquema de reamostiragem de maior apliecabilidade
que o Jackknife, apesar de exigir um esforco computacional

maior.

Esta técnica de reamostragem calcula o parametro de
interesse ou o conjunto de parimetros, B vezes, utilizando
para tal, B "pseudo~amostras”™ obtidas por reamostragem com
reposigdo das observagdes da amostra original. O conjunto de
estimativas do parametro calculadas desta forma constituem a
distribuicio ewpirica de probabilidade do mesmo. Assim como

no Jackknife a independéncia dos dados & pré-requisito.

O algoritmo de Monte Carlo para a determinagaoc da
distribuigido ewpirica de probabilidades do parimetro em
estudo, assim como para o calculo da estimativa e de seu
desvio padrio, por Bootstrap, &€ © a seguir descrito
(EFRON [19]).

1. Faz-se uma reamostragem com reposicdo das observa-

¢des da amostra x, fornecendo uma “pssudo-amostra®

b
(ou amostra Bootstrap} %Boot !
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b * * *
¥Boot = {Hl, xz,....,xn} (11.32)

2. A partir da "pseudo-amostra” "gont pode-se calcular

a estimativa do pardmetro de interesse,

A

* *
8 X C ey xn} (11.33)

_ #*
Boot = F{¥ps %3

Repetigbes independentes dos passos 1 e 2, fornecem

eéoot' agoot y oy 8goot' estimativas do parametro &, com as
quais # possivel determinar a distribuigio empirica de

probabilidade de 8.

O estimador Bootstrap do parametro @ e definido

b
como o valor esperado de sBoot'

>

g° (11.34)

i
- B ) Boot

B
Boot ?

b

A estimativa Bootstrap da tendenciosidade & dada

poT:

A

BIAS = 8 6 (11.35)

Boot Boat_

E o estimador Bootstrap do desvie padrio de

estimadores & (Efron'?):

>

| aamenm
[,

oM

AR A 2 1/2
i l:sBc:wcrl: - eBoot} ] (11.36)

Enquanto no Jackknife o numero de pseudo-amostras



21

x! e limitado aoc tamanho da amostra x, no Bootstrap o
~ Jackk ~

b .

numero de possiveis "pseudo-amostras”, =« e relativamente

Boot!

ilimitado dado que sdo possiveis (?:-1) reamastras

(UNNY [16]). Este resultado provéem do estudo de analise
combinatoéria,no gqual C;’n representa o numero possivel de
combina¢des com reposigdo de uma amostra, onde o indice m
indica o tamanho da pseudo-amostra (combinagdo},o indice n o
tamanho da amostra e o indice r indica que a reamostragem
(combinagdo) € com reposig&o. A combinagdo com reposicdo
equivale a uma combinagdac sem reposicldo considerando uma
amostra de tamanho m+n-{, de modo que o niumero de possiveis

combinagSes de tamanho m com reposigdo, de uma amostra de

. T +m-1
tamanho n e dado por: Cm,n‘ Cm,,n+m—1_ (n m ).CDmD no

Bootstrap o tamanho da combinag3c & n, igual ao tamanho da

amostra, tem-se Cn,n=cn,n+n—1= <n+2—1) = (22—1). Como

ilustragdo no caso de n=i®, que corresponde a uma amostra
bastante peguena, s8o possiveis 92378 combinacdes

("pseudo-amostras™].

Apesar do Bootstrap ser computacionalmente mais
exrigente que o Jackknife em geral os seus resultados sao
melhores. A tabela I1I1.! apresenta o0s resultados de uma
comparagio {EFRON [19]} entre diversos esgquemas de

reamostragem para cileculo do desvio padrdo da estimativa da

correlacéo entre duas varidveis normais. O experimento
consistiu em 200 sorteios de (xi,...,xlq) onde Hi e um par
(Ui'ui)' da distribuigdo bivariada normal padrioc com p =

cov(Ui,Ui)=1/2. Para cada sorteio, obteve-se a estimativa do
desvio padrdo de p através do Bootstrap com B = 128 e 512,

atraves do Jachknife 2 atraves da Estatistica

A

A 1,2
/
SClass (1-p2)7(n-3) (neste caso n=1{4). A

tabela II.1 apresenta a media, desvio padrio, coeficiente de

Classica,

variagdo e a raiz quadrada do erro médio quadratico (em
relagdo ao valor real, ©.2i8), destas estimativas. Pode-se
notar gque o Bootstrap tem um comportamento melhor que o do

19

Jackknife. Efron apresenta uma cowparacdc mais abrangente

entre os dois métodos que favorece o Bootstrap.
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M todo Media Desvio Coef. 172
= . . EMQ
Padréio Variagao

Bootstrap B = 128 0,206 ©,066 0,32 ,067
Bootstrap B = 512 @,286 @,063 2,31 @,064
Jackiknife @,223 @,085 ®,38 @,085
Método Classico @,217 ®,056 @, 26 ©,036
Valor Verdadeiro 0,218
Tabela 11.1 - Média, desvio padrio, coeficiente de variacio e

raiz quadrada do erro médic quadrado (EMQ1/2)

do estimador do desvio padrio de p.

11.4 SUMAR IO

Neste ocapitulo foram apresentados trés metodos
alternativos de célculo de desvio padrio de estimadores de
pardmetros de modelos probabilisticos, o Bayesiano, o

Jackknife e o Bootstrap.

0 método Bayesiano gquando utilizado permite a
combinagac de informagdes, amostrais e ndo amostrais na
determinacgio do desvio padriéo de estimadores, para tal faz
uso dos conceitos de verossimilhanga, distribuigdo "4 priori”

e posterior.

O Jackknife e o Bootstrap denominados técnicas de
reamostragem (ou Metodo ndo Parametrico), baseiam-se apenas
na reamostragem do conjunto de observagdes, nio estando
portanto limitados a consideragdes sobre as distribuigdes da

variavel aleatdria em estudo e as distribuicdes & priori.

No capitulo subsequente estes trés metodos serio
utilizados para calculo do desvio padr3o de estimadores em

trés problemas hidrolégicos classicos.
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CAPITULO III

ESTUDOS COMPARATIVOS DOS METODOS

IT1I.1. INTRODUCAOQ
Neste capitulo & abordado um dos problemas
mencionados na introducio desta tese, com o qual

pesquisadores da area de Hidrologia tém se confrontado ao
longo dos tempos @ que consiste na incerteza na estimacio de
parametros de modelos probabiiisticos, decorrentes da

variabilidade amostral.

Uma das formas tradicionais de considerar este
problema & o uso de intervalos de confianga, Ashkar?®. Nosso
interesse entretanto, nd3oc esta voltado para a determinagao do
metodo geral de calculo de Intervalos de Confianca, que pode
ser encontradoc na maioria da literatura classica de
Estatistica (BENJAMIM et alia (4], YEVJEVICH [24]), mas siwm
para a estimagldo do desvio padrio de estimadores, uma vez que

o intervalo de confianga & fungdo deste.

Para estimaglo do desvio padréo de estimadores sac
utilizados, neste capitulo, as trés metodologias descritas no
capitulo 1II: a Bayesiana, o Jackknife e o Bootstrap, como
alternativas ao uso da Ectatistica Classica, que nem sempre
dispd8e de formulas ja derivadas e/ou facilmente encontraveis

para sua estimagdo.

O objetivo deste capitule &€ portanto a avaliaglo
das metodologias propostas gquando aplicadas a problemas de

Hidrologisa.

Suponhamos para tal gque um hidrdlogo precise
estimar para uma dada secdc de um rio a vazdo media, a vazio
de cheia decamilenar e o tamanho do reservatorio para um
nivel de regularizacioc de 20%, a partir de um registro de 40

anos de vazdes. Se procurara entdo avaliar estes metodos na:
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., determinacio do estimador do desvio padridc da vazio
madia;

. determinacdo do estimador do desvio padrao da vazdo
decamilenar;

. determinacio do estimador do desvio padr3o do tamanho
do reservatorio para um nivel de regularizacao de

20%.

4 apresentacdo dos estudos nesta ordewm, tem como

objetivo mostrar a crescente dificuldade na determinagao do

desvio padrido de estimadores, S(é}, pelo Método Classico
gquando a cowplenidade do problema aumenta, o gque ocorre em
proporgfes muito menores gquando as metodologias propostas séo
adotadas. Em outras palavras, no ocaso de parametros (8)
usuais, tais como média e variancia de processos aleatorios,

o hidrdlogo encontrard na Estatistica Classica forwmulas ja

consagradas para o calculo de 8(5}. Entretantc  para
pardmetros mais especificos, como veremos nos itens
subsequentes, estas formulas precisam ainda ser derjivadas.
Neste caso o hidrologo tem como alternativa o use das

chamadas "Técnicas de Reamostragem” {(EFRON [19]), atraves das

quais o calculo de 5{8) & extremamente simples e intuitivo,

como se vera adiante.

I11.2. CARACTERISTICAS DOS ESTUDOS REAL IZADGCS

O0s trés estudos foram realizados utilizando dois
conjuntos de vazdes, cada qual constituido de 1@% series,
compestas de 40 vazles obtidas de sorteios independentes da
distribuicio lognormal com media unitdria, tendo side adotado
o desvio padr3o de @,1 no primeirc conjuntc e ©,3 para o
segundo. Estas vazdes na realidade ndo sdo valores observados
num dado ric, mas sim um conjunto de séries sinteticas
construidas com a finalidade de realizar um estudo totalmente
controlado, onde uma das fontes de incerteza, a escolha do
modelo gque descreve o comportamento das vazdes, & totalmente
anulada.Neste caso toda a incerteza introduzida no estudoc 2

proveninte dos errcos amostrais de sstimagio de parametros.



25

Doravante denominaremos estes conjuntos de Cenario
A {desvio padréo ©,1) e Cenarig B (desvio padrdo ©,8) de

forma a facilitar a exposigZo. A seguinte nomenclatura sera

adotada:
n numero de vazdes de uma serie (=40)
numero de séries do cenario (=100)
i indice da vaz3o, i =1, ..., n
J indice da serie, j = {, ..., m
i vazdo i da série |
"J serie j de vazdes
Mo valor esperado da populagio x
L. desvio padrio da populacio x
;J média amostral da série |

=]
n

n
I xi./n (I111.1)
i=1 J

s.{x) desvio padr3c da serie j

n
200 = (E (xg - ;J)i/(n-x))lfz (111.2)

A avaliagao das metodologias Bayesiana, Jackknife e
Bootstrap, baseou-se na comparagdo das variabilidades, em
torno do “valor verdadeiro”, das estimativas obtidas por
estas metodologias com a mesma variabilidade da estimativa

obtida com formulas da Estatistica Classica,

I11.3, ESTUDOS DE CAS0S

111.3.1., CAS0O | - Desvio Padrio do Estimador de Vazio Media

A vazido media & talvez o pardmetro mais utilizado

em Hidrologia. Usualmente ignora-se a variabilidade amostral

e utiliza-se a media amostral, x, (da série de vazdes) como

se fosse o correspondente valor de populacéio, “x'
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Apesar de ¥ ser um bom estimador (nfc tendencioso e
eficiente}) da média de populagio, nio e correto supor que a

média amostral &€ o "proprio” valor de populagaéo, uma vez que

X & fungdo da amostra aleatdria, sendo portanto uma variavel
aleatdria. Isto &, diferentes amostras podem conduZzir a

diferentes médias amostrais. O que se pode provar & que sendo

¥ um estimador n3oc tendencioso, o valor esperado de ¥ (E[X}])
&€ igual a wmedia populacional (px}. Portanto se fossem
disponiveis inumeras séries de vazdes, das quais fossem
obtidas as wmédias amostrais, o valor médio destas medias

amostrais poderia ser considerado como n Como esta situagio

& impossivel, o que devemos fazer & estimar p, por X e

construir um intervale de confianca para n, da forma:

e qual deve conter A com uma probabilidade (i{-a}., O valor de

Z(1-a/2) € obtido aproximadamente da distribuigio normal

padrdo se S{(¥) & conhecido {devido ao teorema do limite

central}, caso contrario & obtido da distribuigio

%(1-as2)
t-studant com n-1 graus de liberdade.

Neste caso surge a necessidade de estimar S(¥)
(desvio padr8o de ¥) pois o intervalo de confianga sera tanto

mais preciso, quanto melhor for o estimador de S(¥).

Apresentaremos guatroc formas de estimar o desvio

padrdo de R (S(¥)), o Método Cléssico, o Bayesiano, o

Jackknife e o Bootstrap.

METODO CLASSICO

Pela Estatistica Classica temos que se os Ri sao

variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas com desvio padréo @ ent3o o desvio padrido de ¥
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S(F) = [var (%)]!/?
n
- L x. 172
i=1 t
= Uar( )
I n
- 172
{ n
= —— Var( E Hl)
| n? i=1
GH
= (111.4)
v

Se o valor de e, & conhecido podemaos facilmente

obter S(X). Como o estudo apresentado &€ baseado em cenario

artificiais, entio dispomos de o, e os verdadeiros valores de

S(¥) s3o:
= P x 0,1
CENARIO A: S(X) = = : = ©,0158%
/n /a6
%y @,8
CENARIO B: S({¥) = = 2 = ©,1285@
/n /40

Entretanto, L ¢ em geral desconhecido e @ estimado

pelo correspondente valor amostral {s(x)}.

No caso presente como cada um dos cenarios (A e B)

& constituido de 10® séries, para cada série é calculade o

estimador classico do desvio padrio de ¥, SClass(§)=s(R)//H,
resul tando num conjunto de 10® SClass(;)’ do gqual s8o obtidas
a média e a varilncia dos S (x).

Class

O algoritwmo abaixo esquematiza o procedimento para

avaliacado de SClaSS(H}'
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1. para cada série j de n vazdes calcula-se SJ(“) e

. 50

SClass(H) B Jn—

2. repete-se o item (1]} para todas as m séries.

3. apbés o item (2) ser concluido, calcula-se a

A

média e a varilncia de S (%},
Class

A figura II11.1 apresenta o s2squema para a estimagao

do desvio padr3o de ¥ pelo método classico.
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ESTIMADOR 00 DESUI0 PADRAD DE X
MET000 CLASSICD

: _o 50
{ xl'?E""'xn ]1——_4 Sl(x) - Sélass(x} - ;r-

. _ 8.
{ xl'f?""’xn»d__’ S,j("} - Sélass“) =,——-:

C.(x)

]JE‘

{ e} == Gold) = Kraes ()

&

E [Scrasst™]
UAR[Se e (]

Figura II1I1.1 - Esquema do Método Classico para o Calculo

do Estimador do Desvio Padrio de ¥
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METODO BAYESIANO

Como wmencionado ne capitulo II, & metodologia
Bayesiana considera os pardmetros desconhecidos do wmodelo
probabilistico como variaveis aleatdrias, as guais tem sua
distribuigdo de probabilidades construida a partir de

informagtes amostrais e naoc~amostrais.

Desta forma se o modelo probabilistico gque descreve
o comportamento das vazdes (¥) & conhecido, & possivel
determinar a distribuicao de preobabilidade de sSEeus

parametros.

No caso em estudo, como as vazdes s8c variaveis

aleatorias independentes, identicamente distribuidas, com

distribuicdo log-normal, uma forma de obter é(?} consiste em
considerar os lpgaritmos das vazdes Y=log X, que também sao
variaveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas, sendo mcdeladas pela distribuicdo normal. Neste
caso 4, e o, media e desvio padraoc dos logaritmos de o,
respectivamente, <30 0s parametros do modelo normal, que
segundo a metodologia Bayesiana possuem distribuigiao
posterior conjunta definida por ({II.!1}). Como H pode ser

expressa como uma fungdo de n, € o {BENJAMIN et alia [4]),

isto é:
i
M, = exp {py * = a;} (111.7a)
ai 1/2
o= {log (5t 1)} (111.7b)

H

¢ possivel determinar a distribuigioc de n,oa partir da

distribuigso conjunta de M dy {(I1.11) da forma:

" _ . .1 2
pr(px)-lg m £ (log C == O ay)day (I11.8)

¥

A partir de (111.8) podemos obter o valor esperado

g o desvio padrio de B
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E[px] u F; {u) du (111.9)

-— o

i 1/2
J—ﬂ{u—E(,uH])z E‘LH(u} du] (111.1@)

H

s{n,)

Outro procedimento seria obter a distribuigao de n
por Monte Carlo, ou =seja, a partir de {II.11) & possivel
obter por sorteio um grande numero de pares (py, oy) e
através de (III.7a) transform2-los num grande nimero de

sorteios M

Esta série de By pode ser suficientemente grande
para definir a distribuicio de n, e seus parimetros E(px} e

6(pm_ ). Para efeito de determinagdo de intervalos de confianga
X

pode-se considerar SBayes(X) = o(px].

No caso em estudo optou-~se pela determinagcao do

desvio padr3o de ¥ pela segunda alternativa pela evidente
facilidade de sua aplicagidoc bastando para isto algoritmos de
geracao de variaveis aleatorias qui-quadrado e normais
(NAYLOR et alia [25]}). Note que a wmedida que aumenta a
complexidade do problema obter expressdes para um determinado
parimetro pode se tornar uma tarefa ainda mais complexa do

que as integragdes em {III.8), (I1I1.9) e (II1.10@).

C algoritimo abaixo esguematiza a forma de

“

avaliagdo de SBayes(H)

{. obter série de vi; @ partir de uma serie j de n
vazdes (HiJ}.

t.1. construir £
Hy

o (equagdo (II1.12) com n’=0).
f
y

2

1.2, obter L duplas {p ,uy) sorteando ¢° da eguacgao

b4
(11.18) e py da normal condicionada que

aparece na equagdo (IIl.11}. Usou-se L=1020.
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1.3. a partir da série de L wvalores de “y e oy

obter séries de B - atraves da equacio

(I11.7).

A

1.4, determinar § pelo desvio padrio dos

Bayes(H}

1
Bs.

2. repetir item (i) para todas as m series.

3. apés o item {(2), obter 2 média e a variancia de
A

SBayes{H}'

A figura 111.2 apresenta o esquema desta

m=todologia,
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ESTIMADOR DO DESUIO PADRAD DE X
1ET000 BAYESIAND

l lng(xi) =y

y
[Yllyzl-nyyn} — {S }
1 y
} i 1
(Bgro,) —m, Eﬂuul
£ . 1 =
g ,0 1000 1000 o . (X)
vy ugie ) ——wm, X SBayes

(ng10, ) -—ﬂn EL#
£ :
B0, (”y' jLeeo 1@@@

E[S

Bayes(x]

UﬂR[SBayes( )]

Figura I11.2 - Esquema do Metodo Bayesiano para o Calcule do

(X)

Bayes

Desvio Padrio de ¥.
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JACKKNIFE

O oalculo do estimador Jackknife do desvio padréo

A

conforme exposto no item II1.3.1 para o caso emque 8 = X &

dado por Efron'?:

. — i n _.2 172
SJackk(x) = [ n{n-1}) ifl (“i"“) } {111.11)
pois,

n

L x,
N oy & . _
8 = 1= e & = K .

n
entdo:
N n 8—xi
B_i = e
n-1
A n A n n &-x. .
& ) = -—i—-— E B_i = —:-T-— b n—jl = @8
(- i=1 i=d
A —

A A n B”Xi o X - Hj
g8 . - 8 - = —— (111.12)

Substituindo a equagdoc {III1.12) na equagdo (I11.30@)
obtemos a equagdo (III.ii). Ou seja, neste caso o Estimador

Jackknife do desvio padrdo € igual ao Estimador Classico.

BOOTSTRAP

O célculo do Estimador Bootstrap do desvio padrao

conforme exposto no item {11.3.2), para o caso em que 8§ = X

consiste em fazer na equagao (II1.32),



n
* »* »*
g(xi, "2""'“n) = — I H, (111.13)

*

Consideremos "y como variaveis aleatorias

independentes e igualmente distribuidas com distribuigio

. i m r o * » *.
igual a distribuigcio empirica de Ko g(xl’HE""’Hn) & uma

variavel aleatdria cuja varidncia & dada por:

% % * £ »
Uar[g(xl,xz,...,xn)] = n —;; Uar{Hi] 111.14)

Se interpretarmos o estimador Bootstrap do desvio

padr&o como o desvio padrio de g(x:,u;,...,x:), tem-se gue:
. _ Uar[XZ] /2
lim Spogt(¥) = § ——— (I11.15)
B —

Substituindo-se na equagdo (IIIl.15) a formula do

Uar[xj] tem-se:

A / -
lim Spoot(¥) = =)y —Lni)— (I11.16)
B — = /n
Ou seja, neste caso os resultados do me todo

Bootstrap com E muito grande podem ser obtidos aplicando-se o

fator Jln-li/n aos resul tados do Metodo Classico,

RESULTADOS

As tabelas 111.1 e 111.2 sumarizam os resul tados

dos estudos realizados com os cenarios A & B respectivamete.

Como pode ser observado, o Método Classico tende a
subestimar (] valor wverdadeiro., Esta tendéncia e mais
acentuada no Bootstrap, visto que a estimativa do Bootstrap
para o desvio padrdoc de estimadores da media (vazido média]) &

obtida aplicando-se ao estimador do Método Classico o fator
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de corregio J/[n-1)/n, equagdo (II11.16). Tendéncia inversa
ocorre para a metodologia Bavesiana; por este metodo ha uma

tendéncia a superestimar o valor verdadeiro.

A variabilidade medida pelo coeficiente de variagéao
dos metodos Classico e Bootstrap s&o iguais, devido a relagao
entre eles. O Método Bayesiano apresenta uma variabilidade

equivalente no cenario A e levemente superior no cenaric B.

Quanto ao erro medio guadratico pode-se observar
gue o Metodo Classico e o Bootstrap apresentam valores

bastante proxkimos e ligeiramente menores gque o Bayesiano.

Mas tabelas III.1 e III.2 apresentou-se ainda, na
linha correspondente ao EBcocotstrap valores obtidos usuando-ce
a equagao (II.35) com B=1000. Pode-se notar gque os valores
obtidos s3o0 bastante proximos aos correspondentes no caso

limite de B 4 =,
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METODO MEDIA DESVIO COEF
PADRAC VARIACAO EMQllz
C . -3 -3 -3
Classico e 15,7610 1,75%1@ 2,111 1,75x10
Jackknife
Bayesiano 16,34x10°° 1,85x10°°  ©,112 1,92x10°°
Bootstrap 15,56%10 1,73x10°° @, 111 1,75%10 2
B —— =
-3 -3 -3
Bootstrap 15,64x1@ 1,Bixl0 @,115 1,82x10©
B = 1000
Valor -3
Verdadeiro 15,81xi0@

Tabela III.i

- Sumario dos estudos realizadoe para o

estimador do desvio padrido da vazio média

com o Cenario A. E.‘l"!(;)lf2 = raiz quadrada do

erro meédio quadritico. Média, desvio padrio,

cosficiente de variaglo e EMQllzdo estimador

de desvio padrio de X.
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METODRO MEDIA DESVIO CCEF
PADRAO variacko EMQ'’/?

Classico e @,1205 @, D325 @,289 @,2330

Jackknife

Bayesiano @,1428 ®,0329 @,231 @,0367

Bootstrap ®,1190 ®,0321 ®,269 ?,0330

B —i =

Bootstrap @,1198 @,0326 @,2%2 ®,0333

B = 1000

Valor

Verdadeiro ®,1265

Tabela II!.2 - Sumario dos estudos realizados para o
estimador do desvio padr3o de Vazi&o Média
com Cenario B. EMQ1/2= raiz quadrada do
medio gquadratico. Média, desvio padréao
coeficiente de variagao e El"ﬂ.’)l/2 do

estimador do desvio padrdo de X.



39

111.3.2 CASC 2 - Desvio Padr3o do Estimador da Vazio

Decami lenar

& ocorréncia de cheias tem causado prejuizos em
diversas sociedades gue vi3o de perdas das benfeitorias
localizadas nas areas inundadas até perdas de vidas humanas,.

A previs8o de cheias pode sem duvida reduzir estes prejuizos.

No dimensionamento de obras hidraulicas ou de seus
orgios, isto €, na determinagdo da forma do vertedor de
barragens, da altura de diques de protegdoc marginal, do
didmetro de coletores, ou de obras de artes em estradas e
aeroportos e ainda na delimitaglo de areas susceptiveis a
inundacdes, & muitas vezes suficiente, pelo menos ew primeira
aproximagido, a determinagdo deo pico da cheia correspondente a
um intervalo de recorréncia de T anos, x{T}, tal que a

probabilidade de ocorrer vazdes maiores ou iguais a ela e

dada por: P{(X * x(T)) = T_l; em vez da determinagio completa

da forma da hidrografa da cheia.

Para a maioria das estruturas hidraulicas de grande
responsabilidade, T e em geral adotado como i0.002@ anos e
*{(12.000) & denominada pico da cheia decami lenar, ou

simplesmente vaz3o decamilenar.

A aproximagido usual para o calculo de x(T) e o
ajuste de uma distribuigao de probabilidade F{.} ao conjunte
de maximos anuais observados {xl,xz,...,xn} e atraveés desta

obter o valor de x{T} por extrapolagdo.

Contudo o valor obtido desta forma para x{T) &
apenas uma estimativa gque & afetada pela wvariabilidade
amostral. Como descrito no item III.3.1, uma forma de
considerar esta variabilidade amostral na estimativa de x(T)

e construir um intervalo de confianga para K(T). Para tal

precisamos determinar o desvieo padrio de x(T). As quatro

metodologias: Méetodo Classico, Bayesiano, Jachhnife e
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Bootstrap foram utilizadas para estimar o desvio padrac de

X(T).

METODC CLASSICO

A determinagdo do desvio padrioc de um quantil x(T),
pelo Método Classico, gquando adota-se a distribuigfo de

probabilidades dos u’s log-normal dois parametros &€ sstima-se

pelo método dos momentos & dado por KITE [26], como:

o
H
o(x.) = 6 (I11.17)
T /n
onde :
n = numero de maximos anuais, {(x), n=40
e, = desvio padrao dos maximos anuais
§ = [1+(Cv +3CujF+(Cu+acu®+iscvirisce?inir?sayt’/?
(1I1.18)
Cv = coeficiente de variagdo dos maximos anuais,
Cu = [axp{ai} - 17t (111.19)
e, & o desvio padrdoc dos logaritimos dos maximos
anuais,
a; 172
o = kog(——y— + 1) (II1.29)
b4 H
F fator de frequéncia,
o= exp{[lagil+€u2)]1/2 z—[log(1+Cu2}]/2}—1
Cv

(1I1.21)
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Z = &€ o valor da distribuicic nermal padronizada

associada a probabilidade p:l—T_i, (T=periodo de

retorno].
Se os valores de o Cv sd3o conhecidos pode-se

facilmente obter o« A tabela I1II.3 apresenta os valores

T}
dos pardmetros necessarios a determinagio de a(xT] e o

préprio G(HT} para os cenarios A e B.

CENARIO M, L Cv Moy F & o (%)
A 1, ©,1 @, 1,379 4,420 3,590 ©,057
B 1, ©,8 ©,8 10,688 12,110 27,880 3,520

Tabela 1I11.3 - Valores de ofx e dos pardmetros

T
necessariose para o calculo dos meEsSMOSs,

considerando os cenarios A e B.

A obtengio do “valor verdadeiro” de a(xT} e
possivel neste caso porque se conhece o valor de populacgio de
u, e 0, media e desvio padrfo dos maximos anuais. Geralmente

X
entretanto, estes valores sao desconhecidos e sao estimados

pelos correspondentes valores amostrais x e Sy obtendo assim

o Estimador Classico do desvio padrdo de x(T),

SCIass(HT}'

Este procedimento foi adotads para o calculo de

L LY
SClass(HT) para as (@@ series de mdximps anuais dos cendrios

A e B.
O algoritmd gque esquematiza este procedimento e o
mesmo apresentado para o Método Classico no item 111.3.1,

apenas substituindo o item { pelo edposto a seguir:

1. Para cada série j de maximos anuais

1.1~ calcula-se ;j‘ 55 () e Cvj



a2

1.2- calcula-se Fj @ Jj

- - J " -
{.3- calcula-se SClass(xT] = 6J SJ(H) / /n

A figura III.3 apresenta o esgquema de Metodo

Classico para o calcule do desvio padrao de XT.
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ESTIHADOR DO DESUI0 PADRAD DE ¥7
IET000 CLASSICO

A
111.21 ; \ 8,5, (x)
yIFy 4 ' SClass(“T] =
II11.18 /n
{ FurBare iy

111.21 - NN E)
Fm am SClass("T)=
111.18B l /1
E [SClass{xT)]
UQH [SClass( KT)]
Figura I11.3 - Esquema do Método Classico para Estimacfo

A
do Desvio Padrio de XT {Estimador da Vazao

com T anos de Recorréncia).



44

METODO BAYESIANO

Assim como no item II1I1.3.1 conhecendo-se F; o !
y'y

distribuicio posterior da média e do desvio padréoc dos
logaritmos dos maximos anuais (x), equagdo (II.1l) & possivel

r

determinar a distribuigdo do quantil X Senio, vejamos:

T

Seja YT = log HT, iste e, YT e o quantil da

distribuigac normal. Sabe-se gue:

Yp = My * 25 0y (I11.22)

onde :

& © valor obtido da distribuigao normal padrio

i

It

relativo a uma probabilidade T

A distribuicdo de Y., e calculado por:

T

£5 (ym) = ] £ (Yo~-2z. ¢_,0 ldo {(I11.23)
Yor'T o M9, T T "y 'y’ 7y

E a distribuicio de X, é& dada por:

T

1
£r (Rp) = —— £5 (vq) (111.24)
XT T XT YT T
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Com a distribuiclo de XT' equagaoc (111.24), pode-se
determinar o valor esperado e o desvio padrao de XT:

E[X.] = ]_EHT fﬁT{xT) i, (II1.25)
“ 2 .. 172
oy = [] (% - E[®.])° £ (xg) de] (I11.26)
T ~e T
Para efeito de determinagio do intervalo de

confianga pode-se considerar SBayesth) = GXT.

Neste caso também & possivel determinar a

distribuigdo de X, por Monte Carlo, o algoritmo exposto no

T
Método Bayesiano do item III1.3.1 para avaliacldo de SBayes(x)
pode ser adaptade, alterando-se apenas o item |, como segue!

{- obter serie de YiJ a partir de uma série de n
maximos anuais (X, . );
1)

1.1- construir F; o (equagdo (I1I1.12) com n*'=0);
y'y

1.2- obter L pares (py,oy) sor teando 05 de (II.18)

] py da normal condicionada gque aparece em
(IT.i1), L=1000;

1.3- & partir da série de L valores de py e o

obter série de ® atraves de

T
Kp = exp(py + zaoy};
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{.4- determinar

]
XT s,

SBayes("T) pelo desvio padrdo dos

A figura II1.4 apresenta o esquema do Metodo

A

Bayesiano para a estimagdo do desvic padrio de XT'



47

ESTIKADOR 00 DESUIO PADRAD F X7
I£T000 BAYESTAND

{xl,xz, Cr }1
. ' log(xi) i
{yl.yz, ,Yn}

L (II 18},'“-‘ 1 & )1‘_’3
£ IT.11 .
Hy1%y <i: (11.18]( :a }L_4X ::> SBayeé T)

(11.11)

[_4 i Lll—iﬁl p 'O )1—4X
£r (11.11) 7,
e <u‘ L8 (1o ), — > SB“EL’ v

(I1.11)

Fr §

Bayes(xT)]

UOR [Soayee ()]

Figura I111.4 - Esquema do Método Bayesiano para o Estimagio

do Desvic Padrao de Xp (Estimador da Vazdo de

T anos de Recorréncial
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JACHENIFE

O caleulo do Estimador Jackknife do desvio padrio

A A A

A A
do parametro &, quando & = X, SJackk(xT) ndo & um caso

particular como g = ¥, item I11.3.1, em que

A

Neste caso para determinar S

A — A _ A
Syackk(¥) = Sciags ¥} Jackk (¥7)
deve-se recorrer ao procedimento descrito no item 11.3.1 que

pode ser esquematizado pelo seguinte algoritmo:

i- obter serie de yij a partir de uma série de n
mdximos anuais (Hij);

f.1- a partir da serie de yiJ obter uma
i C L. Ce
pseudo-amostra zJackk’ omitindo-se o i-ésimo

ponto da série de Yiji

1.2- determina-se y. e 5;, média e desvio padrio da

i
pseudo-amostira Y yackk '

M —i i
1.3- calcula-se X, = exp(y + z, sy);

1.4- repete-se os itens (1.1} a (1.3) n vezes;

{.5- determina-se SY equagao (I11.3@), a

Jackk(XT}'

partir des n X; obtidos;

2- repete-se o item (i) para as m séries do cenario;

- - — ’ - - - &J ~
3~ determina-se a media € a variancia dos SJachk(xT)'

A figura I11.5 apresenta o esquema do Jackknife

para a estimagdoc do desvio padrio de Koo
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{xgspreevanp}y
[tog{x; )=y,
{Yl IY2! L ’yn}l
] .
— zjackk={y2’y3"“’yn}l—* :1 _4X;
. )
. . X
. SJackHT)
n a | yo “n
= Ygackr=(Yy¥ar o ¥nog) B g0 fEp)
Y
{xl,xz,...,xn}m
Jlog(x )=y,
{yl IY2I L ’Yn}'m
—1 .
— Yjackkz{y2'ys""’yn}i‘* i‘ ‘*Xé
~ ha
Am .
X
SJacékT}
n n T ‘n
—  YJackk>{YYare e ¥pog b2 B[R] l
4
E| Ssaci )]
UnB[ SJackk(iT)]

Fiqura III.5 - Esquema do JackHnife para a Estimagdo do

Desvio Padrio de Rep (Estimador da Vaz8o de T

Anos de Recorréncia).
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BOOTSTRAP

0 procedimento adotado para avaliagao de SBaot(xT}

seque o algoritmo de Monte Carlo descrito no item 11.3.2 com

algumas alteragbes gque o tornam especifico para o caso de

& = XT. O algoritmo a seguir descreve este procedimento.

1- obter

anuais (X

1.1-

série de yij a partir de série de n maximos

)3

J

a partir da serie de yiJ obter uma

peeudo-amostra Bootstrap y;oot;

determina-se ;b e sg, média e desvio padrio de

pseudo-amostra ygnnt;

calcula-se x$ = exp{?b + z s:]
repete-se os itens (1.1} a (1.3) B vezes
(B:l@@@) H

equagac (II.35) a

determina-se SBDDt(XT)

partir dos B X?;

2~ repete~-se o item (1) para as m séries do cenario;

3- determina-se a média e a varidncia dos S, (¥.).



do desvio padrao de X

A figura III.6 apresenta o esquema para

Si

pelo Bootstrap.

estimacio

T
(CTRRYRERRE
J1os (%)=,
{yl IYZI T 'Yn}i
1
i 1 1 141 “4
— Yoot =V sYgreesvp)y —| I1 | —8p ]
1 A
()
SBoot T
B B B B.B T AB
S zBoot ={y1,y2,...,yn} — sg —4XT J
(ryoigoesoiigdy
Jtoa(x;)=y,
SATI PYRRER AN
—1
1 sl 1.1 v S
—  Ypogt SUYprYpror Vol 5; —¥q
m A
' (%)
SBoot T
y A
n B B B.B B
== Yoot S{Y(aYaree vl 55 —Er | l
E[ SBoot (XT)]
UAR| Secor (i)
Figura IIl1.,6 - Esquewma do Bootstrap para a Estimagio do

Desvio Padrdo de X, {Estimador da Vaz&o de T

Anos de Recorréneia).
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RESULTADC

As tabelas III1.4 & 111.5 sumarizam os resultados
dos estudos realizados no CASO 2 com os cenarios A e B

respectivamente,

Analizando as tabelas (I1I1.4) e (III.S5), que
sumarizam os resultados do estudo realizados para vazao
decamilenar, pode-se observar que ] Meétodo Classico
apresentou uma forte tendéncia a subestimagdc em relagio ao
"valor verdadeiro", enquanto o Jackknife apresentou
comportamente distinto para os dois cenarios considerados:
para o cenario A a tendéncia & de superestimagdoc em relacido
ao valor verdadeiro & no cenario B a tendéncia & de
subestiwmacan, apesar disto em ambos os cenarios os valores

obtidos foram bastante razoaveis quando comparados com O

"valor verdadeiro”,. No Bootstrap ambos os cenarios
apresentaram valores muito proximos dos "valares
verdadeiros”, com leve tendéncia a superestimacio, A

Metodologia Bayesiana como no caso da Vazdo Média apresentou
consideravel tendéncia a superestimagio em relagdoc ao “valor

verdadeiro”,.

Quanto a variabilidade, os meétodos Bootstrap e
Jackknife apresentaram valores similares em ambos os
cenarios, enquanto que o Meétodo Classico para o cenario A
apresentou a menor variabilidade entre as metodologias e para
o cenario B a maior variabilidade. A& wmwetodoclogia Bayesiana
foi a que apresentou a menor variabilidade no cenario A e
variabilidade muito prdxima as Técnicas de Reamostragem no

cenario B.

Quanto ao erro medio quadrado as Técnicas de
Reamostragem (Bootstrap e Jackknife) apresentaram os menores

valores.
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METODO MEDIA DESVIO COEF
PADRAO variacko EmMQl/?

Classico ®,0326 4,96x10 ®,0t4 2,16x10 2
Bayesiano 0,072 1,08x10 2 ®,015 1,85x10 2
Jackknife ®,065 1,a0x10" 2 ®,022 1,61%10°°
Bootstrap 0,062 1,33x1®_2 0,021 1,42x10'2
Valor

Verdadeiro ?,057

Tabels II1I1.4 - Sumario

estimador

decami lenar
guadrada
desvie

172

EMG

padrao,

dos estudos

do desvio

com cenario A. EMQ

realizados para o
vazido

172 .
=raiz

padréo da

erro wmedio

quadrado. Media,

coeficiente de variagado e

do estimador do desvio padrio de XT.
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METODO MEDIA DESVIC COEF
PADRAO vaRiAcko EMQL’/?
Classico 2,33 1,22 @,52 2,64
Bayesiano 5,29 2,32 0,44 2,92
Jackknife 3,42 1,46 @,43 1,46
Bootstrap 3,54 1,63 @,4a6 1,63
Valor
Verdadeiro 3,52
Tabela III.5 - Sumario dos estudos realizados para o
estimador do desvio padrio da vazao
decamilenar com cenario B, EHQ1/2=raiz
quadrada do erroc medio quadrado. Media,

desvio padrio, coeficiente de variagio e

i72 9

EMOQ do estimador do desvio padrio de XT.
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111.3.2 CASO 3 - Desvio Padrio do Estimador do Tamanho do

Reservatorio para Lm Nivel de

Regularizacdo de 90%

N3o ha davida gque a situagido ideal para a
utilizagio dos cursos d'agua seria gque os mesmos mantivessem
uma vazao natural constante, ndo sendo influenciados pelos
periodos secos ou chuvosos. Este fato, obviamente nioc ocorre.
A oriagido de reservatorios nos cursos dl’agua, permite a

regularizagio das vazdes.

Quando o problema a contornar s3c as cheias

projeta-se um volume para o reservatorio, denominado “"volume

de espera”, com o ocbjetivo de encaixar o excesso dfagua
rovocado elas cheias arantindo-se u ENcia mWEnor
P d pel h P = tind ma deflu o
gue um dado limite, chamada "vazio de restricdo”

(KELMAN [27], STEDINGER et alia [28]). Quando o problema e a
estiagem projeta-se um volume para o reservatdrio, denominado

"volume Util”, o qual deve ter a capacidade de garantir uma

defluéncia maior ou igual a um certo limite, chamada “vazio
garantida™ (DAMAZIO et alia [28]). O calcule do VUolume de
Espera 2 do Volume Util s30 problemas matematicamente
simetricos, distinguindo~se pelo intervalo de diecretizagao
do tempo, enquanto a cgheia e um fendmenoc rapido, a8 estiagem

e um fentmeno lento.

Neste item nos dedicaremos ao problema
exclusivamente da estiagem, ou seja, garantir uma vazao

defluente durante todo decorrer da vida ttil do reservatorio.

Até as wUltimas deécadas o dimensionamento de

reservatérios wutilizava = Abordagewm Empirica, que & baseada

na aplicag&c da curva de massa (RIPPL [3@],1887) &8 sequéncia
de vazdes observada. Esta forma de dimensionamente traz
inumeras desvantagens (KELMAN [31]) devido a utilizagao de
uma unica sequéncia de vazdes. Deste modo dimensiona-se um
reservatorio de tamanho tal gue garantira a vazdo defluente
pré-fixada, se uma segquéncia de vazdes como a observada no
passado voltar a ocorrer ne futuro, o gue e altamente

improvavel,
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Uma alternativa ao método empirico e analisar o
dimensionamento de reservatorio do ponto de vista

probabilistico.

Seja x = {xl,xz,...,xn} uma série de vazbHes anuais

e

afluentes a um reservatorio. Entdo, para um reservatorio

inicialmente cheio, a capacidade requerida (Hn} para defluir

a% da vaz3o média anual do histdérico (%}, & dada por:

K = max{q, } (I11.27)
i={, ...,n
sendo:
q, = @
. a - .
q; = max{0; Ty * Tgp * " xi} i=1,...,n (III.28)

Como distintas séries de vazdes anuais x estlo

A

associadas por (II1.27) e (I11.28} a distintas capacidades,
Hn deve ser encarada como uma variavel aleatéria a qual se
associa uma distribuigd3o de probabilidades. Vamos supor que o
projetista interessa-se pelo valor esperado & pelo gquantil a
95% desta distribuigdo. GOMIDE [32], 1875, derivou para o
caso de afluéncias independentes e reqularizagao total a
distribuicdo assintotica de Rn. Apresentou ainda um metodo
aplicavel a gqualgquer distribuigéo das afluénecias {supostas
independentes) e de regularizagdo total. Em geral o método de
Gomide exige a solugdo numérica de integrais ou o uso de
distribuic8es discretas para aproximar distribuicdes
continuas. Evidentemente, outra alternativa & o uso do Metodo

de Monte Carlo.

As tabelas II1I.6 3 I1I.8 apresentam para os niveis
de regularizacio de 70%, 90% e 95% o valor esperado (mh4®)’ o

desvio padr3oc (S e o quantil de 93% (RQQ(ESZ}) da

kqe}'
distribuigdo de kqe para afluéncias log-normais
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NIVEL DE REGULARIZACAQ = 70%

Ve Map Swae  Kaol(®5%) S(m, 40) S(k 4 (95%))
1.00 1.8152 ©.7518  3.2923 ©.6696 1.2414
©.95 1.7798 ©.7330  3.1858 ©.6454 1.1954
©.50 1.7401 ©.7111  3.1228 0.6196 1.1452
©.85 1.6956 0.6869  3.0542 ©.5917 1.0903
©.80 1.6444 ©.6607  2.9377 0.5623 1.0351
®.75 1.579 ©.63i1  2.8300 ©.5314 ®.9766
©.70 1.5243 ©.5988 2,704l ®.4988 ®.9157
©.65 1.4533 ©.3660  2.5848 .4645 ©.8540
®.60 1.3747 ©.5316  2.4174 .a288 ®.7875
©.55 1.2898 ©.4967  2.2256 ©.3917 ®.7156
©.50 1.1958 0.4600  2.0477 0.3539 0.6369
©.45 1.0920 ©.4223  1.8479 2.3160 ©.5519
©.40 ©.9794 ©.3829  1.6510 ©.2787 ©.4670
©.35 ©.8556 ©.3422  1.4683 0.2438 .3892
©.30 ©.7134 ©.3104  1.2639 ©.2127 ©.3230
©.25 ©.539% ©.2966  1.0686 ©.1835 ®.2703
©.20 ©.3174 ©.2775  ©.8145 ©.1423 .2360
©.15 ©.0865 ©.1744  0.4574 ®.0706 ©.1877
©.10 ©.0200 ©.0155  ©.0702 ©.0132 0.0693
2.05 0.0000 ©.0000  ©.0000 . 0000 o.0000

Tabela [11.6 -

Valores da wedia (m ,,}, desvic padrdo (S, ,,),

quantil a 35¥% (Hq@(952)) da distribuigdc do
A
tamanho do reservatorio (kn) e de S(m ,.)

(desvio padrao da média de kn), S{ﬁ4®(951])
(desvio padrdoc do quantil & 95% de kn}, para
n=40, nivel de reqularizacio 70%, afluéncia
log-normal, independente, Em funcio do
coeficiente de variaclo das afluéncias. Todos
os valores da tabela est3o padronizadas pelo

desvio padr&ao das afluéncias.
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NIVEL DE RELARIZACAO = 90%

Ve Mg ka0 ko (25%) S(%kqe) s(ﬂqa(gsx)}
1.00 4.1880 1.8197 7.7936 1.2773 2.2878
®.95 4.1773 1.8214 7.7062 1.2467 2.2463
®.90 4.1595 1.8205 7.6849 1.2134 2.2022
©.85 4.1344 1.8161 7.6989 1.1774 2.,1543
©.80 4.10!1 1.8068 7.6892 1.1379 2.1001
®.75 4.0577 1.792S 7.5944 1.0955 2.0345
©.70 4.0041 1.7712 7.4072 1.0500 i.9606
@.65 3.3376 1.7416 7.2623 1.0013 1.8686
®.60 3.8563 1.7026 7.1205 ©.9493 1.7689
©.55 3.7570 1.5533 6.9713 ®.8958 1.6633
©.50 3.6367 1.5932 6.7218 ©.8395 1.5623
©.45 3.4933 1.5233 5.4914 ®.7809 1.4705
©.40 3.3207 1.4378 6.1031 ©.7208 1.3740
©.35 3.1142 1.3321 5.6484 ©.6594 1.2539
©.30 2.8623 1.2028 5.1308 ©.5962 1.1073
©.25 2.5572 1.0483 4.3609 2.5301 ©.9696
©.20 2.1780 ©.8729 3.8225 ©.4578 ©.8238
®@.15 1.7112 ©.6939 2.9951 ©.3737 ©.6376
.10 1.1227 ©.505! 2.0990 ©.2862 ©.4682
©.05 ©.3046 ©.3026 ©.8224 ?.0969 ©.2191

Tabela III.? - Valores da meédia (m ..}, desvio padrio (S, ..},

quantil a 23% (kqe(BSZ)) da distribuigido do
tamanho do reservatdrico (kn) e de S(NHQQ)

(desvio padrio da média de kn}, S(QQQ(SSZ))
(desvio padr&o do quantil a 25% de kn), para
n=4@, nivel de regularizagioc 90%, afluénecia
log-normal, independente, em funcéo do
coeficiente de variagdo das afluéncias. Todos
os valores da tabela estfio padronizadas pelo

desvio padrio das afluéncias.
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NiVEL DE REGULARIZACAO = 95%

Ve  ™ae Swao Hg0(%5%) S(m, 40) S(k 4q(95%))
1.00 5.0696 2.1812  9.3444 1.4440 2.5380
©.95 5.0884 2.1985  9.4143 1.4121 2.4992
©.90 5.1030 2.2141  9.4705 1.3776 2.4564
©.85 S5.1126 2.2277  9.5178 1.3406 2.4082
©.80 5.1161 2.2388  9.5482 1.3008 2.3523
©.75 5.1117 2.2465  9.4789 1.2582 2.2865
©.70 5.0876 2.2504  9.4792 1.2129 2.2100
0.65 5.0724 2.2497  9.4875 1.1648 2.1236
©.60 5.0347 2.2432  9.4609 1.1141 2.0348
®.55 4.9820 2.2284  9.3701 1.0609 1.9465
©.50 4.9108 2.2040  9.3416 1.0057 1.8662
©.45 4.8164 2.1680  9.1398 ©.2493 1.7864
©.40 4.6924 2.1148  8.8923 ©.8923 1.6956
©.35 4.5313 2.0381  B.5979 .8351 1.5923
©.30 4.3161 1.9316  8.1637 ®.7768 1.4936
©.25 4.0338 1.7936  7.5984 ©.7157 1.4008
0.20 3.6548 1.6017  6.6984 ©.6497 1.2497
©.15 3.1359 1.3346  5.7221 ©.5738 1.0688
©.10 2.3803 ©.9700  4.2293 ®.4701 ©.8411
©.05 1.2310 ©.5634  2.3327 ©.2780 ©.5089

Tabela II1.8 -

Valores da média [mhqe}, desvio padrao (SRQE)’

quantil a 95% (k,,(95%)) da distribuigdo do
tamanho do reservatorio (kn) e de S(mkq@)

(desvio padri3c da média de kn}), S(ﬂq@(95%})
(desvio padrdo do quantil & 954 de kn), para
n=4@0, nivel de regularizacio 95Y, afluéneia
log-normal, independente, em funcio do
coeficiente de variagdo das afluéncias. Todos
os valores da tabela estdoc padronizadas pelo

desvio padrio das afluéncias.
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independentes. As figuras (111.7), (111.8) e (II1.9)
apresentam curvas de LIPPS SRQO e kqo{BSZ] para os niveis de
regularizagio de 70%, %@/ e 95%, em fungdo do coeficiente de

variagdo das afluéneias.

Através da tabela 111.7 & possivel determinar, para
um determinado nivel de regularizag8c tanto ™ Ao quanto
kgp(99%) se conhecidos wedia e desvio padrdo das afluéncias,
Assim para o cenirio A e um nivel de regularizacio de 90%
tem-se mkqe=®,ll e k4®(952)=0,21. Contudo,na pratica, o
projetista nio dispde dos valores populacionais de media e
desvio padrao das afluéncias, wmas sim de estimativas

amostrais. Interessa portanto considerar a variabilidade

amostral de ™oap € de HQQ(BSA). A seguir passamos a
investigar a aplicagio das quatro metodologias, utilizadas

nos itens II1.3.1 e II1.3,2, na determinagdo do desvio padrio

de ™ oao © de kqe(QSZ}.

METODO CLASSICO

A Analise Estocastica de Reservatorios (Gomide

32)
ainda naoc se desenvolveu o bastante para fornecer férmulas de

desvio padrido de estimadores. No entanto, & facil obter pelo

Mé todo de Monte Carlo este desvio padraoc para casos

especificos. As duas tltimas colunas das tabelas (I1I1I1.6},

(II1.7) e {(I11.B) fornecem o desvio padrio de %RQQ e QQQ(QSZ)
para afluéncias log-normais independentes ¢ niveis de
regularizagio de 70%, 90% e 95%4. As figuras (II1.i@) e
(111.11) apresentam as respectivas curvas, e as figuras
(I111.12), (I11.13) e {111.14} que correspondem aos niveis de

regularizagdo 70%, 9204 e 95% respectivamente apresentam as

curvas de e k 95Y% )} com seus intervalos de um desvio
"L ap a0

padrao. Se os valores de px a 0x =80 conhecidos pode-se obter

facilmente S("hqoj e S(RQD(BSZ)). Para o cenario A obtem-se

S(m, 40)=9,0286 ¢ S(k,,(95%)}=0,0468, e para o cendrio B
S(mh4®)=@:9100 e S(HQQ(QSZ))=1,58®®. Novamente, na pratica o

projetista obterda uma estimativa para 5(“hqo) e S(RQQ(BSZ))
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Figura 1I11.7 -

Curvas do valor esperado do tamanho do
reservatorio em fungdo do ceoeficiente de
variag8o das afluéncias, (mkéﬁ x CV),
considerando registro de 4@ afluéncias
independentes, lognormais e niveis de
regularizagao de 0%, 904 e 85%. Os
valores de ™. a0 estido ew unidadesde

desvio padridc das afluéncias.
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Figura 111.8 - Curvas do desvio padrfio do tamamho do

reservatorio ewm fungio do coefiente de

rae X cv),
considerande registro de 4@ afluéncias

variagio das afluéncias, (S

independente log-normal e niveis de
regularizagdo de 70%, 904 e 85%. Os

valores de estio em unidades de

Srao
desvio padrio das afluéncias.
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111.9 - Curvas do quantil a 95% da distribuigdo

do tamanho do reservatorio em funcdo do
coeficiente de variagdoc das afluéncias,
(RQQ(QSZ) x CV), considerando registro
de 9@ afluéncias independentes,
lognormais & os niveis de regularizacgio
de 9L, 204 e 85%., 0Os valores de
RQQ(QSZ) estdo ewm wunidades de desvio
padrio das afluéncias.
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- Curvas do desvio padrao do valor
esperado do tamanho do reservatorio em

funci3c do coeficiente de variagdoc das

afluénecias, {S(%hqo]x CV),considerando
o registro de a0 afluénecias
independentes, lognormas e niveis de
regularizacdo de 7@%, 9S04 e 93%. Os

valores de S(m ,) estio em unidades de

desvieo padrio das afluéncecias.
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Figura III.it!

- Curvas do desvio padr3oc do quantil 95%

do tamanho do reservatorio em Ffuncio do

coeficiente de variagio das

afluéncias, (S(RQQ(QSZ] x CV),
considerando o registro de 11s)
afluéncias independentes, lognormas e

niveis de regularizagio de 704, 90% e

85%. Os valores de S(k,,(95%)) estdo em

unidades de desvio padrio das afluéncias
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usando Sy e ®%. Para cada uma das 100 series de afluéncias dos

cenarios A e B foram obtidos SClass(mkqe) e SClasS(kq@(BSZ]}
segundo uma alteragdoc do item | do algoritmo em III.3.1
(Metodo Classico]).

i- Para cada série j de afluéncias (xiJ);
1.1- calcula-se sx., X, € CVUx _ ;
J J d

1.2- obtem-se na tabela III.7 SClass(mHQG} e

A

Sciass{#qp(®5%))-

A figura III.15 apresenta o esquema de estimagdo do

desvio padrao de ™ g © Kap(95%) pelo metodo classico.
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Figura 111.15- Esquema para Estimag8o do Desvio Padrio

954

do Tamanho do Reservatdrio

de m 40 © de k 5%4)(media e quantil a

qa(g
da Distribuicao
capaz de Regularizar a% da Vazao Media) peio

Método Classico.



71

METODC BAYESIANO

Neste caso também e possivel determinar
SBayes{"h4®) ol SBayes(
Bayesiano utilizando o Métode de Monte Carlo. O algoritmo

k,p{95%)) para cada série j pelo Método

inicialmente considerado (item 1I11.3.!, Método Bayesiano)
pode ser adaptado para este caso alterando-se o item !, como
segue !

1- A partir de uma série | de alfuéncias anuais (=

ij)
obter uma série de yij’ logaritimo dos xiJ;

1.1- construir F; . (equagdo (I1.12} com n*'=0);
y'y

1.2- obter L pares (py,ay) sorteando a; da equacédo
(11.18) e My da normal condicionada que

aparece em (I1.11); L=100®;

1.3- para cada par (py,ay} obter por (III.7) e

(I11.2@) M. 6 e na tabela (111.7) ™oap ©

kqo(QSZ);
1.8- a partir da série de L valores de ;hQQ =
kq®(95zj determinar SBayes(mHQQ) e

SBayes (K40(®5%))-

A figura IIl.i6 apresenta o esquema de estimacdo do

desvio padréo de ™ oap € kqo(BSZ) peloc método Bayesiano.
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Figura 1IIl.16- Esquema para Estimagdo do Desvio Padrio

de m qn € de HQG(QSZ}(Hédia e quantil a

da

Distribuigao

S5%

do Tamanho do Reservatédrio

Capaz de Regularizar ao¥% da Vazdo Média) pelo

Bayecsiano.
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METODO JACKENIFE

O procedimento adotado para a avaliagao do desvio

padrdo de ™ s © HQQ(QSZ) segue o algoritmo do item III1.3.2
referente a este metodo, alterando-se apenas o item |1, como

edposto a seguir:

1- para uma seérie de afluéncias anuais Hiji

1.1- obter uma pseudo-amostra x omitindo-se o

~Jackhk'

i-ésimo elemento da série de HiJ;

1.2- com a pseudo-amostra obtida calcular X e

si(x). Usar a tabela III.7 para obter ﬁhq@ e

kg l95%)

1.3~ repete-se os itens (1.1) e (1.2} n vezes;

_ ) _ AJ‘ A AJ A ]
1.4- determina-se S8;_ _..(m ,.]) e SJaDkk(kqe(BSA}}
equagdo {II1.30) a partir dos n ™ a0 € ﬁqo(saz)

obtidos.

A figura I111.17 apresenta o esquema de estimagdo do

desvio padréo de m .. e k,p{95%) pelo Jackknife.



74

ESTIMOR 00 DESUID PAORAD [F fiy € K 05>
METO00 JACKKNIFE
Xpr¥orr o ¥ply
Pix,, %, ' ¥ ;1 Fig. %kd@ "
e el Sl LI EANCET | A
N[R, ;K50 R__ %, Fig. %RQG A R
R ] I WCET) | CREEED
CIFE PN
Ll®os R o oy R ;1 Fig. %kqa A .
tLe 2 N S —fffTE* kgp(95%) S?acéﬁhqe)
nlx, ,u ., n__ ;; Fig. %RQQ ~ N
e *n(*) 11s |*a0(33%) .S?acéﬁqe(g5z))
E[SBayes(QHQQI]’UﬁR[SJackk(ﬁmqe]_
E{SBayes(QQQ(gsx])]'UﬁR[SJacHR(QQO(QSZ))_

Figura 1I1I1.1{7- Esquewa para

Estimagio do Desvio Padrae

de ™ a0 © de hqa(QSA){nEdla e quantil a 95%

da Distribuicdoc deo Tamanho do HReservatério
Capaz de Regularizar @% da Vazio Media) pelo

Jachknife.
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METODO BOOTSTRAP

A

Para a determinagio de S )

Boot ™40
Ab A . . w A A \
SBUDt(kqg(QSA]), desvio padréao de ™ a0 e kqe{QSA)
respectivamente, foi adotadeo o mesmo algoritmo de Monte Carlo
do item III.3.2, alterando-se apenas o item 1, que &

apresantado a seguir:

i- para uma série de afluénecias anuais xiJ;

1.i- obtem—-se uma pseudo-amostra xb ;
~hoot

{.2- com x2 determina-se x> e s°x. Usar a tabela
~Boot
(I1I1.7) para obter e e K2 (954}
' a0 ARG

1.3- repetir os itens (1.1} e ({1.2) B vezes
(B=1000);

. Ab A #b A .
1.4- determina-se Sp__.{m ,n)} e Sg _ {k,n(95%]))
equagdo (I11.35), a partir dos B valores de

™oap © HQQ(QSAJ cbtidos respectivamente.

A figura III.1B apresenta o esquema de estimaglo do

desvio padrio de ™ a0 © RQG(BSZ) pelo Bootstrap.
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B *) 111.9 |¥agl®9%) Ss £R4@(954))
N o0

E[Soee (ao) ] UBR[Sooor (o)
E[éBoot (ﬁq®(95xlj]'unﬁ[§3unt (ﬁqe(gsz))i

Figura II1.18- Esquema para Estimagio do Desvieo Padrio

de ™ 2 © de kqo(QSA)(media e gquantil a 95%
da Distribuic2o do Tamanho do Reservatdrio
Capaz de Regularizar a% da Vazdo Meédia] pelo

Bootstap.
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RESULTADOS

Os resultados dos estudos realizados neste itew
{CASO 3) sdo apresentados nas tabelas (III.9) a (II1.i2) para
os cenarios A e B. Nas tabelas (III.8] e (III.1@)} os

resul tados referem-se ao estimador do desvio padri3ec de ™ 40

(S(m,zp)) sendo m .. =& media do tamanho do reservatorio
necessario para um nivel! de regularizagie de 90Y¥ da vazio
média e 4© anos. Nas tabelas (III.ii1) e (III.12) os

resul tados referem-se ao estimador do desvie padrio do

kap(95%) (S{k4p(95%4})), onde Rq@{BSZ] € o quantil a 95% do
tamanho do reservatério necessario para um nivel de

regularizacio de 8@% da vazdo média e 40 anos.

A observagao das tabelas (III.2) a (I11.1i2)

mostra-nos que os resul tados obtidos para e Kk 23%
40 40

apresentam o mesmo comportamento.

Analisando primeiramente o cenario A temos que o
Método Classico e o Bootstrap subestimam levemente o valor
verdadeiro. o Jackknife por gutro lado apresenta
comportamento inverso,isto &, superestima o valor verdadeiro.
De uma forma geral estes trés metodos apresentam valores bem
proximos do verdadeiro. O mesmo ndo occorre com o Método

Bayesiano que apresenta uma forte tendéncia a subestimacdo.

Quanto a wvariabilidade as quatro metodologias
apresentam valores em torno de ©,20, os menores valores sio

apresentados peia Bayesiana e pela Classica.

Quanto ao erro médio quadratico, o Método Classico

apresenta o menor valor, seguido do Bootstrap.

Na analise do Cenario B, tem-se gue todas as quatro
metodologias subestimam o valor verdadeiro, inclusive o
Jackknife que no Cenarioc A apresentou uma superestimacio,

sendo que a tendéncia & mais forte no Bayesiano,
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METODO MEDIA DESVIO COEF 172
(z) FPADRAQ VARIAGAO EMQ
(z) (z) {=z)
Classico 2,0279 @,0060 @,2151 @, 0060
Bayesiano Q,0117 ©,0023 @,1966 2,0171
Jackknife @,0295 @, 0068 @,2305 ®,006%
Bootstrap ?,0276 @,0063 @,2283 @,00564
Valor
Verdadeiro ©,0286
Tabela I11.2 - Sumariza os resul tados dos estudos

realizados para o estimador do desvio padriao
de mkqe.n1vel de regularizagac 90% e cenario
A,

z = S(mRQQ)
METODO MEDIA DESVIO COEF 172
{=) PADRAO VARIACAD EMO
(z) (z) (z)
Cliassico ©,854 @,371 @,371 @,322
Bayesiano @,433 ®,131 @,303 @,495
Jackknife ©,745 &,488 @,655 2,315
Bootstrap &,639 ©,364 @,57a@ Q2,454
Valeor
Verdadeiro @©,91@
Tabela 111.1®- Sumariza os resul tados dos estudos

realizados para o estimador do desvio padrao

de mkqw,nivel de regularizagioc 9@% e cenario
B.

2= é{;kqo)
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METODO MEDIA DESVIO COEF 172

(2) PADRAO VARIACAO EMQ

{z) (=) (=)

Classico ®,0463 @,0@°5 @,2851 @,0095
Bayesiano ®,0328 @, 0054 @,1638 o,0150
Jackhknife 2,0482 @,0113 @,2344 @,0114
Bootstrap ©,0453 0,0106 @,2340@ @,0127
Valor
Verdadeire &,2468
Tabela I[II.il1- Sumariza os resul tados dos estudos

real izados para o estiwmador do desvio padrao

de HQQ(BSZ},niuel de regularizaclo 90% e

cenario A,

2 = S(k,p(95%))

METODO MEDIA DESVIO COEF
(z) PADRAO vARIAGAD EMQl/Z
{z) (z) (z)

Classico i,566 @,537 ®, 256 ®,569
Bayesiano 1,823 @,326 @,31%2 ®,733
Jackknife 1,387 @,894 @,649 2,241
Bootstrap 1,183 %,660 ®,338 ®,826
Valor

Verdadeiro 1,680

Tabela I1I1[.1i2- Sumariza os resul tades dos estudos

realizados para o estimador do desvio padriao

de kqo(952),nivel de regularizagd3o 9S04 e

cenario B.

z = S(k,, (95%))



t=102]

Quanto a variabilidade o comportamento das gquatro
metodologias € o mesmo apresentado para o cenario A. O mesmo

ocorrendo com o erro médic gquadrado.

111.4. CONCLUSOES

Da analise dos resultados obtidos nos trés casos
estudados pode-se observar que o Méetodo Classico apresentou
6timos resultados, esxceto para o caso da vazao decamilenar.
Entretanto, o0os resultados obtidos pelas Técnicas de
Reamostragem (Bootstrap e Jackknife) s&o muito satisfatorios,
visto que o errc médio quadratico destes € bastante pequeno,
sendo que entre as duas Tecnicas de Reamostragem, o
Bootstrap mostrou-se em geral superior ao Jackknife. Estes
resul tados confirmam a ideéia inicial, exemplo da tabela
(11.1), de que estas Técnicas de Reamostragem sBoc métodos
alternativos, bastante viaveis, em situagbes onde o Método
Classico ndo & disponivel ou sua aplicacido & muito complexa,
visto que o Bootstrap e © Jackknife s8o técnicas bastante

simples de aplicacgio.

Quanto a Metodologia Bavesiana, gque apresentou os
resul tados wmenos satisfatdorios, pode-se justificar este
comportamento pelo fato gque a mesma ndoc tem como objetivo a
estimagdo de desvio padr@o de estimadores de parametros, mas
sim determinar a distribuigio de probabilidade dos parimetros
de wodelos probabilisticos, por exemplo equagdes (11.14)
(11.16}, e a partir desta distribuig&o determinar sua média e
desvio padrio, os quais foram utilizados como os estimadores

de desvio padr3o de estimadores de parametros.

Selecionando o Bootstrap comp uma bpa téecnica
alternativa, no capitulo seguinte veremos uma aplicacdo do
Bootstrap como forma de investigar uma guestio bastante
discutida entre os hidrdlogos, gque constitui na divergéncia
entre o uso de modelos de vazbfes diadrias e modelos de maximos

anuais em estudos de cheias.
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ITI.S. SUMAR IO

Neste capitulo foram apresentados trés exemplos de
aplicagdc das Técnicas de Reamostragem e dos Métodos
Bayesianos como alternativa aos Métodos Estatisticos
Classicos para o calculo de desvio padrioc de estimadores de
parametros hidroldgicos, como forma de considerar a incerteza

parametrica de modelos probabilistices.

A aplicagdo das Técnicas de Reamostragem mostrou-se
bastante simples e abrangente e os resultados obtidos foram
bastante satisfatdrios quando comparados com a Estatistica

Classica,

Em virtude do Bootstrap ter se mostrado superier ao
Jackknife, no capitulo subsequente o problema de quantidade
de informagido considerada na wmodelagew probabilistica sera

abordada através do Bootstrap.
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CAPITULO 1V

COMPARACAC DE METODOLOGIAS PARA MODELAGEM DE CHEIAS

V.1~ INTRODUCAO
Este capitulo aborda duas metodologias para
modelagem de cheias., A diferenga fundamental entre elas &

que uma utiliza vazfes maximas anuais e a outra utiliza

vazdes diarias.

Como foi exposto na introdugdo desta tese, Capitulo
I, a wutilizagdo dos maximos anuais leva-nos a trabalhar com

varidveis independentes, gque <3g relativamente simples de

serem mode ]l adas, For outro lado, grande parte das
informagdes disponiveis no registro fluviométrico &
desprezada. Qualquer tentativa de wutilizagdo total do

registro fluviométrico, conduz a um estudo mais complexo, gque
considera a dependéncia das vazdes diarias., Neste caso, e

necessario a adogdo de modelos estocdsticos,

Trabalhar com vazdes diarias, implica na utilizagio
de um maior nimere de informacdes, talvez conduzindo a
resul tados melhores que a utilizagido apenas de maximos

anuais.

Alguns trabalhos ja foram desenvolvidos em torno
deste assunto. KELMAN [27], KELMAN et alia [33] (1983), num
estude comwparativo entre modelo estocastico e analise de
freqiéncia de cheias, utilizou como "cenario” 100. 000
periodos umidos, gerados por um processo estocastico
denominado XADREZ (KELMAN [27]) para barragem de Furnas, Rio
Grande, conseguindo desta maneira estimar a distribuicio dos
maximos anuais, para um tempo de recorréncia de até SO0 anos.
Vinte segmentos de 10 anos foram utilizados por um outro
modelo estocastico, DIANA (HELMAN {34]), para produzir 5000
periodos Umidos sintéticos para cada um dos 2@ segmentos. As
amostras de maximos anuais de cada segmento foram ajustados
diferentes distribuicdes de probabilidades (normal,

lognormal-2 parametros, lognormal -3
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pardmetros, Pearson 1II, log-Pearson 111, exponencial,

gumbel, gama-2, generalizada de extremos).

A comparagdc das distribuicdes de maximos anuais
obtidas tanto pelo DIANA, gquanto pelo ajuste das

distribuigdes acima citadas, com a “Distribuic3do Cenario”

(160,202 anos), levou as seguintes conclusdes:

0 Modelo DIANA, gque utiliza a totalidade do
registro fluviom&étrice, conduzin a um conjunto de
distribuicbes de probabilidades dos maximos anuais menos
dispersas que as cobtidas pelo ajuste das distribuigbes. No
entanto, as distribuigdes obtidas pelo Modelo DIANA tenderam

a2 subestimacao.

Em outro trabalho, KELMAN [9] {1985}, analisou este

mesmo problema, s gque desta vez o modelo estocastico das
vazfies diarias era conhecido e as trés alternativas
consideradas foram: utilizagdc dos maximos anuais ajustados

4 Gumbel, utilizagio dos maximos anuais ajustados Exponencial
e a modelagem de =séries temporais, em gue apenas os
pardmetros foram considerados desconhecidos {@ ndo o processo
estocastico em si). Para este estudo a Gumbel mostrou-se a
pior das trés alternativas, A melhor das alternativas foi a
Exponencial, a menos da tendenciosidade negativa na estimagao

de vazdes com tempos de recorréncia na faixa de 1000 a (3.000

anos. A utilizaglc de vazbes diarias se encontra entre as
duas ocutras alternativas. E no caso de T=1000 ou 1@.000
anos, pode ser a mais indicada, por nao ter apresentado

"tendenciosidade negativa".

As experiéncias controladas gque serdo estudadas
neste capitulo, tem por finalidade verificar as vantagens e
desvantagens de se utilizar miaximos anuais ou vazdes diarias
baseado numa nova abordagem, o Bootstrap, técnica de
reamostragem descrita no Capitulo II. A adogac desta técnica
deve-se a facilidade com gque se pode fazer estudos com vazdes
diarias, e também a possibilidade que as técnicas de

reamostragem introduzem no calculo de intervalos de confianga
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da variavel em estudo (vaz8o), assim como determinagdo da

variabilidade desta, apresentadas no Capitulo III desta tese.

1v.2- METODOLOGIA 1: BOOTSTRAF NOS MAXIMOS ANUAIS

A metodologia apresentada neste itewm baseia-se na

utilizagao dos maAximos anuais.

Consideremos uma série de vazbes, constituida de M

segmentos de N vazdes diarias:

Hyy = vazao diaria i =1 aM (segmento)
j=1aN (dia)

TR S OE N PUPYRRENE T,

o= Uxg g %y g N2 (1v.1)

B = (R g0 Xy e ¥y )

De cada segmento €& retirada a vazdo wmaximz,

obtendo-se uma série de M vazdes maximas:

T Pirg® Uy g
%i ) JZ?TN 0,y (1v-2)
- it i, o)
Logo:
A CSTIR SRR Y (1v.3)

Como oes madximos anuals sdo variaveis aleatdrias
independentes, podemos aplicar o Bootstrap diretamente aos M

maximos anuais (y). Adotande B = 108@ (B = n*® de

reamostragens no Bootstrap), sfo obtidas 1@@® “"novas™ séries

de maximos anuais.
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A cada "nova" serie de masimos anuais ajusta-se uma

distribuicic, a qual supdfe-se que seja a distribuigao de
probabilidade da populagio a partir do qual a serie
{yi. y2,....yn} tenha sido amostrada.

E possivel portanto, obter uma estimativa da vazao

de tempo de recorréncia T (yT], através da extrapolagao da

distribuigio dos yt*s,

Desta forma cada “nova” série de maximos anuais
produz uma estimativa Y- Comz si3o obtidas 10@@ “novas”
séries, <80 produzidas (0@® estimativas Yopr que formam a

distribuicio empirica de probabilidades de Yo

Este procediwento descrito para uma série de vazdes

diarias & feito para 10@ séries como esta.

Podemos observar que nesta wetodologia, nenhuma
“nova" série de maximos anuais obtida apresenta observagdes
diferentes das observadas na série de maximos original. 0

que pode occorrer & a repetigcio de valores, ja que o resorteio

no Bootstrap é com repetigio.
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Q Fluxograma da Figura IV.1 descreve esta
metodologia.
INfCIO
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\ W 1,100 /
I
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DETERMINACAQ DO MAXIMO
NAS N vAzZOES DIARIAS
]
\
b = t,i000
/
|
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1
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L_| Tiva BOOTSTRAP DA VUa-
ZBO DE T ANOS DE

RECORRENCIA (GT)
]
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1
MEDIA DAS RISTRIBUI-

¢OES DE Yo OBT IDAS

—

FIM

FIGURA 1IV.1
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Iv.3- METODOLOGIA 2: BOOTSTRAF NAS VAZOES DIARIAS
A metodologia a seguir apresentada, utiliza as
vazdes diarias para modelagem de cheias, e consiste

basicamente em aplicar o Bootsirap & estas vazbes, em lugar
de aplicar o Bootstrap aos maximos anuais como a metodologia

1.

No caso de aplicar-se o Bootstrap &s vazbes diarias
alguns cuidados devem ser tomados. Em geral as vazdes

didrias s3o variaveis aleatdrias dependentes, modeladas por

um processo estocastico. Neste caso o Bootstrap nfo pode ser
diretamente aplicado a estas vazdes. Para contornar este
problema, o Bootstrap & aplicado aos ruidos do processo

estocastico, que sd0 variaveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas, UNNY et alia [i6] {(1985), como

gera visto a seguir.

Consideremos uma serie de vazoes diarias

constituida de M segmentos de N vazdes,

HiJ = vazldo diaria i =1 a M (segmento])
j=1anN (dia)

o= 0xg g X ¥y o)

Bpoo= Uy g ¥y ¥y 6 (1v.4)

Emoo= {Bp g0 By o0 Xy )

Através da serie formada pelas M.N vazdes diarias

s30 estimados os parametros g = {31, 82,...,8L} e

~

¢ = {¢1| ¢2,---, ¢k} do processo estocastico:

o~



B&

¢, 3k i=1am
j=1aN
E (N
L (N {(IvV.5)
Com os pardmetros estimados do modele e os
segmentos {“i,l”"’xi,N} de vazbes diarias estimam-se o©Ds

segmentos de “"ruidos”™.

3 = (B gepr 03 N

éi = {8 gagr 03y N

éH = {Bm,g+10 " 03y, N (1v.6)

onde: K = ordem do modelo.

Aplica-se entido, o Bootstrap a serie de M{N-K}
ruidos (ai,J—k)’ sendo B=100® (B ndmeroc de reamostragens do

Bootstrap).

Em cada reamostragem € cobtida uma "nova" serie de
M{N-K] ruidos, que s&o separados em M segmentos, o0s gquais
juntamente com os parametros estimados darado origema M

"novos"” segmentos de N vazdes diarias:

Bpo= {xp oeeaxy )
b=1 4B
b b
Hy = {Hﬂ,l""’“M,N} (IV.7?)
b b

De cada segmento {Hi K] N} 2 obtida a vazé&o
§

P oroen
y 1
™ma xima Vi
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b .

y, = ™K {Hl'J}

. i=1,N

b . b

Y = max {ny ) {(Iv.8)

Cbtém-se assim 1000 "novas" série de maximos anuais
u} b b
yoo= vy seeeaypde

Como na metodolegia 1, a cada “"nova"” série de
maXimo anuais ajusta-se uma distribuigio de probabilidades a

partir da qual a série de maximos foi amostrada.

Por extrapolagZo desta distribuig3o & possivel

obter a estimativa da vazio de T anos de recorréncia YT'

Este procedimento € aplicado a 100 séries de vazdes

diarias.

No caso particular em que as vazdes diarias sao
independentes (coeficiente de correlagdo, p, igual a zero)
esta metocdologia se torna mais simples, pois o Bootstrap pode

ser aplicado diretamente as vazdes diarias.

Nesta metodologia, ao contrarioc da Metodologia 1,

novos valores de maximos anuais podem aparecer. No caso
particular de p = © 08 "novos" valores de y pertencem ao
conjunto dos x's (registro de vazdes diarias). No caso geral

P # @, as "novas"” observagdes de y (maximos anuais)} podem ndo
pertencer ao registro de vazdes diarias. Isto &€ um dos
fatores gque nos levam a cogltar a hipdtese de gque a
consideragio das vazfes diarias pode conter maior quantidade

de informagdes.



0 Fludograma da Figura Iv.2 descreve

metodologtia.
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Iv.4- ESTUDOS REALIZADOS

Os estudos realizados para comparagio das
metodologias, utilizaram como “"cenario” 100 series, cada uma
constituida de (@ (M=i10) segmentos de 3@ (N=30Q) vazdes

diarias.

Adota-se um modelo estocastico, autoregressivo de
ordem um (AR(1)) para descrever o comportamento das vazdes
diarias, E importante ressaltar que n8c podemos esperar que
este simples processc estocastico realmente represente as
vazdes diarias, mas ele & 0util para langar luz no tépico

especifico deste estudo.

Assim:
x(i) = p{1) n(i-1) + /" 1-p2(1) af{i) (1v.9)
onde:

#(i) = vazdo diaria padronizada (”x = @, 6, = {1} no
tempo 1i.

p(1) = coeficiente de correlag8o LAG 1, isto &,
correlagdc entre x(i) e x{i+l)

a(i) = ruido normal (@,1}

Os coeficientes de correlagac adotados neste estudo

foram:
p = @,95 vazdes altamente correlacionadas
P = @,30 vazdes mediamente correlacionadas
p = ©,00 vazdes independentes
No caso de p = @ a expresséo (IV.9) reduz-se a:
(i} = a(i) (IV.1@)
E consequentemente, as vazdes diarias passam a ser
variaveis aleatdorias independentes, identicamente

distribuidas com distribuigio N{@,1)}.



Mo caszso de p # @ a primeira vazd8o de cada um dos
segmentos de 30 vazdes diidrias & independente da dltima vazio
do segmento anterior como se cada segmento correspondesse a

um determinado mes de anos diferentes.

A distribuiglc dos maximos anuais & desconhecida.
Como aproximacao desta distribuicao foi utilizada a
distribuigio "GUMBEL", uma vez que, um dos principais
resul tados da “Teoria doz Extremos” & que se as variaveis
aleatorias Ri s&o independentes, com distribuigédo tipo
exponencial, entdo o maximo definido coms y = max {xl,...,xn}
tem distribuigcdo de probabilidades, tal que: {GUMBEL [35],
£1958).

lim F{r} = exp[-exp(-¥{x-u))] (IU.1L)
n -+ =
Para N = 3@ esta conclusdo naoc e correta, € a

extrapolagdc para valores cujo tempo de recorréncia & grande
conduz a erros. HKELMAN [9] (19BS5), verificou que neste caso
ha uma superestimacio do valor de Yo quando a distribuigae
dos Xi & normal, e uma subestimagdo gquando a distribuigdo &
lognormal. Alem disto, no casoc da metodologia 2, gquando

p # O, as vazfes diarias nio 80 independentes.

Apesar disto, a distribuigdo GUMBEL & largamente

utilizada. E foi a adotada neste estuds.

Assim a série de M = 10 marimos anuais foli ajustada
a distribuigio GUMBEL, cujos parametros sao: (BENJAMIN et
alia [4]}.

a = 7 u=m - _9;222_ (IV.12)
v B ! ay Y
onde!
m_ - média dos madximos anuais
ay - desvio padridc dos maximos anuais

A extrapolacgio da distribuigfo para obter Yo e

obtida por:
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A

Yp = M4 (z7a} (IV.13)
sendo z = 4.69, no caso de T = 1@@ anos,

O quantil objeto de estudo foi o correspondente ao
tempo de recorréncia de (@® anos (yleO], isto &, a vazao

centenaria.

A vazdo centenaria de populagio (y1®®) para o Caso

especial em gque p = @ e consequentemente as vazfes diarias

sao N(@,1), & facilmente obtido, por:

Fe(%) - distribuicdo das vazdes didrias (normal)

Fv(y) - distribuig8o dos maximos anuais

Fy(v) = P(Y £ v) (1V.14)
Logo:
P(Y ¢ yo)=P(¥, ¢ vy DX, ¢y N0 Ky € yp) (IV.1S)
1 2 N
Foly) = B vy - Ry oo L Ry (veae)
Como o©os X s3o0 independentes e identicamente

distribuidos:

Foly) = [Fyly)1"

Para N = 3@ e T = 100 anos:

Fo(¥i00) = [Fx(yioo)]3®

Logo:
1/3@
Fx(Yi00) = [Fy(¥igg)]
1/30@ 1730
FelYipp) = (1 - 1/T) = {®,99)
Assim:
Yiep = 3,40 (obtido da tabela normal a partir da

probabilidade FH(yleoj}.
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No caso geral, em gque p # 0, Yi00 n3o pode ser
obtido desta forma. Os valores foram obtidos por simulagao,
para tal foram gerados 10Q.000 segmento de 3@ vazdes diarias.

A tabela IV.1 apresenta os valores de Yipp P3ra os trés

£cas0s:
COEF. DE CORRELAGAO
2.0 @.5 @.93
y1®® 3.40 3.39 3.e7
Tabela IV.1 - Valores da Vazdo Centenaria para
coeficiente de Variacio ©,00; 0,50 e
®,95.
I1V.5- ANAL ISE DOS RESULTADOS

Primeiramente sio avaliadas as metodologias 1t e 2
como meétodo de estimagéo do desvio padréo e da
tendenciosidade de estimadores de pardmetros, no caso em
estudo o pardmetro considerado & a vazfo centenaria (y, ..}

A tabela IV.Z2 apresenta estes resul tados:
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(Y pp) BIAG
- Boot ~ Boot
p Yioo |%Y 100 1 > BIAS(Y, pp) ) 2
o,00 | 3,30 | 0,30 | @,37 &,39 0,01 -0,05 -©,02
©,%0 { 3,33 | 0,57 | @,40 ®,a7 ©,02 -0,05 ©,08
@,95 | 3,07 | @,76 | @,52 0,64 0,08 -0,06 @,10
Tabela IV.2 - Resultados da comwparagdo das metodologias

1 e 2 como metodos de estimaclo do desvio

padrioc e da tendenciosidade.

1- Metodologia !: Bootstrap mnos maximos
anuais

2- Metodologia 2: Bootstrap nas vazdes

diarias
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Y100

Yioo

®Boot V100!

BIAS[§(1@®)]
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& o coeficiente de correlagido das vazdes
diarias.

o valor verdadeiro da vazio centenaria
considerado as trés populagdes (p=0,00;
©,50 e ©,95).

desvio padrio da estimativa de Y00
classico, definido por:
10
- 1 - - 21172
Yoo = \"To0 jfi (v;(100) - y(100))
(1V.17)
onde:
_ ,  tee
j=t Y
(IV.18)
& o0 wvalor esperadoc do desvio padrio
Bootstrap da estimativa da vazio
centenaria definido por:
_ . ) 100 ;
*soot(Y100) = ~Too in ®Boot (1V-19)
onde
J‘ : . N
oot © obtido da equagio (11.36),
g ] “b
sendo eBoct_ vy (100) e
o 1 B o.p
BBDOt= yBDOt{1®®)=—B b§1 Y (1@@}-

€ a tendenciosidade de Yipp = relagdo ao

valor verdadeiro, definida por:
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192
~ 1 A
BIASLY (100)] = Tz~ B, [7;(109)-v(100)]
(1V.20)
BIAE € 0o valor esperado da tendenciosidade
Boot
Bootstrap da vazdo centenaria, definido
por:
{ 100 ; R
BIASp 0t = To@  .© [VBDDt(lmmj-yJ(IQQ)]

J=1
(IV.21)

finalisando os resultados apresentados na tabela
IV.2 pode-se ver que a aplicagido do Bootstrap as vazdes
didarias apresentou leve superioridade em relaclo a aplicacgio
do Bootstrap aos maximos anuais, o gue & possivel constatar
observando os resultados da tabela IV.2 e a figuras V.2 e

IV.4, que corresponde a distribuiglo de freqiéncia do desvio

padr&o Bootstrap aéaot cbtido pelas duas metodologias para o
cenario (p = ©,0). E possivel observar que no segundo caso

(vazdes diarias) a distribuigdo & wmais concentrada e a

€ maior do que guando aplicado

frequéncia associada = %Y 00

a0 MARimo anuais.

Quanto a tendenciosidade, £s resultados obtidos
pelo Bootstrap n&o foram t3o satisfatérios. No caso da
aplicapdo do Bootstrap aos mdximos anuais (metodologia 1) os

valores obtidos foram da mesma ordem de grandeza gque

EIAS[leG] porém negativos, Jj& na metodologia 2 vaior
negativo soO ocorreu para o caso de p = 0,00, nos outros dois

cenarios (p=0,50 e p=0,95) os valores obtidos foram apenas

A
levemente superiores aos valares de EIAS[yIQQ]. Pode-se
dizer que gquanto a tendenciosidade a metodologia 2 € mails

eficiente.

A segunda forma de analisar as metodologias | & 2 é
considera-la como metode de ecstimacio da vazioc centenaria
Yiap: 18tO e aplicar o Bootstrap como forma de estimac8o do
parédmetro e n8oc de seu desvio padrio,. A tabela IV.Z2
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resul tados desta analise.

VAR BIAS EMQ BIASBODt EHQBDDt
A A A LY
£ Yi@@ [YIGQJ [YIGQJ [YIQQJ [YIQQJ [YIQQJ
i 2 1 2
@,00 |3,439 ®,23 0,01 @,24 ®,05 ©,06| 0,20 @,20
®,50 |3,39 2,232 o,01 | 6,24 | ©,09 ©,16| 0,36 ©,21
@,25 3,867 @,57 a,08 @,66 @,23 @,38] &,67 ©,39
Tabela IV.3 - Resultados da aplicagdo das metodologias
i e 2 como método de estimacio de Y00
1- Metodoliogia 1: Aplicagio do Bootstrap
20 Mmaximos anuais.
2- Metodologia 2: Aplicagio do Bootstrap
as vazdes diarias.
onde !

UAR[yIQQ] € a variancia da estimativa classica
de Yioo:

BIAS[Y;@QJ e a tendenciosidade de Yigp ©EM
relac&o ao valor verdadeireo, definida
por

A { i@
BIAS[y({1@00)]=15 L [y.(100)-y({100}].
ree 2, H

{1V.22)

EMQ[y (100) ]

e 0 erro medio guadratico da estimativa

LY
classica da vaz8p centendria, y{100) em

relagdo ao valor verdadeiro da vagzéo

centenaria, y{10@), definido por:
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\ , leo )
EMQ[y(192)] = 175 _fl [y (100)-y(100)]
' (1v.23)

BIAS[yBDDt(IQQ)] & a tendenciosidade da estimativa
Bootstrap da vazao centenaria,
yBQDt(imo) em relagio a y(100),
def inida por:

100 .
A 1 J
BIﬁS[yBDDt(IQQ)]=T66 Jfl [yBDDt(lee)—y(loo)]
(Iv.24)
onde:
J i B b
Yeoot(100) = b§1 yo (100} j=1,...,100 e

yb(leo) € a vazdo centenaria obtida em cada

reamostragem do Bootstrap.

EMQ[;BDDt(lﬁﬁ}] &€ o erro medio guadrado da

estimativa BOOTSTRAP da vazioc centenaria,

yéeot(leg}' em relagdo a y{1@2), definida

y(102), definida por:

. ; leo 5
EM[Yp,0+ (199))=155 351 [YEoot(102)-v(100)]
(1V.25)

A comparacgio dos resultados apresentados na tabela

IV.3 conduz as seguintes conclusdes:

1- Apesar do Bootstrap ter sido derivado para ser um
metode de estimacioc de desvio padrio, variincia =
tendenciosidade de estimadores de parimetros, como

aplicado nos estudos anteriores (capitulo III e tabela
1V.2}, e nioc como método de estimacdo de pard3metros, os
resul tados cbtidos quando o Bootstrap foi adotado como

metodo de estimacao da vazio centenaria foram bastante
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satisfatorios. Analisando o “"estimador Bootstrap”
gquanto ac erroc wmédio quadratico, EMQ[yBBOt{1®®)],
verifica~se que o Bootstrap guando aplicado as vazdes
diarias apresentou valores consideravelmente menores do
que gquando aplicado ao0s maximos anuais e do que o
metodo clissico. 0 Bootstrap quande aplicado aos
maximos anuais apresentou erro medio guadrado

equivalente ao metodo classico.

2- A analise do "estimador PBootstrap” da vazio
centenaria mostrou gue o Bootstrap & um estimador ma:is
tendencioso que o estimador classico, porém de menor

variancia.
V.6 SUMARIO

Neste capitulo analisou-se o problema da guantidade
de informacio a considerar mna modelagem de fendmenos

hidrologicos, sspecificamente modelagewm do pico da chelia

centenaria. Para tal adotou-se o PBootstrap, técnica de
reamostragem descrita no Capitule I, sob duas formas
distintas: Bootstrap aplicado acs maximoe anuais & Bootstrap

aplicado a= vazde=s diarias.

Aléam disto analisou-se o problema de aplicar o
Bootstrap guando as variaveis aleatdrias nao sdo
independentes (caso das vazdes diarias). Neste caso as vazdes
sdo wmodeladas por processos estocadsticos e o Bootstrap

aplicado ao "ruidos” independentes do processo.

Os estudos realizados indicam que a aplicacaoc do
Bootstrap as vazdes diarias produz resultados levemente

SUpET1OTES,
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CAPITULO V

CONCLUSOES

¢ trabalho desenvolvido nzsta tese teve como
objetivos:

1 - A introdugdc das Técnicas de Reamostragem
(especificamente o Bootstrap & o Jackknife)no
conjunto de ferramentas estatisticas
disponiveis para a consideragio da incertesza
paramétrica, atraves da es:imagso do desvio
padr3o de estimadores de parametros para a
construgioc de intervalos de confianca destes

parametros.

2 - A avaliagdo do Bootstrap na determinagio do
pico da cheia de T anos de recorréncia e de
seu desvio padrido, aplic:ado de duas formas
distintas (utilizagdo de vazdes diarias e
utilizagdo de maximos anuais) com a intengéo
de avaliar a gquestio da guantidade de
informacao =] utilizar ra modelagem de um

fendmeno hidrologico.

Quanto a consideragio da incerteza paramétrica
podemos  verificar gue a utilizagao das Tecnicas de
Reamostragem para calculo de desvio padrio de estimadores
conduz 3 procedimentos extremamente intuitivos e simples,
inclusive guando os procedimentos da estatistica classica nio
sdo disponiveis & necessitam ser derivados, © gue pode ser
observado no Caso 3 do Capitulo III, onde o interesse era a
determinagido do desvio padrio da media e do quantil a 95% da
distribuigdo do tamanho do reservatorio capaz de regularizar
29% da vazido media. Neste caso fez-se necessario derivar as
curvas que determinam estes valores(Figuras III.10 e IIT.11].
Estas curvas entretanto sdo especificas para os niveis de
regularizagiao de 7@%, 9@% e 8S¥, afludicias log-normais 2 um
periodo de 4@ anos de vazdes, enguanto gque as Técnicas de

Reamostragem dispensam esta derivacao.
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Cabe mencionar gque nNos Ciasos &m gue a tesoria
estatistica classica dispie de formulas ou procedimentos para
o cdlculo do desvio padrdo de estimadores de parametros,as
Tecnicas de Reamostragem n&o apresentam grandes vantagens,
(caso 1, Capitulo II1). Mesmo assim os resul tados obtidos sao
muito bons, prdéximos aos da estatis:ica classica,(Tabelas

III.1 e III.2).

A analise dos resultados apresentados no Capitulo
Il permite concluir gque as Tecnicas de Reamostragem
experimentadas (Bootstrap e Jackknife) s3o0 razoavelmente
precisas, podendo ser usadas na construgio de intervalos de
confianga para parametros hidroldgicos. A tendéncia destas
técnicas a subestimagio do tamanho dc intervaloc e apenas
levemente pior gque a mesma tendéncia cas formulas classicas.
Dentre as duas, a técnica do Bootstrzp se revelou levemente
superior, Os Mé todos Bayesianos nao se mostraram
competitivos, ©o gque pode ser justificado pelo fato de nio

terem sido desenvolvidos, para esta aplicacao.

Ainda sobre a consideracac da incerteza dos
parametros, ressaltamos gque neste trabalhe fixamos nosso
intersss=s na comparacgso de tecnicas de calculo de desvio
padrio para posterior construcdo do intervalo de confianca
pela forma classica. Entretanto, EFRON [19], apresenta uma
apraoximagin para calocule de intervalos de confianga para
parametros (ex: mediana), considerando pequenas amostras e
tendc como metodo Técnicas de Reamostragem, que valem a pena

serem investigadas ewm trabalhos futurocs.

Quanto a quantidade de informwagio a considerar na
modelagem de fenémenos hidrolégicos, podemos verificar gque no
Bootstrap a consideragdo de maior gquantidade de informagdes

também conduz a procedimentos mais complexos.

De uma forma geral a utilizacio das vazdes diarias
produziuv resul tados levemente melhores do que a consideracgio

exclusiva dos maximos anuais.
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