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Orientador: Jan Leon Scieszko 

Programa Engenharia Mecânica 

Estudando a teoria existente sobre o Motor Stir-

ling de Pistão livre, o modelo matemâtico linearizado,que~ornece 

solução de forma fechada e analisado e novos modelos, incluindo 

uma não-linearidade e fenômenos inerentes ao ciclo real, sao 

apresentados. Soluções numéricas são obtidas a partir do desemp~ 

nho simulado do motor e os modelos matemâticos são avaliados e 

comparados entre si e com resultados experimentais. A simulação 

digital indicou a possibilidade de boa concordância com a expe-

riencia, caracterizando a viabilidade do uso de um modelo mais 

completo para uma previsão realista do desempenho do motor. O 

uso da teoria não-linear para a anâlise do ciclo termodinâmico 

ideal possibilitou a obtenção de soluções de forma fechada, jun

to com a determinação de condições par-a a operaçao satisfatõria 

do motor. 
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ABSTRACT OF THESIS PRESENTED TO COPPE/UFRJ AS PARTIAL 
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THEORETIC/\L STUDY OF A FREE PISTON STIRLING Et(GINE 

Chairman: 

Clarissa Lobo da Cunha Mondini Belletti 
May 1984 

Jean Leon Scieszko 
Department: Mechanical Engineering 

Existing linear mathematical models for the Free 
Piston Stirling Engine with analytical solutions in closed form 
have been analised, along with new models including one nonline~ 
rity and some other phenomena of the real cycle. Numerical solu
tions are obtained based on motor simulations and the.models re
sults are compareci with experiment. Good agreement is found with 
experiment demonstrating the adequacy of the model. The use of 
nonlinear theory for ideal thermodynamic cycle analysis allows 
the determination of conditions for the satisfactory operation 
of the motor. 
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CAPITULO I 

INTRODUÇIIO 

I. l - HISTllRICO 

Jã se passaram mais de 160 anos desde que Robert 

Stirling concebeu os principies do então chamado "Motor de Ar 

Quente". Stirling imaginou um motor onde a fonte quente fosse 

externa ao cilindro, com o fluido trabalhando em circuito fecha 

do e deu ao problema da troca de calor uma solução elegante. 

O inventor sueco John Ericsson tambêm trabalhava 

em ideia semelhante, mas quando ao final do sêculo XIX o motor 

de combustão interna apareceu e ainda, com o advento da distri 

buição de energia elêtrica em torno de 1920, o motor Stirling 

caiu no esquecimento. Entretanto, o interesse no Ciclo Stirling 

não morreu e de 15 anos para cã, assistimos a um crescente es

forço, em diferentes partes do mundo, no sentido de aprofundar o 

conhecimento e aperfeiçoar a tecnolo~ia do Motor Stirling. 

Pioneira na retomada dos estudos sobre o motor, a 

Philips da Holanda buscava, na êpoca, uma solução para o probl~ 

ma de geração de energia para alimentação de rãâio-receptores e 

equipamentos semelhantes, em lugares sem energia elêtrica e on

de o combustivel necessãrio para o conjunto gerador seria mais 

fãcil de se obter que baterias. Nessa êpoca, em torno de 1938, 

a Phil ips escolheu o Motor Stirl ing, acreditando que, apos a 
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introduçio de têcnicas mais modernas, ele seria a fonte de po

tência com características e propriedades mais adequadas. 

Durante a 2~ Guerra Mundial, os trabalhos novame~ 

te perderam intensidade e mais tarde, as características do me~ 

cado para esse tipo de gerador se modificaram, mudando com isso 

os objetivos iniciais da pesquisa. 

O conhecimento teõrico jâ acumulado, entretanto, 

proveu meios de se reconhecer a grande potencialidade do motor, 

abrindo horizontes para outras aplicaç5es, e vãrios modelos e 

configuraç5es diferentes foram construidos e testados. 

Desde entio, a pesquisa continuou e se extendeu, 

com mais ou menos sucesso, a diferentes aplicaç5es. O quadro da 

Figura (I. l) l 11 ilustra as características de alguns modelos 

jâ construidos e testados em aplicaç5es diversas. 

1.2 - PRINC1PI0S GERAIS DE FUNCIONAMENTO 

Tal qual os motores de ciclos Otto e Diesel, o m~ 

tor Stirling e uma mãquina têrmica de pistio. Todos três seba

seiam no princípio de que trabalho serã liberado do sistema se 

um fluido for comprimido em baixa temperatura, aquecido, expan

dido em alta temperatura e entio resfriado para o estado ini

cial • 



APLICAÇÕES 

~ "~ b@I b 
_, 

1t ::5 ffl§ ~ 

DADOS DO GRUPO PEQUENOS AUTOMÓVEIS EMBARCAÇÕES ÔNIBUS TRAlORES 
MOTOR GERADOR BARCOS MAIORES .URBANO 

N2 DE CILINDROS 2 1 4 4 4 6 

w 

POTÊNCIA MÁXIMA 
20 15 59* 130 147* 221* (KW)(INTERMITENTE*l 

. 

CONSUMO ESPECI-
FICO MINIMO 0,250 0,245 0,250 0.225 0.230 0,230 

( Kg/kwh) 

DIMENSÕES 0,46X 0,30 X 0,35 X Q,3Qx 04'5 X Q,3Qx 1.30 X 0,55 1,30 X 0,56 X 1,75 X Q,55x 
( cxOxa) 0,70 0,70 0,70 1,20 1, a:) 1,20 lml 

FIGURA 1.1 - QUADRO DE APUCAÇÓES . 
• 
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O ciclo Stirling ideal mostado na Figura ( I. 2) 

consiste na compressão isotérmica do fluido em baixa temperatu

ra (a), aquecimentu a volume constante (b), expansao isotérmica 

em alta temperatura (c) e resfriamento a volume constante (d). 

Com a fonte de calor externa, o motor Stirlingtem 

a fase em que o fluido recebe calor totalmente diversa da equi-

valente nos motores de combustão interna; naquele, essa troca 

deve ser feita através de um parede, com energia de fonte ex-

terna ao cilindro. 

Não seria, obviamente, possível aquecer e esfriar 

o fluido srimplesmente aquecendo e esfriando a parede. Robert 

Sttrling idealizou uma maneira de modificar periodicamente a 

temperatura do fluido de trabalho, fazendo com que um pistão de~ 

locador transfira alternadamente o fluido de um espaço quente P! 

ra um espaço frio, ambos a uma temperatura constante. 

Se na Figura (I.3) movemos, por exemplo, o deslo-

cador para cima, o fluido flue do espaço quente para o frio, 

perdendo calor durante o percurso. Se o deslocador .se move para 

baixo, o fluido deve percorrer o caminho inverso para atingir 

o espaço quente; nesse percurso.o fluido deve receber calor. 

Os dois movimentos do deslocador serao portanto 

responsãveis pelas fases (b) e (d) do ciclo da Figura (I.2). 
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FIGURA 1. 2 - CICLO STI RLING IDEAL 
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FIGURA 1. 3 - PRINCÍPIO DO DESLOCADOR 
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Evidentemente, um aproveitamento do calor cedido 

numa fase do ciclo para o aumento da temperatura do fluido na 

outra fase, ê benêfico. Esse efeito ê conseguido intercalando 

um regenerador entre os espaços frio e quente do motor. 

O regenerador tem a forma de um espaço preenchido 

com um elemento capaz de armazenar o calor cedido pelo fluido 

na fase de resfriamento para entregã-lo de volta ao fluido an

tes de entrar no espaço quente. 

O movimento do deslocador descrito ê combinado 

com o movimento de um pistão de potência, elemento atuante nas 

fases de compressão e expansão do fluido de tra~alho. A Figura 

(I.4) mostra o esquema de um motor Stirling genêrico. O volume 

total do fluido estarã a qualquer instante distribuido em três 

compartimentos: os espaços quente e frio, aqui chamados de cama 

ras de expansão e compressão, respectivamente, e o regenerador, 

Embora o principio de funcionamento seja um so, a 

maneira como esses espaços estão fisicamente dispostos no motor 

pode variar. De acordo com o arranjo fisico das partes mecãni

cas, o motor Stirling pode ser classificado como sendo dos ti

pos a, Sou y, como mostrado na Figura (I.5). 

I.3 - A EVOLUÇ~O DO MOTOR 

Com o avanço dos estudos sobre o motor, verifi-

cou-se que um aumento da pressão media do meio possibilitaria a 
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CÂMARA DE EXPANSÃO REGENERADOR 

DESLOCADOR 

FIGURA 1. 4 - MOTOR STIRLING -GENÉRICO 

§ FRIO 

E] REGENERADOR 

~ QUENTE 

. . 

- - -

o< 13 

FIGURA 1 . 5 - AS CONFIGURAÇÕES o< , ~ E lf 

PISTÃO 

CÂMARA DE 
COMPRESSÃO 

- -
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construção de modelos mais potentes. O desejo de aumentar a 

pressão do fluido de trabalho trazia algumas implicações. A 

transformação do movimento do pistão em um movimento rotativo 

minimizando as fugas, a selagem do motor, as forças unidirecio

nais do pistão e a defasagem pistão/deslocador eram problemas a 

serem enfrentados. 

O desenvolvimento da tecnologia do motor foi du

rante algum tempo o resultado de pesquisas direcionadas para a 

obtenção de potência em eixo rotativo. 

Numa das primeiras tentativas de se ter um motor 

com pressão media do meio mais alta e saida de potência
0

em eixo 

rotativo foram projetados os motores com carter 

(Figura (I.6)) e de dupla ação {Figura {I.7)). 

pressurizado·-

Grande avanço no sentido de solucionar os proble

mas de fugas e balanceamento foi dado quando em 1953 foi inven

tado o mecanismo "Rhombic-Drive" mostrado na Figura (l.8). Esse 

mecanismo permitiu o balanceamento completo, inclusive do motor 

monocilindrico, e consiste basicamente de dois conjuntos biela

manivela simetricamente arranjados em torno do eixo central, in 

terligados por um par de engrenagens. O movimento simêtrico e 

sincronizado e o arranjo coaxial dos eixos do pistão e do desl~ 

cador, simplificou a selagem do motor, possibilitou a determin~ 

çao de uma defasagem fixa pistão/deslocador e facilitou a execu 

çao de projetos de motores mais potentes. 



FIGURA J.6 - MOTOR COM 

CARTER PRESSURIZADO 

9 

DESLOCADOR 

1 1 
1 1 
1 1 PISTÃO 
l 1 

1 
1 
1 
1 
1 

1 1 

~ [ 1 ~CONTRAPESO 
~ ,"- 1 !/ 

I \ / 
I -~ ~ \ 

( ' .,,~ \ 

/ ' 1 \ • 1 
1 \, 1 ,) 1 
\ ./ 1 

\. / / .... / / ....._ __ ..... / 

ENGRENAGEM 

FIGURA l 8- O MECANISMO 
" RHOMBIC - DRIVE" 

FIGURA I 7 - MOTOR DE DUPLA AÇÃO 
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Um selo para o eixo do deslocador, embutido no ei 

xo do pistão e outro para o prõprio eixo do pistão foram sufi

cientes para isolar o interior do motor; um pequeno espaço pre! 

surizado (''bounce space'') aqui chamado de espaço de compensa

ção, deve ser incluído para que o motor opere com pressão media 

do fluido maior que a pressão atmosférica. 

Mais recentemente, com o objetivo de estudar o mo 

tor Stirling visando aplicações onde não seja necessãria a toma 

da de potencia em eixo rotativo, iniciou-se um trabalho de de

senvolvimento do chamado ''Free-Piston Stirling Engine'' ou ''Mo

tor Stirling de Pistão Livre''. 

O motor Stirling de Pistão Livre tem a mesma con 

figuração do "motor tipo deslocador", sem ter porem os eixos d! 

rígidos, isto e, sem o "Rhombic-Drive" ou qualquer outro meca

nismo anãlogo ao sistema biela-manivela; o movimento linear al

ternativo do pistão e aproveitado diretamente. 

Atualmente, duas linhas de pesquisa trabalham pa

ralelamente no aperfeiçoamento da tecnologia do motor Stirling: 

uma estudando a configuração com eixos dirigidos (''Rhombic 

Drive" e outras), visando principalmente a aplicação em propul

são de veiculas; outra, estudando o Motor Stirling de Pistão 

Livre, visando principalmente a aplicação em geração de energia 

elétrica e bombeamento. 
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1.4 - O MOTOR STIRLING DE PIST~O LIVRE 

Durante a maior parte da histõria do desenvolvi

mento do motor Stirling, os pesquisadores se concentraram em e~ 

contrar soluções para os problemas surgidos durante a evolução 

do motor com eixos dirigidos. Para esse caso particular, grande 

desenvolvimento tecnolÕgico fot atingido, sofisticadas soluções 

vieram acrescentar melhorias ao motor e vârios modelos 

construidos e testados. 

foram 

De modo diverso, o interesse no Motor Stirling de 

Pistão Livre surgiu mais recentemente, quando, com a crise de 

energia que o mundo assistiu, formas não-convencionais de ger~ 

ção de potência mecânica foram valorizadas. Nesse contexto, a 

atenção sobre essa configuração do motor surgiu a partir de 

três atrativos bâsicos: 

a) a eficiência têrmica do motor que, teoricamente, pode se 

igualar ã eficiência de Carnot, se a regeneraçao for perfe~ 

ta; 

b) o fornecimento de calor que, sendo externo ao motor, possib~ 

lita grande versatilidade na escolha da fonte quente (inclu

sive fontes alternativas de energia); 

c) o baixo custo do motor devido a grande simplicidade 

configuração. 

dessa 
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Relativamente ao motor Stirling de eixos dirigi

dos, algumas características deixam o motor Stirling de Pistão 

Livre em boa posição. 

- a ausência de mecanismo de transformação do movimento do pis

tão torna o motor mais simp1es 

o controle de potência, que exige uma instalação complexa no 

caso de ser feito atravês da pressão media do fluido de trab~ 

lho como nos motores de eixos dirigidos, no caso do motor de 

pistão livre, pode ser feito atravês da modulação da amplitu

de do pistão ou do deslocador, com maior simplicidade. 

Nesse contexto, o motor Stirling de pistão livre 

foi escolhido para objeto desse estudo, jã que as característi

cas apresentadas por essa forma de geração de potência mecãnica 

pareceram bastante adequadas para o caso brasileiro. 

O Motor Stirling de Pistão Livre na configuração 

a ser estudada aqui estã mostrada na Figura (I.9). Aqui, odes

locador separa a cãmara de expansão da cãmara de compressao, 

que ê fechada pelo outro lado pelo pistão de potência, ligado ã 

carga. Em volta dessa camara, na sua porção mais inferior, um 

refrigerante circula, retirando calor da parede da cãmara, a 

fim de manter a temperatura constantemente baixa nessa 

do motor. 

região 

O calor de fonte externa e recebido atravês da p~ 



REGENE. 
RADOR 

REFRIGERANT4 

1 3 

CARGA 

CÂMARA OE 
EXPANSÃO 

DESLOCADOR 

A 
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COMPRESSÃO 

PISTÃO 

ESPAÇO OE_ 
COMPENSAÇAO 

FIGURA 1. 9 - O MOTOR STIRLING DE PISTÃO LIVRE. 
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rede do cabeçote, mantendo sempre alta a temperatura do 

desse lado do motor. 

A circulação do fluido entre as camaras e 

fluido 

feita 

via regenerador, que recebe e armazena parte do calor do fluido, 

quando este circula da cãmara de expansão para a cãmara de com-

pressao, para devolvê-lo mais tarde numa proporção 

quando o fluido circula no sentido inverso. 

relevante, 

Para uma fãcil compreensao do principio de funcio

namento do Motor Stirling de Pistão Livre, podemos admitir ini-

cialmente que as pressoes nas câmaras de compressão e expansao 

são iguais; nesse caso, o movimento do deslocador serã comandado 

pela diferença de pressões atuando na seção da haste do desloca

dor. Para o caso do motor aberto para a atmosfera, isto e, sem 

espaço de compensação, a parte inferior da haste do deslocador, 

assim como a base do pistão, estão expostos ã pressio atmosfêri

ca. 

As Figuras (I.10.a) e (I.10.b)· ilustram as fases 

do ciclo pelo qual todo o sistema passa, se os movimentos forem 

assumidos como descontinuos, para maior clareza. 

No ponto (l) das Figuras (I.10.a) e (I.10.b) o pi~ 

tão estã iniciando a fase de compressão. O fluido de trabalho es 

tã praticamente todo do lado frio e a pressão (p) do fluido de 

trabalho deve estar menor que a pressão atmosfêrica (p
0

). O pis

tão comprimirão fluido atê (p) se igualar a (p
0

) (ponto 2). Pas 
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1 COMPRIME 2 AQUECE 3 EXPANDE 4 RESFRIA 1 

D~, p 

y 

po 

p ( po p = po p ) po p = po 

FIGURA 1 .10. a - ESQUEMA DE POSIÇÕES NAS FASES DO CICLO 

2 3 4 2 3 4 

Y>------«> 

p 

P• 

FIGURA 1. 10. b - EVOLUÇÃO DE DESLOCAMENTOS E PRESSÃO 
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sando desse ponto, a diferença (p - p
0

) serã positiva e o deslo

cador serã impelido para baixo. O movimento descendente do deslo 

cador caracteriza a fase de aquecimento. A maior parte do fluido 

e então transferida para o lado quente do motor, provocando um 

aumento na pressao (p) (ponto 3). Com a pressão (p) agora bem 

maior do que (p
0
), o pistão serã impulsionado para baixo, aumen

tando o volume total deslocado e diminuindo a pressão (p). Nessa 

fase de expansão, o deslocador acompanharão pistão ate que a 

pressão se iguale novamente â pressão atmosferica (ponto 4). Pas 

sando desse ponto, o deslocador iniciarão seu movimento ascen

dente, transferindo o fluido novamente para a câmara de compres

sao, a temperatura baixa, provocando uma queda de pressão (ponto 

1 ). Com a pressão (p) agora bem menor que a pressão atmosferica, 

o pistão serã novamente impulsionado para cima, iniciando um no

vo ciclo. 

Na realidade, levando em conta a inercia do pistão 

e o limite fisico para a posição de minimo do deslocador, os des 

locamentos e a pressao evoluirão como nas Figuras (I.11.a) e 

(I.11.b). 

Deve-se notar que o efeito do peso do pistão desl~ 

ca, nesse caso, a pressão media do ciclo para um valor pouoo me

nor que o da pressão atmosferica. 

Como jã mencionado, a pressao media do fluido de 

trabalho e um parâmetro decisivo para a potencia do motor; moto 

res que operam com pressões medias bem maiores que a pressão at-
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mosfêrica, terão o movimento do deslocador comandado pela dife

rença entre as press5es do flufdo de trabalho e do espaço de com 

pensa~ão (pb). A pressão do espaço de compensação, localizado lo 

go abaixo do pistão, como na Figura (I.9), atuarã de maneira ana 

lega ã pressão atmosfêrica no motor aberto, sendo que nesse caso 

sera variãvel e defasada da curva de pressão do fluido de traba-

lho. Quando o pistão sobe diminuindo o volume total do fluido 

na compressão, aumenta o volume do espaço de compensação, ali-

viando a pressão (pb) e vice-versa. 

Nas Figuras (I.12.a) e (I.12.b) estão mostradas 

as curvas de deslocamentos e pressoes para o motor com espaço de 

-compensaçao. 

I.5 - REVIS~O BIBLIOGR~FICA 

Com o advento da crise mundial de energia na dê

cada de setenta, grande interesse foi despertado em torno do mo-

tor Stirling para aplicação em automotores, geração de energia 

elêtrica, utilização da energia solar etc.,e a pesquisa se exten

deu a muitos outros campos. 

de artigos 

A evidência desse interesse estã no grande 

publicados no 14th IECEC em 1979, quando foram 

numero 

apre-

sentados trabalhos relativos aos estudos teôrico e experimental 

do motor. 
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No que diz respeito ao estudo teõrico do motor, 

os metadas de anãlise tem sido divididos em tres classes ou ni

veis de sofisticação: as anãlises de 19, 29 e 39 nivel. 

Inicialmente proposto por Schmidt l 21, o modelo m~ 

temãtico de 19 nivel que emprega a anãlise do ciclo ideal, foi 

posteriormente revisto e modificado por Berchowitz et alia 1' I, 
Beans lªI e outros 19 1, 110 1, 111 1, mantendo, porem, as hipÕte

ses da anãlise ideal. 

Amplamente discutido por Urieli 1
12

1 e outros 

11 '1, 11 "1, 115 1, 116 1, o metada de 39 nivel, emprega a anãlise 

nodal, constituindo o modelo mais rigoroso apresentado na litera 

tu ra. 

Na busca de um metodo mais simples, que 

ser repetidamente empregado na otimização do projeto, 

pudesse 

Martini 

l 1 7 I, l 1 8 1 introduziu o modelo de 29 nivel, evitando a complexi

dade e os largos tempos de processamento do modelo de 39 nivel e 

incorporando ao modelo isotermico de 19 nivel não-1 inearizado .r! 

lações que contabiliz?.m alguns efeitos não equacionados pela ana 

lise ideal. 

A tecnologia e as aplicações do motor Stirling 

de pistão livre foram resumidas por Goldwater 1
19

1 e estudando 

especificamente essa configuração do motor, Beale 12 º1, 121 1, 

1
22

1 descreveu os resultados de alguns modelos construidos, tes

tados e simulados pela anãlise do ciclo ideal. Rauch 12 '1 rela-
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tau o desenvolvimento do projeto de um modelo do motor atuando 

como alternador linear e Chiu et alia 12 '1 descreveram os resul

tados dos testes feitos com o motor acoplado a um compressor for 

mando um sistema de ''bomba de calor". 

Junto com Beale 122 1, Prast e Jonge 125 1 estuda

ram a utilização de energia solar como fonte quente para o motor 

Stirling de pistão livre. 

No Brasil ,poucos trabalhos foram publicados a re~ 

peito do motor Stirling de pistão livre. Scieszko 1
26

1 descreve 

os resultados obtidos nos testes feitos com um protõtipo cons

truido na UFRJ e Macedo 1
27

1 apresenta algumas equações bãsicas, 

desenvolvidas a partir de valores experimentais, para a escolha 

de parâmetros para o projeto do motor Stirling de pistão livre, 

com alternador-linear. 

Mansour e Scieszko 12 ª1 apresentaram ainda o mode 

lo matemãtico para o motor Stirling de pistão livre tomado como 

base inicial para o desenvolvimento do presente trabalho. 

I.6 - OBJETIVOS DO TRABALHO 

Partindo de uma revisão geral da bibliografia dis 

ponivel, um dos objetivos iniciais do trabalho foi conhecer o 

estado atual da teoria, analisando os principais modelos matemã

ticos existentes. 
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Uma vez estudada a teoria usualmente empregada 

no projeto, fazer uma anãlise critica, propondo alterações e in

clusões no sentido de desenvolver novos modelos matemãticos que 

possibilitem uma descrição mais completa do desempenho do motor, 

oferecendo facilidades na execução do projeto. 

Uma segunda etapa do trabalho teve como objeti-

vos principais a avaliação global desses modelos teõricos atra

ves de um estudo de caso, comparando-os entre si e com resulta

dos experimentais, estudando a sua aplicabilidade no projeto do 

motor e o grau de concordância com a experiência. 

Como objetivo final, este trabalho se propoe a 

oferecer ferramentas para a execução do projeto do motor, deter

minando a influência particular de alguns parâmetros no comport! 

mento dinâmico do sistema atravês de um estudo paramêtrico. 
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. CAPÍTULO II 

O MODELO MATEMIITICO LINEARIZADO 

II.l - CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Analisando a bibliografia disponivel sobre moto-

res Stirling de pistio livre, encontra-se um modelo matemãtico 

jã consagrado no estudo teõrico do motor, como ferramenta usual

mente utilizada para iniciar o projeto. 

O modelo de primeiro nivel, como ê chamado, embo 

ra sujeito ãs limitações impostas pelas hipõteses inerentes a 

anãlise ideal, assumiu especial importãncia no estudo teõrico do 

motor Stirl ing. 

Constituindo o Ünico modelo matemãtico conhecido 

que apresenta soluçio de forma fechada, esta anãlise resulta em 

expressões analiticas para frequência, potência e outros parãme

tros de desempenho do motor. 

Não pretendendo substituir a simulação em comput~ 

dor, este modelo oferece a possibilidade de uma avaliação previa 

do desempenho de uma determinada configuração do motor, na fase 

inicial do projeto. 

Embora essa modelagem seja geral, podendo ser 

aplicada a qualquer motor Stirling de Pistão Livre, as soluções 
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das equaçoes nao são gerais e dependem da configuração particu

lar estudada. As soluções a que se chega nesse capitulo referem

se ao motor mostrado na Figura (II.l), com o r~ferencial:utilj?t 

~b n~s~a aniijse. 

II.2 - DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

Para o desenvolvimento desta anãlise, as seguin

tes hipÕteses são necessãrias: 

(i) o fluido de trabalho na camara quente estã a uma temperat~ 

ra constante Te e na câmara fria a uma temperatura constan 

te T; 
c • / 

(ii) a eficiência de regeneraçao e 100%; 

(iii) as perdas de carga ao longo do motor e as perdas de massa 

ou fugas de fluido são negligenciadas; 

(iv) o fluido de trabalho e um gas perfeito; 

(v) todos os processos sao reversiveis; 

(vi) a distribuição de temperaturas ao longo do regenerador e 

considerada como tendo um perfil linear~ 

-(vii) os efeitos do campo gravitacional sao desprezados; 
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(viii)o atrito entre a haste do deslocador e o pjstâo e desprez! 

do; 

(ix) a carga no pistâo pode ser representada por um dissipador 

simples, dependente da velocidade do pistâo; 

(x) o espaço de compensaçao e considerado adiabãtico. 

Embora nao necessãria para essa abordagem, foi 

assumido ainda que o cilindro estã fixo, nâo se envolvendo com a 

dinâmica do sistema. 

II.2.1 - Dinâmica do Pistâo e do Deslocador 

As equaçoes para a dinâmica do pistâo e do deslo-

cador sao: 

(II.l) 

(II.2) 

II.2.2 - Conservaçâo de Massa 

Expressando os volumes segundo: 

(II.3) 

Vc = (a -a ) (CC+x) - (ad-a )y p r r. (II.4) 
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e aplicando a conservação de massa 

pode-se encontrar uma equaçao para a pressao {p): 

(IJ.4.a) 

(II.4.b) 

Aqui, a massa (mg) do fluido no regenerador foi 

encontrada integrando-se uma massa infinitesimal {dmgl ao longo 

do regenerador de seção constante (ag), com um perfil linear de 

temperatura. Esse procedimento estã descrito com detalhes no 

Apêndice A. 

II.2.3 - Espaço de Compensação 

Para o espaço de compensaçao, considerado adiabã-

tico, temos: 

(II.6) 

e 

(II.7) 

onde v8 ê um volume de referência correspondente ao valor de Vb 

quando o espaço de compensação estã a pressão mêdia do fluido 

(p) . 
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II.2.4 - Lfnea~itaçio do Sist~ma 

Substituindo as expressões (II.3) a (II.7) nas 

equaçoes (11.1) e (11.2) temos: 

X = 

y = 

onde: 

f 1(x,y) = m R/{ad(EE+y)/T +[(a -a )P(CC+x)- (ad-a )y]/T + a e p r r e 

(11.8) 

e 

(11.9) 

A linearizaçio das funções (11.8) e (JJ,9), expa~ 

<lindo em series de Taylor em torno do ponto de operaçio e a solu 

çao para o sistema linearizado estio desenvolvidas no Apêndice 

A. 

As equaçoes linearizadas sio: 

(A. 6) 
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(A. 7) 

E as soluções sao: 

x = CC sen(wt + ~) (A.16) 

e 

y = EE sen(wt) (A.17) 

com: 

(A.15) 

w = ( b _ b )1/2 
ª1 1 - ª2 2 (A.11) 

e (A.12) 

O sistema se resolve se a frequência de operaçao 

satisfizer simultaneamente as equações (A.11) e (A.12). 

II.2.5 - Parâmetros de Desempenho 

Os volumes deslocados nas camaras serao: 



29 

- Expansão: 

Ve = (VE/2) (l + sen wt) (A.18) 

-·Compressão: 

Vc = (VC/2) [l+sen(wt-a)] (A.20) 

onde: 

VE = 2 ªd EE (A.19) 

V C = 2 ( a p - ar) 1 ( C C se n <P ) 2 + ( C C. e os <P- E E ) 2 i 1 / 2 (A.22) 

e 

a = tg-l [-CC sen<j)/(CC cos<j) - EE)] (A.21) 

Para a pressao (p) e para a pressao media (p) do 

fluido de trabalho tem-se: 

p = maR/{s[l+a/s cos(wt+S)]} (A.23) 

e 

(A.27) 

onde: 

(A.24) 
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a/s = [(cosa+ s/T) 2 + sen 2 a] 112 ;[s/T + 2p(ln T)/(T-1)+1] 

(A.25) 

e 

S = tg-l [(cos a+ s/T)/sen a] (A.26) 

Fazendo-se: 

cos(wt + S) = - l 

na equaçao da pressao (p) obtem-se a pressao mãxima do ciclo: 

Pmãx = maR/[s(l-a/s)] (A.28) 

ou ainda em termos da pressão media (p), 

Pmãx = p[s(l-a 2 /s 2
)
112]/(s-a) 

A integral de pdVe no ciclo nos darã o calor trans 

ferido na camara de expansão (Qe): 

Q = VE p - º* cos S e max -, (A.30) 

onde 

º* = 1r(s/a-l) [l-l/(l-a 2 /s 2
)
112J (A.29) 
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Em procedimento anilogo encontra-se o 

transferido na c~mara de compressio (Qc): 

Qc = VC p - 6* cos(S+a) max 

calor 

(A.31) 

-Somando-se as expressoes (A.30) e (A.31) obtem-se 

o trabalho por ciclo: 

w = Pmix ô*[VE cos B + VC cos(a+B)] 

A eficiência térmica do ciclo sera a 

de Carnot ji que foi suposto regeneraçio perfeita: 

(A.32) 

eficiência 

n = (T - 1)/T (A.33) 

Os parimetros do desempenho do motor podem ser 

adimensionalizados, ficando funçües apenas de E, p, Te a: 

p* = p/pmix = (l-a/s)/[l+(a/s) cos(wt+B)] (II.10) 

(II.11) 

(II.12) 

e 

w* - w/(VT p - ) = ô*[E cos S + cos(a+S)]/(l+E) - max (II.13) 

onde VT = VE + VC 
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II.3 - RESULTADOS 

A depend~ncia da frequ~ncia (w) em relação ã car

ga (fl) foi obtida por Berchowitz e Wyatt-Mair 1
3

1 para um mo

tor tipico como o da Figura (II.l) e estã reproduzida na Figura 

(II.2). Embora a frequência cresça inicialmente com a carga, a 

amplitude do pistão (CC) e o trabalho por ciclo (W) descrecem 

sempre, fazendo com que o mãximo da curva de potência aconteça 

antes do mãximo da curva de frequência. 

Berchowitz e Wyatt-Mair 1
3

1 apresentaram ainda as 

curvas generalizadas mostradas na Figura (II.3). Como o trabalho 

por ciclo adimensionalizado,(equação (II.13)) depende apenas das 

relações E, p, Te a, otimizando-se w* em relação a E e a a, uma 

vez conhecidos p e T, E, a e w* estão unicamente determin~dos P! 

ra o motor mais compacto. 

II.4 - CONCLUSUES 

Tudo indica que as hipÕteses baseadas no c i c l o 

ideal resultam numa previsão otimista do desempenho do motor. S~ 

gundo Walker l"I, fatores de correçao de 0,5 a 0.7 devem ser 

aplicados ã potência prevista pelo modelo matemãtico lineariza

do, para que sejam obtidos resultados mais realistas. 

Os resultados apresentados por Berchowitz e 

Wyatt-Mair 1 'I sao, entretanto, üteis na primeira etapa do proj~ 

to do motor, apõs a qual uma simulação completa da operação do 
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motor e recomendada. 

As soluções a que se chega atraves dessa anãlise 

estão ate certo ponto limitadas pela linearização imposta ao mo

delo, parecendo ser viãvel a obtenção de soluções analíticas sim 

ples para os parâmetros de desempenho do motor, levando em conta 

pelo menos uma não-linearidade do sistema. 
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CAPTTULO. III 

O MOTOR STIRLING DE PIST~O LIVRE COMO CICLO LIMITE 

(UMA ABORDAGEM N~O~LINEAR) 

III.l - CONSIDERAÇUES GERAIS 

Através da anãlise linear feita no capitulo ante-

rior, foi obtida uma solução senoidal para descrever o comporta

mento do deslocador dentro do sistema. 

Na prãtica, o movimento do deslocador e desconti-

nua, com subidas e descidas rãpidas, para que transfira o fluido 

de trabalho de uma cãmara para outra em tempo curto, ou seja, en

quanto o pistão varia pouco o volume total do fluido, aproximando 

as fases de aquecimento e resfriamento de processos isométricos. 

Neste capitulo esse fenômeno do ciclo real sera ana 

lisado. 

A consideração dos efeitos relativos a outros fenô

menos que ocorrem no ciclo Stirling real forneceria, sem duvida, 

uma descrição mais realista do comportamento dinâmico do motor. A 

introdução de tais efeitos, como serã visto no Capitulo IV, so 

possibilita, entretanto, soluções numéricas. 

Os metadas numéricos constituem ferramentas bastan

te poderosas, especialmente quando utilizados através de computa-
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dores dé grande porte. Infelizmente, como aponta Mansour j 30 f, a. 

solução numérica .não revela muito sobre a influincia parttcular~ 

mente exercida pelos diferentes parãmetros do sistema na respos

ta. Em outras palavras, essa é uma boa solução para um caso par

ticular apenas e nenhuma generalização pode ser feita. 

Por esse motivo, levando em conta apenas o ciclo 

ideal, o motor Stirling de pistão livre serã tratado nesse capi-

tulo, através da teoria não-linear, com o objetivo de se obter 

soluções analiticas simples que revelem a função de cada parame

tro no comportamento do motor, considerando apenas uma não-line~ 

ridade do sistema: o movimento descontinuo do deslocador. 

III.2 - DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

O referencial a ser usado nesse capitulo estã mos

trado na Figura III.l com as notações a serem empregadas. 

Para o desenvolvimento dessa anãlise, as seguintes 

hipõteses sao necessãrias: 

(i) ó fluido de trabalho na camara quente estã a uma tempera

tura constante T , na cãmara fria a uma temperatura T e . c 

(ii) a distribuição de temperatura no regenerador e considera

da como tendo um perfil linear 

(iii) a eficiéncia de regeneraçao e 100% 
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(iv) as perdas de carga aQ longo do motor e as perdas de massa 

ou fugas de fluido são negligenciadas 

(v) o fluido de trabalho e um gas perfeito 

(vi) os processos termodinâmicos sao reversiveis 

(vii) a carga no pistão pode ser representada por um dissipador 

simples, dependente da velocidade do pistão 

(viii) o atrito entre o pistão e a haste do deslocador e despre

zado. 

Embora não necessária para essa abordagem, a pres

sao de compensação serâ considerada constante e igual a (p
0

), ou 

seja, serâ analisado apenas o caso do motor aberto. 

III.2.1 - Dinâmica do Pistão 

As forças atuando no pistão estão mostradas na F~

gura III.2.à. Aplicando-se um balanço de forças ao pistão, obtem

se: 

ou 

{III.l) 
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III.2.2 - Conservação de Massa 

Atravês da aplicação da equaçao de conservaçao de 

massa (II.4.b) encontra-se uma expressão para a pressao como mos 

trado no Capitulo II, equação (II.5): 

(II.5) 

Como os volumes sao funções das posições do pistão 

e do deslocador, equações (B.17.a) e (B.17.b) do Apêndice B, a 

pressão pode ser escrita: 

p ~ 1/(A - Bx + Oy) (III.2) 
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III.2.3 - O Movimehto dõ Deslocador 

O deslocador serã modelado nessa anãlise como um 

controlador do tipo "on-off'', assumindo a posição superior (y 2 ) 

se p < p
0 

e a posição inferior (y 1 ) se p > p
0

, como mostrado na 

Figura III.2.b. 

Fisicamente, a hipÕtese de que o deslocador sobe e 

desce em intervalo de tempo nulo equivale a assumir que possue 

massa desprezlvel. Realmente, a experi~ncia mostra q~e nos moto

res Stirling, a massa do deslocador deve ser muito menor que a 

massa do pistão, a fim de se obter a rãpida movimentação do flui 

do. 

As equaçoes para o movimento do deslocador sao: 

( I I I . 3 . a ) 

y: y1 + Yz, se p < p0 e y = Yt (III.3.b) 
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III.2.4 ~ Lin~•rfzação da Eg~•çid da Pfe$São 

No Apendice A estã mostrado o procedimento para li 

nearização da equaçao da pressão (III.2) através da expansão em 

serie de Taylor. Para essa análise, entretanto, a escolha dopo~ 

- -to em torno do qual a equaçao sera expandida deve ser cuidadosa, 

porque a posição do deslocador (y) e uma função descontTnua e is 

so estaria em desacordo com as exigencias para expansão em se

ries de Taylor. Esse problema pode ser contornado, entretanto,se 

o ponto escolhido representar um ponto médio da posição do deslo 

cador como aproximação, ou seja: 

b = (yl + Yz)/2 (III.4.a) 

A posição do pistão corresoo'ndente a. essa nosição do 

deslocador pode ser escolhida supondo que, nessa condição, o pi! 

tão estã imediatamente abaixo do deslocador, ou seja, 

a= b - L4 (III.4.b) 

A expansao em serie de Taylor em torno do ponto 

x = a e y = b, nos leva a: 

onde: s1 = B/0 2
; s2 = -C/D 2 e s3 = D - s1 .a- s2.b e 

D= 1./(A - Ba + Cb) 

(III.5) 
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III.2.5 - Eliminação da varfâVél p~e~~io (p) 

Substituindo a equação da pressio .(III.5) na equa

çao da dinâmica do pistão (III.l) tem-se: 

. 
~ + alx + (a3 B1x + ª2 + ª3 B3) = - ª3 B2Y 

Fazendo a transformação linear de x em z, de tal 

forma que: 

( I I I . 5 . a ) 

e 

então a equaçao em z se torna: 

Escrevendo agora as condições para subida e desci

da do deslocador em termos de x e y temos: 

--p > p
0 

e Y = y2 + S1x + B2Y + B3 > p
0 

e Y = y2 (III.6.a) 

( I I I . 6 . b ) 
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Substituindo x por z de acordo com a expressao 

(III.5.a) e utilizando para y os valores de cada caso, as inequ! 

ções (III.6.a) e (III.6.b) ficam: 

(III.7.a) 

(III.7.b) 

Definindo as seguintes constantes como: 

As condições para movimentação do i '· deslocador 

(III.3.a) e (III.3.b) podem ser resumidas na forma: 

y: Y2 + Y1· se z + P1 Y2 + P2 > O (III.8.a) 

y: Y1 + Y2, se z + Pi Y1 + P2 < ·o (III.8.b) 

Com a eliminação da equaçao da pressao, o movimen-

to do deslocador estã agora comandado pela posição do pistão 

(z). r natural que exista uma certa posição (z 0 ) do pistão, na 

fase de compressão do ciclo, em que a pressão do fluido de traba 

l ho .. equivale ã pressão atmosfêrica; se o pistão passa dessa 

posição (z 0 ) na fase ,le compressão, com o deslocador, na posição 

superior (y 2 ), a pressão do fluido aumenta e a diferença (p-p
0

) 

ê positiva, impulsionando o deslocador para baixo. Com a descida 

do deslocad6r, a pressão aumentarã mais ainda pelo aquecimento 
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do fluido e o pistão terã que expandir o fluido de trabalho para 

que a pressao se igualei pressio atmosferica novamente. Com o 

deslocador agora na posieão inferior (y 1), existirã uma posiçio 

(z ) do pistão para a qual, na fase de expansão do ciclo, a pres 
s -

sao (p) se iguala a p
0

• Os deslocamentos do pistão e do desloca-

dor descritos estão resumidos na Figura (111.3) •. 

As posições do pistão para as quais a pressao (p) 

se iguala a pressão atmosferica são: 

( 1 1 I • 9 • a ) 

na fase de compressao, com y = , 2 e 

(111.9.b) 

na fase de expansao, com y = , 1 

EDI.2.6 - O Deslocador com um Controlador ''On-Off" com Histerese 

Utilizando as expressoes (111.9.a) e 

podemos descrever o movimento do deslocador segundo: 

y: , 2 + , 1 , se z > z
0 

e y = , 2 

y: , 1 + , 2 , se z < zs e y ~ , 1 

( I I I • 9 . b ) , 
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FIGURA Ili. 5 - CONTROLADOR 11 ON-OFF" COM HISTERESE USUAL 
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A descrição do movimento do deslocador feita acima 

equivale ao comportç1mento de um controlador "on~off" com histe

rese, regulado por z, como mostrado na Figura (III.4). 

A maneira como se aprasenta na Figura (IIl.4} nao 

e a usualmente encontrada na teoria não-linear para a anãlise de 

controladores "on-off". Para que se obtenha um diagrama como o 

da Figura (111.5), as seguintes transformaç5es são necessãrias 

onde b = (y 1 + Yz)/2 e y 1 = ± y 

com Y = (Yz - Y1 )/2 

E = z - zm 

e 

EÜ - pl y 

onde 

zm = - plb - Pz 

se tivermos, por exemplo, 

então: 
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ou substituindo os valores de zm e E 0 , 

Ressaltando que: 

b + y = y2 e b - y = yl 

então a inequação acima fica: 

e equivale a condição de descida do deslocador. 

De maneira anãloga pode-se mostrar que 

equivale a condição de subida do deslocador, 

De acordo com o que foi estabelecido, o 

não-linear pode ser reescrito: 

y 1 : + y + - y, se E > E 0 e y 1 = y 

y 1 : - y + + y, se E < EO e y 1 = - y 

modelo 

(III.10) 

(III.ll.a) 

(III.ll.b) 
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(III.12) 

E = Z - Z 
m (III.13) 

O diagrama de blocos mostrado na Figura (III.6) 

corresponde ao sistema de equações (III. 10) a (III. 13) do modelo 

não-linear. 

III.3 - ANÃLISE DO MODELO NÃO-LINEAR 

III.3.1 - O Ciclo Limite 

Analisando a equaçao da dinâmica do pistão, 

(III.10) 

separadamente para as posições y = y1 e y = Yz do deslocador, 

concluimos tratar-se da equação de um sistema massa-mola amorte

cido. 

Se y = y 1 , por exemplo, a solução particular para 

a equaçao e 

ou 

(III.14.a) 
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De maneira anâloga, se y = y2 , o sistema possue a 

solução particular 

(III.14.b) 

Supondo uma condição de sistema sub-amortecido, a 

Figura (III.7) mostra a resposta no tempo para a equação da dinf 

mica do pistão, separadamente para cada posição do deslocador, 

dada uma condição inicial (z 0 , i 0 ). As trajet6rias no plano de . 
fase {z, z), correspondentes a essas soluções, podem ser vistas 

na Figura (III.8). Deve-se notar que, dependendo da posição do 

deslocador, quando o tempo tende a infinito, o pistão tende a 

se estabilizar numa certa posição particular (z 1 ou z 2 ), este fa 

to pode ser entendido, se levarmos em conta que,se o·déslocador e-s

tã sempre embaixo, a maior parte do fluido estã na camara quente, 

numa pressão mais alta que se estivesse na câmara fria. 

Na Figura (III. 9) estã mostrada a resposta no tem_-. 

podo sistema. No seu movimento descontinuo, o deslocador desce 

e sobe nas posições zD e zs do pistão, respectivamente. Depende~ 

do dos valores de zD e zs, uma defasagem pistão/deslocador esta

ra definida. Na realidade, como o deslocador leva algum tempo 

no seu percurso de subida ou descida, a evolução da posição do 

deslocador serã pr6xima da curva tracejada na Figura (III.9). 

Na Figura (III..10) o COl)lPOrtamento 'do pistão e mos 

trado no plano de fase; as regiões em que y = y2 e y = y
1 

estão 

limitadas pelas retas 
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FIGURA 111. 9 - RESPOSTA 
DO SISTEMA NO TEMPO 
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z = zD, para z > O e z = zs, para z < O 

Dada uma condição inicial (z 0 , 20 ) e uma posição 

inicial para o deslocador, o movimento do pistão tenderã a se

guir uma das tr~jet6ricis da Figura (III.8) (dependendo do valor 

inicial de y), atê o momento em que cruzar uma fronteira; nesse 

ponto, mudando o valor de y, o pistão tenderã a se estabilizar 

numa outra posição e movimento do pistão tenderã a seguir a ou

tra trajet6ria da Figura (III.8). Em outras palavras, quando o 

pistão estã na região do plano de fase em que y = y2 , o seu movi 

menta e regido pela equação, 

e a sua posição de estabilidade ê z 2 ; quando estã na região do 

plano de fase em que y = y1 , o seu movimento ê regido por 

e a .sua posição de estabilidade e z1• 

De acordo com o que foi exposto, estã clara a pos

sibilidade de existência de um ciclo limite, ou seja, uma traje

t6ria estãvel no plano de fase que a posição do pistão tenderã a 

seguir qualquer que seja a condição inicial dada. 

As condiç5es para a existência do Ciclo Limite se

rão discuti das no item ( p I. 4) desse capitulo. 
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III.3.2 - Anâlise do TfabalhQ/Ciclo 

O diagrama pressão-volume do ciclo termodinâmico 

do motor estâ mostrado na Figura (III.11) para uma defasagem pi! 

tão/deslocador como a da Figura III.9. 

Verifica-se que, dependendo dos valores de 2 0 e 

2 5 , pode-se tirar proveito do fato de, no seu movimento real, o 

deslocador dispender algum tempo no percurso. 

Para o caso mostrado, se levarmos em conta o movi 

mento real tracejado do deslocador na Figura (III.9), o pistão 

comprimirão fluido, enquanto o deslocador força o seu aqueci

mento; com isso, o diagrama p-V real seria prõximo ao tracejado 

na Figura (III.11 ), aumentando o trabalho do ciclo em 

ao previsto pelo ciclo teõrico. 

relação 

Como jã pode ser concluido, uma boa escolha dos 

valores de 2 0 e 2
5 

serã decisiva para o projeto do motor. Vale 

lembrar que os parâmetros 2 0 e 

tria do motor e uma anãlise da 

2 dependem basicamente da geome s -

defasagem pistão/deslocador atr~ 

vês do uso dos parâmetros 2 0 e 2
5 

pode ser uma boa 

para a fase inicial do projeto. 

ferramenta 

Teoricamente, a melhor condição para o trabalho 

por ciclo do motor seria a mostrada nas Figuras (. (III.12), 

(III .]3) e (III. 14). Aqui o valor de 2 0 coincide com o ponto 

de mãximo da posição do pistão e 2
5 

com o ponto de minimo. Essa 
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FIGLRA 111 .11 - DIAGRAMA p-V 

FIGURA 111.12 - DESLOCAMENTOS PARA ME
LHOR CONDIÇÃO DE TRABALHO/CICLO 
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zs 
FIGURA 111 . 13 - CICLO LIMITE PARA MELHOR CONDIÇÃO 
DE ·TRABALHO/ CICLO 

FIGURA Ili -14 - DIAGRAMA p- V PARA MELHOR 
CONOlç,ÃO DE TRABALHO /CICLO 
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condição corresponderia a uma defasagem pistão/deslocador de 

90°. 

Na realidade, analisando as expressoes de zs e 

z1 , como 

concluimos que zs > z1 sempre e essa configuração do Ciclo Limi 

te ê impossivel de se obter. 

Analogamente, a pior condição para o trabalho por 

ciclo seria a de 180° de defasagem pistão/deslocador, mostrada 

nas Figuras (111.15), (111.16) e (III. 17). 

Podemos concluir ainda que, se z0 < zs, como mos

trado nas Figuras (111.18) e (111.19) o trabalho por ciclo do 

motor ê negativo. Essa condição po~e ser evitada se impusermos: 

ou 

Com 
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FIGURA 111 · 15 - DESLOCAMENTOS 
PARA TRABALHO/ CICLO. NULO. 

p 

-1--------------v 

FIGURA 11\. i7 - DIAGRAMA p-V 
PARA TRABALHO/ CICLO NULO 

FIGURA."• 111.~6 - CICLO . LIMITE PA.RA TRABALHO/ 
CICLO NULO. ·.>. • " 

FIGURA 111.18- DESLO_. · 
CAMENTOS PARA TRABALHO/ 
CICLO NEGATIVO. 

p 

FIGURA 111.19- DIAGRAMA p-V 
A'.1.RA TRABALHO/ CICLO 
NEGATIVO. 
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por definição, e y 2 , y 1 positivos, então devemos ter 

ou 

como a 3 deve ser positivo, com s2 negativo chega-se a: 

(III.15) 

III,4 - SOLUÇ~O PARA O SISTEMA N~O-LINEAR 

III.4. l - Desenvolvimento da Solução 

Para a solução do sistema não-linear de equaçoes 

(III.10) a (III.13) o mêtodo de Krylov e Bogoliubov serã utili-

zado, O desenvolvimento do mêtodo estã descrito com 

por Mansour 1 'º 1 e não serã reproduzido aqui. 

detalhes 

Como a posição do deslocador (y) ê uma função da 

posição do pistão (z), o sistema de equações pode ser reescrito 

na forma: 

y = f(z) (III.15.a) 

e 

(III.15.b) 
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Supondo uma solução do ttpo: 

z = Z sen ílt + z0 (III.16) 

onde Z e íl devem ser determinados e z0 pode ser obtido a partir 

de condições iniciais e definindo 

e 

1/J = ílt 

então a expressao (III. 15.b) pode ser escrita: 

z+F(z,z)=O 

e a condição para a existência do Ciclo Limite e que o seguinte 

sistema tenha solução: 

J
21T 
O F(ZL 

e 

sen 1/J + z0 , ZL íll cos ,JJ)cos 1/J d,JJ = O 

(III.17.a) 

íll = (1/rr ZL) J:1TF(ZL sen 1/J + Za, ZL íll CDS ,JJ)sen 1/J d,JJ 

{III.17.b) 

onde íll e ZL sao os valores da frequência e da amplitude que S! 

tisf~zem simultaneamente ãs equações {III.17.a) e {III.17.b). 
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III.4.2 - C6ndiç5e~ de Eii~téncta d6 Cfclo Lfmfte 

Embora a frequencia de oscilação (íll) possa ser 

obtida pela equação (III. 17.b), segundo o método utilizado, es

sa frequencia e muito prõxima da frequencia de oscilação do sis 

tema linear, 

(III.18.a) 

e a seguinte aproximação pode ser feita: 

( I I I • 1 8 • b ) 

O desenvolvimento da integral da equaçao 

(III. 17.a) estã descrito no Apendice B. Resolvendo-se essa inte 

gral chega-se a: 

z 2 = 
L ( B. 6) 

que nos dã uma expressao para a amplitude do movimento do pis

tão em função dos parâmetros do projeto do motor. 

Segundo essa expressao, a condição de existencia 

do Ciclo Limite serã: 

como y e µl são parâmetros positivos e Eo = - pl y > O, com 
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Pi < O Pªfª que o sistema produza trabalho, então devemos ter: 

Essa desigualdade nos leva ãs seguintes condições 

para a existência do ciclo limite do motor: 

a > a 
P r (III.19.a) 

e 

(III.19,b) 

sendo que a ultima condição estã relacionada com a existência 

de um ciclo termodinâmico onde trabalho seja liberado do siste

ma. 

Para que existam oscilações, devemos ter: 

µ1/4 < JJ 2 (III.19.c) 

Esta ê uma condição que limita a carga suportada 

pelo motor, jâ que (µ 1 ) representa a soma do atrito com a carga 

aplicada ao pistão. 

III.4.3 - Estabilidade 

A condição de estabilidade do sistema ê: 
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onde: 

~(z) = J:rrF(Z sen t + z0 , Z íl cos t)cos t dt = O 

Como ~(z) = µ1 Z \l/2 - 2µ 3 Eo y/rrl. = O, 

integral resolvida no Apêndice B, então: 

segundo 

ou ainda, substituindo ZL pela expressao (B.6) a condição de es 

tabilidade fica: 

Como µl representa a carga no pistão e e 

positivoJ então o Ciclo Limite ê sempre estâvel. 

111.4.4 - Parâmetros de Desempenho do Motor 

sempre 

A defasagem pistão/deslocador pode ser obtida se 

encontrarmos os ângulos ~D e ~s para os quais o deslocador sobe 

e desce. Fazendo-se z = z0 e z = zs na equação (111.16.c), te

mos: 

e 
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ou 

(III. 20. a) 

e 

(111.20.b) 

A equaçao que descreve o movimento do pistão 

(111.16.c) pode ser escrita em termos de x, com o uso da .tnan~

formação linear feita de x em z (III.5.a). 

ou 

Se fizermos: 

/111.21.a.) 

então a equaçao de x fica: 

x = XL sen ílt + x0 (III.21.b) 

onde 
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( I I I • 2 l • c ) 

O procedfmento para a obtençio da expressao de z0 

estã descrito no Apêndice B. Essa expressio tem a forma: 

onde 

e 

z0 = Z - - ZL max 

z -max 

O trabalho por ciclo do motor sera: 

( B. 7) 

(B.15) 

( B. l 6) 

( B. l 2) 

( B. l 4) 

(B.11) 

onde wc' we sao os trabalhos de compressio e expansio, respecti

vamente e, 
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(III.22,a) 

e 

(III.22.b} 

onde: 

VCS2' V CS l sao os volumes da camara de compressao quando z = z s e 

y = Yz, y = y l ' respectivamente.e 

VCD2' V CD l sao os volumes da cama ra de compressao quando z = z D e 

Y = Y2, Y = y 1 , respectivamente. 

e VEZ' VEl sio os volumes da cimara de expansao quando y = Yz 

y = y1 , respectivamente, 

A soluçio das integrais (III.22.a) e (III.22,b) 

esti desenvolvida no Apêndice B e utilizando essas expressoes, o 

trabalho por ciclo seri: 

w = ma RTc ln [(KD2.KSl )/(KS2.KD1 )] ( B • 2 2 ) 

onde: 

(B.18) 

(B.20) 
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(B. l 9) 

(B.21) 

A eficiência têrmica sera, obviamente a eficiência 

de Carnot, jâ que a eficiência de regeneração ê, por hipÕtese, 

100%: 

n = l - T /T c e 

III.5 - CONCLUSUES 

{III.23) 

Atravês da aplicação da teoria não-linear ao pro

blema, chega-se a soluções analíticas, anâlogas àquelas obtidas 

no capitulo II, para os parâmetros de desempenho do motor. 

Com essa abordagem, entretanto, o movimento desce~ 

tinuo do deslocador ê considerado e essa característica do mode

lo parece ajustâ-lo melhor ã condição real do sistema. 

A utilização do conceito de Ciclo Limite, introduz 

uma nova maneira de abordar o sistema, trazendo grandes facilida 

des na compreensão e anâlise do comportamento do motor e possib~ 

litando a obtenção de condições importantes para a operaçao sa

tisfatõria do motor. 

A obtenção de solução de forma fechada soe possí

vel, entretanto, considerando apenas o ciclo termodinâmico ideal. 
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Assim como para o modelo linearizado, naturalmente, o uso das 

soluções encontradas neste modelo na fase inicial do projeto, de 

ve ser consciente do emprego da an5lise ideal na obtençio de 

tais soluções. 
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CAPITULO IV 

· O NOTOR STIRLING DE P!ST~O-LIVRE: 

UM MODELO PARA SIMULAÇ~O DIGITAL 

IV.l - CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Nos capítulos anteriores, a anãlise do ciclo ideal 

foi utilizada para estabelecer os modelos teõricos que descrevem 

o comportamento do motor Stirling de pistão-livre. 

A obtenção de expressoes analíticas simples para 

os parãmetros de desempenho do motor, caracteriza a importãncia 

desses modelos, possibilitando soluções de forma fechada para o 

sistema de equações estabelecido. 

Infelizmente, como aponta Walker 1
5 j os motores 

Stirling nao operam na prática segundo a sequência de processos 

termodinãmicos ideais, conhecida como o Ciclo Stirling. O uso do 

ciclo ideal para a análise do motor resulta inevitavelmente em 

um prognõstico otimista para o desempenho. 

Nesse capítulo, os efeitos de fenõmenos presentes 

no ciclo real, como regeneração não-perfeita, transferência de 

calor nas cãmaras, perdas de carga e cãmaras não isotêrmicas sao 

analisados a fim de se obter um modelo te5rico que ofereça uma 

descrição mais realista do comportamento dinãmtco do motor. 
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A aparente simplicidade do motor Stirling esconde, 

no entanto, a real complexidade no tratamento matemãtico anal1ti

co do sistema como um todo. A principal diftculdade surge do fato 

de que diferentes porções do fluido de trabalho percorrem diferen 

tes ciclos termodinâmicos. Alem disso, o fluido de trabalhá, du

rante a operação do motor, oscila periodicamente de uma .. câmara P! 

ra o~tra, sofrendo complexos processos de transferencia de calor, 

fluido e termódinâmicos, geralmente instãveis e interrelacionados. 

Levando em conta essas dificuldades, nao e poss1-

vel, portanto, chegar-se a soluções de forma fechada. Com essa 

anãlise, entretanto, dispondo das facilidades dos sistemas compu

tacionais modernos, o desempenho do motor pode ser simulado, com 

a ajuda de métodos numéricos simples. 

Para o desenvolvimento do modelo matemãtico aqui 

proposto, alem das hipõteses feitas para a obtenção de cada equ! 

ção em particular, as seguintes hipõteses são necessãrias: 

1. o fluido de trabalho e um gas perfeito 

2. a massa do fluido de trabalho e considerada constante e as fu

gas sao negligenciadas. 

IV.2 - DESENVOLVIMENTO DO MODELO 

O referencial a ser adotado neste cap1tulo, e o 

mesmo do Cap1tulo III, mostrado na Figura (III.l ). 
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O principio de funcionamento dessa 

foi descrito com detalhes no Cap'ftulo I, item (I.4). 

IV.2.1 - Os Volumes 

configuração 

Em qualquer instante do funcionamento do motor, a 

massa total de fluido (ma) estarã distribuida em três compartime~ 

tos do motor: a câmara de expansão, o regenerador e a câmara de 

compressao. 

Enquanto o regenerador ê um compartimento fixo e 

seu volume (Vg) 
... 

nao varia, os volumes das camaras de expansao 

( V e) e de compressa o ( V c) sa o funções das posições do pistão (X) 

e do deslocador ( y) . o volume do espaço de compensaçao ( V b ) e tam 

bêm uma função das posições do pistão e do deslocador. 

Em qualquer instante da operaçao do motor em que 

o pistão e o deslocador assumam as posições x e y, respectivamen

te, podemos escrever os volumes: 

(IV.l) 

(IV.2.a) 

(IV.3) 



71 

onde: VB ~ um volume de referência tomado aqui para as 

x=Oey=O 

posições 

v
9 

~ o volume do regenerador, visualizado aqui como um tubo 

de diâmetro dg e comprimento lg. 

IV.2.2 - Fluxo de Massa no Regenerador 

O regenerador serâ estudado nessa anâlise como um 

tubo que faz a ligação entre as câmaras de expansao e compressao. 

Nesse tubo, capaz de armazenar calor numa matriz no seu interior 

e/ou nas suas paredes, as perdas de calor para o exterior serao 

desprezadas, ou seja, o regenerador serâ consideradi adiabâtico. 

O que regula o sentido de movimento do fluido de 

uma camara para outra via regenerador sao as pressoes Pe e pc.Com 

o objetivo de se conhecer esse sentido, uma variâvel lÕgica (ó} 

e definida como na Tabela IV.l. 

Dependendo do valor da variâvel lÕgica (ó}, o flu~ 

do sera impelido a se movimentar da câmara de expansão para a de 

compressão ou vice-versa. 

Ao longo do caminho percorrido no regenerador, o 

fluido deve perder uma quantidade de calor (quando ó= O) que se

rã armazenada no regenerador. Quando ó= l, o fluido deve receber 

calor do regenerador, antes de entrar na câmara de expansão. 
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TABELA IV. 1 _ VARIÁVEL LdGiCA 21 

cÍ:O b=' 

Pe ,Te : Pe ,Te 
1 

rn n 1 

rnJt 
Pe ,Te : pe ,Te 

1 

FIGURA IV. 1 _ CONDIÇÕES DE CONTORNO NO REGENERADOR 

( pe - Pb) ( Op - ar) t C2 ( Y-X) 

ft X. mpg 

FIGURA IV. 2 - DIAGRAMA DE 
FORÇAS ATUANDO NO PISití.O. 

( pe - pel (Od - Or) 

(Pe-pb) Or 
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Quando analisamos o regenerador, estamos diante de 

um problema de escoamento de um fluido compress{vel com troca de 

calor. Nesse ca~o, sabemos que em um determinado instante existem 

gradientes de pressão e temperatura ao lon10 do tubo e ainda, 

que essas variações dependem das condições do contorno. Essas con 

diçÕes; estão mostradas na Figura (IV. l ). 

No Apêndice Cê desenvolvida uma anãlise com o ob

jetivo de encontrar uma expressão para a queda de pressão em um 

fluido que escoa compressivelmente em um tubo de seção constante. 

Para um segmento infinitesimal do regenerador (dl), essa expres-

. são tem a forma: 

m, 
- p dp = 

ag [

2f 
~ª dl 
dg ~] (C.9) 

onde: - fa e o coeficiente de atrito, considerado constante, fun 

çao do numero de Reynolds e da rugosidade relativa do tu

bo 

- m e a vazao em massa através do segmento considerado. 

E~bora o efeito de compressibilidade passar ser 

introduzido, para a avaliação da vazão m serã utilizado um valor 

medio para a massa especlfica p, constante ao longo do regenera

dor, ou seja, o termo le. serã desprezado, o que equivale a consi-
P 

derar escoamento instantaneamente incompresslvel. Segundo McAdams 

16 1, se np/p < 0.1 o efeito de compressibilidade pode ser despre

zado, usando essa hipÕtese e integrando-se a relação (C.9) então, 

obtem-se: 
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lg 

dg 

Rearrumando e substituindo p por mg/V
9

, onde m
9 

e a massa instantaneamente contida no regenerador, temos: 

m = 

Considerando que acamara de. expansao e um compar

timento aberto apenas para o fluxo i, então podemos escrever: 

ou ainda: 

me = ( 2 6 - 1 ) m 

me= (26-1) r 
m

9 
ag 2 dg 

2V f lg 
~ g a 

IV.2.3 - Massa de Fluido no Regenerador 

(IV.4) 

Para chegar a expressao (C.9) foi necessãrio supor 

escoamento em regime permanente. Intuitivamente, sabemos que a 

massa de fluido (mg) contida no regenerador deve variar com o tem 

po e portanto, o valor de m
9 

a ser utilizado na equaçao (IV.4) 

deve equivaler a um certo valor instantãneo, função das condiçües 

do contorno e uma expressão para mg deve ser obtida. 

Nesse modelo, os parãmetros termódinãmicos do flui 

do no regenerador serão tratados como medias. Pode-se concluirc-

que a pressao e a temperatura do fluido dentro do regenerador, em 
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Como estamos considerando aqui separadamente a pressao da camara 

de compressão (pc) e a da cãmara de expansio (pe), a pressão a 

ser utilizada como media para o fluido no regenerador serã: 

Em função das considerações feitas, a massa de 

fluido no regenerador pode ser escrita como uma função das condi 

ções do contorno: 

(p.+p)V 
= @ e g 

mg 
(Te + \) R 

Essa expressao serã utilizada nesse modelo 

corrigir o valor da massa contida no regenerador a cada 

(IV.5) 

para 

instan-

te, apõs uma avaliação aproximada dos valores de Pe• Pc' Te e 

Te a partir das hipõteses feitas para o cãlculo de m. 

IV.2.4 - As Pressões 

Aplicando o principio de conservaçao de massa, p~ 

demos encontrar uma expressão que relacione entre si . pressoes, 

temperaturas e volumes que a massa de fluido assume ao circular 

no motor. 

Em qualquer instante do funcionamento do motor, 

a soma das massas em cada compartimento deve ser igual ã massa 

total de fluido, ma: 
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um determinado instante, qualquer que seja 6, assumem médias que 

devem ficar dentro dos limites das condições do contorno, ou se

ja, a mêdia de Pg ao longo do tubo deve estar entre Pe e Pc e a 

mêdia de Tg deve estar entre Te e Te. 

A hipÕtese inicialmente utilizada por Schmidt 1
2

1 

e posteriormente por Filkenstein 1
7

1 e outros ê de que o fluido 

no regenerador assume uma temperatura mêdia igual ã mêdia aritmê 

tica entre as temperaturas T e T e ainda que a pressão do flui 
e e -

do e homogênea no interior dos três compartimentos do motor. E. 

W. Beans !ªJ se utilizou da hipõtese de um regenerador adiabãti 

co para chegar a uma temperatura mêdia no regenerador a partir 

da aplicação de um balanço de energia para esse compartimento; ne~ 

se procedimento, entretanto, a solução para Tg ê iterativa e de

pende de uma avaliação das variações totais de massa em cada ca

mara. Entretanto, seguindo o modelo de Beans, pode-se mostrar que 

se tomarmos como aproximação ;que as variações totais de massa 

são iguais nas duas cãmaras, a hipõtese de Schmidt ê vãlida para 

um regenerador adiabãtico. Essa serã a hipÕtese utilizada nesse 

modelo para temperatura mêdia, ou seja, 

O procedimento adotado por Beans estã mostrado no 

Apêndice D. 

Tanto Schmidt quanto Beans consideram que o flui

do de trabalho assume uma pressão homogênea em toda a sua massa. 
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Pc V e Pe V Pg V 
9 e R + + = m íl 

Te Te T 
g 

Utilizando os valores mêdios para Pg e Tg, tem-se: 

V 
p (~ + 

e T 
e 

(IV.6) 

Para acamara de expansao, a pressao Pe pode ser 

diretamente determinada da equação de estado: 

(IV.7) 

A consideração de um espaço de compensação adiabã 

tico conduz a: 

(IV.8) 

onde p8 ê a pressao nesse espaço quando o volume e igual ao volu 

me de referência (V 8 ). 

IV.2.5 - A Dinâmica do Pistão e do Deslocador 

Os diagramas de forças atuando sobre o pistão e o 

deslocador estão mostrados nas Figuras (IV.2) e (IV.3), 

Alem do peso prõprio e da ação da diferença de 

pressoes entre a câmara de compressão e o espaço de compensação, 

o atrito entre a haste do deslocador e o pistão e entre o pistão 
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e o cilindro sao considerados; a carga sobre o pistão sera repr! 

sentada por uma força proporcional â velocidade do pistão e em 

sentido contrãrio a ela. 

Da aplicação de um balanço de forças para o pis-

tão obtem-se: 

. 
x = [-(c 1 + fl) x + c 2(y - x) - (pc - pb)(ap - ar) - mpg]/mp 

(IV.9) 

No deslocador, alem de estar atuando a diferença 

de pressoes entre as duas camaras, a parte inferior da sua haste 

estã exposta ã pressão da câmara de compensação; nesse caso, te

mos: 

IV.2.6 - Os Efeitos de Mistura 

O fato do regenerador nao ser ideal sera 

em conta atravês dos efeitos de mistura. 

(IV.10) 

levado 

Se a eficiência do regenerador for definida como: 

LI T . . l rea 

Ll\de~-1 

então pode-se encontrar as temperaturas com que o fluido vindo 
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do regenerador incide em cada câmara: 

para o = l 

Durante um ctclo do motor, o fluido passa duas 

vezes no regenerador indo de uma câmara para outra. Assim, dois 

tipos de mistura ocorrem com o fluido de trabalho: 

a) quando o fluido mais frio vindo da camara de compressao ctrcu 

la no sentido de se misturar com o fluido mais quente jâ exis 

tente na câmara de expansão; o fluido incide nessa caso com 

Tge < Te e o efeito ê um decrêscimo na temperatura mêdia glo

bal da câmara; isso ocorre quando o= l 

b) quando o fluido mais quente vindo da camara de expansao circu 

la no sentido de se misturar com o fluido mais frio jâ exis

tente na câmara de compressão; nesse caso, o fluido incide com 

Tgc > Te e o efeito ê um aumento na temperatura mêdia global 

da câmara; isso ocorre quando o= O. 

Esses dois processos estão ilustrados nas Fi~uras 

(IV.4j e (IV.5). 

Do ponto de vista de rendimento do motor, os efei 

tos de mistura tendem a diminuir as eficiências de expansão e 

compressão do fluido, diminuindo consequentemente o trabalho por 

ciclo em relação ao seu equivalente ideal. 
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Nesse modelo, a tempePatura com que o fluido inci 

de nas camaras serã considerada sempre igual i temperatura mêdia 

do fluido no regenerador (Tg). Nesse caso, estaremos trabalhando 

sempre com uma eficiência de regeneração igual a 50%, ou seja: 

T -T T -(T +T )/2 e g = e e c = 0.5 
T -T T -T e c e c 

e qualquer gradiente de temperatura existente no regenerador de

verã~trazer melhorias ã eficiência têrmica. 

IV.2.~ - O Balanço de Energia 

No ciclo Stirling ideal, a compressao e a expan

sao se realizam isotermicamente. Na realidade os processos term~ 

dinâmicos que ocorrem no motor Stirling são bastante complexos.Na 

câma~a de expansão, por exemplo, o fluido recebe calor do cabeç~ 

te, o volume da câmara ê variãvel com as pressoes, o fluxo de 

massa muda de sentido durante o ciclo e a velocidade de aqueci

mento da massa ê var1ãvel no volume.da câmara. Processos anãlo

gos ocorrem na câmara de compressão. 

Embora seja dificil conhecer a distribuição de 

temperaturas dentro das câmaras a cada instante, podemos avaliar 

como variam no tempo essas temperaturas de uma maneira global. 

Numa abordagem atravês de volumes de controle, p~ 

demos tratar os parâmetros termodinâmicos do fluido na camara co 

mo assumindo valores mêdios, homogêneos em todo o espaço da cama 
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. 
ra e uma taxa de variaçio de temperatura midia {T) refletirã a 

tendincia do comportamento causada pelos vãrios efeitos simultS

neos superpostos. 

Desprezando as variações de energia cinitica e 

potencial, e ainda, considerando como positivos o calor recebido 

pelo fluido e o trabalho realizado por ele, podemos aplicar um 

balanço de energia aos volumes de controle mostrados na 

(IV.6.a) e (IV.6,b). 

Figura 

Os volumes de controle foram escolhidos de tal 

forma que se expandem ou se comprimem junto com os pistões. Nes 

se caso, devem ser incluidos termos que contabilizam o trabalho 

realizado pelas fronteiras dos volumes de controle. 

Podemos escrever as equaçoes do balanço de ener-

g ia: 

(i) Para acamara de expansao: 

ql - w = # 
J SCE 

(u+p/p)pV d A + ddt [f f f u p d V J ( I V , l O • a ) 

VCE 

Para o desenvolvimento da equaçao de energia, alem das hi

pÕteses iniciais Jã feitas, as seguintes hipõteses sao usa 

das: 

( i ) o fluido de trabalho e um gas perfeito com 

especificas (CP e Cv) constantes 

calores 



83 

(ii) o fluxo e unidimensional na entrada ou saida do volu 

me de controle 

(iii) propriedades intensivas constantes em qualquer por

ção do fluido na câmara (homogeneidade) 

(iv) variações de energia cinética e potencial desprezi

veis 

(v) perfil de velocidades uniforme em toda a area de en

trada ou saida do volume de controle 

(vi) as perdas de calor para o ambiente sao desprezadas 

O termo de integral dupla na superficie do volume 

de controle contabiliza a taxa de energia interna e trabalho de 

fluxo da massa que cruza a fronteira. Deve-se levar em considera 

ção, entretanto, que o fluido circula nos dois sentidos indo e 

vindo do regenerador. Quando ó= l, fluido entra no volume de 

controle com (p
9

, T
9

) e quando ó= O, fluido deixa o volume de 

controle com (p T ) e' e · 

Condensando o termo (u + p/p) em um termo de en-

tal pia, 

íl· (u+p/p) p V (IV.10.b) 
SCE 
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O termo de integral tripla computa o armazenamen

to ou decréscimo d,:, energia interna no voluroe de controle. Então, 

:, [ !li " P dV] · ,', ( ', r, ',) • e, r, ,, • e, r, ,, (IV.10.c) 

Finalmente, o trabalho da fronteira junto ao des

locador tem a forma: 

dVe 
w = Pe ou, usando a derivada da equaçao {IV.l), 

dt 

dt 

(IV.10.d) 

Substituindo as expressoes (IV.10.b a IV.10.d) na 

equaçao de energia {III.10.a) e explicitando Te, encontramos: 

(ii) Para o cabeçote: 

Embora a taxa de calor recebida de fonte externa 

pelo cabeçote (q) seja constante, a taxa de calor efetivamente 

entregue pelo cabeçote ao fluido na câmara de expansão (q 1) de-

pende naturalmente da temperatura do fluido nessa câmara e da 

temperatura do cabeçote. O esquema da Figura (IV.7) ilustra o 

processo. 
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A região do cabeçote realmente envolvida nessas 

trocas de calor e um cilindro fechado com diâmetro (Oh); para 

facilitar os cãlculos, essa região serã considerada como um dis 

co plano, de mesma ãrea interna que o ci 1 i ndro fechado real ,me~ 

ma espessura de parede e um diâmetro equivalente (dh). 

A Figura (IV.8) ilustra essa consideração: 

Para essa região considerada, o numero de Biot e: 

Como geralmente a espessura da parede e pequena 

e a condutividade térmica e alta, o numero de Biot e bastante 

baixo.Nesse modelo, a condução na parede do cabeçote e a radia

ção serão desprezadas e apenas o calor cedido ao fluido por con 

vecção serã considerado. 

Segundo Holman 1 31 1 e i:isizik 132 1, para um disco 

plano de diâmetro (D), com a face quente voltada para baixo, o 

coeficiente de transmissão de calor por convecção (h) pode ser 

expresso por: 

T - T 
h ~ 0.61 h e 

02 

1 / 5 

lw/m2 ºe 1 

onde Th e a temperatura do disco. 

A taxa de calor q1 transmitfda pelo cabeçote ao 

fluido por convecção serã então: 
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[
Th-Te]l/3 

d.h 2 
(IV.12) 

Um balanço de energia para o cabeçote fornece uma 

expressao para a temperatura (Th): 

. 
Th = (ci - ci 1 )/(mli.c) (IV.13) 

onde mh e e sao a massa e o calor espec1fico media do cabeçote. 

(iii) Para acamara de compressao: 

Da aplicação do balanço de energia para o volume 

de controle da Figura (IV.6.b) obtem-se: 

q2 = w = {:j (u+p/p) P~ 
J scc 

(IV.13.a) 

onde q2 e a taxa de calor que o fluido de trabalho perde na cama 

ra de compressão, para o refrigerante. 

Para chegar a uma expressao para a taxa de calor 

perdida pelo fluido do lado frio do motor as seguintes hipõteses 

são usadas: 

(i) a temperatura da parede do lado interno da camara e igual a 

temperatura do fluido (Te). 
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(ii) do lado externo da camara, o refrigerante garante uma temp! 

ratura de parede constantemente batxa e igual a T0 . 

Nesse caso, a perda de calor a ser considerada se 

ra apenas por condução e terã a forma: 

onde: - K e a conduti vi dacte ,t térmica media da parede 

- b e a espessura da parede da câmara 

(IV.14) 

- a
0 

e a ãrea envolvida na troca de calor com o refrigera~ 

te 

Alem das hipÕteses feitas acima, para o desenvol- i 

- -vimento da equaçao de energia nessa camara serao usadas tambem 

as hipõteses (i) a (v) jã feitas no item (a). 

O termo de integral dupla na superfície de contr~ 

le dessa camara, levando em conta o sentido do fluxo, fica: 

ff (u+p/p) py.d~ = 

scc 

O termo de integral tripla fica: 

ou ainda substituindo me por Pc Vc/RTc' 

(IV.14.a) 
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(IV.14.b) 

O trabalho realizado pela fronteira do volume de 

controle tem nesse caso duas componentes: trabalho realizado pe

la fronteira junto ao deslocador e junto ao pistão. Usando a de

rivada da equaçao {III.2), temos: 

w = {IV,14.c) 

Em virtude das considerações feitas sobre o fluxo 
. 

de massa no regenerador (m) teremos instantaneamente: 

me - ( 2 6 - l ) m = (IV.14.d) 

Substituindo as equaçoes (III.14.a) a {III.14.c) 

na equaçao do balanço de energia (III.13.a), e ainda, utilizando 

a equaçao {III.14.d) para me, temos: 

{IV.15) 

As expressoes {IV.l) a (IV.15) formam o sistema 

não-linear de equaçoes proposto para descrever os principais fe

nomenos que ocorrem no Motor Stirling de Pistão Livre. 
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IV.3 - CONCLUSÕES 

Através da consideração de alguns fenômenos que 

ocorrem no ciclo real do motor Stirling de pistão livre, um mode 

lo matemãtico mais completo é estabelecido para descrever o com

portamento dinãmico do sistema. 

A principal diferença desta anãlise para aquelas 

desenvolvidas nos Capitulas II e III, surge das considerações de 

cãmaras não-isotérmicas, regeneração não perfeita e perda de ca~ 

ga. Espera-se com a introdução de tais efeitos, oferecer a possi 

bilidade de, numa etapa mais avançada do projeto, obter-se uma 

previsão realista do comportamento do sistema, com a ajuda da si 

mulação digital. 
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CAPTTULO V 

SIMULAÇÃO DIGITAL E ESTUDO PARAMETRICO 

Com a disponibilidade de um computador digital 

de grande porte, o modelo matemãtico estabelecido no capitulo a~ 

terior pode ser utilizado para se obter algumas respostas típi

cas do sistema e se conhecer, o efeito de algumas variãveis atra 

ves de um estudo paramétrico, 

V.l - MODELAGEM PARA SIMULAÇÃO 

O diagrama de blocos da Figura (V.l) mostra a es

tratégia de utilizaçio das quinze equações do modelo matemãtico, 

na simulaçio digital do comportamento dinãmico do motor. 

Examinando as equaçoes que compoem o modelo, dep~ 

ramos com um sistema composto por equações diferenciais de l~ e 

2~ ordem e por equações algébricas. 

Usando do recurso de mudança de variãveis de tal 

maneira que: 

Zl = X Z5 = me . 
Z2 = X Z6 = Te 

Z3 = y Z7 = Te 

Z4 = y Z8 = Ti1 
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FIGURA V. 1 - DIAGRAMA DE BLOCOS 
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podemos escrever o sistema de equações na forma canônica: 

. 
Zl = Z2 ( V • 1 l 

. 
Z2 = [-(C 1+ft) Z2 + c2(Z4-Z2) - (pc-pb) (ap-ar) + 

(V. 2) 

. 
Z3 = Z4 (V. 3 ) 

(V. 5) 

. 
Z6 = {ql + Pe ªd Z4/J + CP Z5[6 Z6 + o(Z6+Z7)/2} + 

. 
- CV Z6.Z5}/(cv Z5) (V. 6) 

. . 
Z7 = {q 2-pc[(ad-ar) Z4-(ap-ar)Z2]/J - cp Z5 

. 
. [o.Z7 + 6(Z6 + Z7)/2] + CV Z7.Z5}.R. Z7/{cv Pc ·\) (V.7) 

. 
Z8 = (q - q1 )/(mh.C') (V. 8) 

junto com as equaçoes algêbricas: 

(V. 9) 
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(V.10) 

(V.11) 

(V.12) 

Pe = Z5.R.Z6/Ve (V.13) 

(V.14) 

(V.15) 

(V.16) 

(V.17) 

Desta forma o modelo pode receber a aplicação de 

um mêtodo numêrico com a finalidade de simular o comportamento do 

sistema. 

v~z - os PROGRAMAS DESENVOLVIDOS PARA SIMULAÇ~O 

Foram desenvolvidos dois programas em linguagem 

FORTRAN para simular a operação do motor segundo o modelo matemã 

tico do Cap1tulo IV. 

(i) ST/PRINTERl - com sa1da em impressora 

(ii) ST/PLOTERl - com sa1da gráfica 



95 

Ambos utilizam o método de Runge-Kutta de 4~ or

dem, descrito com detalhes na referencia JªªJ, para integrar nu 

mericamente o sistema de equações (V.l) a (V.17), a partir de 

condições iniciais dadas. 

Utilizando a rotina de Rung-Kutta, os programas 

foram desenvolvidos de tal forma que no ST/PRINTER], a saída nu

mérica possibilitasse a facilidade de obtenção dos valores ponto 

a ponto de qualquer variável e no ST/PLOTTERl, a saída gráfica 

possibilitasse a visualização global do desempenho do motor. 

O fluxograma do programa ST/PRINTERl está mostra

do na Figura V.2. Esse programa fornecerá a resposta da s4mula-

ção no tempo, ponto a ponto em intervalo desejado, com valores 

de posições e velocidades do pistão e do deslocador, pressoes, 

volumes, temperaturas e massas do fluido em cada câmara e tempe

ratura do cabeçote. 

A partir da monitoração de um ciclo (passada a 

fase de regime transi ente), fornecerá ainda a amplitude e a fre-

~uencia do movimento do pistão de potenc.i,a e resolverá as i nte-

grais: 

Qe = f Pe dVe 

e 

Qc = t Pc dVc 

para encontrar: calor transferido na camara de expansao ( Q e) e 
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na de compressao (Qc) em um ciclo, trabalho por ciclo (w) e efi 

ci~ncia termica (n), onde (w) e (n) são calculados segundo: 

jã que o regenerador e considerado adiabãtico e 

Outras saidas se desejadas podem ser 

com facilidade dentro da rotina. 

O fluxograma do programa ST/PLOTERl, com 

inclui das 

saida 

grãfica, estã móstrado na Figura (V.3). Esse programa foi prepa

rado para utilizar o "plotter'' CALCOMP do NCE/UFRJ fornecendo a 

resposta grãfica no tempo de pressões e temperaturas em cada cã

mara, posições do pistão e do deslocador, temperatura do cabeço

te e ainda, ciclo pressão x volume, diagrama de deslocamento re

lativo [(y-x) x Vd] e a trajetõria do movimento do pistão no pl~ 

no de fase. 

V.3 - SIMULAÇ~O DO DESEMPENHO DE UM MOTOR T1PICO 

V.3.1 - O Motor Simulado 

O motor simulado aqui, visando a obtenção de res 

postas tipicas para essa classe de motores Stirling, e o motor 

descrito por J, L. Scieszko na referencia 1ª 6 1, onde podem ser 
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encontrados todos os dados relativos a geometria do motor e ain 

da, valores do seu desempenho medido em bancada. 

O esquema desse motor estã reproduzido na Figura 

(V.4), como funcionou em bancada. 

Esse motor não possue um regenerador expliEito, 

embora a folga entre o deslocador e o cilindro tambem funcione 

como um regenerador. Para efeito de cãlculos, o motor foi consi 

derado como possuindo um regenerador de comprimento igual ao do 

deslocador e seção igual ã ãrea •.de ,folga, perpendicular ao eixo 

do motor, como visto na Figura (V.5). O atrito entre o desloca-

dor e o cilindro (c 2 ) deve, nesse 

tor de atrito (fa) e uma hipõtese 

caso, ser substituído pelo f~ 

de escoamento laminar deve 

ser inicialmente feita. Ao final da simulação, o numero de Rey

nolds deve ser avaliado e no caso de escoamento turbulento, a 

força de atrito pode ser substituida por um termo da forma 

(-fªIYIYJ. 

O espaço de compensaçao tambem foi excluido e a 

parte inferiór do motor estã aberta para a atmosfera. Nesse ca

so, as equaçoes para pb e vb foram excluidas e a pressão pb foi 

substitui da pelo valor consta•te da pressão atmosferica. 

Os sinais das forças devido ã ação da nravidade, 

tambem foram trocados nas equações {V.2) e {V.4), jã que a pos~ 

çao em que funcionou em bancada e a inversa da que o modelo ma

temãtico pressupoe. 

Estão disponiveis para esse motor, alem da sua 

geometria, as temperaturas do cabeçote e do refrigerante, a am

plitude do movimento do pistão e a frequ~ncia, medidos experi

mentalmente no motor sem carga, com ar. como fluido de trabalho. 
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V.3.2 - Considerações Sobre o Diagraniçi P-V 

Como jâ foi apontado anteriormente, uma das difi

culdades no tratamento analítico do motor Stirling surge do fato 

de que diferentes porções do fluido de trabalho percorrem ciclos 

termodinâmicos distintos. Nesse caso não seria possível traçar 

um Ünico ciclo pressão e volume para o fluido de trabalho. 

Numa tentativa de visualizar o comportamento ter

modinâmico do fluido de trabalho como um todo, os diagramas P-V 

foram construidos utilizando a pressão Pc• jâ que esta e a pres

sao responsâvel pelo trabalho produzido pelo pistão de pot~ncia, 

e o volume deslocado total (Vd), onde: 

Quanto ao uso da pressao pc para todo o fluido de 

trabalho nao existe nenhuma dificuldade, jâ que como sera vist~ 

as pressoes Pc e Pe diferem muito pouco durante todo o ciclo, Fi 

ca entretanto necessário lembrar que, ao traçar o ciclo Pc x Vd 

(com Pc = Pe) para o motor, estamos traçando o ciclo termodinâ

mico do fluido de trabalho como se o seu volume total (Vd) esti

vesse a cada instante com uma sõ·temperatura, aqui chamada de 

temperatura equivalente (T ). Essa temperatura pode ser encon-eq . 

trada dividindo-se o produto (Pc Vd) pela massa total do fluido: 
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ou 

Essa e a temperatura que pode ser observada nos 

diagramas p-V traçados e equivale ã temperatura que a massa to-

tal do fluido assumiria se o seu volume total a cada instante, 

estivesse todo a uma temperatura sõ (Teql e a uma sõ pressao 

( P c) • 

Enquanto o uso de ciclos termodinâmicos distintos 

para cada câmara não nos fornece uma informação global sobre o 

motor, o ciclo Pc x Vd traçado facilita a avaliação do desempe

nho do motor, uma vez que a area no interior do ciclo representa 

diretamente o trabalho por ciclo do motor, dentro dos 

de igualdade entre pe e Pc' ou seja: 

V.3.3 - Anâlise dos Resultados 

(a) Simulação do Desempenho do Motor sem Cª-!:..9.E._: 

limites 

A resposta grâfica da simulação do motor sem car

ga e sem atrito no pistão estâ mostrada na Figura (V.6). Algumas 

observações importantes podem ser feitas a partir da anâlise des 

ses seis grâficos: 
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** RESPOSTA PARA O MODELO COMPLETO ** 
INTERVALO DE INTEGAACÃ0=0.000001 SEG 
CALOR DE FONTE EXTERNA =1,5 CAL/SEG 
CARGA NO PISTÃO =O.O N/CM/SJ 

* VALDRES INICIAIS (Sl J * 
X =0-000 X0=0.500 Y =0.066 YD=0.000 
PE=0-763 PC=0.763 TE=500,0 TC=300.0 
TH=620,0 
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FIGURA V. 6 • SIMULAÇÃO DO DESEMPENHO DO MoTOR SEM CARGA 
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(i) dada uma condição inicial, o motor apresentç, uma fase cur 

ta de regime transiente (aproximadamente um ciclo), en

trando em seguida em regime permanente, mantendo o campo! 

tamento ciclico dos parâmetros bastante regular; a exis

tência do ciclo limite estã caracterizada pela trajetõ

ria fechada obtida no plano de fase (x, x). 

( i i ) nas curvas (x e y) vemos que as fases de aquecimento e 

resfriamento do fluido estão longe de acontecer a volume 

constante, como requer o ciclo ideal; no resfriamento, o 

deslocador estã subindo, forçando o fluido a escoar para 

a câmara fria, enquanto o pistão ainda estã descendo, fi

nalizando a fase de expansão e aumentando o volume total 

ocupado pelo fluido; a fase de aquecimento, caracterizada 

pela descida do deslocador, estã bastante curta, pois mul 

to cedo no seu percurso, o deslocador encontra o pistão s~ 

bindo, obrigando-o a fazer um pequeno retorno; essa e uma 

caracteristica do desempenho do motor sem carga. A aplic! 

ção de carga no pistão diminuiria a velocidade do pistão 

e consequentemente sua posição de mãximo, possibilitando 

a descida livre do deslocador durante um periodo maior de 

tempo, como serã visto. 

(iii) o diagrama de deslocamentos relativos, onde estã mostrada 

a evolução da diferença de posições pistão-deslocador (y-x) 

com o volume total deslocado (Vd)' ilustra a caracteristi 

ca do ciclo apontada no item (ji). 



105 

(iv) o grãfico de pressoes mostra que as pressões (pc e:pe) das 

duas cãmaras evoluem praticamente juntas e a '"diferença 

(pe-Pcl ê desprezivel (< 0.05 atm); essa pode ser conside 

rada uma caracteristica particular dessa configuração que 

não possue um regenerador explicito. 

(v) o comportamento ciclice da temperatura Te apresenta dois 

picos de mãximo devido ao pequeno retorno do deslocador 

quando se choca com o pistão, logo depois de haver inicia 

do o seu movimento de descida; nesse retorno o volume e a 

massa do fluido na câmara de expansão diminue~, enquanto 

a pressão sobe havendo consequentemente um aumento na 

temperatura. 

( V i ) a temperatura do cabeçote (Th) aparece constante com o 

tempo; obviamente a grande inercia térmica do cabeçote e 

a responsãvel por essa caracteristica. 

(vii) o comportamento praticamente constante da temperatura(Tc) 

pode ser entendido levando em conta o grande volume morto 

nessa camara, como mostra a Figura (V.9.a); como a quant~ 

dade de massa de fluido nessa câmara ê sempre bem maior 

que na camara quente, a temperatura (Te) fica pouco sensi 

vel as variações de pressão; e ainda, com me sempre rela

tivamente grande, o efeito de mistura ê pouco sentido nes 

sa camara. 

(viii) apôs a simulação, o numero de Reynolds do escoamento no 

regenerador foi calculado e verificou-se que o valor de 

fa usado (0.035) foi um pouco superestimado, forçando uma 

condição desfavorãvel ã operaçao. 
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(b) O Efeito da Posição de Operação do Motor; 

Um teste com o motor operando segundo o posicion~ 

mento da Figura (V.7), ou seja, na posição inversa da que · foi 

operado em bancadai mantendo tridos os outros parãmetros da simu

lação anterior, gerou os grãficos da Figura (V.8). Essa simula

ção mostrou que; 

( i ) 

( i i ) 

( i i i ) 

a fase de regime transiente ficou mais longe dadas 

mesmas condições iniciais 

a amplitude do movimento do pistão aumentou cerca 

as 

de 

22.8%, provocando um aumento de cerca de 7,45% na ampli

tude das pressões, embora os pontos de mãximo tenham se 

mantido iguais. 

a frequência do motor diminuiu cerca de 8,37% diminuindo 

tambêm o trabalho por ciclo em cerca de 6,78% e a potên

cia indicada em 14,5%. 

(iv) com essa variação do trabalho por ciclo, o rendimento 

têrmico diminuiu em 15,4% do valor inicialmente obtido. 

(v) a posição anterior parece ser realmente mais favorãvel 

para o desempenho do motor. 
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** RESPOSTA PARA O MODELO COMPLETO •• 
INTERVALO DE INTEGRACA0=0.000001 SEG 
CALOR DE FONTE EXTERNA =1.5 CAL/SEG 
CARGA NO PISTÃO =0,0 N/CM/SJ 

* VALORES INICIAIS (SIJ * 
X =0.000 X0=0,500 Y =0.066 YD=0.000 

, PE=0.763 PC=0.763 TE=5QQ.Q TC=300.0 
TH=62Q.Q 
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c) O Efeito do Diâmetro do Pistão: 

Para verificar a influência do diâmetro do pistão 

no comportamento do motor, esse diâmetro foi aumentado como mos-

tram as Figuras (V,9.a) e (V,9.b), 

A massa total do fluido de trabalho, que ê calcu

lada automaticamente pelo programa com base no volume total do 

fluido dado pela posição de zero do pistão, teve que ser aument~ 

da, para manter a pressao media do fluido em torno de l atm., na 

nova geometria do motor. 

Deve-se notar que com o aumento do diâmetro do 

pistão, o volume morto do motor foi diminuldo, como mostra a Fi-

gura (V,9,b), 

Na Figura (V.10) estão os resultados obtidos des

sa simulação. Esses grãficos mostraram a superposição de vãrios 

efeitos, consequência do aumento do diâmetro do pistão: 

(i) a diminuição do volume morto melhorou o deslocamento re

lativo pistão-deslocador; aqui a fase de aquecimento do 

fluido estã bem clara e com duração maiór; quando o pis-

tão atinge seu mãximo o deslocador jã evoluiu sozinho 

algum tempo no seu movimento de descida, aquecendo o 

fluido e contribuindo para o aumento das pressoes. 

( i i ) o aumento da areado pistão (ªp) sobre a qual incide a 

pressão (pc) provocou tambêm um aumento das forças resul 
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** RESPOSTA PARA O MODELO COMPLETO ** 
LNTERVALO DE INTEGRAÇA0=0,000001 SEG 
CALOR OE FONTE EXTERNA =1,S CRL/SEG 
CARGA NO PISTÃO =0,0 N/CM/SJ 

* VALORES INICIAIS CSIJ * 
X =0,000 XD=0,500 Y =0,066 YD=0,000 
PE=0,691 PC=0,691 TE~soo.o TC=300.0 
TH=620,0 

70 

+ YC MM J 

o XtlA 
CMHJ 

o 

1,65 

+ PE 
o PC 

C RfM J 

O,llS 

700 

o TH 
+ TE 
1 TC 

(llEK) 

250 
o 

• 

' 

' V V V 

- -- -

.. 
. 

V V 

P VS VD 

0,3CSEG) 

Y-X VS VD 

' 
. 

' V V V V 

0,3(SEGJ 

PLANO DE FASE 

-- -
. 

. 
V V V V 

. . 

0,3ÇSEGJ 
FIGURA V.10 - O EFEITO DO AUMENTO DO DIAMETRO 00 PISTÃO 



( i i i ) 

l l l 

tantes agindo no pistão; como consequencia houve um au

mento na frequencia. 

embora a amplitude do movimento do pistão tenha diminuí

do, a amplitude das pressões se manteve praticamente inal 

terada. 

(iv) o efeito positivo esperado de um aumento do ponto de mã-

( V ) 

ximo das pressoes pela fase de aquecimento mais longa 

não foi obtido porque um outro efeito se superpôs negat~ 

vamente: a diminuição da temperatura media na câmara de 

expansão; a queda na media de Te pode ser entendida le

vando em conta o efeito de mistura e a regeneração nao

perfeita; se o deslocador desloca maior massa de fluido 

do regenerador para acamara de expansão, a tendencia e 

diminuir a temperatura media dessa câmara, caso a taxa 

de calor cedida ao cabeçote se mantenha constante, como 

foi feito. 

a diminuição da amplitude do movimento do pistão pode 

ser entendida com base no que foi descrito no item (iv); 

o efeito da diminuição de Te e Tg na pressão e maior ne~ 

se caso e portanto não e necessário que o volume (Vc) 

aumente muito (ou o pistão desça muito) para fazer a 

pressao cair ao seu valor de minimo. 

(vi) o efeito de mistura tambem teve seu reflexo na temperat~ 

ra Te; antes, o deslocador transféri·a todo a massa para 
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acamara fria, antes de iniciar a fase de compressao; is 

so ajudou a manter uma temperatura tTc) constante; como 

nessa simulação o pistão inicia a tompressão enquanto o 

deslocador ainda transfere a massa de fluido mais quente 

para a câmara fria, a consequência e um pequeno aumento 

cicl ico na temperatur,a {Te). 

o aumento do volume deslocado (Vd) pelo aumento do diâme 

tro do pistão teve um efeito maior nas temperaturas,equi 
..,..' -

valentes do que a diminuição da temperatura {Te); a con-

sequência foi um aumento nas temperaturas 

vistas no diagrama P-V dessa simulação. 

equivalentes 

{d) O Efeito da Aplicação de Carga (Curvas Caracteristicas): 

O grâfico da Figura (V .11) mostra uma resposta ti 

pica da operaçao do motor com carga. 

Como o valor do coeficiente de atrito atuando en

tre o pistão· e o cilindro não era conhecido e jã que este param! 

tro atua no pistão exatamente como uma carga proporcional ã velo 

cidade, vãrios valores de carga total foram simulados, conside

rando que nessa carga estã incluido o efeito do atrito desconhe

cido. 

Dessa maneira, as curvas das Figuras (V.12.a) e 

(V.12.b) correspondem ãs respostas obtidas para os parâmetros de 

desempenho do motor, para os valores usados de carga total, se-
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** RESPOSTA PARA O MODELO COMPLETO •• 
INTERVALO DE INTEGRACÃCT=0.000001 SEG · 
CALOR DE FONTE EXTERNA =1.5 CAL/SEG 
CARGA NO PISTRO =2.3 N/CH/SJ 

• VALORES INICIAIS CSIJ • 
X =-0.023XD=1.000 Y =0.066 YD=0.000 
PE=0.520 PC=0,520 TE=SOO.O TC=30Q.O 
TH=620.0 
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gundo a Tabela (V.l), mantendo sempre a taxa de calor cedida ao 

cabeçote constante, 

-
f l [NS/m] o.o 1. 3 1 . 8 2. 3 2.8 3. 5 4.0 

W[J/ciclo] 0.059 0,090 0.099 O. 1 04 O. 1 O 1 0.092 0.072 

f [H z] 15.090 14.202 14.228 14.113 13. 941 13.424 12.636 

P [w] 0.890 1 . 2 7 8 1. 409 · 1 • 4 68 1 • 4 08 1 . 23 5 O. 91 O 

A [mm] 1 5 . 1 5 1 2. 90 11 • 6 O 10,60 9. 30 7.05 6.00 

11 [%] 1 O. 4 1 7 . O 18.9 21. 2 2 3. 5 3 2. 1 34.4 

TABELA V.l - Resposta do sistema a aplicação de carga 

Da anãlise das respostas do sistema a aplicação de 

carga, as seguintes observaç6es podem ser feitas: 

(i) Amplitude: 

Como e natural para uma massa que oscila, a ampli

tude do movimento do pistão diminue sempre com a aplicação de 

carga; operando segundo a posição da Figura {V.4), o peso do pi~ 

tão ê favorãvel ã compressão e desfavorãvel ã expansão do flui 

do; com a aplicação de carga, a tendência ê diminuir mais a fase 

de expansao do que a de compressão, modificando a posição media 

do pistão e diminuindo o valor mêdio do volume (Vc) no ciclo. 
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(ii) Temperatura da Cãmara de Expansão (Te); 

Como ji foi visto, a temperatura (Te) i mais sensT 

vel as variações do movimento do pistão do que a temperatura(Tc). 

Com o encurtamento da fase de expansão do fluido pela aplicação 

de carga, o efeito i um aumento contlnuo na midia da temperatura 

(iii) Temperatura Equivalente (Teq): 

Levando em conta a expressao (V. 18) para temperat~ 

ra equivalente, dois efeitos se superpoem para aumentar a varia

ção dessa temperatura durante um ciclo do motor: 

. a diminuição da midia do volume (Vc), como visto no item (i) 

• o aumento da midia da temperatura (Te), como visto no item (ii) 

(iv) Trabalho por Ciclo: 

A diminuição da amplitude do movimento do pistão, 

com consequente diminuição do volume deslocado total, e o aumen-

to da variação da temperatura equivalente, sao os dois fatores 

que mais .influenciam o trabalho por ciclo. A combinação desses 

dois fatores, com predominãncia inicial do segundo, faz com que 

o comportamento do trabalho por ciclc, apresente um ponto de mixi 

mo. 
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(v) Frequência: 

Sobre a frequência incidem tambêm o efeito de dois 

fatores opostos jã descritos: 

~ a aplicação de carga, que freiando o pistão tende a diminüir a 

sua velocidade media 

o pequeno aumento na media da pressao (pc)' causado pela dimi

nuição do valor medio do volume (Vc) e pelo aumento da media da 

temperatura (Te); como a pressao (pc) e, em Ültima anãlise, a 

responsãvel pela movimentação do pistão, esse aumento tenderã 

a aumentar a velocidade media do pistão. 

Na maior parte da curva caracteristica de frequên

cia, o primeiro efeito descrito e o predominante e as duas .ten

dências se contrabalançam apenas num pequeno trecho da curva 

para formar um curto patamar. 

(vi) Potência: 

A curva caracteristica de potência acompanha a 

tendência da curva do· trabalho por ciclo. 

Embora a frequência diminua sempre, o aumento ini

cial do trabalho por ciclo e predominante, fazendo com que essa 

curva possua tambem um ponto de mãximo. 
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(vii) Eficiência Termica: 

O aumento na media da temperatura (T ) , descrito no . e . 

item (ii), junto com o comportamento praticamente constante da 

temperatura (Te) sao os responsãveis pelo aumento progressivo do 

rendimento termico com a aplicação de carga, 

V.3.4 - Simulação de Condições Anormais de Operação 

O uso das respostas grãficas para o reconhecimento 

das condições em que o motor estã operando pode ser muito util 

no projeto do motor. 

Com o objetivo de conhecer a resposta do sistema 

para condições anormais de operação, dois testes foram feitos: 

(a) Teste de Insuficiência de Calor: 

A Figura (V.13) corresponde ã resposta obtida de 

uma simulação em que a taxa de calor de fonte externa (q) foi fi 

xada em zero, partindo de uma temperatura alta do cabeçote (Th). 

Para que a evolução das temperaturas possa ser vis 

ta em tempo curto, a massa do cabeçote foi drasticamente reduzi

da. 

A temperatura do cabeçote cai continuamente e o 

fluido na cãmara quente não e aquecido suficientemente para man-
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** RESPOSTA PARA O MODELO COMPLETO •• 
INTERVALO DE INTEGRACÃ0=0.000001 SEG 
CALOR DE FONTE EXTERNA =0,0 CAL/SE& 
CARGA NO PISTílO =O.O N/(H/SJ 

• VALORES INICIAIS CSI J * 
X =0,000 XD=0,500 Y =0,066 YD=0,000 
PE=0,763 PC=0.763 TE=SOO,O TC=300,0 
TH=620.0 

70 

+ YC MM) 

o X+L..I! 
C MM) 

o 

1,65 

+ PE 
o PC 

( RTM J 

0,45 

700 

o TH 
+ TE 
1 TC 

( 11:K) 

250 

P VS VD 

0,3CSEGJ 

Y-X VS VD 

0,3CSEGJ 

PLANO OE FASE 

o 0,3(SEGJ 
FIGURA V.13 - AESPOSTA TÍPICA WMOTOR INSUFICIENTEMENTE ,.&OU:C IDO 
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ter o movimento dos pistües. 

Essas configuraçü~s, principalmente as de tempera

turas, sao sinais concretos para o projetista de que o motores

tã insuficientemente aquecido. 

(b) Teste de Sobrecarga: 

A Figura (V.14) mostra as caracteristicas do motor 

sobrecarregado. Aqui, o movimento do pistão e fortemente amorte

cido por uma carga elevada, impedindo a circulação necessãria do 

fluido entre as câmaras e aquecendo o motor. 

Essas resposta do movimento do pistão, no tempo e 

no plano de fase, e caracteristica do motor sobrecarregado. 

V.4 - COMPARAÇ~O DE RESULTADOS 

Uma comparaçao rigorosa entre os valores experime~ 

tais obtidos e os resultados da simulação não foi possivel, uma 

vez que o valor exato do coeficiente de atrito era desconhecido. 

Ainda assim, como o coeficiente de atrito equivale a uma carga 

aplicada ao pistão, foi verificado que para um valor virtual de: 

c1 = 2.8[Ns/m] 

os resultados da simulação se aproximam melhor dos val~res expe

rimentais obtidos por Scieszko 126 1, medidos para o motor sem 

carga. 
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** RESPOSTA PRRR O MODELO COMPLETO •• 
INTERVALO OE INTEGRRÇA0=0,000001 SEG 
CALOR DE FONTE EXTERNA =1.5 CAL/SEG 
CARGA NO PISTÃO =10.0 N/(H/S) 

* VALORES INICIAIS CSIJ * 
X =-0,023X0=1.000 Y =0.066 YD=0.000 
PE=D,520 PC=D,520 TE=SOO,O TC=300,0 
TH=620.Q 

70 

+ ')'( MM J 

o X-1:L 4-
C MM J 

o 

1,65 

+ PE 
o PC 

CATM) 

O. 4-5 

700 

o TH 
+ TE 
1 TC 

C •K J 

250 

P VS VD 

+ 

0,3CSEGJ 

Y-X VS VO 

+ 

O. 3( SEGJ 

PLANO DE FASE. 

o 0.3CSEGJ 
FIGURA V.14 - RESPOSTA Tf PICA P/MOTOR SOBRECARREGADO 
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Essa comparaçao esti mostrada na Tabela (V.2). 

PARAMETRO :ilMULAÇAO SIMULAÇAO EXPERIMENTAL c 1 = o Cl = 2,8 

f [Hz] 15.090 13,941 1 4 

A (mm] 1 5. 1 5 9,3 9. 5 

TABELA V.2 - Comparação de resultados para o motor sem carga 

V.5 - CONCLUSÕES 

A aplicação de um método numérico ao sistema de 

equaçoes a que se chegou no capitulo anterior, mostrou que a si

mulação digital do comportamento do motor através daquele modelo 

é viivel, oferecendo soluções numéricas para as variiveis do sis 

tema, com os ciclos se repetindo regularmente no tempo, . 

Essa.ssoluções se apresentaram sempre fisicamente 

compativeis, comprovando que a introdução no modelo de alguns f! 

nômenos, não equacionados pela anilise ideal, pode ser 

conduzindo a previsões realistas do desempenho do motor. 

feita, 

A comparaçao com resultados experimentais, embora 

necessitando ainda de uma avaliação mais detalhada, indicou a 

possibilidade de uma boa concordincia. 

Observou-se que o intervalo de integração satisfa

tório é função da geometria do motor e, para esse caso simulado, 

teve que assumir valores reduzidos, em detrimento do tempo total 
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de processamento. 

A redução do tempo de processamento consumido par! 

ce atraente e a imposição de hipóteses simplificadoras ao modelo 

matemãtico para simulação digital, pode vir a oferecer vantagens 

nesse sentido. 
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CAPTTUlO VI 

O MODELO MAtEM~TICO SIMPLIFICADO 

VI.l - CONSIDERAÇUES GERAIS 

Considerando o alto grau de não-linearidade do mo

delo matemãtico apresentado no Capitulo IV, não seria produtiva 

a sua utilização para a obtenção de respostas rãpidas do sistema 

a variação dos parâmetros de projeto, 

Com o objetivo de simplificar aquele modelo, dimi-

nuindo o tempo de processamento em computador e viabilizando a 

aplicação da simulação digital repetidamente na otimização do 

projeto, duas simplificações podem ser feitas: 

(i) pressao uniforme ao longo dos compartimentos do motor 

(ii) camaras isotérmicas. 

Essas considerações estão bastante frequentes · na 

literatura J '1, J'J e ltvram o modelo mateiãtico das três mais 

fortes não-linearidades presentes. 

A hipÕtese de pressao uniforme equivale a desconsi 

derar a perda de carga e leva â eliminação da equaçao de fluxo 

de massa no regenerador (IV.4); a hipõtese de compartimentos is~ 

térmicos implica na eliminação das equações do balanço de ener

gia (IV.11), (IV.15) e serã utilizada junto com a hipÕtese de 
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regeneraçao perfeita. 

VI.2 ~ O SISTEMA SIMPLIFICADO DE EQUAÇDES 

Conservando todas as outras hipõteses feitas no roa 

nltulo IV, as ~quações do modelo matemitico simplificado sio: 

(VI.l) 

(VI.2) 

(VI.3) 

(VI.4) 

(VI.5) 

(VI.6) 

(VI.7) 

onde: 

- Pe• Pc e Pg foram substituldos por p, indiferentemente para 

qualquer compartimento e o termo em (pe-pc) na equação (IV.10) 

desaparece. 
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tese da temperatura do fluidb no regenerador, feita no Capitu-

1 o I V • 

O sistema de equaçoes acima, a menos da hipõtese 

de temperatura media no regenerador, e o mesmo utilizado no Capl 

tulo II para, depois de um processo de linearização das 

ções, chegar a soluções analiticas de forma fechada. 

VI.3 - SIMULAÇ~O DIGITAL 

equa-

Introduzindo as simplificações descritas nos pro-

gramas desenvolvidos para simular o modeio mais completo, dois 

outros programas foram obtidos: 

(i) ST/PRINTER2 - com saida em impressora 

(ii) ST/PLOTTER2 - com saida grãfica 

O mesmo motor mostrado na Figura (V.4) foi simula

do através do modelo simplificado, com vistas a caracterizar os 

efeitos das simplificações impostas, comparando os 

com os do modelo mais completo. 

resultados 

Para a escolha da temperatura (Te) constante na 

camara de compressao foi utilizado o valor praticamente constan

te obtido das simulações anteriores; na escolha do valor da tem

peratura (Te) da cãmara quente, embora a pratica mostre que na 

maioria dos projetos a operação do motor e simulada com o fluido 

da cãmara quente na·mesma. temperatura que o cabeçote,foram utili 
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zados valores mêdios para Te, obtidos nas simulaç5es anteriores, 

jã que usar para a isotêrmica de Te o valor da temperatura do 

cabeçote, invalidaria uma comparação entre as respostas dos dois 

modelos, 

VI.3,1 - Desempenho Comparativo do Motor Simulado 

(a) Simulação do Desempenho do Motor sem Carga: 

A Figura (VI.l) mostra a resposta grãfica obtida 

da simulação do desempenho do motor sem carga e sem atrito no 

pistão. 

O desempenho comparativo do motor simulado sem car 

ga pelo modelo simplificado apresentou as seguintes caracteristi 

c as : 

(i) fase de regime transiente mais curta, dadas as mesmas con 

diç5es iniciais 

(ii) amplitude do ciclo de pressao menor e amplitude do movi

mento do pistão maior que no modelo mais completo 

(iii) trabalho por ciclo bem maior e frequência de pistão lige~ 

ramente menor, superestimando a potência do motor 

(iv) defasagem pistão/deslocador ligeiramente menor do que no 

modelo mais completo 
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*• RESPOSTA PRRR O MODELO I50TEAH1C0 •• 
INTERVALO OE INTEGRAÇÃ0=0,001000 SEG 
CARGA NO PIST~O =0,0 N/CM/SJ 

• VALORES INICIAIS (Sl J • 
X =0.000 XD=0.500 Y =0-066 YD=0,000 
PE=0-763 PC=0,763 TE~soo.o TC=300,0 

70 

+ YC MM J 

o XC MM) 

o 

1,65 

p 
( ATM J 

O. 1!5 

P VS VO 

0,3CSEGJ 

Y-X VS VD 

0,3CSEGJ 

FIGURA VI .1 - SIMULAÇÃO DE DESEMPENHO DO MOlOR SEM CARGA 
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(v) eficiência têrmica igual a eficiência de Carnot, obvia

mente dentro dos limites de precisio da integraçio numê

rica. 

Para o ciclo termidinâmico p x Vd plotado, pode

mos escrever novamente a temperatura equivalente, Aqui entreta~ 

to, com a pressio homogênea ao longo do motor e as temperaturas 

constantes, essa temperatura fica funçio apenas da distribui

çao volumêtrica do fluido nos compartimentos do motor, ou se

ja: se na equaçio (V.18) fizermos pc = Pe = pg, teremos: 

(VI.8) 

A equaçao (VI.8) descreve a evoluçio de temperat~ 

ra do fluido no ciclo p x Vd traçado, equivalendo ã temperatura 

que o fluido assumiria se todo o seu volume estivesse a cada 

instante em um Ünico estado termodinâmico (p, Teql· 

(b) Simulaçio do Desempenho do Motor com Carga 

Os grâficos gerados a partir da simulaçio do de

sempenho do motor com carga 

f l = l • 3 [ N s/ m] 

estio na Figura (VI.2). 
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•• RESPOSTA PARA O MODELO ISOTERMlCO •• 
INTERVALO DE INTEGRAÇA0=0,001000 SE& 
CARGA NO PISTÃO =1,3 N/CM/SJ 

* VALORES INICIAIS (SI) * 
X =0,000 XD=0,500 Y =0,066 Y0=0.000 
PE=0,763 PC=0,763 TE=S00,0 TC=300,0 

70 

t YC MM J 

o X+MM J 

o 

1,65 

p 
C RTM J 

0,45 

P VS VO 

0,3CSEGJ 

Y-X VS VD 

0,3CSEGJ 

FIGURA Vl.2 - SIMULAÇÃO DE DESEMPENHO DO MOTOR COM CARGA 
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A anâlise desse desempenho simulado do motor sera 

considerada no item (c). 

(c) Resposta do Sistema a Aplicação de Carga (Curvas 

risticas): 

Caracte-

Na Figura (VI.3) estão mostradas as curvas carac

teristicas obtidas a partir da simulação do desempenho do motor 

pelo modelo simplificado. Foram usados vãrios valores de carga 

total, assumindo que nessa carga estã incluido o efeito do atri 

to entre o pistão e o cilindro. Os resultados numéricos 

resumidos na Tabela VI.l . 

. 
f .t [N s/m] o.o l . o 2.0 3.0 4.0 

W[J/ciclo] 0.254 0.248 0.240 O. 21 O O. l 94 

f [Hz] 14.706 14.521 13.994 13.507 13.565 

P [W] 3.735 3. 60 l 3.358 2.836 2.632 

A [mm] l 8. 5 l 7. O l 5. 5 l 2. 5 9. 5 

11 [%] 39.96 39.98 39.99 39.65 39.39 

TABELA VI.l - Resposta do sistema a aplicação de carga 

Esses resultados mostraram que: 

estão 

5.0 

O. l 72 

l 3. 3 53 

2.297 

7,. 5 

39.89 

(i) a amplitude do movimento do pistão cai sempre com o au

mento de carga, diminuindo portanto o volume deslocado to 

tal 



A(mm) f(Hz) 
o • 

1&0 

14.0 

15.0 

14.0 

101) 

1:to 

l 3 2 

+ 

P<wl 
+ 

4.0 

~---to----11-----+2----31-----+4---~5 f{(Ns/m l 

FIGURA VI . 3 - CURVAS CARACTER(STICAS. 
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(ii) o decrescimo na amplitude do movimento do pistão obriga 

a diminuição do trabalho por ciclo, jã que as temperatu

ras são mantidas constantes 

(iii) embora a amplitude do movimento do pistão e o trabalho 

por ciclo diminuem, a eficiência térmica ficou sempre em 

torno da eficiência de Carnot, como era de se esperar 

(iv) com o rendimento térmico constante, a variação do calor 

cedi'doao fluido durante um ciclo ê sempre propocional a 

variação do trabalho por ciclo 

(v) assim como no capitulo anterior, a frequência varia com 

a carga, sob a .influência de dois efeitos: 

a aplicação de carga, propriamente dita, que freiando 

o pistão tende a diminuir a sua velocidade media 

o pequeno aumento na media da pressão, causada pela di 

minuição do valor media do volume (Vc)' que tende a au 

mentar a velocidade media do pistão 

Os efeitos ~e contrabalançam apenas num pequeno trecho da 

curva que apresenta um curto patamar, ficando no restan

te a predominância do efeito da aplicação de carga 

(vi) com a diminuição continua do trabalho por ciclo e o com

portamento da frequência, a potência decai sempre com a 

aplicação de carga. 
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VI.4 - COMPARAÇ~O DE RESULTADOS 

Para caracterizar a influencia das simplifica-

çoes introduzidas no modelo, nos parãmetros de desempenho do mo 

ter, foram feitas as comparaçoes das Tabel~s VI.2 e VI.3. 

Na Tabela VI.2 ficou clara a tendencia de supere~ 

timar o desempenho do motor com a imposição de hipõteses simpll 

ficadoras. Através do modelo matemático simplificado, a poten

cia e prevista cerca de duas a quatro vezes maior do que o mede 

lo mais completo preve; essa diferença, entretanto, não e cons

tante em toda a faixa Ütil de carga. 

A comparaçao com resultados experimentais so foi 

possivel para frequencia e amplitude do movimento do pistão, jã 

que outros resultados não estavam disponiveis na literatura. 

Essa comparaçao, feita a partir da simulação de 

um coeficiente de atritQ 

c1 = 2.8 [NS/m] 

entre o pistão e o cilindro, confirma a tendencia apontada, an

teriormente. 



PARAMETRO DE 
SIMULAÇAO StM CARGA 

f.t = o 
DESEMPENHO MUUtLU MUUt .U VAR!AÇAO MODELO 

COMPLETO SIMPLIFICADO RELATIVA% COMPLETO 

W[J/ciclo] 0.059 0.254 + 330.5 o. l o l 

f[Hz] 15.090 14.706 - 2. 5 13.941 

P [W] 0.890 3.735 + 319.7 1 . 408 

A[mm] l 5, l 5 l 8. 5 O + 2 2. l 9,30 

n [ % ] 10.40 39,96 + 284.2 23.50 

TABELA VI.2 - Comparação entre as previsões dos modelos teõricos 

SIMULAÇAO COM CARGA 
f ;' = 2,8 

MODELO .. VARIAÇAO 
SIMPLIFICADO RELATIVA 

O. 21 2 + 110.0 

13.508 - 3. l 

2.864 + 1 03. 4 ,, . 

13.50 + 45.2 

39.692 + 68.9 

w 
u, 
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f [Hz] 13.941 

A [mm] 9.30 13.50 

TABELA VI.3 - Comparações teõrico-experimentais para o 

sem carga 

VI.5 - CONCLUSÕES 

' 

9.5 

motor 

Com o objetivo de obter respostas rãpidas do sist! 

ma a variação dos parâmetros de projeto, ao modelo matemãtico 

mais completo foram aplicadas algumas hipÕteses simplificadoras, 

Eliminando as mais fortes não-linearidades do sis

tema de equações, o desempenho do motor pode ser simulado com 

intervalo de integração maior e tempo total de processamento re

duzido, 

O desempenho simulado mostrou, entretanto, que as 

hipÕteses simplificado~as conduzem ã obtenção de previsões muito 

otimistas do desempenho do motor, podendo ser usado apenas para 

uma anãlise qualitativa. 
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CAPITULO VII 

CONCLUSÕES GERAIS 

O motor Stirling de Pistão Livre como forma alter

nativa de geração de potência mecânica, pareceu bastante adequa

do ãs caracteristicas brasileiras. 

Como mâquina têrmica de ciclo fechado, cuja fonte 

quente externa ao cilindro deve apenas manter um lado do motor 

aquecido, abre o caminho para o aproveitamento do grande pote~ 

cial em energia solar existente no pais; como motor de combus-

tão externa, possibilita o uso de uma grande diversidade de com

bustiveis, incluindo lenha, residuos agricolas etc., com grande 

aplicabilidade nas regiões rurais. 

Embora o estudo do motor Stirling nao seja recen

te, a sistematização na execuçao do projeto veio receber contri

buições apenas de poucos anos para ca, com as atenções ainda 

voltadas para outras configurações do motor. 

Neste trabalho, a teoria jâ existente em torno do 

motor Stirling de pistão livre ê discutida e novas propostas de 

modelação matemâtica são apresentadas. 

Com o objetivo de oferecer soluções de forma fecha 

da para os parâmetros de desempenho do motor, uma anâlise do ci

clo ideal ê feita atravês de uma abordagem não-linear. A utiliza· 
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çao do conceito de Ciclo Limite vem trazer grandes facilidades na 

compreensão do comportamento do sistema como um todo, possibili

tando a determinação de algumas condições para operaçao satisfa

tõria do motor; o uso dessas soluções no lugar daquelas obtidas 

pelo modelo linearizado estarã contabilizando pelo menos uma nao 

linearidade do sistema. 

A introdução dos efeitos de alguns fenõmenos ine

rentes ao ciclo real no modelo teõrico, veio oferecer uma descri 

ção mais completa do motor; a simulação digital de desempenho 

utilizando esse modelo mais completo revelou-se uma ferramenta 

bastante Gtil na previsão do comportamento dinãmico do sistema. 

A influência de vãrios parãmetros pode ser investigada e o ponto 

de operação Õtimo pode ser determinado. 

A comparaçao com resultados experimentais indicou 

a possibilidade de uma boa concordãncia, embora uma comprovação 

com dados experimentais mais detalhados seja desejãvel. 

Com a imposição de hipÕteses simplificadoras ao 

modelo matemãtico, obtem-se um sistema de equaçoes simples, que 

pode ser numericamente resolvido em curto tempo de processamento 

em computador. Embora oferecendo essa vantagem, o modelo simpli

ficado não se revelou adequado o bastante para uma anãlise de 

desempenho; a simulação digital mostrou que a previsão torna-se 

muito otimista e os parãmetros de desempenho são superestimados. 
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O estudo de soluções de forma fechada resultou em 

um valioso auxiliar para a fase inicial do projeto, 

consciente do emprego da análise ideal, nesse caso. 

estando-se 

Com a disponibilidade dos sofisticados sistemas de 

computação modernos, soluções num~ricas para o model,o te6rico 

mais completo, são viáveis, resultando em um progn6stico para o 

desempenho do motor, numa etapa mais avançada do projeto. 
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APtNDif-E A 

DESENVOLVIMENTO DO MODELO MATEM~TICO LINEARIZADO 

A.l - MASSA DE FLUIDO NO REGENERADOR 

- Volume infinitesimal no regenerador 

- Perfil linear de temperatura 

: Massa infinitesimal 

Rdm
9 

= p a9 dl/{Te + [(Tc-Te/L]l} 

ou Rdm 9 = p.a 9.L{l/[TeL + {Tc-Te)l]}dl 

- Massa total contida no regenerador 

R mg = R J~ d mg 

R mg = p.a
9

.L J~ 1/[L.Te+{Tc-Te)l]'dl 

L 
R mg = p.a

9
.L Ln ( L Te + (Tc-Te)L) 

o 
/(Te-Te) 
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ou ainda, substituindo a
9

.L por v
9

, 

(A. l ) 

A.2 - Lineari2aç~o das Funç6es (II.8) e (II.9) 

f l ( x, y) = l / ( A + B x + Cy) 

onde 

A = [ a d EE/T +(a -a )CC/T + V ln(Te/Tc)/(Te-Tc)]/maR e p r e g 

B = [(ap-ar)/Tc]/maR 

e [ad/Te-(ap-ar)/Tc] /maR -= com ªp - ªd 

Expandindo f 1(x, y) e f 2(x, y) em torno do ponto 

x = a e y = b, e tomando os três primeiros termos: 

f 1(x,y) = 1/(A+Ba+Cb) - (x-a) B/(A+Ba+Cb) 2 -(y-b)C/(A+Ba+Cb) 2 

ou ainda, fazendo (A+Ba+Cb) = D1 , 

f 1 (x, y) = [(D 1 + Ba + Cb) - Bx - Cy]/D1 (A. 2) 

(II.9) 
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f 2(x, y) = p VBY/[VB-(ap-ar)a-arbly + 

+ (x-a) y(ap-ar) p VBY/[VB-(ap-ar)a-arb]y+l + 

+ (y-b) y ªr p VBY / [VB-(ap-ar)a-arb]y+l 

f 2(x,y) = p(VB.D 2)Y [1-ay(ap-ar) o2-byar o2] + 

+ y p VBY o~+l [(ap-ar)x + ªrY] 

Vamos supor soluções do tipo: 

y = EE sen wt 

e 

x = CC sen(wt + ~) 

(A. 3) 

onde~ e um ângulo negativo, referente ao atraso do pistão rela 

tiva ao deslocador. 

Tomando como ponto de operaçao a posição zero do 

pistão, tem-se: 

a = O 

b = - EE',sen ~ 
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Substituindo esses valores nas equaçoes (A.2) e 

(A,3). 

(A.4) 

(A. 5) 

onde 

VB = VB(l+ar EE(sen ~)/VB)y+l 

e c1 e c2 sao constantes. 

A.3 - SOLUÇ~O DO SISTEMA LINEARIZADO 

Usando os resultados (A.4) e (A.5), as equaçoes 

linearizadas sao: 

.. 
X= a1x + azX + a3y + a4 (A. 6) 

(A. 7) 

onde: 
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ª1 
(c 1+f,e_) 

ª2 
(ap-ar)2 

[ ma 

1 
+ Y v{J ; ; 

mp mp R T 02 
c 

a -a 

[ ma 

ªd a -a 

ªr] 
P r P r) .r__e_ 

ª3 
; (-. + 

m R 02 T T VB p e c 

a -a 
ª4 

; P r ( e, - C2) ; constante 
m 

p 

c2 a m a mp 
bl b2 

r p 
b3 

r 
; ; ª3; ; 

ª2 
md md (a -a ) md(ap-ar) P r 

a m 
b4 ; 

r p constante ª4 
; 

md(ap-ar) 

Fazendo a transformação 1 inear de: 

e 

o sistema fica: 

. 
XP ; ª1 XP + ª2 XP + ª3 y (A. 8) 

(A. 9) 

Ou normalizando: 

y ; V 
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(i) Cãlculo da frequência: 

Como esperamos soluções senoidais, podemos escre 

vê-las na forma complexa: 

malizado, 

= a ekt 
4 

Substituindo as expressoes acima no sistema nor-

e fazendo o determinante do sistema ó(k) em ªi' i = 1, 2, 3, 4 

ser igual a zero, teremos a seguinte equação em k: 

(A.10) 

como a 2b2 = a 3b3 , para que exista solução para a equaçao (A.10) 
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devemos impor que: 

e 

Conclue-se então que para que o sistema tenhas~ 

lução nao trivial, duas equações devem ser simultaneamente sa

tisfeitas: 

e 

ou 

w = (A.11) 

e 

(A, 12) 
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(ii) Cálculo da Amplitude: 

Chamando as amplitudes dos movimentos do desloc~ 

dor e do pistão de EE e CC, respectivamente, e sabendo que: o 

pistão estã atrasado de~ em relação ao deslocador, podemos es

crever, com a ajuda das soluções complexas: 

a 1 =CCei~ea2 =EE 

ou ainda, 

Substituindo as soluções complexas na equaçao 

(A.8), temos: 

ou ainda 

Utilizando k = iw, 

(A.13) 

A expressao (A.]3) pode fornecer~ e CC: 
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(A.14) 

ou 

(A.15) 

Para Berchowi tz e Wyatt-Ma ir / ª /, (a 4;a 2 ) .-e uma 

constante pequena ex - xp; com isso, a solução pode ser repre

sentada por: 

x = CC sen(wt + ~) (A.16) 

y = EE s en wt (A.17) 

A.4 - DESENVOLVIMENTO DAS EXPRESSÕES PARA OS PARIIMETROS DE DE

SEMPENHO 

(i) Volumes deslocados: 

Câmara de expansao: 

Ve = ªd EE{l + sen wt) 

ou ainda: 
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Ve = (VE/2) (l + sen wt) (A.18) 

com 

(A. 19) 

Da mesma forma, Vc pode ser representado por: 

Vc = (VC/2) [1 + sen(wt-a)] (A.20) 

onde Vc e a podem ser determinados com o uso das soluções com

plexas 

ou 

Vc = (a -a ) CC +(a-a ) (CC ei~-EE) eiwt 
p r p r 

v ( ) ) -ia eiwt c = ap-ar CC + (VC/2 e 

onde: 
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C!. = tg-l [-(CC sen cj,)/(CC cos cj, - EE)] (A, 21) 

e 

VC = 2(ap-ar) [(CC sen cj,) 2 + (CC cos cj, - EE) 2 ]l/Z(A.22) 

Se a amplitude do movimento do deslocador (EE) e 

bem menor que a do pistão (CC), então: 

(ii) Pressão 1o fluido de trabalho: 

Substituindo as expressoes (A.18) e (A,20) na 

equaçao da pressão (11.3), temos 

p = maR/{VE(l+sen wt)/2Te+VC[l+sen(wt-C1.)]/2TC + [V
9 

Ln(Te/Tc)]/ 

/Te-Te)} 

Desenvolvendo [sen(wt-C1.)], tem-se: 

p = maR/{s [l + (a/s) cos(wt+S)]} (A.23) 

onde: 

e 
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Utilizando os fatores adimensionais: 

então: 

a/s = [(s/T + cos a) 2 + sen 2 a] 1
1 2;[s/T + 2 p(ln T)/(T-1) + l) 

(A. 25) 

e 

B = tg-l [{E/T + cos a)/sen a] 

(iii) Pressões media e mãxima do fluido de trabalho 

p = 
m R a 

2n J
3n-B 

n- 8 
1/[s+a cos(wt+B)) dwt 

A integral acima se resolve fazendo a 

substituição de variãvel, descrita por Piskounov j 29 [: 

z = tg[(wt + 8)/2) 

então: 

(A.26) 

seguinte 
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cos(wt + B) = (1-.z 2 )/(l+z 2
) e dwt = [2/(l+z 2 )] dz 

e o resultado e: 

(A.27) 

Fazendo o cos(wt + S) se igualar a (-1) na equa

çao (A.23) obtem-se o valor máximo da pressão: 

(A.28) 

(iv) Calor transferido na camara de expansao: 

Diferenciando a equaçao (A.18) em relação a (wt): 

dVe = (VE/2) cos wt dwt 

e substituindo a equaçao (A.28) em (A.23): 

Qe = f {pmãx(s-a)/[s+a cos(wt+B)]} (VE/2)cos wt dwt 

Desenvolvendo o termo cos(wt+B) e fazendo a se

guinte mudança de variãvel: 

z = tg(wt/2) 
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então: 

sen wt = 2z/(l+z 2
) 

cos wt = (l-z 2 )/(l+z 2
) 

e 

dwt = [2/(l+z 2 )]dz 

E a integral de Qe se resolve com auxilio da de

composição da fração racional Eim elementos ~imples. 

O resultado, utilizando o metodo descrito por 

Piskounov 1
29

1 e: 

ou definindo º*como: 

(A.29) 

então: 

p - VE o*cos S max (A.30) 
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(v) Calor transferido na camara de compressao: 

Qc = 1 P dV 
Tciclo c 

Em procedimento análogo ao descrito para a cama

ra de expansao chega-se a: 

Qc = p - VC º* cos(a + B) max 

(vi) Trabalho por ciclo: 

(A,31) 

Somando-se as equaçoes (A.30) e (A.31) obtemos: 

W = Pmãx º*[VE cos S + VC cos(a + B)] (A.32) 

(vii) Eficiência térmica: 

(A.33) 
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APÊNDICE B 

DESENVOLVIMENTO DA SOLUÇAO DO MODELO NAO-LINEAR 

B.l - DESENVOLVIMENTO DAS EQUAÇÕES PARA EXISTÊNCIA DO CICLO LI

MITE 

F(z, z) = µ1 z + µ2 z - µ3 f(z) 

como ljJ = ílt z = z sen ljJ + z0 e z = Z íl cos ljJ 

e F(Z sen ljJ + z0 , Zíl cos•l)J) = µ1 Zíl cos ljJ + µ2 z sen ljJ + 

- Solução da integral (IIl.17.a) 

<P ( z) = J2rr 
µl Zíl cos 2 \jJ dl)J + J2rr µ2 Z sen ljJ cos ljJ dljJ + 

o o 

+ J2rr µ2 zo cos ljJ dljJ - J2rr µ3 f(Z sen l)J + z0 )cos ljJ dljJ 
o o ( B . l ) 

Resolvendo separadamente as integrais temos: 

( i ) ( B. 2) 



l 61 

( i i ) 

yl cos l/J dl/J + J 
2 rr 

q, s 

= 

( B. 3) 

onde <Po e q,s estão na Figura (B.l). 

Para encontrar expressoes para q, 0 e q,
5

, substi

tuímos z O e z
5 

na equação de z: 

e 

( B. 4) 

Substituindo (B.4) em (B.3) temos: 

( B • 5 ) 
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FIGURA B. 1 - INTEGRAL DE f ( z ) 
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FIGURA 8. 2 - RESPOSTA DO SISTEMA 
AMORTECIDO. 
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Substituindo (B.5) e (B.2) em (B.l) e usando 2y 

no lugar de (y 2 -y 1 ) temos: 

plitude: 

ou 

Fazendo-se ~(Z) = O obtemos a equaçao para a am-

z2 = 
L 

• 

(B.6) 

onde ZL e íll sao os valores de Z e íl que satisfazem a . equaçao 

( B • 6 ) • 

B.2 - DESENVOLVIMENTO PARA OBTENÇ~O DA CONSTANTE z0 

Na análise que se segue, usaremos a equaçao da 

dinâmica do pistão para obter a sua posição de mãximo. Como 

quando z = z -max' 

z0 = Z - - ZL max ( B • 7 ) 
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Com esse objetivo, podemos encontrar a velocidade 

do pistão quando z = z0 : 

e 

( B. 8) 

Sabemos que se o pistão partir do ponto ( z D, zo) 
no plano de fase com o deslocador fixo na posição y 1 , a equaçao 

da dinâmica do pistão (na condição y = y 1 ) terâ a solução de 

um sistema massa-mola amortecido; que chamaremos dez*. Podemos 

concluir ainda, que o primeiro ponto de mãximo dessa solução 

coincide com o ponto de máximo da posição z do pistão, como mos 

trado na Figura (B.2). 

Podemos, então, esc~ever a solução z*, apenas P! 

ra o trecho de ~D a ~s do movimento do pistão, forçando as con

dições iniciais: 

(B.9.a) 

(B.9.b) 
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Como a equaçao que rege o movimento do .pTstão 

quando y = y 1 e: 

z 

então a solução z* e: 

-111 t/2 
z* = e (C 1 sen wat + c2 cos wat) - Pi y1 

onde ( - p 1 y 1 ) e a sol u ç ã ,,1 parti cu l ar 

ê a frequência do sistema amortecido e c1 , c2 devem ser determi 

nadas pelas condições iniciais. 

. 
Podemos escrever as soluções z* e z* na forma: 

(8.10) 

e 

onde: 
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e 

{8.11) 

Aplicando as condições iniciais (B.9.a) e 

(B.9.b), temos: 

ou 

(8.12) 

= = íl [z 2 
- 12 - z )2 ]

1' 2 = 2 D L L ' D O 

ou 

(8.13) 

e fazendo 

wat + c/>o = rr/2 

ou 

(B.14) 

na equaçao dez* (8.10), obtemos o valor do primeiro mãximo: 



z -max 

1 6 7 

Se a defasagem pistão/deslocador estã 

(B.15) 

prÕxima 

de 90°, como desejado, podemos tomar como aproximação que: 

para simplificar a expressao de c1 . Nesse caso, 

(B.16) 

B.3 - DESENVOLVIMENTO PARA OBTENÇ~O DO TRABALHO POR CICLO 

A Figura (B.3) mostra a posição do pistão e do 

deslocador para os pontos importantes do ciclo p-V. Observando 

o ciclo, concluimos que a compressao (FB) se dã toda.com odes

locador na posição superior (y 2 ) e a expansao (CE), com odes-

locador na posição inferior (y 1). Como os trechos (CE) e (FB) 

sao os que nos interessam para a obtenção do trabalho por ci-

clo, podemos calcular os volumes deslocados correspondentes aos 

pontos F, B, C e E da Figura (B.3). 

Nos pontos C e E, y = y 1 , então, de acordo com a 

geometria do motor mostrada na Figura (III.l): 

(B.17.a) 



1G3 

p 

E (xs, r,) 

A 

V 

FIGURA 8.3_ POSIÇÕES x ,Y NOS PONTOS DO CICLO 
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e 

(B.17.b) 

ponto C: VCDl 

ponto E: VCSl (a -a )(y-l) +(a-a )(l-l-x) d r l 3 p r 3 4 s 

onde xd exs sao as posições do pistão correspondentes as posi-

çoes z0 e zs, segundo a transformação linear da 

(III.5.a). 

equaçao 

Analogamente, para os pontos F e B, onde y = Yz, 

os volumes sao: 

ponto B: VCDZ = [VC] .- = (ad-a )(Y 2-t3) + (a -a ) x-xd r p r 
y=yz 

ponto F: Vcsz = [VC]x=xs = (ad-ar)(a 2-t3) + (ap-ar)(t 3-t4-xs) 
y=yz 

O trabalho de compressão de F para B e: 
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jã que os volumes Ve e Vg estão fixos durante 

esse percurso do pistão. 

-Substituindo a expressao da pressao (11.5) obti-

da no Capltulo II pela aplicação do Princlpio de Conservação de 

Massa, temos: 

VCD2 
WC = fv {mªR/[Ve/Te + Vc/Tc + vg ln(Te/Tc)/(Te-Tc)]} dVC 

CS2 

substituindo Ve pelo seu valor constante nesse trecho, 

e integrando, obtemos: 

onde 

(B.18) 

(B.19) 

Analogamente, podemos encontrar o trabalho de 

expansao, We: 
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ou 

onde 

(8.20) 

(8.21) 

e o trabalho por ciclo sera: 

w = w + w e e 

W = maR Te ln{KD2.KS1/KS2.KD1) {8.22) 
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APtNíl!CE C 

AN~LISE DE ESCOAMENTO COMPRESS!VEL EM 

UM TUBO DE SEÇ~O CONSTANTE 

O esquema da Figura (C.l) mostra um trecho do tu 

bo com o escoamento a ser considerado; 

Seguindo a anãlise feita por McAdams l"I, assumi·· 

remos que o escoamento estã instantaneamente em regime permane~ 

te. Nesse caso, a equação da continuidade pode ser escrita: 

As forças agindo no elemento infinitesimal de 

fluido de comprimento (dl) estão mostradas no diagrama da Fig~ 

ra (C.l). Aqui, Ti a tensão de cisalhamento, atuando em toda 

a superficie cilindrica (TI D dl), onde TI D i o perimetro da se

ção A. 

A massa desse elemento serã (p A dl) e a sua ace 

leração dV onde Vi a velocidade do fluxo. 
dt 

Aplicando um balanço de forças para esse elemen

to, desprezando o efeito gravitacional, temos: 

-dpA - TTIDdl = p A dl dV/dt (C.2) 
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f-·dt 
V V +dV 

FIGURA C. 1 - ESCOAMENTO UNIDIMENSIONAL EM. 
TUBO DE SEÇÃO CIRCULAR . 

• 
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Dividindo por pA e substituindo dl/dt por V e 

A/rrD por D/4, onde D e o diâmetro do tubó, temos: 

-dp/p = [4T/(pD)]dl + V d .v (e. 3 J 

Definindo um fator de atrito adimensional,fi, de 

tal forma que: 

1 e. 4 J 

a equaçao (C.3) se reduz a: 

-dp/p = 2fa(V 2 /D) dl + V dV. (C.5) 

Multiplicando por p e substituindo pV por m/A 

(da equaçao (C.l)) temos: 

-dp = 2[fa/pDA 2
] m2 dl + (m/A)dV (C.6) 

Derivando a equaçao (C. 1) podemos encontrar uma 

expressao para dV: 

m/pA =V+ dV = - [m/(p 2 A)]dp (e. 7 J 

Substituindo (C.7) em (C.6) e rearrumando: 

- p dp = (m 2 /A 2
) [(2fa/D)dl - dp/p] (e. B) 
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Para o caso de regenerador em que: 

A = a 
g 

D = d 
g 

a expressao se torna: 

(e. g) 

_Os valores de fa podem ser encontrados na refe

rência I'/ como uma função do numero de Reynolds e da rugosida

de relativa do tubo. 
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APtNDICE D 

CONSIDERAÇÕES SOBRE A TEMPERATURA 

MtDIA NO REGENERADOR 

Na sua hipÕtese de regenerador adiabãtico, E. W. 

Beans 1ª1 procura uma expressão para a temperatura media (Tg) 

da massa de fluido no regenerador. Essa hipõtese obriga que a 

energia total dentro do regenerador seja constante em um ciclo. 

Beans considera a pressão uniforme ao longo do regenerador pa-

ra, aplicando a primeira Lei da Termodinâmica, afirmar que a 

entalpia transferida do regenerador para as camaras deve 

equivaler ã entalpia transferida ao regenerador pelas camaras, 

ou seja: 

( D • 1 ) 

onde 6 me e 6 me sao as variações totais de massa nas cama ra s 

de compressão e expansão, respectivamente, durante o ciclo. 

Definindo a relação entre as massas 

a expressao (C.l) se torna: 

(D. 2) 
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No caso do modelo de Beans, a avaliação deµ de

pende de um conhecimento previa de r
9 

e, portanto, a Ünica solu 

çao para r
9 

ê a iterativa. 

Por inspeção da expressao (0.2) conclue-se que 

se for assumido que 6me = 6mc, então: 

T = (T + T )/2 
g e c (D. 3) 

Nesse caso, a hipõtese de Beans concorda com a 

de Schmidt. Para 0 caso do modelo proposto, em que m
9 

deve va

riar com o tempo, 6me = 6mc não e uma condição geral. Essa hip~ 

tese sera, entretanto, tomada como uma aproximação para a temp~ 

ratura media (T
9

) no regenerador, jã que a introdução de um pr~ 

cesso iterativo traria maiores complicações ao model6. 
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. NOMENCLATURA 

TERMODINAMICA E TRANSMISS~O DE CALOR 

p = pressao 

p = pressao media 

Pmãx = pressao mãxima 

p8 = pressao de referencia do espaço de compensaçao 

Po = pressao atmosferica 

T = temperatura 

T0 = temperatura do refrigerante 

Teq = temperatura equivalente segundo definição no texto 

V = volume 

Vd = volume total do fluido 

VE = amplitude de variação do volume Ve 

VC = amplitude de variação do volume Vc 

VT = soma de VE com VC 

VB = volume de referencia do espaço de compensaçao 

ma = massa total do fluido 

Y., = relação entre os calores especlficos do fluido 

R = constante do gas perfeito 
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u = energia interna por unidade de massa 

p = massa específica 

cv = calor específico a volume constante 

cp = calor específico a pressao constante 

q = taxa de calor csdida ao cabeçote 

q1 = taxa de calor cedida pelo cabeçote ao fluido 

q2 = taxa de calor perdida pelo fluido para o refrigerante 

h = coeficiente de transmissão de calor por convecçao 

kt - condutibilidade têrmica 

J = constante de transformação de unidades (watts para cal/s) 

PARAMETROS DE DESEMPENHO 

w. = trabalho por c i c 1 o 

we = trabalho de expansao 

WC = trabalho de compressa o 

Q = calor transferido 

11 = eficiência têrmic3 

llR = eficiência de regeneração 

f = frequência em IHzl 
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A amplitude do movimento do pistão 

f 1 = carga no pistão 

w = frequência em / Rd/s / 

EE = amplitude do movimento do deslocador no modelo linear 

CC = amplitude do movimento do pistão no modelo linear 

c1 = coeficiente de atrito no pistão 

c2 = coeficiente de atrito no deslocador 

t = tempo 

íll = frequência em /Rd/s/ para o ciclo limite 

XL = amplitude do movimento do pistão para o ciclo limite 

x0 = posição mêdia do pistão 

GEOMETRIA DO MOTOR 

= comprimentos 

a = areas 

d = diâmetro.s 

m = massa 

X = posição do pistão 

y = posição do deslocador 
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DINAMICA DO FLUIDO 

fa = fator de atrito 

m = vazao em massa no regenerador 

TNDICES 

e = camara de expansao 

c = camara de compressao 

g = regenerador 

b = espaço de compensaçao 

p = pistão 

d = deslocador 

r = haste do deslocador 

h = cabeçote 

L = ciclo limite 

a = amortecido 

max = mãximo 




