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O objetivo deste trabalho é analisar o comportamento 

de estruturas de superfície que apresentam trincas não-passan­

tes, isto é, ao longo da espessura, utilizando elementos fini­

tos degenerados tridimensionais quadráticos em conjunto com ele 

mentas escalares que simulam a fratura. 

Na análise efetuada em regime linear elástico, obtém-

se como resposta o fator de intensidade de tensões KI. Em r~ 

gime não linear elasto-plástico calcula-se a taxa de energia po­

tencial dissipada na fratura, conhecida como integral-J. Em am­

bos os casos a abertura da trinca é avaliada. 

Apresentam-se as hipóteses da formulação utilizada e 

os aspectos gerais da implementação computacional. 

Alguns exemplos são discutidos e comparados com outras 

soluções. 

Comentam-se finalmente as vantagens do modelo utiliza­

do, limitações e desenvolvimento. 
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FULFILLMENT OF THE REQUIRIMENTS FOR THE DEGREE OF MASTER OF 

SCIENCE (M.Sc.) 

ELASTO-PLASTIC ANALISE OF PROPAGATION OF 

PART-THROUGH SURFACE CRACK IN SURFACE STRUCTURES 

USING LINE-SPRING ELEMENTS 

Luiz Antonio de Souza 

August de 1986 

Chairman: Nelson Francisco Favilla Ebecken 

Department: Civil Engineering 

The purpose of this work is to analyse the behaviour 

of surface structures with part-through surface crack. The 

structure is modeled using degenerated tri-dimensional qua­

dratic finite elements in conjuntion with line-spring 

elements for crack simulation. 

The analysis is performed considering linear 

elasticity resulting .in the avaluation of the stress intensity 

factor K1. For the non linear elasto-plastic case, the release 

rate potential energy in the crack, known as J-integral is 

evaluated. ln both cases, the crack opening displacements 

(C.0.0.) are calculated. 

The hipothesis and formulations are presented, as 

well as the general aspects of the computational implementation. 

Some exemples are discussed and results compareci with 

other solutions. 

This work ends with a discussion of these advantages and 

limitations of the studied model and further developments. 
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CAPÍTULO 

INTRODUÇÃO 

Estruturas de superfície, são soluções comumente utill 

zadas na engenharia para construção de reservatórios, tanques 

de combustíveis, vasos de pressão, estruturas de plataformas m~ 

rítimas, centrais nucleares, cascos de navios, turbinas e compQ 

nentes estruturais na indústria aero-espacial. Defeitos de fa­

bricação (provocados por usinagem, solda, corte, furos, etc ... ) 

tensões internas residuais (devido a tratamento térmico), fa­

lhas do material (espaços vazios), corrosão, fadiga, concentra­

ções de tensão, são as principais causas do aparecimento e cres 

cimento de trincas. Como consequência as estruturas perdem par­

te de sua capacidade suporte, sem no entanto estarem comprometi 

das integralmente. Deve-se proceder uma análise criteriosa com 

objetivo de obter parâmetros capazes de medir sua segurança, d~ 

terminando a velocidade da propagação da trinca e abertura, pa­

ra decidir-se entre reforço ou inutilização da estrutura. 

Um parâmetro bastante significativo conhecido como fa­

tor de intensidade de tensões, foi introduzido por IRWIN, que 

mede o nível em que se encontra a propagação da trinca quando 

comparado com a "Resistência à fratura" do material. 

Entretanto, o conhecimento do fator de intensidade de 

tensões requer o conhecimento do campo de tensões do redor da 

extremidade da fratura (''Crack tip''~ que envolve uma singulari-

dade, uma vez que próximo deste ponto, as tensões tendem ao 

infinito. Entretanto, para uma dada geometria, carregamento e 

condições de contorno, apenas alguns casos podem ser resolvidos 

analiticamente, com auxílio de funções complexas. 
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A necessidade de analisar uma grande gama de problemas 

faz com que as soluções sejam buscadas via métodos experimen­

tais ou métodos numéricos. Através de ensaios obtém-se parâme­

tros importantes para o conhecimento dos materiais, constroem­

se tabelas e ábacos de grande utilidade para o conhecimento do 

comportamento das fraturas. 

Os principais métodos numéricos utilizados são o Méto­

do dos Elementos Finitos (M.E.F.), e o Método dos Elementos de 

Contorno (M.E.C.). Uma das técnicas utilizadas é a derivação de 

elementos, que incorporam um campo de tensões com a mesma ordem 

de singularidade que aparece ao redor do ''Crack-tip''. Isto é 

conseguido através de elementos finitos isoparamétricos quadrá­

ticos, deslocando-se o nó central de um lado do elemento à dis­

tância de 1/4 (do comprimento do lado) até o nó de extremidade 

e são conhecidos na literatura com o nome de "quarter-point-el~ 

ments''. Outra técnica utilizada é a determinação da variação de 

energia potencial por acréscimo de fratura, que em regime line­

ar pode ser relacionado com o fator de intensidade de tensões, 

e se a análise é feita em regime elasto-plástico relaciona-se 

com a integral J introduzida por Rice. 

Quando se analisam estruturas de superffcie, que poss~ 

em trincas não passantes, parte da seção permanece ainda liga­

da, com capacidade de absorver e transmitir esforços (tensões). 

Para se levar em conta este fato, recorre-se a uma discretiza­

ção tri-dimensional, e as etapas de geração de dados e solução 

tornam-se onerosas, devido ao grande número de graus de liberda 

de envolvido. Em alguns casos apenas a análise linear é insufi-

ciente para avaliar o grau de segurança da estrutura, deve-se 
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então proceder uma análise limite em regime elasto-plástico, o 

que acarreta custos maiores porque torna-se necessária a utili­

zação de formulações incrementais. 

Neste trabalho estuda-se problema de trincas não-pas­

santes através do M.E.F., evitando-se a necessidade de uma dis­

cretização tri-dimensional. Isto é conseguido empregando-se el~ 

mentas de casca, em conjunto com elementos escalares desenvolvi 

dos por Rice e Levy. No modelo utilizado, a fratura é discreti­

zada por uma linha de molas colocadas na superfície média da cas 

ca. Estas molas simulam a rigidez que parte da seção ainda pos­

sui pelo fato da trinca não atravessar toda a espessura.e trans 

mitem força normal e momento fletor. Com isto, a análise pode 

ser feita com reduzidos graus de liberdade, diminuindo-se ovo­

lume de dados e esforço computacional. 

No Capítulo II, são mostrados de uma forma geral os co_i:i_ 

ceitas mais importantes da Mecânica da Fratura, sugerindo-se al 

guns trabalhos encontrados na literatura e comentam-se os méto­

dos utilizados na engenharia para avaliar o fator de intensida-

de de tensões, a integral J, e levar em conta a zona plástica 

que aparece ao redor da fratura. Estes comentários são extrema-

mente sucintos e têm como objetivo estabelecer os 

fundamentos utilizados no decorrer do texto. 

principais 

O equacionamento do problema geral de trincas não-pas­

santes em estruturas de superfície é feito, em termos do funcio 

nal de energia potencial, no Capítulo III. São comentadas as e­

quações constitutivas do elemento escalar, a avaliação do fator 

de intensidade de tensões, e a integral J, tanto em regime elái 

tico como elasto-plástico. Posteriormente apresentam-se as trans 
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formações necessárias para a implementação computacional. 

As principais características do elemento finito de 

cascas e do sistema computacional desenvolvido são descritos no 

Capítulo IV. 

Algumas aplicações numéricas e comparações com outras 

formulações são mostradas no Capítulo V. 

Apresentam-se no Capítulo VI algumas conclusões, come~ 

tando-se as limitações do modelo e sugerindo-se tópicos para fu 

turos estudos e desenvolvimentos. 

Alguns tópicos que se fazem necessários para auxiliar 

o desenvolvimento dos elementos escalares são apresentados em 

Apêndice. 
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CAPÍTULO II 

MECÂNICA DA FRATURA 

A mecânica da fratura se desenvolve ligada ao campo da 

metalurgia e ao conhecimento dos materiais. Não se consegue um 

equacionamento geral sem levar em conta as propriedades intrín­

secas do material. O que é válido para materiais frágeis não é 

válido para materiais com capacidade de escoamento. 

A dificuldade maior em se analisar estruturas (com as 

mais variadas geometria e casos de carregamentos) que apresentam 

trincas, está na determinação das tensões na extremidade da fra 

tura, pois neste ponto tem-se uma singularidade no campo de ten 

sões e deformações. Com isto determinado, tem-se condições de a­

valiar o estado em que se encontra o corpo, e determinar a velo 

cidade de propagação da trinca. 

Este trabalho restringe-se apenas a analisar os efei­

tos da fratura. Entretanto, o engenheiro especialista em fratu­

ras deve não só propor soluções para os problemas, mas também 

ter em mente as causas que as originam. Estas podem ser as mais 

diversas, tais como: fadiga, corrosão, concentração de tensões, 

defeitos de fabricação, tensões iniciais, falha do material ,etc. 

2.2. Conceitos Elementares 

Os primeiros estudos matemáticos da mecânica de fratu­

ras foram de INGLIS [1] em 1913.Analisandoocasode um furo eli_e_ 

tico em uma chapa submetida à uma tensão uniforme o, Figura 

(2.1), mostrou que a máxima tensão ocorre no ápice domaior·eixo 
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onde o raio de curvatura p ; b2/a é mínimo. 

~ 
r· 

t t t t t t t i t 

rr y mox 

t 
! X 

Figura 2.1 - Chapa submetida à tensão a, com furo elíptico 

Esta tensão é dada por 

G , ; G (1 + 2a/b) ymax ( 2 . 1 ) 

e no limite quando b tende a zero. 

G , ymax 
; 2a (+) 1/2 ( 2 • 2 ) 

As tensões na extremidade do furo tornam~se infinitas. 

Como todo material suporta apenas uma tensão finita, o 

resultado acima mostra que uma peça fraturada não poderia supo~ 

tar nenhum carregamento. 

Este resultado entretanto é contrário às experiências 

práticas. 

GRIFFITHS [2], analisou uma chapa fraturada de dimen­

sões infinitas, submetida à tração uniforme, conforme figura 

(2.2). Valendo-se do princípio da conservação de energia, con­

cluiu que a fratura tornava-se instável quando a relação entre a 
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energia de deformação U liberada na fratura, excedia a razão da e­

nergia W por acréscimo de fratura, ou seja 

au aw aa > aa 

Representando-se estes valores em um gráfico, vide fi­

gura (2.3), nota-se que existe realmente um valor para o compri 

menta da fratura que a torna instável (crescimento instantâneo). 

Este valor é denominado comprimento crítico ªc· 

a 

T i 1 T í T 

ry 

~ 
(1 * (1 ' 

l l l l l l 
<J 

Figura 2.2 - Chapa fraturada de dimensões infinitas 

w 
ENERGIA 

COMPRIMENTO DA FRATURA 

a 

u 

Figura 2.3 - Gráfico da energia dissipada U e a energia 

interna W e o avanço da fratura. 
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neste ponto tem-se: 

a 3a (W + U) = O ( 2 . 3 ) 

A teoria desenvolvida por Griffiths não envolvia adis 

tribuição de tensões em torno da fratura e ele a utilizou apenas 

em materiais frágeis. 

2.3. Modos Elementares de Fratura 

IRWIN [3], estendendo os trabalhos de Griffiths obser­

vou que um corpo fraturado pode se deformar por vários caminhos 

diferentes, e que estes podem ser representados por três inde­

pendentes movimentos cinemáticos, em relação as faces superior 

e inferior da fratura. Estes modos são ilustrados 

(2.4) e são classificados da seguinte forma: 

na figura 

Modo I - ABERTURA - As duas superfícies são separadas 

na direção y, mas as deformações são simétricas em relação aos 

planos x-z e x-y. 

Modo II - CJSALHANTE - As superfícies escorregam uma 

sobre a outra na direção x, e as deformações são simétricas em 

relação ao plano x-y e anti-simétrica em relação ao plano x-z. 

Modo III - RASGAMENTO - As superfícies escorregam ·uma 

sobre a outra na direção z e as deformações são 

casem relação ao plano x-y e x-z. 

anti-simétri-



a) MODO I 
ABERTURA 

b)MOOO n 
CISALHANTE 

c)MOOO m 

RASGAMENTO 
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y 

i z 

1 / 
k:.,,_ -

X 

/ L------"'" 

Figura 2.4 - Ilustração dos modos de fratura proposto 
por IRWIN. 

"y 

6yz 
?;.,y 

<Í)t '\ 

,6, 
1.xz 

Figura 2.5 - Coordenadas r e e do ponto p adotado nas 
análises das tensões 
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lrwin sugeriu que as deformações em um corpo fraturado 

podem ser representa d o por um a super p os i ç ão a pro p ri a d a d os três 

casos, e que na região vizinha ao "crack-tip" as componentes de 

tensões para cada modo~ escrita como: 

= 

'Tyz = 

( 2 11 r 
1/2 . f1 (0 ) 

) 

(2 1T r )1/2 

K I I I 

(2 1T r )1/2 

(2.4a) 

(2.4b) 

(2.4é) 

Sendo 8 e r coordenadas polares do ponto P em relação 

à origem da ''Crack-tip'', e estão mostradas na figura (2.5). Os 

demais parâmetros são: 

f.(8) - função da geometria relacionada apenas com o 
l 

ângulo 8. 

K1, K11 e K111 - fatores de intensidade de tensões re­

lacionadas aos três modos de fratura. 

Nas equações anteriores nota-se uma singularidade devi 

da ao termo 1//r, pois quando r tende a zero, as tensões tendem 

a valores infinitos. 

Uma análise de tensões deverá fornecer o valor de K1, 

K11 e K111 e estes valores não deverão execer à Kc (conhecido 



-11 -

como "Resistência à fratura"), para que a estrutura permaneça 

estável, isto é, que não haja um avanço rápido da fratura. 

A determinação de valores Kc é feita de forma experi­

mental e é uma caracterfstica de cada tipo de material. Nas li­

teraturas [4] e [5] encontram-se valores de Kc para alguns aços, 

ferro fundido, alumfnio e outras ligas metálicas. 

Valores para K1, K11 , K111 e funções fi(e) para várias 

configurações de fratura e carregamentos são mostrados nas Ref. 

[6] e [7]. 

A razão de energia de deformação dissipada na fratura 

para cada modo, em termos dos fatores de intensidade de tensões 

é: 

G = (k+1) K2 
I I 8µ 

(2.Sa) 

( k+1) 2 
= K I I 

8µ 
( 2 . 5 b ) 

G I I I = 
2 ]J 

1 

onde k = 

( 2 . 5 c ) 

3-4v p/Estado Plano de Deforma­

ção 

3-v para Estado Plano de Tensão 
1-v 

µ e v são módulo de elast.transversal 

e coeficiente de poison. 
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Como os três modos são independentes, a energia de de­

formação total dissipada será 

= 

ou seja 

( k + 1 ) 

8µ 
:[K 2 + K2 ) I I I 

+ 1 

2µ 

(2.6a) 

(2.6b) 

Estas relações são importantes quando se usam métodos e 

nergéticos. 

Nas seções que se seguem será usado Kl' ou simplesmente 

K para denotar fator de intensidade de tensões relativo ao Modo 

!,pois este modo é o mais comumente encontrado na prática. No 

desenvolvimento do texto será considerado apenas este modo, mas 

um raciocínio análogo é estendido para os outros modos. 

2.4. Integral J e a energia de deformação G dissipada na fratu-

ra 

Quando a análise é feita em regime linear, o fator de 

intensidade de tensões K, é um parâmetro suficiente para se de­

terminar a estabilidade da trinca. Mas se a estrutura começa a 

apresentar plasticidade considerável em torno do "crack-tip" ,ei 

te parâmetro passa a não ter muito significado prático e torna­

se necessário o conhecimento de outros parâmetros para avaliar 

a estabilidade da fratura. 

ESHELBY, conforme relatado por BROOK [8], definiu a se 
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guinte integral de linha: 

r 

ds 

onde 

au. 
l 

ax 
d s J ( 2 . 7 ) 

W = W(E) = 1:ijdE ij , energia de defor 

o mação por unida­

de de volume 

Ti - vetor de tração normal ao contorno 

e\= ºij'nj 

ui - deslocamento na direção i 

ds - comprimento elementar der 

r - contorno fechado mostrado na figu­

ra (2.6) 

Ti y 

X E B 

Fig. 2 .6 - Contorno fechado r 
para avaliação de J 

Fig.2.7-Contornos de integração 

para avaliação parcial de J 

Para um corpo qual quer como mostrado na figura (2.6) de a­

cordo com o teorema da conservação de energia J será igual a ze 

roe independe do caminho de integração. 



-14-

RICE [9] utilizou esta grandeza para calcular a ener­

gia dissipada devido ao crescimento da fratura. Considerando o 

contorno fechado ABCDEF da Fig.( 2. 7), a integral J será nula. Nos 

trechos AF e CD, não existem cargas aplicada e dy = O, então a con 

tribuição destes trechos para a integral será nulo, implicando 

que a integral no contorno r 1 é igual a integral no contorno r 2 

ou seja 

( 2 . 8) 

Pelo teorema de conservação de energia RICE provou que 

a integral em um contorno parcial contendo o ''crack-tip" repre­

senta a taxa de energia dissipada por extensão da fratura ''da", 

isto é: 

J = 
au 
a a 

onde U = energia potencial 

a= extensão da fratura 

( 2 . 9 ) 

Esta integral parcial é relacionada nas literaturas co 

mo simplesmente integral-J. 

que: 

No caso particular de material linear-elástico tem-se 

-a u 
]fã = G então, 

G = J (2.10) 

A análise de fraturas utilizando-se da integral J é a 

náloga ~ feita com Kc (integral-J crftico), e se J > Jc o cres~ 

cimento da fratura torna-se incontrolável. O valor de Jc, assim 

como Kc, é uma propriedade do material, sendo determinado expe-
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rimentalmente. 

No caso de estruturas em regime linear relaciona-se J 

com o quadrado de K1 através das equações (2.6) e (2.10), ou se 

j a: 

J = C.K 2 

onde C = constante de proporciona­

lidade. 

2.5. Problema Plano Fraturado 

2.5.1. Equação geral da elasticidade-plana 

As equações diferenciais para a elasticidade plana, des 

prezando-se as forças de massa, são: 

ªº 
ax 

X + º'xy = O 
ay 

~ relações entre deslocamentos e deformações são 

au 
= E 

X ax 

av 
= E y ay 

= 
au + av 

Yxy ay ax 

e as relações entre tensão e deformações são 

(2.12a) 

(2.12b) 

(2.13a) 

(2.13b) 

(2.13c) 



E. E X = (J 
X 

E. E = ºy y 

11Yxy = T xy 

voy 

VCJX 
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(2.14a) 

(2.14b) 

(2.14c) 

onde E= módulo de elast. longit~ 

dinal 

v = coef. de poison 

11 = z( 1~v)' módulo de elasti 

cidade transversal 

As equações (2.12) são satisfeitas automaticamente se 

(2.15a,b,c) 

onde 

qi = qi(x,y) , conhecida como função de tensão de Airy 

Substituindo (2.13) e (2.15) em (2.14) e diferiencian­

do duas vezes tem-se: 

onde '12 = i. + i. 
ax ay 

(2.16) 

operador harmônico 

Laplace. 

de 

Então os problemas de estado plano podem ser solucio-

nados encontrando-se uma função <jJ, que satisfaça a equação 

(2.16) e que também atenda às condições de contorno do problema 

de acordo com o indicado nas referências [12] e [13]. 
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2.5.2. Solução para o plano fraturado 

MUSKELISHVILI citado em [14] muitas funções harmônicas 

~ {x,y) são convenientemente representadas por duas funções na 

variável complexa z = x + iy, e que a relação entre tensões e 

deslocamentos é escrita da seguinte forma: 

~ = Re {z<jl ± X) (2.17) 

CT + CT = 4 Re [jJ' = 2 ( [jJ' + qi' ) (2.18) 
X y 

CT - CT + 2h = 2 (z [jJ H + x") (2.19) y X xy 
2µ (u+iv) = krp - Z[jl' - x' ( 2. 20) 

onde 

[jJ =rp ( z) e [jJ' = a ce ( z ) 
a z 

X =x(z) e x' = o)((Z) 
a z 

Re = parte real da expressão 
-z = conjugado dez, isto é z = x-iy 

µ , k = c o n s t s . e l ás t i c as d o m ater i a 1 

Para se obter a solução do problema plano com fratur~ 

utilizam-se as seguintes funções, conhecidas como funções 

complexas de autovalores de GOURSAT, dadas abaixo 

= AnzÀn = BnZ;\n+1 [jJ ( z ) = l: x(z) l: 
n=O n =O 

onde ;\n são expoentes reais 

An e Bn são constantes complexas na forma 
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(a~+ ia~) e(b~ + ib~) respectivamente, 

1 2 b1 b2 . com ªn' ªn' n' n reais. 

Considerando a figura(2.n nota-se que a superffcie da 

fratura está livre de forças e as condições de contorno em ter­

mos de tensões são: 

mostrado 

uma série 

(J 
y 

= o para 0 = ± 1r 

o procedimento necessário para a solução 

com detalhes no Capítulo I da referência 

em termos der e 0 do tipo: 

o, ( .!1. - 1 ) 1 
(J • • = ,: r 2 f .. ( 0, a n ' l J n=1 l J 

n 
o, 

2 1 
a~) ui = ,: r gi ( 0, ªn , 

n=1 

do problema é 

( 1 4 ) , e será 

a~) (2.22a) 

( 2 . 2 2 b ) 

A singularidade de 1//r aparece no primeiro termo das ten 

sões quando r tende a zero e os demais termos tornam-se nu­

los. Assim para n=1, as equações (2.22) escritas de forma completa 

são: 

1 

(1 
J ª2 ( ª1 . 0 30 0 1 0 30J . 0 

(J X = - s1n2 sen- cos-+- 2 + cos2 cos2 Slnz rr- 2 2 ,;;:: 

(2.22a') 
1 

(1 sen~
8J 

ª2 
= ª1 + . 0 c os"ª- 1 0 30 . 0 

(J - s 1 n2 - - C O s2c O s2 s l n2 y rr- 2 rr-
(2.22b') 
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1 2 

[1 si n-{J 
ª1 e 30 . e ª1 senQ COSQ T = - COSz COSz s 1 n2 -

xy rr Ir 2 2 

(2.22c) 

1 

{( 2k-1) 
ª1rr e 

38} u = COSz COSz + 
4 

a'rc { . e JS} 2 (2k+3) s 1 n2 + Slílz ( 2 . 2 2 d ) 
4µ 

'/e { . e 
Je } ,; { (2k-l)rns2•cosf} V = 

1 (2k+1) s 1 n2 - Slnz + --
4µ 4·J 

(2.22e) 

Comparando-se as equações (2.4) com (2.22), então, po-

de-se escrever estas últimas em função dos modos K1 e K11 de 

fratura, da seguinte forma: 

K [ J I . 0 . 30 o = -- 1 - s 1 n-s 1 n-
x /21rr' 2 2 

cos~ + KII [2+cos~ cos~Gi 
/zirr J 

. e 
s 1 n2 

(2.23a) 

(i y = (1 + sen~sin~
8J COSQ cos 38 sinQ 

2 2 2 

( 2 . 2 3 b ) 

TXY = [ J K [ J e 3e . e II . e . 3e e 
COSzCOSzSlnz - ~ 1-SlílzSlílz COSz 

>' L Jff 

(2.23c) 

u = KI ~{ - /z.;; . (2k-1) 
4 µ 1T 

cos~ 
2 -"'l} -K -. ( } I I r · . 0 . 30 - ,f-< ( 2 k + 3) s 1 n-+ s 1 n-

4µ 2~ l 2 2 

(2.23d) 
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V = KI /r{ 8 38} ~ / 2n (2k+1)sin2 - sinz- + Kll /r{ 8 38} ~ / ~~ (2k-3)cos2+cosz-
4 µ 2 TT 

(2.23e) 

Esta forma é bastante útil pois quando 8 = O, tem-se 

CJ X = (2.24a,b,c) 
,/2nr 

Assim, utilizando-se de métodos numéricos como por e­

xemplo diferenças finitas, M.E.F. ou M.E.C.; para o cálculo das 

tensões, ao longo de uma linha com 8 constante, avalia-se K1 e 

K11 , com auxílio das equações {2.23), em vários pontos para 

r -+ O e o valor de K1 ou K11 para r=O é obtido por extrapolação, con­

forme mostra a figura (2.8). 

K, • 
• • 

• 

r r 
·' ; 

Figura 2.8 - Obtenção de K1 e K11 por extrapolação 
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2.6. Superposição de Soluções 

Algumas vezes a solução para um específico caso de ca~ 

regamento ou geometria da fratura não é encontrado com facilida 

de. Mas em regime elástico-linear pode-se lançar-se mão do "pri~ 

cípio da superposição''. Para isto é comum utilizar-se as conhe­

cidas funções de GREEN, cuja descrição é brevemente comentada a 

seguir. 

2.6.1. Função de GREEN 

Considere um corpo fraturado como na figura (2.9), su­

jeita unicamente à uma linha de força P por unidade de espessu­

ra, que pode ter uma região "Su'' com deslocamentos prescritos. 

O fator de intensidade de tensões devido à força pode ser escri 

to como 

K1 = P.G(a,x) (2.25) 

onde G (a,x) é uma função que depende do 

comprimento da fratura, geometria do corpo 

e condições de contorno na superfície Su. 

Ao substituir P por uma tensão distribuída arbitraria­

mente qualquer o(x), ao longo da fratura tem-se: 

K ! = J: G ( a , X ) o ( x ) • d x (2.26) 

O termo G (a,x) é uma função Peso conhecida como fun-
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ção de GREEN e só depende da geometria do corpo e da profundi­

dade a da fratura, podendo ser integrada para qualquer campo de 

tensões. 

A superposição é feita da seguinte forma, ilustrado na 

figura (2.10). 

Análisa-se o problema como se não houvesse fratura, 

obtendo as tensões ao longo da linha de comprimento 

a. 

- Calcula-se a integral (2.26) para avaliar o fator de 

intensidade de tensões. 

- Reaplica-se as tensões ao longo de ~ e obtém-se a 

solução para todo o corpo. 

Existem muitas funções G(a,x) que já estão "càtalogi 

das'', e a ref. [7] mostra algumas. Na referência [14] apresen­

ta-se uma aplicação do método. 

s, 

p 

' 
p 

a 

Figura 2.9 - Corpo fraturado submetido a força P 

distribuída ao longo da espessura. 



SITUAÇÃO 
REAL 

l 
-.2 3-

CORPO SEM 
FRATURA 

+ 

CORPO COM FRATURA 

&UBIIETIDO A 
TENSÃO CJ'i 

Figura 2.10 - Etapas da superposição. 

2.6.2. Formas gerais de escrever K1 

Observando-se as equações (2.4a,b,c), pode-se escrever: 

K
1 

= a Y /na (2.27) 

onde a= tensão na extremidade da fratura 

Y função da geometria 

a = profundidade da fratura 

A equação (2.27) pode também ser escrita separando-se 

as partes da tensão referente ao efeito de membrana e o efeito 

de flexão, ficando: 

( 2. 28) 

onde 
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= 

= 

termos de membrana e flexão res 

pectivamente. 

Fator da correção das tensões de 

membrana e flexão respectivamente, 

funções da geometria do corpo e dafra 

tura. 

Estas formas são muito usuais e serão também utilizadas 

nos capítulos que se seguem. 

2.7. Elementos com Singularidade 

2.7.1. Introdução 

Os primeiros estudos envolvendo elementos finitos com 

a Mecânica da Fratura empregavam elementos convencionais. Isto 

fez com que as malhas utilizadas na discretização fossem extre­

mamente refinadas, principalmente ao redor do "crack-tip", para 

melhor representar a sigularidade 1//r do campo de tensões e de 

formações. 

Os primeiros elementos desenvolvidos especialmente pa­

ra análise de fraturas, procuravam incorporar esta singularida­

de, e utilizavam formulações híbridas {vide ref. [29] e [31]) e 

formulações complexas, necessitando para sua implementação vá­

rias rotinas especiais, e elementos de transição. Outros pesqu2 

sadores propuseram funções de interpolação, que possuiam singu­

laridades (ref. [14]), mas que não podiam interpretar m0Vi1men­

tos de corpo rígido, o que acabava afetando os resultados. 
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O desenvolvimento de elementos isoparamétricos, permi­

tiu a incorporação da singularidade ao elemento, usando o ''mode 

lo de deslocamentos'', pela simples manipulação da posição dos 

nós. Nos elementos quadráticos, a posição do nó médio de um 

lado é movido para a distância de um quarto, conforme 

mostra a figura (2.11), e são conhecidos na literatura com o no 

me de "quarter-point elements". Atualmente esta forma é a mais 

conveniente, pois não há necessidade de modificações no progra­

ma e os resultados obtidos por este método tem-se mostrado mui­

to bons. 

Na referência [30] são mostrados os procedimentos e 

provas matemáticas para elementos de estado plano e tri-dimen 

sionais da ocorrência de singularidade 1;;r:- Em [31] procedime~ 

tos análogos são feitos com o elemento tri-dimensional quadrático 

degenerado para superfície, utilizado na análise de trincas pas 

santes (que atravessam toda a espessura) em cascas. -HIBBITH 

[32] mostra como introduzir singularidades em elementos de ordem 

qualquer, simplesmente mudando a posição dos nós. BLANDFORD[34] 

desenvolve elementos de contorno singulares, também deslocando 

os nós do elemento. 

2.7.2. Elementos de "Quarter-Point" 

Com o objetivo de ilustrar a teoria do elemento, toma-

se como exemplo a elemento uni-dimensional mostrado na figura 

(2.11a). 
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+ 
2 3 
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j 1 

7 

SLzt4 

a 
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7 
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~ 

\ 
II \ 

_ ..J.... 
_ .. --- 1s,, 
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---.J.~---3 
2· 

"CRACk FAONT" 781 

e) Tridimensionais 

Figura 2.11 - Quarter-Point Elements 

3 
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As funções de interpolação são: 

N1 = - 1 t; (1-t;) 2 

Nz = ( 1 - t; 2 ) 

N3 
1 

t; ( 1 +t;) = 2 

e as coordenadas são escritas como: 

3 
x = ,: Ni Xi 

i = 1 

Para x =O 
1 

então 

t; = -1 + 2~ 
L 

sendo 

x. = coordenadas nodais 
l 

tem-se 

(2.29a) 

(2.29b) 

(2.29c) 

(2.30 ) 

(2.31) 

( 2 . 3 2 ) 

O Jacobiano da matriz de transformação de coordenadas 

é definido como: 

ax L ~ 
~ = 2 (1+t;) = vl.x ( 2 . 3 3 ) 

sendo que para x = O torna-se nulo. 
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Os deslocamentos ao longo de 1-3 são dados por: 

3 
u = í: (2.34) 

i = 1 

sendo 

ui = valores dos deslocamentos 

modais 

Substituindo-se s dado em (2.32), tem-se: 

1 
- 2 (-1 + 2 /f J ( 2 - 2 /f J u 1 + 4( /f - Í J u 2 

(-1+2 ;rJ ( 2/f J U3 
1 

+ 2 

A deformação na direção x é: 

obtem-se: 

u +[-2 _i] 1 /xL L 

1 u +-
2 2 [ - 1 

rxr 

(2.35) 

(2.36) 

+ t ] U3 

(2.37) 

Na equação acima nota-se claramente a singularidade, 

devido ao termo 1//x quando x ~ O, no campo de deformação e 

tensões. 

Para elementos bi-dimensionais o procedimento é análo­

go, considerando as coordenadas x e y e os deslocamentos u e v, 
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e para tri-dimensionais x,y,z e u,v,w. 

Para os casos bi-dimensionais as equações (2.22) podem 

ser modificadas para avaliar diretamente o fator de intensidade 

de tensões, ficando 

8 38 ( 2. 38) ( 2 k -1 ) C O Sz - COSz 4u 2 - U3 - 3u 1 

K I = 4µ/f 
8 . 38 ( 2 k + 1 ) se nz - Slnz 4v 2 - V3 - 3v 1 

e 
8 sen 38 4u 2 3u 1 -(2k+3)sinz - - U3 -2 

K I I = 4µn 
8 38 4v 2 3v 1 ( 2 . 3 9 ) (2k-3)cosz + COSz - V3 -

sendo o ângulo 8 , coordenada polar do lado 1-3 eu e v deslo 

camentos nodais. 

2.8. Métodos Energéticos 

Processos numéricos que utilizam a energia de deforma­

ç!o dissipada na fratura sao muito dteis para a avaliaçao do fa 

tor de intensidade de tensões. 

Nesta seçao faz-se um breve relato de suas aplicações, 

baseados nas referências [37] e [42]. 

Se uma fratura de comprimento "a" avança de uma quan-

tidade "da", causará uma dissipaçao na energia de 

''dU''. Definida como energia dissipada na fratura: 

G _-dU - aa 

deforniaçao 

( 2. 40) 
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que está diretamente relacionada com o fator de intensidade de 

tensões, como mostrado na seção 2.3. Para o caso particular de 

K1, tem-se: 

1 
K = ( 8µ G I J /2 

I 1 + k 
{2.41) 

Então pode-se calcular K1 avaliando a energia dissipa­

da pela progressão da fratura. 

A figura (2.12), mostra esquematicamente a idealização de 

uma estrutura discretizada com elementos finitos, incluindo uma 

fratura. 

Figura 2.12 - Reajustamento da malha para uma 

extensão ôa da fratura. 

A energia potencial é então avaliada para duas dife-

rentes posições da fratura separada por uma quantia ôa, e apr~ 

ximadamente tem-se: 
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T 
J!.+Q f 

u = vetor de deslocamento 

(2.42) 

K = matriz de rigidez da estrutura 

f =vetor.de cargas aplicadas na 

estrutura. 

Finalmente pode-se aproximar 

espessura do modelo analisado. 

dU 
da 

/', 11 como t/',a , sendo ta 

Contudo este processo é anti-econômico pois implica em 

resolver a estrutura duas vezes. Alternativamente pode-se ava­

liar diretamente 611 procedendo-se da seguinte forma: 

Avalia-se inicialmente K, Q, i, para a estrutura com 

a posição original da fratura. Chamando de /',K e /',Q a varia-

ção destas grandezas devido a extensão /',a da fratura, 

constante. 

Para a posição original tem-se: 

e a energia potencial é: 

com i 

(2.43) 

(2.44) 
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Escrevendo a variação da energia potencial como: 

(2.45) 

Negligenciando os termos de segunda ordem e T 
Íl,JJ f , 

obtém-se: 

Íl 11 = (2.46) 

então a determinação de ll11/lla é feita nas seguintes eta 

pas: 

a) Avalia-se u para uma única solução 

b) Determina-se a variação li] calculando a variação da ma-

triz de rigidez quando a configuração da fratura altera-se de 

c) Avalia-se ll11 de acordo com a equação {2.46). 

A etapa b) do processo envolve apenas os elementos ao 

redor do "crack-tip" que sofreram mudanças de geometria. Este 

processo é bastante simples e econômico, sendo usado tanto na 

análise bi-dimensional como na tri-dimensional. 

Outra alternativa para avaliar a energia dissipada é 

utilizando a integral J proposta por RICE. No caso bi-dimen­

sional, escrito na forma: 

J au ax - (2.47) 
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densidade de energia de 

deformação 

r = contorno definido pelos lados 

d os e l ementas ao redor d o "C r a e k -

ti p" . 

A vantagem da integral acima é que ela pode ser aplic~ 

da nos casos elástico não-linear ou elástico-plástico. E é um 

parâmetro suficiente para o conhecimento do estado da fratura. 

Qualquer procedimento adotado na determinação da ener­

gia dissipada, a malha utilizada na modelação da singularidade 

é essencial para se obter uma boa precisão dos resultados. Po­

de-se refinar a malha usando elementos "standard'', entretanto a 

sua convergência é lenta. Mais adequado é utilizar elementos.si.!!_ 

gulares de ordem superior, como por exemplo os ''quarter-point e 

lements". 

2.9. Relação entre K1 e o Desenvolvimento da Fratura pela Fadi­

~ 

Faz parte também da mecânica da fratura, o estudo da 

propagação da trinca quando submetida à cargas cíclicas, princi 

palmente porque um dos fatores que provoca o aparecimento e o 

crescimento da fratura é justamente a fadiga do material. 

Um dos métodos mais usados para estabelecer a Vi d a 
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útil da estrutura é relacionando-se K (Fator de Int. de Tensões) e a 

razão de crescimento da fratura por ciclo da/dN porque estes 

dois fatores estão intimamente ligados; conforme mostram as ex­

periências. 

De uma forma genérica pode-se escrever: 

(2.48) 

onde 

S e S = máxima e mínima ten-máx min 
são em cada ciclo. 

Sa = amplitude da tensão. 

Os primeiros estudos tentando relacionar estas grande­

zas foram feitos por PARIS em sua tese de Ph.D (1962). 

Ele propôs uma simples função exponencial do tipo 

da 
dN = (2.49) 

onde C e n são constantes que dependem 

do material. 

A integração desta equação pode ser feita quando temos 

uma relação entre a e K , por exemplo 

K = S /"ira ( 2. 50 ) 

substituindo (2.50) em (2.49) tem-se: 
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da n ciN = e (lls ma l (2.51) 

e a integração de (2.51) é simples, obtendo-se 

N = 
2 (2-n)/2 

af· .(2-n)/2 - a 1 
(2.52) 

C(LIS /n)n (2-n) 

onde ai = abertura inicial da fratura 

ªf = abertura final da fratura 

Então obtem-se uma equação simples para avaliar o núme 

rode ciclos que a estrutura poderá suportar até atingir um va­

lor crítico para af. 

torno de 

Os valores de n costumam variar entre 2 e 4 e C em 

-2 10 para os aços comuns. 

Entretanto esta função não apresenta resultados satis­

fatórios para pequenos valores de LIK, pois dados experimentais 

mostram que existe um valor limite para LIK, que abaixo deste.não 

ocorrerá nenhum crescimento da fratura, então N não pode ser 

determinado desta forma. 

Tentando contornar este problema ERDOGAN 

uma equação mais geral do tipo 

da 
dN = 

[10] propôs 

( 2. 53) 

que ele modifica para introduzir um efetivo liK definindo como 

liK = S (1 - R)m /na máx ( 2. 54 ) 
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com R = 
5max 
s . m1n 

FORMAN e outros da [ 11 J, argumentam que / dN pode tor-

nar-se infinita quando Kmax está próximo de Kic' e modificam a 

equação (2.53) para 

da 
dN = ( 2. 55 ) 

As diferenças entre as expressões de t geralmente não 

são muito grandes, mas nenhuma delas tem uma aplicação geral. Ci 

da uma delas pode ser usada com resultados satisfatórios dentro 

de uma dada região do campo de variação de K. 

Muitas outras expressões para da 
dN são propostas nas 

literaturas correlatas que levam em conta outros fatores que i~ 

fluenciam na vida útil da estrutura. Entretanto 

aqui são as mais comumente usadas. 

as relatadas 

2.10. Mecânica da Fratura com Pequena Zona Plástica 

De acordo com as equações (2.4), ao redor do 

tip'' existe uma singularidade no campo de tensão. 

"crack-

Entretanto 

muitos materiais possuem uma tensão de escoamento,principalmen­

te metais, e esta singularidade não pode existir, conforme mos­

tra a figura (2.13) 

Com o objetivo de corrigir esta lacuna, vá-

rios autores propõem uma forma de corrigir o valor de K
1

, e isto 

é plenamente aceitável quando a zona de plastificação é pequena 
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Um dos métodos mais utilizados, o proposto por IRWIN 

[16], é relatado nesta seção: 

crv 

<Ívs 

Figura 2.13 - Região de plastificação proposta 

por Irwin 

Conforme a figura (2.13) r; é a distância do ''crack­

tip" até o ponto onde a tensão torna-se igual à 0 (tensão de ys 

escoamento), isto é feito substituindo 0 

(2.24), tem-se: 

por 0 na ys equação 

(J 

ou 

* r 
p 

= y 

seja 

= 

(J 
ys 

K 2 
I 

= 

211 (J 
2 
ys 

KI 

v'2nr * p 

= 

onde 0 = tensão no crack-tip 

a= profundidade da fratura 

e o efetivo comprimento da fratura ªef , serã: 

·* ªe f = a + r p 

( 2 . 56 ) 

( 2. 57) 

( 2 . 58 ) 
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Na verdade é muito maior pois a zona plástica ten 

de a espalhar devido ao crescimento da fratura. 

A figura (2.14) ilustra a nova situação. 

r 

Figura 2.14 - Espalhamento da zona plástica 

A nova profundidade da fratura será 

ªef = a + o (2.59) 

e é necessário uma nova estimativa para o comprimento da zona 

plástica rp. Assumindo que a área A será igual a área B,e~ 

creve-se 

K 
a = 

ys /2ii 
a~ 

/ 2À 

À = 
o2 (a+o) 

2 a 2 
ys 

* "' r p 

A área B será igual à 

então pode-se escrever: 

ou 

se a << o 

a . o 
ys 

( 2. 60) 

(2.61) 
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~ 
2r 

a ys. À ( 2 . 6 2 )1 

negligenciando o em relação a ª usando (2.61) e (2.62) obtem­

se o seguinte: 

( o + r* a = a / 2ar* ou p ys p 

( o + r•· ) 2 = 2 ar* ª2 
4 r*2 (2.63) -2 = p p a p 

ys 

então o= r* 
p e r = À + o = 2r* 

p p 

e a zona plástica é encontrada como sendo duas vezes maior que 

a primeira estimativa. 

Então, se uma correção na zona plástica é aplicada, de 

ve-se também corrigir o fator K, e a tensão também 

K = = (2.64) 

(2.'64a) 

As correções que foram feitas aqui são válidas tanto 

para o E.P.T. ou caso de E.P.D., e neste caso pode-se avaliar 

o deslocamento de abertura da fratura, conhecido como C. O. D. 

(crack opening displacement). 

C.O.D. = 2v = 4o 
E 

Este· é escrito como: 

/a2 - x2 (2.65) 

onde x = a no "crack-tip". 
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Se está ocorrendo plasticidade, existirá um deslocame~ 

to também do "crack-t i p", que é chamado de e. T. O. D. ( crack ti p 

opening displacement). em regime linear teremos que e.T.O.D.= ~ 

mas aplicando uma correção na zona plástica, este valor pode·ser 

determinado. A figura (2.15) ilustra o e.O.D. e o e.T.O.D. Apll 

cando a correção r * em (2.65) obtém-se 
p 

e. o. o. 4o 
= r 

(1 

T T T T T T T T T T T 

y 

l l l l l l 1 l l ! ! 

Figura 2.15 - e.O.D. e e.T.O.D. 

Agora para x=a, tem-se que 

e. T. O. D. 4o =r = 

(2.66) 

(2.67) 

É claro que trata-se de uma forma aproximada para levar 

em conta a plasticidade que se desenvolve no ''crack-tip'', e uma 

análise mais aprofundada deverá levar em conta a curva tensão deformação do 

material e as soluções são em geral por métodos numéricos, de for 

ma incremental. 
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CAPÍTULO III 

3. ELEMENTOS ESCALARES 

3.1. Introdução 

Na análise de fraturas parciais (trincas) em estrutu­

ras de superfície, figura (3.1), deve-se obrigatoriamente levar 

em conta a parte da seção que ainda permanece ligada, pois a pa~ 

te remanescente pode absorver e transmitir tensões e 

ções (esforços). 

x, 

•2 R 

1,1 

deforma-

Figura 3.1 - Trincas em estruturas de superfície 

(tubulações). 

O tratamento rigoroso 

uma abordagem tri-dimensional, 

deste efeito deve receber 

isto impossibilita a utilização 

de métodos analíticos,e como forma usual recorre-se ao M . E . F . 

Entretanto a discretização ao longo da espessura, é sempre uma 

solução onerosa. Quando se processa uma análise em regime não 

linear este enfoque torna-se ainda mais crítico, devido ao fato 

da solução ser obtida via processos incrementais-iterativos .. 
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Com o objetivo de minimizar estas deficiências, desen­

volve-se neste capítulo um elemento escalar capaz de simular o 

comportamento da fratura e que é acoplado diretamente ao elemen 

to de casca, reduzindo-se uma dimensão do problema. O equacio­

namento é feito em termos do funcional de energia potencial, e 

a equação constitutiva do elemento escalar é obtida pela solu­

ção de problemas (2-D), tanto para o regime linear quanto para 

o elasto-plástico. Mostram-se também as transformações necessá-

rias para a implementação computacional, a avaliação do fator 

de intensidade de tensões k1 e a integral J, ao longo da fratu­

ra, parâmetros estes suficientes para caracterizar o desenvol­

vimento da mesma. 

A utilização de elementos escalares na mecânica da fra 

tura foi proposto incialmente por RICH e LEVY [18], que desen­

volveram um modelo de linha de molas contínua em conjunto com a 

teoria de membrana e a teoria de Kirchoff para flexão, para es­

tudar o problema de trincas em placas; a solução do problema é 

obtida via "Método das diferenças Finitas". Outros como DELALE 

e ERDOGAM [19] e [20] utilizaram o modelo em conjunto com ateo 

ria de REISSNER para a flexão. GERMAN [21] obtém uma matriz de 

rigidez para os elementos escalares e a implementaram no Sistema A­

di na, que é usado em conjunto com elementos finitos de casca,g~ 

neralizando sua aplicação para problemas de fraturas em estrutu 

ras de superfície com geometria qualquer. RICE [24] propôs tam-

bém o modelo elasto-plástico perfeito e PARKS [22] e PARKS e 

WHITE [23], introduziram considerações de endurecimento do 

material. 
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3.2. O Funcional de Energia Potencial para Estruturas com Trin­

cas não Passantes 

A figura (3.2) representa de forma generalizada o pro­

blema de uma placa com dimensões infinitas e espessura h, subm~ 

tida à remotas tensões normais ooo e de flexão moo, na direção 

x
1 

e x2 respectivamente, possuindo em uma determinada seção uma 

trinca não-passante (que não atravessa toda a espessura). A prQ 

fundidade varia de acordo com x
1 

e é denotada por t(x 1 ), e para 

facilitar o equacionamento é considerada simétrica ao plano 

x
2

x
3

. O comprimento total é 2a e no ponto x1 = x2 = O tem-se a 

profundidade máxima t
0

• 

Figura 3.2 - Placa genérica com trinca não passante. 

O tensor de tensões para um ponto qualquer 

quando ooo e moo são constantes é escrito como função 

das coordenadas x1 , x2 e x
3

, como: 

do corpo 

apenas 



T .. = 
-1J 

e os esforços ao 

Nzz ( X 1 Ü) 
' 

Mzz (x 1 ,0) 
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( 3 . 1 ) 

longo do eixo x1 são: 

; 

; 

h; 
2 

Tzz (x 1 ,o,x 3 ) dx 3 

-h/2 

h/2 

X3. T22 (x 1 ,o,x 3) dx 3 

-h/2 

sendo: 

N22 - força normal 

e 

(3.2a) 

(3.2b) 

M22 - momento fletor, transmiti­

do pela seção transversal fraturada. 

Os deslocamentos relativos das faces fraturadas são deno 

tados por ó ( x1 ) e El(x1), ao longo da linha de descontinuidade. Os des lo 

camentos reais são indicados com o sinal "+"e"-" para repre­

sentar deslocamentos da face superior e inferior respectivamen­

te como mostra a figura (3.3). 

Ao longo da linha de descontinuidade tem-se: 

; (3.3a) 
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( 3 . 3 b ) 

-, 

Figura 3.3 - Chapa Fraturada, sinais convencionados. 

M 

~~ 
o-11111 

X2 

--L r 
1 ~ -

X3 

h 

Figura 3.4 - Chapa com Fratura em E.P.D. submetida 

à cargas de tração e flexão. 
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O funcional de energia potencial para o problema, já 

integrado ao longo de x3 para h constante é: 

h J [ a, 
h 

2 l o u3 p = 
2 ª i j -ª- + mij dx 1dx 2 + 

X· 6 a x. a x . 
J 1 J 

A 

~ J_}. o + h m. e] dx 1 + 6 

-J [N , H '"é] dS ( 3 . 4 ) 
1 1 1 a x. 

s 1 

onde: 

i ' j = 1 , 2 

A = área da placa 

s = contorno da placa 

o = o(x 1 ),e = 8 ( X l ) 

Pode-se ver claramente que o primeiro termo representa 

a energia interna de deformação; a segunda integral é a energia 

de deformação dissipada na fratura, e a última integral é a e­

nergia potencial das cargas aplicadas no contorno. 

A primeira variação do funcional é 

h 
ÍI p = 2 

A 

+ (J .• 
1 J 

oi'I LI ·J __ J + 

ax. 
1 

+ 
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; Jª[(Aoõ + oAõ} + ~ (AmB + mAB) J dx 1 

-a 

-fJ ( 3 . 5 ) 

A relação de lRWlN'S [16], mostrada no capítulo 11, e~ 

tre a energia dissipada por acréscimo de fratura, em estado pl~ 

no de deformação é: 

- AP G Ands ( 3 . 6 ) 

onde: 

S - comprimento do arco ao longo 

do crack-tip. 

An - é o avanço da fratura, normal 

a esta. 

G - taxa de energia de deformação dissip~ 

da na fratura. 

Como em regime elástico linear é válido o principio da 

superposição dos efeitos. Pode-se admitir que a fratura é forma 

da por várias chapas em E.P.D., como mostrada na figura 3.4, a­

gindo simultaneamente. Então escreve-se: 

G = G(x 1) 

An=AQ.(x 1 ) 

e a equação (3.6} neste caso fica: 

( 3 . 7 ) 

( 3 . 8) 
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a 

- li p = 

-a 

Igualando-se {3.5) e {3.9), obtém-se a equação 

que traduz o problema estudado: 

h 

2 

A 

+ 

-l [ 

a 
h 
2 

-a 

N . ti u . 
l l 

[( 606+066 ) + h ( time + mtie ) ] dx 1 6 

+ M. 
a ti u 3 

] dS + r G. 69.,. dxi = o 
l ax;-

( 3. 9) 

geral 

{3.10) 

Na forma em que se encontra a equação {3.5), sua so­

lução analítica é de difícil obtenção, necessitando portanto e­

fetuar a integração por meio de um método aproximado (ref.[18] 

e [19]). Neste trabalho adotou-se o método dos elementos fini­

tos. 

3.3. Matriz de Flexibilidade dos Elementos Escalares 

Os esforços N22 (x 1 ,o) e M22 (x 1 ,o), transmitidos atra­

vés da seção remanescente não-fraturada entre -a e +a, relacio-
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nam-se com os deslocamentos por meio de constantes de recipro­

cidade elástica determinadas a cada ponto ao longo da fratura, 

função apenas da profundidade l(x 1 ). São escritos como: 

20 
h b = Aft º22 + Aff m22 

onde: 

{3.11a) 

{3.11b) 

os índices t,f representam tração e 

flexão respectivamente. 

Aij - constantes de reciprocidade e­

lástica. 

Após a integração das equações {3.2), obtém-se: 

N22 
= 0 22 -h-

6M22 {3.12) 
m22 = 

7 
Denotando 0 22 e m22 como o em respectivamente, pelo 

princípio dos trabalhos virtuais tem-se: 

• h r r "" . ~ ''° i d,, 

-a {3.13) 

substituindo-se (3.13) em (3.5) obtém-se: 
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[ [ ,, i J 
a ui ~J 2 

6 p h + h [ 6m .. 
d u3 

= 2 d X j - CT i j 6 axj l J axiaxj 

A 

2 

]1 
3 6u 3 dx 1dx 2 + m .. 

3 X. 3 X . l J 
l J 

l r [ [ ,,, -'"] ' * [ ,,e - '" J l ''1 

-a 
(3.14) 

Por reciprocidade de tensões a integral de área desapi 

rece, e a equação (3.14) fica: 

Pelas equações (3.11a), obtém-se: 

= rr(dAtt CT + 
d.Q, 

analogamente para (3.11b), tem-se: 

(3.15) 

(3.16a) 

(3.16b) 
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·º + 

(3.16b) 

substituindo as equações (3.16a,b) em (3.15) resulta: 

- L', p 
J [ 

dAft . dAff 
m +m ar+--crr 

-a (3.17) 

Comparando-se as equações (3.9) e (3.17), escreve-se 

ao longo da linha fraturada: 

a 

tf '[, GL'>Q,dx 1 
( dAt t dAtf 

m] + m [d::t o + 
dAff 

m]] "''1 = -- o+ 
d Q, dQ, d.~ 

-a -a (3.18) 

Neste ponto introduz-se uma aproximação para se ava li-

ar as constantes de reciprocidade Aij' supostas iguais àqu~ 

las obtidas pela solução de uma chapa em E.P.D., com fratura, 

como mostrado na figura (3.4). Várias soluções são propostas Pi 

ra este problema, e podem ser encontradas em [7], [18], [19] . 

Adotou-se a solução proposta por KAIA e ERDOGAN [43] na forma 

polinominal, que tem apresentado bons resultados, sendo válida 

para O <Q,/h < 0,8, e encontra-se relatada no Apêndice I. 

Com auxílio destes polinômios o fator de intensidade 

de tensões pode ser escrito como: 
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1 / 2 K I = h ( o . g t + m . gf ) (3.19) 

onde gt e gf são funções de forma que em 

regime linear relacionam-se com G pela equação 

= (1-v
2

) K·2 
G E I (3.20) 

Assim para cada ponto ao longo da linha (-a,+a), utilizando-se 

a equação (3.18) escreve-se: 

J = 

[
dAft dAff ) 

m --ar o + --ar . m 

(3.21) 

definindo 

= ( 3 . 2 2 ) 

para i,j = t, f 

e t - profundidade da fratura 

Após agrupar os termos semelhantes e substituído em (3.11) 

obtém-se para cada ponto ao longo da fratura 

Ó ( X j ) = 2(1-v 2) . h. 
[ªtt 

o(x 1 ) + ªtfm(x1) 
J E (3.23a) 

0 ( X 1 ) = 12(1-v
2

) [ 
E ªft O ( X 1 ) + af f . m ( X 1 ) J (3.23b) 

substituindo as equações (3.12) em (3.23) resulta: 
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N(x1) + ªtf. 

12(1-i) ( N(x1) 
8 ( x 1 ) = E ª ft h + 

Colocando (3.24) na forma matricial, tem-se: 

onde 

D = C P 

D = {ó ( X 1 )} 

G ( X 1 ) 
vetor de deslocamentos 

ªtt 
6 
h ªtf 

(3 .24a) 

(3 .2 4 b ) 

(3.25) 

(1-v 2) e = 
E 

6 
hªft 

36 
zªff 

matriz dos coeficientes 

de reciprocidade. 
h 

P = {N(x 1 )} vetor dos esforços 
- M(x

1
) 

Pode-se ver claramente em (3.25) que a matriz C é em 

última instância uma matriz de flexibilidade e a fratura pode 

ser interpretada como sendo uma linha de molas continuamente dis 

tribuída ao longo da linha (-a, +a). 

3.4. Implementação Computacional 

3.4.1. Introdução 

Após a obtenção da matriz de flexibilidade para a li­

nha de molas, algumas transformações são necessárias para sua 

utilização em um sistema computacional em conjunto com o elemen 

to finito de cascas. 
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3.4.2. Matriz de rigidez da linha de mol.as 

No método dos deslocamentos trabalha-se com matrizes de 

rigidez e forças nodais equivalentes. 

A matriz de rigidez de mola é obtida pela inversão da 

matriz C dada pela equação (3.25), que fica: 

(3.26) 

onde 

Assim 

CI f f 
h 

CI tf O ( X 1 ) r·,11 - ô 
E 1 

= 

2(1-v 2 ) 
(3.27) 

M ( x 1 ) de t 
) 

h h2 
-ô CI t f 36 CI t t 8 ( X 1 ) 

com 

O acoplamento da linha contínua de molas com o elemen­

to finito é feito através dos nós, então uma rigidez equivalen­

te é avaliada a nivel de nós integrando-se ao longo do compri­

mento do lado a que está ligada. E a cada mola discreta é asso­

ciada um comprimento efetivo We. 

O comprimento We irá obviamente depender das funções 

de interpolação utilizadas. A figura (3.5) mostra os detalhes 

deste acoplamento. 
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e 

Face / 
Fraturo ~l,_.:1,....-J.......-

( Fim da Fratura 

Figura 3.5 - Acoplamento dos elementos escalares 

com o elemento finito. 

Para o caso do elemento quadrático este comprimento e-

2 / 3.11, 1 
(nó A no meio do lado do elemento) 

We = 1/6(.11, 1+.11, 2 ) (nó B entre elementos) 

F1 

F2 

1 / 6.11, 2 (nó C no fim da fratura) 

Com isto a equação (3.27) fica modificada para: 

E We 1 
= 2 2(1-v ) det 

h 
ºc ªff - 6 ªtf 

(3.28) 

h h e - 6~f 16 . ~t c 

onde: 

F1 e F2 são as cargas concentradas 

no nó, normal e de flexão 
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ºc e Gc são deslocamentos nodais de 

translação e rotação. 

A relação entre forças e deslocamentos nos elementos 

escalares dada pela equação (3.28) está no sistema de coordena­

das locais. Entretanto a fratura pode ter uma orientação arbi­

trária qualquer com respeito ao sistema de coordenadas global. 

A figura (3.6) mostra o sistema local dos elementos es­

calares e a figura (3.7) o sistema global dos elementos de cas­

ca. 

No sistema local r,s e t escreve-se (3.28) de forma 

compacta: 

[ :: l · [ l [ :, l 
r 

( 3. 29) 

onde Ns e ºs - são força e deflexão 

na direção do eixo s 

M e e r r - são momento e rotação 

na direção sobre o 

eixo r. 

5i j coeficientes de ri gj_ 

dez. 

No elemento degenerado as deflexões e forças são dadas 

em termos do sistema global x,y,z enquanto as rotações e momen­

tos em cada ponto são fornecidos no sistema local da casca, des 
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crito pelos vetores unitários v1i' v2i e v3i,sendo v3i normal 

ao plano no ponto i enquanto v1 e v2 são no plano da casca, mas 

não necessariamente coincidentes com os dados do elemento. 

1 

1 

1 

t=X3 1 

............................ 1 

?' 

Figura 3.6 - Sistema local 

da fratura dado pelos ei-

xos r, s, t. 

Figura 3.7 - Sistema global do 

elemento dados pelos eixos x, 

y,z e os vetores v1i' v2i e 

V 3 i ' 
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Designando o vetor de deflexões nodal como 

u = (ux,uy,uz) 

a magnitude das deflexões na direção do eixo s será: 

ºs = s 

onde 

{3.30) 

{3.31) 

s = vetor formado pelos cossenos di 

retores do eixos, com os eixos 

x,y,z. 

As rotações 0 1 e 02 são dadas nos eixos locais v1 e 

v2 , podendo-se formular o vetor~ de rotação por: 

0 (3.32) 

então 

0 = r 
r - (3.33) 

A relação entre os deslocam~ntos locais da mola e o 

sistema global fica: 

[ : :l . [:' l 
ux 

sy s o o uy z 
o o r.Y1 r.:L2 u (3.34) z 

0 1 
0 2 

analogamente o vetor de forças é obtido por: 
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N 
X 

[ :s] 

s s s o o N 
= X y z y 

o o o rV :c12 N (3.35) r --1 z 

M1 

M2 

substituindo-se ( 3. 34) e (3.35) em (3.29), tem-se 

s o 
X 

sy o [ S 11 S 12 l [~X s y s z o 

r:2] 
(3.36) 

.?.G = s o 521 522 o O :e)!, 1 z 

o :e)!, 1 

o r.:L 2 

De uma forma mais sucinta (3.36) fica: 

( 3 . 3 7 ) 

,?, = matriz de rigidez 1 oca 1 

R = matriz de rotação do elemento es 

cal ar 

s = -G matriz de rigidez global. 

É importante notar que os deslocamentos e deflexões em rela-
1 ção ao plano da trinca são simétricos, e são dados por 2 ux, 

1 1 1 1 
2 uy, 2 uz, 201 , 202 . Físicamente este elemento funciona como 

uma mola, e a matriz de rigidez (3.37) deve ser multiplicada p~ 

lo fator 2, se esta estiver sobre o eixo de simetria. 

Após formado .?.G, esta é espalhada adequadamente na ma­

triz de rigidez total que forma um sistema de equações dométodo 

dos deslocamentos. 
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3.4.4. Cálculo do fator K1 e da integral J 

A avaliação de K1 e da integral J, é feita no sistema 

local, ao longo da linha de molas, em cada ponto discretizado 

da fratura. 

Com a resolução do sistema de equações, obtém-se os 

deslocamentos, com auxílio da equação (3.34), tem-se cSs e er 

de (3.29) determinam-se as forças nodais e por (3.12) calculam-se as 

tensões. E K1 é avaliado por (3.19) como: 

onde a 
Ns 

= 
h.We 

6M r m = 
h2We 

e por (3.20) explicita-se: 

Estes dois parâmetros são suficientes para verificação 

da estabilidade da fratura. 

3.5. Análise em Regime Elasto-Plástico 

3.5.1. Introdução 

Muitas vezes tem-se a necessidade de um maior conheci-

mento da segurança da estrutura e somente unia análise linear 
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torne-se insuficiente. Neste caso uma análise limite em regime 

plástico dá uma distância melhor aproximada entre a estabi-

lidade e a ruína, e o coeficiente de segurança pode ser avalia­

do com mais precisão. 

Com auxílio da teoria clássica da plasticidade o ele­

mento de mola pode representar tensões e deformações em regime 

não linear. As equações constitutivas são escritas de forma in­

cremental e a superfície de escJamento é construída a partir do 

conhecimento prévio das soluções de uma chapa em E.P.D. com car 

regamento e condições de contorno mostrada na figura {3.4). 

3.5.2. Matriz de rigidez elasto-plástica 

A matriz de rigidez elasto-plástica para o elemento es 

cal ar é derivada a partir das equações ( 3. 28). Para 

tem-se: 

cada mola 

Redefinindo os esforços e deslocamentos como Q1 = N , 

Q2 = M, q1 = ó e q2 = e, e os coeficientes da matriz de rigidez 

como Sij' comi, j variando de 1 a 2, a equação {3.28) é escri­

ta como: 

e s. . q J. 
l J 

(3.38) 

Sendo que o índice superior ''e'' denota regime elásti­

co. Utilizando conceito de matriz de rigidez tangente, a equa-
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ção (3.38) é escrita de forma incremental: 

Q. = s~~ qJ. 
l l J 

• 

(3.39) 

onde: 

Qi e qj são os incrementas de esfor­

ços e deslocamentos respectl 

vamente. 

Sep = matriz de rigidez de módulo 

tangente, conhecida também 

como matriz de rigidez elas 

to-plástica . 

Assume-se que qj é formado por duas parcelas, uma elás 

tica e outra completamente plástica. 

(3.40) 

Seguindo a teoria clássica de plasticidade, introduz­

se uma superfície convexa de escoamento! do tipo: 

= (3.41) 

onde: 

a= profundidade da fratura 

t = espessura da chapa no ponto 

considerado 

a
0 

= tensão uniaxial de escoamento 

Qi = forças generalizadas. 
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A obtenção desta superfície é mostrada com maiores de­

talhes na seção seguinte. 

No campo de tensões limitado por esta superfície, podem 

ocorrer três situações distintas: 

1Q) Numa região do espaço de tensões onde ~< O, a 

resposta é elástica, sendo: 

= s .. 
l J 

2º) Se ~=O então o estado de tensões está no limi­

te de escoamento e se no descarregamento ocorre 

q.-~ . < o J , J -

onde 

~ ~ normal para fora da 
'j - ªºj 

su-

perfície de escoamento 

então 

S~j = \jea resposta ainda é elástica 

3º) Se o estado de tensões está sobre, a superfície de e~ 

coamento e qjf'j > O, significa que está havendo carregamento 

capaz de plastificar a estrutura neste ponto. 

Quando o terceiro caso está ocorrendo, a parte plástica 

dos deslocamentos generalizados é calculada como: 

•p 
q j = /\ ~. j {3.42) 
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sendo 

A - escalar, que relaciona o gradl 

ente da superfície de escoame~ 

to com os deslocamentos. 

O escalar A é avaliado impondo-se a "condição de con­

sistência'' que, durante o escoamento plástico, o estado de ten­

sões permanece sobre a superfície I = O, desta forma escreve-se 

• ai + _,_ 
ªºo 

• (3.43) o = 

• 
Colocando Qj em termos da matriz de rigidez elástica, 

tem-se: 

• 
( 3. 44 a) 

ou utilizando-se (3.39) 

(3.44b) 

• A variação da tensão de escoamento o
0 

equivalente à varia 

ção da deformação plástica E
0

pode ser escrito como: 

• 
ªo= (3.45) 

onde h = parâmetro de endurecimento 

do material. 

• 
A variação do trabalho de deformação plástica wP é ava 

liada em dois níveis. A nível macroscópico, é o trabalho reali-
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zado pelas forças devido a variação dos deslocamentos em regi­

me plástico, 

' p 
Q.q.a/\Q."',· 
11 1:±'.1 

(3.46) 

ou a nível microscópico é o trabalho de deformação realizado p~ 

la variação de deformações na regi ão onde a pl astifi cação está o­

correndo, e é calculado pela integral na área A* plastificada, 

da seguinte forma: 

• 
wP ª dA ·J o' tPdA 

A* 

• -

(3.47) 

onde a e E são valores locais da 

tensão equivalente e variação 

plástica da deformação na área 

A*. 

Assumindo que a deformação plástica na faixa de influ­

ência do elemento é restrita ao ligamento remanescente, de com-

primento c • t - a, então pode-se esperar que a área A* será 

proporcional a c2 . Com isto aproxima-se a equação (3.47) por: 

• o 

wP ( 3. 48) 

f ª constante de proporcionali 

dade entre A* e c 2 , esper~ 
do de ordem 1. 

As equações (3.42 - 3.48) são combinadas de forma ade­

quada a obter-se: 
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Í\ ; 

e • I, . s .. q. 
l l J J (3.49a) 

ou mais reduzidamente 

Í\ ; 
Tl • q . 

J J 

D 
(3.49b) 

onde: 

D ; escalar que representa o den~ 

minador da equação (3.49a) 

nj; vetor normal à superfície• de 

plastificação multiplicado p~ 

las rigidezes elásticas. 

Com A determinado escreve-se a equação da matriz de 

rigidez tangente 

; 

da seguinte forma: 

1 
o Tl . Tl . 

l J 
(3.50) 

Com a matriz de rigidez determinada a resolução do sis 

tema de equações não linear é obtida utilizando-se procedimen­

tos incrementais-iterativos. 

Na equação (3.48) incorporou-se um escalar f, e também 

foi suposto que A* é proporcional a c2 . Isto é necessário para 

levar em conta o efeito do endurecimento do material. Se o mate 

rial é suposto como perfeitamente plástico, tem-se que h; O e 

não há aproximação no valor de A . Entretanto, a escolha de f 

não é crítica e obtém-se boas respostas quando h é diferente de 
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zero. 

O apêndice II mostra a influência deste escalar e como 

escolhê-lo de forma adequada. 

3.5.3. Obtenção da Superfície de Escoamento para Molas 

A obtenção da superfície de escoamento para o modêlo 

de molas, pode ser obtida pelo estudo de uma chapa fraturada, 

em E.P.D., submetida à flexão pura e à extensão-pura. As duas 

soluções limite são conhecidas como solução de GREEM e HUNDY, 

para flexão pura e extensão pura, respectivamente. A figura 

(3.8) ilustra estes dois casos. Para tensões de carregamento em 

uma superfície que apresenta trincas, pode-se generalizar assu­

mindo que J e N irão ser positivos ao longo da linha de molas. 

Então os mais importantes casos estarão entre estes dois extre­

mos. 

b12 "' 
1 

e'• 
.... --~ 

/ 

(e-- -

' 1 

___ .,,. 
1 
1 

• ,j, 

M 

N=O N 

Figura 3.8 - Casos limites de uma chapa fraturada 
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Para a flexão pura isto é N = O, a carga limite é 

2 
M = 0,63 T

0
(h-t) (3.51) 

onde 

T
0 

= tensão de escoamento ao cisa 

lhamento. 

para o caso de pura-extensão (0=0), a carga limite será 

com a linha de ação de N passando pelo centro do 

da seção fraturada. 

(3.52) 

ligamento 

A carga limite para todos os casos de N>O e 0~0, pode 

ser obtido pela teoria do ''upper bound''. Variando-se os parâme­

tros da figura (3.9), consegue-se abranger os casos entre asso 

luções limites de Greem e Hundy. A linha de ruptura é escolhi­

da como sendo um arco circular de raio R com centro a uma dis­

tância L do lado direito da chapa. 

O momento total agindo na seção fraturada é dado por: 

M' = M + Nh/2 (3.53) 

Para uma rotação unitária da linha de ruptura a ine-

quação do "upper bound" fica: 

M' + NL:s.T 0 R2 (a-S) (3.54) 

Escolhendo-se um valor para L, apenas um dos parâmetros 
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R, a, Sserá independente, e isto é feito de forma a otimizar a 

linha de ruptura, e pelas relações geométricas da figura (3.9) 

escreve-se: 

L=R-sinS 

L + (h-t) = R-sin a 

., s,,, 

o 

rs•,2 
1-1. 2 

~N~DE 
RUPTURA 

R 

. p 'p •p 
E,t e Ô + ( t/2 · o IS 

Figura 3.9 -

fJ 

O( 

(3.55a) 

(3.55b) 

Substituindo as equações (3.55) em (3.54) e minimizan­

do a equação em relação a L obtém-se mais uma equação adicional, 

2(a -S) = tan a - tan S (3.56) 

então R, a e S são agora determinados em termos de L. 

Para cada escolha do valor de La inequação (3.54) fo~ 

nece um valor limite para M' + NL e estes valores são plotados 

na figura (3.10). A linha cheia representa uma aproximação "su-
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perior'' para a superffcie de escoamento e foi construfda grafi­

camente variando-se os valores de B, consequentemente de L,e~ 

tre -45° e +45º. Nota-se que quando B = 45° é exatamente a car 

ga limite para o caso de extensão pura. Entretanto, mostra-se 

que este ponto é um vértice pois a normal à superffcie em cada 

ponto deve ser proporcional a 

( h _9, ) é p (3.57) 

e 
. 

(oP - eP h/2) (3.57) 

na direção de M' e N respectivamente. A construção da envoltó-

ria é completada para pequenos valores de N desenhando-se a su­

perffcie de escoamento, tangente ao ponto onde M'representa fle 

xão pura, pelo conhecimento da proporção entre as 

da normal neste ponto, isto é 

• p o • 

o - eP h/2 =-0,63 (h -9-) eP 

de acordo com a solução de Green e Hundy. 

componentes 

(3.58) 

Esta forma de se obter a superffcie de escoamento foi 

originalmente proposta por RICE [24], que também propõe uma a­

proximação elfptica para esta superffcie com i = O, 

N 

cejada. 

/2,
0

(h-9-) - 0,3 

O, 7 
}2 + 9{-2 M_' -

T (h-9-) 2 
o 

(3.59) 

que está representado na figura (3.10) pela linha tra-
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N 

1.0 

•• 

. 2 

FLEXÃO PURA 

Figura 3.10 - Superfície de escoamento combinado 

tração e flexão 

E;= a/t 

A figura (3.11) mostra~ variando-se a relação 

l 

M/1',J:.2 

Fig~ra 3.11 - Superfície de escoamento proposta 

por RICE [24] 
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Esta equação coincide exatamente com o ponto de flexão 

pura (B = 45º), e representa mui to bem a curva original, para 

os casos perto da flexão pura. Alguma divergência aparece no 

"trecho" intermediário. Se for necessário pode-se melhorar a 

aproximação de J, propondo-se outra equação. Entretanto com 

uma ligeira observação na figura (3.10) verifica-se que a curva 

elíptica está a favor da segurança ou seja valores ligeiramente 

menores para M' e N provocarão uma plastificação no ponto consi­

derado. Isto dá uma pequena margem de segurança e os resultados 

obtidos são muito bons comparados com outras soluções, e que 

são mostrados no capítulo V. 

3.5.4. Avaliação da integral-J em regime elasto-plástico 

A avaliação da integral-J pode ser feita separando-a 

em duas parcelas distintas, uma elástica e outra plástica, e o 

valor total de J será a soma destas parcelas: 

(3.60) 

A parte.elástica pode ser calculada diretamente, com 

os valores das tensões generalizadas, avaliando o fator K1 e de 

acordo com a equação (3.20 ), que estão transcritas abaixo: 

Este valor torna-se constante quando a mola atinge o 

escoamento, a menos que o material apresente endurecimento. Nes 

te caso avalia-se a parte elástica de 8 e ó e determina-se o 

incremento dK 1 e consequentemente de Je e (3.20) fica 
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(3.61) 

com 

A avaliação da parcela plástica deve seguir a história 

do carregamento e será feita de forma incremental, estando re­

lacionada com a variação do deslocamento de abertu.ra do ''crack 

-tip" <iP , t 

• p • p 
J = m 0 o 0 t (3.62) 

onde: 

a
0 

= tensão instantânea do escoamen 

to. 

m = constante que depende do cami­

nho das deformações em regime 

plástico. 

De acordo com a geometria da figura (3.9) tem-se 

• p 

ºt = 6P + (t/2 - a) êP 

em termos da constante A , 

(3.63a) 

(3.63b) 

A integral J é definida conforme [28], como sendo a 
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variação (em relação a profundidade da fratura) do trabalho in­

terno de deformação do corpo por unidade de espessura, ou seja 

J
q. 

J=- lªºi 
a a 

o 

( 3. 64) 

Trocando-se os parâmetros da derivada, com respeito à 

profundidade da fratura pelo respectivo ligamento, tem-se 

- a Q. / 
i a a = + a Q i/ a c (3.65) 

RICE [28] mostra que a equação {3.64) pode também ser 

usada no caso de material perfeitamente plástico e a equação é 

escrita de forma incremental 

. {3.66) 

ou seja 

• p -
J -AJ,i Qi'c {3.67) 

A= constante definida na seção an­

terior. 

Examinando-se as equações (3.66) e (3.67) nota-se a necessi 

dade do conhecimento da derivada parcial dos esforços em rela­

• p ção ao ligamento c para um valor fixo de qi. Para isto conside 

ra-se que a derivada total de J = O em relação a c é nula, 
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d~ 
o = = ( 3. 68) 

de 
q. 

l 

e introduzindo um artificio que 

(3.69) 

após efetuado as derivadas em (3.64), obtém-se 

(3.70) 

Entretanto, não haverá deformação a menos que 

eP =/1~, 2 seja não nula, que é a condição de validade do termo 

entre colchetes. 

Então as equações (3.68) e (3.70) formam um sistema de 

duas equações e duas incognitas e os valores de Q1 ,c e Q2 ,c,são 

assim determinados. 

Comparando-se as equações (3.62) e (3.66) obtém-se o 

valor param: 

m = (3.71) 

PARKS em [23] comenta que o valor de m deve estar en 

tre 1 e 2 e que quando a plasticidade é atingida, o valor de 

Jp cresce rapidamente, tornando-se dominante en relação a Je. 
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CAPÍTULO IV 

ELEMENTO ISOPARAMÉTRICO 

E CARACTERÍSTICAS DO PROGRAMA IMPLEMENTADO 

4.1. Elemento de Casca 

Entre os vários elementos finitos encontrados na lite­

ratura optou-se pelo elemento quadrático tri-dimensional dege­

nerado por discretizar superfícies curvas com boa aproximação, 

além de apresentar uma rápida convergência, mesmo com malhas 

singelas. Pode-se utilizá-lo tanto na análise de éascas grossas 

como as finas, em regime elástico ou plástico. 

O desenvolvimento teórico pode ser e~contrado nas refe 

rências [37] e [38] e nas diversas literaturas sobre o M.E.F. 

Este elemento foi implementado a primeira vez na COPPE 

/UFRJ por HALBRITTER [35], e posteriormente adaptado para repr~ 

sentar tensões/deslocamentos em regime elasto-plástico por LAN­

DAU [36]. 

Neste capítulo mostram-se as características princi-

pais deste elemento e também os aspectos gerais do programa de­

senvolvido para a análise de trincas não-passantes em estrutu­

ras de superfície. 

4.1.2. Características gerais do elemento de casca 

Este elemento é derivado pela degeneração do elemento 

tri-dimensional quadrático de vinte nós, com três graus de li­

berdade por nó, para a superfície média da casca, obtendo-se um 



-77-

elemento de oito nós com cinco graus de liberdade cada um. Isto 

é conseguido devido ao conhecido fato de que tanto para cascas 

grossas ou finas as normais à superfície média permanecem pratl 

camente retas depois da deformação. 

O elemento pode experimentar deformações de corte, que 

são imprescindíveis para uma análise correta de cascas grossas. 

Entretanto isto pode dificultar a convergência na análise de 

cascas finas, e neste caso torna-se imperativo a utilização de 

um esquema de integração reduzida. 

4.1.3. Geometria do elemento e campo de deslocamento 

O elemento é degenerado prescrevendo-se uma variação 

linear do deslocamento ao longo da espessura e desprezando-se a 

energia de deformação provocada pelas tensões normais ao plano 

da superfície média. A figura (4.1) mostra as etapas da degene­

ração. 

A geometria do elemento é definida em relação às coor­

denadas naturais n , ~ e ç , variando entre -1 e 1. 

X xi Xi 
k 

( ~, n) ( 1 + ç ) k ( ~, n) ( 1-ç) y = E N. yi + l: N i yi 
i = 1 l i = 1 

z z i 
sup i n f 

( 4 . 1 ) 

onde 

k = número de nós do elemento 

N. = 
l 

funções de interpolação 

isto é escrito convenientemente definindo-se 
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O) ELEMENTO TRl ·DIMENSIONAL 

QUADRATICO 
b) ELEMENTO TRl·DIMENSIONAL 

COM GEOMETRIA E DESLO· 

CAMENTOS COM VARIACÃO LI· 

NEAR AO LONGO DA ESPES­
SURA. 

z 

j 

T 

C)ELEMENTO DEGENERADO PARA 

A SUPERFICIE MÉDIA 

Figura 4.1 - Fases da degeneração do elemento 

tridimensional. 

y 

X 
V2i=V3i 1tl 
V1i=V2i 1Y3i 

SISTEMA GLOBAL 
SISTEMA LOCAL 

Figura 4.2 - Representação dos deslocamentos a e B. 
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x. l x. 
l l 

v3i = yi yi ( 4. 2) 

J s up 
z i z, 

l i n f 

que é o vetor normal à superfície média, no ponto no­

dal i, e (4.1) fica 

X 

k k 
I y = I N. ( e 11 l + I; N. v3i ( 4. 3) 

i = 1 1 i = 1 1 2 
z 

Analogamente à geometria, os deslocamentos são coloca­

dos apenas em função das três componentes cartesianas ui, vi e 

wi, dos nós da superfície média e de duas rotações normais ao 

vetor v3i. A direção destas duas rotações são dadas pelos veto-

res v1i e v2i de grandeza unitária, que corresponde as 

ções Si e ªi respectivamente: 

u ui 
k k t. V = I N i Vi + I Czl 

i = 1 i = 1 
w Wi 

[,,,.,,,1 { :: } 

rota-

( 4. 4) 

Assim a geometria e o campo de deslocamentos ficam de­

finidos pelas equações (4.2) e (4.4). 

A figura (4.2) representa fisicamente os vetores v1 i, 

v2i _ e os deslocamentos ªi e Si. 
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4.1.4. Definição das deformações e tensões 

As deformações são tomadas nos eixos locais da super­

ffcie, formado pela normal, num ponto qualquer com~ co.nstante, 

e dos eixos ortogonais. E são obtidas diretamente das relações 

do elemento tri-dimensional, despresando-se a deformação 

normal à superffcie, 

V z 

E ' au' 
X dX' 

E ' y dV' 
E' = y '' = dY' xy 

y '' au' + av' xz Ty• dX' 
y '' yz aw au ( 4. 5) 

Tx' + <1i' 

aw' + av' 
Ty' dl' 

O sfmbolo plica (') denota que as grandezas são consi­

deradas em sistema local. 

As tensões relativas às deformações (4.5) são 

a• = 

O X' 

o y' 

T X1 y 1 

T X1 Z 1 

T y' Z ' 

= D' (E' - E') + O ' - --{) o ( 4 . 6) 

onde fo e 2
0 

representam as deforma­

ções e tensões iniciais. 

D' representa a matriz de carac 

terfsticas elásticas. 
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A matriz D' é uma matriz 5x5, obtida diretamente da 

matriz tri-dimensional, 

D ' = 
E 

2 1 -\) 

1 

1 \) 1 

\) 

Q 

1 - \) 

2 

Sim 

o 

o 

1 -
2k 

- - -

o 

\) o 

1 - o 
2k ( 4 . 7 ) 

onde 

E e v são módulo de elasticidade 

longitudinal e coef. de poison 

k = constante 

A constante k nos dois últimos termos é feita igual a 

1,2 que segundo ZIENKIEWICZ melhora a aproximação das deforma­

ções por efeito cortante. 

É importante notar que (4.7) não é obtida simplesmente 

' deletando-se as linhas e colunas relativas a Ez. Deve-se subs-

tituir ªz = O, na equação completa de Q (4.8) tri-dimensional, 

e efetuar as eliminações necessárias. 
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Sim 
D = E (1 - v) 

( 1 +v ) ( 1 - 2 v ) 
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\) \) 

1 - \) 1 - \) 

\) 

1 - \) 

1 1 

- - - - J_ 

1 - 2v 

1 
2(1-v) 

o 

Sim 

Q 

o 

l- 2 v 
2(1-v) 

4.1.5. Relações constitutivas em regime elasto-plástico 

A matriz de características elasto-plástica é 

o 

o 

1 - 2v 
2(1-v) 

( 4. 8) 

obtida 

através da teoria clássica da plasticidade, e a análise é feita 

de forma incremental. 

Define-se uma superfície de escoamento F, e quando a 

condição de plasticidade é atingida tem-se: 

F (Q, fp• k) = O ( 4. 9) 

onde: 

Q - vetor de tensões 

fp - vetor de deformações plásti-

cas 

k - constante do material 

A cada incremento as deformações totais são: 
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sendo: 

dE - deformações elásticas -e 
dE - deformações plásticas -p 

E cada parcela de df é avaliada separadamente. 

Para a parte elástica tem-se 

dE = -e 
-1 

Q . dQ 

(4.10) 

(4.11) 

A parte plástica da equação (4.10) relaciona-se com 

(4.9), por: 

dfp = À a F 
3a (4.12) 

O escalar À é o coeficiente de proporcional idade en­

tre as deformações plástica e a normal à superfície de escoa­

mento e é calculada a cada incremento. O vetor ª--i. é definido p~ 
a.2 

ra cada estado de terisão representa o gradiente da função de carre-

gamento. 

Em regime plástico F=O, portanto, 

dF =[~ J. gp + ªa~. dk +[0ª;J dE: = o -p (4.13) 

Definindo 

e A = (
a F dk 

À • dK +(~ a e: . (4.14) 
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A equação (4.13) é escrita como: 

T 
] . dQ - A. À = O (4.15) 

e o incremento total de deformação (4.10), fica 

Substituindo <!ç dado pela 

pré-multiplicando ambos os lados por 

onde apenas À é incógnita 

T T 'ª .Q QE = A À +À'ª .Q Q 

que é explicitada por: 

À = 
1 T a . D. dE 

4.16) 

equação (4.15) em (4.16) e 

T -ª .Q obtém-se uma equação 

(4.17) 

(4.18) 

substituindo (4.18) em (4.16) obtém-se 

(4.19) 

com 

(4.20) 

e define-se uma matriz tangente de características elásticas 

QT , dada por: 
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(4.21) 

O vetor 2 definido em (4.14) irá depender da função 

escolhida para representar a superfície de escoamento F = O. 

Segundo o critério de VON-MISES, 

F =;-;-.o -y(k) = O (4.22) 

e segundo o critério de TRESCA 

F 2o. cos<p - y(k) = O ( 4 . 2 3 ) 

onde 

o ~ J 1/2 
2 sendo J2 o segundo in-

= 

variante de tensões. 

1 se n -1 [ 3/J J.3j 1 2 -3 o 
, sendo J 3 

o terceiro invariante de ten 

sões, válido para 
1 1 

-5TT:'_ql:'_5TT 

y{k) = tensão de 

escoamento, função da histó­

ria das deformações plásti-

cas. 

Estas duas funções são muito conhecidas e apresentam 

bons resultados para materiais homogêneos, como por exemplo os 

metais. 
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4.1.6. Cálculo das tensões elasto-plásticas 

Analogamente à equação (4.10), as tensões são escritas 

de forma incremental. 

D 

g r a l : 

do = do + do -e -p 
(4.24) 

com Qe = parcela elástica da tensão 

Qp = parcela plástica da tensão. 

A primeira parcela pode ser calculada diretamente com 

elástico e dE da equação (4.10), -e 

D.dE 
- -e 

(4.25) 

Porém a parte plástica deve ser calculada pela inte-

(4.26) 

pois a matriz de características plástica varia com a história 

das deformações. 

Uma forma aproximada de avaliar (4.26) é dividir em n 

intervalos a deformação plástica, de forma a transformar a inte 

gral em uma somatória, e (4.26) fica 



n 
do - E -p i = 1 

D .• -p l 
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/:iE -o --· 
n 

Com o cálculo das tensões, encerra-se a formulação 

ca do elemento de casca. 

(4.27) 

plást_j_ 

Com muito maior ênfase e profundidade LANDAU [36] ana­

lisa critérios de convergência do elemento, o desenvolvimento da 

teoria em regime elasto-plástico, e outras considerações. 

4.2. Programa Implementado 

4.2.1. Descrição sumária 

Com o objetivo de testar a validade do elemento esca-

lar, foi desenvolvido um programa em Linguagem FORTRAN IV, no 

computador BURROUGHS 6800 do NCE/UFRJ. 

A estruturação seguiu àqueles utilizadas na programa-

ção M.E.F.: 

- Entrada de Dados 

- Avaliação das Cargas 

- Montagem da Matriz de Rigidez Global 

- Introdução das Condições de Contorno 

- Resolução do Sistema de Equações 

- Cálculo das Tensões 

- Impressão dos Resultados 

Sendo que da terceira etapa até a última, na de análi­

se não-linear é repetida várias vezes a cada incremento. 

Inicialmente são fornecidos os dados da estrutura tais 
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como coordenadas, carregamentos, incidências, etc ... 

O armazenamento das variáveis em memória central é fei­

to de forma dinâmica, definindo-se inicialmente um vetor de tra 

balho, para permitir uma utilização racional da memória. 

Os tipos de carregamentos podem ser: 

- Cargas aplicadas nos nós, componentes da força em re 

lação aos eixos globais Fx, Fy, Fz, e momentos em sistema local 

Ma e MB 

- Tensões distribuídas sobre a superfície do elemento 

- Pressão hidrostática 

- Peso Próprio. 

Estes carregamentos são os mais comumentes encontrados. 

A matriz de rigidez global é armazenada por altura efe 

tiva, evitando-se armazenar e operações com elementos nulos. 

As condições de contorno são introduzidas utilizando­

se a ''técnica do nQmero grande''. Para facilitar a introdução de 

deslocamentos prescritos. 

A decomposição da matriz de rigidez é efetuada utili­

zando-se o Método de Cholesky, de forma parcial, isto é, trian­

gulariza-se a parte da matriz que permanece elástica e a cada i 

teração após a avaliação das parcelas plásticas completa-se es­

ta etapa. Isto permite melhor utilização do computador e ganho 

de tempo de processamento. 

As tensões são calculadas de acordo com o exposto na 

Seção 4.2.4. O fator de intensidade de tensões e a integral-J 
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também são avaliadas neste nível do programa, de acordo com o 

exposto na Seção 3.5. 

A cada incremento, após atingida a convergência são im 

pressos os deslocamentos totais dos nós da estrutura, as ten-

sões nos elementos e também os resultados relativos à 

em cada ponto discretizado. 

fratura 

4.3. Algoritmo Implementado para Solução do Problema Não-Linear 

Implementou-se um método misto, formado pela combina-

ção do método puramente incremental com o método iterativo de 

NEWTON-RAPHSON. 

A partir de um certo nível de carregamento pré-determi 

nado, as cargas são incrementadas até o seu total e a cada in­

cremento processa-se um número suficiente de iterações até que 

seja atingida a convergência. A cada iteração a matriz de rigi­

dez é atualizada, verifica-se o equilíbrio da estrutura, e os 

resíduos são utilizados para a próxima iteração. 

A figura (4.4) ilustra o método utilizado. 

As condições de existência e unicidade das soluções ob 

tidas por este método são discutidas por ODEN [40]. 

Desta forma a estrutura mantém-se equilibrada a cada 

incremento, evitando-se a acumulação de erros provocados pelo 

método puramente incremental, além de fornecer resultados das 

etapas intermediárias quando as cargas aplicadas estão acima da 

carga limite da estrutura, o que não é conseguido utilizando-se 

somente o método iterativo. 
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F 

- SOLUCÂO EXATA 

0 APROXIMAC ES 

"' "• u 

Figura 4.4 - Método Misto Implementado 

4.4. Cálculo dos Resíduos 

Após o cálculo das tensões, os resíduos provocados pe­

lo desequilíbrio da estrutura, são calculados a nível de elemen 

to por: 

J 
BT qdV 

V 

f = R 
-e 

( 4. 28) 

onde 

B - matriz formada pelas deriva­

das das funções de interpola­

ção. 

Q - representa o campo de tensões 

f - vetor de cargas nodais aplic~ 

das no elemento. 

R - vetor dos resíduos -e 
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V - volume do elemento 

tem-se que: 

Q = Qr·f 
e, 

f = ª !!, 

que substituído em (4.28) obtém-se: 

sabe-se que 

{ 
então 

ªTQT.ê_dV = tr 

R -e 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

Os resíduos poderiam ser calculados prontamente pela 

equação (4.28), entretanto, como adotou-se pela atualização de 

KT a cada iteração, utilizou-se a equação (4.33). 

4.5. Método da Decomposição Parcial 

Em muitos casos a não-linearidade é apenas localizada 

e grande parte da estrutura não modifica suas características 

niciais (rigidez). 

Isto é muito importante pois permite que se reduza o 



-92-

esforço computacional. 

Muitos algorítmos surgiram para levar em conta este fa 

to. MOREIRA [39] faz um estudo comparativo dos principais deles 

e suas conclusões mostraram que o método da ''Subestruturação'' e 

''Decomposição parcial'' apresentam uma melhor performance, com 

''ligeira vantagem'' para o primeiro. 

No caso de estruturas que apresentam trincas, as maio 

res concentrações de tensões aparecem ao redor desta. Então a 

região de plastificação é sempre localizada, não havendo neces­

sidade de uma análise plástica completa em toda a estrutura, e 

isto não gera erros de aproximação. 

Optou-se pelo m~todo da ''Decomposição Parcial'' pela sua 

facilidade de implementação, não necessitando de rotinas espe-

ciais nem mudanças estruturais do programa, bastando 

modificações. 

As etapas são as seguintes: 

- Decompõe-se A da linha 1 até a linha p-1 

grau de liberdade que apresenta comportamento linear) 

do-se A*. 

- Gravação de A* em disco. 

Para cada iteração: 

- Leitura de A* em disco 

pequenas 

(maior 

obten-

- Completa-se A* com contribuições dos elementos plátl 

cos. 

- Decomposição a partir da linha p até a última. 

- Obtenção dos deslocamentos (substituição e retro) 
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Para melhor aproveitamento das vantagens do método, os 

nós que apresentam comportamento não-linear devem ser numerados 

por último. 
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CAPÍTULO V 

APLICAÇÕES 

Neste capítulo procura-se comparar os resultados obti­

dos pela implementação computacional do elemento escalar descri 

to anteriormente com outras formulações. 

Inicialmente analisa-se um conjunto de chapas em regi­

me linear, variando-se ·os parâmetros da fratura, submetidos às 

cargas de tração e flexão separadamente. Posteriormente proce­

de-se a análise em regime elasto-plástico de uma chapa submeti­

da a tração e também um tubo submetido à pressão interna cons­

tante, com fratura axial ao longo de todo o seu comprimento. E, 

finalmente um tubo submetido a pressão interna constante supon­

do a fratura axial em apenas parte de seu comprimento, e o mate 

rial possuindo capacidade de endurecimento. 

5.1. Chapa Tracionada-Linear 

Com objetivo de avaliar o comportamento do elemento e~ 

calar, analisa-se em regime linear um conjunto de chapas subme­

tidas a apenas forças de tração com uma fratura de variação se­

mi-elíptica, com profundidade maxima a e comprimento I8:, confor 

me mostra a figura (5.1a). As relações geométricas da chapa, 

2t/a e L/W são mantidas constante e igual a 10 e 1/2 respectiv~ 

mente, sendo que a relação profundidade sobre espessura a/t, as 

sume os seguintes valores 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, cobrindo assim o 

campo de validade da solução (2-D) utilizada na formulação do 

elemento. 
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Discretiza-se apenas 1/4 da chapa valendo-se da du-

pla simetria, através de 42 elementos de casca e 11 

escalares de fratura. 

elementos 

Os resultados são comparados com a solução (3-D) pro­

posta por RAJU e NEWMAN [21], e encontram-se plotados de forma 

normalizada no gráfico (5.1). 

A tabela (5.1) compara os valores de F no ponto de pr~ 

fundidade máxima da fratura. 

a/t 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

F = K1/ooo 

ELEMENTOS 

ESCALARES 

1 , 1 7 

1 , 38 

1 , 7 O 

1 , 80 

. /a7Q' 

RAJU E DIFERENÇA 

NEWMAN ( % ) 

1 , 20 - 2,6 

1 , 3 6 1 , 5 

1 , 6 6 2,4 

1 , 8 5 - 3,3 

Tabela 5.1 - Valores de F no ponto de máxima 

profundidade da fratura. 

No ponta onde a profundidade tende a zero isto é, po_r:i_ 

to de nenhuma fratura, a matriz de flexibilidade torna-se nula, 

e consequentemente a matriz de rigidez torna-se infinita, e um 

valor de profundidade equivalente foi adotado. Procurando deter 

minar este valor, algumas análises com a/t = 0,4 são processa­

das testando-se valores para a profundidade mínima atribuindo­

se valores de 5%, 10% e 20% da profundidade da fratura no nó 

adjacente. Os resultados são plotados no gráfico (5.2). 
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Os valores obtidos para K1 neste ponto apresentaram ei 

ros da ordem de até 40%, e a melhor aproximação foi conseguida 

para 5% de profundidade da fratura no nó adjacente e os valores 

das tensões foram em todos os casos superiores ao esperado. En­

tretanto os valores de K1 ao longo da fratura foram pouco afe­

tados, conforme mostra o gráfico (5.2), devido a relação 2i/a 

ser bem pronunciada, o que torna a escolha deste valor não crí­

tica. GERMAN [21] chama atenção para o fato de que quando 2i/a 

tende a 1, isto é, a superfície fraturada toma formato circular 

os resultados são mais afetados e desaconselha o uso de elemen­

tos escalares. Nos exemplos apresentados adotou-se um valor pa­

ra a ''profundidade equivalente'' em torno de 10% da profundida­

de da fratura no nó adjacente. 

Dados Geométricos e Físicos 

w = 300cm a = 20cm 

w E = 210000 Kgf/cm 2 

L = 1/2 
V = 0,3 

w 
4 n = 

Q 1,1029 = 

2i/a = 10 

f''} a/t = 0,4 
0,6 
0,8 

N 
(J = T 

OBS: O valor de Q utilizado para normalizar os valores de K1, é 

a integral elíptica de segunda ordem, calculada aproximad~ 

mente como: 

Q = 1 + 1,464 (a/i) 1 • 65 p/i > a 
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N 

w 

---- _j 

L 
/ ' Q ' 

2f ,Ir 

1""-

l 
/ 

-{ l'ri ê;7( 1 * · Fratura 
( Q ) 

( b) 

Figura 5.1 - Caracterfsticas geométricas 

e malha utilizada na discretização. 
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RAJU • NEWMAN 2 

2. + ELEMENTOS ESCALARE'S 
a/t 

... + + o.e 
+ 

.. + .. + 0.6 

+ 0.4 

1.2 0.2 

LO 

.8 

2t1a = 10. 
.6 

I 1 
.4 ~ ~_, __ ,_4>_1_ j a 

.2 2t ~ 

.o 
o .1 .2 .3 .4 .5 -6 7 .8 .9 1.0 

2 <f)/ rr 

Gráfico 5.1 - Fator de intensidade de tensões ao 

longo da fratura, para chapa subme 

tida à forças de tração. 



K 
F= --

ffla' 
G,Ja 

-99-

1 - 01 . 5°/o 02 
2. 2 - 01 • 10°/o 02 

3 - 01 : 20 °/o 02 

4 - RAJU E NEWMAN 

1.6 

2{10 = 10 

o/t=o,4 

-~ .. 
' F IM DA FRATURA 

0-4 

P ROFUNOIDADES 

Gráfico 5.2 - Influência da "Profundidade Equiv_ii_ 

lente'' nos valores de K1 ao longo 

da fratura. 
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5.2. Chapa a Flexão-Linear 

Neste exemplo procede-se uma análise análoga ao exem-

plo 1, apenas as cargas de tração são substituídas por car-

gas de flexão, conforme ilustrado na figura (5.2). As caracte­

rísticas físicas e geométricas da chapa são idênticas. A rela­

ção a/t assume valores de 0,4 e 0,8. As respostas são compara­

das com a solução (3-D) de RAJU e NEWMAM mostradas na referên­

cia [19], e encontram-se plotadas no gráfico (5.3). 

M 

---/ ,, _j 

UvJ 
M 

Figura 5.2 - Chapa com fratura semi-elíptica 

submetida a forças de flexão. 
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R AJU E NEWMAN 

-+- ELEMENTOS ESCALARES 

a/t 

- --+- - + .:::.:t,+ - + - -+ - - +- -+--+ - -+ 0.4 

....+ ,i.:i:_-----------

2 t /a= 10 

I 1 ~r 
1 

2l 

.2 .4 .6 .B 1.0 

29Í/Ti 

Gráfico 5.3 - Variação do fator de intensidade 

de tensões K1 ao longo da fratu­

ra, para uma chapa submetida a 

forças de flexão. 
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Para a chapa com a/t = 0,4 o fator de intensidade K1 

se aproximou da solução de Raju e Newmam ao longo da fratura 

com uma diferença máxima de 9,5%, sendo que no ponto de profun­

- didade máxima, onde K1 é máximo e a propagação se dará a partir 

daí, a diferença foi de apenas 4%. Para a/t = 0,8 a diferença 

máxima foi em torno de 15% e no ponto de máximo K1 foi de 6%. 

É interessante notar que a propagação neste caso se dará não no 

ponto de maior profundidade, mas sim perto da superfície livre, 

e os elementos escalares conseguiram traduzir este efeito. 

5.3. Chapa Tracionada em Regime Elasto-Plástico 

Com o objetivo de testar o comportamento não-linear dos 

elementos escalares, analisa-se uma chapa submetida a tração 

com a fratura formada por uma superfície semi-~lástica com as 

mesmas características geométricas mostradas na figura (5.1). O 

material é suposto plástico perfeito a partir do ponto de esco-

amento. As grandezas físicas e geométricas são: 

W/L = 1 / 2 E = 210000 Kgf/cm 2 

W/29, = 4 V = 0,3 

2Q,/a = 1 2 ºy = 45 Kgf/cm 2 

L = 1600cm 

{º' 5 } a/t = Q, = 100cm 
0,7 

Na discretização utilizaram-se 42 elementos de casca e 

11 elementos escalares de fratura, e a malha utilizada é vista 

na figura(5.1b). 
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----- ERDOGAN 

5 
---- ELEM. ESCALARES a/t '.s 

4 

2t: 6 t 

3 

2 

1 
!1 ~'ª 

2! 

l 

o~~~__.____L____L__J___l.__J 
o. .2 .4 .6 .8 1. 

Gráfico 5.4 - Integral J versus tensão aplic~ 

da, para o ponto de maior profun-

didade da fratura, em uma 

submetida a tração. 

chapa 
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PONTO OE MAIOR PROF. 

a /t • o. s 

2 1 • 6 t 

____ COMPLETAMENTE PLAST. 

---- MOLAS PLAST. 

-·-·- LINEAR 

. 2 •• .6 

/ 

V 

1 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

.8 l. 

<S /Cfy 

Gráfico 5.5 - Comparações de soluções obtidas 

com elementos escalares, 

chapa tracionada. 

para 
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A carga foi aplicada de forma incremental num total de 

20 e a cada incremento são processados iterações até que uma to 

lerância de 1/1000 para a norma de deslocamentos fosse atingida 

sendo necessários 28 iterações quando a/t = 0,5 e 27 iterações 

para a/t = 0,7. 

Os resultados são mostrados no gráfico (5.4) e compa­

rados com a solução dada por ERDOGAM conforme ref. [22], para o 

ponto de profundidade máxima da fratura, onde a dissipação de 

energia é maior e consequentemente se dará a propagação da trin 

c a. 

No gráfico {5.5) comparam-se soluções obtidas com ele­

mentos escalares considerando-se três casos distintos. Primei­

ro, considera-se a estrutura linear, segundo apenas os elemen­

tos escalares não-lineares e o terceiro caso considera-se o e­

feito da plasticidade nos elementos adjacentes à fratura. Com 

isto mostra-se que uma análise bastante segura é obtida conside 

rando-se apenas os elementos escalares lineares. 

5.4. Tubo Submetido â Pressão Interna 

Analisa-se um tubo de comprimento infinito com R
0

/Ri 

gual a 11/10, submetido a uma pressão interna p de dentro para 

fora, com uma fratura axial interna, conforme mostra a figura 

{5.3 ). O material se comporta como plástico perfeito a partir 

do ponto de escoamento. O problema é tratado em estado plano de 

deformação e os elementos de casca foram restringidos de forma 

a simular este estado. Na discretização foram utilizados oito 

elementos de casca e três elementos escalares de fratura apro-
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veitando-se a simetria do tubo. A relação a/t assume valores de 

0,25, 0,50 e 0,80. O gráfico (5.6) mostra os resultados obtidos 

para a integral J, comparando-os com os obtidos por RICE [23], 

utilizando uma formulação bi-dimensional. 

Figura 5.3 - Tubo com pressão de dentro para 

fora com fratura interna. 

Dados Físicos e Geométricos 

Ro/Ri = 11 / 1 O E = 300000 Kgf/cm 2 

V = 0,3 
Ro + R. 

R l 
= 

735 Kgf/cm 2 2 ªy 
= 

{°''5} a/t = 0,50 

0,80 

t = 1cm 
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Incrementas de Carga 

P/ 

P/ 

P/ 

a/t 

a/t 

a/t 

e 

6 

-"'' b 

2 

= 0,25 p 
' 

= 0,5 p 

= 0,8 p 

a 
= 0,03 ___li__,__!_ 

R 

a 
= 0,02 ___li__,__!_ 

R 

.a 
= 0,01 ___li__,__!_ 

R 

__ ELEM. 
ESCALARES 

--AICE 

o/t•.25 

p RI rry . t 

Gráfico 5.6 - Integral J normalizada versus 

pressão interna para um tubo 

com fratura axial. 
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5.5. Tubo Pressurizado 

Neste exemplo analisa-se um tubo submetido a pressão 

interna constante de dentro para fora com uma fratura axialmen­

te orientada formada por uma superfície semi-elíptica. Com are 

lação 2c/a
0 

= 6, onde a
0 

é o valor de máxima profundidade, e 2C 

o comprimento da fratura, a /t é feita igual a 0,5, R /R.=11/10, o o l 

e comprimento 2L suposto infinito, conforme mostra a figura 

(5.4). A discretação é feita aproveitando a simetria do proble­

ma, consistindo em 46 elementos de casca e 17 elementos escala­

res de fratura, num total de 173 nós e 865 gráus de liberdade e 

encontra-se mostrado na figura (5.5). 

O material é suposto elasto-plástico com um endureci­

mento de 1% do módulo de elasticidade longitudinal e apenas os 

elementos escalares são supostos não-lineares. 

O gráfico (5.7) mostra de forma normalizada o desenvol 

vimento da integral J versus pressão aplicada para o ponto de 

máxima profundidade, comparando-se os resultados com os obtidos 

por PARKS [23], a solução linear, a completamente plástica dos 

elementos escalares, e a solução(2-D). Nota-se que apesar de um 

pequeno endurecimento do material (1%), os resultados se aproxl 

maram daqueles obtidos por PARKS [23] mostrando a diferença 

entre um regime completamente plástico, o que dá uma idéia da 

sensibilidade dos elementos escalares. É também interessante no 

tar que como forma usual adotada na prática a análise bi-dimen­

sional de apenas um anel do tubo, aonde a profundidade da fratu 

ra é máxima,representa resultados bastante conservadores, o que 

aparentemente comprometeria a estrutura, entretanto esta teria 
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plena capacidade de suporte. 

O gráfico {5.8) mostra o desenvolvimento da integral J 

ao longo da fratura para vários níveis de carregamento. Nota-se 

o fato comentado por PARKS [23] de que na região de máxima pro­

fundidade J cresce rapidamente com a aplicação da carga, enqua~ 

to que perto da região livre J decresce abruptamente, quando os 

elementos de casca são mantidos lineares. 

A pequena diferença em relação aos resultados de. PARKS 

são devido ao tipo de elemento de casca e a malha mais refinada 

utilizada por este. 

Os diagramas J x cargas aplicadas são similares ao dia 

grama deslocamento x cargas pois em regime plástico J é propor­

cional ao deslocamento de abertura da fratura. Com isto nos ca­

sos em que toda não-linealidade é atribuída aos elementos esca­

lares, a carga crítica é determinada pelo ponto em que J começa 

a crescer linearmente, pois isto significa que a estrutura está 

"novamente" tendo um comportamento linear, ou seja, a partir daí 

apenas os elementos de casca que permanecem linear estarão resis 

tindo. 

Identificação dos Dados 

R. 10,0cm E 210000 Kgf/cm 
2 

a a 

l 

R a 11,0cm ºy 
a 49,0 Kgf/cm

2 
o 

t a 1cm V = 0,3 

ªo 0,5cm h a O, O 1 E 2100 Kgf/cm
2 

c a 1 , 5 cm f a 0,4 

L a 12cm 
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Figura 5.4 - Características geométricas do tubo 

com fratura axial formada por uma 

superfície elíptica. 
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Figura 5.5 - Malha utilizada na discretização 
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Gráfico 5.7 - Comparação de J versus pressão aplicada 

para máxima profundidade da fratura 
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Gráfico 5.8 - Distribuição de J ao longo da fratura 

para vários níveis de pressão. 
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CAPÍTULO VI 

CONCLUSÕES 

6.1. Conclusões Gerais 

A utilização de elementos escalares em conjunto com e 

lementos de casca para analise de trincas não passantes em es­

truturas de superfície apresenta-se como uma opção confiável e 

econômica. Quando comparada com uma análise completamente tfi­

dimensional, as vantagens são grandes pois as malhas utilizadas 

são menos complexas com menos número de elementos e nós, o que 

implica num menor tempo para a geração de dados e um sistema de 

equaçôes mais compacto. Alia-se a estas vantagens o fato 

de que tanto o fator de intensidade de tensões quanto a inte­

gral J serem avaliados em uma única etapa, sem necessidade de 

modificação da malha, o que acontece quando se utilizam elemen­

tos tridimensionais convencionais. 

O elemento escalar apresentou uma boa convergência, ca 

racterística também do elemento de casca utilizado, mostrando 

que a combinação de ambos é acertada, o que possibilitou a ob­

tenção de boas respostas, mesmo com malhas medianamente refina­

das, como foram os casos aqui apresentados. 

A implementação do elemento escalar não requer mudan­

ças estruturais em um sistema computacional baseado no Método 

dos Elementos Finitos e as rotinas necessárias não são de gran­

de complexidade, podendo fazer parte da ''biblioteca de elemen­

tos'' em qualquer sistema. 
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Apesar de na maioria dos exemplos mostrados a superfí­

cie formada pela fratura foi admitida como semi-elíptica, ne­

nhuma restrição se faz quanto a forma desta. Alguma atenção de­

ve ser dada na discretização quando a profundidade variar brus­

camente, tornando-se necessário um maior refinamento da malha 

nestes pontos. E quando a fratura tende a ser circular os resul 

tados perdem a sua coerência,justamente pela brusca variação da 

profundidade,e nestes casos desaconselha-se o uso de elementos 

escalares. 

Dentro das limitações impostas pela solução (2-D) da 

chapa em E.P.D. utilizada na obtenção da matriz de flexibilida-

de (O~ a/t ~ 0,8), as aproximações obtidas são consideradas 

boas tanto para os casos onde a tração predomina quanto nos ca­

sos de flexão, e casos combinados. Quando a relação a/t é 

maior que 0,8 rapidamente se forma uma zona de plastificação ne~ 

tes pontos, e nestes casos aconselha-se tratar o problema como 

fratura passante, e a solução deve ser buscada por outros métodos. 

A análise em regime elasto-plástico envolve uma aproxi 

mação para a superfície de escoamento para os elementos escala­

res e as respostas obtidas são ligeiramente mais conservadoras 

do que aquelas buscadas via tri-dimensional. No caso de materi­

ais que possuem capacidade de endurecimento introduz-se um. es­

calar f {definido em (3.40) e apêndice II) que deve ser escolhido 

adequadamente. Entretanto as respostas obtidas e o comportamen-

to da fratura apresentam boa concordância em relação a 

formulações. 

outras 

Com uma utilização criteriosa de elementos escalares e 

escolhendo-se constantes de calibração adequadas, ficam aumenta 
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das as opções de análise de estruturas que apresentam trincas 

não passantes, tanto em regime elástico quanto no caso elasto­

plástico. 

6.2. Futuros Desenvolvimentos 

No modelo adotado, em regime elásto-plástico a carga é 

incrementada,mas a fratura é considerada estacionária. Entretan 

to sem muita dificuldade pode-se também ser incrementada a fra­

tura, mas estes estudos são ainda recentes e existe pouca 

literatura a este respeito. O problema maior é como avaliar a 

quantidade de crescimento da fratura em função da carga. 

Levou-se em conta na formulação da matriz de flexibi­

lidade apenas o efeito do primeiro modo de fratura (abertura), 

isto cobre a maioria dos casos práticos onde a tração e flexão 

são preponderantes. Entretant~ um procedimento análogo ao mos­

trado aqui, pode-se desenvolver elementos escalares que levem 

em conta os modos II (cisalhante) e III (rasgamento) utilizando 

soluções (2-D) que cobrem estes casos. Estes dois modos surgem 

principalmente em estruturas submetidas a efeitos cisalhan­

tes concentrados e a efeitos de torção. 
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APÊNDICE 1 

OBTENÇÃO DAS FUNÇÕES gt E gb 

O fator de intensidade de tensões para uma chapa em 

E.P.D., submetida à tensões de tração e flexão conforme mostra 

da na figura 1.1, pode ser escrito como: 

( I. 1 ) 

onde gt e gf são funções apenas da relação 

(i/h) entre a profundidade da fratura e a 

espessura da chapa. 

a-tfftt 

a 

h 

m=6M 
h 

N 
a'= -

h 

Figura 1.1 - Chapa em E.P.D. analisada para 

obtenção das funções 9t e gf . 
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Resultados obtidos por KAYA e ERGOOAN [17] mostram 

as funções gt e gf escritas 

6 
E 

n=O 

como: 

n 
Bn ç 

sendo ç = Q,/h 

os coeficientes An e Bn são dados na tabela I.1 

n An Bn 

o 1,1216 1, 1202 

1 6,5200 - 1 , 88 7 2 

2 -12,3877 18,0143 

3 89,0554 -87,3851 

4 -188,6080 241,9124 

5 207,3870 -319,9402 

6 -32,0524 168,0150 

Tabela I.1 - Valor de An e Bn para as equações (I.2) 

e (l.3). 

( I. 2) 
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Definiram-se nas equações (3.22) os coeficientes 

ªij como sendo: 

p/ i,j = t,f 

(3.22) 

substituindo os valores de gi e gj de atordo com as equações 

(I.2) e (I.3), e ap6s a integraçao obtém-se: 

1 2 
,: 

n = O 

1 2 
= i;; 2 ,: 

n=O 

sendo os valores de Ctt' Ctf' 

( I. 4) 

( I. 5) 

( I. 6) 

Cff dados na tabela I.2. 



n 

o 1,9761 

1 11,4870 

2 7,7086 

3 15,0143 

4 280,1207 

5 -1099,7200 

6 3418,9795 

7 -7686,9237 

8 12794,1279 

9 -13185,0403 

1 O 7868,2682 

1 1 -1740,2463 

1 2 124,1360 

1 3 

1 4 

1 5 

1 6 

1 7 

18 
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e ( n ) 
tf 

1, 9735 

-2,2166 

21,6051 

-69,3133 

196,3000 

-406,2608 

644,9350 

-408,9569 

-159,6927 

-988,9879 

4266,5487 

-2997,1408 

· - 6050, 7849 

8855,3615 

3515,4345 

-11744,1116 

4727,9784 

1695,6087 

-845,8958 

e ( n ) 
ff 

1,9710 

-4,4277 

34,4952 

-165,7321 

626,3926 

-2144,4651 

7043,4169 

-19003,2199 

37853,3028 

-52595,4681 

48079,2948 

-25980,1559 

6334,2425 

Tabela 1.2 - Valores dos coeficientes Ctt'Ctf'Cff 
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APÊNDICE II 

CALIBRAÇÃO DO ELEMENTO ESCALAR EM REGIME PLÁSTICO 

Na equação (3.45) introduziu-se um escalar f. Aqui pr~ 

cura-se mostrar a influência deste parâmetro nos resultados. 

Anal isa-se uma chapa conf. figura (II .1), submetida 

apenas à tensão nórmal o , em E.P.D., e compara-se com outra 

com mesmas dimensões e história do carregamento, conectada à 

apenas um elemento de mola e ajusta-se o parâmetro f de for 

ma a tornar a solução o mais próximo da solução do contínuo. 

Dados do EXEMPLO 

a/t = 0,5 

= ªy!E 

h = 0.01 
E 

-3 2.333 X 10 

t = 1cm 

E = 210000 Kgf/cm 2 

ay= 490 Kgf/cm 2 

-3 
= 3.333 x 10 . E 

L = 6 t 

A tensão a foi incrementada de 

até que se atingisse o valor li­

mite 
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'f 
O: .5 

--

6. .1 

Figura Il.1 

São testados valores de f igual a 0.2, 0.4 e 1.0, 

as figuras (II.2) e (II.3) mostram a comparação. 

4 

1 

Q 50 100 15.0 

E s/(try.tl 

a CONTINUO 

200 

Figura (11.2) 

.2 

.1 - - - CONTINUO 

º-=----~~--,-----e-!=--.:,!, o. "º 100 15-0 20.0 
E6/((l"y-tl 

Figura (ll.3) 

Pode-se ver que a melhor aproximação para fé 0.4, é 

claro que para outros valores de h/E e outros tipos de carre­

gamento f pode variar, entretanto PARKS [3.14] argumenta que 

este valor pode ser generalizado, e que obteve bons resultados 

mesmo quando a flexão predomina sobre a tensão axial. 
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