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Luiz Antonio de Souza

Agosto de 1986

Orientador: Nelson Francisco Favilla Ebecken

Programa: Engenharia Civil

0 objetivo deste trabalho é analisar o comportamento
de estruturas de superficie que apresentam trincas ndo-passan-
tes, isto é, ao longo da espessura, utilizando elementos fini-
tos degenerados tridimensionais quadraticos em conjunto com ele

mentos escalares que simulam a fratura.

Na andlise efetuada em regime linear elastico, obtém-
se como resposta o fator de intensidade de tensfes K,. Em re
gime ndo Tinear elasto-pldsticocalcula-se a taxa de energia po-
tencial dissipada na fratura, conhecida como integral-J. Em am-

bos 0s casos a abertura da trinca é avaliada.

Apresentam-se as hipdteses da formulagdo wutilizada e

0s aspectos gerais da implementacdo computacional.

Alguns exemplos sdo discutidos e comparados com outras

solugdes.

Comentam-se finalmente as vantagens do modelo wutiliza-

do, limitacdes e desenvolvimento.
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PART-THROUGH SURFACE CRACK IN SURFACE STRUCTURES
USING LINE-SPRING ELEMENTS

tuiz Antonio de Souza

August de 1986

Chairman: Nelson Francisco Favilla Ebecken

Department: Civil Engineering

The purpose of this work is to analyse the behaviour
of surface structures with part-through surface crack. The
structure is modeled using degenerated tri-dimensional qua-
dratic finite elements in conjuntion with line-spring

elements for crack simulation.

The analysis is performed considering linear
elasticity resulting .in the avaluation of the stress intensity
factor KI' For the non Tinear elasto-plastic case, the release
rate potential energy in the crack, known as J-integral is
ey?hmted. In both cases, the crack opening displacements

(C.0.D.) are calculated.

The hipothesis and formulations are presented, as

well as the general aspects of the computational implementation.

Some exemples are discussed and results compared with

other solutions.

This work ends with a discussion of these advantages and

limitations of the studied model and further developments.
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CAPITULO I

INTRODUCAOQ

Estruturas de superficie, sdao solugBes comumente utili
zadas na engenharia para construgdo de reservatédrios, tanques
de combustiveis, vasos de pressdo, estruturas de plataformas ma
ritimas, centrais nucleares, cascos de navios, turbinas e compo
nentes estruturais na indistria aero-espacial. Defeitos de fa-
bricacdo (provocados por usinagem, solda, corte, furos, etc...)
tensfes internas residuais (devido a tratamento térmico}, fa-
lThas do material (espagos vazios), corrosdo, fadiga, concentra-
¢bes de tensdao, sdo as principais causas do aparecimento e cres
cimento de trincas. Como consegquéncia as estruturas perdem par-
te de sua capacidade suporte, sem no entanto estarem comprometi
das integralmente. Deve-se proceder uma andlise criteriosa com
objetivo de obter pardmetros capazes de medir sua seguranga, de
terminando a velocidade da propagagdo da trinca e abertura, pa-

ra decidir-se entre refor¢o ou inutilizacdo da estrutura.

Um pardmetro bastante significativo conhecido como fa-
tor de intensidade de tensbes, foi introduzido por IRWIN, que
mede o nivel em que se encontra a propagagdo da trinca qgquando

comparado com a "Resisténcia a fratura" do material.

Entretanto, o conhecimento do fator de intensidade de
tensbes requer 0 conhecimento do campo de tensdes do redor da
extremidade da fratura ("Crack tip"), que envolve uma singulari-
dade, uma vez que proximo deste ponto, as tensdes tendem ao
infinito. Entretanto, para uma dada geometria, carregamento e
condigbes de contorno, apenas alquns casos podem ser resolvidos

analiticamente, com auxflio de funcgbes complexas,.



A necessidade de analisar uma grande gama de problemas
faz com que as solugdes sejam buscadas via métodos experimen-
tais ou métodos numéricos. Através de ensaios obtém-se pardme-
tros importantes para o conhecimento dos materiais, constroem-
se tabelas e dbacos de grande utilidade para o conhecimento do

comportamento das fraturas.

0s principais métodos numéricos utilizados sdo o Méto-
do dos Elementos Finitos (M.E.F.), e o Método dos Elementos de
Contorno {M.E.C.). Uma das técnicas utilizadas é a derivacgdo de
elementos, que incorporam um campo de tensdes com a mesma ordem
de singularidade gue aparece ao redor do "Crack-tip". Isto ¢é
consequido através de elementos finitos isoparamétricos guadrd-
ticos, deslocando-se 0o né central de um lado do elemento a dis-
tancia de 1/4 (do comprimento do lado) até o né de extremidade
e sdo conhecidos na literatura com o nome de "quarter-point-ele
ments". Qutra técnica utilizada é a determina¢do da variacdo de
energia potencial por acréscimo de fratura, que em regime line-
ar pode ser relacionado com o fator de intensidade de tensdes,
e se a andlise é feita em regime elasto-pldstico relaciona-se

com a integral J introduzida por Rice.

Quando se analisam estruturas de superficie, que possu
em trincas ndo passantes, parte da secao permanece ainda liga-
da, com capacﬁdade de absorver e transmitir esforcos (tensdes).
Para se levar em conta este fato, recorre-se a uma discretiza-
¢ao tri-dimensional, e as etapas de geragdo de dados e solugdo
tornam-se onerosas, devido ao grande nimero de graus de liberda
de envolvido. Em alguns casos apenas a andlise linear é insufi-

ciente para avaliar o grau de seguranca da estrutura, deve-se



ent3o proceder uma andlise limite em regime elasto-pldstico, o
gue acarreta custos maiores porque torna-se necessdria a utili-

zagdo de formulagdes incrementais,

Neste trabalho estuda-se problema de trincas nao-pas-
santes através do M.E.F., evitando-se a necessidade de uma dis-
cretizagdo tri-dimensional. Isto é conseguido empregando-se ele
mentos de casca, em conjunto com elementos escalares desenvolvi
dos por Rice e Levy. No modelo utilizado, a fratura é discreti-
zada por uma linha de molas colocadas na superficie média dacas
ca. Estas molas simulam a rigidez que parte da secdo ainda pos-
sui pelo fato da trinca ndo atravessar toda a espessura,e trans
mitem forca normal e momento fletor. Com isto, a andlise pode
ser feita com reduzidos graus de liberdade, diminuindo-se o vo-

Tume de dados e esforgo computacional.

No Capitulo II, sdo mostrados de uma forma geral os con
ceitos mais importantes da Mecanica da Fratura, sugerindo-se al
guns trabalhos encontrados na literatura e comentam-se os méto-
dos utilizados na engenharia para avaliar o fator de intensida-
de de tensdes, a integral J, e levar em conta a zona plédstica
que apérece ao redor da fratura. Estes comentdrios sdo extrema-
mente sucintos e tém como objetivo estabelecer os principais

fundamentos utilizados no decorrer do texto.

0 equacionamento do problema geral de trincas ndo-pas-
santes em estruturas de superficie é feito, em termos do funcio
nal de energia potencial, no Capitulo III. S3o comentadas as e-
quagdes constitutivas do eiemento escalar, a avaliagdo do fator
de intensidade de tensdes, e a integral J, tanto em regime eléds

tico como elasto-plastico. Posteriormente apresentam-se as trans



formagBes necessdrias para a implementagdo computacional.

As principais caracteristicas do elemento finito de
cascas e do sistema computacional desenvolvido sdo descritaos no

Capitulo IV.

Algumas aplicag¢des numéricas e comparagdes com outras

formulacdes sdo mostradas no Capitulo V.

Apresentam-se no Capftulo VI algumas conclusdes, comen
tando-se as limitagdes do modelo e sugerindo-se tépicos para fu

turos estudos e desenvolvimentos.

Alguns tépicos que se fazem necessdrios para auxiliar
0 desenvolvimento dos elementos escalares sdo apresentados em

Apéndice.



CAPITULO II

MECANICA DA FRATURA

2.17. Introdugdo

A mecdnica da fratura se desenvolve ligada ao campo da
metalurgia e ao conhecimento dos materiais. N3o se «consegue um
equacionamento geral sem levar em conta as propriedades intrin-
secas do material. 0 que é vdlido para materiais frdageis ndo €

vadlido para materiais com capacidade de escoamento.

A dificuldade maior em se analisar estruturas (com as
mais variadas geometria e casos de carregamentos) que apresentam
trincas, estd na determinagdo das tensdes na extremidade da fra
tura, pois neste ponto tem-se uma singutaridade no campo de ten
sdes e deformag¢des. Com isto determinado, tem-se condigbes de a-
vatiar o estado em que se encontra o corpo, e determinar a velo

cidade de propagagdo da trinca.

Este trabalho restringe-se apenas a analisar os efei-
tos da fratura. Entretanto, 0 engenheiro especialista em fratu-
ras deve ndo s6 propor solugdes para os problemas, mas também
ter em mente as causas que as originam. Estas podem ser as mais
diversas, tais como: fadiga, corrosaoc, concentracdao de tensdes,

defeitos de fabrica¢ao, tensdes iniciais, falha domaterial,etc.

2.2. Conceitos Elementares

O0s primeiros estudos matemédticos da mecdnica de fratu-
ras foram de INGLIS [1] em 1913 Analisando ocaso de um furo elip
tico em uma chapa submetida a uma tensdo uniforme o, Figura

(2.1), mostrou que a mdxima tensdao ocorre no dpice domaior-eixo



: 2 . e
onde o raio de curvatura p = b~ /a é minimo.
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T

Figura 2.1 - Chapa submetida a tensdo o , com furo eliptico

Esta tensdo é dada por

Uyméx c (1 + 2a/b) (2.1)

e no limite gquando b tende a zero.

fl

26 [_LJW (2.2)

Uyméx D

As tensdes na extremidade do furo tornam-se infinitas.

Como todo material suporta apenas uma tensdo finita, o
resultado acima mostra que uma peg¢a fraturada ndo poderia supor

tar nenhum carregamento.

Este resultado entretanto é contrdrio as experiéncias

praticas.

GRIFFITHS [2], analisou uma chapa fraturada de dimen-
sdes infinitas, submetida a tragdo uniforme, conforme figura
{(2.2). Valendo-se do principio da conservacdo de energia, con-

cluju que a fratura tornava-se instdvel quando arelacdao entre a



energia de deformacdo U liberada na fratura, excedia a razdo da e-

nergia W por acréscimo de fratura, ou seja

au oK
3a ~  9a

Representando-se estes valores em um grdfico, vide fi-
gura (2.3), nota-se que existe realmente um valor para o compri
mento da fratura que a torna instdvel (crescimento instantdneo).

Este valor é denominado comprimento critico a

111 T T T

c*

cLlb

Figura 2.2 - Chapa fraturada de dimensdes infinitas

ENERGIA

COMPRIMENTO DA FRATURA
a

Figura 2.3 - Grafico da energia dissipada U e a energia

interna W e o avango da fratura.



neste ponto tem-se:

| (s3]

(W + U) = 0 (2.3)

Qo

a

A teoria desenvolvida por Griffiths ndao envolvia a dis
tribuicdo de tensdes em torno da fratura e ele autilizou apenas

em materiais frdgeis.

2.3. Modos Elementares de Fratura

IRWIN [3], estendendo os trabalhos de Griffiths obser-
vou que um corpo fraturado pode se deformar por varios caminhos
diferentes, e que estes podem ser representados por trés inde-
pendentes movimentos cinemdticos, em relagdo as faces superior
e inferior da fratura. Estes modos $3o ilustrados na figura

(2.4) e sdo classificados da sequinte forma:

Modo I - ABERTURA - As duas superficies sdo separadas
na direcdo y, mas as deformagdes sdo simétricas em relagdo aos

plangs x-z e x-y.

Modo I1 - CISALHANTE - As superficies escorregam uma
sobre a outra na diregdo x, e as-deformagdes sdo simétricas em

relagdo ao plano x-y e anti-simétrica em relacdo ao plano x-z.

Modo III - RASGAMENTO - As superficies escorregam -uma
sobre a outra na diregdo z e as deformagles sdo anti-simétri-

cas em relagdo ao plang x-y e x-z.



a) MODO I -

e 4
ABERTURA 2 X

.
~

bIMODO TL 2
CISALMANTE

%

¢IMOCO T /,/)’

RASGAMENTO

e

Figura 2.4 - Ilustracdo dos modos de fratura proposto
por IRWIN.

Figura 2.5 - Coordenadas r e o do ponto p adotado nas
andlises das tensdes
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Irwin sugeriu que as deformac¢des em um corpo fraturado
podem ser representado por uma superposicdo apropriada dos 1trés
casos, € que na regido vizinhaao "crack-tip" as componentes de

tensdes para cada modo é escrita como:

K

[
g = .o f. {8) {(2.4a)
K
T, - Ly f, () (2.4b)
Y2 )
K
I11 .
T = . f. (9) (2.4¢)
yz (2 7 r )1/2 3

Sendo ® e r coordenadas polares do ponto P em vrelagao
a origem da "Crack-tip", e estdao mostradas na figura (2.5). Os

demais pardametros sdo:

fi(e) - fungdo da geometria relacionada apenas com 0

dngulo 0.

K KII e KIII - fatores de intensidade de tensfes re-

IB

lacionadas aos trés modos de fratura.

Nas equac¢des anteriores nota-se uma singularidade devi
da ao termo 1//r, peis quando r tende a zero, as tensdes tendem

a valores infinitos.

Uma andlise de tensfes deverd fornecer o valor de KI’

KII e KIII e estes valores ndo deverao execer a KC (conhecido
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como "Resisténcia a fratura"), para que a estrutura permaneca

estavel, isto é, que nd3o haja um avango rdpido da fratura.

A determinacgao de valores KC é feita de forma experi-
mental e é uma caracteristica de cada tipo de material. Nas Ti-
teraturas [4] e [5] encontram-se valores de KC para alguns acgos,

ferro fundido, aluminio e outras ligas metdlicas.

Valores para Ky, K;;, K;;; e funcbes fi(e) para vdrias

configuragfes de fratura e carregamentos sao mostrados nas Ref.

[6] e [7].

A razdo de energia de deformagdo dissipada na fratura
para cada modo, em termos dos fatores de intensidade de tensdes

é:

6, = LK) 2 A (2.5a)

8

v
6, = (k+1) K%I (2.5b)

8

M

1 2
Gt _ZKIII (2.5¢)
(3-4v p/Estado Plano de Deforma-
cao
onde k =<

3-v para Estado Plano de Tensdo

p e v sdo mddulo de elast.transversal

e coeficiente de poison.
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Como os trés modos sdo independentes, a energia de de-

formagdo total dissipada serd

GT = GI+GII+GIII (2.6a)
ou seja
G = _iﬁillHAZKz Y P By (2.6b)
T 8 I [1 I11

v 2u

Estas relagbes sdo importantes quando se usam métodos e

nergéticos.

Nas secdes gue se seguem serd usado KI,ou simplesmente
K para denotar fator de intensidade de tensdes relativo ao Modo
I,pois este modo é o mais comumente encontrado na pratica. No
desenvolvimento do texto serd considerado apenas este modo, mas

-

um raciocinio andlogo é estendido para os outros modos.

2.4. Integral J e a energia de deformagdo G dissipada na fratu-

Y a

Quando a andlise é feita em regime linear, o fator de
intensidade de tensdes K, € um pardmetro suficiente para se de-
terminar a estabilidade da trinca. Mas se a estrutura comega a
apresentar plasticidade considerdvel em torno do "crack-tip",es
te pardametro passa a ndo ter muito significado prdtico e torna-
se necessdrio o conhecimento de ocutros parametros para avaliar

a estabilidade da fratura.

ESHELBY, conforme relatado por BROOK [8], definiu a se
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guinte 1ntegra1 de linha:

aui
J = Wdy - Ti — ds (2.7)
T 2 X

onde
€

W = W) = Oijdeij , energia de defor
0 magdo por unida-

de de volume
Ti - vetor de tragde normal ao contorno
e Ti = Uij'nj
u. - deslocamento na direcdo i

ds - comprimento elementar de T
' - contorno fechado mostrado na figu-

ra {(2.6)

Ti
Y
X
Fig. 2.6 - Contorno fechado T Fig.2.7-Contornos de. integracgdo
para avaliagdo de J para avaliagdo parcial de J

Para um corpo qualquer como mostrado na figura (2.6) de a-
cordo com o teorema da conservagdo de energia J serd igual a ze

ro e independe do caminho de integracdo.
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RICE [9] utilizou esta grandeza para calcular a ener-
gia dissipada devido ao crescimento da fratura. Considerando o
contorno fechado ABCDEF da Fig.2.7),a integral J serd nula. Nos
trechos AF e CD, ndo existem cargasaplicada e dy = 0,entdo a con
tribuicdo destes trechos para a integral serd nulo, implicando
gue a integral no contorno F1 é igual a integral no contorno F2
ou seja

J. =14 - {(2.8)

Pelo teorema de conservagdo de energia RICE provou que
a integral em um contorno parcial contendo o "crack-tip" repre-
senta a taxa de energia dissipada por extensdo da fratura "da",
isto é:

J = - (2.9)

onde U = energia potencial

extensdao da fratura

@
1]

Esta integral parcial é relacionada nas literaturas co

mo simplesmente integral-J.

No caso particular de material linear-eldstico tem-se

que:
-aU _ N
=5 G entdo,

G =4 (2.10)

A andlise de fraturas utilizando-se da integral J ¢é a
ndloga a feita com KC (integral-J critico), e se J > JC 0 cres-
cimento da fratura torna-se incontroldvel. 0 valor de JC, assim

como Kc= é uma propriedade do material, sendo determinado expe-
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rimentalmente.

No caso de estruturas em regime linear relaciona-se J
com o quadrado de KI através das equagbes (2.6) e (2.10), ou se

ja:

onde C = constante de proporciona-

lidade.

2.5. Problema Plano Fraturado

2.5.1. Equagdo geral da elasticidade-plana

As equagbes diferenciais para a elasticidade plana, des

prezando-se as forgas de massa, sao:

zzx + a;;y = 0 (2.12a)
2jy + B;iy = 0 (2.12b)
asrelagﬁes entre deslocamentos e deformagdes sao
€x © %% (2.13a)
€y T %% {2.13b)
Yy = 5t 5y (2.13¢)

e as relacBes entre tensdo e deformagdes sao
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E.E:X =0, - vo, (2.14a)
E.ey = Gy - vo, (2.14b)
“ny = Txy (2.14c¢)

onde E = médulo de elast. longitu

dinal

v = coef. de poison

_ £ p .
T G médulo de elasti

cidade transversal

As equacgbes (2.12) sdo satisfeitas automaticamente se

324 3% 3%
o, = —=% , 0, —=% , T, =" (2.15a,b,c)
axay

$ = o(x,y) , conhecida como fungdo de tensao de Airy

Substituindo (2.13) e (2.15) em (2.14) e diferiencian-

do duas vezes tem-se:

ve(v%9) = 0 (2.16)

2 2
onde V- = —+=— , operador harmbnico de
ax ay
Laplace.
Entdac os problemas de estado plano podem ser sglucio-
nados encontrando-se uma fungdo ¢ , que satisfaca a equagao

(2.16) e que também atenda as condigdes de contorno do probiema

de acordo com o indicado nas referéncias [12] e [13].
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2.5.2. Solugdo para o plano fraturado

MUSKELISHVILI citado em [14] muitas fungdes h
¢ (x,y) sdo convenientemente representadas por duas fu
varidvel complexa z = x + iy, e que a relagdo entre te

deslocamentos é escrita da seguinte forma:

=
Il
)
™

N
=
1+
>

Re = parte real da expressdo

z conjugado de z, isto é z =

u,k = consts. eldsticas do materi

Para se obter a solugdo do problema plano com
utiltizam-se as sequintes fungdes, conhecidas como

complexas de autovalores de GOURSAT, dadas abaixo

onde An  s3dc expoentes reais

An e Bn sdo constantes complexas na for

armdnicas
ngées na

nsdes e

(2.17}
(2.18)
(2.19)
(2.20)

X-1y

al

fratura,

fun¢des

ma
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l + ibﬁ) respectivamente,
z 1 2 .
bn bn reais.

Considerando a figura(2.7) nota-se que a superficie da

fratura esta livre de forgas e as condi¢des de contorno em ter-
mos de tensdes sdo:

= + 1

Gy = Tyy = 0 para @

0 procedimento necessdrio para a solugdo do problema é
e sera

mostrado com detalhes no Capitulo I da referéncia (14),

uma série em termos der e O do tipo:
n
o (z - 1)
g.. = L r 2 f (o, a1, a2) (2.22a)
id - ij n
n=1
- n
u = I r? g. (0, a1, az) (2.22b)
i ne1 i n

A singularidade de 1/y/r aparece no primeiro termo das ten

a zero e 0s demais termos tornam-se nu-

ses gquando r tende

Assim para n=1, as equagdes (2.22) escritas de forma completa

Tos.
sdo
a1 a2
1 . 0 36 0, 1 3] je| . 8
's) = — |1 - sins sens— |coss+—|72 + cos=Ccos—|sin=
X - [ ? 2 ] P /F{ ? Z J 2
(2.22a')
aq 0 30 a? o 36_..0
oy = — |1 + sin7 senﬁ— cos% - — cos?cos?—sin?
Yr r
(2.22b")
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1 i
a a
M S| 30 S 1 0 .3 G
Txy = —; cos? cos?— 51n? - —; {1 - sen? s1n—?] c037
(2.22¢)
aivr 0 3@
u = (2k-1) COS% - COS%— +
4
a?z"‘" 0 30
- (2k+3) sin7 +osins— (2.22d)
4
|
aqvr 0 30 a%) 3
R (2k+1) sineg - sins— + (2k-3)coss+Cc0oSy
2 2 ‘ 2 2
4u 4

Comparando-se as equ

de-se escrever estas Ultimas em fungdo dos modos KI e KII

fratura, da sequinte forma:

K

o, = L 1 - sin%sin%9
vVemr
K [
g, = L 1+ sen%sin%@
y verr
K
Txy = cos%cos%gsin%
Vemr
K
- L Jr 0
u = — /5 (2k-1}) coss -

(2.22¢e}

acdes (2.4) com (2.22), entdo, po-

de
o Ky 6 30| . .®
COSw + 2+cos? Cosm—| sins
V2Tr
(2.23a)
o . Lr1 o .30 _..0
coss + COSx COSH— sin?
vemr
(2.23b)
11 o.. 30| .0
- 1-singsiny=| cosy (2.23c)
yenr
coss— ‘1 :Ei(Zk*3)sing+sin§9
> " gni ' zrsing

(2.23d)
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K1

V:_
4u

N

4y 2m

K /T
. 0 . 30 11 0 30
{(2[‘("‘1)51[’1? - S1n2—} + — —{(2k-3)COS?+C052—}

(2.23e)

Lsta forma é bastante G4til peois quando © = 0, tem-se

K K1

o, = —— , g = (2.24a,b,c)
2Tr ¥ 2Tr

T = KI

XY yenr

Assim, utilizando-se de métodos numéricos como por e-
xemplo diferencas finitas, M.E.F. ou M.E.C.; para o cdlculo das
tensdes, ao longo de uma linha com € constante, avalia-se KI e
KII’ com auxilio das equagdes (2.23), em vdrios pontos para

r - 0 e o valor de KIOU KIIparar=O<§obUdo por extrapolagdo, con-

forme mostra a fiqura (2.8).

Lt 7

’

Figura 2.8 - Obtencdo de KI e KII por extrapolagdo
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2.6. Superposi¢do de Solucdes

Algumas vezes a solucdo para um especifico caso de car
regamento ou geometria da fratura ndo é encontrado com facilida
de. Mas em regime eldstico-linear pode-se langar-se mdo do "prin
cipio da superposigdo". Para isto é comum utiltizar-se as conhe-
cidas funcgdes de GREEN, cuja descrigdo é brevemente comentada a

sequir.

2.6.1. Fungao de GREEN

Considere um corpo fraturado como na figura (2.9), su-
jeita unicamente a uma linha de forga P por unidade de espessu-
ra, que pode ter uma regido "Su" com deslocamentos prescritos.
0 fator de intensidade de tensées devido a forga pode ser escri

to como
K. = P.G(a,x) (2.25)
onde G (a,x) é uma funcdo que depende do
comprimento da fratura, geometria do corpo

e condigBes de contorno na superficie Su.

Ag substituir P por uma tensdo distribuida arbitraria-

mente qualquer o(x), ao longo da fratura tem-se:

a
KI = J G{a,x) o (x). dx (2.26)

0 termo G {a,x} é uma fungdo Peso conhecida como fun-
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¢do de GREEN e sO0 depende da geometria do corpo e da profundi-
dade a da fratura, podendo ser integrada para qualquer campo de

tensgdes.

A superposigao é feita da sequinte forma, ilustrado na

figura (2.10).

- Andlisa-se ¢ problema como $e nao houvesse fratura,
obtendo as tensdes ao longo da linha de comprimento
a.

- Calcula-se a integral (2.26) para avaliar o fator de
intensidade de tensdes.

- Reaplica-se as tensdes ao longo de a e obtém-se a

solucdo para todo o corpo.

Existem- muitas fungdes G(a,x) que jd estdo "cataloga
das", e a ref. [7] mostra algumas. Na referéncia [14] apresen-

ta-se uma aplicagdo do método,

Figura 2.9 - Corpo fraturado submetido a forga P

distribuida ao longo da espessura.
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g g
W V'3 4
i \"H
—— — +
1
4 A A A
a g
siTuacko CORPO SEM CORPO COM FRATURA
AEAL FRATURA SUBMETIDO A

. ‘ G0 O
Figura 2.10 - Etapas da superposigao. TENSAO O

2.6.2. Formas gerais de escrever I<I

Observando-se as equac¢fes (2.4a,b,c), pode-se escrever:

K =0 Y /73 (2.27)
onde ¢ = tensdo na extremidade da fratura
Y = fungdo da geometria
a = profundidade da fratura

A equagdo (2.27) pode também ser escrita separando-se
as partes da tensdo referente ao efeito de membrana e o efeito

de flexdo, ficando:

KI = Jma (o. F_ + P Ff) (2.28)

onde
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OO termos de membrana e flexdo res
pectivamente.
Fm’Ff = Fator da correcgdo das tensdes de

membrana e flexdo respectivamente,
fun¢des da geometria do corpo e dafra

tura.

Estas formas sdo muito usuais eserao também utilizadas

nos capitulos que se seguem.

2.7. Elementos com Singularidade

2.7.1. Introducgao

0s primeiros estudos envolvendo elementos finitos com
a Mecdnica da Fraturaempregavamelementos convencionais. Isto
fez com gque as malhas utilizadas na discretizagdo fossem extre-
mamente refinadas, principalmente ao redor do "crack-tip", para
melhor representar a sigularidade 1//r do campo de tensfes e de

formacgdes.

Os primeiros elementos desenvolvidos especialmente pa-
ra andlise de fraturas, procuravam incorporar esta singularida-
de, e utilizavam formulagdes hibridas (vide ref., [29] e [31]) e
formulagOes complexas, necessitando para sua implementacgdo va-
rias rotinas especiais, e elementos de transi¢do. Outros pesqui
sadores propuseram fung¢des de interpolacdo, que possuiam Ssingu-
laridades (ref. [14]), mas que ndo podiam interpretar movimen-

tos de corpo rigido, o que acabava afetando os resultados.
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0 desenvolvimento de elementos isoparamétricos, permi-
tiu a incorporacgdo da singularidade ao elemento, usando o "mode
lo de deslocamentos", pela simples manipulagdc da posicao dos
ngs. Nos elementos quadrdticos, a posi¢do do nd médio de um
lado é movido para a distdancia de um quarto, conforme
mostra a figura (2.11), e sdo conhecidos na literatura com o no
me de "quarter-point elements". Atualmente esta forma é a mais
conveniente, pois ndo hd necessidade de modificagOes no progra-
ma e os resultados obtidos por este método tem-se mostrado mui-

to bons.

Na referéncia [30] sdo mostrados os procedimentos e
provas matemdticas para elementos de estado plano e tri-dimen
sionais da ocorréncia de singularidade 1/r. Em [31] procedimen
tos andlogos sdo feitos com oelemento tri-dimensional quadrdtico
degenerado para superficie, utilizado na andlise de trincas pas
santes {que atravessam toda a espessura) em cascas. "HIBBITH
[32] mostra como introduzir singularidades em elementos de ordem
qualquer, simplesmente mudando a posigdo dos nds. BLANDFORD[34]
desenvolve elementos de contorno singulares, também deslocando

0s nos do elemento.

2.7.2. Elementos de "Quarter-Point"

Com o objetivo de ilustrar a teoria do elemento, toma-
se como exemplo a elemento uni-dimensional mostrado na figura

(2.11a}.
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L/4 3L/49

e

a) Unidimensional

o
-
>
>
-y

: /

- oy . “CRACK-TIP"
La/g B
YA — ' < . :
/J,Lam L 3Ly’ I
“CRACK. TIP™ | I L L
X | Lara’] sLy/4

b) Bidimensionais

“CRACK FRONT" Tal

¢) Tridimensionais

Figura 2.11 - Quarter-Point Elements
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As fung¢des de interpolacgao sdo:

-1
N1 == E (1-£) (2.29a)
N, = 2 .
5 = (1 - £7) (2.29b)
1
N3 =5 £ (1+£) (2.29c¢)
e as coordenadas sdo escritas como:
3
X = I N.X- (2.30 )
. 1 1
i=1
sendo
X5 = coordenadas nodais
Para x.,=0 X =L/ e x.= L tem-se
1 2 4 3
x =5 & (148) L+ (1-8%) & (2.31)
entdo
X
E = -1+ 2/ — (2.32)
L

0 Jacobiano da matriz de transformacdo de coordenadas

¢ definido como:
ax _ L N
5t © 7 (1+8) = VX (2.33)

sendo gue para x = 0 torna-se nulo.
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0s deslocamentos ao longo de 1-3 sdo dados par:
3
u = by Niu. (2.34})
sendo
u; = valores dos deslocamentos
modais
Substituindo-se g dado em (2.32), tem-se:
_ 1 /X /X /X X
u = - ’2" (-1"‘2 T]{Z-Z T ]U1+4[ r - E] U2
- [-1+2 /%][ 2/ % ] Uy (2.35)

A deformacdo na diregdo x §€:

_3u = Ju ag
Ex_ﬁ E_E—E_i_x (236)
obtem-se:
I T N L
v xL L v xL L 2 ¥ xL L
(2.37)

Na equagdo acima nota-se claramente a singularidade,
devido ao termo 1//x quando x - 0, no campo de deformagdo e

tensdes.

Para elementos bi-dimensionais o procedimento é analo-

go, considerando as coordenadas x e y e 0s deslocamentos u e v,
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e para tri-dimensionais x,¥,Z € U,V,W.

Para os casos bi-dimensionais as equacgdes (2.22) podem
ser modificadas para avaliar diretamente o fator de intensidade

de tensdes, ficando

§) 30
(2k—1)cos? - COSH5— 4u2 - Uy - 3u1 (2.38)
_ 2m
3 cw/E
. 0 . 30
(2k-1)sen? - sins— 4v2 - Vg - 3v1
e
—(2k+3)sing - sen%g 4u2 - ug - 3u1
_ 2m
K11 /T
(2k—3)cos%—+ cos%z 4v2 - Vg - 3VT {2.39)

sendo o dngulo © , coordenada polar do lado 1-3 e u e v deslo

camentos nodais.

2.8. Métodos Energéticos

Processos numéricos que utilizam a energia de deforma-
gdo dissipada na fratura sdo muito lteis para a avaliacdo do fa

tor de intensidade de tensdes.

Nesta secgdo faz-se um breve relato de suas aplicacdes,

baseados nas referéncias [37] e [42].

Se uma fratura de comprimento "a" avang¢a de uma quan-
tidade "da", causard uma dissipagdo na energia de deformacado

"dU". Definida como energia dissipada na fratura:

_-du '
¢ -4V (2.40)
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que esta diretamente relacionada com o fator de intensidade de
tensdes, como mostrado na secdo 2.3. Para o caso particular de

KI’ tem-se:

|
8u G 2
Kﬁ{ " IJ/ (2.41)

1+ k

Entdao pode-se calcuiar KI avaliando a energia dissipa-

da pela progressdo da fratura.

A figura (2.12), mostra esquematicamente a Jdealizagdo de
uma estrutura discretizada com elementos finitos, incluindo uma

fratura.

NOVA
[~ MALHA

Figura 2.12 - Reajustamento da malha para uma

extensdo Aa da fratura.

A energia potencial é entdo avaliada para duas dife-
rentes posicdes da fratura separada por uma quantia Aa, e apro

ximadamente tem-se:
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Aw _ LT P (2.42)
Aa Aa
sendo
ﬂ=—;—y,TE, u+ oy f
com _
U = vetor de deslocamento
K = matriz de rigidez da estrutura
f = vetor.de cargas aplicadas na
estrutura.
Finalmente pode-se aproximar au como Am_ sendo t a
da tAa ’

espessura do modelo analisado.

Contudo este processo é anti-econBmico pois implica em
resolver a estrutura- duas vezes. Alternativamente pode-se ava-

liar diretamente AT procedendo-se da sequinte forma:

Avalia-se inicialmente K, u, f, para a estrutura com
a posigdo original da fratura. Chamando de 4K e Ay a varia-
¢do destas grandezas devido a extensdao Aa da fratura, com f

constante.

Para a posicdo original tem-se:

Ut =0 | (2.43)

17~

e a energia potencial é:

e su Ku+ul f (2.44)
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Escrevendo a variacdo da energia potencial como:

A= 2 (w o+ Aw) T (K ¢ AK)(w + Bu)! + (ur bu)TL £ -
ot o't (2.45)
Negligenciando os termos de segunda ordem e Ang ,
obtém-se:

A= A%Jg AK u ' (2.46)

entdo a determinacdo de An/Aaé feita nas seguintes eta

pas:

a) Avalia-se U para uma uUnica solugdo

b) Determina-se a variacdo AK calculando a variagdo da ma-
triz de rigidez gquando a configuragdao da fratura altera-se de
"Aa".

c}) Avalia-se Am de acordo com a equagdo (2.46).

A etapa b) do processo envolve apenas os elementos ao

redor do "crack-tip" que sofreram mudangas de geometria. Este
processo é bastante simples e econfmico, sendo usado tanto na

andlise bi-dimensional como na tri-dimensional.

Qutra alternativa para avaliar a energia dissipada é
utilizando a integral J proposta por RICE. No caso bi-dimen-

sionail, escrito na forma:

(o]

_ u av — Aud Iy
! _J(U T %% 3x T Txy Tf)dy +J (nyﬂ * GYW] o (2.47)
T r
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sendo:
171 : .
»9E densidade de energia de

deformagido

I' = contorno definido pelos lados
dos elementos ao redor do "Crack-

tip".

A vantagem da integral acima é que ela pode ser aplica
da nos casos eldstico n3o-linear ou eldstico-pldstico. E é um

pardmetro suficiente para o conhecimento do estado da fratura.

Qualquer procedimento adotado na determinacdo da ener-
gia dissipada, a malha utilizada na modelagdo da singularidade
6 essencial para se obter uma boa precisdo dos resultados. Po-
de-se refinar a malha usando elementos "standard", entretanto a
sua convergdncia é lenta. Mais adequado é utilizar elementos.sin
gulares de ordem superior, como por exemplo os "quarter-point e

lements".

2.9. Relacdo entre K, e o0 Desenvolvimento da Fratura pela Fadi-

94
Faz parte também da mecdnica da fratura, o estudo da
propagacao da trinca guando submetida & cargas ciclicas, princi
palmente porque um dos fatores que provoca o aparecimento e o0

crescimento da fratura é justamente a fadiga do material.

Um dos métodos mais usados para estabelecer a vida
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itil da estrutura é relacionando-se K (Fator de Int. de Tensdes) e a
razdo de crescimento da fratura por ciclo da/dN porque estes
dois fatores estdo intimamente ligados; conforme mostram as ex-

periéncias.

De uma forma genérica pode-se escrever:
da _ _ = ;
42 ¢ (ek) = f {(sméx-smin) /wa} -t [2 s/ne ) (2.48)

onde

S . e S . = médxima e minima ten-
max min

sdo em cada ciclo.

(@]
]

amplitude da tensao.

Os primeiros estudos tentando relacionar estas grande-

zas foram feitos por PARIS em sua tese de Ph.D (1962).

Ele propds uma simples fungdo exponencial do tipo

= ¢. (ak)" (2.49)

onde C e n sdo constantes gue dependem

do material.

A integragdo desta equagdo pode ser feita quando temos

uma relacdo entre a e K , por exemplo

K = S V7a (2.50)

substituindo (2.50) em (2.49) tem-se:
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da - ¢ (a5 vma )" (2.51)

e a integracgdo de (2.51) é simples, obtendo-se

? (2-n)/2
N = ac _gil(2-m) /2 (2.52)

abertura inicial da fratura

o
=
Q.
m
1]
—_
n

abertura final da fratura

Entdo obtem-se uma equagdo simples para avaliar o ndme
ro de ciclos que a estrutura poderd suportar até atingir um va-

lor critico para ar.

0s valores de n costumam variar entre 2ed4 e C em

torno de 10'2 para 0S agos comuns.

Entretanto esta fungdo ndo apresenta resultados satis-
fatdrios para pequenos valores de AK, pois dados experimentais
mostram que existe um valor Timite para AK, que abaixo deste.ndo
ocorrera nenhum crescimento da fratura, entdoc N ndo pode ser

determinado desta forma.
Tentando contornar este problema ERDOGAN [10] propds

uma equacgdo mais geral do tipo

da _ m n
aw - C Kméx AK {2.53)

que ele modifica para introduzir um efetivo AK definindo como

3K = S .. (1 -R)" /7ma (2.54)
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FORMAN e outros [11], argumentam que da/dN pode tor-
nar-se infinita quando Kmax estd prdximo de Kic’ e modificam a

equacgdo (2.53) para

_ (2.55)

As diferencgas entre as expressdes de %% geralmente ndo

sdo muito grandes, mas nenhuma deltas tem uma aplicacgdo geral. Ca
da uma delas pode ser usada com resultados satisfatdrios dentro

de uma dada regido do campo de variagdo de K.

Muitas outras expressdes para %% sdo propostas nas
literaturas correlatas que levam em conta outros fatores que in
fluenciam na vida (Gtil da estrutura. Entretanto as vrelatadas

aqui sao as mais comumente usadas.

2.170. Mecdnica da Fratura com Pequena Zona Pldstica

De acordo com as equacdes (2.4}, ao redor do "crack-
tip" existe uma singultaridade no campo de tensio. Entretanto
muitos materiais possuem uma tensdo de escoamento,principalmen-
te metais, e esta singularidade nao pode existir, conforme mos-

tra a figura (2.13)

-

Com o objetivo de corrigir esta lacuna, va-

rios autores propdem uma forma de corrigir o valor de K., e isto

IS
é plenamente aceitdvel quando a zona de plastificacdo é pequena
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Um dos métodos mais wutilizados, o proposto por IRWIN

[167, ¢ relatado nesta segéo:

1D

Figura 2.13 - Regido de plastificag¢do proposta

por Irwin

Conforme a figura (2.13) r; é a distidncia do ‘"crack-
tip" até o ponto onde a tensdo torna-se igual a Oys (tensdo de

escoamento), isto é feito substituindo o por o na equacgao

ys
(2.24), tem-se:
K1
o = e — (2.56)
y ys T
p
ou seja
* K12 02a )
r = = (2.57
p 2 2
ZHGyS ZUyS
onde o = tensdo no crack-tip
a = profundidade da fratura

e 0o efetivo comprimento da fratura aef ., Sera:

= a + r (258)
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€ muito maior pois a zona pldstica ten

de a espalhar devido ao crescimento da fratura.

A figura (2.14)

ifustra a nova situagdo.

Figura 2.14 - Espalhamento da zona plastica

A nova profundidade da fratura serd

Ao f

e é necessdrio uma nova estimativa para o comprimento da

ldstica r
o} ic "

creve-se

K
(8] = =0
¥s V2TA

ol (a+6)
N o= —

?

?z Oys

A drea

entdo pode-se escrever:

= a + 6

~

Assumindo que a darea

a+d

2A

B serd igual

[+714

(2.59)
zona
serd igual a drea B,es
ou (2.60)
se a <<§ (2.61)
c .86
¥s
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A
g .8 = [ J sy f8 dr} - 0,6 (2.62)

2r
Q

negligenciando & em relagdo a a usando (2.61) e (2.62) obtem-

se 0 seguinte:

(6 + rE }y o =0V ZarE ou

¥Ss
2 o2 ?
(6§ + rg )= 2ar; — = 4 r; (2.63)
Uys
entido & = r* e r_ = A+ & = 2r*

e a zona pldstica é encontrada como sendo duas vezes maior que

a primeira estimativa.

Entdo, se uma corregdo na zona plastica é aplicada, de

ve-se também corrigir o fator K, e a tensdo também

K = 0//—;(a + r* ) = g mla ¥t —— (2.64)
P 2n 0
ys
o=x//n(a+r 2264
// ( a b ) ( a)
As corregles gue foram feitasaqui sdo validas tanto

para o E.P.T. ou caso de E.P.D., e neste caso pode-se avaliar

o deslocamento de abertura da fratura, conhecido como C.0.D.

(crack opening displacement). Este: €é escrito como:
C.0.0. = 2v = 22 /af - % (2.65)

onde x = a no "crack-tip".
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Se estd ocorrendo plasticidade, existird um deslocamen
to também do "crack-tip", que é chamado de C.T.0.D. (crack tip
opening displacement). em regime linear teremos que C.T.0.D.= 0,
mas aplicando uma correcdo na zona plédstica, este valor pode ser
determinado. A figura (2.15) ilustra o C.0.D. e o C.T.0.D. Apli

cando a correcgdo rp* em {2.65) obtém-se

_ 77
c.0.0. = ¢2 /(a+rp*) - X (2.66)

17T

N

LULELLLLL L,

Figura 2.15 - C.0.0. e C.T.0.D.

Agora para x=a , tem-se que

2
_Ag _ 4K
C.T.0.D. = T /2arp* T (2.67)

E claro quetrata-se de uma forma aproximada para levar

em conta a plasticidade que se desenvolve no "crack-tip", € uma
andlise mais aprofundada deverd levar em conta a curva tensdo deformagdo do
material € as solugdes sdo em geral por métodos numéricos, de for

ma incremental.
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CAPITULO III

3. ELEMENTOS ESCALARES

3.1. Introdugdo

Na andlise de fraturas parciais (trincas) em estrutu-
ras de superficie, figura (3.1}, deve-se obrigatoriamente levar
em conta a parte da se¢do que ainda permanece ligada, pois apar
te remanescente pode absorver e transmitir tensdes e deforma-

¢des {(esforgos).

—
/ h 3 Xy
Y 770 I

X R
- - -t -—
[1.]]
Figura 3.1 - Trincas em estruturas de superficie
(tubulagdes).
0 tratamento rigoroso deste efeito deve receber

uma abordagem tri-dimensional, isto impossibilita a utilizacdo
de métodos analiticos,e como forma usual recorre-se ao M.E.F.

Entretanto a discretizagdo ao longo da espessura, € sempre uma
solugdao onerosa. Quando se processa uma andlise em regime nao
lTinear este enfogue torna-se ainda mais critico, devido ao fato

da solugdo ser obtida via processos incrementais-iterativos. .
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Com o objetivo de minimizar estas deficiéncias, desen-
volve-se neste capitulo um elemento escalar capaz de simular o
comportamento da fratura e que é acoplado diretamente ao elemen
to de casca, reduzindo-se uma dimensdo do problema. 0 equacio-
namento é feito em termos do funcional de energia potencial, e
a equacdo constitutiva do elemento escalar é obtida pela solu-
¢do de problemas (2-D}, tanto para o Fegime linear guanto para
0 elasto-pldstico. Mostram-se também as transformagdes necessa-
rias para a implementac¢do computacional, a avaliacgdo do fator
de intensidade de tensdes kI e a integral J, ao longo da fratu-
ra, parametros estes suficientes para caracterizar o desenvol-

vimento da mesma.

A utilizacdo de elementos escalares na mecanica da fra
tura foi proposto incialmente por RICE e LEVY [18], que desen-
volveram um modelo de linha de molas continua em conjunto com a
teoria de membrana e a teoria de Kirchoff para flexdo, para es-
tudar o problema de trincas em placas; a solucdo do problema &
obtida via "Método das diferengas Finitas". Outros como DELALE
e ERDOGAM [19] e [20] utilizaram o modelo em conjunto com a teo
ria de REISSNER para a flexdo. GERMAN [21] obtém uma matriz de
rigidez para os elementos escalares e a implementaramno Sistema A-
dina, que é usado em conjunto com elementos finitos de casca,ge
neralizando sua aplicagdo para problemas de fraturas em estrutu
ras de superficie com geometria qualquer. RICE [24] propds tam-
bém o modelo elasto-pldstico perfeito e PARKS [22] e PARKS e
WHITE [23], introduziram consideragdes de endurecimento do

material.
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3.2. 0 Funcional de Energia Potencial para Estruturas com Trin-

cas ndo Passantes

A figura (3.2) representa de forma generalizada o pro-
blema de uma placa com dimensdes infinitas e espessura h, subme
tida a remotas tensdes normais ow e de flexdo me , na diregao
Xq € X, respectivamente, possuindo em uma determinada segao uma
trinca ndo-passante {que ndo atravessa toda a espessura). A pro
fundidade varia de acordo com Xy e é denotada por 2(x1), e para
facilitar o equacionamento é considerada simétrica ao piano
XoX3. 0 comprimento total é 2a e no ponto Xg = X, = 0 tem-se a

prefundidade méxima 2,

Figura 3.2 - Placa genérica com trinca ndo passante.

0 tensor de tensdes para um ponto qualquer do corpo
guando g e me sdo constantes é escrito como fungao apenas

das coordenadas x,, X, € X5, como:
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e os esforgos ao longo do eixo X9 530:

P
h
/2
N22 (x1,0) = Too (x1,0,x3) dx3 (3.2a)
/ 'h/z
"2
M, (XT,O) = X3. Too (x1,0,x3) dxg (3.2b)
'h/Z
sendo:
N22 - forga normal
e
M22 - momento fletor, transmiti-

do pela sec¢do transversal fraturada.

Os deslocamentos relativos das faces fraturadas sdo deno
tados por § (x1) e@(x1), ao longo da linha de descontinuidade. 0s deslo
camentos reais sdo indicados com o sinal "+" e "-" para repre-
sentar deslocamentos da face superior e inferior respectivamen-

te como mostra a figura (3.3).
Ao longo da linha de descontinuidade tem-se:

8(xq) = u, (x4,0) - uy (xq,0) (3.3a)
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L

(3.3b)

Figura 3.3 - Chapa Fraturada, sinais convencionados.

M
AN
m
'l
-

'

Figura 3.4 - Chapa com Fratura em E.P.D.

a cargas de tracgdo e flexado.

submetida
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0 funcional de energia potencial para o problema, ja

integrado ao longo de X5 para h constante é:

i du; h 32u3
P = ., — + — m,., ——— dx.dx, +
2 oy, 6 Joax.ax. 1772
J 1 J
A

8u3
- N us + Mi —_— ds (3.4)
3 X
S i
onde:
i,j = 1,2

A = drea da placa

S = contorno da placa

Pode-se ver claramente que o primeiro termo representa
a energia interna de deformagdo; a segunda integral € a energia
de deformagdo dissipada na fratura, e a dltima integral é a e-

nergia potencial das cargas aplicadas no contorno.

A primeira variacdo do funcional é

2
Ju. ah . g u
AP =% {Aoij—1+oij —i}+%[Amij——3—+
ij axi axi axj
A
32 Au3 }
m,, ———~= dx.dx, +
1] 1772
8x18xj
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~a
h [(AGG + 088) + & (sme + mao) } dx
)-a
-
BAu3
_ {N Au. + M }ds (3.5)
1 1 1
3X-
/g 1

A relacgdo de IRWIN'S [16], mostrada no capitulo II, en
tre a energia dissipada por acréscimo de fratura, em estado pla

no de deformagdo é:

-~ AP - J 6 Ands (3.6)
5

S - comprimento do arco ao longo
do crack-tip.
An - é o avango da fratura, normal
a esta.
G - taxa de energia de deformagdo dissipa

da na fratura.

Como em regime elédstico linear é vdlido o principio da
superposigao dos efeitos. Pode-se admitir que a fratura é forma
da por varias chapas em E.P.D., como mostrada na figura 3.4, a-

gindo simultaneamente., Ent3o escreve-se:

G = G(x]) (3.7)

An = AL(xq) (3.8)

e a equacao (3.6) neste caso fica:



-48-

Iqualando-se (3.5) e {3.9), obtém-se a equacgdo geral

que traduz o problema estudado:

2 2
h Ag . . aui 0..8AU1‘+ h (Am. . 9 u3 m. . d Au3 dx.dx
o "ok, oY ] 51 axax, T Vaxoax, e
2 J ] i 7] i~ "]
X
a
" % [ AGS+GAS } ¥ % [Am@ + maej dx
-2
a
aAu3
- NoAu, + M. T, ds + 6. A%. dx; = 0 (3.10)
S -a

Na forma em que se encontra a equacdao (3.5), sua soO-
Tugao analitica é de dificil obten¢gdo, necessitando portanto e-
fetuar a integracdo por meio de um método aproximado (ref.[18]
e [19]). Neste trabalho adotou-se o método dos elementos fini-

tos.

3.3. Matriz de Flexibilidade dos Elementos Escalares

Os esforgos N22(x1,0) e M22(x1,0), transmitidos atra-

vés da segdo remanescente niao-fraturada entre -a e +a, relacio-
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nam-se com 0s deslocamentos por meio de constantes de recipro-
cidade eldstica determinadas a cada ponto ao longo da fratura,

fungdo apenas da profundidade 1(x1). Sdo escritos como:

ho8 = Agy Opp + Ale Moy (3.11a)
R29 - A oo 4+ A..m (3.11b)
5 ft 992 * A Moo :
onde

os indices t,f representam tragdo e
flexdao respectivamente.
Aij - constantes de reciprocidade e-

lastica.

Apds a integragdo das equacdes (3.2}, obtém-se:

22 h
m =
22 h2
Denotando Opp & My, COMO g € m respectivamente, pelo

principio dos trabalhos virtuais tem-se:

2

BAUB ohy. h ) Au3
[(NjAuj + M, } ds = h o 1 g M x1dx2
ax., J 5. ax.ax.
i b i
S A
a
+ h [ ghd + %,mae } dx1
! a (3.13)

substituindo~se (3.13) em (3.5) obtém-se:
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Ju. gAu. g u
h i i h 3
AP = & Ao, . — O:: ——0 = |Am. .
? 1] axj i3 axj } 6 { N axiaxj
A
BEAu3
mij 8xiax. dx1dx2 *
a
h Ao§ - cAS| + h Ame - mAO@ dx1
¢ [
{3.14})
£a

Por reciprocidade de tensdes a integral de drea desapa

rece, e a equagdao (3.14) fica:

{[UAG - AUSJ + % ﬂnﬂe - mA® ]} dx1

L (3.15)

a

]
[
©
I
Py

Pelas equacgdes (3.11a), obtém-se:

h [0&6 - Acﬁ] = OA(AttO + Atf m] - AU[AttU + Atfﬁ] (3.16a)
dA dA
= g tt g + tf m{ AR + o AttAG + AthIn
da da

- Ao [Attc + Atfm]

(3.16b)

analogamente para (3.11b), tem-se:
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? dA dA
h B ft ff
3 [mA@ -_Ame } =m [ —qT L0+ —ar m]AR +

o [Aft b0+ A, AmJ _ Am (Aftc + Affm]
(3.16b)

substituindo as equacdes (3.16a,b) em (3.15) resulta:

dA dA dA dA
tt tf ft : ff
c {_HI_ g + —0 m} + m[ Iz g + T m} Aldx1

-4 (3.17)
Comparando-se as equagdes (3.9) e (3.17), escreve-se

ao longo da linha fraturada:

dA dA dA dA
[ tt tf m} +om [ ft ff

—_—c +
d& df de de

m] M.dx1
{3.18)
Neste ponto introduz-se uma aproximagdo para se avali-

ar as constantes de reciprocidade Ai supostas iguais aque

j?
Jas obtidas pela solugdo de uma chapa em E.P.D., com fratura,
como mostrado na figura (3.4). Vdrias solugBes sdo propostas pa
ra este problema, e podem ser encontradas em [7], [18], [19]
Adotou-se a solucdo proposta por KAIA e ERDOGAN [43] na forma

polinominal, que tem apresentado bons resultados, sendo valida

para 0<&/h < 0,8, e encontra-se relatada no Apéndice I.

Com auxilio destes polindmios o fator de intensidade

de tensGes pode ser escrito como:
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= hll/2 (o. 9, + m.gf) (3.19)

onde 9; © 9 sdo funcdes de forma que em
regime linear relacionam-se com G pela equagéo
2
_o(1-vt) 2
G = : KI (3.20)
Assim para cada ponto ao longo da Tinha (-a,+a), utilizando-se

a equacdo (3.18} escreve-se:
2 2 2 2 2
(1 -V ) h [ 07 g; + 20.m.gt g + Mg J

dA dA dA dA
1 tt tf 1 ft ff
H °[‘EE"° togg " ] faogm (‘Hﬁ_ o *HE”'m]

(3.2%)

definindo

ay5 T 9,9 dg (3.22)
para i,jJ = t, f
e & - profundidade da fratura
Apés agrupar os termos semelhantes e substituido em (3.11)

obtém-se para cada ponto ao longo da fratura

[ 2
8(x,) = Eilgﬁ—l . h. [att o(xy) + apem (xg) } (3.23a)

2
O(x1) = 1311%2—1[_aft 0(x1) t e, m(x1)] (3.23b)

substituindo as equacgdes (3.12) em (3.23) resulta:
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2 6 M(x )
2(1-v") 1
6(x1) = E [ tt N(X1) + O P ) (3.24a)
2 N(x.,) 6 M{x.,))
12 (1-v) 1 1
0(xy) = —¢—— {aft Rt Cfr W (3.24b)
Vd
Colocando (3.24) na forma matricial, tem-se:
b=¢CFP (3.25)

onde

§(xq)
D= vetor de deslocamentos

r 6 -
) %tt B Yef
C = (1Ev ) matriz dos coeficientes
%aft é%uff de reciprocidade.
L h i
N(x1)
P = vetor dos esforgos
M(XT)

Pode-se ver claramente em (3.25) que a matriz C € em
Gltima instdncia uma matriz de flexibilidade e a fratura pode
ser interpretada como sendo uma linha de molas continuamente dis

tribuida ao longo da Tinha (-a, +a).

3.4. Implementacao Computacional

3.4.1. Introdugado

Apds a obtencdo da matriz de flexibilidade para a 1i-
nha de molas, algumas transformagbes s3do necessdrias para sua
utilizagdo em um sistema computacional em conjunto com o elemen

to finito de cascas.
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3.4.2. Matriz de rigidez da linha de molas

No método dos deslocamentos trabalha-se com matrizes de

rigidez e forgas nodais equivalentes.
A matriz de rigidez de mola é obtida pela inversdo da

matriz C dada pela equagdo (3.25}, que fica:

P =50 (3.26)

onde

Assim
_ 1 )
h
) e T F “tf 8 (x,)
o ) : - 3.27
M(x1)J 2(1-v2) det ﬁ 5 (3.27)
?
' h h
|6 Cef 36 ot L@(XU

com

0 acoplamento da linha continua de molas com o elemen-
to finito é feito através dos nés, entdo uma rigidez equivalen-
te é avaliada a nivel de ndés integrando-se ao longo do compri-
mento do lado a que estd ligada. E a cada mola discreta € asso-

ciada um comprimento efetivo We.

C comprimento We ird obviamente depender das fungdes
de interpolagdo utilizadas. A figura (3.5) mostra os detalhes

deste acoplamento.
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¥, | %o
A B Lod

/ : ¢ Fim da Fratura
Face

Fratura

Figqura 3.5 - Acoplamento dos elementos escalares

com o elemento finito.

Para o caso do elemento quadrdtico este comprimento e-

fetivo é:
2/31L1 (né A no meio do lado do elemento)
We = 1/6(z1+12) (né B entre elementos)
1/6@2 (néd C no fim da fratura)
Com isto a equacdo (3.27) fica modificada para:
F B - ﬁ T §
1 OfFf 6 *tf c
_E . We . 1 (3.28)
2(1-v2)  det
F L_ ﬂ _D &)
2 6%f 36  %tt- c
onde:

F1 e F2 sd0 as cargas concentradas

no ng, normal e de flexado
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GC e GC sao deslocamentos nodais de

translac¢do e rotagdo.

3.4.3. Matriz de rotacdo

A rela¢do entre forgas e deslocamentos nos elementos
escalares dada pela equagdo (3.28) estd no sistema de coordena-
das locais. Entretanto a fratura pode ter uma orientac¢do arbi-

trdria qualquer com respeito ao sistema de coordenadas global,

A figura (3.6) mostrao sistema local dos elementos es-
calares e a figura (3.7) o sistema global dos elementos de cas-

ca.

No sistema local r,s e t escreve-se (3.28) de forma

compacta:

s | L | 211 12 s (3.29)

r 21 22 r

onde N_ e 65 - sao forga e deflexado
na diregdo do eixag S
M e ©_ - sdo momento e rotagao
na diregdo sobre o
eixo r.
S.s - coeficientes de rigi

1]
dez.

No elemento degenerado as deflexbes e forgas sao dadas
em termos do sistema global x,y,z enquanto as rotagdes e momen-

tos em cada ponto sdao fornecidos no sistema local da casca, des
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crito pelos vetores unitarios V11, V21 e V31,sendo V31 normal

ao plano no ponto i enquanto V1 e V2 sdo no plano da casca, mas

nio necessariamente coincidentes com os dados do elemento.

r=X;
X Vi
\l/
Figura 3.6 - Sistema local Figura 3.7 - Sistema global do
da fratura dado pelos ei- elemento dados pelos e1x0Ss X,

Xxos r, S, L. y,z e 0s vetores V11, V21 e

V31.
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Designando o vetor de deflexdes nodal como

u= (u,,u ,u,) (3.30)

a magnitude das deflexdes na direcgdo do eixo s serd:

5., = S . M (3.31)
onde
s = vetor formado pelos cossenos di

retores do eixo $, com 0S eixos

Xy¥,2.

As rotagdes 61 e 82 sao dadas nos eixos locais V e

Vz, podendo-se formular o vetor @ de rotagao por:

v (3.32)

entdo

6 = r .0 (3.33)

A relacdo entre os deslocamentos locais da mola e o0

sistema global fica:

fuy T
{ 8s] _ Sk Sy S, 0 0 uy,
er} 00 0 ¥ =z, u, (3.34)
%
P

analogamente o vetor de forgas € obtido por:
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0]
{ N{}: Sy Sy Sy 0 0 Ny
M 0 0 0 SONA N (3.35)
"
M5

substituindo-se (3.34) e (3.35) em (3.29), tem-se

5 0
X
sy 0 511 512 5, Sysz 0 0 (3.36)
25 T |8, 0 So1 522 0 0 0 r¥1 rVZJ
0 r\
10 V2]

s R (3.37)

(%]
il

matriz de rigidez local
R = matriz de rotagao do elemento es

calar

[{%)
1

G matriz de rigidez global.

E importante notar que os deslocamentos e deflexdes em rela-
¢do ao plano da trinca sdo simétricos, e sdo dados por %ux,
%uy, %uz, %@1, %@2. Fisicamente este elemento funciona como
uma mola, e a matriz de rigidez (3.37) deve ser multiplicada pe

lo fator 2, se esta estiver sobre o eixo de simetria.

Apés formado §G’ esta é espalhada adequadamente na ma-
triz de rigidez total que forma um sistema de equagdes dométodo

dos deslocamentos.
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3.4.4, Cdlculo do fator KI e da integral J

A avaliagao de KI e da integral J, é feita no sistema
local, ao longo da linha de molas, em cada ponto discretizado

da fratura.

Com a resolugdo do sistema de equagles, obtém-se 0s
deslocamentos, com auxilio da equagdo (3.34), tem-se 65 e @r s
de (3.29) determinam-se as forgas nodais e por (3.12) calculam-se as

tensdes. E K; é avaliado por (3.19) como:

1/2
KI h { c.gt+ m.gf)
N
onde g = _=
h.We
6Mr
m: N
hzwe

e por (3.20) explicita-se:

Estes dois pardmetros sdo suficientes para verificacado

da estabilidade da fratura.

3.5. Andlise em Regime Elasto-Pldastico

3.5.1. Introdugido

Muitas vezes tem-se a necessidade de um maior conheci-

mento da seguranca da estrutura e somente uma andlise lTinear
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torne-se insuficiente. Neste casoc uma andlise limite em regime
pldastico dd uma distdncia melhor aproximada entre a estabi-
lidade e a ruina, e o coeficiente de seguranca pode ser avalia-

do com mais precisao.

Com auxilio da teoria cldssica da plasticidade o ele-
mento de mola pode representar tensdes e deformagdes em regime
ndao linear. As equagdes constitutivas sdo escritas de forma in-
cremental e a superficie de escaamento é construida a partir do

conhecimento prévio das solucdes de uma chapa em E.P.D. com car

regamento e condigdes de contorno mostrada na figura (3.4).

3.5.2. Matriz de rigidez elasto-pldstica

A matriz de rigidez elasto-plastica para o elemento es

calar éderivada a partir das equagdes (3.28). Para cada mola
tem-se:

N 511 512 §

M So4 S, 0

Redefinindo os esforgos e deslocamentos como 01 = N ,
02 = M, q; = § e q, = O, e os coeficientes da matriz de rigidez
como Sij’ com i, j variando de 1 a 2, a equagdo (3.28) é escri-

ta como:

Q. = §.° g- (3.38)

Sendo que o indice superior "e" denota regime eldsti-

co. Utilizando conceito de matriz de rigidez tangente, a equa-
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cdo (3.38) é escrita de forma incremental:

* [ ]
_ cep
0; = s5% (3.39)

onde:

Q. e g. sdo os incrementos de esfor-
¢os e deslocamentos respecti
vamente.

P - matriz de rigidez de médulo

e
'

tangente, conhecida também
como matriz de rigidez elas

to-pldstica.

Assume-se que qj é formado por duas parcelas, uma elds

tica e outra completamente plédstica.
. _ ce up
. = g. + gt L4
q a; * a3 {3.40)

Sequindo a teoria cldssica de plasticidade, introduz-

se uma superficie convexa de escoamento § do tipo:

§ = § (Q'I’ d, ta 00 ) = 0 (3.41)

a = profundidade da fratura
t = espessura da chapa no ponto
considerado
g. = tensdo uniaxial de escoamento

Q. = forgas generalizadas.
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A obtengdo desta superficie é mostrada com maiores de-

talhes na segdo seguinte.

No campo de tensdes limitado por esta superficie, podem

ocorver trés situagdes distintas:

12) Numa regido do espago de tensdes onde ¢< O, a

resposta é eldstica, sendo:

9;°¢ 55 < 0
onde
§?j = g%f normal para fora da su-
! perficie de escoamento
entao
S?? = Sijea resposta ainda é elédstica

32) Se o estado de tens@es estd sobre:a superficiede es
coamento e ajg’j > 0, significa que estd havendo carregamento
capaz de plastificar a estrutura neste ponto.

Quando o terceirocaso estd ocorrendo, a parte pléstica

dos deslocamentos generalizados é calculada como:

*D -
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sendo
A - escalar, que relaciona o gradi
ente da superficie de escoamen

to com os deslocamentos.

0 escalar A € avaliado impondo-se a "condig¢do de con-
sisténcia" que, durante o escoamento pldstico, o estado de ten-

s0es permanece sobre a superficie § = 0, desta forma escreve-se

0 =38 = B,, 0 + 35— - 0 (3.43)

tem-se:

M e ‘e _ e . °p

QJ = Sij 93 51J (q1 - qi) (3.44a)
ou utilizando-se (3.39)

S e ° e

Q; = s$; a5 - A s§;E, (3.44b)

. ~ i~ & . - .
A variagdo da tensdo deescoamento o, equivalente a varia

0

¢do da deformacgdo pldstica eopode ser escrito como:

- p
o h £, (3.45)
onde h = pardmetro de endurecimento

do material.

A variagdo do trabalho de deformacdo plastica WP & ava

lTiada em dois niveis. A nivel macroscdpico, é o trabalho reali-
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.zado pelas forgas devido a variagdo dos deslocamentos em regi-

me plastico,
wP = Qiq? = A Qi §,1 (3.46)

ou a nivel microscdpico é o trabalho de deformagido realizado pe
la variagdo de deformagdes na regidoondeaplastificacdo estd o-
correndo, e € calculado pela integral na drea A* plastificada,
da seguinte forma:

WP - G.. t.. dA =| T ePdA (3.47)

A* A*

-]
onde o e e sdc valores locais da
tensdo equivalente e variagao
pldstica da deformagdo na drea

Ax,

Assumindo que a deformagdo pldstica na faixa de influ-
éncia do elemento é restrita ao ligamento remanescente, de com-
primento ¢ =t - a, entao pode-se esperar que a drea A* serd

proporcional a c2. Com isto aproxima-se a equacdo (3.47) por:

WP = f. 0 . e . c (3.48)

f = constante de proporcionali
dade entre A* e c2, espera
do de ordem 1.

As equagdes (3.42 - 3.48) sao combinadas de forma ade-

quada a obfer-se:
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[ €. q .
o - i 1Ja§3 (3.49a)
h.o_ @,
® S8y - 3o §r;
° fuo €

ou mais reduzidamente

n. q.
A= (3.49b)
D
onde;
D = escalar que representa o deno
minador da equagdo (3.49%a)
nj = vetor normal a superficie - de

plastificacdao multiplicado pe

las rigidezes elasticas.

Com A determinadc escreve-se a equagdo da matriz de

rigidez tangente S?? da seguinte forma:

ep . e _ 1.

Sij Sij 5 n:m. (3.50)
Com a matriz de rigidez determinada a resolu¢gdo do sis

tema de equagdes ndo linear € obtida utiilizando-se procedimen-

tos incrementajis-iterativos.

Na equagdo (3.48) incorporou-se um escalar f, e também
foi suposto que A* &€ proporcional a 02. Isto é necessdrio para
levar em conta o efeito do endurecimento do material. Se o mate
rial & suposto como perfeitamente pldstico, tem-se que h = 0 e
ndo hd aproximagdo no valor de A . Entretanto, a escolha de f

ndo € critica e obtém-se boas respostas quando h é diferente de
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Zero,

0 apéndice II mostra a influéncia deste escalar e como

escolhé-1lo de forma adequada.

3.5.3. Obtencgdo da Superficie de Escoamento para Molas

A obtengdo da superficie de escoamento para o modélo
de molas, pode ser obtida pelo estudo de uma chapa fraturada,
em E.P.D., submetida a flexdo pura e a extens@o-pura. As duas
solugdes limite s3o conhecidas como solugdo de GREEM e HUNDY,
para flexdo pura e extensdo pura, respectivamente. A figura
(3.8) ilustra estes dois casos. Para tensdes de carregamento em
uma superficie que apresenta trincas, pode-se generalizar assu-
mindo que § e N irdo ser positivos ao longo da linha de molas.
Entdao os mais importantes casos estardo entre estes dois extre-

mos.

» 25, (n-1)
2T 3 (h-t) _ T

Figura 3.8 - Casos Timites de uma chapa fraturada
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Para a flexdo pura isto € N = 0, a carga limite &

M= 0,63 To(h-ﬂ)z (3.51)
onde
Ty = tensdo de escoamento ao cisa

Thamento.

para o0 caso de pura-extensdao (@=0), a carga limite serd
N = 210 (h-2) (3.52)
com a linha de acdc de N passando pelo centro do ligamento

da se¢do fraturada.

A carga limite para todos os casos de N>0 e ©>0, pode
ser obtido pela teoria do "upper bound"., Variando-se 0s parame-
tros da figura (3.9), consegue-se abranger os casos entre as so
lugdes Timites. de Greem e Hundy. A linha de ruptura é escolhi-
da como sendo um arco circular de raio R com centrp a uma dis-

tancia L do lado direito da chapa.

0 momento total agindo na segdo fraturada é dado por:

MY o= M+ Nh/2 (3.53)

Para uma rotag¢do unitdria da linha de ruptura a ine-

quagdo do "upper bound" fica:

(o - 8) (3.54)

Escolhendo-se um valor para L, apenas umdos pardmetros
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R, a, Bserd independente, e isto é feito de forma a otimizar a
linha de ruptura, e pelas relacgdes geométricas da figura (3.9)

escreve-se:

L = R-sin B (3.55a)
L+ (h=R) = R-sin a {3.55b)
Tgpfz
——
t
. g
&%z
£ LINHA DE
RUPTURA
R
[+.3
s
Cst-a

34 284 12018

Figura 3.9 -

Substituindo as equacdes (3.55) em (3.54) e minimizan-

do a equacgd3o em relacdo a L obtém-se mais uma equagdo adicianal,

2(ax -B) = tan o - tan B (3.56)

entdo R, o e B sdo agora determinados em termos de L.

Para cada escolha do valor de L a inequagdo (3.54) for
nece um valor 1imite para M' + NL e estes valores sao plotados

na figura (3.10). A linha cheia representa uma aproximacgdo "su-
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perior" para a superficie de escoamento e foi construida grafi-
camente variando-se os valores de B , consequentemente de L,en
tre -45° e +45°, Nota-se que quando B = 45° é exatamente a car
ga limite para o caso de extensdo pura. Entretanto, . mostra-se
que este ponto é um vértice pois a normal a superficie em cada

ponto deve ser proporcignal a
(h &) ef (3.57)
(s - aP h/2) (3.57)

na direcdo de M' e N respectivamente. A construcdo da envoltd-
ria é completada para pegquenos valores de N desenhando-se a su-
perficie de escoamento, tangente ao ponfto onde M'representa fle
xdo pura, pelo conhecimento da proporgdo entre as componentes

da normal neste ponto, isto €
sP - 0P h/2 =-0,63 (h -2) @F (3.58)
de acordo com a solucdo de Green e Hundy.

Esta forma de se obter a superficie de escoamento foi
originalmente proposta por RICE [24], que também propde uma a-
proximagdo eliptica para esta superficie com § = 0,

V2t (h-2) - 0,3 |2 M N

§ = + 9 2 - - 1 = O
a,7 2 t,(h-%)

{3.59)

que estd representado na figura (3.10) pela linha tra-

cejada.
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FLEXAQO PURA

Figura 3.10 - Superficie de escoamento combinado

tragdo e flexdo

A figura (3.11) mostra ¢ variando-se a relagdo

£ = a/t ,

AN/2Est

v SUPERFICIE DE
ESCOAMENTO
SEM FRATURA

Figura 3.1t - Superficie de escoamento proposta

por RICE [24]
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Esta equagdo coincide exatamente com o ponto de flexdo

pura (B = 45°), e representa muito bem a curva original, para
os casos perto da flexdo pura. Alguma divergéncia aparece no
"trecho" intermedidrio. Se for necessdrio pode-se melhorar a
aproximagdo de §, propondo-se outra equagdo. Entretanto com

uma ligeira observagdo na figura (3.70) verifica-se que a curva
eliptica estd a favor da seguranga ou seja valores ligeiramente
menores para M' e N provocaréouma plastificacdo no ponto consi-
derado. Isto dd uma peguena margem de seguran¢a e 0Ss resultados
obtidos sdo muito bons comparados com outras so]ugbes; e que

sdo mostrados no capitulo V.

3.5.4. Avaliacdo da integral-J em regime elasto-pldstico

A avaliacgdo da integral-J pode ser feita separando-a
em duas parcelas distintas, uma eldstica e outra pldstica, e o

valor total de J serd a soma destas parcelas:

J = J% + JP (3.60)

A parte.eldstica pode ser calculada diretamente, com.
os valores das tensdes generalizadas, avaliando o fator KI e de

acordo com a equacgao (3.20), que estdo transcritas abaixo:

Este valor torna-se constante quando a mola atinge 0
escoamento, a menos que o material apresente endurecimento. Nes

te caso avalia-se a parte eldstica de © e ¢ e determina-se o

incremento dK; e consequentemente de J® e (3.20) fica
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I o= (K, + dK)2 (1 - v /E (3.67)

com

NV

dK Acgt + Amgf)

[
A avaliacdo da parcela pldstica deve sequir a histdria
do carregamento e serd feita de forma incremental, estando re-

lacionada com a variagdo do deslocamento de abertura do ‘"crack

—tip",ég
!p - ‘p
J mo, ét (3.62)
onde:
o, = tensdo instantdnea do escoamen
to.
m = constante gue depende do cami-

nho das deformagdes em regime

plastico.
De acordo com a geometria da figura (3.9) tem-se
P = &P+ (t/2 - a) OP (3.63a)
em termos da constante A,
b = (B, + (t/2 - )8 ,,) (3.63b)

A integral J é definida conforme [28], como sendo a
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variagdo {(em relagdo a profundidade da fratura) do trabalho in-

terno de deformagdao do corpo por unidade de espessura, ou seja

9

50,

J=-| — |dq.
Ja !

0 qj

{3.64)

Trocando-se 0s parametros da derivada, com respeito a

profundidade da fratura pelo respectivo ligamento, tem-se

-3 Qi/
da = + aQi/ 3c - Qi,c (3.65)

RICE [28] mostra que a equagdco (3.64) pode também ser
usada no caso de material perfeitamente pldstico e a equagdo €

escrita de forma incremental

P Y
J Q50 95 {3.66)
ou seja
D
3P =0, 0., (3.67)
A = constante definida na se¢do an-

terior.

Examinando-se as eguagdes (3.66) e (3.67)nota-se a necessi
dade do conhecimento da derivada parcial dos esforgos em rela-
¢do ao ligamento ¢ para um valor fixo de a?. Para isto conside

ra-se que a derivada total de ¢ = 0 em relacdo a c é nula,
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0 = — = §’J Qj’C + §’C (3.68)

BM [§’1/§’ZJ (3.69)

Jc ac

sP. P

ap6s efetuado as derivadas em {(3.64), obtém-se

Entretanto, ndo haverd deformagdo a menos que
aP =1&§,2 seja ndo nula, que € a condigdo de validade do termo

entre colchetes.

Entdo as egquacgdes (3.68) e (3.70) formam um sistema de
duas equagdes e duas incognitas e os valores de 01,C e QZ,C,séo

assim determinados.

Comparando-se as equacgdes (3.62) e (3.66) obtém-se 0
valor para m:
§31 Q-isc

m = T (3.71)
00 (§a1 + ( /2-3) §:2)

PARKS em [23] comenta que o valor de m deve estar en
tre 1 e 2 e que quando a plasticidade é atingida, o valor de

JP cresce rapidamente, tornando-se dominante en relacdo a J¢.
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CAPITULO TV

ELEMENTO ISOPARAMETRICO

E CARACTERISTICAS DO PROGRAMA IMPLEMENTADO

4.1, Elemento de Casca

Entre os vdrios elementos finitos encontrados na Tite-
ratura optou-se pelo elemento quadrdtico tri-dimensional dege-
nerado por discretizar superficies curvas com boa aproximagdo,
além de apresentar uma rdpida convergéncia, mesmo . com malhas
singelas. Pode-se utilizd-lo tanto na andlise de c¢ascas grossas

como as finas, em regime eldstico ou plédstico.

0 desenvolvimento tedrico pode ser encontrado nas refe

réncias [37] e [38] e nas diversas literaturas sobre o M.E.F.

Este elemento foi implementado a primeira vez na COPPE
/UFRJ por HALBRITTER [35], e posteriormente adaptado para repre
sentar tensGes/deslocamentos em reqgime elasto-pldstico por LAN-

DAU [36].

Neste capitulo mostram-se as caracteristicas princi-
pais deste elemento e também os aspectos gerais do programa de-
senvolvido para a andlise de trincas ndo-passantes em estrutu-

ras de superficie,

4.1.2. Caracteristicas gerais do elemento de casca

Este elemento é derivado pela degeneracdo do elemento
tri-dimensional quadrdtico de vinte nds, com trés graus de 1i-

berdade por nd, para a superficie média da casca, obtendo-se um
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elemento de oito nds com cinco graus de liberdade cada um. Isto
€ conseguido devido ao conhecido fato de que tanto para cascas
grossas ou finas as normais a superficie média permanecem prati

camente retas depois da deformagdo.

0 elemento pode experimentar deformacdes de corte, que
sdo imprescindiveis para uma andlise correta de cascas grossas.
Entretanto isto pode dificultar a convergéncia na andlise de
cascas finas, e neste caso torna-se imperativo a utilizagdo de

um esquema de integragdo reduzida.

4.1.3. Geometria do elemento e campo de deslocamento

0 elemento € degenerado prescrevendo-se uma variagao
linear do deslocamento ao longo da espessura e desprezando-se a
energia de deformagdo provocada pelas tensBes normais ao plano
da superficie média. A figura (4.1) mostra as etapas da degene-

racao.

A geometria do elemento é definida em relagdo as coor-

denadas naturais n , £ e ¢ , variando entre -1 e 1.

X X - X .
‘ ( i K i
_ 14C ) (1-z)
N § N'I (E,n] .y-‘ +.E_ N'I [E ,ﬂ] y-[
i=1 i=1

Z i Z;
sSup inf
(4.1)

onde
k = nidmero de nds do elemento
N. = fungBes de interpolagdo

isto é escrito convenientemente definindo-se
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G} ELEMENTO TRI-DIMENSIONAL b} ELEMENTO TRI-DIMENSIONAL
QUADRATICO COM GEOMETRIA € DE3LO-
CAMENTOS COM VARIAGAD LI-

NEAR AOD LONGOD DA ESPES-
SURA .

C)ELEMENTOC DEGENERADO PARA
A SUPERFICIE MEDIA

Figura 4.1 - Fases da degeneracgdo do elemento

tridimensional.

V2is VL s L

V1lizV2i « V3i

SISTEMA GLOBAL
SISTEMA LOCAL

Figura 4.2 - Representacdo dos deslocamentos a e B.
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X X .
i i
V31 - Y J h Y (4.2)
z z
! sup ' Jinf

que é o vetor normal a superficie média, no ponto no-

dal i, e (4.1) fica

(4.3)

<
1

T s I
=
———
™
=
S
+

" =
=

It
=7

Analogamente a geometria, os deslocamentos sdo coloca-
dos apenas em fungdo das tré&s componentes cartesianas U., vy &

W_-I,

dos nds da superficie média e de duas rotagdes normais ao
vetor V31. A diregdo destas duas rotagdes sdao dadas pelos veto-
res 711 e 721 de grandeza unitdria, que corresponde as rota-

¢Ges B, e o, respectivamente:

u us
k k t o,
Vs = Z NS vis o+ I oLsi |V, (4.4)
soq 1 i $21 2 197724 B,
W W

Assim a geometria e o campo de deslocamentos ficam de-

finidos pelas equacdes (4.2) e (4.4).

A figura (4.2) representa fisicamente os vetores Ve

Voi € 05 deslocamentos o, € Bi'
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4.1.4, Definigdo das deformagbes e tensdes

As deformagBes sao tomadas nos eixos locais da super-
ficie, formado pela normal, num ponto qualquer com 7 constante,
e dos eixos ortogonais. E sdao obtidas diretamente das relagdbes
do elemento tri-dimensional, despresando-se a deformagio E'Z

normal a superficie,

r A
4 €X| N a::
€ |
.y avl L
SR P R T
Y au' av'
XZ F‘Y_I + 'a_x'l
v, | '
ye Iw au (4.5)
L ’ > T
aw' + ov'
'EYI 'ﬁl
\ )

0 simbolo plica (') denota que as grandezas sdo consi-

deradas em sistema local.

As tensBes relativas as deformacdes {4.5) sido

onde ¢ e g, representam as deforma-
¢bes e tensfes iniciais.
D' representa a matriz de carac

teristicas eldsticas.
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A matriz D' & uma matriz 5x5, obtida diretamente da

matriz tri-dimensional,

) )
|
|
1 Vo
| 0
v Yy
1
0= —5 L1 - 0 0
1-\) | 2
| -
0 | 1 v 0
| 2k
| Sim 1-0
| 2k (4.7)
|
L | j
onde

E e v sdo médulo de elasticidade
longitudinal e coef. de poison

k constante

A constante k nos dois uUltimos termos é feita igual a
1,2 que segundo ZIENKIEWICZ melhora a aproximagao das deforma-

¢des por efeito cortante.

E importante notar que (4.7) ndo € obtida simplesmente

3

deletando-se as linhas e colunas relativas a e, Deve-se subs-

tituir o, = 0, na equagdo completa de D (4.8) tri-dimensional,

e efetuar as eliminacgles necessdrias.
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1 v _lL_:
T-v 1-v |
[
i v
Sim T-v : g
D = £ (1 - \J) I
(Yo ) (1-2vy o,
[
RN
: 2(1-v 0 0
|
1-2v
9 : Zt1-v 0
: Sim 1-2v
: 2(71-v
L t -
(4.8)

4.1.5. RelacBes constitutivas em regime elasto-pldstico

A matriz de caracteristicas elasto-plastica é obtida
através da teoria cldssica da plasticidade, e a andlise é feita

de forma incremental.

Define-se uma superficie de escoamento F, e quando a

condicdo de plasticidade € atingida tem-se:

F (g, gps k) =0 (4.9)
onde:
g - vetor de tens@es
gp - vetor de deformagbes pldasti-
cas
k - constante do material

A cada incremento as deformacgdes totais sdo:



-83-

dg = dg, + dg, (4.10)
sendo:
dee - deformacgdes eldsticas

~

dgp - deformagdes pldsticas
E cada parcela de dg € avaliada separadamente.

Para a parte eldstica tem-se
.dg (4.11)

A parte plédstica da equacao (4.10) relaciona-se com

(4.9), por:
dg, = A oF | (4.12)

0 escalar A é o coeficiente de proporcionalidade en-

tre as deformagdes pldstica e a normal a superficie de escoa-

mento € é calculada a cada incremente. 0 vetor %g é definido pa

~

ra cada estado de terisdo representa o gradiente da fungdo de carre-

gamento.

Em regime pldstico F=0, portanto,

_(3F : F -
dF _[BE] do + Sy dk +[§-€-p} dgp = 0 (4.13)

~

T
F 1 F
a =2 o A=K,[g-k5 dk +[3—. deg ]] (4.14)
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A equacgao (4.13) é escrita como:

(4.

4.

15)

16)

Substituindo do dado pela equagdo (4.15) em (4.16) e

pré-multiplicando ambos os lados por gT.Q obtém-se uma

onde apenas * é incédgnita

a .D de = A X +x

o
(v
o

Y
-

A+ta

o
1§17}

substituindo (4.18) em (4.16) obtém-se

com

—_

A+a

1o

e define-se uma matriz tangente de caracteristicas eldsticas

QT , dada por:

equacgdo

7))

.18)

.19)

.20)
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D. =0 -0 (4.21)

0 vetor a definido em (4.14} ird depender da fungdo

escolhida para representar a superficie de escoamento F = 0.

Sequndo o critério de VON-MISES,
F o= //;_. g - y(k) =0 (4.22)
e segundo o critério de TRESCA
F= 20.cosd - y(k) =20 (4.23)

onde
1/2

al
o

J2 , sendo J2 o segundo in-

variante de tensdes.

J

b = % sen'/{Eﬁg g%| , sendo J3

o terceiro invariante de ten
sBes, vdlido para
Sgn< b g
y(k) = tensdo de
escoamento, funcdo da histd-

ria das deformacBes plasti-

cas.

Estas duas fungbes sdo muito conhecidas e apresentam
bons resultados para materiais homogéneos, como por exemplo 0s

metais.
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4,1.6. Cédlculo das tensdes elasto-plasticas

Analogamente a equacdo (4.10), as tensdes sdo escritas

de forma incremental.

dg = dge + dgp (4.24)
com g, = parcela eldstica da tensado
9p - parcela pldstica da tensdo.

A primeira parcela pode ser calculada diretamente com

0 eldstico e dEe da equagdo (4.10),
dg, = D.de (4.25)

Porém a parte pldstica deve ser calculada pela inte-

gral:

do = D dep (4.26)

pois a matriz de caracteristicas pldstica varia com a histdria

das deformacgdes.

Uma forma aproximada de avaliar (4.26) é dividir em n
intervalos a deformagdo pldstica, de forma a transformar a inte

gral em uma somatdria, e (4.26) fica
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P (4.27)

~
2
n =

Com o0 cdlculo das tensdes,encerra-se a formulagdo plasti

ca do elemento de casca.

Com muito maior &nfase e profundidade LANDAU [36] ana-
lisa critérios de convergéncia do elemento, o desenvolvimento da

teoria em regime elasto-pléstico, e outras consideracdes.

4.2. Programa Implementado

4.2.1. Descrigdo sumdria

Com o objetivo de testar a validade do elemento esca-
lar, foi desenvolvido um programa em Linguagem FORTRAN IV, no

computador BURROUGHS 6800 do NCE/UFRJ.

A estruturac¢do sequiu agueles utilizadas na programa-
¢do M.E.F.:

- Entrada de Dados

- Avaliacgdo das Cargas

- Montagem da Matriz de Rigidez Global

- Introdugao das Condigdes de Contorno

- Resolugdao do Sistema de Lquacgdes

- Cdlculo das Tensdes

- Impressd3o dos Resultados

Sendo que da terceira etapa até a Gitima, na de andli-

se ndo-linear é repetida vdrias vezes a cada incremento.

Inicialmente sdo fornecidos os dados da estrutura tais
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como coordenadas, carregamentos, incidéncias, etc...

0 armazenamento das varidveis em meméria central é fei-
to de forma dindmica, definindo-se inicialmente um vetor de tra

balho, para permitir uma utilizacdo racional da meméria.

Os tipos de carregamentos podem ser:

- Cargas aplicadas nos nds, componentes da forga em re
lacao aos eixos globais FX, Fy, Fz’ e momentos em sistema Jocal
Q B

- Tensdes distribuidas sobre a superficie do elemento

- Pressdo hidrostédtica

- Peso Prégprio.
Estes carregamentos sdo os mais comumentes encontrados.

A matriz de rigidez global é armazenada por altura efe

tiva, evitando-se armazenar e operagdes com elementos nulos.

As condigdes de contorno sao introduzidas wutilizando-
se a "técnica do numero grande". Para facilitar a introducgdo de

deslocamentos prescritos.

A decomposicao da matriz de rigidez é efetuada wutili-
zando-se o Método de Cholesky, de forma parcial, isto é, trian-
gulariza-se a parte da matriz gue permanece eldstica e a cada i
teracdo apds a avaliagdo das parcelas pldsticas completa-se es-
ta etapa. Isto permite melhor utilizagdo do computador e ganho

de tempo de processamento.

As tensdes sdo calculadas de acordo com o exposto na

-Segao 4.2.4. 0 fator de intensidade de tensdes e a integral-J
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também sdo avaliadas neste nivel do programa, de acordo com 0

exposto na Sec¢do 3.5.

A cada incremento, apds atingida a convergéncia sdo im
pressos 0s deslocamentos totais dos nds da estrutura, as ten-
sdes nos elementos e também os resultados relativos a fratura

em cada ponto discretizado.

4.3, Algoritmo Implementado para Solugdo do Problema Ndo-Linear

[mplementou-se um método misto, formado pela combina-
¢do do método puramente incremental com o método iterativo de

NEWTON-RAPHSON.

A partir de um certo nivel de carregamento pré-determi
nado, as cargas sdo incrementadas até o seu total e a cada 1in-
cremento processa-se um ndmero suficiente de iteracgdes até que
seja atingida a convergéncia. A cada iteragdo a matriz de rigi-
dez é atualizada, verifica-se o equilibrio da estrutura, e 0s

residuos sdo utilizados para a préxima iteragio.
A figura (4.4) ilustra o método utilizado.

As condi¢des de existéncia e unicidade das solugdes ob

tidas por este método sdo discutidas por ODEN [40].

Desta forma a estrutura mantém-se eguilibrada a cada
incremento, evitando-se a acumulagdo de erros provocados pelo
método puramente incremental, aiém de fornecer resultados das
etapas intermedidrias quando as cargas aplicadas estdo acima da
carga limite da estrutura, o que ndo € conseguido utilizando-se

somente o método iterativo.



-90-

d/%éjaa’ﬂ—
7

f — SOLUGAC [EXATA

O APROXIMACPQES

N

Figura 4.4 - Método Misto Implementado

4.4. Célculo dos Residuos

Apés o cdlculo das tensdes, os residuos provocados pe-
1o desequilibrio da estrutura, sdo calculados a nivel de elemen

to por:

B! gdv - £ = R, (4.28)
v
onde

B - matriz formada pelas deriva-
das das funcgdes de interpola-
Cao0.

g - representa o campo de tensges

f - vetor de cargas nodais aplica
das no elementao.

R - vetor dos residuos
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V - volume do elemento
tem-se que:
g =Dr.g (4.29)
e,
€ =B . u (4.30)
gue substituido em (4.28) obtém-se:
BID_BudV - f = R (4.31)
~ ~T=~ ~ ~e :
v
sabe-se que
BID.BdY = K (4.32)
~ ~T~ ~T :
vV
entdo
Kr-yo - LR (4.33)

Os residuos poderiam ser calculados prontamente pela
equagdo (4.28), entretanto, como adotou-se pela atualizagdo de

KT a cada iteragdo, utilizou-se a equacdo (4.33).

4.5, Método da Decomposicdo Parcial

Em muitos casos a ndo-linearidade é apenas 1localizada
e grande parte da estrutura ndo modifica suas caracteristicas i

niciais (rigidez).

Isto € muito importante pois permite que se reduza 0
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esforgo computacional.

Muitos a]goritmos'surgiram para levar em conta este fa
to. MOREIRA [39] faz um estudo comparativo dos principais deles
e suas conclusdes mostraram que o método da "Subestruturacgdo" e
"Decomposi¢do parcial” apresentam uma melhor performance, com

“ligeira vantagem" para o primeiro.

No caso de estruturas que apresentam trincas, as maio
res concentracdes de tensdes aparecem ao redor desta. Entao a
regido de plastificagdo é sempre localizada, ndo havendo neces-
sidade de uma andlise pléstica completa em toda a estrutura, e

isto ndo gera erros de aproximacgao.

Optou-se pelo método da "Decomposigdo Parcial" pelasua
facilidade de implementacdo, ndc necessitando de rotinas espe-
ciais nem mudangas estruturais do programa, bastando peguenas

modificagdes.

As etapas sdo as seguintes:

- Decompde-se A da linha 1 até a linha p-1 (maior
grau de liberdade que apresenta comportamento linear) obten-
do-se A*.

- Gravacdo de A* em disco.

Para cada iteragado:

- Leitura de A* em disco

- Completa-se A* com contribui¢des dos elementos pldti
CO0S.

Decomposigdo a partir da linha p até a ultima.

Obtengdo dos deslocamentos (substitui¢do e retro}
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Para melhor aproveitamento das vantagens do método, os
nés que apresentam comportamento ndo-linear devem ser numerados

por Gltimo.
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CAPITULO V

APLICACOES

Neste capfitulo procura-se comparar o0s resultados obti-
dos pela implementacdo computacional do elemento escalar descri

to anteriormente com outras formulagdes.

Inicialmente analisa-se um conjunto de chapas em regi-
me linear, variando-se os pardmetros da fratura, submetidos as
cargas de tracdo e flexdao separadamente., Posteriormente proce-
de-se a andlise em regime elasto-plastico de uma chapa submeti-
da a tracdo e também um tubo submetido a pressdo interna cons-
tante, com fratura axial ao longo de todo o seu comprimento. E,
finalmente um tubo submetido a pressdo interna constante supon-
do a fratura axial em apenas parte de seu comprimento, e o mate

rial possuindo capacidade de endurecimento.

5.1. Chapa Tracionada-Linear

Com objetivo de avaliar o comportamento do elemento es
calar, analisa-se em regﬁme linear um conjunto de chapas subme-
tidas a apenas forgas de tracdo com uma fratura de variagao se-
mi-eliptica, com profundidade maxima a e comprimento 2&, confor
me mostra a figura (5.1a). As relacgdes geométricas da chapa,
?8/a e L/W sdo mantidas constante e igual a 10 e 1/2 respectiva
mente, sendo que a relagdo profundidade sobre espessura a/t, as
sume os sequintes valores 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, cobrindo assim o
campo de validade da solugdo (2-D) utilizada na formulacdo do

elemento.
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Discretiza-se apenas 1/4 da chapa valendo-se -da du-
pla simetria, através de 42 elementos de casca e 11 elementos

escalares de fratura.

O0s resultados sao comparados com a solucdo (3-D) pro-
posta por RAJU e NEWMAN [21], e encontram-se plotados de forma

normalizada no gréfico (5.1).

A tabela (5.1) compara os valores de F no ponto de pro

fundidade mdxima da fratura.

F = Ki/ow . /a/qQ

a/t  ELEMENTOS RAJU E DIFERENCA
ESCALARES NEWMAN (%)
0,2 1,17 1,20 - 2,6
0,4 1,38 1,36 1,5
0,6 1,70 1,66 2,4
0,8 1,80 1,85 - 3,3

Tabela 5.1 - Valores de F no ponto de maxima

profundidade da fratura.

No ponto onde a profundidade tende a zero isto é, pon
to de nenhuma fratura; a matriz de flexibilidade torna-se nula,
e consequentemente a matriz de rigidez torna-se infinita, e um
valor de profundidade eguivalente foi adotado. Procurando deter
minar este valor, algumas andlises com a/t = 0,4 sdo processa-
das testando-se valores para a profundidade minima atribuindo-
se valores de 5%, 10% e 20% da profundidade da fratura no né

adjacente. Os resultados sdoc plotados no grdfico (5.2).
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Os valores obtidos para KI neste ponto apresentaram er
ros da ordem de até 40%, e a melhor aproximagdo foi conseguida
para 5% de profundidade da fratura no né adjacente e os valores
das tensdes foram em todos ©$s casos superiores ao esperade. En-
tretanto os valores de KI ac longo da fratura foram poucc afe-
tados, conforme mostra o grdfico (5.2), devido a relagdo 28/a
ser bem pronunciada, o que torna a escolha deste valor ndo cri-
tica. GERMAN [21] chama atengdo para o fato de que quando 2%/a
tende a 1, isto é, a superficie fraturada toma formato civrcular
0s resultados sdo mais afetados e desaconselha o uso de elemen-
tos escalares. Nos exemplos apresentados adotcocu-se um valor pa-

ra a "profundidade equivalente” em torno de 10% da profundida-

de da fratura no né adjacente.

Dados Geométricos e Fisicos

W = 300cm a = 20cm
_ 2
% - 12 E = 210000 Kgf/cm
v = 0,3
LR 4
70 Q = 11,1029
2e/a = 10
0,2
a/t = 0,4
0,6
0,8
. N
o = 3

OBS: 0 valor de Q utilizado para normalizar os valores de K &

A 1?
a integral eliptica de segunda ordem, calculada aproximada

mente como:

1,65

Q = 1+ 1,464 (a/L) p/k > a
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Figura 5.1 - Caracteristicas geométricas

e malha utilizada na discretizacado.
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Grdfico 5.1 - Fator de intensidade de tensdes ao
longo da fratura, para chapa subme

tida a forgas de tracao.
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Grafico 5.2 - Influéncia da "Profundidade Equiva

lente” nos valores de I<I aoc longo

da fratura.
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5.2. Chapa a Flexdo-Linear

Neste exemplo procede-se uma andlise andloga ao exem-
plo 1, apenas as cargas de tracdo sdo substituidas por car-
gas de flexdo, conforme ilustrado na figura (5.2). As caracte-
risticas fisicas e geométricas da chapa sdo idénticas. A rela-
¢do a/t assume valores de 0,4 e 0,8. As respostas sdo compara-
das com a solugdo (3-D) de RAJU e NEWMAM mostradas na vreferén-

cia [19], e encontram-se plotadas no grdfico (5.3).

~~

NN AN

Figura 5.2 - Chapa com fratura semi-eliptica

submetida a forgas de flexdo.
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Grdfico 5.3 - Variacgdo do fator de intensidade
de tensdes KI ao longo da fratu-
ra, para uma chapa submetida a

forgas de flexdo.
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Para a chapa com a/t = 0,4 o fator de.intensidade KI
se aproximou da solugdo de Raju e Newmam ao longo da fratura
com uma diferenga mdxima de 9,5%, sendo que no ponto de profun-
-didade mdxima, onde KI é midximo e a propagacdo se dard a partir
dai, a diferenga foi de apenas 4%. Para a/t = 0,8 a diferenga
maxima foi em torno de 15% e no ponto de méximo KI foi de 6%.
f interessante notar que a propagacdo neste caso se dard ndo no

ponto de maior profundidade, mas sim perto da superficie livre,

e 0s elementos escalares conseguiram traduzir este efeito.

5.3. Chapa Tracionada em Regime Elasto-Pldstico

Com o objetivo de testar o comportamento n&@o-Tinear dos
elementos escalares, analisa-se uma chapa submetida a tracgao
com a fratura formada por uma superficie semi-eldstica com as
mesmas caracteristicas geométricas mostradas na figura (5.7). 0
material é suposto plastico perfeito a partir do ponto de esco-

amento. As grandezas fisicas e geométricas sdo:

W/l = 1/2 E = 210000 Kgf/cm?
W/2e = 4 v =0,3
28/a = 12 0, 45 Kgf/cm?

L = 1600cm

0,5
a/t = £ = 100cm
0,7

Na discretizagdo utilizaram-se 42 elementos de casca e
117 elementos escalares de fratura, e a malha utilizada é vista

na figura(5.1b).
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ELEM. ESCALARES a/t=.s

Grdfico 5.4 - Integral J versus tensdo aplica
da, para o ponto de maior profun-
didade da fratura, em uma chapa

submetida a tracgéo.
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Grafico 5.5 - Comparag¢gdes de solugdes obtidas
com elementos escalares, para

chapa tracionada.
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A carga foi aplicada de forma incremental num total de
20 e a cada incremento sdo processados iteracgBes até que uma to
lerancia de 1/1000 para a norma de deslocamentos fosse atingida
sendo necessdrios 28 iterag¢des quando a/t = 0,5 e 27 iteragdes

para a/t = 0,7.

0s resultados sdo mostrados no gréfico {5.4) e compa-
rados com a solugdo dada por ERDOGAM conforme ref. [22], para o
ponto de profundidade mdxima da fratura, onde a dissipagdo de
energia é maior e consequentemente se dard a propagagdo da trin

ca.

No gréfico (5.5) comparam-se solugdes obtidas com ele-
mentos escalares considerando-se tré&s casos distintos. Primei-
ro, considera-se a estrutura Tinear, segundo apenas o0s elemen-
tos escalares ndo-lineares e o terceiro caso considera-se o e-
feito da plasticidade nos elementos adjacentes a fratura. Com
isto mostra-se que uma andlise bastante segura é obtida conside

rando-se apenas 0s elementos escalares lineares.

5.4, Tubo Submetido & Pressdo Interna

Analisa-se um tubo de comprimento infinito com Ro/Ri i
gual a 11/10, submetido a uma pressdo interna p de dentro para
fora, com uma fratura axial interna, conforme mostra a figura
(5.3). 0 material se comporta como pldstico perfeito a partir
do ponto de escoamento. O problema é tratado em estado plano de
deformagdo e o0s elementos de casca foram restringidos de forma
a simular este estado. Na discretizagdo foram utilizados oito

elementos de casca e trés elementos escalares de fratura apro-
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veitando-se a simetria do tubo. A relag¢do a/t assume valores de
0,25, 0,50 e 0,80. 0 gréfico (5.6) mostra os resultados obtidos
para a integral J, comparando-os com os obtidos por RICE [23],

utilizando uma formulacdo bi-dimensional.

Figura 5.3 - Tubo com pressdo de dentro para

fora com fratura interna.

Dados Fisicos e Geométricos

R /Ry = 11710 E = 300000 Kgf/cm®
v = 0,3
=R R,
2 o, = 735 Kgf/cm?
0,25
a/t = 40,50
0,80
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Incrementos de Carga

Iy.t
P/ a/t =0,25, P = 0,03 I
R

a
P/ a/t =20,5 , P = 10,02 y;t
R
g t
P/ a/t =0,8 , P = 0,001 L
R

10

ELEM.
ESCALARES

RICE

6 i
w;‘ |
b
< §
-4
w
2 i
0
10
Grdfico 5.6 - Integral J normalizada versus

pressao interna para um tubo

com fratura axial.
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5.5. Tubo Pressurizado

Neste exemplo analisa-se um tubo submetido a pressao
interna constante de dentro para fora com uma fratura axialmen-
te orientada formada por uma superficie semi-elfptica. Com a re
lTacdo 2c/aO = 6, onde a, 6 o valor de mdxima profundidade, e 2C
0 comprimento da fratura, ao/t g€ feita igual a 0,5, Ro/Ri:11/10’
e comprimento 2L suposto infinito, conforme mostra a figura
{(5.4). A discretagdo € feita aproveitando a simetria do proble-
ma, consistindo em 46 elementos de casca e 17 elementos escala-
res de fratura, num total de 173 nds e 865 grdus de liberdade e

encontra-se mostrado na figura (5.5).

0 material é suposto elasto-pldstico com um endureci-
mento de 1% do mdédulo de elasticidade longitudinal e apenas o0s

elementos escalares sdo supostos nao-lineares.

0 grédfico (5.7) mostra de forma normalizada o desenvol
vimento da integral J versus pressdo aplicada para o ponto de
méxima profundidade, comparando-se os resultados com os obtidos
por PARKS [23], a solugdo linear, a completamente pldstica dos
elementos escalares, e a solugdo{2-D). Nota-se que apesar de um
pequeno endurecimento do material {1%), os resultados se aproxi
maram daqueles obtidos por PARKS [23]  mostrando a diferenca
entre um regime completamente pldstico, o que dd uma idéia da
sensibilidade dos elementos escalares. £ também interessante no
tar que como forma usual adotada na pratica a andlise bi-dimen-
sional de apenas um anel do tubo, aonde a profundidade da fratu
ra € mdxima,representa resultados bastante conservadores, o que

aparentemente comprometeria a estrutura, entretanto esta teria
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plena capacidade de suporte.

0 gréfico (5.8) mostra o desenvolvimento da integral J
ao longo da fratura para vdrios niveis de carregamento. Nota-se
o fato comentado por PARKS [23] de que na regido de mdxima pro-
fundidade J cresce rapidamente com a aplicacdo da cérga, enquan
to que perto da regido livre J decresce abruptamente, quando os

elementos de casca sdo mantidos lineares.

A pequena diferenga em relagdo aos resultados de. PARKS
sdo devido ao tipo de elemento de casca e a malha mais refinada

utilizada por este.

0s diagramas J x cargas aplicadas sdo similares ao dia
grama deslocamento x cargas pois em regime pldstico J é propor-
cional ao deslocamento de abertura da fratura. Com isto nos ca-
sos em que toda ndo-linealidade € atribuida aos elementos esca-
lares, a carga critica é determinada pelo ponto em que J comega
a crescer linearmente, pois isto significa que a estrutura estd
“novamente" tendo um comportamento linear, ou seja, a partir dai
apenas os elementos de casca que permanecem linear estardo resis
tindo.

Identificagao dos Dados

- _ z
Ri = 10,0cm E = 210000 Kgf/cm

- _ 2
RO = 11,0c¢m oy = 49,0 Kgf/cm
t = lcm . v = 0,3

- _ _ z
a, = 0,5cm h = 0,01 = 2100 Kgf/cm
c = 1,5cm : f = 0,4

L =  12cm
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FRATURA AQ LONGO DA
ESPESSURA
Figura 5.4 - Caracteristicas geométricas do tubo

com fratura axial formada por uma

superficie eliptica.
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T T T

do/t =.5

2c /do=6

R=(Ri+Ro)/2

¢ =Tr/2

ELEM.
ESCALARE

2-D PLAST.-PERF

E.P.D. \EL‘

.4 .6 .8 10 1.2

Grdfico 5.7 - Comparagdo de J versus pressdo aplicada

para mdxima profundidade da fratura
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Grdfico 5.8 - Distribuigdo de J ao longo da fratura

para vdrios niveis de pressdo.
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CAPTTULO VI

CONCLUSOES

6.1. Conclusdes Gerais

A utilizacdo de elementos escalares em conjunto com e
lementos de casca para analise de trincas ndo passantes em es-
truturas de superficie apresenta-se como uma opgdo confidvel e
econdmica. Quando comparada com uma analise completamente tri-
dimensional, as vantagens sdo grandes pois as malhas utilizadas
sdo menos complexas com menos numero de elementos e ndés, o que
implica num menor tempo para a geracdo de dados e um sistema de
equacbes mais compactoe. Alia-se a estas vantagens o fato
de que tanto o fator de intensidade de tensdes quanto a inte-
gral J serem avaliados em uma unica etapa, sem necessidade de

modificagdo da malha, o que acontece guando se utilizam elemen-

tos tridimensionais convencionais.

0 elemento escalar apresentou uma boa convergéncia, ca
racteristica também do elemento de casca utilizado, mostrando
gque a combinagdo de ambos € acertada, o que possibilitou a ob-
tengdo de boas respostas, mesmo com malhas medianamente refina-

das, como foram os casos aqui apresentados.

A implementagdo do elemento escalar ndao requer mudan-
¢cas estruturais em um sistema computacionail baseado no Método
dos Elementos Finitos e as rotinas necessdrias ndo sdo de gran-
de complexidade, podendo fazer parte da "biblioteca de elemen-

tos" em qualgquer sistema.



-115-

Apesar de na maioria dos exemplos mostrados a superfi-
cie formada pela fratura foi admitida como semi-eltiptica, ne-
nhuma restri¢do se faz quanto a forma desta. Alguma atencdo de-
ve ser dada na discretizagd3o gquando a profundidade variar brus-
camente, tornando-se necessdrio um maior refinamento da malha
nestes pontos. E quando a fratura tende a ser circular os resul
tados perdem a sua coeréncia, justamente pela brusca varijagao da
profundidade,e nestes casos desaconselha-se o uso de elementos

escalares.

Dentro das limitagdes impostas pela solugdo (2-D) da
chapa em E.P.D. utilizada na obtencdo da matriz de flexibilida-
de (0 < a/t < 0,8), as aproximagdes obtidas sdo consideradas
boas tanto para os casos onde a tracgdo predomina guanto nos ca-
sos de flexdo, e casos combinados. Quando a relagdo .a/t é
maior que 0,8 rapidamente se forma uma zona de plastificagdo nes
tes pontos, e nestes casos aconselha-se tratar o problema <como

fratura passante, e a solugdo deve ser buscada por outros métodos.

A andlise em regime elasto-pldstico envolve uma aproxi
magdo para a superficie de escoamento para os elementos escala-
res e as respostas obtidas sdo Tigeiramente mais conservadoras
do que aquelas buscadas via tri-dimensional. No caso de materi-
ais que possuem capacidade de endurecimento introduz-se um. es-
calar f (definido em (3.40) e apé&ndice II) que deve ser escolhido
adequadamente. Entretanto as respostas obtidas e o comportamen-
to da fratura apresentam boa concordéncia em relagdo a outras

formulacgdes.,

Com uma utilizagdo criteriosa de elementos escalares e

escolhendo-se constantes de calibragdo adequadas, ficam aumenta
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das as op¢des de andlise de estruturas gue apresentam trincas
ndo passantes, tanto em regime eldstico quanto no caso elasto-

plastico.

6.2. Futuros Desenvolvimentos

No modelo adotado, em regime eldsto-pldstico a carga &
incrementada, mas a fratura é considerada estaciondria. Entretan
to sem muita dificuldade pode-se também ser incrementada a fra-
tura, mas estes estudos sdo ainda recentes e existe pouca
literatura a este respeito. O problema maior é como avaliar a

quantidade de crescimento da fratura em fungdo da carga.

Levou-se em conta na formulagdo da matriz de flexibi-
lidade apenas o efeito do primeiro modo de fratura (abertura),
isto cobre a maioria dos casos prdticos onde a tracgdo e flexdo
sdo preponderantes. Entretanto, um procedimento andlogo ao mos-
trado aqui, pode-se desenvolver elementos escalares que Tevem
em conta os modos Il (cisalhante) e III (rasgamento) utilizando
solugdes (2-0) que cobrem estes casos. Estes dois modos surgem
principalmente em estruturas submetidas a efeitos cisalhan-

tes concentrados e a efeitos de torgido.
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APENDICE 1

OBTENGRO DAS FUNCOES g, E g

0 fator de intensidade de tensdes para uma chapa em
E.P.D., submetida a tensdes de tracdo e flexdo conforme mostra

da na figura I.7, pode ser escrito como:

N
Ky = b {o.gt + m.gf} (I.1)
onde 9; © 9 sdo fungdes apenas da relagdo

(2 /h) entre a profundidade da fratura e a

espessura da chapa.

M
VRN
m .
m= &M
h

"1
AT

AR
q
"
7,2

Figura 1.1 - Chapa em E.P.D. analisada para

obtengao das fungdes 9y € 9¢
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Resultados obtidos por KAYA e ERGODAN [17] mostram

as funcgdes 9; € 9¢ escritas cCOomo:

172 6 Zn

gy (z) = (em) "%, 2 AT
n=0
6

1/2 n
ge(z) = {gm) '". L B ¢
f n=p "

sendo ¢ = &/h

sdo dados na tabela I.1

0s coeficientes A_ e B

n n

n Aﬂ B,

0 1,1216 1,1202
1 6,5200 - 1,8872
2 -12,3877 18,0143
3 89,0554 -87,3851
4 -188,6080 241,9124
5 207,3870 -319,9402
6 -32,0524 168,0150

Tabela 1.1 - Valor de An e Bn

e (I

-3).

para as equacgdes (I.2)
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Definiram-se nas equagldes (3.22) os coeficientes

. . m ndo:
313 como sendo

)
0

p/ i,J = t,f

substituindo os valores de g; € 95 de acordo com as equagdes

(I.2) e (1.3), e apdés a integracdo obtém-se:

12
- 2 {n) ,2n
ay, =T § Ctt Z (1.4)
n=20
18
- _ 2 (n) .n
R A R A (1.5)
n=20
12
.2 {n) .n
L (1.6)
n=0
sendo os valores de Ctt‘ th, Cff dados na tabela I1.2.
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o ol
0 1,9761 1,9735 1,9710
1 11,4870 -2,2166 -4,4277
2 7,7086 21,6051 34,4952
3 15,0143 -69,3133 -165,7321
4 280,1207 196,3000 626,3926
5 -1099,7200 -406,2608 -2144,4651
6 3418,9795 644,9350 7043,4169
7 -7686,9237 -408,9569 -19003,2198
8 12794,1279 -159,6927 37853,3028
9 -13185,0403 -988,9879 -52595,4681

10 7868,2682 4266,5487 48079,2948

11 -1740,2463 -2997,1408 -25980,1559

12 124,1360 --6050,7849 6334,2425

13 8855,3615

14 3515,4345

15 -11744,1116

16 4727,9784

17 1695,6087

18 -845,8958

Tabela 1.2 - Valores dos coeficientes C C

it tf’c

ff
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APENDICE II

CALIBRACAO DO ELEMENTO ESCALAR EM REGIME PLASTICO

Na equacgdo (3.45) introduziu-se um escalar f. Aqui pro

cura-se mostrar a influéncia deste pardmetro nos resultados.

Analisa-se uma chapa conf. figura (II.17), submetida
apenas a tensdo normal o , em E.P.D., e compara-se com outra
com mesmas dimensdes e histéria do carregamento, conectada a
apenas um elemento de mola e ajusta-se o parametro f de for

ma a tornar a solugdo o mais préximo da solugdo do continuo.

Dados do EXEMPLO

a/t = 0,5 t = 1cm
3 E = 210000 Kgf/cm®

e =g.,.=2.333 x 10

Y y/E 5, 490 Kgf/cm?
h = 0.0

E
o - 3.333 x 1073, E

°max ) ’

L = bt

A tensdo g foi incrementada de
até que se atingisse o valor 1i-

mit )
& Oopax
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Figura IT.1

S3o testados valores de f igual a 0.2, 0.4 e 1.0,

as figuras (I1.2) e (II.3) mostram a comparacgdo.

so- T T T ] T : . '
4o £1504 5 f02-, e —
"":- — T —.:f= "
[~} - 4 b~
T f-02 ~fi10 1 -y | (T <Fro
w < 3 -
20+ >
2t 1
10} |
s CONTINUQ ‘ 1 — — - CONTINUO
1 i 2 2
o] 1 1 1
e 50 o ko 200 G §5 100 150 200
E6/(0H) ES/(a,4)
Figura (I1.2) Figura (II.3)

Pode-se ver que a melhor aproximagdo para f é 0.4, €
claro gque para outros valores de h/E e outros tipos de carre-
gamento f pode variar, entretanto PARKS [3.14] argumenta que
este valor pode ser generalizado, e gque obteve bons resultados

mesma quando a flexdo predomina sobre a tensao axial.
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