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FORMULACAO HIERARQUICA DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS :
REFINAMENTO AUTO-ADAPTATIVO VERSAO P APLICADO

A PROBLEMAS DE ELASTICIDADE
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Orientador: Luiz Landau

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho tem por objetivo apresentar um esquema
auto-adaptativo versdo p do Método dos Elementos Finitos para
andlise de erros a-posteriori e refinamento automdtico na resolu
¢do de problemas de elasticidade estdtica linear.

Utiliza-se a formulagdo hierdrquica do método, e 0 re-
finamento seletivo de polindmios é feito automaticamente através
de procedimentos iterativos, baseado na.distribuigéo de indicado
res de erro.

Como aplicagdo sdo apresentadas andlises de problemas
de elasticidade plana, flexdo de placas e cascas. Os resultados

obtidos sdo comparados com solugdes analiticas.
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HIERARCHICAL FORMULATION OF THE FINITE
ELEMENT METHOD: P VERSION SELF-ADAPTIVE REFINEMENT

APPLIED TO ELASTICITY PROBLEMS
Fernando L.uiz Bastos Ribeiro
December, 1986

Chairman: Luiz Landau

Department: Civil Engineering

This work is concerned with the development of a p
version self-adaptive scheme of the Finite Element Method for
a-posteriori error analysis and automatic refinement, in the
resolution of linear static elasticity problems.

Utilizing the hierarchical formulation of the method,
the selective polynomial refinement is performed by means of
iterative procedures, according to an error indicator
distribution,

As for the application of such methodology, analyses
of plane elasticity, plate bending and shell problems are
presented. The obtained results are compared with analytical

solutions.
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CAPITULO 1

INTRODUCAOQO

Os estudos de NAVIER [40], MAXWELL [41], CASTIGLIANO
[42], Lord RAYLEIGH [43] e RITZ [44] entre outros, datando do fi-
nal do século XIX, formam a base do que hoje se chama andlise es-
trutural. Desde entdo, importantes ferramentas matemdaticas tém si
do desenvolvidas paralelamente. A introdugdo de métodos~ matri-
ciais na andlise estrutural culminou com o desenvolvimento dos
computadores digitais no infcio dos anos 50. As primeiras aplica-
¢des envolviam apenas estruturas reticuladas (LIVESLEY [45]), mas
a crescente necessidade de estruturas mais leves, tais como as
encontradas no inddstria aerondutica, conduziu ao desenvolvimento
de métodos numéricos que pudessem ser utilizados nas andlises de
problemas mais complexos. Dentre os pioneiros, pode-se citar AR-

GYRIS [46], TURNER [47] e CLOUGH [48].

0 Método das Diferencas Finitas foi originalmente o mé-
todo mais popular, mas nos dias de hoje o Método dos Elementos Fi

nitos (MEF) é reconhecido como sendo a técnica numérica dominante.

0 MEF (SPOONER {49]) é uma extensdao do Método de Ritz,
base dos métodos variacionais, e pode também ser associado ao Mé-

todo de Galerkin.

Una desvantagem dos métodos variacionais € que estes

nao fornecem informagdes a respeito do erro associado as aproxima



¢O0es obtidas. A confiabilidade dos resultados € na verdade ques-
tdo fundamental -do MEF, e vem sendo recentemente motivo de pes-
gquisas no sentido de se criarem procedimentos automdticos de es-
timativas de erro e refinamento de uma solu¢do. Importantes tra-
balhos nesta drea tém sido publicados desde 1978,e em 1984 reali
Zou-se eﬁ Lisboa, Portugal, a primeira conferéncia internacional
totalmente dedicada aos temas andlise de erros e adaptatividade;
International Conference _on Accuracy Estimates and Adaptive Re-
finements in Finite Element Computaticns (ARFEC[50]). Trabalhos
como 0s de BABUSKA e RHEINBOLDT [9,51,521 e GAGO [4 ] deram con-

siderdvel impulso ao desenvolvimento do assunto.

Dentro do contexto de procedimentos auto-adaptativos,
a formulagdo hierdrguica do MEF, cuja primeira utilizacdo se a-
tribui a ZIENKIEWICZ [ 2 ], desempenha um papel fundamental ©pois
suas caracteristicas a tornam extremamente adequada para tais ti

pos de metodologia.

Apresenta-se neste trabalho um esquema auto-adaptativo
do MEF, com medidas de erro a-posteriori e refinamento polinomi-
al para resolugdo de problemas de elasticidade estdtica linear.
Utilizando-se formulag¢do hierdrquica, o refinamento seletivo de
palinBmios é feito automaticamente através de procedimentos ite-

rativos, baseado na distribuigdo de indicadores de erro.

No Capitulo II deécreve—se 0 MEF de maneira geral, in-
t~oduzindo-se os conceitos de refinamento de polindmio {(p), ma-
Tha (h) e ﬁe aproximagdes hierdrquicas. Apresentam-se exemplos de
fungdes de interpolagdo hierdrquicas em 1 e 2 dimensdes, para os

dois tipos de refinamento mencionados acima.



No Capitulo III procurou-se estudar alguns aspectos re
lativos & andlise de erros. Definem-se medidas de erro a-priori’
e a-posteriori, fazendo-se a distingdo entre estimativas e indi-
cadores de erro; Utilizando a formulagdo hierdrquica obtém-se me

iidas de erro a-posteriori, segundo a norma de energia.

No Capftulo IV apresentam-se as caracteristicas de um
processo auto-adaptativo, e descreve-se em linhas gerais o pro-
grama para andlise de erros e refinamento automdtico VErsao P,

desenvolvido neste trabalho.

0 Capitulo V contém as aplicagdes do refinamento p-hie
rarquico nas analises de problemas de elasticidade plana, flexado

de placas e cascas.

No Capitulo VI encontram-se as conclusdes baseadas nos
resultados obtidos, bem como sugestdes para pesguisas futuras e

continuidade do presente trabalho.



CAPITULO 1II

0O METODO DOS ELEMENTOS. FINITOS

E APROXIMAGCOES HIERARQUICAS

1.1 - O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

No decorrer dos Gltimos 25 anos. o Método dos Elementos
Finitos (MEF) tornou-se uma ferramenta largamente utilizada na

resolugdc por computador de complexos probiemas em engenharia.

0 MEF consiste basicamente em aproximar uma funcdao ¢
satisfazendo a uma determinada equagdo diferencial em um domi-
nio f (Figura II.1), juntamente com certas condigdes impostas

no contorno T do dominio (= T1+ FZ):

b +p=0 em @ (11.1)
Mo = 0 em T, {(11.2)

NG +q=0 em T

onde L, M e N sdo operadores diferenciais, p e q independem de
¢ e,{I1.2) e(11.3) sdo respectivamenté:as condigdes de contorno

essenciais (homog&neas agui no caso) e naturais.



Figura II.1 - Dominio © e contorno I' de um problema

bidimensional
Em um problema deste tipo, a equag¢do integral,
J(L_qa + plvd = 0 (11.4)
2
deve ser satisfeita para todas as fungdes v pertencentes ao es
paco H de funcgdes suficientemente bem comportadas tais que " tor-:

nem possivel o cdlculo da integral (II.4).

0 problema de se encontrar uma fungdo ¢fsatisfazendo

as condigdas de contorno (I1.2)e (I1.3) tal que,



J (Ld + plvda = 0O , Yv € H (11.5)
Q

constitui a formulagdo variacional (BECKER [1]) do problema defi

nido por (I1.1), (I1.2) e (II.3).

No presente trabalho estuda-se a classe .de problemas
regidos por equagdes diferenciais elipticas lineares-.e indepen-
dentes do tempo, tais como problemas de elasticidade estdtica 1i

near.

Sendo L um operador linear eliptico (REKTORYS [11]) de
ordem 2m, a integragdo por partes (teorema de Green) da primeira

parcela de (II.5) fornece a expressao:

J vipde = B(d,v) + { NpMydT (11.6)
Q r

onde B(¢,v) é uma integral no dominio envolvendo produtos das
derivadas de ¢ e v de ordem m, e os operadores M e N possuem de-
rivadas de ordem 0,1,2,..., m=1 e m,m+1,...,2m-1 respectiva-

mente.

Da substituicdo de (II.6) em (II.5) e introduzindo-se
as condigfes de contorno {com v satisfazendo as condigdes essen-

ciais homogéneas), resulta:

B{dp,v) + J pvdR - J gMvdl = 0 , ¥v € H* (I1.7}
Q T,



sendo H* o espacgo das fungdes suficientemente suaves para permi-
tirem o cdlculo das integrais (II.7)}) e que satisfazem as condi-
¢0es essenciais homogéneas. Esta expressdo representa a "forma
fraca" da formulacdo variacional (II.5), e tem a vantagem de re-
guerer uma ordem de continuidade inferior para a so]ugaox@f Em
problemas de e]asticidadé, esta formulagdo corresponde a utiliza
¢do do principio dos trabalhos virtuais e a minimizagdo do fun-

cional de energia.

No MEF o dominio é discretizado (Figura I1.2) e procu-

ra-se uma solugdo aproximada ¢ na forma,
- - n
¢~ ¢ = E _Nia. = N a (I1.8)

sendo ay as incdgnitas do problema e N1 as funcgdes de interpola-

¢do definidas de tal modo que,

1 para o nd j=i

N.={ i = 1,2,...,n (11.9) .

1 - . .
0 para o0s nds j % i
sendo n o numero de pontos nodais.

Tal caracteristica das fungdes de interpolagdo faz com
que seja atribuido as incdgnitas a; o significado fisico de valo

-

res da fungdo aproximada ¢ nos nos,

b, = a. , i=1,2,...,n | (11.10)



elemento generico e

Figura II.2 - Discretizagcdao do dominio © em elementos finitos

Empregando o Método de Galerkin, introduz-se a aproxi-
macao (II.8) em (II.7}, fazendo com que esta igualdade seja vali
da para n fungfes v € H* escolhidas de tal modo que,

v. = N. , i=1,2,...,n (I1.11)

obtendo-se entdo n equagdes lineares com n incégnitas:

B(¢,N1) + J Ddeﬂ - J qMNidQ = 0., i=1,2,...,n (I1.12)
Y F2
ou na forma matricial,
= f (11.13)})



sendo

H

LN L) ) i, = 1,2,...,n (I1.14)

os coeficientes da matriz de rigidez K ., 3, 0 vetor de incdgni-

tas nodais e f o vetor de forgas,

f1 = J qMNidP - J pNidQ s i=1,2,...,n (I1.15)
F2 Q

0 sistema de equagdes (II1.13) € obtido somando-se as

contribuig¢des individuais de cada elemento,

e e
K.. = £ K:. , f. =T f. , (11.16)
1] e 1) 1 o 1
com KS. e fS dados por,
1] 3.
K$J = Be(Ni,NJ) . f? = J qMNidr -J pNidQ (I1.17)
TeCF2 Re

IL.2 - FORMULACAO HIERARGQUICA DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Fungdes hierdrquicas foram primeiramente introduzidas
com o objetivo de se criarem elementos que parmitissem a transi-
cdo entre regibes com aproximagdes de graus diferentes (ZIENKIEWICZ
[2]). O procedimento usual no MEF é definir as fungdes de inter-
polacao N1 {(ver equacdes II.8 e II.9) de maneira que estejam as

sociadas a incdgnitas a{ que representem os valores da aproxima
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cao $ nos nés. Tal caracteristica faz com gue aproximagdes de or
dens diferentes tenham fun¢d2s de interpolagdo completamente 912
tintas. No entanto, é possivel definir fungbes de interpolagao
hierdrquicas, no sentido de que guando introduzidas na aproxima-
¢do $ ndo alterem as fungdes Ni (i = 1,2,...,n) pré-existentes.
Neste caso, as incdgnitas a, (i > n) associadas a estas funcgdes
hierdrquicas ndo mais terdo o significado fisico de valores no-

dais da fungdo aproximada.

Se uma solugdo com n graus de liberdade €& refinada

hierarquicamente através da introdugdo de novas varidveis 3

- n+m
b 151 Ni2i = Npim 2nem (11.78)
obtém-se o sistema de equagdes:
r|~<_.n+m’n+mn-a..n+m = f..n+m (11.196)
ou,
~ | - p r f \
~nn 1 ~nm An ~n
| | L
——— g - - = & == = e — — (I1.19b)
[ .
Emn [ Emm 2n ~Mm
L | - L J

no qual a matriz K e o vetor f permanecem inalterados. Deste
modo, as matrizes correspondentes a um nivel de aproximagdc ante

rior sdo mantidas e ndo precisam ser recalculadas.
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Este sistema de equagdes

pode ser resolvido através do

seguinte esquema iteraiivo (ZIENKIEWICZ [12]):

k _ -1 , k-1
Sm T Emm (im - ﬁmn &n )
k _ -1 -k
2n T Rnn (in - Knm )

onde uma prim@ira aproximagdo para

original do problema com n graus

0 -1
n ~nn fvn

Tow

Existem basicamente duas

to de uma solugdo:

refinar a malha através da

i)

res.

ii) aumentar o grau dos polindmios usados,

(I[.20)
1,2,...,3

(I1.21)

a, pode ser dada pela solugdo

de liberdade,

(I1.22)

alternativas para o refinamen

introdu¢do de elementos menog-

introduzindo-se

novos modos de deformagdo, como por exemplo no caso de elastici-

dade.

Fstas duas alternativas sdo denominadas refinamentos h

€ p

respectivamente (Figura I1.3).

A seguir apresentam-se exemplos de fungdes hierdrqui-

cas de continuidade t% entre elementos para estes dois tipos

refinamento.

de
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(a)

L L 11 L
T LLI L L]

(b) {c)

Figura II.3 - (a) Malha original
(b) Refinamento de polindmios {(p)

(c) Refinamento de malha {(h)

II.2.1 - Refinamentn p

Define-se a versdo p do MEF como sendo o enriquecimen-

to do espago solugdo através da introdugdo de novas fungodes de

interpolagdo N; de modo a se aumentar o grau dos polindmios usa-
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dos {GAGO [4]).

Em um elemento unidimensional, as aproximacgdes linear,
quadrdtica e cdbica (Figura II.4) escritas em termos das coorde-

nadas locais r sdo dadas por:

i) aproximagdo linear: ¢ = Nija, + Nya, (I1.23)
N1 = (1-r)/2
(I1.24)
N2 = (1+r)/2
ii) aproximagdo quadrdtica: ¢ = NjajtN,a,+Nsa, (I1.25)
N1 = r{1-r)/2
N2 = r(1+r)/2 : (11.26)
N3 = (1-r)(1+4r)
iii) aproximagdo cdbica: $ = N1a1+N2a2+N3a3+N4a4 (11.27)

N4= 9/16 (1-r)(r+1/3)(r-1/3)

No= 9/16(1+r) (r+1/3)(r-1/3) : (II.28)

N3=27/16(1+r)(r—1/3)(r—1)

N,=27/16(1-r)(r+1)(r+1/3)

4
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Nl NZ N 1 : N 3: Nz
' I XK X T
| i ! |
| 2 |‘!!!!==1;==!!!!~2
re=-7 r=l r £ -l r=0 rei i

{a) (b)

Figura I11.4 - Fungfes de interpolacdo standard unidimensionais:
{a) linzares
(b) gquadrdticas

{c) cldbicas

Observa-se que guando se passa de um grau para outro
subsequente, obtém-se fungdes de interpolagdo totalmente diferen
tes. Estas fungdes, construidas de modo a atribuirem as incégni-
tas valores nodais da aproximagdo & sdo aqui denominadas fungdes

de interpolacdo standard.

Pode-se obter para este mesmo elemento uma aproximagao

hierdrquica quadrdtica do tipo,
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o = Nja, + Nya, + Niag (11.29)

onde N, e N, sdo as funcdes lineares de (I1.24) e N, é uma fun-
¢do hierdrquica do segundo grau satisfazendo as condig¢des N3'= 0
em r = *1 , para que seja mantida a continuidade C° entre elemen

tos. Toda fungdo na forma,

N3 =a (1-r)(1+r) (I7.30)
onde o« é um parametro real qualquer, satisfaz a estas condigdes.
Escolhendo-se por sihp]icidade a=1 tem-se a funcgdo hierdrquica
quadrdtica,

N, = (1-v)(1+r) ' (11.31)

Neste caso, pode-se relacionar a incdgriita hierdrquica

ay as incdégnitas nodais a; e a, em (I1.29):

2, = ¢ -3 (a,+a,) (11.32)

Para se obter uma aproximagdo hierdrquica clbica basta

somar o termo Nja, & aproximagdo (11.29),
¢ = Nja, + Nya, + Njag + Nya, (I11.33)
sendo N4 uma fungd@o clbica que se anule em r=x1. Selecionando-se

por exemplo uma destas fun¢des para a qual qu/dr =1 em r=0,

obtém-se a fungdo clUbica hierdrquica,
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N, = r(1-r2) (I1.34)

sendo a incdgnita hierdrquica a4' associada a esta fun¢do igual

(a, - ay) (I1.35)

A Figura II1.5 ilusira as aproximagdes hierdrquicas qua
drdtica e cibica. Deve-se observar que ndo é necessdrio associar

nds as fungdes hierdrquicas.

N, Ns Nz

W =>=<0 1 —
t 2 1
re-=-| r=1

A
¢ = Nyay+ Npay+ Nyaz+ Naag

Figura 11.5 - Aproximagdes hierdrguicas unidimensionais:

(a) quadrdtica (b) cubica
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Procedendo de maneira semelhante pode-se construir fun

gbes hierdrquicas de graus superiores.

Analogamente ao que foi feito para o caso unidimensio-
nal, obtém-se aproximacgdes hierdrquicas para um elemento bidimen
sional de coordenadas Tocais r e s (Figura II.6). Sendo a apro-

ximagdo Dilinear dada por,

.4
b= 1 N, (11.36)

com,

N, = 1/4 (1+r) (1+s)

1

N2 = 1/4 {(1-r) (1+s) (11.37)
Ny 5 1/4 (1-r) (1-5)

Ny = 178 (14r) (1-5)

a aproximacdo guadrdtice hierdrquica tem a forma,
~ 4 8
b=z Noa, + I HN.a, (11.38)

sendo Ni (i=1,2,3,4) as funcgdes de (I11.37) e Ni (i1=6,6,7,8) as

fungBes hierdrquicas associadas aos lados do elemento:

Ng = 172 (v2-1) (1+5)
Ng = 1/2 (s%-1) (1-r) (11.39)
N, o= 1/2 (rP21) (1-s)
Ny, = 172 (s%-1) (1+r)
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Para a aproximacdo hierdrquica cubica tem-se,

4 8 1
R Nia. + I Nia. + Iz Nja. (11.40)

com Ni (i < 8) dadas por (I1.37) e (11.39) e Ni (i = 9,10,11,12)

iguais a:

1l

176 (1+s) (r3-r)
176 (1-r) (s°-s) (11.41)
176 (1-s) (r3-r)

= 1/6 (1+r) (s3-s)

Para estas fungdes, as incdgnitas hierdrquicas relacio

nam-se as incdgnitas standard de maneira semelhante ao caso uni-

dimensional. Por exemplo, no lado 2-1 do elemento tem-se:

g

1 . -
5 (a1 + az) - ¢ i {11.42)
r=0
5=1
5 [ e 1
3 [ TN t (a2 - a1) (I1.43)
r=0
s=1

As fungdes de interpolagdo definidas por (I[.37),

(I1.39) e (I1.41} garantem ap2nas continuidade ¢ entre elemen-

tos. WANG, KATZ e SZABO [5] desenvolveram um eiemento triangular

hierdrquico de caontinuidade C1 para problemas de flexdo de pla-

cas.
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N; (i=1,2,3,4)

(a) | (b)

N; (i=9.10.1,12)

Figura I1.6 - (a) Elemento quadrildtero bidimensional
(b) Fungdes standard bilineares
{c) Funcdes hierdrquicas quadrdticas

(d) Fungdes hierdrquicas cidbicas
I.2.2 - Refinamento h
Denomina-se versdo h do MEF aoc refinamento da malha

através da introdugao de elementos menores, mantendo-se inaltera

do o grau dos polindmios usados (GAGO [4]). Na Figura II.7 apre-
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senta-se um elemento hierdrqguico unidimensional para refinamen-

to h,

As fungdes de interpolagdo deste elemento sdo dadas

por:

Ny = 172 (1-r)
N, = 172 (1+v)
1+r para r < 0
Ny = :
1-r para r >0
2(1+r) para r < - 1/2
Ny = - 2r para -1/2 < r <0 (I1.44)
0 para r > 0
0 para r < 0
Ne = 2r para 0 < r < 1/2

v

2(1-r) para r > 1/2
Observa-se na Figura I[I.7 que as incdgnitas hierdr-
quicas no refinamanto h tém o significado fisico de deslocamen

tos relativos.

Uma vez estabelecidas as fungdes hierdrquicas unidimen
sionais, torna-se fdcil a geracas de fungdes de interpolagdo pa-
ra o refinamnento h em duas dimensdes. A Figura [I.8 apresenta
uma comparacdo entre os refinamentos standard e.hierérquico de
um elemento bidimensional. 0 caso tridimensional é apenas uma ex

tensdo dos conceitos aplicados em uma e duas dimansdes.
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Fa-l reQ r=1

Figura 11.7 - Fungdes de interpolacgio hierdarquicas unidimensio-

nais para refinamento h
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"s.
i
]

__ LT
gt
FHTET7

Ng : Ng

(a) (b)

Figura I1.8 - Fungdes de interpolagdo bidimensionais para refi-

namento h:

(a) standard (b} hierdrquicas
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I1.2.3 - Vantagens da Formulagdo Hierarquica

Primeiramente, a formulagdo hierdrquica do MEF apre-
senta a vantagem de fornecer sistemas de equagdes mais bem condi
cionados do que a formulagdo standard. Isto se deve a maior orto
gonalidade entre fungdes hierdrquicas, resultando em matrizes de
rigidez predominantemente diagonais (ZIENKIEWICZ [3]). No traba-
lho de GAGO [4] encontram-se exemplos de comparagdo .de condicio-
namento de matrizes de rigidez utilizando-se ambas as formula-

goes.

A segunda vantagem da formulagdo hierdrquica é que as
informacdes correspondentes a um nivel de discretizagao sao man-
tidas quando o problema é refinado {ver equagdo I11.19}. Esta ca-
racteristica, associada a sistemas com melhor condicionamento fa
vorecem a utilizacdo de métodos iterativos de resolugdo de siste

mas de equacgdes (ZIENKIEWICZ [6]).

Uma vez definidas as versdes p e h do MEF, surge a
guestdo da necessidade ou ndo do refinamento de uma solugdo. Se-
rd visto no capitulo seguinte que a formulagdo. hierdrquica faci-

lita o cdlculo de medidas de erro a-posteriori.

Além da bibliografia referenciada neste capitulo, in-
formagdes a respeito de formulagdes hierdrquicas, bem como refi-
nanentos de malha e de polindmio podem ser encontradas no traba-

lho de CAREY e ODEN [7].
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CAPITULO HI

ANALISE DE ERROS

.71 - INTRODUCAQO

Ao empregar-se um método numérico tal como o Métaodo
dos Elementos Finitos (MEF) na resolucdo de um problema fisico,
ocorrem trés tipos de erro. 0O primeiro e mais importante é o er-
ro devido a discretizagdo, gque se traduz no ndo cumprimento .das
equacdes diferenciais que regem o problema. 0 segundo correspon-
de aos erros de truncamento ocorridos durante o cdlculo computa-
cional, 0s quais podem ser minimizados utilizando-se computado-
res de alta precisdo. O terceiro tipo de erro é causado pelassim
plificagdes envolvidas na construgdo do modelo matemdtico repre-

sentativo do problema.

Neste capitulo trata-se do primeiro tipo de erro, ou
seja, dos erros provenientes da discretizagao de um problema. Pa
ra um estudo mais criterioso da guestdo, recomenda-se a leitura
dos trabalhos de GAGO [4], CAREY [7], ODEN [8], BABUSKA (9] €

KELLY [10].

Hl.2 - MEDIDAS DE ERRO

Seja o problema linear independente do tempo definido

por,
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Lo+p = 0 em (I11.71)
Mp = 0 em T, (I11.2)
Np+g = 0 em T, (I11.3)

onde L , M e N sd3o operadores diferenciais lineares.

Como ja foi dito anteriormente, o MEF consiste em .de-

terminar uma solugdo aproximada na forma,
= n
¢ = Z N.a, . (I11.4)

0 erro associado a uma aproximagdo deste tipo & uma
fungcdo e definida como sendo a diferenca entre a solugdao exata e

a solucdao aproximada,

e = - ¢ (I111.5)

Por outro lado, a magnitude de uma fun¢gdo g definida
em um dominio @ é medida através do ndmero real [|g||, conhecido

por norma de g, com as seguintes propriedades:

vV
La)

ol =
ol

(I1I1.6}

1]
o
11
o

= g em @
Como os erros sdo fungdes, € natural que sejam medidos
por normas, tais como definidas anteriormente. Uma das normas

mais utilizadas é a de energia do erro:
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HeHE = J eLedn + J eNedT (I11.7)
Q r,

Esta norma é representativa da corre¢dc com gue as e-
quagdes (III.1) e (III1.3) sdo satisfeitas pela aproximagdo ¢, e

serd adotada ao longo deste trabalho,

Frequentemente procura-se determinar limites superio-
res das medidas de erro. Isto significa, dado um dominic discre-
tizado por uma malha de elementos finitos de tamanhos iguais a
h, estabelecer uma inequagdo {vdlida para valores pequenos de h)

do tipo (BECKER [1]),
”e”g_Chp (111.8)

onde C é uma constante dependente dos dados do problema, e p &

um inteiro que depende da fungdo de interpolagdo utilizada. 0 ex

poente p €& chamado de taxa de convergéncia com relag¢do a nor-

ma

| empregada. Se p for positivo, a medida de erro |e|] se
aproxima de zero guando o tamanho h dos elementos tende a ze-

»

ro. Diz-se entdo gque a aproximagdo converge na norma

]. 0 fato
de se ter convergéncia em relagdo a uma determinada norma nao
significa que o mesmo ocorra gquando se emprega outras normas. A
nogdo de convergéncia estd, pela prdpria definigdo, associada a

uma norma (REKTORYS [11]).

Estimativas de erro do tipo (II1.8) sdo chamadas
a-priori, uma vez que podem ser obtidas antes de se calcular a

solugdo. Por outro lado, quando avaliadas a partir 'de _informa-
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¢O0es fornecidas pela solugao aproximada, denominam-se estimati-

vas de erro a-posteriori.

T1.3. - RESIDUOS

A solucgdao aproximada introduz residuos nas equagdes

(I11.1) e (I11.3),

em § (I11.9)

= -
S o
+ o+
K] o=
1 1]
i -3

em T, ' (ITT7.10)

sendo r e &£ os residuos no dominio e no contorno Pz respecti
vamente.

E possivel estabelecer entdo uma relacdo entre os resi
duos r,E e a energia do erro He“E, considerando-se as equacoes

(I11.1), (IT11.3),(I11.5),(II1.9) e (II1.10):

Le = L{P-0) = LP-Ld = ~p-(-p+r) = -r (TT1.11)
Ne = N($-0) = NG-Nb = -q-(-q+E) = -E (111.12)
e a partir de (II1.7),
2
- [ierdn - [ ezar (I11.13
lellg = -Jcer jrsg )

Imaginando um sistema de forgas e deslocamentos, pode-
se interpretar fisicamente a energia do erro como sendo o traba-
Tho realizado pelas forcas residuais de volume r e de superficie

£ em um campo de deslocamentos definido por e.
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Com o intuito de evidenciar alguns aspectos dos resi-

duos r e £, considere-se o modelo matemdtico:

c- 2 (alx,y)ablx,y)) - 3 (alx,y)3d) + bix,y)d(x,y) +
a.x 3 X dy 3y
+ f(x,y) =0 em 8 (111.14)

ou de forma compacta,

- V-(avh) + bd + f =0 em @ (111.15)
com as condigdes de contorno,
(I111.16)
(111.17)

onde 2% é a derivada de ¢ na diregdo da normal externa ao con-

torno.

Multiplicando (111.15) por fungdes de ponderacado

v € H*¥ e integrando por partes obtém-se:

[ atvé-yvida - [ avar * [ bovaa + [ fvde = 0, vv € H
& T2 f f (111.18)
sendo H* o espa¢o das fungdes com derivadas primeiras de quadra-

do integrdvel e que se anulam em T1.

A sclugdo por elementos finitos €. gbtida introduzindo-se
em (III.18) uma aproximagdo ¢ de continuidade ¢ fazendo v = N

(j=1929--'9n):

J
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b&deQ +

[ atze-ngaa- [ anjar + |
0 J T, J Q

+ fdeQ = 0 , J=1,2,...,n (I11.19)

Supbe-se gue as funcgdes Nj sejam continuamente diferencidveis no
interior dos elementos e tenham derivadas descontinuas nas inter

faces dos elementos.

Chega-se a estas mesmas equagBes (I11.19} ponderando-
se 0s residuos r e £ no dominio e no contorno F2 respectivamente
em relagao a n fung¢gdes v = Nj:

J PN.dQ 4 f EN.AT = 0 , i= 1,2,...,n (111.20)
Q r. 9
2

0s residuos r e & sdo dados por,

ro= -V-(avp) + bd + f em Q ' (II1.21)
T
£ gt g . em F2 (II1.22)
Substituindo estas expressdes em {(III1.20) com Nj = v,
j rvdQ + j gvdl = j (-y-(ag&) + b$ + flvdQ +
9] T Y]
+ J (a2® _ q)vdr (111.23)
r, o"

e integrando por partes obtém-se,
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-~

[ rvda + [ gvar - [ atgpzvan - [ 23yar + [ bvda +
Q r g ~ an Q

+ I fvdQ + J (a%% - q)vdr =ja(2¢-2v)d9 - j qvdr +
Q FZ P:Z

+ | bovan + [ fvas (111.24)
] gy

Observe-se que,

j rvdg + j Evdl = 0 com v = N i =1,2,....,n (111.25)
2 r

2

corresponde as equagbes (III.19) e que,

j rydQ + f Evdr (111.26)
2 r,

ndao se anula para toda fungdo v € H*

Retornando a equagdo (II11.24), integrando por partes a
primeira parcela do lado direito e efetuando as integrais elemen

to por elemento tem-se gue,

-

J'rvdﬂ + j_gvdf = ;'I - E;(a2$)vdﬂi-§ f[J(a%?)]vdP +
f T, ! 9, J rogr

-~

+ zj a%%vdT ., J qudl + 3 f bhvde + Z.[fvdﬂ, Wy € H*
Vr er Jorer, g ' q, .

j 2 J 2 i i
(111.27)

- -

sendo J(a%%) =0 0 salto ou descontinuidade de a%% nas inter-

faces dos elementos.
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Finalmente, reagrupando os termos de (III.20) pode-se

escrever,

-~

j rvdQ + J Evdl = ? j[-g-(aV$) + b$ + flvdQ + Z j pjvdF
8

. J .
Q T, ; Pj¢r
+ Ej (a%%—- qyvdl’ , Yv € H* (I111.28})
chrz

Esta expressdo corresponde a formulagdo variacional do

problema:
(- V-(avd) + by + f)| + p = r em @ (111.29)
82 .
, i
amr - 4 £ em P2 (ITII.30)
onde,
(- v-(a¥d) + bp + f)| = r, (I11.37)
q.
;
e,
a
< 8.0, = 5.[d(ald :
o 3P GJ[J(aan)] (I11.32)

sendo Gj a funcdo de Dirac concentrada nas interfaces dos elemen

tos.

Observando (II1.29) e (III.30) verifica-se gue a solu-
¢do aproximada ¢ satisfazendo as condigdes de contorno em P1 cor
responde a solugdo exata do problema original com perturbagdes

introduzidas nas parcelas f e q:
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- y-(a¥$) + bp + fx = 0 em 0 (111.33)

- ) (I11.34)
sendo,
f*=f -r=f-r.-p (II1.35)
qF = q + E (111.36)

Por sua vez, de acordo com (III.11) e (III.12), o erro

€ solugdo doproblema original com r e -£ no lugar de f e q:

- V-(aVe) + be + r =0 em Q (I11.37)

e =0 em r, (I11.38)
de _

Iz = -t em F2 (ITI.39)

Na analogia com um sistema de forgas e deslocamentos,
as forgas residuais r sao compostas por uma parcela p concen-
trada nas interfaces dos elementos e por uma parte rs distribui-
da no interior dos elementos. O residuo & corresponde as forgas

de superficie em FZ.

Finalmente, de (III.25) pode-se dizer que o erro glo-

bal é auto-equilibrado, isto &,
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jr‘vdﬁ - . J EvdT (111.40)

Q FZ
ou ,

i rivda 3 pyvil = - [gvar (111.47)

i J

2. rji,rr Iy
A validade desta expressdo implica no equilibrio-glo-

bal entre  forgas aplicadas e reagdas.

.4 - MEDIDAS DE ERRO "A-POSTERIORI"

Como foi definido no item (III.2), medidas de erro
a-posteriori sdo aquelas obtidas com base na prdpria - solugdo
cujo erro deseja-se estimar. Utilizando a formulagdo hierdrqui-
ca do MEF, apresenta-se a seguir um procedimento para obtencdo

de medidas de erro a-posteriori (ZIENKIEWICZ [6]).

Conhecendo-se duas solugBes sucessivas, com hn e n+m
graus de liberdade, o erro pode ser estimado como sendo a dife-

renca entre estas duas aproximacgdes,

e = ¢n+m - ¢n (I111.42)

Entretanto, este erro pode ser obtido sem o recurso de

-

se calcular a segunda solugdo. Sendo ¢n e ¢n+m dados por,
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b =N a° (I11.43)
=Na +Na (111.44)

uma aproximacdo para o erro em {(I11.42) pode ser obtida com a

primeira iteragdo para a , dada pela equagdo (11.20),

T _ -1 0
an = Kon(fn - Kindn ) (111.45)

Com o resultado acima, e considerando-se a, = gg em (II11.44),

obtém-se a seguinte estimativa,

1 -1 0
o = = _ I1.4
€ Nmim 1\l~m|~<vmm(£m Emngn) (1 6)
Refinando uma solugao a_ {(com n graus de liberdade) in
troduzindo-se apenas um grau de liberdade, a energia do erro se-
rd igual a (ver equagdo III.13),

g = - J en+1rdﬂ-J e, qEdT (I11.47)

§2 F2

e

n+1l
e com a aproximagdo de €41 dada por (III.486),
e

o .
Noq (Fopq - K 30 /K s ne (I11.48)

n+i ~n+1,n<n

o valor aproximado de Hen+1HE se escreve,

2 2 _ 0 ' :
”en+1”E"‘“n+1 h Bfn+1 - £n+1,n3n)/Kn+1,n+ﬂ(- j Nn+1rd§2 B
2
- j Nn+1gdr) (II1.49)

Ty
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Mas de acordo com (III1.20) tem-se que,

™ = 0
- [ Nyqree - [ Naeq89T = Frip = Koyqonen (I111.50)

2 T2 '

e finalmente, substituindo este resultado em (II1.49) obtém-se:

2,2 042
”en+1”E::un+1 = (fn+1 - ﬁn+1,ngn) (I11.51)
Kn+1,n+1

ou,

2 2
leqeqllg mupeq = (Uglpyrd@ + JpN,,,EdT

2

)2 (111.52)

K
n+1,n+1

Estas medidas, conhecidas como indicadores de erro, po
dem ser calculadas separadamente para cada possivel novo grau de
liberdade, indicando assim onde as correcgfes seriam mais dese-
jdveis. Somando-se todos os indicadores de erro dos m possiveis
novos graus de liberdade obtém-se uma estimativa da energia to-
tal do erro:

n+m
2

e ~ 2 v, (111.53)
i=n

com p? dado por,

0,2 2
2. (fi - Ei,nin) = (IQerdﬂ + faNigdr) (I111.54)
! K. . K. .
1,1 1,1
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CAPITULO IV

PROCESSOS AUTO-ADAPTATIVOS

IV.1 - INTRODUCAO

Processos auto-adaptativos em elementos finitos (GAGO
[13,14]) sdo algoritmos capazes de minimizar 0$ erros associados
a uma solugdo. Diferem dos programas usuais do MEF por possuirem
rotinas de andlise de erros (normalmente andlises a-posteriori)e

de refinamento seletivo, baseado na distribuicao de erros.

0s programas auto-adaptativos empregam medidas de erro
locais (indicadores de erro), que servem para apontar as regides
da malha de elementos finitos com maior caréncia de refinamento,
e medidas g]oba{s {estimativas de erro), que fornecem informa-
¢des a respeito da necessidade ou ndoc de se methorar a solugao.
Estes programas podem utilizar refinamento de malha (versdo h)ou
de polindémio (versdo p). A eficiéncia do tipo de refinamento (h
ou p) depende das caracteristicas do problema analisado (BABUSKA
[15,16]), mas BABUSKA e OORR [17] mostram em seu trabalho que a

combinagdo de ambas estratégias fornece melhores aproximag¢des.

0 fluxograma de um programa de elementos finitos auto-

adaptativo pode ser visto na Figura IV.1.
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Introdugdo de dados

do problema

J

Geragdo do 19

modelo de andlise

|

Geragao de novo

modelo de andlise

(Refinamento seletivo)

Resolugdo numérica
do sistema de

equagdes resultante

|

Andlise de erro

Estimativa do

erro fora da baseada nos resultados

tolerédncia pré | correntes ("a-posteriori")

-especificada
Estimativa do erro
dentro da tolerdncia
pré-especificada
Fim da andlise
Figura IV.1 - Fluxograma de um programa de elementos finitos

auto-adaptativo
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IV.2 - UM PROGRAMA AUTO-ADAPTATIVO VERSAO P

Com os conceitos apresentados, desenvolveu-se neste
trabalho em linguagem Fortran um programa auto-adaptativo versdo
p do MEF para andlise de problemas de elasticidade estdtica 1i-

near, tais como estado plano, flexdo de placas e cascas.

0 programa utiliza os indicadores e estimativas de er-
ro apresentados no Capftulo III {(ver equacgdes III.53 e II11.54), e

segue exatamente o fluxograma da Figura IV.1.

Uma vez obtida a primeira solugdo para o problema ana-
lisado, sdo calculados os 1nd1cadore§ U para cada grau de liber-
dade passivel de introducdo e a estimativa HeHE-do errc. Se esta
estimativa se encontrarfora da tolerdncia e fornecida como dado
de entrada, os va]oreé ¥ sao comparados com uma. fragdoe y , tam-
bém pré-especificada, do maximo valor dos indicadores, e serdo
refinados todos os graus de liberdade para 0s quais >y Es-
te prcecedimento é repetido até gque se obtenha um erro menor do
que a tolerdncia e fornecida ao programa. Apdés sucessivos refina
mentos uma distribuigdo aproximadamente constante de indicadores
K serd atingida. Obviamente, quanto mais refinada a malha inici-
al, mais rapidamente esta situacao serd atingida. Neste estdgio,
de distribuigao. aproximadamente uniforme de indicadores, a ma-
Tha serd 6tima no sentido de que para o numero de graus de liber

dade correspondente tem-se a energia do erro minima.

Descreve-se a seqguir as principais caracteristicas do

programa.
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Iv.2.1 - Introducdo de Dados

Além dos dados gerais do problema, sdo fornecidos o pa
rdmetro y e a tolerdncia ¢ do erro, que definem respectivamente
os critérios de refinamento e parada do processo. Deve-se também
fornecer a opgdo de refinamento que se deseja, correspondendo a

um dos trés seguintes casos:

i) OPCAQO 1: refinamento do 12 para o 22 grau
ii) OPCAO 2: refinamento do 29 para o 32 grau

iii)-OPCAO 3: refinamento do 12 para o 32 grau
IV.2.2 - Matriz de Rigidez de Elemento

As Figuras [V.2 e IV.3 mostram esquematicamente 0 ele-
mento hierdrquico plano de 4-12 nés (ver também Figura II1.6), i-
soparamétrico, implementado no programa. 0 elemento de casca po-
liddrica (ZIENKIEWICZ [18]) é obtido através da superposicdo dos
efeitos de membrana e de flexdo, na gual utilizou-se a teoria de

Mindlin (HINTON [19]).

Com as fungdes de interpolagdo Ni das equagdes (I1.37),
(I1.39) e (I1.41), as aproximagdes para os deslocamentos sdo da-

das por,

- J

¢ = ¢ N.oa. (IV.1)
com j variando de 4 a 12. Deve-se observar que as incdgnitas

a, (i>4) ndo mais terdo o significado fisico de deslocamentos

nodais.
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XY ,XYZ - Sistemas Globais
de Referéncia

ta) (b)

Figura IV.2 - (a) Elemento de estado plano

(b) Elemento de flexdo de placas

1 W [}
/ A
/ / N / o
I :
5]
X'Y'z' - sistema Local * z w/ Y
de Referencia :
w? v %, “ax
/

XYZ - Sistema Global z! NE ' \U
de Referéncia If X! \ Oy

Figura IV.3 - Elemento de casca bo1iéd;1ca
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Efetuando a integracdo numérica de Gauss (BATHE [20])

obtém-se a matriz de rigidez de elemento Ee s

ST
Enn | ﬁnm
|
K€ = |- = — 71— — = (IV.2)
KE Kk
~Mmn ~mm
L | i

onde n e m vreferem-se respectivamente aos graus de liberdade

da malha inicial e aos graus de Tiberdade a serem refinados.

Utiliza-se integragdo 2x2 no casc da opgdo 1 de refina
mento e 3x3 no caso das opgdes 2 e 3. Em placas e cascas, as fun-
¢0es de interpolagdo para os deslocamentos e as rotagdes sdo exa
tamente as mesmas, e as deformagoes devidas ao esforgo cortante
sao consideradas. No caso de placas e cascas finas a integracgado
deve ser reduzida a fim de evitar o locking da matriz de rigi-
dez, isto é, o0 excesso de rigidez causado pela integragdo exata
que faz com que se obtenham deslocamentos bem menores do que 0S
verdadeiros (HUGHES [21]). Este efeito se faz notar principalmen
te quando a solucdo € linear e por este motivo deve-se preferen-
cialmente utilizar -a opgdo 2 de refinamento nas andlises de pla-
cas e cascas finas. Neste (ltimo caso, a integragdo 3x3 é exata
para a solugdo quadrédtica e reduzida para a cibica (PUGH [22]) e
os efeitos de locking que possam surgir, bem menos acentuados do
que no caso linear, serdo rapidamente corrigidos pelo refinamen-

to.

Estas matrizes sdao armazenadas e seus coeficientes serdo

utilizados a medida em que forem necessdrios.
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IV.2.3 - Solugdo Inicial

A primeira solugdo gﬁ com n  graus de liberdade cor-
respondente a maltha inicial € obtida resolvendo-se o0 sistema de

equagdes:
K al=f (Iv.3)

sendo K . obtida a partir dos coeficientes das submatrizes ﬁﬁn_dee1g
mento. A nivel de elemento, o indice n refere-se aos graus de
liberdade dos ndés i<4 . nas opgles 1 e 3 de refinamento e aos
nés i<8 na opgdo 2.

Para a resolucdo do sistema (IV.3) emprega-se o método
direto de Cholesky {CRISFIELD [23]), com a matriz K, armazenada
em perfil, Depois de.reso1vido este sistema, Enn é armazenada na

forma triangularizada para posterior utilizagdo na obtenc¢ao de

novas solugbes, caso haja refinamento.

IV.2.4 - Indicadores e Estimativa de Erro

Apdés a obtengdo de cada solugdo g,, com n graus de
liberdade, sdo calculados os indicadores de erro segundo a equa-
¢ao (IIl1.54) para o i-ésimo dos m possiveis novos graus de 1i-

berdade,

. . a
us = R ntl. < i < n+m (Iv.4)
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sendo ii o vetor de cargas nodais equivalentes correspondentes

as novas diregdes introduzidas hierarquicamente, 5i n € Ki i ob-
H L

tidos a partir das submatrizes de elemento 5§n e k&

~mm "
Somando os m indicadores obtém-se a estimativa do erro
dada pela norma de energia (ver equacgdo III1.53}.
n-+m
lellz = = W (1v.5)
1=n+1
Se esta medida for maior do qgue a tolerancia € 0 pro-
blema serd refinado introduzindo-se os graus de liberdade maio-
res ou iguais a uma fracdo y do mdximo indicador de erro,
(IV.6)

.o
u] - Y“max

IV.2.5 - Solugdes Refinadas

Decidido o refinamento, torna-se necessdrio resolver o

sistema de equagdes:

e ] )
~nn !} ~nm 2n - ~1
I
R R B AR (IV.7)
]
ﬁmn I 2mm 2m L Lm
L | B e

onde 'n refere-se aos graus de liberdade da configuragao inicial

da malha e m as novas dire¢des introduzidas.

Este sistema € resolvido através do procedimento itera
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tivo descrito no capitulo II (equagfes 11.20 e I1.21},

k -1 k-1
2n = Ko Ba - Kundn ) (Iv.8)
k = 1 ,2’ !\]
k -1 k ¢
2n  Kon (L - Konlg) (IV.9)

onde a primeira iteragdo para - é dada pela solugdo corrente
an referida aos n graus de liberdade iniciais, ou seja, pela

solugdo corrente para os deslocamentos nessas direcgdes.

Observe-se que as equacOes (IV.8) e (IV.9) correspon-
dem para cada valor de k a dois sistemas de equagdes, com m

e h graus de liberdade respectivamente,

k -1 k-1
_ *
2n Kom (£ - fr ) (IV.10)
5 = kb e fE) (IV.11)
~nN ~Nn ~n ~N *
nos quais as parcelas,
k-1
~ k-1
£ 7 Kpndn (1v.12)
e,
X k
v = Komdn (1V.13)

sdo obtidas a nivel de elemento.

Estes dois sistemas, assim como € feito para a solugao

inicial, sdo resolvidos pelo método de Cholesky, com Enn e Emm
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armazenadas em perfil. A matriz Enn ja foi triangularizada quan-
do da obtengdo da primeira solugdo, reduzindo portanto os gastos
computacionais na resolugdo do sistema {(IV.11). Obviamente a ma-
triz Emm s6 é triangularizada na primeira iteracao (k=1), perma-
necendo armazenada nesta forma até o fim do procedimento iterati

vo. 0 critério de convergéncia deste procedimento é dado por,

(Iv.14)

sendo Aa

I
Y
1
%)
@
it
"
o
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CAPITULO V

APLICACOES

V.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo apresentam-se exemplos de resolugdo de
problemas estdticos lineares de elasticidade, utilizando-se 0
programa auto-adaptativo do MEF desenvolvido neste trabalho (RI-
BEIRO [24]). Faz-se um estudo da convergéncia das solugdes des-
tes problemas, ilustrando-se o refinamento p das malhas corres-

pondentes.

Apresentam-se exemplos cldssicos de elasticidade pla-
na, flexdo de placas e cascas, sendo 0s resultados comparados
com solugdes analiticas. Por Gltimo, realiza-se a andlise de dis-
tribuigdo de tensdes em uma junta tipica de estruturas offshore
(LANDAU [25,26]), obtendo-se os fatores de concentragdo numérico

e empirico.

Em todos os exemplos adotou-se uma tolerdncia e para
a norma He”é do erro,da ordem de 1071°, a fim de evidenciar 0
cardter estacionadrio da solucgdo apdés ser atingido um determinado

ndmero de graus de liberdade.
V.2 - ELASTICIDADE PLANA

Como exemplo de problema de elasticidade plana, anali-

sou-se uma viga em balango submetida a uma carga concentrada uni
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tdria na extremidade. Para efeitos de consideracdo desta carga,
aplicou-se uma distribuigdo parabdlica. de tensdes no extremo da
viga. A Figura V.1 ilustra as caracteristicas fisicas e geométri

cas do problema.

o P=1.00tf
l.. E=2x108§/m
V:0.30

L:-400m

e
—
=

h=0.40m
b=20.I0 m

Figura V.1 - V¥iga em balango

Optou-se por uma malha de 10 elementos de 4 nds, obten
do-se assim uma solugdo inicial linear. Com as solugdes computa-
das a cada passo do refinamento (opgdo 3), construiu-se o grafi-
co da Figura V.2, representando o deslocamento vertical v da ex-
tremidade da viga em fungdo do nimero de graus de liberdade. A
solugdo convergiu para um valor estaciondrio igual a 0.01999m,cor
respondente a 99 graus de liberdade, enguanto que a teoria clds=

sica de vigas fornece 0.02000m para este mesmo deslocamento,

Assim como aos deslocamentos, as tensdes também conver-
giram para a solugdo analitica, como pode ser visto nas Figuras
V.3 e V.4. As tensGes normais o, foram obtidas ao longo de uma

tinha paralela ao eixo x, distante 0.355m da face inferior da
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viga, e as tensdes cisalhantes em uma secgdo distante 2.20m da

extremidade engastada.

V/Vanalitico

1.00 4

0.90 -

0.80 1

0.704
g.1. .
—

50 60 70 80 90 100 (10 120 I30

FiguYE'V.Z _ Deslocamento vertical da extremidade da viga

| G, ttf/m?)
1200.0 4

100 0.0 1

800.0 4 _ "
- Soluggo Analttica

600.0 - X 99 Graus de Liberdade

A 44 Graus de Liberdade
4000 A
200.04
T T T T ———
1.O 2.0 3.0 4.0 ¥ (m)

Figura V.3 - Tensdes normais o,
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i Tyy (H/m?) ik

b — Solugdo Analtico

i X 119 Graus de Liberdade

40 1 ! &8 44 Graus de Liberdade
i
I
30 i
[}
a p
20 4 |
.; |
' |
; |
104 |
1
|

0.0 020 y(m}

Figﬁra V.4 - Tensdes cisalhantes txy

A Figura V.5 mostra a malha inicial e algumas etapas
do refinamento seletivo, com y=0.50. Nesta fiqura, as setas re-
presentam os graus de liberdade refinados. Note-se que o proble-
ma € refinado inicialmente na regido préxima a extremidade engas
tada, onde ocorrem as maiores tensfes, ou seja, na regido onde §é

maior a energia do erro.

Para concluir esta andlise apresenta-se na Figura V.6
as estimativas do erro obtidas. Verificou-se que para uma estima
tiva da ordem de 10'6 tanto os deslocamentos como as tensdes em
toda a viga coincidem com os resultados analiticos segundo a teo
ria cldssica de vigas, com exce¢do de uma pequena regido proxima

ao engaste (=40cm) onde surgem ligeiras perturbagdes, uma vez
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Malha Inicial:
s 44 Graus de Liberdade V'=Q0I358 m
\
N
e X
52 Graus de Liberdade VvV =0.0l7T60 m
TR SR |
§ 11 T|_
N [t
N
Nt ls]s
| 1 T
63 Graus de Liberdade V= 0.01965 m
& 4 )
Y
y. .ttt
N#i'alaialala]s
| T |
71 Graus de Liberdade V=0.01992 m
4 4 4 4 4 4 4 4 @
§ I . | 1 L [ J [ | ]
N -ttt
4 1 olalalals | alela
I N N T R — f
99 Graus de Liberdade Vv=0.01999m
Y e e e e
\ : ! L
N et ettt ol e e
4 1 & &

4
I

=

4 4 | & 4 4 4
s ===

Graus de Liberdade Quadragticos
—a Graus de Liberdade Cubicos

Figura V.5 - Refinamento seletivo
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gque as restricbfes nodais impostas ndo correspondem a uma distri-

buigédo parabdélica de tensdes cisalhantes.

2
| o9 flell,

g-1.
=

5 60 70 80 90 100 WO 120 130

Figura V.6 - Estimativas do erro

V.3 - FLEXAO DE PLACAS

V.3.1 - Placa Fina

Neste exemplo considera-se uma placa quadrada simples-
mente apoiada em todc o contorno, submetida a uma carga concen-.-

trada no centro, como mostra a Figura V.7.
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e ——— —— - i — - = -

a/2
A /

r v

;. / s P=10.00 1§
o / Ez2x108 1§ /m2
1 / ‘ Y030
‘ 0= 2.00m
- /// — n:o0.08m
/ A¢%%7 a/2 '
h _tl /// 17— - .

Figura V.7 - Placa fina simplesmente apoiada

Empregou-se a opgdo 2 de refinamento, com uma malha i-

nicial de 4x4 elementos quadradticos.

0 grdfico do deslocamento vertical W no centro da pla-
ca em fungdo do ndmero de graus de liberdade pode ser visto na
Fiqura V.8. Verificou-se que a solu¢do convergiu para 0.00499m
ao atingirem-se 231 graus de liberdade, sendo que este valor a-
presenta uma diferenca de 1% em relacdo a solugdo analitica (TI-
MOSHENKO [27]) W=0.00495m, que ndo considera as deformagdes devi

das ao esforgo cortante.

Na Figura V.9 tem-se os momentos fletores Mx (em torno
do eixo x) na secdo y=0.944m. Observa-se que para 247 graus de

liberdade estes momentos coincidem com a solu¢do analitica em



série (TIMOSHENKO [27]).

Utilizou-se y=0.50 no refinamento (Figura V.10).

W/W analitico

.00 1

0.85 4

g.l.
—— —

200 210 220 230 240 250 260 270 280

Figura V.8 - Deslocamento vertical no centro da placa

%Mx (tf /m?)
3.00 + / ,
- — Solugdo Analitica
! X 247 Graus de Liberdade
2.00 A 185 Graus de Liberdode
a4
.00 | s
|
a8 |
I - X {m)

025 050 075 1.00

Figura V.9 - Momentos Mx
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V.3.2 - Placa Espessa

Neste item apresentam-se os resultados da andlise de
uma placa espessa simplesmente apoiada, submetida a um carrega-

mento uniformemente distribuido (Figura V.11).

q
K/V/ E=2.4x10% tf/m?
v 0.30
, | E=Itf/m2
T e
)7 T T
7/ /S
/ / £
RARNEN!
nd
ﬁél j ______—q//,
Figura V.11 - Placa espessa simplesmente apoiada

Utilizando a opgdo 3 de refinamento com y=0.50 para
uma malha inicial de 4x4 elementos obteve-se o grafico da Figura
V.12, onde sdo representados os deslocamentos verticais no -cen-
tro da placa em fungdo do niumero de graus de liberdade. Obteve-
se o valor estaciondrio W=0.2215mm, correspondendo a uma diferen
ca de 0.5% em relagdo a solugdo segundo MIRANDA [28], W+=0.2205mm.

0 refinamento seletivo pode ser visto na Figura V.13,
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3 .
W - solugdo segudo a referencia [28]

i W/W;

.00 -

0.90 4

0.80 4

0.70 ~

0.60 -

T T L4 T T T T 1
B8O 100 120 140 (60 180 200 220 240

Figura V.12 - Deslocamento vertical no centro da placa
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V.4 - ANALISE DE CASCAS

Problema cldssico de estruturas espaciais, um cilindro
carregado transversalmente pode ser visto na Figura V.14, onde
sao representadas as caracteristicas fisicas e geométricas do

problema.

P: 100 tbf
R=4.953in

| =l0.35in6 _
E = 105x10 ibf/In
h=0.094in

v 03125

x| 2x2 2x3

Malhas

Figura V.14 - Cilindro carregado transversalmente

Na Tabela V.71 tem-se os resultados da andlise hierdr-
quica e aqueles obtidos utilizando-se outros elementos do tipo
standard, encontrados nos trabalhos de BOGNER [29] , CANTIN[30,31] .

o ASHWELL [32]. Pode-se observar nesta tabela que a solugdo hierdrquica pa



Tabela V.1 - Deslocamento vertical do ponto A
Bogner, For Cantim Ashwell
e e Cantin e Hierdrquico
Schmidt Clough Sabir
Numerao Numero Nimero Ndmero Nimero
Malha de Desloc.| Malha de Desloc.| Matlha de Desloc.| Malha de Desloc.f Malha de Desloc.
equagdes (in) equagbes| (in) equagdes] (in) equagbes| {(in) equacdes| (in)
1x1 48 0.0025 | 1x3 48 0.0297 | 1x1 1x1 20 0.104 390 0.1001:
1x2 72 0.0802 | 1x5 72 0.0769 | 1x4 60 0.7099 | 1x4 50 0.1106 411 0.1062
1x%3 96 0.1026 | 1x7 96 0.0987 | 2x2 54 0.0931 | 2x2 45 0.1103 435 0.1082
1x4 120 0.1087 | 1x9 120 0.1057 | 2x4 90 0.1113 | 2x4 75 0.1117 449 0.1084
2x3 144 0.1036 | 2x7 144 0.1002 | 4x4 150 0.1126 | 4x4 125 0.1129 . 465 0.1085
2x4 180 0.1098 | 2x9 180 0.1073 | 6x6 294 0.1137 | 6x6 245 0.1135 503 0.1086
3x49 | 1200 0.1128 | 8x8 486 0.1139 | 8x8 405 0.1137 529 0.1086
10x10 726 0.1139 [10x10 605 0.1137 594 0.1086

65
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Matha Inicial:

390 Graus de Liberdade 393 Graus de Liberdade
W= 0.1001 In W= 01010 in

395 Graus de Liberdade 398 Graus de Liberdade
W =0.1024 W=0.1034 in

408 Graus de Liberdade 417 Graus de Liberdade

Figura V.15 - Refinamento seletivo
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ra o deslocamento vertical do ponto A, com uma malha inicial de
4x4 elementos quadrdticos, converge para 0.1086 in, corresponden
do a um ndmero de graus de liberdade igual a 503. A solugdo ana-

Titica (TIMOSHENKO [27]) fornece o valor 0.1084 in.

A Figura V.15 mostra a evolucdo do refinamento seletivo,

tendo-se adotado y=0.25.

V.5 - ANALISE DE UMA JUNTA TIPICA DE ESTRUTURA OFFSHORE

Uma das aplicacdes do MEF no campo da engenharia off-
shore é o cdlculo de Fatores de Concentragdo de Tensdes (FCT) em
juntas tubulares. Na Figura V.16 pode ser vista uma matha de ele
mentos finitos para uma junta tipica de plataforma de perfuragao
auto-elevatdria. Como se observa nesta figura, este tipo de ana-

lise requer malhas muito refinadas.

Em Jjuntas tubulares convencionais, o cdiculo dos FCT's
pode ser feito através de fdrmulas empiricas e paramétricas
(GIBSTEIN [33], KUANG [34], WORDSWORTH [35], TORRES [36] e MENI-
CONI [37]). Entretanto, em juntas como a da Figura V.16, com ca-
racteristicas geométricas aue impossibilitam o emprego destas fdrmuias, tor

na-se necessdria a utilizacao de métodos numéricos.
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Figura V.16 - Malha de elementos finitos para uma junta tubular

tipica de plataforma de perfuragdo auto-elevatdria
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Apresenta-se a seguir a andlise de uma junta tubular

tipo X. A junta, submetida a uma compressdo P no tubo secunddrio,

€ jilustrada na Fiqura V.17.

X E/P <4722 ; V=030
£,/8,= 1.15
d,/ d,* 1.95
t,/ t,5 1.25
d/ t,= 35
£74d,:= 1.40
~. iI
~

| 7

2, di = Z
\ ! Jf'
“\ l I‘I

x

¥
>
X

Figura V.17 - Junta tubular tipo X

A malha inicial, com 32 elementos hierdrquicos, totali

za 750 graus de liberdade. Nas figuras V.18 e V.19 mostra-se a

evolucdo do refinamento seletivo (opg3o 2}, com y = 0.50.
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Figura V.18 - Refinamento seletivo
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Figura V.19 - Refinamento seletivo
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Na Figura V.20 tem-se o grdfico do deslocamento verti-
cal do ponto A da junta. Este converge rapidamente pdra um valor
estacicndrio, correspondente a um ndmero de graus de liberdade em
torno de 900. Da mesma forma, analisou-se a tensdo principal mé-
xima de compressdo no ponto C préximo a intersecdo dos tubos, e
0s resultados obtidos podem ser vistos na Figura V.21. 0 valof
estaciondrio para as tensdes ocorreu em torno de 1000 graus de 11

berdade.

1.OOT

090

‘[a

800 200 1000 1100 1218

-Figura-V.ZO - Des?bcéme%forﬁertica1 do ponto A

Na Figura V.22 representa-se a variagao das tensdes
principais mdximas ao longo da tinha C-D do tubo secunddrio, pa-
ralela a intersegdo dos tubos. Foram obtidas curvas em cinco eta
pas do refinamento, réspectivamente com 750 (malha inicial),791,
896, 1028 e 1218 (malha totalmente refinada) graus de liberdade,
tomando-se as tensdes nos pontos de integragdo mais préximos da
intersecdo. As curvas correspondentes a 1028 e 1218 graus de Ti-

berdade 530 praticamente coincidentes.
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Figura V.21 - Tensdo principal maxima de compressdo no ponto C

. 2

028 E 1218 g.1.
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Figura V.22 - Variagao das tensbes principais mdximas ao longo

da linha C-D do tubo secunddrio
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Na Figura V.23 pode-se ver a variagdao das tensdes ao
iongo da linha vertical B-C do tubo secunddrio, para um nimero
de graus de liberdade »>1000.Utilizando-se esta variacdo de ten-
sfies e as envoltdrias da variacdo limite ao longo de C-D obtém-

se por extrapolacdo os valores para a tensdo principal no ponto

E, correspondentes respectivamente as envoltdrias inferior e su- -

perior da curva limite em C-D. Tomando-se a média destes dois
valores chegou-se ao valor 12.47 para o FCT da junta, enquanto
que através da fdrmula de Smedley (TORRES [36]) para juntas tipo X obteve-
se 12.78. Como na andlise numérica ndo se havia representado 0
corddo de solda, a regido de interse¢do dos tubos apresenta um
entalhe mais critico, com uma transigdo menos suave do que aque-
Ta realmente verificada na prdatica. Assim, seria de se esperar

um valor mais elevado para o FCT obtido através da andlise numé-
rica do que o calculado através da fdérmula de Smedley. 0 fato = de-
se ter obtido através da andlise numérica um RCT ligeiramente in
ferior ao empirico pode ser creditado a imprecisfes na extrapola-
¢do das tensdes e/ou também ao fato de que o pardmetro 21/d1 da
junta se encontra fora do dominio de utilizacdo da fdormula de

Smedtley.
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Gi/€ (x10%)
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Figura V.23 - Variagdo das tensdes principais mdximas aoc longo

da linha B-C do tubo secundario
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CAPITULO VI

CONCI.USCES

Apresentou-se neste trabalho um procedimento de andli-
se, inicialmente aplicado a problemas de.elasticidade estdtica
lTinear. A finalidade deste procedimento é prover ao analista e-
conomia e confiabilidade.nos resultados. Com esta filosofia, de-
senvolveu-se uma familia de elementos finitos hierdrquicos de
4-12 nés associados a um esquema de refinamento auto-adaptativo
versdo p. O principal objetivo desta estratégia é garantir bons

resultados através do.controle da convergéncia da solugdo.

Usualmente, as malhas de elementos finitos sdo defini-
das com base em experiéncias prévias de andlises semelhantes, o
que pode muitas vezes conduzir a aproximagdes que ndc represen-
tam satisfatdriamente o problema analisado. Face a estas dividas,
0 que se faz normalmente € medir as descontinuidades das tensdes
entre elementos. Chegando-se a conclusdo de que a solugdo preci
sa ser melhorada, um enorme esforgo humano e computacional tem
que ser dispendido. Outras malhas mais refinadas devem ser gera-
das, sendo que a estas correspondem andlises complietamente dis-

tintas e independentes,

No estdgio atual de desenvolvimento em que se encontra
o Método dos Elementos Finitos, tanto no gque diz respeito aos al
goriitmos como as aplicagles, torna-se necessdrio aumentar a con-
fianga dos usudrios reduzindo ao minimo possivel a interferéncia

que este possa vir a ter no processo de andlise.
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0s resultados aqui obtidos motivam a continuidade de
pesquisas neste sentido. 0 refinamento p-hierdrquico mostrou-se
extremamente eficiente na solugdo de problemas de elasticidade
estdtica linear: estado plano, flexdao de placas e cascas, tendo-
se no entanto encontrado algumas dificuldades na adaptagdo do e-
lemento de Mindlin a este procedimento. Este e]emento; em virtu-
de de sua prdpria. formulagdo, fornece melhores resultados quando
se utiliza integracdo reduzida, principalmente em so]ﬁgées 1i-
neares de problemas de pequena espessura onde 0o efeito de
locking da matriz de rigidez é evidente. Como compatibilizar en-
tdo a integragao da matriz de rigidez contendo diferentes graus
de aproximacgao? Tentou-se utilizar integrag¢des diferentes em uma
mesma matriz, mas o procedimento 1terati&o ndc convergiu. Imple-
mentou-se entdo a opgdo 2 de refinamento, uma vez que em solu-
¢bdes quadrdticas o locking é menos acentuado do que no caso 1li-
near, e na possibilidade de ocorrerem tais efeitos, estes se-
riam rapidamente corrigidos pelo refinamento. Aplicou-se a opgdo
3 de refinamento a placa fina do item V.3.1, obtendo-se como se-
ria de se esperar, uma solu¢do inicial bem menor do que a analiz
tica. No entanto, o locking foi corrigido pelo refinamento che-
gando-se a solugdo analitica com menos graus de liberdade do que
na opgdo 2, porém com maior tempo de processamento, uma vez que
foram necessdrias muitas iteragdes para vencer a diférenga entre
a primeira e a sequnda solucdo. Para se avaliar com precisdo 05
efeitos de locking do elemento de Mindlin hierarquico, uma andli
se espectral da matriz de rigidez teria que ser feita, verifican
do-se o nidmero de autovetores (modos de deformagdo) corresponden

tes a movimentos de corpo rigido..
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Cabe aqui ressaltar a importdncia da formulagdo hierdr
quica, que por si sé justificaria sua utilizagdo. Como foi dito
no Capitulo II, é uma formulagdo que resulta em um melhor condi-
cionamento da matriz de rigidez, o que favorece a utiliza¢do de
microcomputadores ou equipamentos de menor precisdaoc do que 0©S
grandes computadores, na resolugdo de problemas com elevado nume

ro de incégnitas.

Quanto as medidas de erro, estas foram aqui obtidas em
termos de coeficientes da matriz de rigidez. Uma outra alternati
va seria calculd-las utilizando-se os residuos diretamente em
termos das descontinuidades de tensdes entre elementos, evitando
desta maneira o cdlculo antecipado da matriz de rigidez de ele-

mento.

Sugere-se para pesquisas futuras a combinagdo dos refi
namentos h e p, bem como a adaptacdo a esta metodologia de al
goritmos iterativos de resolugao de sistemas de equagdes tais
como o Método dos Gradientes Conjugados (CRISFIELD [23]), SAMU-
ELSSON [38]). Seria também de grande valia a implementacdo de um
elemento hierdrquico tridimensional para andlises de cascas que
pudesse aproximar melhor geometrias curvas. Dentro do esquema
aqui proposto, o elemento degenerado de cascas (ZIENKIEWICZ[18])

parece ser adequado para este fim.

Finalmente, a formulacgdo hierdrquica do MEF associada
a processos auto-adaptativos para a solugdo de problemas ndo=1li-
neares e transientes vem sendo atualmente objeto de pesquisas

(COFFIGNAL [39]).
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