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RESUMO

Determina-se o transiente de temperatura desenvolvi
do apbs o acoplamento de um cilindro circular oco, previamente aque

cido, com outro macigo, de material diferente.

Obtém-se em seguida o campo de tensGes principais
supondo um processo quase estdtico e um comportamento termoeldsti

co linear dos materiais. _ o

Um caso de pré-aquecimento levando a uma condigdo’
inicial de temperatura nao uniforme foi comparado com o caso uni
forme quanto d possibilidade de ocorréncia de plastificagao duran

te o resfriamento e quanto a tensao residual de fretagem.
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ABSTRACT

The temperature transiente after the coupling of a
pre~heated hollow cylinder with a solid one of different material

is determined.

The principal stresses field is then obtained
supecsing a quasi-static process and a linear thermoelastic behavior

of the materials.

One case of pre-heating leading to a non-uniform
initial temperature field was compared with the uniform one with
respect to shrinkage efficiency and the possibility of yelding of

the material during the cooling process.
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CAPITULO I

" INTRODUCAO

Seja um solido continuo em um estado inteiramente li=-
vre de tensdes a uma temperatura uniforme que serd tomada como tem-
peratura de referéncia. A esse estado chamar-se-a estado natural do

s6lido.

Agindo-se externamente sobre o sdlido pela aplicacido
quer de trabalho mecadnico, quer de fluxo térmico sobre seu contorro,
altera-se sua energia interna, alcangando entao o sdlido um novo es

tado termodinamico.

No novo estado assuﬁido pelo s6lido estabelecem-se can
pos de temperatura ¢ tensoes, intimamente relacionados, que depen -
dem das forgas externas aplicadas, da energia térmica fornecida e
das propriedades termoelasticas intrinsecas do material de que e ons

tituido.

As equagoes da termoelasticidade que relacionam ten=-
sdo, deformagao, temperatura e deslocamento sao, na sua forma mais
geral, algo complexas, tornando ardua a solugao de problemas de con
‘dicao de contorno envolvendo essas equagoes. Assim, na solugao de
problemas relativamente simples, tpdas as hipoteses aplicaveis ao
problema que concorrerem para uma simplificacao da teoria geral de-
vem ser consideradas. Algumas dessas hipoteses e sua aplicacao no

problema ora em estudo sao apresentadas a seguir,

Assim como uma variagao. da quantidade de calor em um



elemento de volume resulta em um campo de tensdes e deformagdes, um
carregamento mecanico aplicado ao elemento produz um campo de tempe
raturas. Em se tratando de aquecimentos lentos e pequenas velocida =
des de deformagdo, o termo de acoplamento meci@nico da eguagao de erer
gia, que expressa a dissipacao termoelastica, pode ser desprezado.

Chega-se assim a teoria chamada desacoplada que oferece a vantagem
de poder=-se resolver a equagao do calor independentemente do estado
de tensoes-deformagoes do solido, permitindo assim a determminecdo do

campo de temperaturas a priori.

Quando as variagOes de deslocamento ao longo de todo
o s0lido sdo pequenas, pode-se linearizar as relagdes deformagao-
-deslocamento tornando-se aplicaveis as relagdes da elasticidade 1i
near. Se nio sd os deslocamentos mas suas derivadas em relagdo ao
tempo, velocidades e aceleracoes, forem pequenas podemos dJdesprezar
o termo de inércia da equagao do movimento recaindo em uma classe
particular de problémas chamados quase-estaticos. O problema gquase-
-estitico, apesar de transiente, & modeladc como uma sucessao de es
tados estacionadrios e a equagao de movimento transforma-se em uma

equagao de equilibrio.

0 problema ora em estudo & o do acoplamento termoelas
tico transiente de dois cilindros circulares concéntricos de compri
" mento infinito; sendo um macigo e de raio a e outro oco de raios
a, e b interno e externo respectivamente (FIG. 3.a). As dimensoces
sdo referidas ao estado natural das duas pecas e a temperatura de

referéncia & a ambiente. Os dois cilindros sao constituidos de mate

riais diferentes, ambos homogé&neos e isotrdpicos.

Aplicando-se um aquecimento ao cilindro oco, © mesmo



dilata-se até que em um determinado instante o deslocamento do seu
raio interno iguala-se a diferenga a-a_. Nesse instante efetua~se
o acoplamento sem folga do cilindro macigo, ainda em seu estado na-
tural, dentro daquele.‘A partir do instante do acoplamento surge um
transiente de temperatura devido A& condugdo de calor através dos
cilindros e da interagao do cilindro oco com o méio ambiente, des-
prezados outros efeitos, e um transiente de tensdes resultante do
efeito termoelastico e da interagao mecadnica na interface de conta

to dos cilindros.

Além das hipOteses simplificadoras de carater fisico
ja citadas, todas aplicaveis ao problema em questao, algumas ou =
tras, de carater puramente geométrico, podem ser consideradas. Co-
mo o comprimento dos cilindros € infinito, nao ha fluxo térmico e
portanto gradiente de temperatura na diregdo longitudinal. Os dés-
locamentos nessa diregaoc serdo também nulos; reduzindo-se entac o
problema a um estado plano de deformagdes. Ainda quanto 3 geometria,
trata-se de um problema axissimd@trico e como tal nao haverdo gra -
dientes de temperatura e deslocamentos na diregao tangencial. Tere
mos entdo somente duas variaveis independentes a saber: a coordena

da radial r e o tempo t.

Para a determinagido do transiente de temperaturas se
ra aplicado o método desenvolvido por BULAVIN e KASHCHEEV1 para a
obtencao da solugdo da equagido de condugdo de calor em meios sec -
cionalmente homogénecos com perfeito contato térmico na interface,

O transiente de tensoes sera obtido integrando-se a

equagao dos deslocamentos radiais e aplicando-se as relagtes ten-



sao-deslocamentos da termoelasticidade linear.

Buscando ainda fazer uma estimativa inicial das con-
digoes de ocorréncia de plastificagao do material durante o proces
so de resfriamento determinou-se o campo de tensdes octaédricas ao
longo do tempo para uma avaliagao, pelo critério de Von Mises, do

ponto de plastificagao.



- CAPITULO II

0 PROBLEMA DA CONDUCAO TRANSIENTE

DE CALOR EM MEIOS SECCIONALMENTE

HOMOGENEOS

A solugao do problema de condugdo transiente em pla -
cas, cilindros e esferas, seccionalmente homogé&neos, com contacto
térmico perfeito nas interfaces e geragdo interna de calor foi obti
da por BULAVIN e KASHCHEEV1 pelo método de separacdao de varidveis e
pela construcao de uma expansdo de fungoes ortogonais para cada re-

giao homogénea,

2.1. Sobre o Método

0 método supracitado, desenvolvido por BULAVIN e KASH
CHEEV, se aplica a solugao do problema de condug¢aoc em meios compos-
tos de regices homogéneas limitadas por interfaces paralelas. E,por
tanto, aplicavel a sdlidos compostos de placas planas paralelas, ci
lindros concéntricos ou ainda esferas concéntricas. Trata-se,emqual
quer caso, de um problema unidimensional pois ﬁma inica coordenada
de distancia sera suficiente para determinar as propriedades de um

ponto de uma regiao,

Seja entao um meio composto de'm regides homogéneas.
Em cada regiac i limitada 3 esquerda e 3 direita por interfaces pa-

ralelas de coordenadas X, e X, respectivamente (FIG. 2.a), -



Fig.2b




Podemos .definir:

Ti(x,t) = temperatura na regiao i , i=1,2,...,m
To(t) = temperatura ambiente
gi(x,t) = calor gerado na regiao i (t>0) , i=l1l,2,...,m

No instante inicial existe um campo de temperaturas in

teiramente geral, da forma:

Ti(x,O) = Fi(x) y i=1,2,...,m

A A partir de t=0 o contorno em x=x, & mantido iso-

lado enquanto a superficie em x=x dissipa calor por conveccao

m+1
para o ambiente.

,
A equacgao diferencial que rege o problema sera :

) a, . BTi(x,t)
aiV Ti(X,t) + ;— gi(xft) = ___;:___ » X SXSX g s t>0 (2. 1)
i

Com as condigdes de contorno:

a). Isolamento em XxX=X,:
C 3T, (x,,t)
1+ =0

ax

b) Perfeito contacto térmico nas interfaces garantindo igualdade

de temperatura a3 direita e a esguerda:

Ti(xi+1.t) = Ti+l(xi+l't) , 1=1,2,...,m=1

c) Conservagao do fluxo térmico através das interfaces:

. BTi(xi+l,t) oy 3Ti+1(xi+1,t) 1o 1
i X i+l ax ¢ 15LrCree.




d) Dissipacao por convecgao na fronteira R=K 11t
T (x 1)
m “m+l _ _
-k ax = h[T (x_ . ,t)-T_(t)]

E a condigao inicial:

Ti(x,O) = Fi{x)

Se referirmos todas as temperaturas a partir da tempe

ratura ambiente podemos definir uma nova temperatura relativa:

ei(x't) = Ti(xrt) - To(t) (2- 2)

Que devera satisfazer entdc a equagao diferencial:

, as _Bei(x,t) :
@ V90, (x,t) + ;— g; (X, £) = -—_;;___ PR SXSXG L, B0 (2.03)
i

Com as condigoes de contorno:

a) 981(x;,%)
——————— =
ax
b) ei(xi+l't) = ei+l(xi+l't) | . 1i=1,2,...,m=-1
(2. 4)
. BBi(xi+1,t) . aei+llxi+l’t) o1 .9 o
i ax il ax ' ey
30_(x_...,t)
m “m+l’ _
a) ~ky 90X = h8 Xpe1e®)
E a condigao inicial:
Gi(x,O) = Fi(x) - TO(O) = fi(x) , i=1,2,...,m (2. 5)

A solucgao do problema, pelo método de separagao de va

- . - 1,2
riaveis, sera da forma

8;(x,t) = 21 xin(x) . Pn(t) » X SXSX,

£1%7 i=1,2,...,m (2. 6)



Esta solugdo envolve portanto uma expansao em uma sé-

rie de fungoes ortogonais (x) . Estas autofungoes foram determi-

Xin
nadas por BULAVIN e KASHCHEEV estabelecendo, a partir da equagao di

ferencial (2.3) e com o auxilio das condig¢des de contorno (2.4), o

1 2
sequinte problema de autovalores ' :

2 : 2 — s _ 7
aiV xin{x) + anin(x) =0 , X, SXLKL 0 i=1,2,...,m (2. 7}

Com as condig¢oes de contorno:

a) - d Xln(xl) - 0
ax
b) Xin(xi+l) = X(i+l}n (Xi+1] R i=1,2,...,m—1 (2 8)
dy, (x, ;) dy ,. Ax, 1)
c) k; igx i+l” _ Kl (i+lé§ ) O Y. |
dy_  (x )
St TmlT
4 km”, dx - hxmn(xm+l)
Onde B sao os autovalores correspondentes.
A solugdo de (2.7) pode ser escrita na forma:
Xin(X) = Cin ¢in(X) + Din ‘pin(X) ,- i‘=1,2'...'m (2. 9)

Onde ¢in(x) e win(x) sao duas solucdes linearmente indepen-

dentes da equagao diferencial (2.7).

As 2m constantes Cin © Dy, » i=L,2,...,m sao obti
dos a partir das 2m equag¢des lineares homog@neas obtidas das condi-
goes de contorno (2.8). Os autovalores By sdo determinadas pela
equagao transcedental que exprime o fato de que para que o sistema

(2.8) possua solugao nao trivial & necessirio que o determinante da

matriz dos doeficientes gse anule,

As fungbes T _(t) foram também determinadas por BULAVIN
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e KASHCHEEV expandindo as funcdes gi(x,t) e f,(x) em séries in-
finitas das autofungoes xin(x), perfazendo integragdes em relagao
a x sobre todo o dominio de cada regiao i e substituindo as ex-
pressoes obtidas nas equagdes (2.2), (2.6) e (2.7). A solugdo fi -

nal? & a segquinte:

.
_B;t . /., « AT_(t)) B;t' \
Fn(t) = e fn + gn(t ) - In ——]e dt {2.10)
o dt
onde: )
X
i+l
f*=-1-l§k—ln £.(x") . ox. (x"y . x'P ., ax
n N i=1 %4 i * Min * -
X

X.
1
X
i+l
T ) . x'P . ax’
X,
1
K i+l
i 2 ' p (]
N=EE—'[ xin(x).x . dx
i=l i x.
1

e p & um parametro que depende da geometria do corpo em gquestao:

0 para placas

ol
"

p =1 para cilindros

p = 2 para esferas
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2.2, Dois Cilindros Concéntricos sem Geracao Interna de Calor,

Temperatura Ambiente Constante e Convecgio Externa

Sejam dois cilindros concéntricos, infinitos,iimersos
em um ambiente de temperatura constante, sendo um macigo, "de raio
a e outro oco, de raios a e b, interno e externo respectivamen-
te (FIG. 2.b). Supoe-se haver perfeito contato térmico na interface

r=a e nao haver geracgao interna de calor.

No instante t=0 sao conhecidos os campos de tempera

tura absoluta F (r) e inr) nas regides I e II respectivamente,

Em termos da temperatura relativa (2.2) e para t>0 a

’ 2
equagao diferencial que rege o problema sera :

@, 9 (r ael(r,t)) 30, (r,t)

. 'ngﬁa
ar ot

(2.11)

. a3 aez(r,t) aaz(r,t)
r r aslr<b

ar 3t

Com as condigoes de contorno:

36, (0,t)
a) —'—'5"1"_-""—-=0

b) 8,(a,t) = 0,(a,t)
38, (a,t) 130, (a, t) (2.12)

c) Kk, 73 =k, =37

98, (b, t)

d) -k, 3T

h 6, (b,t)

E as condigoes iniciais:

a) 6,(r,0) = £ (r) , O<r<a (2.13)

b} 6,(r,0)

£, (r) ' a<r<b
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A solugado geral do problema, obtida  substituindo-se

(2.10) em (2.6) para o caso de gi(t)=0 e To(t)=cte, sera:

s a
( e -B;t 1 kl [ R .
9. r t) = Z e - X. (r) . —[— f (r ) . x (r) -
1! n=1 in Nta, ! 1n
-0
b
k2 “ ) '
. r .dr + — £f (r) . X (r ) .r . dr ] (2.14)
G'Z 2 n
a

onde:

a
kl_ 2 . , k2 2 | ‘ ,
M=oy ] &) oo dr’ + 22 Xpplr) . x . ar’ (2.15)
0

O problema de autovalores que define as autofungoes

Xin © Xgp Sera entao:

\

a, d dx (r) 2
—_— T —in + Bn Xln(r) =0 , 0<r<a

r dr dr
{(2.16)
o, d dx (r) 2
2 —-(; ——22———) + Bn X2n(r) =0 , asr<hb
r dr dr
Com as condig¢des de contorno:
dax, _(0)
a) —il—]-——=0
. dr
b) xy,(a) = x,,(a)
. dxln(a) - dXZn(a) (2.17
1 2 T
- dr dr
din(b)

@) -k, —— = b Xy (0)
r
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~ .Bn ,.Bn
As fungoes ¢i(r)=Jo(Wﬁ;r) e wi(r)=Yo(Wﬁ_r); i=1,2

siao linearmente independentes e satisfazem, como pode ser verifica=-

do por substituigao, a equagao (2.16).

A solugao geral de (2.16) sera escrita entdo na for -

ma:
Ba Bn
X1n ¥ Cin Jo(?&;r) * Din Yo(?ﬁir)
B B

’ n n
2 2 2
n n‘ (o) 1,0.2 n o /az

Como a regiao I inclui a origem, D deve ser nulo

in
pois a fungao Y, (2) nao & definida em z=0.

A condigao de contorno (2.17a) & automaticamente sa -
. - dJ_(0)
tisfeita para qualquer valor de Cln pois -Tg;-;~=0 .

0 sistema (2.17) reduz-se assim a trés equagoes linea

res homogéneas,

Para que haja uma solugdo ndo trivial para as constan

tes C,_, C e D & necessirio gue o determinante da metriz dos

ln 2n 2n

coeficientes seja nulo. O sistema admitira neste caso uma infinida-
de de solugoes e podemos determinar duas constantes em fungao da

terceira. Arbitrando, por simplicidade, C n=l a solugao se reduz

1

(2.18)

B ) {Bn
Xon (¥} = Cop Jo(;gr r) ¥+ Dy Yo(jg:-r)

2 2

Substituindo (2,18) nas condigdes de contorno {2.17b)
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e (2.17c) obtem~se:
(Bn Bn B
J ———-a) = C J (-—— a) D Y ( a)
0 /a-l 2n "o ‘/0‘—2 2n o '/a;
(2.19)
k B k 4B B
- J,( L a) =—2-[c2 J,(——n a) + D, Yl(—-— a):'
/E: JE: /E; n /E; n /E;
Resolvendo o sistema (2.19) obtem-se:
) v () s () ey
to\Vay Wz K2/q; \Va, To\Va,
€an = TF B B B
So( 2 a) . v Ra) <o () Loy ()
o\/a, /a, v, °\a,
{(2.20)
5%, (B ) (o) ol ). s ()
k Yo ©°VWWa~© \“va_ / O\ / AR
Dz - 2 1 2 1 1 2
n
B 8 B B
J(—’—‘—a) Y(—“—a’)-J —n—a)..Y(—P—a)
O/G'_z 1 @ 1 /a—z‘ O}/a—z—
A condigdo de contorno (2.17d) fornece a seguinte equa
¢ao transcedental para a determinacdo dos autovalores Bn :
.k B B B8 B
_-L—rl[czn Jl(—“— b) +D, Y (—n— b) =h1:02 J ( n b) +
Yo /a noa RS “0/—2
Bn 7
+ Dzn YO(;;—_ b)— (2.21)

na equa

Substituindo-se as expressoes de C e D (2.20)

2n 2n
cao (2.21) e simplificando-se, chega-se & sequinte equagao:
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B k B B
o 7 ) = -l
B B
] el (=) ) -
B B kYo, 18
_ Jl(—/;l_— a) : YO(—Zz- b)] * k:‘/;_j : Jl(%1 a) .

Ca ()] - ol a) xR b) -
2 2 2
- Yo(%: a) . Jo(-B—Z-— b)] - 0 (2.22)
2

A Soluqéo de (2.22) pode ser obtida com o auxIlio de

um computador digital. As raizes B podem entio ser substituidas

nas expressdes (2,20) e (2.18) fornecendo assim as fungdes X,

i=1,2. A integragao de (2.15) e (2.16),conhecidas as condigdes ini -

ciais (2.13), completa a solugdo do problema.

2.3. Dois Cilindros Concéntricos sem Geracao Interna de Calor,

-Temperatura Ambiente Constante e Temperatura Prescrita na

-Face Externa

O problema em gquestdo consiste em uma  variante do pro

blema estudado na segdo anterior na gqual se supde, ac invés de dis-
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sipagao por convecgao na superficie externa da regido II (F1G,.2.b),
a manutengao, de alguma forma, da temperatura constante e igual "3

ambiente nessa superficie.

A Ginica diferenga na formulagdo do problema serd acon
digao de contorno (2.12d) que serid expressa agora da seguinte for -

ma:
ez(b,t) =0 (2.23)
Ou, no problema de autovalores:
in(b.t} =0 (2.24)

Tem-se entao uma nova equagdo para os autovalores :Bn

substituindo (2.20) e {2.18) em (2.24):

2 2 2’ 1
. JI(% ) - JO(;_Z—_ a) . Jl'(i%-_ a)] =0 (2.25)

Uma vez obtidos os novos Bn a partir da equagao (2,
25) o calculo de Si(r,t), i=1l,2 & efetuado de forma idéntica a

anterior.
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capiTuLo 111

DETERMINACAO DO CAMPO TRANSIENTE DE TEMPERATURA NO

ACOPLAMENTO DE DOIS CILINDROS CIRCULARES

CONCENTRICOS DE MATERIAIS DIFERENTES

Sejam dois cilindros concéntricos de comprimento in
finito sendo um maci¢o, de raio a e outro oco de raios a e b
interno e externo respectivamente (FIG. 3.a) em seus estados natu

rais a4 temperatura ambiente To(t).

Aguecendo-se de alguma forma o cilindro oco de modo
a permitir o acoplamento sem folga do cilindro macico no interior
daquele teremos, no instante do accoplamento (t = 0), a seguinte =i
tuagao: Um cilindro macigo de raio aproximadamente igqual a b con
posto de duas regices homogéneas I e II (FIG. 3.b) de materiais di

ferentes sujeitas ao seguinte campo de temperatura absoluta:

T (r,0) =F (r) =T iO) P O<r<a
1 1 o -
T, (r,0) = F (r) r agrshb

onde Fz(r) & o campo de temperatura presente no cilindro oco no
instante do acoplamento e que & funcao do processo de aquecimento

aplicado ao cilindro. Dois casos serao estudados:

1) Aplica-se uma temperatura constante Fo na face interna do
cilindro, mantendo-se a externa a temperatura ambiente duran-

te um intervalo de tempo to.

2) Imerge-se todo o cilindro em um ambiente a unumatesitemperatura
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Fig.3a
\
T(r)
T,(r) T,(r)
ol F-
b t=0
Fig.3b
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constante Fo durante um espago de tempo suficiente para que

se obtenha perfeito equilibrio térmico.

Em ambos os casos Fo deve ser tal que se tenha, ao

fim do processo, a, = a para permitir o acoplamento.

Para permitir a aplicagao do método de BULAVIN e
KASHCHEEV na solucac do transiente térmico gerado apds o acopla -
mento seri assumida a hipbtese de haver perfeito contato térmico

na interface dos cilindros.

3.1. Campo Inicial de Temperatura Gerado por Aquecimento Interno

Seja um cilindro circular oco de comprimento infini
to e raios a, e b interno e externo respectivamente em seu
estado natural 3 temperatura ambiente. Se, a partir do instante
t = 0, se aplica uma temperatura constante FO na face interna,
mantida a face externa 3 temperatura ambiente To’ desenvolve-se
no cilindro um transiente de temperatura o qual foi determinado

por A.G.PORTO’ e que tem a forma:

oD A2
— — n'].__- *® =02 (_E.) -E
F, (£,€) =T+ (F-T)—= - n(F-T) Le “\a/®-
g m=1 (3. 1)
J (A ) . J {tgi ) [ p A
o 'm o' > 'm m m_
. e . o (m) -5 cry .y (_rﬂ
2 2 0" 'm ol\a o'"'m’ ""o\a
Jo(gkm) Jo(lm) o o)
onde: ch/ao ,
A sio as ralzes da equagdo transcedental:
J ) L ¥ (gh) - T (Zh) . Y (A) =0 . (3. 2)

e fz(r,E) & o campo de temperatura no cilindro, que & fungdo
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do raio r(abﬁ:ﬁb) e do tempo t contado a partir do instan-

te em que se inicia o processo (0%t<t ).

Admitindo-se pequenas deformacgoes durante o proces-

so de dilatagao podemos fazer a seguinte aproximagao:

i)

—_— = ] . {3. 3)
ao . -

Utilizando-se o conceito de temperatura relativa

(2.5), ou seja, definindo:

fz(r,t) z Fz(r,t) - T0 : fo = Fo - To
Teremos, no instante ¢t = tg
2nR w -a~(iﬁTJt J (A ) . J (gA)
F(r,t )= £ —=-16, Ie 2\als o °_=u °o__T_ .
ang m=1 32 (T ) =32 ()
. o (3. 4)
'I}o(clm) o (:) - Jo‘(ckm) : Yo(:r)j[

Se nesse instante efetua-se ¢ acoplamento do cilin-
dro macigo de raio a, ainda a temperatura ambiente, no interior
do cilindro oco, desenvolver-se-a um transiente de temperatura co

mo o descrito na segao 2.2. Neste caso as condigdes iniciais {2.13)

serao:

(a) 8,(r,0) = £, (x) 0 0<r<a

(3. 5)

f, (r)

(i}

(b) 6,(r,0) £,(r,t ) , agrshb

A solugdo do transiente térmico ser3d obtida entao ,

_substituindo-se (3.4), (3.5) e (2.18) em (2.14) e (2.15):
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: A
_ o« -0 )t J (A ) J {zx ) ‘ X
~nf_ I e A3/ 0o om = '(%o(cAmJoJo(E?‘) -

0 — —
m=1 Jo(clm) Jo(km)
A 8 B
-J(;A)Y(mr))-cz.l(—l’—r)+DZY(—£)rdr (3. 6)
DO'/C"’—; nO‘/&-—z\
onde s :

kf : B T
N = — J (———r) r dr + — )+ D. Y (———-) r dr

o, ’ O /—ﬁ 2n o 2 2n o /E;

(3. 7)

O somatdOrio em m da expressao (3.6) & uma série de

funqoes da forma:

I [; (r) +b g (r)] , onde :

m=1

: (2
- __Ln., . . —m -~ - 2 -
£,.(x) = Jo(a ) e gm(r) =Y \3 sao sequencias de fungoes

de uma variavel e:

A 2
m L]
i e-az(:;) by o) =T (EA )Y (Eh )

m
a_ = e
m 2 L2
JoEA) = T ()

- (ilﬂ)z + J A .JZ( A )“
b ==~ e 2 a o, o( m) ) © m
m 2 — 2

Jo(ckm) Jo(xm)

sao coeficientes constantes para cada m
o

As séries de fungoes de Bessel do tipo I J {(m r) e

L] m-l
~ . 6§r10
I Y (m r) sao uniformemente convergentes .

m=1

Se £ & finito, as raizes A da equacao {3.2) sao, co
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mo mostra Porto’, monotonamente crescentes aumentando mais rapida

axm
am > 1.

mente do que m, ou seja, ter-se-a sempre

Entao, para m suficientemente grande, € sempre pos

sivel garantir que

<

Jo(m r)‘ e

<

Yo(m r)l ’

de onde conclui-se que as séries das fungdes £ (r) e g {r) con

LIS
vergem uniformemente .

A combinagao linear a fm(r) + b gm(r) convergira
uniformemente portanto se os coeficientes a, e bm forem limi-

tados®*’%.

Como lm é monotonamente crescente, ter-se-a:

Il

lim Jo(Am) = lim JO(CAm)== lim Yo(clm) =0

n->co m-re mre m-=c

Como nas expressoes de a e bm os numeradores
sao de maior grau do que os denominadores., ambos tendendo para ze -

ro, podemos concluir que:

lima =1lim b =0
m->w m=ce m

A série em m converge uniformemente, portanto, o e

que permite a integracgao termo a termo*’S .

A solugao do campo de temperatura serd entao:
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2
' © -g t 1k, . l
0, (r,t)= T e sy, (r) —
n=1 in N az R.ng

fﬂn( ) J —r)r dr +

a 0.2

b A m
3 ® —g (_)t SO 3 (Th )
+ Dznj ﬁn(%)‘Yo(—-E—r) r'cird{l- mnLe 2\2 °. " .
Yo n=1 JO(C?\m) -Jo(lm\)

a 2
b

N | b |
'[211 o(c}\ )j; 0(%r) -JO(;E;) r dr - CZnJo(CAm)j; Jo(—fal—\'r) ]

‘ ' b . i
A "B ()\ )
- _m ........n_-. . _m -
Yo( r)r dr + D2 YO(CA )f o( ) I \z ¥/ * dr

a %2
- D, J_(LA) bY-(B—“ .Y (}-I-“—)r dr (3. 8)
2no'7’'m o\ /5= o\a’y - .
. a 2 '

Se definirmos:

b B '
=. by. n .
I | —fa En(f) Jo(ya—_—_\r) r-dr

1
2

b A B
_ 2y (Om), n ) .
I —'j- Jo_(_a_r) Jo(/E;r) r dr

a
b A B .
I =f YO(?mr)-JO(TE_\" ) r-dr {3. 9)
4 a - Yo,

i (1 ) ( n,
- m.J; n .
I, _f Jo 2T ‘Yo /a__\r)rdr

a 2
b (J\ ) (B ) ,
C n n
IG -j; YO \-;—r 'YO /_\“-CZ' r dr
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b ,/8
I = Y(n)d 3.9
. ‘L o /E;r r dr ( )

I1o = J‘;b Jo(_/’i_%‘) 'Yo(%r)r dr

Podemos reescrever a solugdo de uma forma mais com-

pacta:
2
S ® -Bnt 1k, 1
8. (r,t}= T e (r)-—-—f —]|C I I -
it -1 Xin N %2 © Enc 2n 2n 2
)l 2
e -az(g‘—) ty T )T (TA) A
-mIe - S ; e, Yo (EA ) I, - (3.10)
=1 I (TA ) =T (X))
- cszo(CAm)Iu + DZnYo(cJ\m)I5 - Dszo(cAm)I{}
onde:
kl kz
N = E'T I? + — 2nIa + D2 I9 + C2nD2nIlo : {3.11)

Resta somente portanto a determinacgao das integrais
(3.9). Para o calculo dessas integrais serao utilizadas as fOormu-

las compactas sintetizadas no Apéendice A.

Calculo de I,

B8
Da formula (A-5) para k*/él ; ZOEJO :
2
Hoolrme) - 5,o2e) | - s, (5
I = — - —b| | ~ —J |—=al 2 3.12
1 ?E[JO/'&;) Vaz By 1\ar ) e



A e e Hod

Calculo de I,:

B
Da férmula (A-5) para k= -é;; : 2 _ZY
Ya, o 0
a B B o 8
2 n n 2 n
o 3 [ - v, ool o2, o) .
I, B; I}o \/G_Z\a Yo_f?{"—;b aBn Yl Gza ng {3.12b)
Calculo de I,:
A B ) (2)
- —_ =_In. =-—n . = = :
Da formula (A-6) para v=0 , k rall il éo Z0 JO.

o) 5
a 0.2

Entre os limites de integragao ter-se-a:

. *m (Bn ) Bn (Bn )
I = _j\—Bﬁ b ?Jl (C;\m) .JO /(}Tz\b -'\/CL;ZJO(CAm) 'J1 —/a--:‘;b -

Am (Bn Bn A (Bn )
-a| B3 0 )3, ﬁza) - o) (e (3.12¢)
Calculo de I,:
Da formula (A-6) para v=0, k ks . /aﬂ; ZO = Yo R Z0 =Jo
2
b
e |2 v, () 0 (2] - TR (o) s (2
- —m .._!E - ..—._{1-...- ———n _E . J_
Iu_ (Am)z- gz [a Yl el Jo @r \/a_z‘YO red J1 Vo ]
a

a
2
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T A e

Entre os limites de integracgao:

- W {b{%@ Y, (Ckm) -3 (jf\b)- /Bi\ Yo(Clm)-?Jl (-Bn )j,_
“m) _ *n
a

—ali%“l Yl(lm)'Jo(BFna) _ Y (4 n )]}

(3.124)
a, 2 va,
Calculo de I,:
. Xm Bn (1) o (2}
Da formula (A-6) para v=0, kma—, L= : Z0 = Jo' Zo = YO:
Yo,
b
r A A B B A B
1= 2 gp2 l}_?_ Jl(a )'Yo( nr)' nJo(_z?'r) 'Yl'(wn r):l
(M) ta fa, © Ve, 72y 1la
a a,
Entre os limites de integracao:
1 A B 3] 8
Te= __T—_z%[;?mjl(um}qo( nb)_ nJo(clm)'Yl(_nb):i-
(EE) Q_EE /E? /E? /E;
a a,
F—H‘J(J\)Y(BI;) n (A) (B“)
-a . —al- —J *Y |—a
a4 ' m o} /E; /E; o'"m 1 /E? (3.12e)}
Calculo de I :
A B (1) (2)
- m n -
Da formula (A-6) para v=0, k-a R l-/_ﬂ; Zo = Zo =Y
o
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Entre os limites de integracgao:

2 2 e,
n

1 A B B 8
I = -—{b[gn}- YI(CAm)-YO(_nb)_ —L v (Zr )Y (__r_x_b) -
/E\ /—\ (o] m 1
(n).
a

Calculo de I7:

) (1) (2)
Da formula (A-7) para v=0, k=—2—; 7 = Zo
%y
a
2 B B i
1 = L j2257 (-—r) ~ 27 I(—lr) -J (——n—r)
74 @, Yo ! Va, 0

/e

(3.12f)

(3.129)
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Calculo de 18:

B (1) (2)

d = =_n- = =
Da formula (A-7) para v=0, /E\’ zo Zo J0
2 .
rl 2 Bn B b
I,= —|[27 (——r)- 27 1(——-) -J (——-—r)
4 N Yo, ‘a, a

Calculo de I,‘

(1) (2)
De forma andloga ao cdlculc de I,, no caso de ZO =2 =Y :

O O
1 2 (B 2 (8 2 (B 2 (B
I,= - bz|}’o(—n—b)+ Y, (—I‘—b) - azﬁo (——“—a)+ Yl(—n—a) (3.121)
2 /ay /3, /a; /a,

Cilculo de I,,:

ba férmula (A-7) para v=0, k=——; 2 = Jo’ Z =Y
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Aplicando (A-3) e entre os limites de integracgao:

Im= -;- 2[30(%1))'3{0 (/f%\) * Jl(%b)q’(%b)]-

o, o,
)iz ozl
2 2 2 2

3.2. Campo Inicial de Temperatura Constante

Se, ao invés do processo de aquecimento referido na
segao 3.1, o cilindro oco for aquecido uniformelMente até que, no
instante do acoplamento, seu campo de temperatura seja constante
teremos, mantides todos os outros parametros, as seguintes condi-

coes iniciais:

(a) fl(r)

]
=)

(3.13)

I
o
I
=
I
H‘

(b) £,(r) =

Substituindo (3.13) e (2.18) em (2.14) .obtém-sera‘no
va expressdo.para o transiente de temperatura apds o acoplamento:

© -g2t 1x, (P 8
B.(r;t) = I e *¥. . (r} — —f c,.J (———r) +
i n=1 in N %, © A 2n o\ ;o

2

B

+ Db, Y (—iLrX]r dr

2n o ‘/a—\
2

Perfazendo a integragdo com o auxilio da férmula

(A-8) obtém-se: :

»



30

2
w -B t 1k 8
0. (r,t) = T e P oy, (r) - —2 ¢ {c. v s (—Jl-)-
i n=1 in N /a-zx B (o] 2n 1_-'/?
n 2
B B B :
- aJl(—na) + D, |b ¥, (—n—) -ay, (-———n—a) (3.14)

Estd entao completa a solugao do transiente de tem-
peratura no acoplamento de dois cilindros circulares concéntricos
de comprimento infinito e materiais diferentes quando hi perfeito
contato térmico na interface do acoplamento. A solugcao sera dada
pelas expressdes (2.20), (2.18), (3.12), (3.11]) e (3.10) para o
caso do cilindro oco ser pré-aquecido internamente oulpelas expres
soes (2.20), (2.18), (3.12), (3.11) e (3.14) para o caso de ser
pré-aquecido uniformemente. Em ambos os casos os autovalores R
serao obtidos da equacgao (2.21) ou da equaciao (2.24) conforme o

caso.

O calculo dos capos de temperatura Bl(rﬁt) e 8, (r,t)
nos cilindros serd realizado através de um programa para computa-

dor digital para cada caso (APENDICE B).
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cariTULO IV

DETERMINACAO DO ESTADO TRANSIENTE

DE TENSOES NO ACOPLAMENTO DE DOIS

CILINDROS CIRCULARES CONCENTRICOS

DE MATERIAIS DIFERENTES

O acoplamento termoeldstico de dois cilindros circula
res concéntricos de materiais diferentes, ambos disotrdopicos e homo-
géneos,& um problema axissimétrico, ou seja, os campos transientes
de teméeratura e tensoes sao independentes das coordenadas tangen -

cial e longitudinal.

Se forem admitidos pequenos deslocamentos, velocida -
des e aceleragdes poder-se-a Supor um processo guase-estatico e um

comportamento linear do material.

A determinagao do transiente de tensdes desenvolvido
apds o acoplamento pode ser feita a partir da solugdo da equacao dos
deslocamentos radiais para as condigdes de contorno do acoplamento

e das relacdes tensoes-deslocamentos aplicdveis ao problema.

Dentro da teoria da elasticidade linear, os componen-
tes do tensor deformacdo em um solido isotrdpico e homogéneo sujei-
to a um campo de temperatura T sao fungdes lineares dos componen-—

tes do tensor tensao e dos componentes do tensor deformagao devido
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2o campo de temperatura.

Essas fungoes s3o dadas pelas relagdes de DUHAMEL~
7
NEUMANN
e,.=a T3§ +-1—(‘& - g, & i,5,k=1,2,3 (4. 1)
ij % i T 2p\lij - T#v %k °ij r e K=<y .

Os componentes do tensor tensao podem ser entao obti-

dos das equagoes (4.1):

' v 14V | .
Gij 2“[%ij + =35 (e =< 2 T) Gii] r 1,3=1,2,3 (4, 2)

Ou, em termos das constantes de Lamé:

Uij = 2p eij + (Ae-‘(?) (Sij v i,j=1,2,3 (4. 3)

onde:

(3x + 2u) a (4. 4)

-
]

t

Havendo simetria axial torna—-se conveniente o uso de
coordenadas cilindricas (r,9,2). Se os campos de temperatura e ten-

sdes sdo axissimétricos as relacdos (4.3) reduzem-se a:

o. = 24 €.+ de - YT
0y = 2u gg + Ae = T (4. 5)
o, = e = YT

Ainda para o caso de simetria axial, as relagoes de -
8 : . ’
formagoes-deslocamentos da elasticidade linear:

_ 1
®13 77 (Wy,5 0 '

i,j=1,2,3 (4. 6)
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reduzem=-se a:

su
£ = cme——
r ar
Yy
€, = == _ (4. 7)
9 r
e =0
z
Substituindo (4.7) enm (4.5) obtém—se as relag&es ten-
sao-deformagao:
Ju u '
g = {(A+2u) —& + A £ - yT
r
or r
ou u
O = A —= + (A+2u) £ - yT (4. 8)
or r

.ou u
0, = ==+ Z) - vy
ar r

Convém notar que trata-se de um estado plano de defor

magoes em que:

n =U.e==0 ‘ . (4. 9)

4.,2. Estabelecimento e Solugdo da Equagao dos Deslocamentos

A equagao do movimento de um volume elementar em ter

’ - - B
mos dos componentes do tensor tensao e da forma

g +_Xj_ = pﬁi ’ irj=112r3 (4:10)

ij.J
Supondo lentas variagoes de temperaturas e deforma =

coes podemos desprezar o termo de inércia da equagao (4.10), recain
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do na classe de problemas quase-est3ticos, reduzindo-se entao a eqa

¢ao (4.10) & condigao de equilibrio:
Gij 3 + Xi =0 , 1,3=1,2,3 (4.11)
r

A equagao de equilibrio pode ser escrita em termos de

deslocamentos substituindo-se as relagdes tensSes-deformagoes em
(4.11):

. | . _ .

H ui,kk + (A+p) uk,ki + i YT,i 0 , 1i,k=1,2,3 (4.12)

Desprezando~se a influéncia das forgas de volume em
' comparacic com as tensoes devidas ao campo de temperatura e forcas

de contato a equacao (4.12) reduz-se a:

YT = 0 r 1,k=1,2,3 (4.13)

O w ey T YT

By oxk
No casco de simetria axial e nao havendo deslocamento

na direcao longitudinal =z, a equagao (4.13) reduz-se a:

u 1 de 2(1+v) a7
7in - £ + ——a, — =0 (4.14)
T ¢2  1-2v or 1-2v or

No problema de um cilindro circular infinito sujeito
a um campo axissimétrico de temperatura os Unicos deslocamentos a

considerar serao os na diregdo radial.

A determinacdo deste campo de deslocamentos sera fei-

ta através da integracdo da equagac (4.14).

A equagao (4.14) pode ser escrita de outra forma:

9. |8u_ u -
Ll + E -nr| =0 (4.15)
ar 9r r
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m= <t g . (4.16)

O campo de deslocamentos radiais & funcao de r e t.

Integrando (4.15) em relagdo . a r ter-se-a:

du u
—L + L - nT = C(t) (4.17)
axr r
Onde C(t) & uma fungao a determinar.
Reescrevendo (4.17):
5T (r ur) =C{t) r+ mTr (4.18)
Integrando (4.18) em relagdo a «r:
i)
ru, = C(t) T+merdr+B(t) (4.19)
Onde B(t) serad outra funcaoc a determinar.,
Dividindo por r ambos os membros de (4,19) e defi -
nindo A(t) = % C(t):
-1 -1
u (r,t) =A(t) r +B(t) r +mr [T(r,t)r dr (4.20)

Tem-se entdo a solugdo dos deslocamentos radiais em
fungao do campo de temperaturas T(r,t).
As fungoes A(t) e B{(t). serlo obtidas a partir das

condig¢oes de contorno impostas ao problema.
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4.3, Campo de Tensoes no Acoplamento de dois Cilindros Circula-

res Concéntricos de Materiais Diferentes

Sejam dois cilindros circulares de comprimento infini
to, um macico de raio a e outro oco de raios a € b interno e
externo respectivamente em seus estados naturais 3 temperatura am -
biente. A partir de um determinado instante e durante um intervalo
de tempo t0 & aplicado sobre o cilindro oco um transiente de tem-
peratura, o qual gera um transiente de deslocamentos radiais. Findo
este intervalo de tempo o campo de deslocamentos & tal que o des-
locamento do raio interno do cilindro oco € igual a diferenga a-
“a. Neste instante efetua-se o acoplamento mecdnico entre os cilin

dros. Este acoplamento realiza-se portanto sem esforgo e sem folga.

A partir do instante do acoplamento, que serda tomado
como origem dos tempos, desenvolver-se-a um transiente de tensces e
deslocamentos consequentes do transiente de temperatura existente e
da interacd3o mec3nica entre as duas regioes do novo cilindro compos

to.

Trata—-se evidentemente de um problema axissimétrico com
estado plano de deformacgdes, A expressao (4.20) fornece a solugao do

campo de deslocamentos radiais para cada uma das regides:

r
-1 -1
u. (r,t) = Al(t)r + Bl(t)r + mr Jr po Tl(x,t)dx ¢+ 0< r<a
1
0
r (4.21)
ur (r,t) = Az(t)r + IE’,ztt)rm1 + m r-f xT, (x,t)dx , 'ag_rf_b
2 ' a
e}

Oonde T, 6 (x,t) e T,(x,t) sao os campos de temperatu

ra, referida 3 ambiente, nas regides I e II interna e externa res -
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pectivamente (FIG.3.b ).

Como a regiao I contém a origem deve-se ter, necessa-

riamente:
Bl(t) =0
E as expressoes (4.21) reduzem-se entao a:
r
u_ (r,t) = A (t)r + mlr-l[ x T (x,t) dx , agrea
1
0 . (4.22)
urz(r,t) = A (t)r + B:!(t)r-l + mzr-J[' x T,(x,t)dx , agrgb
a

o

Substituindo {4.22) em (4.8) obtém-se as expressoes

dos componentes do tensor tensic nas duas regides:

Tensoes radiais:

r

-2
01'1 (r,t) = 2_“1"‘“1)31 () = yymr f X Tl(x,t)dx] r 0<r<a
: 0

(4.23)
- r
-2 - -2
ogz(r,t) = 2_}12+u2)A2(t) - u,B,(t)r = u,mrx ‘[- x Tz(x,t)dﬁ]
a
(o}
s a<r<b
Tensdes tangenciais:
r
cel(r,t) = 2[(Al+u1)A1(t) + ulmlr_j( x T, {x,t)dx -
- UlmlTl {r't)] I3 N O:ria
r (4.24)
- -2
oy (r,t) = 2|j()\2+uz)1-\2 (t) + u,B, (t)r 2 + u,mr f X .
2 : a
i o

. T, (x,t)dx - uzszz(r,t)] ; asr<b
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Tensoes longitudinais:

o_ (r,t) 23, A (t) - ulmlTl(r,tj » 0O<r<a
(4.25)

o, (r,t) = 2X, A, (t) - uy,mT (r,t) ¢+ air<b

Restam, a determinar, as fungdes A, (t}, A, (t)e B,V.,

As condigaes de contorno que regem o problema fornece

rdo as equagoes hecessarias ao cilculo dessas fungdes.

Primeira condigéo de contorno: A superficie extermm do

cilindro oco permanece livre de tensbes normais:

Urz(b't) = 0 (4.26)

Segunda condigao de contorno: Os deslocamentos na in-

terface devem ser iguais:

a + u_ (a,t) = a, + u, (ao,t) (4.27)

Terceira condigao de contorno: As tensoes normais na

interface devem ser iguais:

c*l(a,t) = 0.

r (ao,t) (4.28)

2

Substituindo (4.23) em (4.26) obtém-se:

u, u, b _
(A, +1,)A, (£) - — Bz(t) = —m, x T, (x,t)dx (4.29)
b? b?
a5

Substituindo (4.22) em (4.27) obtém-se:

1 m a
, 1
a A (t} -a A,() - 3; B, (t) = - — J( x Ty (x,t)dx = (a=a )
0

(4.30)
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Substituindo (4.23) em (4.28) obtém-se:

' a
- B -y
uﬁm%m—ummmm+%%m;7mfxgmmu
a
0

a
O

(4.31)

Supondo pequenos deslocamentos a diferenca 6=(a—ao)

sera suficientemente pequena para gue possamos fazer a aproximacgao:

i
[}

a

a
o
0 termo (a—ao) da equacao (4.30) niao serd despreza-

do por ser da mesma ordem de grandeza dos demais.

As equagoes (4.29), (4.30) e (4.31) podem entdo ser
simplificadas fornecendo um sistema de trés equa¢des lineares em

A (£), A, () e B,(t):

H H b

2 2

(A, +u,)A, (£) - g; B, (t) = ;; mzf x T, (x,t)dx
aO

1 ' m, a 'a—ao
A, (t) = A,(t) = — B,{t) = - "y x T (x,t)dx - (4.32)
a? a“J, a

a
. in o
Hﬁmﬂ”ﬂ-(hﬂﬁ%&)+%5“ﬂ=—;m[ x T, (x,t)dx
a a
0
A solugao do sistema (4.32) fornece entao as expres -
soes de A (t), Az(t) e B,(t):
! [: 2_.2 1y 2 2
A, (t) = ——|= u_ (A +u. ) (b%-a2) (a_-a) + —-[P a2y, + b2 (1 +
‘1 DEN 2 2 2 _ (o} az 1 2 2

_ : . a
+u,)) - uz(kz+up(b2-a2i]mrf XTT(x,t)dx + u, (A,+2u,).

b 0
mzj; X Tz(x,t)dx] ' (4.33)
o] .
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a
1 .
A,(t) = — auz(ll+p1)(a-ao)+ pz(hl+2n1)nH‘/q x T, (x,t)dx +
DEN
0
b
+ uz(i\1+u1+u2)mzf X T2 (x,t)dx] (4.34)
a
o
1 ) ) :
B, (t}) = ——|ab (11+U1)(A2+u2)(a-ao) + b (A, +u,) (A, +2u,) .
DEN
a b
. m;f x T, (x,t)dx + azuz(lzﬂiz-ll-ul)mzf X TZ(X.t)dx]
0
a
o
(4.35)
onde:
- 2 2 2.2
DEN = {A1+u1)[é u,+b (kz+u2)] + u2(12+u2)(b a‘) - (4,36)
H3 que se considerar ainda as condigdes iniciais . do
problema:

Primeira condigao inicial: O acoplamento & realizado

sem esforgo:

orl(a,O) = orz(ao,O) =0 (4.37)
Segunda condigdo inicial: O acoplamento & realizado

sem folga:

a = ao + urz(ao,O) (4.38)

Substituindo-se (4.23) e {4.33) em (4.37), lembrando-
-se que, no instante do acoplamento, o cilindro macicgo esta a tempe

ratura ambiente, ou seja:

Tl(r,O) =0
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obtém=-se:

a(h,+2u,) ®
a-a_ = m, x T, (x,0)dx (4.39)
(b2-a®) (X, +u,)

a
o

A expressao (4.39) fornece um dado de construciao, ou
seja, a diferenca inicial entre os raios dos dois cilindros necessa
ria para compensar exatamente a dilatacao do cilindro oco antes do

acoplamento.

Substituindo (4.22), (4.34), (4.35) e (4,.39) na equa-

cao de condigao inicial (4.38) esta fica identicamente satisfeita.

Fazendo-se A,=1,, u,=u, e m,=m, nas expressdes de

172
A (t), A, (t) e B, () obtém-se o valor dessas fungdes para © caso
particular de mesmo material e o resultado confere com o obtido por

3
A. PORTO .

As expressoes (4,39), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36),
(4.23), (4.24) e (4.25) fornecem a solu¢ao completa do problema. As
integrais serao realizadas numericamente e as tensdes calculadas com

o auxilio de um programa para computador digital (APENDICE B).
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CAPITULO V

ANALISE DOS RESULTADOS E CONCLUSOES

Para o calculo da evolugdao ao longo do tempo dos cam
pos de temperatura e tensoes em dois cilindros circulares concén =-
tricos acoplados termicamente segundo as expressoes estabelecidas
nos Capitulos III e IV, foi desenvolvido uﬁ programa para computa-
dor digital (APENDICE B) que fornece esses transientes em fungao
do material de que & constituido cada c¢ilindro, das dimensdes dos

mesmos e das condigoes iniciais de aguecimento do cilindro oco.

A aplicagdo do programa no calculo dos transientes pa
ra diferentes materiais e geométrias permitiu uma avaliacdo da pre
cisdo do método, particularmente no que se refere a convergéncia da

solugcao do campo de temperatura, assim como suas limitagoes.

No caso em gque o cilindro oco & pré-aquecido interna
meﬁte (condigao inicial 3.5) a solugao do campo de temperatura en-
volve duas expansoes em série, uma em m e outra em n, ambas con
tendo produtos de fungdes exponenciais e fungdes de Bessel (3.10).
0s parametros Am' raizes da equagao (3.2), crescem monotonamente
com m e assumem valores maioreé quanto menor for o valor de .
ABRAMOWITZ® e PORTO’ apresentam tabelas de raizes da equagao (3.2)
para varios valores de ¥ que evidenciam este comportamento. A sé
rie em m da expressao (3.10) demonstrou entdao convergir mais ra-
pidamente para € pequeno. Em qualquer caso no entanto, devido a

fungao exponencial envolvida, a converg&ncia foi muito boa, Para &
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variando de 1.2 a 3.5 nao foram necessarios mais do que 2 a 5 ter-
mos da série para se obter boa precisdo. A expans3do em n, que con
tém a anterior, apresentou um comportamento um pouco mais melindro
so. A exponencial presente & funcao dos autovalores B, » monotona-
mente crescentes, e do tempo t. Para grandes valores de t, a ex-
ponencial decresce rapidamente e, em nenhum caso, sao necessarios

mais do que 12 termos da série. Para t pequeno porém, o nimero de
termos necessarios cresce acentuadamente. Para t = 1 segundo so-
mente a partir de m = 20 os termos da sucess3do puderam ser des -
prezados. Torna-se patente portanto a dificuldade de se determinar
com precisdo o estado termoeldstico imediatamente apds o acoplamen

to devido ao incremento no tempo de maquina.

Uma vez cobtidos os campos de temperatura a cada ins-
tante, os campos de tensoes sao determinados a partir da integra -
¢do numérica daqueles segundo as expressdes estabelecidas no Capi-
tulo IV. Nenhuma dificuldade computacional relevante, em termos de

precisdo, apresentou-se neste calculo.

A evolucao dos campos de temperatura e tensoes sera
evidentemente fung¢ao dos materiais dos dois cilindros e suas dimen
soes. O comportamento geral do processo pode, no entanto, ser ana-

lisado a partir de um exemplo tipico.

As fiquras que se sequem referem—-se ao acoplamento de
uma luva (cilindro oco) de bronze a um eixo de ago (cilindro maci-
go) para § = 1.2. As Figuras de (5.a) a (5.h) representam os tran
sientes de temperatura (5.a), tensao radial (5.b), tensao tangen -
cial (5.c e 5.d), tensao longitudinal (5.e e 5.f) e tensdo octaé =

drica (5.9 e 5.h) para o caso da condigao inicial de agquecimento in
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terno no cilindro oco (CASO l1). As Figuras de (5.i) a (5.p) repre-
sentam os transientes correspondentes para o caso da condigdo ini-
cial de aquecimento uniforme no cilindro oco (CASO 2). Em ambos os
casos a temperatura de aguecimento f0 € a mesma. Todas as Figu -
ras representam o transiente a partir de t = 5 segundos apds o aco
plamento, onde ja se verifica boa convergéncia ao longo de todo o
cilindro, até t = 1800 segundos (1/2 hora}, instante a partir do

gual as funcgdes ja préticamente se estabilizaram.

A Figura (5.a) representa o transiente de temperatu-
ra em ambos os cilindros para o CASO 1, No inicio da interagaoc o
cilindro interno (0 < r < a) estad uniformemente frio com excegao
da zona proxima d interface (r = a) onde ocorre um alto gradiente

de temperatura devido & interacado com o cilindro externo (oco).

No instante do acoplamento (¢ = 0), o cilindro exter
no possui um campo nao uniforme de temperatura cujo maximo estd na
face interna (r = a), onde se fez o aquecimento. Apds iniciada a
interacao o maximo desloca-se para a direita, como pode se consta-
tar observando a curva de temperatura para t = 5 sequndos, pois
surgem gradientes de temperatura nas duas diregdOes uma vez gque o
cilindro externo cede calor para:o interno e para o ambiente. Pode
-se observar ainda, nesta mesma curva, que o maximo ja € bem infe-
rior ao inicial (cerca de 30%), devido 3 rapidez de propagacgdo do
fluxo térmico. Em gqualquer instante o campo de temperaturas & con-
tinuo na interface, o que & garantido pela condigdo de contorno(2.
12b), mas a inclinagd3o da curva a direita e a esquerda da interfa-
ce & diferente porque, em se tratando de materiais diferentes, a

condigdo de contorno (2.1l2c) exige que as derivadas parciais da fun
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¢do 3 direita e 3 esquerda também o sejam.

No inicio da interagao, todo o potencial térmico es-
ta concentrado no cilindro externo, proximo a interface. Ao longo
do tempo, este potencial & distribuido para o interior do cilindro
e para a superficie externa, na qual parte & perdido por convecgaa
Devido a simetria,nao hd fluxo térmico em r = 0 e tudo acontece
como se houvesse um isolamento nesta abcissa. Em consequéncia, ter
-se-a nesse ponto um armazenamento de energia térmica. Era de se
esperar portanto a inversao, em algum instante, do fluxo térmico
através da interface para que possa escoar, pela face externa do
cilindro (r = b), esta energia. Pode=se verificar na Figura a ocor
réncia desta inversao entre 2 e 5 minutos de interagio. A observa-
¢do cuidadosa das linhas de r constante indica a evolugao da tem
peratura com ¢ tempo, em cada ponto dos cilindros. Pode-se  notar
que apds meia hora de interacdo a temperatura & praticamente nula
em toda a extensao dos dois cilindros tendo sido alcangada entdo a

estabilizagao do processo.

A Figura (5.b) representa o transiente de tensodes ra
diais nos dois cilindros para a mesma condigdo inicial. No comego
da interagdao o cilindro interno estid tracionado de maneira aproxi-
madamente uniforme em suas fibras internas enquanto suas fibras ex
ternas est3o comprimidas. Existe uma linha neutra proxima a inter=-
face. Ao longo do tempo este comportamento se acentua até aproxima
damente um minuto de interag¢@o. A partir dal a tensao decresce al-
cangando o cilindro interno um estado quase uniforme de compressao, ..
na qual se estabiliza. O campo de temperatura correspondente forne

ce a explicagdo do fendmeno. No comego da interagdo tem=-se um alto
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gradiente de temperatura nas fibras externas do cilindro intermoen
quanto as fibras internas estao uniformemente frias. A tendéncia das
fibras externas sera portanto dilatar-se mais do que as internas ,
tracionando radialmente as mesmas. O acoplamento com o cilindro oco
impede no entanto o.deslocamento livre das fibras externas do ci -
lindro macigo, gerando assim o estado de compressao destas fibras,
A medida que os gradientes de temperatura se reduzem, as tensces se
uniformizam como pode ser claramente observado comparando-se as
curvas de temperatura e tens3do radial para t = 5 sequndos e t = 2

minutos.

Para melhor compreensao da comportamento do ciiindro
externo pode-se identificar e separar dois efeitos simultaneos. O
campo de tensoes, dentro da teoria da elasticidade linear, & obti-
do pela superposigac do campo de tensdes devido i dilatacdo térmi-
ca_néo uniforme e o campo de tensoes gerado pela interagdo mecdni-
ca na interface dos cilindros. No inicio da interacdo o cilindro
externo esta sujeito a um alto gradiente de temperatura o qual ge-
ra um campo de deslocamentos fortemente nao-uniforme, o qual, por
sua vez, cria um campo de tensdes radiais. A esta altura, -este & o
efeito dominante uma vez que, como os cilindros sdo acoplados sem
esforgo, no comego do transiente o esforgo mecdnico na interface &
pequeno, Ao longo do tempo entretanto, esta tendéncia se modifica.
A temperatura vai se uniformizando e os cilindros vao se resfrian-
do até a estabilizacdo, reduzindo assim gradualmente os efeitos ter
moelasticos ao passo que o cilindro oco tende a retornar as suas
dimensoes originais, aumentando substancialmente a pressio mecani-

ca na interface. Apds a estabilizacao da temperatura, o campo de
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tensoes radiais ao longo dos cilindros & o mesmo campo de tensodes
compressivas gerado por um acoplamento forcado e a frio entre os
cilindros. Observa-se ainda na Figura a plena sati&§facao das condi

coes de contorno (4.26) e (4.28).

As Figuras (5.c) e (5.d) representam ¢ transiente de
tensoes tangenciais ao longo dos cilindros interno e externo res -
pectivamente para o CASO 1, Pode-se observar logo a principiozadeg
continuidade da superficie na interface, o que de fato acontece
pois as tensdes tangenciais saoc diferentes a esquerda e a direita,
O comportamentc das tensdes tangenciais no cilindro interno asseme
lha-se ao das tensdes radiais. O campo de tensdes tangenciais & no
entanto mais sensivel aos gradientes de temperatura como se pode
observar comparando os valores das tensdes radiais (5.b).e tangen=-
ciais (5.c) na zona de altos gradientes de temperatura (5.a). Ao
fim da interagdo térmica o cilindro interno fica sujeito a um cam-

po de tensoes tangenciais compressivas como era de se esperar.

O transiente de tensGes tangenciais no cilindro ex -
terno (5.d) também evolui em consequéncia de dois efeitos simulta-
neos de maneira analoga as tensdes radiais. Neste caso entretanto
a influéncia da interacdo mecanica na interface se faz sentir ' de
maneira diversa. O cilindro‘externo & todo ele tracionado tangen -
cialmente pelo interno que impede o retorno daquele a sua dimensao

original.

Da suposigao de um estado plano de deformagdes resul
ta o surgimento de um campo de tensbOes longitudinais impedindo os

deslocamentos ao longo do eixo dos cilindros. Um elemento de uma
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secao que esteja comprimido nesta segao tendera a se deformar fora
dela: E necessario ent3o uma tens3o compressiva ortogonal 3 secao
para manter o elemento no seu plano original. Analogamente, um ele
mento sujeito a tragoes radiais e tangenciais estard também submeti
do a tracgoes longitudinais. O comportamento das tensdes longitudi-
nais & pois consequente direto dos comportamentos das tensdes ra -
diais e tangenciais. As Figuras (5.e) e (5.f},que representam o
transiente de tensoces longitudinais nos cilindros interno e exter-
no respectivamente,demonstram claramente este fato. Inicialmente de
senvolvem-se tensdes compressivas altas nos pontos onde ocomem gran
des gradientes de temperatura. No fim do processo, quando sdO resta
a influéncia da interagEo mecanica na interfa;e, o cilindro inter=-
no permanece uniformemente comprimido e o cilindro externo unifor-
memente tracionado. Esta uniformidade da tensao longitudinal no ci
lindro externo & aproximada e decorre do fato dos gradientes de ten

sao radial e tangencial neste cilindro serem de sinais contrarios.

A suposigao de um estado plano de deformagoes & tal-
vez o maior desvio da solucao obtida em relagdo a um fendmeno real.
No acoplamento termoelastico de dois cilindros de comprimento fini
to, se n3o houverem restrigdes a dilatagdo axial, a hipdtese de es
tado planc de deformacoes nao & aplicavel e o transiente de tensdes
longitﬁdinais nao corresponderia ao apresentado nas Figquras (5.e) e

(5.f).

Observando atentamente as Figuras (5.a), (5.b),(5.c)
e (5.e) pode-se constatar que no instante em que ocorre a inversao
do gradiente de temperatura, aproximadamente em t = 5 minutos,tam

bém ocorre a inversao simultanea dos gradientes de tens3o radial ,
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tangencial e longitudinal.

As Figuras (5.9) e (5.h) representam a evolugao do
campo de tensoes octaédricas nos cilindros interno e externo res -
pectivamente para o CASO 1. A observacgao deste campo de tensdes per
mite uma avaliagao inicial, pelo critérioc de Von-Mises, da ocorrén
cia de plastificagao do material durante o processo, No cilindro in
terno a tensao octadrica & maxima no inicio da interagdo, na in -
terface do acoplamento. Ao longo do transiente esta tensao se re-
duz até alcangaruum valor quase uniforme ao longo do cilindro apds
a estabilizagdo do processo. No cilindro externo porém o campo de
tensoes octaédricas assume um comportamento bastante complexo,apre
sentando méximos.relativas em diferentes posicOes ao longo do tran
siente (FIG. 5.h). O maximo absoluto de tensdo octaddrica no cilin
dro externo ocorre no comego da interagdo e proximo ao ponto de tem
peratura maxima. Posteriormente as tensdes decrescem voltando a au
mentar, de maneira diversa, no fim da interacdo. O maximo desloca-

-se neste periodo para a interface, onde permanece definitivamente.

Comparando as Figuras (5.g9) e (5.h) vefifica—se gue
a maxima tensao no cilindro interno ultrapassa a tensio maxima no
cilindro externo. Se entretanto a tensao limite de escoamento -.cdo
material deste for sensivelmente inferior a do material daquele po
dera ocorrer plastificagdo no cilindro externo. Se a tens3o de es-
coamento (o,) for realmente alcangada a’distribuigdo de tensoes tor
nar-se-a ainda mais complexa. O material se plastificari no comego
da interagdc na zona de alta temperatura. Haver3 portantc uma por-
¢ao de material plastificado na qual a tensido seri constante e igml

& tensao limite de escoamento do material. Este fendmeno provocara
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uma redistribuicao das tensoes em todo o cilindro, alterando o per
fil da Figura. Por outro lado, com a redugao da temperatura ao lon
go do tempo, o material poderi retornar ac comportamento elastica

se a redugaoc das tensoOes octaédricas durante o transiente for sufi
ciente em relacgao a G_. Mesmo neste caso porém o cilindro chegara
d situagao de equilibrio mais relaxadc devido ao escoamento que te

ra sofrido.

A Figura (5.i) representa o transiente de temperatu-
ra ao longo dos dois cilindros para o caso da condigEo'inicial de
temperatura uniforme no cilindro oco (CASO 2). Comparando-se as Fi
guras {5.a) e (5.i) pode-se observar que,no comego da interag¢ao,os
gradientes de temperatura no segundo caso sao menores no cilindro
externo e maiores no interno, relativamente no caso anterior. Isto
& consequéncia direta das diferentes condigdes iniciais. Enquanto
no primeiro caso ja existe, a priori, um alto gradiente de tempera
tura no cilindro oco no instante do acoplamento, ho segundo | caso
este gradiente & nulo, estando o cilindro oco uniformemente aqueci
do. Por outro lado a guantidade de energia térmica armazenado no
cilindro oco & maior no segundo caso, o que justifica o maior gra-

diente de temperatura no cilindro interno,

O comportamento geral dos dois transientes & bastan-
te semelhante. Observa-se contudo que, no segundo caso, as tempera
turas envolvidas ao longo de todo o processo sao bem maiores ape -
sar da temperatura de aguecimento inicial fo Ser a mesma para am

bas.

Existem duas diferengas basicas no comportamento ter

meoelastico dos cilindros nos dois casos estudados. Em primeiro lu-
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éar o campo de temperatura no cilindro externo, no comego da inte~
ragao, & mais suave no CASO 2. Como consequéncia o campo de tensces
gerado pelos gradientes de temperatura & menor. Por outro lado, co
mo no instante do acoplamento o cilindro oco estd inteira e unifor
memente aquecido, o seu campo de deslocamentos & mais acentuado,ou
seja, ele estd mais dilatado em relagao ao seu estado rnatural. Co
mo o acoplamento € efetuado sem folga, o raio interno inicial <cdo
cilindro oco no CASO 2 deve ser menor. Isto por sua vez significa
dizer que, durante o transiente e mesmo apds a estabilizagao,o aco
plamento mecdnico seri mais violento e as tensoes serdo maiores.
Conclui~-se portanto que a influéncia do efeito mecdnico de contato
na interface dos cilindros & maior do que no caso anterior. Isto
pode ser observado comparando-se as Figuras (5.]j) a (5.n), que re-r
presentam os transientes de tensdes radiais, tangenciais e longitu
dinais em ambos os c¢ilindros no CASO 2, com as Figuras correspon -
dentes para o CASO 1, (5.b} a (5.h). Pode=-se notar ainda, comparan
do as Figuras (5.£) e {5.h) com as Figuras (5.d) e (5.f) uma dife-
renga quanto a simetria nas curvas de tensao tangencial e longitu-
dinal no comego da interacdo. Esta diferenca de perfil & um refle-
xo direto da diferenga de simetria nos campos de temperatura do ci
lindro externo nos dois casos no inicio da interagdo, quando oefei

to termoelastico & o fator dominante.

As Figquras (5.0) e (5.p) representam o transiente de
tensdes octaddricas nos cilindros interno e externo respectivamen-
te.para o CASO 2., Observa-se primeiramente que, relativamente ao
CASO 1 as tensdes, nao s$O., transientes como as residuais, sdo maio

res. Particularmente no cilindro externo a diferenga & bem acentua
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da. Neste caso o maximo da tensao no inicio da interagao se verifi
ca no cilindro externo, no ponto correspondente a maxima temperatu
ra e ao longo do tempo, desloca-se para a esquerda até atingir a
interface. A diferenca fundamental entretanto & que o maximo abso-
luto se verifica no transiente, apos aproximadamente 10 minutos de
interacdo. A plastificagdo do material, se houver, ocorrera entao
neste instante, redistribuindo as tensoes e relaxéndo 0 material a

partir dai.

De uma maneira geral, o acoplamento realizado com o
cilindro oco uniformemente aquecido apresenta tensces residuais mais
acentuadas ao longo de todo o sistema, Particularmente, a pressanx
mal resultante na interface & cerca de 120% maior, como pode ser
observado comparando-se as tensoes radiais em r = a , ao fim do
transiente, nas Figuras (5.b) e (5.3j). Por outro lado, comparando~
=se os maximos de tensdo octaédrica constata-se que o maximo de ten
sao alcangada no CASO 2, durante o transiente, no cilindro exter -
no, € cerca de 100% maior do que o alcangado no CASO 1, no comego

do processo.
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CAPITULO VI

APLICACOES

0 método aqui desenvolvido pode ser aplicado direta -
mente para o estudo de problemas de fretagem. No processo de freta
gem efetua-se o acoplamento a quente de uma luva em um eixo. ApOs
o resfriamento estabelece-se uma pressao de contato que oferece um
momento resistente, devido ao atrito seco, que impede movirentos re
lativos. Ao se fazer um projetoc de acoplamento por fretagem busca-
-se obter o maximo de press3do normal na interface sem que, no tran
siente, ocorra plastificacdo do material, fendmeno que, em ultima
analise, & prejudicial ao acoplamento pois,como ha relaxamento do
material, a pressao de fretagem reduzir-se-3. Quanto a esse aspecto
a comparacgao dos dois casos estudados & bastante itil. Para obter-
~se a mesma pressao de fretagem a temperatura de aquecimento neces
saria @ menor no caso do aquecimento ser uniforme. Além disso, ain
da para a mesma pressao normal na interface, & de se esperar, pe -
los resultados obtidos, que o maximo de tensdo octaedrica seja me-

nor quando o cilindro oco & uniformemente aquecido,

Ainda quanto ao projeto de fretagem um dado de cons -
trugcdo deve ser determinado. Trata-se da diferenga inicial § en-
tre os raios dos-cilindros gque permite, apds o préfaquecimento, o
acoplamento sem folga. Este deslocamento € calculado como resulta-
do parcial noAprograma principal (APENDICE B) bastando introduzir

um comando de saida para obté=-lo.
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Varios aperfeic¢oamentos podem ser introduzidos no mé-
todo desenvolvido para tornd-lo .ainda mais confiivel., Em primeiro
lugar a aproximacdo mais exata, quanto a condugao de calor & supor
o cilindro interno infinito e o externo finito. Desta maneira ter-
-se-a gue resolver um problema de condugac tri-dimensional pois de
verd ser levado em conta o fluxo térmico através das bases do ci -
lindro oco; principalmente se seus raios forem da mesma ordem de
grandeza de seu comprimento. A inclusdo, no modelo termoelastiwmo do
campo de deslocamentos longitudinais também aperfeigoaria o méto -
do, equivalendo a admitir a dilatagao do cilindro ac longo de seu

eixo,.

A aplicagao das hipoteses da teoria da plasticidade com
o auxilio de um método computacional interativo para determinar a
frente de plastificacdo em cada instante, redistribuindo as tensoes
em fun¢io da zona de plastificagdo,também constitui uma aproxima -

¢do maior do problema real.

Por se tratar de um campo de tensoes desenvolvido em
alta temperatura a material deve apresentar um comportamento visco
elastico. A aplicacgao da teoria da viscoelasticidade linear aospro

blema pode ser o proximo passo para o aperfeicoamento do método.
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APENDICE A

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS FUNCOES DE BESSEL

Notacao:
J,(z) -
Y, (z) -
Zéi)(z) =

Jv e Y\J

Funcao de Bessel de primeira espécie de ordem v
Fungao de Bessel de sequnda espécie de ordem v

o Jv(z) + B Yv(z) - Qualquer combinagao linear de

6.9
Algumas propriedades gerais ' :

' 'ac-lz— z“Zv(kz)] = 1 (k2)
4 .

dz[z (kz)} = k Zl(kz)

z_, (kz) = - 1z, (kz)

J_0) =1 ; J(0) =0

g !
e 11

Algumas Integrais
1
_[Z
k2L ©

(kz)Z(Z) (2z) zdz

“ Z (kz)zdz =

1)

I

k2-42

fz
fz 1 (kz)zm (kz)zdz = %

*
-

2 (1)
[?Zv+1

2
E__[zz(l’ (kz)Z\Ez) (kz)

(A.

(A.

(A.

(A.

a

(ka) - z_(kb) = — Z,(ka)n(b/a)| (.
k

1)

2)

3)

4)

5)

(kz) 282) (22) - !.Z\Sl)(kz)zve_gl(%z):l

(A-

6}

(A. 7)
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b
f 7_(kz)zdz = T{]Z[b 7,(kb) = a 7, (ka)] (A. 8)

a
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APENDICE B

" PROGRAMAS PARA COMPUTADOR DIGITAL

O programa que se segue calcula os transientes de tem
peratura, tensao radial, tensio tangencial, tensdo longitudinal e
tensao octaédrica ao longo do raio em dois cilindros circulares con
céntricoé mecdnica e termicamente acoplados. E constituido de um
programa prfhcipal, 14 subrotinas subprogramas e 7 fungoes subpro -
gramas auxiliares, A estrutura geral de funcionamento do programa

€ apresentada na pagina seguinte,

As subrotinas BESJ e BESY calculam o valor das fungoes
de Bessel de primeira e segunda espécie respectivamente dados a or-
dem € o argumento. Sao subrotinas desenvolvidas pela I.B.M. e cons-
tam do écientific Subroutine Package do Cqmputador/360. A subrotina
RTMI determina a raiz dé uma fungao dado um intervalo que contém es

ta raiz. E também uma subrotina desenvolvida pela I.B.M,

As subrotinas RAIS1, RAIS2 e RAIS3 calculam as raizes

das equagdes (3.2), (2.22) e (2.25) respectivamente,

As subrotinas GBJY, FBJY e EBJY sao subprogramas auxi
liares que calculam, para cada ponto, o valor das fungdes referen -

tes 3s equagoess acima.

As fungoes subprogramas GCT, FCT e ECT fornecem os va
lores das fungaés obtidos nas subrotinas GBJY, FBJY e EBJY na forma

como sao usadas dentro da subrotina RTMI,



PROGRAMA PRINCIPAL

)

4

RAISL N RAIS2 RAIS3 AREA GRAPH
1 \
1
£
N\
~ RTM1 TABELA RESULTADOS
- f .
GCT FCT ECT XTEMP1 XTEMP2
GBJY FBJY EBJY TEMP1 . TEMP2
FADA ANJO
BESJ BESY

50a¥a

YWVE20dd 04 VIO YWYED0XNTd

9L
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A subrotina FADA calcula a temperatura para um dado
instante de tempo em dois pontos pedidos, um em cada cilindro, para
o caso da condigao inicial de agquecimento interno no cilindro oco.
A subrotina ANJO calcula a temperatura de forma analoga a anterior
para o caso da condigao inicial de temperatura uniforme no cilindro

0CO.

As fungdes subprograma TEMPl e TEMP2 fornecem, para o
programa principal,os valores das temperaturas calculadas pelas sub
rotinas FADA ou ANJO, conforme o caso, nos cilindros interno e ex -

terno respectivamente,

As fungdes subprograma XTEMPl e XTEMP2 fornecem  as
fungaes a serem integradas pela subrotina AREA como consta da lista

gem do programa principal.

A subrotina AREA integra numericamente uma fungdo qual
quer por interpola¢ao polinomial. Os coeficientes do polinomio sao
fornecidos pela subrotina TABELA. Esta subrotina fornece os coefi -

cientes para a interpolagdoc até& 48 pontos.

O programa principal, de posse-das réizes ;Bn e Am
e da integral dorcampo de temperatura calcula, para um dado t o
campo das tensdes principais e tensdes octaédricas para varios valg
res de r . A salda dos resultados & feita através da subrotiraGRAPH,
desenvolvida por Djalma Teixeira, que dispoe os resultados em forma
plotada, facilitando aiinterpolacaco. Os dados que devem ser forneci
dos ao programa principal s3o: os coeficientes de condutividade, di

fusividade e dilatagdo térmica e as constantes de Lamé dos dois ma-

teriais envolvidos, © raio inicial do cilindro macig¢o, a relagado en
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tre os raios do cilindro oco, a temperatura de aquecimento inicial

e, no caso de aquecimento interno,o tempo deste aquecimento.

Seguem=-se o fluxograma e a listagem do programa prin

cipal e as listagens das subrotinas mais importantes.
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FLUXOGRAMA DO PROGRAMA PRINCIPAL

‘ INICIO '

ENTRADA
DE
DADOS

CALL RAIS1
CALCULO DE
_Am
i
ESCREVER
ll'l'l
—
CALL RAIS3
CALCULO DE
Bn
CALL RAIS2
CALCULO DE
Bn
T =0
|
ESCREVER

B

n



CALCULO DE
8
|

T = T + AT

CALCULO DAS
INTEGRAIS
DEFINIDAS

|

CALCULO DAS|

CONSTANTES

A,, A, e B,

[

CALCULO DA
TEMPERATURA

1

CALCULO DAS
INTEGRATIS
INDEFINIDAS

CALCULO DAS
TENSOES

CALL
GRAPH

FIM

80
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5

10

15
20
30

40
45

PROGRAMA PRINCIPAL

DETERMINACAO DAS TENSOES PRINCIPAIS
REAL LAMBDA,KL1,K2,LAML,LAM2
EXTERNAL XTEMPl,XTEMP2
DIMENSION LAMBDA(13),BETA{1})
CIMENSION XMAT(20,6)
COMMON K1lyK2yALFALLALFAZ23A3TAU, TOFOsEMAXIDIEPSLIENDsB,LCTE
COMMON T,LAMBDA,BETA,IDPLI,HPEL : _
READ(8y5)K1,K2,ALFA1,ALFA2,LAML1,LAM2,G14G2,AT1AT2,A,TAU,TO,FO,

1EMAXs D EPSy IENDyPENHAHPEL,IOPCC,I0PCI

FORMAT(4F10.4/4F10.2,2F10.6/2F10.4/2F10.4/3F1044914/FT7.1/F14.7/12

1/12)

B=A%T AU
CTE=K1*SQRT(ALFA2)/K2/SQRT(ALFAL)
Vi=LAM1/{2.,%(LAM]1+G1))
V2=LAMZ2/{ 2.2 LAM2+G2})
XM1={1l.4V1)/l1.~VL)#AT1
DEN={LAM14G1)*( A%k 2%G24+BHx¥* 2% (LAM2+G2) ) +52% (LAM2+G2) ¥ (BEH2-A%%2)
IF(IOPCI-1)100,10,20
CALL RAISI{LAMBDA)
WRITE(5,15}Y{LAMBDA{I),1I=1,13)
FORMAT(E14.T7)
IF{I0PCC~1)100430,40
CALL RAISZ2{BETA)
GO TO 45
CALL RAIS3{(BETA)
T=0.
WRITE(S5,15){BETA({I),1=1,13)
CALCULDO DE DELTA=A-AO
CALL AREA(A,B,104XTEMP2,XINTO)
DELTA==A%R(LAM2+2.%G2) /(BXk2~A%%2) /{LAM2+G2)*XM2%XINTO
SEC=1./3600.
T=T+PENHA%SEC
CALCULOD DAS INTEGRAIS DEFINIDAS
CALL AREA{ Q. Ay 10,XTEMP1,AREXT1)
CALL AREA{A,B,10,XTEMP2,AREXT2)
CALCULQO DAS CONSTANTES Al,A2 E B2

18



AL=(G2%(LAM2+G2 )% {Bax2-A%#2 VR DELTA/A+{G1# (A%¥ 2562 +BR%2% (LAMZ+62))
1-G2%{ LAM24G2)% (Ba&k2—A%% 2) ) XMIKARE XT1 /A% 24G2% (LAM2+2 ., %62 ) #XM2 ¥
2AREXTZ2)/DEN

A2=(G2%(LAM1+2,.%G1l)*XML1*+AREXT1~ A*GZ*(LAM1+G1,*DELTA+GZ*(LAﬂl+Gl+
1G2)EXM2%#AREXAT2) /DEN

B2=(BX¥2%(LAM24G2 )% (LAM1+2 %G1 )I=XMIXAREXT1-A%BR#2% (LAML+51 ) *(LAMZ+
1G2)*DELTA+A®R2XG2%( LAM2+62=-LAM1-G L)%= XM2%¥AREXT2) /DEN

R1=0.

XINCR=(B-A)/9.

R2Z2=A-XINCR

DO 50 J=1,10

K=J+10

R1=R1+A/10.

R2=R2+XINCR

CALCULO DA TEMPERATURA
T1=TEMPLl(R1}
T2=TEMP2{R2)
CALCULO DAS INTEGRAIS INDEFINIDAS
CALL AREA{O.sR1,10,XTEMPL+XINT1)
CALL AREALASR2510,XTEMP2,XINT2) - - ———-
CALCULD DAS TENSOES RADIAIS
SIGR1=2.%{ {LAM1+G1)*Al- Gl*XMl/Rl**Z*XINTl)
SIGR2=2.%( { LAM2+G2}*A2-G2¥%B2 /R2%%2-G2%¥XM2/R2%*2*XINT2)
CALCULD DAS TENSOES TANGENCIAIS
SIGT1=2.%( {LAMLI+G1}*A1+GIHXML/R1*%2xXINTLI-G1%XM1*T1})
SIGT2=2%{ {LAM2+G2)%A2+G2%B 2/R2%% 245G 2% XM2/R 2% ¥ 2%k XINT2-G2%XM2%T2)
CALCULD DAS TENSOES LONGITUDINAIS

SIGZ1l=2.%(LAMI*A]1-G1*XM1*T1)

SIGZ2=2.%{LAM2%A2-G2xXM2%T2)

CALCULD DAS TENSOES DCTAEDRICAS

SIGO1=SQRT{{(SIGRI-SIGT1)#%2+({SIGT1-SIGZL)#*2+(SIGZ1-SIGR1}**2)/2,
1)

SIGO2=SQRT({{SIGR2-SIGT21%%2+{SIGT2-S1622)*%2+(SIG22-SIGR2)*%2) /2.
1)

DEFINICAD DA MATRIZ PARA A SUBROTINA GRAPH

XMAT(J,11=R1

XMAT (4, 2)=T1

AMAT{J»31=51IGR1

XMAT(J,4)=SIGT1

Z8
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75
BS

100

XMAT{J,5)=51GZ1
XMAT{J,6)=51G01
XMAT{Ky1)=R2
XMAT(K, 2)=T2
XMATI{K,3)=SIGR2
XMAT (K, 4)=S1GT2
XMAT (K, 5)=51G22
XMAT{K,6)=S1G602
CONTINUE

SAIDA DOS RESULTADOS
TSEC=T*3600.
WRITE(5,75)TSEC
WRITE(5,85)I0PCC,10PCI
FORMAT{5X,*T=",F7.1,'SEGUNDOS")
FORMAT{ 55X, *1I0PCC=%312,20X,"10PCI=",12}
CALL GRAPH{XMAT,20,6)
CONTINUE
CALL - EXIT
END

£8
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SUBROTINA RAISL
SUBROUTINE RAIS1{LAMBDA}
REAL LAMBDA
EXTERNAL GCT
DIMENSION X(200),GX{200),LAMBDA(13)
DIMENSION V{13),W(13)
COMMON K1,:K2,ALFAL, ALFAZy A3 TAUsTOFOLEMAX+D+EPS,IEND,B4CTE
COMMON UsV,W, IOPCTI,HPEL

IN=0
X{1)=0.
GX{l)=.1

CALCULO DAS RATZES DA FUNCAO GULAMBDA)
DO 20 [=2,200
X{I1)=X{1-1)+1.
CALL GBJY(X{I},GX(I})
IF{GX{T}*GX{1-1})10,10,20
IN=IN+1
XLG=X(I-1)
XRG=X{1)
CALL RTMI{RAIZ,GyGGTsXLGyXRGEPS,I-END,JERL)Y -
LAMBDA(IN)=RAIZ
IF(IN=-13)20,21,21
CONTINUE
CONTINUE
RETURN
END

ve
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40
41

SUBROTINA RAIS2
SUBROUT INE RAIS2(BETA)
EXTERNAL FCT
DIMENS ION X(500),FX{(500),BETA(13)
DIMENSION V{13),W(13) _
COMMON K13K2yALFAL,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,1END,B,CTE
COMMON U, V4 W, IOPC T, HPEL

JN=0
X{1)=0.
Fx{ili=.1

CALCULDO DAS RAIZES DA FUNCAD F{BETA)
DO 40 1=2,500
X{I)=X{I-1)+.1
CALL FBUYIX(TI).FX(1)}
IF{FX{I)Y%FX({I-1))30,30,40
JN=JN+1
XLF=X(I-1)
XRFE=X(1}
CALL RTMI(RAIZ,F, FCT'XLF’XRF EPSQIENDvJERZ)
BETAUJIN)I=RAIZ =
IFCIN-13140441,41
CONTINUE
CONTINUE
RETURN
END

S8
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61

SUBROTINA RAIS3
SUBROUTINE RAIS3(BETA)
EXTERNAL ECT
DIMENSION X{500),EX(500)BETA(L3)
DIMENSION VI13),W(13)
COMMON K1,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D+EPS,IEND,8,CTE
COMMON UsVeWy IOPCIL,HPEL :
KN=0I
X{1)=0.
EXtl)=.1
CALCULD DAS RAIZES DA FUNCAO E{BETA)
DO 60 1=2,4500
X{I)=X(1=-1}+.1
CALL EBJUY(X{I),EX(I)}
IF(EXTTIREXII-1))50450,60
KN=KN+1
XLE=X(I-1)
XRE=X{1}
CALL RTMI(RAIZLE, ECT,XLE, XRE;EPS,IEND JER3)
BETA{KN}=RAIZ
IFIKN-13160+61y61
CONTINUE
CONT INUE
RETURN
END

98
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43

45
46

50

SUBROTINA FADA

SUBROUTINE FADA(RsT,LAMBDA,BETA,TETA)
REAL KlyK29I11912,13414,15,16,17,18,19,110,NORMA,KST+LAMBDA
DIMENSION LAMBDA(13),BETALL3)4R{2)4Z(5) +XJ12+5),Y{2,5),02(12),02(1
12),KSI(2,12)'EXPRE(lZ)gSDM(lZ)qTERMU(lZ,lZl,SUN(lZ,lZ)yTETAlZ,
DIMENSION V(13)4W(13) 7
COMMON KlsK2s ALFALy ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE
COMMON U,V W, I0PCI,HPEL
PI=3.14159265359

DETERMINACAOD DA ABCISSA DE CONVERGENCIA DA SERIE EM M
DO 42 L=1,12
AREXM=ALFA2/A%% 2% AMBDA(L ) *%2%TQ
IFIAREXM=-EMAX)42,43,43
CONT INUE
MM=L-1

DETERMINACAC DA ABCISSA DE CONVERGENCIA DA SERIE EM N
DO 45 L=1,12
AREXN=BETA(L )#%2%T
IF{AREXN-EMAX)45,46,46
CONTINUE
NN=L-1

SOMATORICS
DO 130 I=1,2
DO 120 N=14NN

CALCULD DAS FUNCDES DE BESSEL ENVOLVENDO BETA(N)
C=BETAIN)/SQRT{ALFALl)
H=BETA(N)/SQRT{ALFA2)
Z{1)=C%A
212 )=H%A
Z{3)=H%B
D3 50 Jd=1,2
DG 50 K=1,3
CALL BESJ(Z(XK)yJ-14DJ+D,IERT)
CALL BESYI[Z{K)yJ-1,DY,I1ERS8)
XJlJd.K)=DJ
Y{J,K)=DY

CALCULD D0OS COEFICIENTES C2(N)Y E D2{N)
QUO=XJ(Le 2)%Y12,2)=-XJ12,2)%Y(1,2)

L8
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C2UNYI=(XJI{ 1y Ld%Y({2,2)-CTEXXJI{2,1)%Y(1,2))/QUO
D2IN)=(CTEAXJ(1,2)%XI(2,1)-XJ{1,1}%XJ(2,2)1}/QUO

CALCULO DAS AUTOFUNCOES KSI(IsN)
ARG1=BETA{N}*R{1)/SQRT(ALFAl)
ARG2=BETA{N)*R{2)/SQRT(ALFAZ)
CALL BESJ(ARG1lyOyEJ4D,1ER9)
CALL BESJ{ARG2,0+FJ+D,IERL1O)
CALL BESY{ARG2,0,EY,IER11)
KSI{1l,N)=EJ
KSI{2:N}=C2{N}*FJ+D2I{N)*EY

CALCULD DAS INTEGRAIS ENVOLVENDO BETA(N)} E DA NORMA
I1=ALFA2/BETAIN)##22{XJ{142)~XJ11+3))-A/HEXI(2,2)}*ALOGITAU}
12=0(Y(1,2)=Y(1,431)/H=Y(2,2)*ALOG{TAU)*A)/H
IT7=A%%2/2.F(XJ( 1y 1) 2%24XI( 2,1 }%%2)
18=(BA%2H(XJ( Ly 3)HN24XI(2,3) %521 A%RE2H(XI(1,2)%%2+XJ(2,2)%%2)) /2.
19=(BHR2X(Y (1,3 )4%2+4Y (2,3 )5%2)-A%=2R(Y{1,2)%%2+Y([2,2)%%2))/2.

T10=(B%x2% (XJ{ L 3)Y{ 1y 3)4X3(2,3)%Y(2,3))-A%2x(XJl1 2} %Y (1,2)+XI( .

12+,2)%Y(2,2)))/2.
NORMA=K1/ALFALRI7+K2/ALFA%(C2{N)*%22x18+D2{ N} #x2%[9+2.%C2(N)*D2{N)
1%1101} e m—e L —— e — e e e
0o 120 M=1,MM
CALCULD DAS FUNCDES DE BESSEL ENVOLVENDO LAMBDA(M)
Q=LAMBDA(M) /A
CTG=H*®2-Q%*2
Z(4)=LAMBDA(M)
Z{5)=714)*TAU
DO 60 JJ=1,2
DO 60 KK=445
CALL BESJ(Z(KK)4yJJ-1,GJsDs1ERL2)
CALL BESY{Z{KK)4JJ~1yGY,IER13)
XJ(JJsKK)=GJ

60 Y(JJsKKI=6Y

CALCULO DAS INTEGRAIS ENVOLVENDO BETA(N)} E LAMBDAIM)
I3=(BR(HEXI (29 3)%XI(1y5)=Q%XI{2,5)%XI113))=-Ax{HEXI(2,2)%XI(1,4)-Q
1#XJ{2,4)%XJ(1420))/CTG
14=({BH(HAEXI (2, 3)%Y11,5)-QEXJ (1,31 %Y {2,5) ) —AR(HZXXI(242)%Y(1,44)-Q%XJ
1{1,2)%Y(2+,4)))/CTG
I5={AS{Q*XI(2,4)%Y{1,2)~HEXI(1,4)%Y(2,2))-BF(Q*xXJ(2,5)%Y{1,3)-H*XJ
1{1,5)%Y(2,3)))/CTG
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16={BR{HEY (2,3)%Y(195)-Q%Y(1,3)%Y(2,5) ) =A% (HXY(2,2)RY (1l ,4)-Q%Y{1,2
1)*Y{2,4)))/CTG
CALCULD DA EXPRESSAO SOMADA EM M
COLCH=C2IN)IZFY{1,5)%I3-C2INYEXJI{1+5)%14+D2{(NIEY(1,5}*I5-D2{N)*XJ(1,
15)%16
FRAC=XJ{194)EXJI1195) /7 IXIM145)%%2=XJl1,4)%%2)
EXPRE(M|=1./EXP(ALFAZ/A**Z*LAMBDAlM}**Z*TOI*FRAC*COLCH
CALCULD DA SOMA EM M
IF{M=1)70,704+80
70 SOM{M)I=EXPRE(M)
GO TO 90
80 SOM{M}=SOM{M-1)+EXPRE(M)
CALCULD DO TERMO SOMADO EM N
90 CHAVE=FO/ALOGI{TAUY*{C2(NI*I1+D2{N)I*I2}-PIFFO*50M(M)
TERMO(NsMI=1./EXP{BETAINY#**2%T)H*KSI (1 4yNI®K2/ALFA2*CHAVE/NORMA
CALCULG DA SOMA EM N
IF(N-1)100,100,110
100 SUNI(NysMI=TERMO{N,M)
- G0 TO 120 ‘
110 SUNINsMI=SUNIN~1yM)+TERMOINyM} - - S
120 CONTINUE
TETA(TI=SUN{NN,MM)
130 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROTINA ANJO

SUBROUT INE ANJO(RyT+BETA,TETA)}

REAL K1+K2,17,18419,110,111,112,NORMA,KSI
DIMENSION BETA(L13),R{2),2(3),XJ{2:3),Y(2,3),C21(12),02(12),
IKSTI{2s12)s TERMO(12),SUN(12),TETA{2)

ODIMENSION V(13),W{13)

COMMON K1,K24ALFA1,ALFAZ,A, TAU,TO,FO,EMAX,DEPS+IEND,B,CTE

COMMON UsV oW IOPCTI«HPEL

PI=3.,14159265359

DETERMINACAO DA ABLISSA DE CONVERGENCLIA DA SERIE EM N
DO 45 L=1,12

AREXN=BETA(L)*%¥2%T

IF{AREXN-EMAX Y45, 46446

CONTINUE
NN=L-1

SOMATORIOS

DO 130 I=1,2

DO 120 N=1,NN

CALCULO DAS FUNCODES DE BESSEL ENVOLVENDO BETA(N)
C=BETA(NY/SQRT(ALFAL)

H=BETA{N)/SQRT{ALFA2)

Z211i=C*A

Z02)=H*A
Z2{3)=H%B

DO 50 J4=1+2

DO 50 K=1,3

CALL BESJI(ZI(K)yJ-14DJ,D41ERT}

CALL BESY{Z(K)},J-1,DY,IERB)
XJ{J,K)=DJ
Y(JsK)=DY

CALCULD DOS COEFICIENTES C2(N} E D2{(N)
QUO=XJ( 1, 21%Y( 2,2)=%XJ(2,2)%Y(1,2)
C2(N)={XJ(141)%Y{ 2, 2)-CTE®XJ(2,1)%Y(1,2))/QUQO
D2IN)={CTESXJI(1,2)2XJ(2,1}-XJ(1,1)%XJ(2,2))/QUO

CALCULO DAS AUTOFUNCDES KSI(IsN)
ARG1=BETA{N}I*R({1)/S5QRT{ALFAl)
ARGZ2=BETA{N)IZR{2)/SQRT{ALFA2)

CALL BESJ(ARGl1,0,EJ+D+1ER9D)

CALL BESJ{ARGZ2,04FJ,0D,1ER10)
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CALL BESY{ARG2,0,EY4+IER11)
KSI(1.,N)=EJ
KSI{2,N)=C2{N}*FJ+D2{(N)*EY
CALCULO DAS INTEGRAIS ENVOLVENDO BETA(N)} E DA NORMA
I7=A%%2/2.%(XJ( 1y L) %%24+XI{2,1)%%2}
I18=(B%H2%( XJ{ 1y 3224 XJ{ 2,3 )42 - A%eH2H(XJ(1,2)2%2+XJ(2,2)%%2)) /2.
19=(B**2*(Y(1.3)**2+Y(2.3)**2)-A#$2*1Y(1,2)#*2+Y(2q2)**2])/2.
T10=(B&22% (XJ{ 13XV (1,30 4XJ(2,3)%Y(2,3))=A%E2%{XJ(1,2)3Y(1,2)+XJ(
12,2)%Y{2,2)))/2.
I11=SQRT(ALFA2) /BETA(N)®R(B%XJ(2,43)~-A%XJ(2,2))
112=SQRTIALFA2)/BETAINI*(B*Y{2,3)-A%Y(2,2))
NORMA=K 1/ALFAL® IT+K2/ALFA2%(C2{N)Y &R 2R IB+D2{IN}%*2%19+2.%C2(N)*D2(N)
1*110)
CALCULO DO TERMO SOMADO EM N
TERMO(N)=1./EXP(BETA(N)®*2 2% T)*KSI{I NIXK2/ALFAZ¥FOX{C2{N)*I11+
1D2{N)*112)/NORMA
CALCULD DA SOMA EM N
IF{N-1)100,100,110
100 SUN({N}=TERMO(N)
' GO TO 120 <
110 SUNIN}=SUN(N-1}+TERMOI(N)
120 CONTINUE
TETA(I)=SUN(NN)
130 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROT INA SUBPROGRAMA EBJY
SUBROUTINE EBJY({X,EX)
DIMENSION ARG(3),XJJ(2,3),YY(2,3)
DIMENSION Vi13},W(13)
COMMON Kl,K2sALFAYl, ALFA2,4A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE
COMMON UsVaW, IDPCI,HPEL '
ARG(1)=X*A/SQRT(ALFAl}
ARG{2)=X%®A/SQRT(ALFA2)
ARG{ 3)=X%*B/SQRT{ALFA2)
DO 1 N=1,¢
DO 1 M=1,3
P=ARG(M)
CALL BESJ(PyN—-14CJyD,y IERS)
CALL BESY(P,N-1,CY¥,1ERSE)
XJJ{N,M)=CJ
YY(NyMI=CY
Q=K2/SQRTIALFA2)%X
EX=XJJ0 1 L)% 00Q%(YY{2,2)5XdJ02s3)=XJJ12+2)%YY (243} )-HPELR(YY(2,2)%
IXJI01L3)=XJI02:,2)12YY L 143) ) )+CTERXII(Z24 L)% (QFIXIIL,2)%YY(2,3)-
2YY(1,2)0%XJ00 2, 3))=HPEL*(XJJ(1,2)%YY(1y3)-YY(1,2)%XJI(1,3)))
RETURN
END
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SUBROTINA SUBPROGRAMA FBJY
SUBROUTINE FBJY({X,FX)
DIMENSION ARG(3).,XJJ{2:3),YY(2,3)
DIMENSION VI1i3),W{1l3)
COMMON K1,K2,ALFAL ALFAZ A3 TAU,TO,FOLEMAXDLEPS,TEND+B.CTE
COMMON UyVW, IOPCI,HPEL
ARGIL)Y=X*A/SQRTLALFAL)
ARG(2)Y=X*A/SQRT(ALFA2)
ARG(3)=X%B/SQRT{ALFA2}
DO 1 N=1l,s2
DO 1 M=1,3
P=ARG(M)
CALL BESJ(P¢N-1,CJ,Dy1ERS)
CALL BESY(P,N-1,CY, IERS)
XJJINsMI=CJ
YY{N,M}=CY _
FX=CTERXJIJ{ 2, 1Y 2(YY {13208 XJI(1e3)=XII1L 42 2YY{143))+XJJ(1,1)®(XJIIA{
12:2)%YY{1,43)=YY(2:,2¥%XJJ{1,3))
RETURN
END e - [ . e e e e e — e
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SUBROTINA SUBPROGRAMA GBJY
SUBROUT INE GBJY(X4GX)
DIMENSION V{13),W(13)
COMMON K1sK2,ALFALl,ALFA2,As TAU,TO4FO,EMAX,D,EPS,IEND,B4CTE
COMMON U+ VoW
CALL BESJ{X,0,AJ,D, IERL}
CALL_BESJ(TAU*XyO!BJ,D,IERZ)
CALL BESY{TAU%RX,09AY,1ER3)
CALL BESY(X,0,8Y,1ER4)
GX=AJ*AY-BJ%BY
RETURN
END
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SUBROTINA AREA
SUBROUTINE AREA{XLEFT,XRIGHT NTER,FUNCT,XINTGR)
DIMENSION CHI(48),PESO(48)
DIMENSION LAMBDA{13),BETA(13)
COMMON K1,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE
COMMON T,LAMBDA,BETA
CALL TABELA(NTER,CHI,PESD)
XINTGR=0.
DO 10 I=14NTER
X={CHI{ 1) ¥ {XRIGHT-XLEFT)+XRIGHT+XLEFT)1/2,.
Y=FUNCT (XY}
XINTGR=XINTGR+PESO{ 1) *Y
CONTINUE : ,
X INTGR=XINTGR*(XRIGHT-XLEFT) /2.
RETURN
END
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