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RESUMO 

Determina-se o transiente de temperatura desenvolv! 

do após o acoplamento de um cilindro circular oco, previamente aqu~ 

cido, com outro maciço, de material diferente. 

Obtém-se em seguida o campo de tensões principais 

supondo um processo quase estático e um comportamento termoelásti 

colinear dos materiais. 

Um caso de pré-aquecimento levando a uma condição 

inicial de- -temperatura não uniforme foi comparado com o caso uni 

forme quanto à possibilidade de ocorrência de plastificação duran 

te o resfriamento e quanto a tensão residual de fretagem. 
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ABSTRACT 

The temperature transiente after the coupling of a 

pre-heated hollow cylinder with a solid one of different material 

is determined. 

The principal stresses field is then obtained 

suposing a quasi-static process anda linear thermoelastic behaviar 

of the materials. 

One case of pre-heating leading to a non-uniform 

initial temperature field was compared with the uniform one with 

respect to shrinkage efficiency and the possibility of yelding of 

the material during the cooling process. 
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CAP!TULO I 

· INTRODUÇÃO 

Seja um sólido contínuo em um estado inteiramente li

vre de tensões a uma temperatura uniforme que será tomada como tem

peratura de referência. A esse estado chamar-se-á estado natural do 

sólido. 

Agindo-se externamente sobre o sólido pela aplicação 

quer de trabalho mecânico, quer de fluxo térmico sobre seu contouo, 

altera-se sua energia interna, alcançando então o sólido um novo es 

tado termodinâmico. 

No novo estado assumido pelo sólido estabelecem-se Ca:!!. 

pos de temperatura e tensões, intimamente relacionados, que depen -

dem das forças externas aplicadas, da energia térmica fornecida e 

das propriedades termoelásticas intrínsecas do material de que éa::t'12_ 

tituido. 

As equaçoes da termoelasticidade que relacionam ten

sao, deformação, temperatura e deslocamento são, na sua forma mais 

geral, algo complexas, tornando árdua a solução de problemas de con 

dição de contorno envolvendo essas equações. Assim, na solução de 

problemas relativamente simples, todas as hipóteses aplicáveis ao 

problema que concorrerem para uma siuplificação da teoria geral de

vem ser consideradas. Algumas dessas hipóteses e sua aplicação no 

problema ora em estudo são apresentadas a seguir. 

Assim como uma variação. da quantidade de calor em um 



2 

elemento de volume resulta em um campo de tensões e deformações, um 

carregamento mecânico aplicado ao elemento produz um campo de ternp~ 

raturas. Em se tratando de aquecimentos lentos e pequenas velocida -

des de deformação, o termo de acoplamento mecânico da equação de~ 

gia, que expressa a dissipação terrnoelástica, pode ser desprezado. 

Chega-se assim à teoria chamada desacoplada que oferece a vantagem 

de poder-se resolver a equação do calor independentemente do estado 

de tensões-deformações do sólido, permitindo assim a dete:mrlnçâo do 

campo de temperaturas a priori. 

Quando as variações de deslocamento ao longo qe todo 

o sólido sao pequenas, pode-se linearizar as relações deformação

-deslóciamento tornando-se aplicáveis as relações da elasticidade li 

near. Se não só os deslocamentos mas suas derivadas em relação ao 

tempo, velocidades e acelerações, forem pequenas podemos desprezar 

o termo de inércia da equação do movimento recaindo em urna classe 

particular de problemas chamados quase-estáticos. O problema quase

-estático, apesar de transiente, é modelado corno urna sucessão de es 

tados estacionários e a equação de movimento transforma-se em urna 

equação de equilíbrio. 

O problema ora em estudo é o do acoplamento termoelás 

tice transiente de dois cilindros circulares concêntricos de cornpr! 

mente infinito; sendo um maciço e de raio a e outro oco de raios 

e b interno e externo respecti varnente (FIG • 3. a) • As dimensões ªo 
sao referidas ao estado natural das duas peças e a temperatura de 

referência é a ambiente. Os dois cilindros são constituidos de mate 

riais diferentes, ambos homogêneos e isotrópicos. 

Aplicando-se um aquecimento ao cilindro oco, o mesmo 
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dilata-se até que em um determinado instante o deslocamento do seu 

raio interno iguala-se à diferença a-a
0

• Nesse instante efetua-se 

o acoplamento sem folga do cilindro maciço, ainda em seu estaio na

tural, dentro daquele. A partir do instante do acoplamento surge um 

transiente de temperatura devido à condução de calor através dos 

cilindros e da interação do cilindro oco com o meio ambiente, des

prezados outros efeitos, e um transiente de tensões resultante do 

efeito termoelástico e da interação mecânica na interface de conta 

to dos cilindros. 

Além das hipóteses simplificadoras de caráter flsico 

já citadas, todas aplicáveis ao problema em questão, algumas ou -

tras, de caráter puramente geométrico, podem ser consideradas. Co

mo o comprimento dos cilindros é infinito, não há fluxo térmico e 

portanto gradiente de temperatura na direção longitudinal. Os des

locamentos nessa direção serão também nulos, reduzindo-se então o 

problema a um estado plano de deformações. Ainda quanto à geometria, 

trata-se de um problema axissimétrico e como tal não haverão gra -

dientes de temperatura e deslocamentos na direção tangencial. Tere 

mos então somente duas variáveis independentes a saber: a coordena 

da radial r e o tempo t. 

Para a determinação do transiente de temperaturas ·se 
1 

rã aplicado o método desenvolvido por BULAVIN e KASHCHEEV para a 

obtenção da solução da equação de condução de calor em meios sec -

cionalmente homogêneos com perfeito contato térmico na interface. 

o transiente de tensões será obtido integrando-se a 

equaçao dos deslocamentos radiais e aplicando-se as relações ten-
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são-deslocamentos da termoelasticidade linear. 

Buscando ainda fazer uma estimativa inicial das con

dições de ocorrência de plastificação do material durante o proce~ 

so de resfriamento determinou-se o campo de tensões octaédricas ao 

longo do tempo para uma avaliação, pelo critério de Von Mises, do 

ponto de plastificação. 
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CAP!TULO II 

O PROBLEMA DA CONDUÇÃO TRANSIENTE 

DE CALOR EM MEIOS SECCIONALMENTE 

HOMOGtNEOS 

A solução do problema de condução transiente em pla -

cas, cilindros e esferas, séccionalmente homogêneos, com contacto 

térmico perfeito nas interfaces e geração interna de calor foi obti 
1 

da por BULAVIN e KASHCHEEV pelo método de separaçao de variáveis e 

pela construção de uma expansão de funções ortogonais para cada re

gião homogênea. 

2.1. Sobre o Método 

O método supracitado, desenvolvido por BULAVIN e KAS~ 

CHEEV, se aplica à solução do problema de condução em meios compos

tos de regiões homogêneas limitadas por interfaces paralelas. t,poE 

tanto, aplicável a sólidos compostos de placas planas paralelas, c.!_ 

lindros concêntricos ou ainda esferas concêntricas. Trata-se ,em qua! 

quer caso, de um problema unidimensional pois uma Única coordenada 

de distância será suficiente para determinar as propriedades de um 

ponto de uma região. 

Seja então um meio composto de-!!! regiões homogêneas. 

Em cada região.!. limitada à esquerda e à direita por interfaces pa-

ralelas de coordenadas xi e respectivamente (FIG. 2.a) •. 
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Podemos .definir: · 

Ti(x,t) - temperatura na região i, i=l,2, ••• ,m 

T (t) 
o 

- temperatura ambiente 

g. (x,t) - calor gerado na região i (t>O) , i=l,2, ••• ,m 
l. 

No instante inicial existe um campo de temperab.ll:as in 

teiramente geral, da forma: 

T. (x,O) = F. (x) , i=l,2, ••• ,m 
l. l. 

A partir de t=O o contorno em x=x 
1 

é mantido iso-

lado enquanto a superfície em x=xm+l dissipa calor por convecçao 

para o ambiente. 

2 
A equaçao diferencial que rege o problema será: 

(li 
cx.V 2 T. (x,t) + 

l. l. 
g. (x,t) = 

l. 

clT.(x,t) 
]. 

at 
, x.<x<x. 1 , t>O ].- - i+ 

Com as condições de contorno: 

a)_ Isolamento em x=x1 : 

clT
1 

(x
1 
,t) 

ax 
= o 

(2. 1) 

b) Perfeito contacto térmico nas interfaces garantindo iguaidade 

de temperatura à direita e à esquerda: 

c) Conservação do fluxo térmico através das interfaces: 

clT i+l (xi+l't) 
ax , i=l,2, ... ,m-1 
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d) Dissipação por convecção na fronteira x=xm+l: 

aT (x ,tl 
-k m am+l = h[T (X +l't)-T (t)] 

m x m m o 

E a condição inicial: 

T. (x,O) = F. (x) 
]. ]. 

Se referirmos todas as temperaturas a partir da temp~ 

ratura ambiente podemos definir uma nova temperatura relativa: 

8.(x,t) =T.(x,t) -T (t) ]. ]. o ( 2. 2) 

Que deverá satisfazer então à equaçao diferencial: 

a .17 2 8. (x,t) + 
]. ]. 

ªi 
- g. (x,t) = 
k. ]. 

]. 

aei (x,tl 

at 
I 

Com as condições de contorno: 

a) = o 

b) 8i(xi+l't) = 8i+l(xi+l't) 

c) 
aei (xi+l'tl = k aei+l<xi+l'tl 

ki ax i+l ax 

d) -k 
m 

aem (xm+l 't) 
ax = hem(xm+l't) 

E a condição inicial: 

Si(x,O) = F. (x) - T (O) = f. (x) ]. o ]. 

, 

, 

x.<x<x.+l, t>O 
].- - ]. 

i=l,2, .•. ,m-1 

i=l,2, ••• ,m-1 

i=l, 2, .•. ,m 

(2. 3) 

(2. 4) 

( 2. 5) 

A solução do problema, pelo método de separaçao deva 

riáveis, 
• l 2 

sera da forma' : 

"' x. (xl . r (t) 1.n n , x.<x<x.+l~j i=l,2, .•• ,m 
].- - ]. 

( 2. 6) 
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Esta solução envolve portanto uma expansao em uma sé

rie de funções ortogonais Xin(x). Estas autofunções foram determi

nadas por BULAVIN e KASHCHEEV estabelecendo, a partir da equação di 

ferencial (2.3) e com o auxilio das condições de contorno (2.4), o 
1 2 

seguinte problema de autovalores' : 

a) d X1.n<x1) 
a,c 

, x.<x<x.+l, i=l,2, ••• ,m 
1- - 1 

Com as condições de contorno: 

= o 

b) Xin(xi+l> = X(i+l)n (xi+l> i=l,2, ••• ,m-1 

c) k. 
dxin(xi+l> 

= ki+l 
dx(i+lln (xi+l l 

i=l,2, ••• ,m-1 
1 dx dx , 

dx .(x +i> 
-k ,_ rn"' m = hxmn (xm+ll m .. dx 

. d) 

Onde Bn sao os autovalores correspondentes. 

A solução de (2.7) pode ser escrita na forma: 

, l=l,2, ... ,m 

(2. 7) 

(2. 8) 

( 2. 9 l 

Onde $in(x) e $in(x) são duas soluções linearmente indepen

dentes da equaçao diferencial (2.7). 

As 2m constantes Cin e Din, i=l,2, ••• ,m sao obti 

dos a partir das 2m equações lineares homogêneas obtidas das condi-

ções de contorno (2.8). Os autovalores 0 sao determinadas µn pela 

equaçao transcedental que exprime o fato de que para que o sistema 

(2.8) possua solução não trivial é necessário que o determinante da 

matriz dos coeficientes se anule. 

As funçoes r n (t) foram também determinadas por BUIAVJN 
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e KASHCHEEV expandindo as funções g.(x,t) 
1 

e em séries .in-

finitas das autofunções x. (x), perfazendo integrações em relação 1n 

a x sobre todo o domlnio de cada região i e substituindo as ex

pressões obtidas nas equaçoes (2.2), (2.6) e (2.7). A solução fi -

nal 2 é a seguinte: 

r CtJ n 
n * -13
2t[ 

= e f n (
* 1 

gn(t) * - I n 
dT (t

1

)) 13
2

t
1 

'] 0 · e n dt 
dt' 

onde: 

* 1 m 
fn = N E 

i=l 

m 
~ (t1

)= l E 
n N i=l 

* 1 m 
I = N E 

n i=l 

m k. 
N = E 1 

i=l (li 

1 1 1 p 1 
f i (x ) • Xin (x ) • x • dx 

J
xi+l 

( , ') ( ') •p , gi x ,t • xin x • x • dx 

xi 

k1. Jxi+l 
( ') 'P d' xin X • X • X (li 

xi 

Jxi+l 
2 1 1 

xin(x) 
,p 

dx • X • 
X. 

1 

(2.10) 

e p é um parâmetro que depende da geometria do corpo em questão: 

p = O para placas 

p = 1 para cilindros 

p = 2 para esferas 
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2.2. Dois Cilindros Concêntricos sem Geração Interna de Calor, 

Temperatura Ambiente Constante e Convecção Externa 

Sejam dois cilindros concêntricos, infinitos,iimersos 

em um ambiente de temperatura constante, sendo um maciço, de raio 

a e outro oco, de raios a e b, interno e externo respectivamen

te (FIG. 2.b). Supõe-se haver perfeito contato térmico na interface 

r=a e nao haver geração interna de calor. 

No instante t=O sao conhecidos os campos de temper~ 

tura absoluta F1 (r) e F2 (r) nas regiões I e II respectivamente. 

Em termos da temperatura relativa (2.2) e para t>O a 
2 

equaçao diferencial que rege o problema será: 

2~ (r ae 1 (r,tl) ae
1

cr,tl 
= , O<r<a r ar ar at 

a 2 a ( ae 2 (r,t) ) ae
2 
(r,tl 

-- r = , a<r<b 
r ar ar at 

a) 

Com as condições de contorno: 

ae
1 

co,tJ 
= o 

b) 

c) 

6 1 (a,t) = 6 2 (a,t) 

ae 2 (a,t) 

ar 

d) -k 
2 

ae 2 (b,tl 

ar = h ª2 (b,t) 

E as condições iniciais: 

a) 61 (r,O) = f
1 

(r) 

b) 62 (r,O) = f2(r) 

, 

, 

O<r<a 

a<r<b 

(2 .11) 

(2.12) 

(2.13) 
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A solução geral do problema, obtida substituindo-se 

(2.10) em (2. 6) para o caso de g.(t)=O 
J. 

T (t)=cte, -e sera: o 
a 

"' -e 2 t . =[~ J e n • e. (r,t) = i:: • Xin(rl f 
1 

(r ) • J. n=l N ª1 
o 

b 
k2 J X2n (r. l • . r . dr +- f (r l . r 
ª 2 

2 

a 

onde: 

a) 

b) 

c) 

d) 

a b 
k J 2 kf 2 

N _1 X1n(r') dr ' _.. 
X2n(r ) = . r . + • r 

Cl1 Cl2 

o ·a 

e 

O problema de autovalores que define as 

será então: 

2 .'.:_G dxln (r) j 2 
- + Sn Xln(r) = o , O<r<a 

r dr dr 

ª2 d ~ dx 2n(rl) 2 
--r + e X2n(r) = o , a<r<b 

r dr dr n 

Com as condições de contorno: 

d)(ln(O) 
= o 

dr 

X1n(a) = X2n(a) 

kl 

dXln (al 
= k2 

dX2n(a) 

dr dr 

-k 
dX 2n (b) 

= h X2n(b) 2 
dr 

•· X1n<r l . 

• dr'] (2.14) 

dr (2.15) 

auto funções 

(2.16) 

(2.17) 



13 

As funções <Pi (r) =J 
O 

(il_ r) i=l,2 

-sao linearmente independentes e satisfazem, como pode ser verifica-

do por substituição, à equação (2.16). 

A solução geral de (2.16) será escrita então na for -

ma: 

s 
y (ln r) xln = cln J (.2! r) + 01n o~ o lar 

l 

s s 
x2n = c2 J (.2! r) + º2 y(.2!r) n o~ n o~. 

2 ª 2 

Como a região I inclui a origem, o1n deve ser 

pois a função y (z) 
o não é definida em z=O• 

nulo 

A condição de contorno 

tisfeita para qualquer valor de c1n 

(2.17a) é automaticamente sa -
dJ

0 
(0). 

pois dr -=O • 

O sistema (2.17) reduz-se assim a trés equaçoes linea 

res homogêneas. 

Para que haja uma solução não trivial para as consta~ 

tes c 1n, c 2 n e o2n é necessário que o determinante da na.triz dos 

coeficientes seja nulo. o sistema admitirá neste caso uma infinida

de de soluções e podemos determinar duas constantes em função da 

terceira. Arbitrando, por simplicidade, c1n=l a solução se 

a: 

·+ D y ·(Sn r) 
2n o .rc;,-

ª2 

reduz 

(2.18) 

Substituindo (2.18) nas condições de contorno (2.17b) 



e (2.17c) obtem-se: 

a 
J (_!:._ a) = c

2 o la: n 
1 

14 

J (ªn a)+ D Y (ªn a) 
o ra::. 2n o ro::. 1 

2 2 

Resolvendo o sistema (2.19) obtem-se: 

k 1 ~ (ªn ) (ªn ) ·(ªn ) (ªn ) ---J --a J -a -J --a J -a kla orr,:- • 1 1êl O{a • irr;-
=-...!._'l 2 ·1 ... f .. 2 

(
e 

J n 
o la 

2 

a) . Y (~ a) 
o .ra:-

2 

(2.19) 

(2.20) 

A condição de contorno (2.17d) fornece a seguinteequ~ 

çao transcedental para a determinação dos autovalores lln: 

k a [i ( Bn 
b) + 0 2n 

( an 
b)] h[c2nJo(~ b) + 

~e J - y - = · 2n 1 la 1 la .ra:-
2 2 2 2 

+ 0 2n 
C3n 

b)] (2.21) y -
o la 

2 

Substituindo-se as expressões de c 2n e o
2

n (2.20) 

na equação (2.21) e simplificando-se, chega-se à seguinte equação: 
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Y (~ b\J - h[Y (~ a) • J ·(~ b). -1 1n'l 11n °ra 
2 2 2 

- J,(~ a) • y (-Sn b)]} + _k,v'<Ç 
fa O .ln k21n 

·( Sn ) • J, -- a 
ra; 

2 · 2 1 

{

~
2

: S [J (~ a) . 1anora 
2 2 

J 1 (~ b)] - h[J (~ a) 
ln o ln 

2 2 

- y (~ a) . (sn 
b)J} J -

o la o ln 
2 2 

( 
sn 

-Y -

's 

o ln 
2 

y (..E.... 
• o la b) -

2 

= o 

a) • 

(2.22) 

A solução de (2.22) pode ser obtida com o auxílio de 

um computador digital. As raizes Sn podem então ser substituidas 

nas expressões (2.20) e (2.18) fornecendo assim as funções Xin' 

i=l,2. A integração de (2.15) e (2.16),conhecidas as condições ini -

ciais (2.13), completa a solução do problema. 

2.3. Dois Cilindros Concêntricos sem Geração Interna de Calor, 

Temperatura Ambiente Constante e Temperatura Prescrita na 

·Face Externa 

o problema em questão consiste em uma variante do pr~ 

blema estudado na seção anterior n~ qual se supõe, ao invês de dis-
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sipação por convecçao na superflcie externa da região II (FIG.2.b), 

a manutenção, de alguma forma, da temperatura constante e igual 

ambiente nessa superflcie. 

.. ~ 
a 

A Única diferença na formulação do problema será a ca,. 

dição de contorno (2.12d) que será expressa agora da seguinte for -

ma: 

e (b, tl = o 
2 

Ou, no problema de autovalores: 
' 

x2n(b,t) = O 

(2.23) 

(2.24) 

Tem-se então uma nova equação para os autovalores ;e 
n 

substituindo (2.20) e (2.18) em (2.24): 

25) 

J ·(~ b\ rJ (~ a) 
º.-la 1Cora 

2 1 

(en) .k1~ (ªn) 
Y --a - . J -a . 

1 ra k2ra;- 1 ra 
2 1 

(ª a)] y _,!!_ 
o ./a 

2 

+ Y ( ~ b) rk i ~ • J ·( ~ a) • 
º ra L; ra1 º ra 

2 2 2 

(ª a) -J n 
1 ra J (~ a) • 

º ra 
1 

(2.25) 

1 

Uma vez obtidos os novos 8n a partir da equaçao (2. 

o cálculo de e. (r, t) , i=l, 2 é efetuado de forma idêntica 
l. 

a 

anterior. 
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CAPITULO III 

DETERMINAÇÃO DO CAMPO TRANSIENTE DE TEMPERATURA NO 

ACOPLAMENTO DE DOIS CILINDROS CIRCULARES 

CONCtNTRICOS DE MATERIAIS DIFERENTES 

Sejam dois cilindros concêntricos de comprimento in 

finito sendo um maciço, de raio a e outro oco de raios b 

interno e externo respectivamente (FIG. 3.a) em seus estados natu 

rais à temperatura ambiente T
0

(t). 

Aquecendo-se de alguma forma o cilindro oco de modo 

a permitir o acoplamento sem folga do cili~dro maciço no interior 

daquele teremos, no instante do acoplamento (t =O), a seguinte~ 

tuação: Um cilindro maciço de raio aproximadamente igual a b can 

posto de duas regiões homogêneas I e II (FIG. 3.b) de materiais di 

ferentes sujeitas ao seguinte campo de temperatura absoluta: 

T (r,O) - F (r) = T (0) 
1 1 O 

O<r<a 

T (r,O) - F (r) 
2 2 

, a<r<b 

onde F (r) é o campo de temperatura presente no cilindro oco no 
2 

instante do acoplamento e que é função do processo de aquecimento 

aplicado ao cilindro. Dois casos serão estudados: 

1) Aplica-se uma temperatura constante F 
o 

na face interna do 

cilindro, mantendo-se a externa à temperatura ambiente duran

te um intervalo de tempo t
0

• 

2) Imerge-se todo o cilindro em um ambiente a •iumatf"''ctemperatura 



T(r) 

T,(r) 
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a 

b 

Fig. 3a 

t:O 

Fig.3b 

J 
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constante F
0 

durante um espaço de tempo suficiente para que 

se obtenha perfeito equil{brio térmico. 

Em ambos os casos F
0 

deve ser tal que se tenha, ao 

fim do processo, a
0 

= a para permitir o acoplamento. 

Para permitir a aplicação do método de BULAVIN e 

KASHCHEEV na solução do transiente térmico gerado após o acopla -

mento será assumida a hipótese de haver perfeito contato térmico 

na interface qos cilindros. 

3 .1. Campo ·rntcial de Temperatura Gerado por Aquecimento Interno 

Seja um cilindro circular oco de comprimento infini 

to e raios a
0 

estado natural à 

e b interno e externo respectivamente em seu 

temperatura ambiente. Se, a partir do instante 

t = o, se aplica uma temperatura constante F o na face interna, 

mantida a face externa à temperatura ambiente T , o desenvolve-se 

no cilindro um transiente de temperatura o qual foi determinado 

por A.G.PORT0 3 e que tem a forma: 

b À • 2 

in- ~ _ ( m) -
F

2 
(r,t) = T + (F -T )___..!. - rr(F - T) E e ª 2 a""" t • 

o o o lnz; o o m=l o (3. 1) 

J (À ) • J (!;À ) 
o m o m 

J~(!;Àm) - J~(Àm) 
- J (!;À ) .Y (mr)J o m o a

0 

onde: z;:b/ao , 

À sao as raízes da equaçao transcedental: 
m 

( 3. 2) 

e F (r,t) é o campo de temperatura no cilindro, que e função 
2 
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do raio r(a <r<b) e do tempo t contado a partir do instan
o- -

te em que se inicia o processo (O<t<t ). --o 

Admitindo-se pequenas deformações durante o proces

so de dilatação podemos fazer a seguinte aproximação: 

a 
(3. 3) 

Utilizando-se o conceito de temperatura relativa 

(2.5), ou seja, definindo: 

f (r,t) = F (r,t) - T ; f - F - T 
2 2 O O O O 

!" (r,t )= 
2 O 

Teremos, no instante t = t
0 

b R.n-
f _E 

0 tnç 
-rrf 

o 

("·)2·· oo -a .. .Jll t 
,. 2 a o 
" e • 

J (À ) • J (ÇÀ ) 
o m o m 

m=l J2 (ÇÀ ) -~J2 (À ) 
o m ·-o m 

• J (Àmr) - J (ÇÀ ) . Y (Àmr)J 
·oa o m ºa 

• 

(3. 4) 

Se nesse instante efetua-se o acoplamento do cilin

dro.maciço de raio a, ainàa à temperatura ambiente, no interior 

do cilindro oco, desenvolver-se-á um transiente de temperatura c~ 

mo o descri to na seção 2. 2. Neste caso as condições iniciais (2.13) 

serao: 

(a) 6 1 (r,O) = f 
1 

(r) = o O<r<a 
(3. 5) 

(b) 6
2

(r,O) = f 
2 

(r) = f
2 
(r,t

0
) , a<r<b 

A solução do transiente térmico será obtida então , 

substituindo-se (3.4), (3. 5) e ( 2 .18) em (2.14) e (2.15): 



onde 

8.(r,t)= 
J. 

a) 

- ,rf E 
0 m=l 

21 

a) -e2t 1 k21bt 9.n~ 
E e n ·xin(r) • f __! 

n=l N e12 a 0 9.ni; 

. À 

-e12( am)\ J (À ) •J (ÇÀ ) 
e o. o m o m 

2 2 
J (l;À )-J (À ) 

o m o m 

• (y (l;À )• J (Àmr) 
(o m o a 

- J o "'m1 • Yo(':~ J f ,n' o (;.;r) + º2n Y0 (~r)} dr 

N • :: [' J~(~r) r dr+ :: [[c,0 J0 ~r)+ 

(3. 6) 

dr 

( 3. 7) 

O somatório em m da expressao (3.6) e urna série de 

funções da forma: 

; Iam fm (r) + bm gm (r)l 
m=1 L~ 'J , onde: 

fm (r) = J 
O 

(~mr) e 

de urna variável e: 

g (r) = Y ·(Àmr) 
m o a 

sao sequências de funções 

À ) 2 
-(l ( ....!!! t 

= e 2 a o 
J (À )•J (l;À )•Y (l;À) 

• o m o m o m 
2 2 

J (l;À ) J (À ) 
o m o m 

e 

2 
t J (À ) • J ( I; À ) 
o. o m o m 

2 2 
J ( I; À )'- J ( À ) 

o m o m 

sao coeficientes constantes para cada m 

As séries de funções de Bessel do tipo 
a) 

a) 

E J (m r) e 
m=l 0 

6 , l O 
E Y (m r) são uniformemente convergentes • 

m=l 0 

se ç é finito, as raízes À da equação (3.2) sao, co 
m 
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mo mostra Porto 3
, monotonamente cresce_ntes aumentando mais rapid~ 

íl À 
mente do quem, ou seja, ter-se-á sempre ____.!!! > 1. 

ílm 

Então, para m suficientemente grande, e sempre~ 

sível garantir que 

e 

I 

de onde conclui-se que as séries das funções 
4 , 5 

vergem uniformemente 

f (r) 
m 

e gm(rl con 

A combinação linear a f (r) + b g (r) convergirá 
m m m m 

uniformemente portanto se os coeficientes e forem limi-

tados 4
'

5
• 

Como À 
. 
e monotonamente m 

À 2 

1-1-- -a (2!) t 
lim e 2 a o = lirn J (À ) = lirn 
m+co m+co o rn m+co 

Corno nas expressoes de 

crescente, ter-se-á: 

Jo(r;Àm) ·= lirn y (r.;À ) = o 
m+co o rn 

e b 
m 

os numeradores 

sao de maior grau do que os denom:inàdores., ambos tendendo para ze 

ro, podemos concluir que: 

lirn ªm 
m+co 

= lim b 
m m-+co 

= o 

A série em rn converge uniformemente, portanto, o ,r.ie 

que permite a integração termo a termo 4
'

5 
• 

A solução do campo de temperatura será então: 
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1 k2 ·{ 1 ~ lb b ( 13 ) - ---f -- c2 in(-) J ~r r dr + 
N ª2 o .tnr n r o la.:' 

~ a ª2 

2 
"' -13 t n e. (r,t)= I: e ·x1 (r) 

i n=l n 

À 2 

l

b (13 ) j 00 -a (....!!!.)ºt J (À ) •J (ÇÀ ) 
+D in(E)•Y _!!._rr.-dr-11I:e 2 ª º· 0 m o m. 

2n r o fu' m=l J2 (ÇÀ )-J2 (À ) 
a 2 o m o m 

•Y (Àmr) r dr + º2 Y (ÇÀ ) lby '(13n r). 
o a no m o~ 

. a 2 

Se definirmos: 

I 
4 

I 
7 

b , 13 . 
= { in (~) • J 

O 
(;;

0 
n,r) r· dr 

a 2 

J ('Àmr) •J ( 
13

n r) r .dr 
oa ora:; 

Y (Àmr). J (. 
13

n r.) r· dr 
ºª ºlei; 

J (Àmr);y ( 13n~)r dr 
o a o la.:' 

2 

( Àm ) ( 13n ) · Y -r •Y --r r dr 
o,a o~ 

2 

l a 2 (;13n ) = J --r r dr 
o o la? 

c2 J (ÇÀ >JbJ ( 13n r) • 
no m ºla' 

a 2 

(3. 8) 

(3. 9 )' 



fb = 
a 

fb = 
a 

I 
9 

I 
1 O 
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2 ( ªn ) 
Jo -.la.z'r r dr 

2 ( ªn ) Y --r r dr 
o~ 

( ªn ) J --r 
o ffl2 

( an } •Y --r r dr 
o la; 

(3. 9) 

Podemos reescrever a solução de uma forma mais com-

pacta: 
2 ., -a t 

e.(r,t)= r e n ·x. (r) 
i n=l in 

1 k
2 

{; 1 t ., J - -f -- C I ·'+ D I 
N a. 2 o inÇ 2n 1 2n 2 

J (À ) • J (ÇÀ ) ~ 
o m o m • e y (ÇÀ) 

Jz(ÇÀ )-Jz(À) 2n o m 
o m o m 

onde: 

+ ~lc:2 I + D2 I + C2 D2 I J a. 2 L na n 9 n n 10 

I -
3 

(3.10) 

(3.11) 

Resta somente portanto a determinação das integrais 

(3.9). Para o cálculo dessas integrais serao utilizadas as fórmu

las compactas sintetizadas no Apêndice A. 

Cálculo de I 1 : 

a 
Da fórmula (A-5) para k~ R. ; 

2 

I = ~[J (~a) 
1 an O /ã; 

z =J o o 

(3.12a) 



25 

-·--~~ ". 
cálculo de I 2 : 

Da fórmula (A-5) para 

I = ª! ly (~a) - Y (~)J-
~2 lln· Lº ;a; º ru; 

Cálculo de I 3 : 

Da fórmula (A-6) para V=O , 

Z ::Y: 
o o 

-la"' ~n ) a-;;-2- Y 
1 

--a R.nl; 
"n ª 2 

À 
k=-2!! a , 

I = ~r~ &r ( Àmr) •J (~r)-

i ( ~m r- !~ Lª 1 ª º Ri 

(3.12b) 

t 1) = J2) :: J : 
o o o 

Entre os limites de integração ter-se-á: 

I = 
l 

-a tÀmJ (À ) •J (~) -
a 1 mora:;' 

2 

Cálculo de I · 4 • 

Da fórmula (A-6) para v=Ot 

I = 
4 

~ (À ) •J 1 (!E._a)~~ 
,!'a,;' o m ~a· 

2 2 

(3 .12c) 

À 
m k=-, 

a 

( 2) 
, z =J : 

o o 

en (xm) (en~··b 
-- Y -r •J --r 
la:' o a 1 /ri:::' 

2 2 a 
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~ 
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Entre os limites de integração: 

Y (~À ) •J ( 
13 nb)-

1 m ºla' ª2 

-a ~m Y (À ) •J (~) - ~ Y (>. ) •J 1 (~a)]} 
a I m o /r2 lei":' o m la: 2 2 2 

(3.12d) 

Cálculo de I 
5

: 

Da fórmula (A-6) para V=O, 
Àm 

k=-, 
a 

Is= -(-Àa-m-;-2--13-~ t: J i (:r) ·Yo (~r)-
ª2 

Entre os limites de integração: 

I = 
5 

G
m ( f3~ ) -a --.:::J (À )•Y ~ -

1 m o ~ 
a ~ª2 

cálculo de I
6

: 

Da fórmula (A-6) para v=O, 
À 

k- m a , 

(1) (2) 

(2) 
z - y : o o 

(3.12e) 

zo = zo - Yo: 
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6 
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Entre os limites de integração: 

tm ( Sn ) -a - Y (À ) •y -a -
a 1 m ºla: 

2 

Cálculo de I : 
7 

Da fórmula (A-7) para v=O, 
(1) (2) 

z = z - J : o o o 

a 

2J -(~r) ··J (~r)J· -1 ,--,. 1 •=-- ' 
'ª1 'ª1 · Q 

Aplicando (A-3): 

Entre os limites de integração: 

(3 .12f) 

(3.12g) 



28 

cálculo de I : 
8 

Da fórmula (A-7) para v=O, 

Aplicando (A-3): 

I = 
8 

b 

r2 [ 2 ( Sn ) 2 (S n. )] -J--r+J--r 
2 º.rã:; i~ a 

sn 
(l) 

k=-· z = . , 
o 

~ 

Entre os limites da integração: 

( 2) 
z - J : 

o o 

I = =-f 2 r2 
(2.b\ + J

2 
/~b ~ - a 2 r2 

(~a)+ J2 (~a)~~ (3 .12h) 
8 2 o ra: 1 1 \ra: o la:: 1 la: 

2 2 2 2 

Cálculo de I: 
9 

De forma análoga ao cálculo de I 8 , no caso de 

I = 
9 

Da fórmula 

cálculo 

(A-7) 

de II o : 

sn 
para v=O, k=--; 

ra:; 

( Sn~ J - •Y -1 Ta' 1 
2 

(l) 

z = o 

Y: (~a)]} (3.12i) 
ra:; 

( 2) 
J z = y 
o' o o 
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Aplicando (A-3) e entre os limites de integração: 

(3.12j) 

3.2. Campo Inicial de Temperatura Constante 

Se, ao invés do processo de aquecimento referido na 

seçao 3.1, o cilindro oco for aquecido uniformemente até que, no 

instante do acoplamento, seu campo de temperatura seja constante 

teremos, mantidos todos os outros parâmetros, as seguintes condi

ções iniciais: 

(a) f (r) = O 
1 (3 .13) 

(b) f 2 (r) = F 
O 

- T
0 

= f
0 

Substituindo (3.13) e (2.18) em (2.14) .obtém-se;:a·no --
va expressão,para o transiente de temperatura após o acoplamento: 

e. (r ,.t) = 
1 

.. 
l: e 

n=l 

-S 2 t 
n ·• X (r) 

in 
.:_ k2f Jb 1c J (~r) + 
N a 2 o a [2n o~ 

Perfazendo a integração com o auxílio da fórmula 
' 

(A-8) obtém-se: 

• 
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2 { 
m -8 t 1 k 8 

e. (r,t) = i: e n ·x. (r) -
2 

f c2 ~b J (...2!..b)-
1 n=l in N la' 0 o n 1 la' 

2 "n ·. 2 

(3.14) 

Está então completa a solução do transiente de tem

peratura no acoplamento de dois cilindros circulares concêntricos 

de comprimento infinito e materiais diferentes quando há perfeito 

contato térmico na interface do acoplamento. A solução será dada 

pelas expressões (2.20), (2.18), (3.12), (3.11) e (3.10) para o 

caso do cilindro oco ser pré-aquecido internamente ou pelas exp~ 

soes (2.20), (2.18), (3.12), (3;11) ·e (3.14) para o caso de ser 

pré-aquecido uniformemente. Em ambos os casos os autovalores 8n 

serao obtidos da equação (2.21) ou da equação (2.24) conforme o 

caso. 

O cá1cuJo elos carpos de temperatura e (r:?t) e e (r,t) 
1 2 

nos cilindros será realizado através de um programa para computa

dor digital para cada caso (APENDICE B). 
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CAP!TULO IV 

DETERMINAÇÃO DO ESTADO TRANSIENTE 

DE TENSÕES NO ACOPLAMENTO DE DOIS 

CILINDROS CIRCULARES CONC~NTRICOS 

DE MATERIAIS DIFERENTES 

O acoplamento termoelástico de dois cilindros circula 

res concêntricos de materiais diferentes, ambos ,isotrópicos e homo

gêneos, é um problema axissimétrico, ou seja, os campos transientes 

de temperatura e tensões são indeperidentes das coordenadas tangen -

eia! e longitudinal. 

Se forem admitidos pequenos deslocamentos, velocida -

des e acelerações poder-se-á supor um processo quase-estático e um 

comportamento linear do material, 

A determinação do transiente de tensões desenvolvido 

após o acoplamento pode ser feita a partir da solução da equação dos 

deslocamentos radiais para as condições de contorno do acoplamento 

e das relações tensões-deslocamentos aplicáveis ao problema. 

4 .1. Relações Básicas da Termoela·sticid'ade 

Dentro da teoria da elasticidade linear, os componen

tes do tensor deformação em um sólido isotrópico e homogêneo sujei

to a um campo de temperatura T são funções lineares dos componen

tes do tensor tensão e dos componentes do tensor deformação devido 
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ao campo de temperatura. 

NEUMANN 

Essas funções sao dadas pelas relações de 
7 

DUHAMEL-

, i,j,k=l,2,3 ( 4. 1) 

Os componentes do tensor tensão podem ser então obti-

dos das equaçoes (4.1): 

= 2µ [e: .. + 
V 

( e -
l+v T) óij] i,j=l,2,3 ( 4. 2) ªij l.J l-2v V ªt ' 

Ou, em termos das constantes de Lamé: 

' i,j=l,2,3 ( 4. 3) 

onde: 

y = (3À + 2µ) ªt ( 4. 4) 

Havendo simetria axial torna-se conveniente o uso de 

coordenadas cilíndricas (r,8,z). Se os campos de temperatura e ten

sões são axissimétricos as relaçãos (4.3) reduzem-se a: 

ªr = 2µ 

ªa = 2µ 

ªz = Àe 

e: + Ãe '(T r 

e:8 + Àe - yT ( 4. 5) 

- YT 

Ainda para o caso de simetria axial, as relações de -
8 

formações-deslocamentos da elasticidade linear: 

1 
= -2 ((u. . + u. i) 1.,J J, . 

, i,j=l,2,3 ( 4. 6) 



reduzem-se a: 

ílu 
e: = r ílr 

e: = o z 

r 
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( 4. 7) 

Substituindo (4.7) em (4.5) obtem-se as relações ten

são-deformação: 

clu u 
C1 = (À+2JJ) -!:. + À r - yT r ar r 

au u 
a e = À r + (À+2JJ) ....!: - yT ( 4. 8) 

ílr r 

(ªu + ur) C1 = À -!:. - YT z ar r 

Convém notar que trata-se de um estado plano de defor 

maçoes em que: 

( 4. 9) 

4.2. Estabelecimento e Solução da Equação dos Deslocamentos 

A equaçao do movimento de um volume elementar em ter 

- - - e mos dos componentes do tensor tensao e da forma : 

a. . . + xi = püi 1J ,J . 
, i,j=l,2,3 (4 llO), 

Supondo lentas variações de temperaturas e deforma -

çoes podemos desprezar o termo de inércia da equação (4.10), recain 
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do na classe de problemas quase-estáticos, reduzindo-se então a~ 

çao · (4.10) à condição de equilíbrio: 

cri. . + xi = o 
J, J 

i,j=l,2,3 (4.11) 

A equaçao de equilíbrio pode ser escrita em termos de 

deslocamentos substituindo-se as relações tensões-deformações em 

(4.11): 

µ ui,kk + (À+µ) uk,ki + Xi - YT,i = O , i,k=l,2,3 ( 4 .12) 

Desprezando-se à influência das forças de volume em 

· comparação com as tensões devidas ao campo de temperatura e forças 

de contato a equação (4.12) reduz-se a: 

µ ui,kk + (À+µ) uk,ki - YT,i = O , i,k=l,2,3 (4.13) 

No caso de simetria axial e nao havendo deslocamento 

na direção longitudinal z, a equação (4.13) reduz-se a: 

u 
i+ 
r2 

1 ele 

1-2v ílr 

2(1+v) 

1-2v 
= o (4.14) 

No problema de um cilindro circular infinito sujeito 

a um campo axissimétrico de temperatura os únicos deslocamentos a 

considerar serão os na direção radial. 

A determinação deste campo de deslocamentos será fei

ta através da integração da equação (4.14). 

A equaçao (4.14) pode ser escrita de outra forma: 

( 4 .15) 
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onde: 

( 4 .16) 

O campo de deslocamentos radiais é função de r e t. 

Integrando (4.15) em relação a r ter-se-ã: 

au .· r 
--+ 
ar 

u 
__!: - mT = 
r 

e Ctl 

Onde C(t) é uma função a determinar. 

Reescrevendo (4.17): 

(4.17) 

a -:Tr (r ur) = C(t) r + m T r (4.18) 

Integrando (4.18) em relação a r: 

2 

r ur = e (t) r2 + m J T r dr + B (t) (4.19) 

nindo A (t) 

Onde B(t) será outra função a determinar. 

Dividindo por r ambos os membros de (4.19) e defi -

1 = 2 e (tl : 

ur(r,t) = A(t) r + B(t) r-
1 

+ m r-
1J T(r,t)r dr (4.20) 

Tem-se então a solução dos deslocamentos radiais em 

função do campo de temperaturas T(r,t). 

As funções A(t) e B(t) serão obtidas a partir das 

condições de contorno impostas ao problema. 
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4.3. Campo de Tensões no Acoplamento de dois Cilindros Circula

res Concêntricos de Materiais Diferentes 

Sejam dois cilindros circulares de comprimento infin! 

to, um maciço de raio a e outro oco de raios a e b 
o 

interno e 

externo respectivamente em seus estados naturais à temperatura am -

biente. A partir de um determinado instante e durante um intervalo 

de tempo t o 
é aplicado sobre o cilindro oco um transiente de tem-

peratura, o qual gera um transiente de deslocamentos radiais. Findo 

este intervalo de tempo o campo de deslocamentos é tal que odes

locamento do raio interno do cilindro oco é igual à diferença a

-a0. Neste instante efetua-se o acoplamento mecânico entre os cili~ 

dres. Este acoplamento realiza-se portanto sem esforço e sem folga. 

A partir do instante do acoplamento, que será tomado 

como origem dos tempos, desenvolver-se-á um transiente de tensões e 

deslocamentos consequentes do transiente de temperatura existente e 

da interação mecânica entre as duas regiões do novo cilindro compo~ 

to. 

Trata~se evidentemente de um problema axissimétao:,a:m 

estado plano de deformações. -A expressao (4. 20) fornece a soluçao do 

campo de deslocamentos radiais para cada uma das regiões: 

u (r, t) 
r.1 

-1 
= A

1 
(t)r + B

1 
(t)r 

u (r,t) = 
r2 

+ m x T
1 

(x,t)dx ,, O< r<a 

(4.21) 

T2 (x,t)dx , a<r<b 

Onde T1 (x,t) e T2 (x,t) sao os campos de temperat~ 

ra, referida à ambiente, nas regiões I e II interna e externares -
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pectivamente (FIG.3.b). 

Como a região I contém a origem deve-se ter, necessa-

riamente: 

B (t) = O 
1 

E as expressoes (4.21) reduzem-se então a: 

ur (r,t) = A
1 
(t)r + m

1
r-

1
fr x T

1 
(x,t) dx 

1 o 

ur
2 

(r,t) = A2 (t)r + B2 (t)r- 1 + m2r-~r x T2 (x,t)dx 

ªo 

(4.22) 

, 

Substituindo (4.22) em (4.8) obtém-se as expressoes 

dos componentes do tensor tensão nas duas regiões: 

ar (r,t) 
r2 

ªe (r,tl 
.I 

ªe (r, t) 
2 

Tensões radiais: 

Tensões tangenciais: 

, 

= 2[p,2+µ2)A2 (t) + µ 2B2 (t)r 

1 

• T2 (x,t)dx - µ 2m2T2 (r,t)J 

T1 (x,t)dx] 

X TI (x,t)dx -

, o<r<a 

-2 -fr + µ2m2r 
a o 

, a<r<b 

, o<r<a 

(4.23) 

T2 (x,t)dx] 

, ·a<r<b 

( 4. 24) 

X • 
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Tensões longitudinais: 

ªz (r,t) = 2Ã
1 

A
1 

(t) - µ 1 m1 T1 (r,t) 
1 

, O<r<a 

(4.25) 

, a<r<b 

Restam, a determinar, as funções A1 (t), A2 (t)e B2 (tl •. , 

As condições de contorno que regem o problema fornece 

rao as equações necessárias ao cálculo dessas funções. 

Primeira condição de.contorno: A superflcie eKt:erra do 

cilindro oco permanece livre de tensões normais: 

cr (b,t) = O 
r2 

(4.26) 

Segunda condição de contorno: Os deslocamentos na in

terface devem ser iguais: 

a+ u (a,t) = a + u (a ,t) r 1 o r 2 o (4.27) 

Terceira condição de contorno: As tensões normais na 

interface devem ser iguais: 

cr (a,t) = cr (a ,t) r 1 r 2 o 

Substituindo (4.23) em (4.26) obtém-se: 

µ2 
B (t) = -

2 b2 
m

2 
~b x T

2
(x,t)dx 

ªo 
Substituindo (4.22) em (4.27) obtém-se: 

l
a 

m1 
= - "a" x T1 (x,t)dx 

o 

(4.28) 

(4.29) 

- (a-a) o 
( 4. 30) 
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Substituindo (4.23) em (4.28) obtém-se: 

X TI (x,t)dx 

Supondo pequenos deslocamentos a diferença 

( 4. 31) 

ô=(a-a) 
o 

será suficientemente pequena para que possamos fazer a aproximação: 

·~a· 
1 -a o 

O termo (a-a
0

) da equaçao (4.30) nao será despreza

do por ser da mesma ordem de grandeza dos demais. 

As equações (4.29), (4.30) e (4.31) podem então ser 

simplificadas fornecendo um sistema de três equações lineares em 

(),2+µ2)A2 (t) 
µ2 

B2 (t) µ2 Jb x T2 (x,t)dx - = -m 
b2 b2 2 

ªo 

1 
m:Iª 

a-a 
A1 (t) - A2 (t) - B2 (t) = X TI (x,t)dx - ---2 (4.32) 

ª2 a O a 

A solução do sistema (4.32) fornece então as expres -

sões de A (t), A (t) e B2 (t): 

AI (t) : _1_r12 µ (À +µ ) (b2-a2) (a -a) 
DEN~ 2 2 2 . o 

a 

+ µ2)) - µ2(À2+µ:l)(b2-a2)jmf 
' 1 

b l o 
m2 L x T2 (x,t)dxJ (4.33) 

o 
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b 

+ µ 2 (À 1+µ 1 +µ 2 )m2~ x T2 (x,t)dx] 

ªo 
(4.34) 

onde: 

a 

. m"1f x T1 (x,t)dx + 

o 

b 

a 2 µ 2 (À 2 +µ 2 -Ã 1 -µ 1 )m2 ~ x T2 (x,t)d~ 

ªo 
(4.35) 

(4.36) 

Há que se considerar ainda as condições iniciais "do 

problema: 

Primeira condição inicial: O acoplamento é realizado 

sem esforço: 

cr (a,O) = cr (a ,O) = O 
r~ r 2 o 

(4.37) 

Segunda condição inicial: o acoplamento é realizado 

sem folga: 

a= a
0 

+ u (a ,O) r
2 

o 
(4.38) 

Substituindo-se (4.23) e (4.33) em (4.37), lembrando

-se que, no instante do acoplamento, o cilindro maciço está a temp~ 

ratura ambiente, ou seja: 

T 
1 

(r, O) = O 
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obtém-se: 

a(À
2

+2µ
2

) 
a-a = ~~~~~~~ (4.39) 

o (b2-a2) (À2+µ2) 

A expressao (4.39) fornece um dado de construção, ou 

seja, a diferença inicial entre os raios dos dois cilindros necessá 

ria para compensar exatamente a dilatação do cilindro oco antes do 

acoplamento. 

Substituindo (4.22), (4.34), (4.35) e (4.39) na equa

çao de condição inicial (4.38) esta fica identicamente satisfeita. 

Fazendo-se À_1 =À 2 , µ_1 =µ 2 e m1 =m 2 nas expressoes de 

A
1 
(tl, A2 (t) e B

2 
(t) obtém-se o valor dessas funções para o caso 

particular de mesmo material e o resultádo confere com o obtido por 
l 

A. PORTO • 

As expressoes (4.39), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36), 

(4.23), (4.24) e (4.25) fornecem a solução completa do problema. As 

integrais serao realizadas numericamente e as tensões calculadas com 

o auxilio de um programa para computador digital (AP~NDICE B). 
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CAPiTULO V 

ANÃLISE DOS RESULTADOS E CONCLUSÕES 

Para o cálculo da evolução ao longo do tempo dos c~ 

pos de temperatura e tensões em dois cilindros circulares concên -

tricos acoplados termicamente segundo as expressoes estabelecidas 

nos Capitules III e IV, foi desenvolvido um programa para computa-

dor digital (APtNDICE B) que fornece esses transientes em função 

do material de que é constituido cada cilindro, das dimensões dos 

mesmos e das condições iniciais de aquecimento do cilindro oco. 

A aplicação do programa no cálculo dos transiert:es p~ 

ra diferentes materiais e geométrias permitiu uma avaliação da pre 

cisão do método, particularmente no que se refere à convergência da 

solução do campo de temperatura, assim como suas limitações. 

No caso em que o cilindro oco é pré-aquecido intern~ 

mente (condição inicial 3.5) a solução do campo de temperatura en

volve duas expansões em série, uma em m e outra em n, ambas con 

tendo produtos de funções exponenciais e funções de Bessel (3.10). 

Os parâmetros À , raizes da equação (3.2), crescem monotonamente m 

com m e assumem valores maiores quanto menor for o valor de ,;. 

AB~OWITZ 9 e PORT0 3 apresentam tabelas de raizes da equação (3.2) 

para vários valores de -,; que evidenciam este comportamento. As! 

rie em m da expressão (3.10) demonstrou então convergir mais ra

pidamente para -,; pequeno. Em qualquer caso no entanto, devido à 

função exponencial envolvida, a convergência foi muito boa. Para,; 
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variando de 1.2 a 3.5 nao foram necessários mais do que 2 a 5 ter

mos da série para se obter boa precisão. A expansão em n, que co~ 

têm a anterior, apresentou um comportamento um pouco mais melindro 

so. A exponencial presente é função dos autovalores 13 monotonan' 

mente crescentes, e do tempo t. Para grandes valores de t, a ex

ponencial decresce rapidamente e, em nenhum caso, são necessários 

mais do que 12 termos da série. Para t pequeno porém, o número de 

termos necessários cresce acentuadamente. Para t = 1 segundo so

mente a partir de m = 20 os termos da sucessão puderam serdes -

prezados. Torna-se patente portanto a dificuldade de se determinar 

com precisão o estado termoelástico imediatamente após o acoplame~ 

to devido ao incremento no tempo de máquina. 

Uma vez obtidos os campos de temperatura a cada ins

tante, os campos de tensões são determinados a partir da integra -

ção numérica daqueles segundo as expressões estabelecidas no CapI

tulo IV. Nenhuma dificuldade computacional relevante, em termos de 

precisão, apresentou-se neste cálculo. 

A evolução dos campos de temperatura e tensões -sera 

evidentemente função dos materiais dos dois cilindros e suas dimen 

sões. O comportamento geral do processo pode, no entanto, ser ana

lisado a partir de um exemplo típico. 

As figuras que se seguem referem-se ao acoplamento de 

uma luva (cilindro oco) de bronze a um eixo de aço (cilindro maci

ço) para ç = 1.2. As Figuras de (5.a) a (5.h) representam ostra~ 

sientes de temperatura (S.a), tensão radial (5.b), tensão tangen -

cial (5.c e 5.d), tensão longitudinal (5.e e 5.f) e tensão octaé 

drica (S.g e S.h) para o caso da condição inicial de aqueciment:oi~ 
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terno no cilindro oco (CASO 1). As Figuras de (S.i) a (S.p) repre

sentam os transientes correspondentes para o caso da condição ini

cial de aquecimento uniforme no cilindro oco (CASO 2). Em ambos os 

casos a temperatura de aquecimento f
0 

é a mesma. Todas as Figu -

ras representam o transiente a partir de t = 5 segundos após o ac2 

plamento, onde já se verifica boa convergência ao longo de todo o 

cilindro, até t = 1800 segundos (1/2 hora), instante a partir do 

qual as funções já praticamente se estabilizaram. 

A Figura (S.a) representa o transiente de temperatu

ra em ambos os cilindros para o CASO 1. No inicio da interação o 

cilindro interno (O~ r ~ a) está uniformemente frio com exceçao 

da zona próxima à interface (r = a) onde ocorre um alto gradiente 

de temperatura devido à interação com o cilindro externo (oco). 

No instante do acoplamento (t = O), o cilindro exter 

no possui um campo não uniforme de temperatura cujo máximo está na 

face interna (r = a), onde se fez o aquecimento. Após iniciada a 

interação o máximo desloca-se para a direita, como pode se consta-

tar observando a curva de temperatura para t = 5 segundos, pois 

surgem gradientes de temperatura nas duas direções uma vez que o 

cilindro externo cede calor para:o interno e para o ambiente. Pode 

-se observar ainda, nesta mesma curva, que o máximo já é bem infe

rior ao inicial (cerca de 30%), devido à rapidez de propagaçao do 

fluxo térmico. Em qualquer instante o campo de temperaturas é con

tinuo na interface, o que é garantido pela condição de contorno(2. 

12b), mas a inclinação da curva à direita e à esquerda da interfa

ce é diferente porque, em se tratando de materiais diferentes, a 

condição de contorno (2.12c) exige que as derivadas parciais dafun 
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çao a direita e à esquerda também o sejam. 

No inicio da interação, todo o potencial térmico es

tá concentrado no cilindro externo, próximo a interface. Ao longo 

do tempo, este potencial é distribuido para o interior do cilindro 

e para a superflcie externa, na qual parte e perdido por convecçaa. 

Devido à simetria,não há fluxo térmico em r = O e tudo acontece 

como se houvesse um isolamento nesta abcissa. Em consequência, ter 

-se-á nesse ponto um armazenamento de energia térmica. Era de se 

esperar portanto a inversão, em algum instante, do fluxo térmico 

através da interface para que possa escoar, pela face externa do 

cilindro (r = b), esta energia. Pode-se verificar na Figura a ocor 

rência desta inversão entre 2 e 5 minutos de interação. A observa

ção cuidadosa das linhas de r constante indica a evolução da tem 

peratura com o tempo, em cada ponto dos cilindros. Pode-se notar 

que após meia hora de interação a temperatura é praticamente nula 

em toda a extensão dos dois cilindros tendo sido alcançada então a 

estabilização do processo. 

A Figura (S.b) representa o transiente de tensões ra 

diais nos dois cilindros para a mesma condição inicial. No começo 

da interação o cilindro interno está tracionado de maneira aproxi

madamente uniforme em suas fibras internas enquanto suas fibras e~ 

ternas estão comprimidas. Existe uma linha neutra próxima à inter~ 

face. Ao longo do tempo este comportamento se acentua até aproxim~ 

damente um minuto de interação. A partir da! a tensão decresce al

cançando o cilindro interno um estado quase uniforme de compressão, .. 

na qual se estabiliza. O campo de temperatura correspondente forn~ 

ce a explicação do fenômeno. No começo da interação tem-se um alto 
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gradiente de temperatura nas fibras externas do cilindro internoen 

quanto as fibras internas estão uniformemente frias. A tendên:::iadas 

fibras externas será portanto dilatar-se mais do que as internas., 

tracionando radialmente as mesmas. O acoplamento com o cilindro oco 

impede no entanto o deslocamento livre das fibras externas do ci -

lindro maciço, gerando assim o estado de compressão destas fibras. 

A medida que os gradientes de temperatura se reduzem, as tensões se 

uniformizam com~ pode ser claramente observado. comparando-se as 

curvas de temperatura e tensão radial para t = 5 segundos e t = 2 

minutos. 

Para melhor compreensao da comportamento do cilindro 

externo pode-se identificar e separar dois efeitos simultâneos. O 

campo de tensões, dentro da teoria da elasticidade linear, é obti

do pela superposição do campo de tensões devido à dilatação térmi

ca não uniforme e o campo de tensões gerado pela interação mecâni

ca na interface dos cilindros. No inicio da interação o cilindro· 

externo está sujeito a um alto gradiente de temperatura o qual ge

ra um campo de deslocamentos fortemente não-uniforme, o qual, por 

sua vez, cria um campo de tensões radiais. A esta altura, -este é o 

efeito dominante uma vez que, como os cilindros são acoplados sem 

esforço, no começo do transiente o esforço mecânico na interface é 

pequeno. Ao longo do tempo entretanto, esta tendência se modifica. 

A temperatura vai se uniformizando e os cilindros vão se resfrian

do até a estabilização, reduzindo assim gradualmente os efeftos teE 

moelásticos ao passo que o cilindro oco tende a retornar às suas 

dimensões originais, aumentando substancialmente a pressão mecâni

ca na interface. Após a estabilização da temperatura, o campo de 
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tensões radiais ao longo dos cilindros é o mesmo campo de tensões 

compressivas gerado por um acoplamento forçado e a frio entre os 

cilindros. Observa-se ainda na Figura a plena satisfação das condi 

ções de contorno (4.26) e (4.28). 

As Figuras (5.c) e (5.d) representam o transiente de 

tensões tangenciais ao longo dos cilindros interno e externo res -

pectivamente para o CASO 1. Pode-se observar logo a princípio ades 

continuidade da superfície na interface, o que de fato acontece 

pois as tensões tangenciais são diferentes à esquerda e a direita. 

O comportamento das tensões tangenciais no cilindro interno asseme 

lha-se ao das tensões radiais. O campo de tensões tangenciais é no 

entanto mais sensível aos gradientes de temperatura como se pode 

observar comparando os valores das tensões radiais (5.b),e tangen

ciais (5.c) na zona de altos gradientes de temperatura (5.a). Ao 

fim da interação térmica o cilindro interno fica sujeito a um cam

po de tensões tangenciais compressivas como era de se esperar. 

O transiente de tensões tangenciais no cilindro ex -

terno (5.d) também evolui em consequência de dois efeitos simulta

neos de maneira análoga às tensões radiais. Neste caso entretanto 

a influência da interação mecânica na interface se faz sentir de 

maneira diversa. o cilindro externo é todo ele tracionado tangen -

cialmente pelo interno que impede o retorno daquele à sua dimensão 

original. 

Da suposição de um estado plano de deformações resu! 

ta o surgimento de um campo de tensões longitudinais impedindo os 

deslocamentos ao longo do eixo dos cilindros. Um elemento de uma 
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seçao que esteja comprimido nesta seçao tenderá a se deformar fora 

dela: t necessário então uma tensão compressiva ortogonal à seçao 

para manter o elemento no seu plano original. Analogamente, um ele 

mento sujeito atrações radiais e tangenciais estará também submet! 

do atrações longitudinais. O comportamento das tensões longitudi

nais ê pois consequente direto dos comportamentos das tensões ra -

diais e tangenciais. As Figuras (5.e) e (5.f),que representam o 

transiente de tensões longitudinais nos cilindros interno e exter

no respectivamente,demonstram claramente este fato. Inicialmente~ 

senvolvem-se tensões compressivas altas nos pontos onde ocoi:rem~ 

des gradientes de temperatura. No fim do processo, quando só resta 

' a influência da interação mecânica na interface, o cilindro inter-

no permanece uniformemente comprimido e o cilindro externo unifor

memente tracionado. Esta uniformidade da tensão longitudinal no ci 

lindro externo ê aproximada e decorre do fato dos gradientes de te!l 

são radial e tangencial neste cilindro serem de sinais contrários. 

A suposição de um estado plano de deformações é tal

vez o maior desvio da solução obtida em relação a um fenômeno real. 

No acoplamento termoelástico de dois cilindros de comprimento fini 

to, se não houverem restrições à dilatação axial, a hipótese de e~ 

tado plano de deformações não ê aplicável e o transiente de tensces 

longitudinais não corresponderá ao apresentado nas Figuras (5.e) e 

(5. f) • 

Observando atentamente as Figuras (5.a), (5.b), (5.c) 

e (5.e) pode-se constatar que no instante em que ocorre a inversão 

do gradiente de temperatura, aproximadamente em t = 5 minutos,ta~ 

bém ocorre a· inversão simultanea dos gradientes de tensão radial , 
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tangencial e longitudinal. 

As Figuras (5.g) e (5.h) representam a evolução do 

campo de tensões octaédricas nos cilindros interno e externo res -

pectivamente para o CASO 1. A observação deste campo de tensões Ile!. 

mite uma avaliação inicial, pelo critério de Von-Mises, da ocorrên 

eia de plastificação do material durante o processo. No cilindroin 

terno a tensão octaédrica é máxima no início da interação, na in -

terface do acoplamento. Ao longo do transiente esta tensão se re

duz até alcançaruum valor quase uniforme ao longo do cilindro após 

a estabilização do processo. No cilindro externo porém o campo de 

tensões octaédricas assume um comportamento bastante complexo,apr~ 

sentando máximos relativas em diferentes posições ao longo do tra~ 

siente (FIG. 5.h). O máximo absoluto de tensão octaédrica no cilin 

dro externo ocorre no começo da interação e próximo ao ponto de tem 

peratura máxima. Posteriormente as tensões decrescem voltando a au 

mentar, de maneira diversa, no fim da interação. O máximo desloca

-se neste período para a interface, onde permanece definitivamente. 

Comparando as Figuras (5.g) e (5.h) verifica-se que 

a máxima tensão no cilindro interno ultrapassa a tensão máxima no 

cilindro externo. Se entretanto a tensão limite de escoamento •_.:,do 

material deste for sensivelmente inferior à do materiai daquele P2 

derá ocorrer plastificação no cilindro externo. Se a tensão de es

coamento ( cr ) for realmente alcançada a 0'd istribuição de tensões tor e 

nar-se-á ainda mais complexa. O material se plastificará no começo 

da interação na zona de alta temperatura. Haverá portanto uma por

ção de material plastificado na qual a tensão será constante e igi.al 

à tensão limite de escoamento do material. Este fenômeno provocará 
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uma redistribuição das tensões em todo o cilindro, alterando o pe~ 

fil da Figura. Por outro lado, com a redução da temperatura ao lon 

godo tempo, o material poderá retornar ao comportamento elástica 

se a redução das tensões octaédricas durante o transiente for sufi 

ciente em relação a ªe· Mesmo neste caso porém o cilindro chegará 

à situação de equillbrio mais relaxado devido ao escoamento que te 

rá sofrido. 

A Figura (S.i) representa o transiente de temperatu

ra ao longo dos dois cilindros para o caso da condição inicial de 

temperatura uniforme no cilindro oco (CASO 2). Comparando-se as Fi 

guras (5.a) e (S.i) pode-se observar que,no começo da interação,os 

gradientes de temperatura no segundo caso sao menores no cilindro 

externo e maiores no interno, relativamente no caso anterior. Isto 

é consequência direta das diferentes condições iniciais. Enquanto 

no primeiro caso já existe, a priori, um alto gradiente de temper~ 

tura no cilindro oco no instante do acoplamento, no segundo caso 

este gradiente é nulo, estando o cilindro oco uniformemente aqueci 

do. Por outro lado a quantidade de energia térmica armazenado no 

cilindro oco é maior no segundo caso, o que justifica o maior gra

diente de temperatura no cilindro interno. 

o comportamento geral dos dois transientes é bastan

te semelhante. Observa-se contudo que, no segundo caso, as ternper~ 

turas envolvidas ao longo de todo o processo são bem maiores ape -

sarda temperatura de aquecimento inicial f
0 

ser a mesma para am 

bas. 

Existem duas diferenças básicas no comportamento ter 

moelástico dos cilindros nos dois casos estudados. Em primeiro lu-
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gar o campo de temperatura no cilindro externo, no começo da inte

raçao, é mais suave no CASO 2. Como consequência o campo de tensões 

gerado pelos gradientes de temperatura é menor. Por outro lado, c2 

mo no instante do acoplamento o cilindro oco está inteira e unifor 

memente aquecido, o seu campo de deslocamentos é mais acentuado,ou 

seja, ele está mais dilatado em relação ao seu estado ~natural. Co 

mo o acoplamento é efetuado sem folga, o raio interno inicial c'cdo 

cilindro oco no CASO 2 deve ser menor. Isto por sua vez significa 

dizer que, durante o transiente e mesmo após a estabilização,o ac2 

plamento mecânico será mais violento e as tensões serão maiores. 

Conclui-se portanto que a influência do efeito mecánico de contato 

na interface dos cilindros é maior do que no caso anterior. Isto 

pode ser observado comparando-se as Figuras (S.j) a (S.n), que re

presentam os transientes de tensões radiais, tangenciais e longitu 

dinais em ambos os cilindros no CASO 2, com as Figuras correspon -

dentes para o CASO 1, (S.b) a (S.h). Pode-se notar ainda, comparan 

do as Figuras (S.l) e (S.h) com as Figuras (S.d) e (S.f) uma dife

rença quanto à simetria nas curvas de tensão tangencial e longitu

dinal no começo da interação. Esta diferença de perfil é um refle

xo direto da diferença de simetria nos campos de temperatura do ci 

lindro externo nos dois casos no início da interação, quando oefei 

to termoelástico é o fator dominante. 

As Figuras (S.o) e (S.p) representam o transiente de 

tensões octaédricas nos cilindros interno e externo respectivamen

te.para o CASO 2. Observa-se primeiramente que, relativamente ao 

CASO 1 as tensões, não SÓJ transientes como as residuais, são maio 

res. Particularmente no cilindro externo a diferença é bem acentua 
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da. Neste caso o máximo da tensão no início da interação se verifi 

cano cilindro externo, no ponto correspondente à máxima temperat~ 

ra e ao longo do tempo, desloca-se para a esquerda até atingir a 

interface. A diferença fundamental entretanto é que o máximo abso

luto se verifica no transiente, após aproximadamente 10 minutos de 

interação. A plastificação do material, se houver, ocorrerá então 

neste instante, redistribuindo as tensões e relaxando o material a 

partir daí. 

De uma maneira geral, o acoplamento realizado com o 

cilindro oco uniformemente aquecido apresenta tensões residuaisrra:is 

acentuadas ao longo de todo o sistema. Particularmente, a pressa:>Il'E_ 

mal resultante na interface é cerca de 120% maior, como pode ser 

observado comparando-se as tensões radiais em r =a, ao fim do 

transiente, nas Figuras (5.b) e (5.j). Por outro lado, comparando

~se os máximos de tensão octaédrica constata-se que o máximo dete~ 

sao alcançada no CASO 2, durante o transiente, no cilindro exter -

no, é cerca de 100% maior do que o alcançado no CASO 1, no começo 

do processo. 
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CAP!TULO VI 

APLICAÇÕES 

O método aqui desenvolvido pode ser aplicado direta -

mente para o estudo de problemas de fretagem. No processo de freta 

gem efetua-se o acoplamento a quente de uma luva em um eixo. Após 

o resfriamento estabelece-se uma pressão de contato que oferece um 

momento resistente, devido ao atrito seco, que impede movirrentos re 

!ativos. Ao se fazer um projeto de acoplamento por fretagem busca

-se obter o máximo de pressão normal na interface sem que, no tran 

siente, ocorra plastificação do material, fenômeno que, em Última 

análise, é prejudicial ao acoplamento pois,como há relaxamento do 

material,a pressão de fretagem reduzir-se-á. Quanto a esse aspecto 

a comparação dos dois casos estudados é bastante Útil. Para obter

-se a mesma pressão de fretagem a temperatura de aquecimento nece~ 

sária e menor no caso do aquecimento ser uniforme. Além disso, ai~ 

da para a mesma pressao normal na interface, é de se esperar, pe -

los resultados obtidos, que o máximo de tensão octaédrica seja me

nor quando o cilindro oco é uniformemente aquecido. 
' 

Ainda quanto ao projeto de fretagem um dado de cons -

trução deve ser determinado. Trata-se da diferença inicial ô en

tre os raios dos cilindros que permite, após o pré-aquecimento, o 

acoplamento sem folga. Este deslocamento é calculado como resulta

do parcial no programa principal (APtNDICE B) bastando introduzir 

um comando de saída para obtê-lo. 
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Vários aperfeiçoamentos podem ser introduzidos no mé

todo desenvolvido para torná-lo ainda mais confiável. Em primeiro 

lugar a aproximação mais exata, quanto à condução de calor é supor 

o cilindro interno infinito e o externo finito. Desta maneira ter

-se-á que resolver um problema de condução tri-dimensional pois de 

verá ser levado em conta o fluxo térmico através das bases do ci -

lindro oco; principalmente se seus raios forem da mesma ordem de 

grandeza de seu comprimento. A inc~usão, no modelo termoelásticodo 

campo de deslocamentos longitudinais também aperfeiçoaria o méto -

do, equivalendo a admitir a dilatação do cilindro ao longo de seu 

eixo. 

A aplicação das hipóteses da teoria da plast:ic:irlare com 

o auxilio de um método computacionai interativo para determinar a 

frente de plastificação em cada instante, redistribuindo as tensões 

em função da zona de plastificação,também constitui uma aproxima -

ção maior do problema real. 

Por se tratar de um campo de tensões desenvolvido em 

alta temperatura a material deve apresentar um comportamento visc2 

elástico. A aplicação da teoria da viscoelasticidade linear ao,pr2 

blema pode ser o próximo passo para o aperfeiçoamento do método. 
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APENDICE A 

ALGUMAS PROPRIEDADES DAS FUNCÕES DE BESSEL 

Notação: 

- Função de Bessel de primeira espécie de ordem v 

Yv(z) - Função de Bessel de segunda espécie de ordem v 

Z~i) (z) = ~ Jv(z) + S Yv(z) - Qualquer combinação linear de 

Jv e Yv 

6 9 
Algumas propriedades gerais' . . 

(A. 1) 

(A. 2) 

z (kz) = - z
1 

(kz) 
-1 

(A. 3) 

(A. 4) 

11 ·0 1 l 1 
Algumas Integrais ' : 

Jb b 1 
R.n(~)· Z (kz) zdz = -[z (ka) - z (kb) z O k2 O O 

a 

- ~ Z 1 (ka) R.n (b/a)J (A. 5) 

JZ (l) (kz) z (2 ) (R.z) zdz = 
V V 

z f kz (l) (kz) Z (2 ) (R.z) - R.Z (l)(kz)Z (2) (R.z)J 
k2-R.2 L'. v+l v v v+l 

(A. 6) 

Jz (l) (kz) z <2 ) (kz) zdz = ~[2z (l) (kz) Z <2 > (kz) - z (l) (kz) z <2 > (kz)-
v v 4 v v v-1 v+l 

- zCl)(kz)z< 2 >ckz)J (A. 7) 
v+l v-1 
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b J Z0 (kz)zdz = ~[b Z1 (kb) - a Z1 (ka)J 

a 

(A. 8) 
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AP~NDICE B 

PROGRAMAS PARA COMPUTADOR DIGITAL 

O programa que se segue calcula os transientes de tem 

peratura, tensão radial, tensão tangencial, tensão longitudinal e 

tensão octaédrica ao longo do raio em dois cilindros circulares con 

cêntricos mecânica e termicamente acoplados.~ constituido de um 

• 
programa principal, 14 subrotinas subprogramas e 7 funções subpro -

gramas auxiliares. A estrutura geral de funcionamento do programa 

é apresentada na página seguinte. 

As subrotinas BESJ e BESY calculam o valor das funções 

de Bessel de primeira e segunda espécie respectivamente dados a or

dem e o argumento. são subrotinas desenvolvidas pela I.B.M. e cons

tam do Scientific Subroutine Pac.J<:age do Computador/360. A subrotina 

RTMI determina a raiz de uma função dado um intervalo que contém es 

ta raiz.~ também uma subrotina desenvolvida pela I.B.M. 

As subrotinas RAISl, RAIS2 e RAIS3 calculam as raízes 

das equaçoes (3.2), (2.22) e (2.25) respectivamente. 

As subrotinas GBJY, FBJY e EBJY sao subprogramas auxi 

liares que calculam, para cada ponto, o valor das funções referen -

tes às equaçoess acima. 

As funções subprogramas GCT, FCT e ECT fornecem os va 

lares das funções obtidos nas subrotinas GBJY, FBJY e EBJY na forma 

como são usadas dentro da subrotina RTMI. 



PROGRAMA PRINCIPAL 
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A subrotina FADA calcula a temperatura para um dado 

instante de tempo em dois pontos pedidos, um em cada cilindro, para 

o caso da condição inicial de aquecimento interno no cilindro oco, 

A subrotina ANJO calcula a temperatura de forma análoga à anterior 

para o caso da condição inicial de temperatura uniforme no cilindro 

oco. 

As funções subprograma TEMPl e TEMP2 fornecem, para o 

programa principal,os valores das temperaturas calculadas pelas su~ 

rotinas FADA ou ANJO, conforme o caso, nos cilindros interno e ex -

terno respectivamente. 

As funções subprograma XTEMPl e XTEMP2 fornecem as 

funções a serem integradas pela subrotina AREA como consta da lista 

gem do programa principal. 

A subrotina AREA integra numericamente uma função qual 

quer por interpolação polinomial. Os coeficientes do polinomio sao 

fornecidos pela subrotina TABELA. Esta subrotina fornece os coefi -

cientes para a interpolação até 48 pontos. 

O programa principal, de posse·das raizes :sn e Àm 

e da integral do:·campo de temperatura calcula, para um dado t o 

campo das tensões principais e tensões octaédricas para vários val2 

res de r. A salda dos resultados é feita através da sul:roti.mGRAPH, 

desenvolvida por Djalma Teixeira, que dispõe os resultados em forma 

plotada, facilitando a 1 interpolação. Os dados que devem ser forneci 

dos ao programa principal são: os coeficientes de condutividade, di 

fusividade e dilatação térmica e as constantes de Lamé dos dois ma

teriais envolvidos, o raio inicial do cilindro maciço, a relação en 
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tre os raios do cilindro oco, a temperatura de aquecimento inicial 

e, no caso de aquecimento interno,o tempo deste aquecimento. 

Seguem-se o fluxograma e a listagem do programa pri~ 

cipal e as listagens das subrotinas mais importantes. 
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FLUXOGRAMA DO PROGRAMA PRINCIPAL 

INICIO 

ENTRADA 
DE 

DADOS 

2 

1 

1 CALL RAIS1 

>---:i CALCULO DE 

.Àm 

CALL RAIS3 

)---..:2:......r CALCULO DE 

Bn 

CALL RAIS2 

CALCULO DE 
f3n 

T = O 
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CALCULO DE 

ó 

1 

T = T + /J.T 

1 

CALCULO DAS 

INTEGRAIS 

DEFINIDAS -, 
CALCULO DAS 

CONSTANTES 

A1 , A2 e B2 
1 

CALCULO DA 

TEMPERATURA 

r 
CALCULO DAS 

INTEGRAIS 

INDEFINIDAS 

1 

CALCULO DAS 

TENSÕES 

1 

\ CALL / GRAPH 

1 

FIM 



C PROGRAMA PRINCIPAL 
c 
C DETERMINACAO DAS TENSOES PRINCIPAIS 

REAL LAMBDA,Kl,K2,LAMl,LAM2 
EXTERNAL XTEMPl,XTEMP2 
DIMENSION LAMBDAll3l,BETAll3l 
DIMENSION XMATl20,6l 
COMMdN Kl,K2,ALFAl,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,1END,B,CTE 
COMMON T,LAMBDA,BETA,IDPCI,HPEL 
READIB,51Kl,K2,ALFA1,ALFA2,LAM1,LAM2,Gl,G2,AT1,AT2,A,TAU,TO,FO, 

lEMAX,D,EPS,IEND,PENHA,HPEL,IOPCC,IOPCI 
5 FORMATl4Fl0.4/4Fl0.2,2Fl0.6/2Fl0.4/2Fl0.4/3Fl0.4,14/F7.l/Fl4.7/I2 

1/ 12 l 
B=A*TAU 
CTE=Kl*SQRTIALFA2l/K2/SQRTIALFAll 
Vl=LAMl/12.*ILAMl+Glll 
V2=LAM2/(2.*ILAM2+G2ll 
XMl=ll.+Vll/(1.-Vll*ATl 
XM2=1 l.+V2)/(l.-V2l*AT2 
DEN=ILAM1+Gll*IA**2*G2+B**2*1LAM2+G2ll+G2*1LAM2+G21*1B**2-A**2l 
IFIIóPCI-lll00,10,20 

10 CALL RAISllLAMBDAl 
WRITE15,l511LAMBDAIIl,I=l,13l 

15 FORMATI El4. 7 l 
20 IFIIOPCC-11100,30,40 
30 CALL RAIS21BETAI 

GOTO 45 
40 CALL RAIS31BETAI 
45 T=O. 

WR 1T E 1 5, 15 l I BETA I I l , I =l , 13 l 
C CALCULO DE DELTA=A-AO 

CALL AREAIA,B,10,XTEMP2,XINTOI 
DELTA=-A*(LAM2+2.*G2)/CB**2-A**2l/lLAM2+G2l*XM2*XINTO 
SEC=l./3600. 
T=T+PENHA*SEC 

C CALCULO DAS INTEGRAIS DEFINIDAS 
CALL AREAIO.,A,10,XTEMPl,AREXTll 
CALL AREAIA,B,10,XTEMP2,AREXT2l 

C CALCULO DAS CONSTANTES Al,A2 E 82 



Al=lG2*(LAM2+G2l*(B**2-A**2l*DELTA/A+(Gl*lA**2*G2+B**2*lLAM2+G211 
l-G2*lLAM2+G2l*(B**2-A**21l*XMl*AREXTl/A**2+G2*lLAM2+2.*G2l*XM2* 
2AREXT 21 /DEN 

A2=lG2*lLAM1+2.*Gll*XMl*AREXTl-A*G2*lLAMl+Gll*DELTA+G2*lLAMl+Gl+ 
1G2l*XM2*AREXT21/DEN 

B2=1B**2*lLAM2+G21*1LAMl+2.*Gll*XM1*AREXT1-A*B**2*lLAMl+Gll*ILAM2+ 
1G21*DELTA+A**2*G2*1LAM2+G2-LAM1-Gll*XM2*AREXT21/DEN 
Rl=O. 
XINCR=(B-Al/9. 
R2=A-X INCR 
DO 50 J=l,10 
K=J+lO 
Rl=Rl+A/10. 
R2=R2+XINCR 

C CALCULO DA TEMPERATURA 
Tl=TEMPl(Rl) 
T2=TEMP2(R21 

C CALCULO DAS INTEGRAIS INDEFINIDAS 
CALL AREA(O.,Rl,10,XTEMPl,XINTll 

---- -- - - CALL AREA l A, R2, 10,XTEMP2, XI-NT21 · - - ---
C CALCULO DAS TENSOES RADIAIS 

SIGR1=2.*((LAMl+Gll*Al-Gl*XMl/Rl**2*XINTll 
SIGR2=2.*((LAM2+G21*A2-G2*B2/R2**2-G2*XM2/R2**2*XINT2I 

C CALCULO DAS TENSOES TANGENCIAIS 
SIGT1=2.*((LAMl+Gll*Al+Gl*XMl/Rl**2*XINTl-Gl*XMl*Tll 
SIGT2=2.*((LAM2+G2l*A2+G2*B2/R2**2+G2*XM2/R2**2*XINT2-G2*XM2*T2I 

C CALCULO DAS TENSOES LONGITUDINAIS 
S1GZ1=2.*(LAMl*Al-Gl*XMl*Tll 
S IGZ 2=2 •*< LAM 2*A2-G 2* XM 2* T21 

C CALCULO DAS TENSOES OCTAEDRICAS 
SIGOl=SQRT(((SIGRl-SIGTll**2+(SIGTl-SIGZ11**2+(SIGZl-SIGR11**21/2. 

ll 
SIG02=SQRT(((S1GR2-SIGT21**2+(SIGT2-SIGZ21**2+(SIGZ2-SIGR2l**2l/2. 

ll 
C DEFINICAO DA MATRIZ PARA A SUBROTINA GRAPH 

XMAT(J,ll=Rl 
XMAT l J, 2 l=T 1 
XMAT(J,31=SIGR1 
XMATlJ,4l=S1GT1 

ex, 

"' 



XMATIJ,5l=SIGZ1 
XMATIJ,6l=SIG01 
XMATIK,ll=R2 
XMATIK,2l=T2 
XMATIK, 3l=S IGR2 
XMATIK,4l=SIGT2 
XMATIK,5l=SIGZ2 
XMAT{K,61=SIG02 

50 CONTINUE 
C SAIOA DOS RESULTADOS 

TSEC=T*3600. 
WR ITE( 5, 75 ITSEC 
WRITE(5,85IIOPCC,IOPCI 

75 FORMAT(5X,'T= 1 ,F7.1,'SEGUNDOS 1 ) 

85 FORMAT{ 5X, 'IOPCC=', I2,20X, 'IOPCl=' ,121 
CALL GRAPH(XMAT,20,6) 

100 CONTINUE 
CALL EXIT 
ENO 

CD 
w 



C SUBROTINA RAIS1 
SUBROUTINE RAISl(LAMBDAI 
REAL LAMBDA 
EXTERNAL GCT 
DIMENSION Xl2001,GX(2001,LAMBDA(l31 
DIMENSION VI 131,WI 131 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,T0,F0,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE 
COMMON U,V,W,IOPCI,HPEL 
IN=O 
XI 11=0. 
GX(ll=.l 

C CALCULO DAS RAIZES DA FUNCAO GILAMBDAI 
DO 20 1=2,200 
XII )=XI 1-1 )+l. 
CALL GBJY(XIIl,GX(I)) 
IF( GX( I l*GX( 1-11) 10, 10, 20 

10 IN=lN+l 
XLG=X ( 1-11 
XRG=X(II 

---- --- CALL RTMIIRAIZ,G,GG-T,XLG,XRG,EPS,-1-END,JERll 
LAMBDACINl=RAlZ 
IFI lN-13120,21,21 

20 CONTINUE 
21 CONTINUE 

RETURN 
END 



C SUBROTINA RAIS2 
SUBROUTINE RAIS21BETAI 
EXTERNAL FCT 
OIMÉNSION Xl500l,FX(500l,BETA(l31 
OIMENSION Vll3l,Wll31 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,F6,EMAX,O,EPS,1END,B,CTE 
COMMON U,V,W,!OPCl,HPEL 
JN=O 
X(ll=O. 
FXI 11=. l 

C CALCULO DAS RAIZES DA FUNCAO FIBETAl 
DO 40 1=2,500 
XI 1 )=XI 1-1)+.l 
CALL FBJY(Xlll,FX(Ill 
1 F ( F X ( I l * F X 1 1-1 l l 30 , 3 O, 4 O 

30 JN=JN+l 
XLF=Xll-11 
XRF=XII) 
CALL RTMI(RAIZ,F,FCT,XLF,XRF,EPS,1END,JER21 
BETAIJNl=RAIZ 
IFIJN-13140,41,41 

40 CONTINUE 
41 CONTINUE 

RETURN 
END 

(X) 
U1 



C SUBROTINA RAIS3 
SUBROUTINE RAIS31BETAl 
EXTERNAL ECT 
OIMENSION Xl500l,EX(500l,BETAl13l 
OIMENSION Vll3l,W(l3l 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,O,EPS,IENO,B,CTE 
COMMON U,V,W,IDPCl,HPEL 
KN=O. 
Xlll=O. 
EX(ll=.l 

C CALCULO DAS RAIZES DA FUNCAO EIBETAl 
DO 60 1=2,500 
X( I l=X( 1-1)+.1 
CALL EBJYIXI I l, EX( 1 l l 
IFIEX(Il*EX(I-11)50,50,60 

50 KN=KN+l 
XLE=XI 1-11 
XRE=X(II 
CALL RTMl(RAIZ,E,ECT,XLE,XRE,EPS,IEND,JER31 
BETA(KN !=RAIZ 
IF(KN-13160,61,61 

60 CONTINUE 
61 CONTINUE 

RETURN 
END 

CXl 

"' 



C SUBROTINA FADA 
SUBROUTINE FADAIR,T,LAMBDA,BETA,TETAl 
REAL Kl,K2,Il,I2,I3,I4,I5,Ib,I7,IB,I9,Il0,NORMA,KSI,LAM8DA 
D IM ENS I ON L AM BD A 1 13 l , BETA 1 13 l , R 1 2 l , Z 1 5 l , X J 1 2, 5 l , Y 1 2 , 5 l , C 2 11 2 l , 02 ( l 

12 l, KS I ( 2, 12 1, EX PRE ( 12 l, SOM ( 12) , TERMO 112, 12) , SUN 112, 12 l , TETA 12) 
OIMENSION V(l3l,Wll3) 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,1END,B,CTE 
COMMON U,V,W,IOPCI,HPEL 
PI=3.l41592b5359 

C OETERMINACAO DA ABCISSA DE CONVERGENCIA DA SERIE EM M 
DO 42 L=l,12 
AREXM=ALFA2/A**2*LAMB0A(Ll**2*TO 
IFIAREXM-EMAXl42,43,43 

42 CONTINUE 
43 MM=L-1 

C OETERMINACAO DA ABCISSA DE CONVERGENCIA DA SERIE EM N 
00 45 L=l, 12 
AREXN=BETA1Ll**2*T 
!F(AREXN-EMAX)45,4b,4b 

45 CONTINUE 
4b NN=L-1 

C SOMATORIOS 
DO 130 I=l,2 
00 120 N=l,NN 

C CALCULO DAS FUNCOES DE BESSEL ENVOLVENDO BETAIN) 
C=BETAINI/SQRTIALFAll 
H=BETAIN)/SQRTIALFA2) 
Zlll=C*A 
Z12l=H*A 
Z ( 3 l =H>l<B 
00 50 J=l,2 
DO 50 K=l,3 
CALL BESJ(Z(Kl,J-l,DJ,D,IER7) 
CALL BESY(Z{Kl,J-1,DY,IERB) 
XJIJ,Kl=DJ 

50 YIJ,Kl=DY 
C CALCULO DOS COEFICIENTES C21Nl E D21Nl 

QUO=XJ11,2l*Y12,2)-XJ12,2)>1<Yll,21 

o, _, 



C21Nl=(XJI l,ll*Yl2,2l-CTE*XJ12,ll*Yll,2ll/QUO 
D21Nl=ICTE*XJ11,2l*XJ(2,ll-XJ11,ll*XJl2,21l/QUO 

C CALCULO DAS AUTOFUNCOES KSI(I,Nl 
ARGl=BETA(Nl*Rlll/SQRT(ALFAll 
ARG2=BETAINl*R12l/SQRTIALFA2l 
CALL BESJIARG1,0,EJ,O,IER91 
CALL BESJ(ARG2,0,FJ,D,IER10l 
CALL BESY(ARG2,0,EY,IERlll 
KSil1,Nl=EJ 
KS112,Nl=C2INl*FJ+D21Nl*EY 

C CALCULO DAS INTEGRAIS ENVOLVENDO BETA(Nl E DA NORMA 
Il=ALFA2/BETAINl**2*1XJll,21-XJll,3ll-A/H*XJl2,2l*ALOGITAUl 
12=11Y(l,2l-Yll,3ll/H-Yl2,2l*ALOG(TAUl*Al/H 
I 7=A**2/ 2 •* ( XJ ( 1, l l ** 2+ XJ ( 2, l 1 ** 2 l 
IB=IB**2*1XJ11,31**2+XJ(2,3l**21-A**2*1XJ11,2l**2+XJ12,21**211/2. 
I9=1B**2*1Y(l,3l**2+Y(2,3l**2l-A**2*IY11,2l**2+Y(2,2l**21l/2. 
I 10 = ( B** 2* ( XJ 1 1, 3) * Y ( L, 3 l + XJ 1 2, 3 1 * Y ( 2 , 3 l l -A **2 * ( XJ ( 1 , 2 l *Y ( l , 2 l + XJ ( 

12, 2 l *Y 1 2, 2 l l l / 2 • 
NORMA=Kl/ALFA1*I7+K2/ALFA2*1C21Nl**2*I8+D2(Nl**2*l9+2.*C21Nl*D21Nl 

l*IlOl - - - - ---- --
DO 120 M=l,MM 

C CALCULO DAS FUNCOES DE BESSEL ENVOLVENDO LAMBDA(Ml 
Q=LAMBDAIM)/A 
CTG=H**2-Q**2 
Z 14 )=LAMBDA ( M l 
Zl5l=Zl4l*TAU 
DO 60 JJ=l,2 
DO 60 KK=4, 5 
CALL BESJ(Z(KKl,JJ-l,GJ,D,IER12l 
CALL BESY(ZIKK),JJ-l,GY,IER13) 
XJ(JJ,KKl=GJ 

60 YIJJ,KKl=GY 
C CALCULO DAS INTEGRAIS ENVOLVENDO BETAINI E LAMBDA(M) 

13=1B*IH*XJ(2,3l*XJ11,51-Q*XJ12,5l*XJ11,3ll-A*IH*XJl2,2l*XJ11,4l-Q 
l *XJ ( 2, 4 l *X J 1 1, 2 1 ) ) / C T G 

I4=IB*IH*XJ(2,3l*Yll,5l-Q*XJ11,3l*Yl2,5ll-A*IH*XJl2,2l*Yll,4l-Q*XJ 
Lll,2l*Y12,4lll/CTG 
15=1A*IO*XJ12,4l*Yll,2l-H*XJ11,4l*Y12,2ll-B*l0*XJ12,5l*Yll,3l-H*XJ 

111,5l*Yl2,3lll/CTG 
,, 

(X) 

(X) . 



l6=1B*IH*Yl2,31*Yll,51-Q*Y(l,31*Y12,5)1-A*(H*Y(2,21*Y(l,41-Q*Y(l,2 
ll*Y12,411 l/CTG 

C CALCULO DA EXPRESSAO SOMADA EM M 
COLCH=C2!Nl*Y!l,5l*l3-C2(Nl*XJ(l,51*14+D21Nl*Yll,51*15-D21Nl*XJl1, 

151*16 
fRAC=XJ(l,4l*XJ(l,51/(XJ(l,5l**2-XJll,41**2l 
EXPREIMl=l./EXP(ALFA2/A**2*LAMBDA(Ml**2*TOl*FRAC*COLCH 

C CALCULO DA SOMA EM M 
1 F I M-1170, 70, 80 

70 SOM(Ml=EXPREIMI 
GOTO 90 

80 SOMIMl=SOM(M-ll+EXPREIMl 
C CALCULO DO TERMO SOMADO EM N 

90 CHAVE=FO/ALOGITAUl*IC21Nl*ll+D21Nl*121-Pl*FO*SDM(Ml 
TERMOIN,Ml=l./EXPIBETA(Nl**2*Tl*KSl(l,Nl*K2/ALFA2*CHAVE/NORMA 

C CALCULO DA SOMA EM N 
IFIN-11100,100,110 

100 SUN(N,Ml=TERMOIN,Ml 
GOTO 120 

110 SUN(N,Ml=SUNIN-1,Ml+FERMOIN,MI 
120 CONTINUE 

TETA(Il=SUNINN,MMI 
130 CONTINUE 

RETURN 
END 

co 
I.D 



C SUBROTINA ANJO 
SUBROUTINE ANJO(R,T,BETA,TETAI 
REAL Kl,K2,17,I8,19,l10,111,l12,NORMA,KSI 
DIMENSION BETA( 131,Rl21,ZI 31 ,XJ12,3l ,Y12,31,C2112l ,D2112l, 

1KSl12,121,TERMOl121,SUNl121,TETA(21 
DIMENSION Vll31,Wll31 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE 

COMMON U,V,W,IOPCl,HPEL 
Pl=3.141592b5359 

C DETERMINACAO DA ABCISSA DE CONVERGENCIA DA SERIE EM N 
DO 45 L=l,12 
AREXN=BETAILl**2*T 
IFIAREXN-EMAXl45,4b,4b 

45 CONTINUE 
4b NN=L-1 

C SOMATORIOS 
DO 130 1=1,2 
DO 120 N=l,NN 

C CALCULO DAS FUNCOES DE BESSEL ENVOLVENDO BETAINI 
- - - C=BETAINI/SQRT( ALFAll 

H=BETAINI/SQRT(ALFA2l 
Zlll=C*A 
Zl21=H*A 
Z 1 31 =H* B 
DO 50 J=l,2 
DO 50 K=l,3 
CALL BESJ(Z(Kl,J-1,DJ,D,IER71 
CALL BESYIZ(Kl,J-1,DY,IERSI 
XJ I J, K 1 =DJ 

50 Y(J,Kl=DY 
C CALCULO DOS COEFICIENTES C21Nl E D2(NI 

QUO=XJ( 1, 2l*Y(2,21-XJ(2,21*Y(l,21 
C 2 ( N 1 = ( X J ( 1, 11 *Y 1 2, 2 1 -e TE* X J 1 2 , l 1 * Y ( l , 2 1 l /Q uo 
D2(Nl=(CTE*XJ(l,2l*XJ(2,ll-XJ11,ll*XJ(2,211/QUO 

C CALCULO DAS AUTOFUNCOES KSIII,Nl 
ARGl=BETA(Nl*R(ll/SQRT(ALFAll 
ARG2=BETAINl*Rl21/SQRT(ALFA21 
CALL BESJ(ARG1,0,EJ,D,IER91 
CALL BESJIARG2,0,FJ,D,IER101 

"' o - - - - - --



CALL BESV(ARG2,0,EV,IERlll 
KSill,Nl=EJ 
KSI12,Nl=C2(Nl*FJ+D2(Nl*EV 

C CALCULO DAS INTEGRAIS ENVOLVENDO BETAINl E DA NORMA 
I7=A**2/2.*IXJ11,ll**2+XJ(2,1)**2l 
l8=(B**2*1XJ(l,3l**2+XJ{2,3l**2l-A**2*(XJ(l,2)**2+XJ(2,21**2ll/2. 
I9=(B**2*(Y(l,31**2+Vl2,3l**2l-A**2*1YC1,2l**2+V(2,2l**2ll/2. 
110=CB**2*1XJ(l,3l*Yll,3l+XJl2,3l*Yl2,3ll-A**2*1XJC1,2l*Y(l,2)+XJC 

12,2l*Yl2,2lll/2. 
Ill=SQRT(ALFA2l/BETACNl*CB*XJ12,3l-A*XJ12,2ll 
I12=SQRTCALFA2l/BETACNl*CB*VC2,3l-A*VC2,2ll 
NORMA=Kl/ALFAl*I7+K2/ALFA2*CC2(Nl**2*IB+D2CNl**2*19+2.*C2{Nl*D2(N) 

1*1101 
C CALCULO DO TERMO SOMADO EM N 

TERMD(Nl=l./EXPCBETACNl**2*T)*KSICI,Nl*K2/ALFA2*FO*IC21Nl*I1l+ 
lD2CNl*Il2l/NORMA 

C CALCULO DA SOMA EM N 
IFIN-11100,lOO,llO 

100 SUN(Nl=TERMOIN) 
GOTO 120 

110 SUN(Nl=SUNIN-l)+TERMO(Nl 
120 CONTINUE 

TETA( Il=SUNINNI 
130 CONTINUE 

RETURN 
END 



e SUBROTINA SUBPROGRAMA EBJY 
SUBROUTINE EBJY(X,EXl 
DIMENSION ARG(3l,XJJ(2,3l,YY(2,3l 
DIMENSIDN V( 131,WI 131 
COMMON Kl,K2,ALFAl,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE 
COMMON U,V,W,IOPCI,HPEL 
ARG(ll=X*A/SQRT(ALFAll 
ARG(il=X*A/SQRT(ALFA2l 
ARG(3l=X*B/SQRT(ALFA2l 
DO 1 N= 1, 2 
DO l M= 1, 3 
P:ARG(Ml 
CALL BESJ(P,N-l,CJ,D,IER5l 
CALL BESY(P,N-l,CY,IER6l 
XJJ(N,Ml=CJ 

l YYIN,Ml=CY 
Q=K2/SQRT(ALFA2l*X 
EX=XJJ(l,ll*IO*(YY(2,2l*XJJ(2,3l-XJJ12,2l*YY(2,3ll-HPEL*(YY(2,2l* 

lXJJll,3l-XJJ12,2l*YY(l,3lll+CTE*XJJ(2,ll*IQ*IXJJ(l,2l*YY(2,31-
2YY(l,2l*XJJ(2,3ll-HPEL*(XJJ(l,2l*YY(l,3l-YY(l,2l*XJJll,3lll 

RETURN 
END 



e SUBROTINA SUBPROGRAMA FBJY 
SUBROUTINE FBJYIX,FXI 
DIMENSION ARG(31,XJJ12,3l,YY12,3) 
DIMENSION Vll3l,Wll31 
COMMDN Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE 
COMMON U,V,W,IOPCI,HPEL 
ARGlll=X*A/SQRT(ALFAll 
ARG(21=X*A/SQRT(ALFA21 
ARGC31=X*B/SQRTCALFA21 
DO l N=l,2 
DO l M= 1, 3 
P=ARG(MI 
CALL BESJIP,N-1,CJ,D,IERSI 
CALL BESY( P,N-1,CY, IER61 
XJJIN,Ml=CJ 

l YYIN,Ml=CY 
FX=CT E*XJ J ( 2, 11 * ( YY ( l, 2 1 * XJJ C 1, 31- XJJ I l, 2 l *YY ( l, 3 l 1 + XJ J 11, 11 * 1 XJJ 1 

12,21*YY11,31-YY(2,21*XJJ(l,311 
RETURN 
END 



C SUBROTINA SUBPROGRAMA GBJY 
SUBROUTINE GBJYIX,GXl 
OIMENSION Vll3l,W(I3l 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE 
COMMON U,V,W 
CALL BESJIX,0,AJ,D,IERll 
CALL BESJ(TAU*X,O,BJ,D,IER2l 
CALL BESY(TAU*X,O,AY,IER3l 
CALL BESY(X,0,BY,IER4l 
GX=AJ*AY-BJ*BY 
RETURN 
END 



C SUBROTINA AREA 
SUBROUTINE AREAIXLEFT,XRIGHT,NTER,FUNCT,XINTGRI 
DIMENSION CHll48l,PES0148I 
DIMENSION LAMBDA(l31,BETAl131 
COMMON Kl,K2,ALFA1,ALFA2,A,TAU,TO,FO,EMAX,D,EPS,IEND,B,CTE 
COMMON T,LAMBDA,BETA 
CALL TABELAINTER,CHI,PESO) 
XINTGR=O. 
DO 10 l=l,NTER 
X=!CHl(Il*IXRJGHT-XLEFT)+XRIGHT+XLEFT)/2. 
Y=FUNCTIXl 
XINTGR=XINTGR+PESO(ll*Y 

10 CONTINUE 
XINTGR=XINTGR*IXRIGHT-XLEFTl/2. 
RETURN 
END 

"' _U, 


