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RESUMO

Nos problemas que envolvem a interacao de diver-
sos meios, €& vantajoso tratar as regides de caracteristicas di
ferentes através de algoritmos implicitos e explicitos simiilta

neamente.

O objetivo do presente trabalho & estudar um al
~goritmo misto de integracdo no tempo das equagoes gerais da di
namica, aplicado a problemas nao-lineares. A integragio expli
cita € efetuada pelo Método da Diferenca Central, enquanto que

a implicita, pelo Operador de Newmark.

A anilise & dirigida a sistemas rigido-flexiveis,
tais como os associados a problemas de interagao solo-fluido-es
trutura. Nos casos de interagdo fluido-estrutura, examina-se a
possibilidade de se desprezar a contribuigdo da rigidez do domi

nio fluido.

Utilizam-se elementos finitos isoparamétricos de
variado numero de pontos ncdais. As matrizes de massa sao do ti

po discreta e agrupada a partir da matriz de massa consistente.

Alguns exemplos saoc apresentados e seus resulta

dos comparados com os procedimentos usuais.
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ABSTRACT

In the analysis of interaction problems is
advantageous to treat each region by implicit or explicit

algorithms implemented in the same computational program.

The objective of the present work is to study
a mixed time integration algorithm applied to non-linear problems.
The explicit integration is obtained by the Central Difference

Method, while the implicit uses the Newmark Cperator.

Rigid-flexible systems, as soil-fluid-structures
interaction problems, are analysed. In the fluid-structure
interaction,the stiffness contribution of fluid domains is
disconsidered in order to improve the efficienty of a full

implicit algorithm.

Isoparametric finite elements with variable nodal
points are used. Lumped or diagonal mass matrix based in the

consistent mass matrix are utilized.

Some examples are presented and the results are

obtained by implicit, explicit and implicit-explicit analysis.
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| - |NTRODUQAO
1.1. Analise Dindmica Nio-Linear em SistemasRigido Flexziveis

Atualmente, o engenheiro estrutural sedefronta com
problemas complexos, cuja analise deve ser realizada no domiInio
da dindmica ndo-linear. A solugdo desses problemas era, entre-
tanto, extremamente dificil, se ndc mesmo impossivel, hi  pouco
‘tempo atrds. Alguns fatores motivaram o tratamento de modelos

cada vez mais complexos.

Houve uma mudanga no conceito de utilizagdo dos
materiais, procurando-se maior economia que, aliada @ garantia
de seguranga, visava a um compieto aproveitamento das caracte-
risticas de resisténcia. Em consegiiéncia, surgiram estruturas
mais esbeltas e com maiores possibilidades de apresentarem um
comportamento ndc-linear, quer em termos de equagdo constituti-
va (ndo-linearidade fisica), quer em termos de grandes desloca-
mentes e mudangas acentuadas na geometria (nao-linearidade geo-

métrica)l.

. 0 segundo fator e devido ao aparecimento de novos
e complexos sistemas estruturais, sujeitos a agoOes preponderan-
temente dinamicas. £ o caso, por exemplo,.das estruturas off-
shore, de'prospecgio e.exp1orag§o de petrdleo na plataforma ma-
ritima continental. A andlise dindmica dessas estruturas & fun
damental, pois um dos carregamentos mais importantes a ser con-

siderado no projeto ¢ devido a agdo das ondas.

Muitas vezes a estrutura se comporta de uma ma-
neira ndao-linear quando submetida. a carregamentos dinamicos.
Por exemplo, em transientes de curta duragao, como no caso de
cargas de impacto ou de explosdes, pode.ocorrer um escoamento do

material, ocasionado :por elevadas tensoes.

Grandes obras, tais como barragens e reatores nu
cleares, por seguranga, ou mMesmo por exigéncias de normas técni
cas especializadas, devem ser analisadas dinamicamente e verifi

cados os efeitos nao-lineares, mesmo que O comportamento da es-



trutura seja linear.

Apesar dessas analises serem dispendiosas, sdo im
portantes na proporgdc em que um acidente puder se tornar catas
trofico. Assim, verificagles de choques, explosdes, abalos sis

micos, etc., precisam ser consideradas no projeto.

Dentro desse contexto, & que os problemas que en
volvem a interagdo de diversos meios de.caracteristicas diferen
tes - tema central deste estudo, devem ser encarados, de manei-

ra global.

0 inter-relacionamento entre os diversos meios de
ve ser considerado para permitir andlises mais seguras e preci-
sas. Tratados independentemente sob um carregamento dinamico,
podem provocar uma solucdo diferente da realidade. Por exemplo,
o comportamento de um corpo elasto-plastico mergulhado em um
meio fluido, com o qual interage dinamicamente, & outro daquele
guando isolado. Devido as vibracdes do corpo, surgirdo pmxﬁaes
hidro-dinamicas (admitindo-se que se trate de agua). O apareci
mento de tais pressdes & um novo carregamento .que modifica as de
formagoes do corpsc. Essas deformagbes, por sua vez, acabam al-
terando as proprias pressdes hidro-dindmicas que lhes causaram,

. -+
num megcanisme continuo.

E evidente que, além dos aspectos acima discuti
dos, as anilises no campo da dindmica ndo-linear s5 puderam ser
concretizadas com o aperfeigoamento dos computadores digitais,
que se tornaram mais rapidos e com maior capacidade de armazena
mento de dados. Em paralelo, houve um aprimoramento nos proces
sos e nas técnicas de programagdo, que permitiram a implementa-

gdo de programas eficientes.

Deve-se destacar a importdncia do Método dos Ele-
mentos Finitos que, pela sua simplicidade e pelo seu vasto cam-
po de aplicacdo, & hoje uma ferramenta de cilculo universalmen-
te consagrada. Atraves dele, discretizando-se o meio continuo
-de modo sistematico e uniforme, foi possivel a realizacgdo de

analises tdo sofisticadas quanto precisas.



Este trabalho visa apresentar e discutir novas

o . - . .- -~ . o~ - ] ‘
tecnicas de analise dinamica nao-linear, em problemas que envol
vem a interacdo de sistemas rigido-flexiveis, atraves do Método
dos Elementos Finitos. Para tanto, desenvolveu-se um  programa
de computador em linguagem.FORTRAN-IV, com os recursos do. siste
ma Borroughs B-6700, permitindc a comparagdo entre essas novas

técnicas e os algoritmos tradicionalmente utilizados.

0 estudo limitou-se aos casos de nao-linearidade
fisica, correspondendo a equagoes constitutivas ndo-lineares e
mantendo a linearidade geometrica, definida por pequenos deslo-

camentos e deformagoes.

1.2. Os Algoritmos de Integragao no.Tempo

As equagbes gerais da dinamica podem ser integra
das por dois grupos distintos de algoritmos [0I], a saber: . os
Processos Diretos, pelos quais a solucdo & obtida passc a passo,
em intervalos discretos de tempo, e o Método da Superposicdo Mo
dal, onde se transformamas coordenadas do sistema estrutural pa
ra o sistema modal, com o objetivo de se reduzir o nimero de

graus de liberdade do mesmo.

A escolha apropriada desses algorftmos & respon-
sdvel pela eficiéncia da andlise. Ao contrario dos programas de
andlise estatica, que podem ser utilizados como verdadeiras cat
ras-pretas pelo engenheiro, os de andlise dinamica podem forne-
cer resultados absolutamente irreais, se.o usudario ndo tiver um
profundo. conhecimento. dos algoritmos de integragdo no tempo das
equagbes gerais da. dindamica. Além disso a.solugdo pode se tor-
nar muito onercsa se estes programas foremrempregados inadequa-

damente.
A utilizacdo. do Metodo da Superposicdo Modal so e
eficiente se apenas poucos modos de vibragdc forem necessarios

para a anidlise, ou se o sistema for localmente ndo-linear [@2].

Deste modoc, os problemas dindmicos nao-lineares



tem side resolvidos preferencialmente através dos métodos dire-
tos.. Nesées, nenhuma transformagéorde coordenadas € realizada.
Partindo-se dos deslocamentos e velocidades no tempo t = 0, e
utilizando-se um intervalo de integragdo At convenientemente es
colhido, as solugSes sdo obtidas nos tempos t + At, t + 2 At,

t + 3 At, etc.

Quando a solugao for obtida a partir das condi-
gCes de eguilibrio no tempo t, diz-se gque ¢ algoritmo & explici
to. Caso contrdario, se o equilibrio for considerado no tempo
t + At, entdo o algoritmo sera implieito. Do primeiro grupo,
destaca-se o Meétodo. da Diferenca Central, por ser o mais utili-
zado e conhecido. 0s meéetodos de Newmark, Wilson, Houbolt e Park

sio exemplos caracteristicos do segundo grupo de algoritmos.

A escolha de um desses processos deve se Dbasear
em diversos.aspectos, tais como o tipo e o tamanho do problema
gue se defronta, a capacidade de armazenamenio de dados de com-

putador utilizado e os custos computacionais resultantes.

Os problemas dindmicos podem ser classificados
em dois grupos de caracteristicas distintas: os de propagacgdo de
ondas e os de dinamica estrutural propriamente dita (ou vibra -
¢do forgada). A diferenga basica entre essas duas classes de
problemas e que nos de vibracdo forgada; apenas os modos mais
baixes do .sistema fisico sdo excitados pelas cargas aplicadas.
Em tais casos, ndo. ha necessidade de se determinar a influencia
dos modos mais. altos, pois elevaria.o esforgo computacional, sem

melhorar, consideravelmente, a precisao dos resultados.

_ Ha uma preferencia em se utilizar algoritmos im-
plicitos na anidlise de problemas de vibragdo forgada. Eles apre
sentam a vantagem de serem incondicionalmente estaveis para in-
tervalos de integracao nao inferiores a w/10w , sendouh a mais

alta freqllencia do carregamento aplicado [02].

E importante ressaltar que a estabilidade do al-
goritmo implica na convergéncia dos resultados. A nogdo de es-

tabilidade garante que, para pequenos intervalos de tempo, a



energia do sistema se conservara e, para intervalos maiores, ndo

ocorrera amplificac¢do dos modos mais altos.de vibragdo [03].

Os algoritmos implicitos tem o inconveniente de
exigirem a montagem das matrizes globais do sistema, inumeras fa
torizagoes e retro-substituigoes. Em geral, cada fatorizacao en
volve 0.5 Nm2 opéragées; cada vetor solugdo implica em 2 Nm ope-
ragdes; onde ¥ & o nimero de graus de liberdade do sistema, e m
é a semi-largura de banda da matriz de rigidez efetiva. A largu
ra de banda & diretamente proporcional ao niumero de graus de 1i

berdade e de uma numeragao apropriada dos elementos.

Cohseqﬂentemente; dependendo- do caso, ocusto glo
bal da andlise pode sofrer uma variagdo linear ou cilbica, em fun

¢do do nlmero de graus de liberdade.

Quando houver um refinamento da malha de elemen-
tos finitos, para melhorar a precisac dos resultados, o esforgo
computacional sera majorado.. Tal situagdc tornar-se-a critica
se, com o aumento do tamanho das matrizes, decorrente do refina
mento, houver necessidade.de utilizacdo de meméria virtual ou

particicnamento em blocos.

Considerando-se o problema de custos, &.vantajo-
50 o0 emprego de matriz de massa consistente e elementos finitos
de ordem superior.. Esse tipo de tratamento mostrou-se eficaz
na anilise .estitica, podendo ser estendido aos problemas dinami
cos, se os mesmos forem considerados como .estaticos, levando-se

em conta os efeitos de inércia.

Os algoritmos explicitos tornam-se mais atrati-
vos quando o sistema possuir um nimero.elevado de graus de 1i-
berdade e, .particularmente, se .o problema for de propagacdc de
ondas. De um modo geral, as operagaes_dg montagem das matrizes
globais ndo sdo mais necessarias, dispensando o uso de membria

virtual.

Owuso de matriz de massa discreta aumenta a efi-

L ied . - -« . . . -
clencia dos metodos explicitos, pols o sistema resultante tera



equagdes desacopladas e cada uma delas podera ser resolvida in-

dependentemente.

Estes algoritmos, no entanto, tém a desvantagem
de nio serem estiveis para qualquer intervalo de tempo escolhi-
do. A condi¢do de estabilidade impoe que o intervalo de inte-
gracdo seja inferior a um determinado. valor - o intervalo criti
co, que depende do maior periodo de vibracdo do sistema. Essa
€ a principal limitagdo do método, o que implica, em certos ca-

sos, na utilizagdo de pequenos intervalos de tempo.

Quando se adota o método explicito da Diferenga
Central, a consideragao de matriz de massa diagonal e de elemen

tos finitos simples deve ser a mals conveniente.

Em muitos problemas que envolvem a interagdo de
diversos meios, & eficiente tratar as varias regides componen-
tes do sistema, por algoritmos implicitos e explicitos. simulta-
neamente [04]. Esse raciocinio. & compreendido através.da seguin
te situacdo: considere-se um sistema rigido-flexivel, tal como
o associado a um conjunto fluido-estrutura. A.analise global
desses problemaS‘constata'que determinadas regices do sistema
respondem mais. rapidamente 3s agGes aplicadas do que outras.
Tais respostas podem ser medidas em termos de deformagoes. As
partes.rigidas (no caso, a estrutura) deformam-se menos que as

flexiveis (o fluido).

A utilizacdo de um algoritmo implicito em todo o
sistema teria o inconveniente de despender um grande esforgo na
montagem das matrizes globais, que incluiriam os efeitos de inér
cia da regido flexivel. Entretanto, esses efeitos sdo desprezl
veis em relacdo aos da parte rigida. Logo, .a solugdo elevaria

o custo global da analise.

Por outro lado, se a escolha fosse um algoritmo
explicito, o intervalo -de integragdo seria muito reduzido, pois
estaria limitado ao intervalo critico determinado em fungdo da
parte rigida, que possui o menor periodo de vibragdo do sistema.

Porém, se o valor critico fosse considerado na zona flexivel, o



intervalo de tempo poderia ser muito maior, atendendo a condi-
¢do de estabilidade e reduzindo o nUmero de passos necessarios

na andlise.

Em fungdo do exposto, tais problemas podem  ser
eficientemente resolvidos, se a parte rigida for analisada por
um algoritmo implicito.e a flexivel por um.explicito. Surgiram,

assim, os algoritmos mistos ou <Implicitos-explicitos.

Inicialmente, tentou-se solucionar tais casos atra
ves de programas independentes e especificos, acoplando-os por
intermédio de uma sub-rotina de entrada e de saida. Esse tipo
de acoplamento, considerade fragil, n3o trouxe bons resultados.

Bel'ytschko e Mullen {04, 053] desenvolveram pela
primeira vez um acoplamento do tipo forte, implementando em um
unico programa os dois algoritmos. A malha foi dividida em trés
classes de .elementos: os do dominio impiIcito, os do explicito,
e os de interface. 0s nos foram classificados em implicitos e
explicitos, conforme a.regiéo-a que pertenciam. Em cada inter-
valo de tempo integravam—ée os nés da zona explicita, e os seus
resultados -eram utilizados como condigoes de contorno para a in

tegracdo dos nds implicitos.

Esquematicamente, o funcionamento do método pode
ser representado pela figura (I-1) para um sistema. unidimencio-
nal. Os elementos explicitos representados na malha est3o en-
tre circulos vazios, enquanto que os implicitos estdo entre cir
culos cheios. As informagces entre os elementos de cada dominio
estdo indicadas em trago cheio, para os explicitos e, em ponti-

lhado, para os implicitos.

Observa-se Que, no dominio explicito, o fluxo de
informagdes percorre apenas os ndés adjacentes durante um passo
de integragdo. Na regido implicita da malha, as informacdes sdo
transmitidas instantaneamente entre todos os elementos do domi-
nio, no mesmo intervalo de tempo. O deslocamento de qualquer no
da zona implicita depende das respostas de todos os elementos des

sa regido. Jd entre os elementos de interface, ha um fluxo de



f 2 3 e n-1 n nti n+«2
- . ol A
EXPLICITO - “'"INTERFACE IMPLICITO

Figura [(I.1)-Fluxo de Tnformagoes entre os Elementos de uma Malha
Unidimensional Implicita-Explicita, com o Mesmo In-
tervalo de Tempo

informagoes no sentido da malha explicita para a implicita, maso
contrario nao ocorre. Nesses casos, o n-ésimo né da malha, por
pertencer ao dominio explicito, sofre deslocamento em um inter-
valo de tempo, representado por dn (t + At), que independe do
(t + At) do nd vizinho do dominio implicito.

(t + At) depende do valor de d  (t + At). £ por

deslocamento dn+1

fid n+l - - - . .
essa razao que 0s nos dos elementos explicitos eram integrados,

No entanto, d
primeiramente, a cada intervalo de tempo.

0 exemplo ilustrado acima refere-se a utilizacgdo
de um mesmo intervalo de integragdo para as duas regides. E pos
sivel adotar tempos diferentes ém cada dominio, mas os proble-
mas devidos ao acoplamento tornam-se maiores, nao se aconselhando
solugSes dessa natureza. Belytschko [06] previu que o numero de
elementos de interface depende da relacdac entre os intervalos de
tempo da regido implicita e da explicita. Se essa relagdo for
igual a ¥, entdo serdo necessidrios N elementos de interface. A
figura (I-2) mostra uma malha unidimensional, em que o intervalo
de tempo dos elementos implicitos e o dobro dos explicitos, ha-

vendo, portanto, dois elementos de interface.

Por meio do esquema proposto, outras combinacgCes
de acoplamentos, além da implicita-explicita (T - E), podem ser

realizadas em sistemas rigido-flexIveis. Pode-se adotar o algo
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Explicitos Interface Imp.

Figura (I.2)-Fluxo de Informagoes entre os Elementos de umaMalha
Unidimensional Tmplicita-Explicita, com o Intervalo
de Tempo do Dominio Implicito Igual ao Dobro do Ex-
plicito

ritmo implicito para as duas regides da malha, mas cada uma de-
las sera integrada por diferentes intervalos de tempo (partigdo
I -1I). Analogamente,-o problema pode ser resolvido atraves do
algoritmo explicito, com intervalos distintos para cada dominio

(partigao E" - E).

Nas integragCes implicita-implicita (I - I) e ex
plicita-explicita (E™ - E), as equagbes de diferencas ndo  sdo
suficientes para determinar todas as variaveis presentes no pro .
cedimento de integracdo ac longo do tempo. Algumas aproximagdes
precisam ser realizadas. Nas particces (I - I), sdo necessa-
rias algumas extrapolagGes nos nds de interface, encuanto que
nas (E™ - E) devem ser processadas algumas interpolacdes. Essas

simplifica¢oes afetam a estabilidade da integragdo.

Conseqlientemente, acoplamentos do tipo (I - I) sdo
instaveis na ausencia de amortecimento, porém a introducdo  de
elementos de interface com amortecimento pode tornar o algoritmo
estdvel. A estabilidade dos algoritmos (E" - E) depende do ti-
po de interpolagac adotado: se a interpolacao for linear, o mé-

todo serd condicionalmente estivel [06].

Algumas possiveis combinagSes de acoplamentos es
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tao ilustradas na figura (I-3), em sistemas unidimensionais. A
figura (I-3.a) mostra um exemplo de partigao (E™ - E), com in-
terpolacdo na interface. A malha da figura (I-3.b) € do tipo
(™ - E), mas sem interpolagces nos elementos de fronteira. Fi-
nalmente, a figura (I-3.c) apresenta o caso de um acoplamento

(I - I), onde sdao feitas algumas extrapolagoes.

PARTICAG E™ - E COM
INTERPOLACAO (@)

ol

EXPLICITO ~ i I INTERE EXPLIC.-E

d

PARTICAD E™ - E SEM
(b) \NreRPOLACAO

L U - x
S SN P — |
EXPLICITO =1 INTERE ~ EXPLIC.-2

d
t + 24t
'+ at (C) PARTICACQ I;- I COM
EXTRAPOLACAQO (O)

t .— x
P e T o o NN “SEN——
IMPLICITO ~ 1 INTERF " IMPLIC!-2

Figura (I.3)-0Outros Tipos de Acoplamentos com Diferentes Interva
los de Integragdo B
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Na referéncia [06], Belytschko expSe um tipo de
acoplamento que, associado ao esquema iterativo descrito em [@E,
provou ser um recurso efetivo para a andlise ndo-linear, resul-
tando em um algoritmo estdvel no dominio implicito e que atende

as condigdes de Courant-Fredrichs-Lewy na regido éxplicita.

Felipa realiza um estudo, em [07], sobre as pro-
priedades de estabilidade dos algoritmos implicitos-explicitos,
concluindo que, para interpolacdc. linear, o método & condicio-

nalmente estavel.

A solugdo apresentada por Belytschke [O4, 05]mos
trou-se eficiente para andlises nio-lineares. Porém, devido ao
tratamento especial dos elementos de interface, a sua implemen-
tacdo exige cuidados adicionais, com o in¢onveniente de alterar

profundamente a estrutura de um programa de integracgao.

Visando sanar tais problemas, Hughes [?—1{]. im-
plementou um novo tipo de algoritmo de integracdo implicita-ex-
plicita, cujo acoplamento & de facil programagdoc. Através dele,
as caracteristicas de estabilidade e precisdo sio mantidas. Nes
sa técnica, dispensa-se o. uso dos elementos de interface. A ma
lha e dividida apenas em elementos implicitos e explicitos. Os
nés ndo sdo mais caracterizados de acordo com o dominio a que
pertencem, pois um mesmo nd pode estar associado a um elemento

implicito e a outro explicito.

0 acoplamento das duas regides e feito ao nivel
de elemento, durante o processo usual de montagem das matrizes
globais pelo Método dos Elementos Finitos.. Quando a matriz de
massa for diagonal, a matriz de rigidez efetiva, resultante des
se processo, € simetrica, positiva-definida, e possui sub-regi-
Ges diagonais correspondentes aos elementos explicitos. A figu-~
ra (I-4%) mostra a composi¢ao dessa matriz para uma malha bi-di-

mensional de elementos finitos implicitos-explicitos.

A topclogia da matriz de rigidez recomenda o uso
de esguemas de solugdc do tipo coluna ativa, pelos quais os coe-

ficientes nulos, fora do sky-limne, ndo sdo armazenados nem ope-
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Figura (I.4)- Malha Bi-Dimensional de Elementos Finitos Implici-
tos-Explicitos e a Correspondente Matriz de Rigidez
Efetiva

rados @2—1{[. Seguindo essa orientacdo, a integrac¢do implicita -
explicita no tempo ndo apresenta nenhuma dificuldade adicional,
podendo ser facilmente implementada em programas que se utilizam

de algoritmos implicitos.

Este trabalho procurou seguir as recomendagoes in
dicadas por Hughes [08-11], desenvolvendo um algoritmo misto im
plicito-explicito de implementacdo muito simples eadaptando-o a
um programa destinado & anilise dindmica ndo-linear, por meio do
algoritmo explicito [15]. A integragdo explicita foi atendida

pelo Método da Diferenga Central, enquanto que a implicita pelo
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Metodo de Newmark. A distribuicdo de massa utilizou o conceito

de matriz de massa agrupada.

0 algoritmo.desenvolvido=é apresentadb no Capitu
lo II, bem como os metodos da Diferenga Central e o de Newmark.
Sdo discutidos os detalhes de implementagdo, as vantagens e as
limitagoes de cada processo, comparando-os entre si. 53o expos

tos estudeos referentes a estabilidade e precisdo.

0 Capitulo III trata dos sistemas rigido-flexiveis,
onde os modelos implementados.para utilizagdo em.cadadominio sdo

apresentados. Discute-se ¢ tratamento nao-linear empregado.

No quarto ecapitulo, s3c mostradas algumas aplicg
goes, e os resultados sac comparados com 0s processos tradicio-
nais. O programa implementado permite a comparacao fiel entre
os diversos métodos, jd que & possivel definir a andlise total-

mente implicita, totalmente explicita, ou mista.

No quinto e Ultimo capitulo sdo discutidos os re
sultados, apresentadas algumas conclusoes e colocadas sugestoes

para estudos futuros.
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Il - METODOS DIRETOS DE INTEGRAGAO

2.1. Sistemas Semi-Discretos de Equagdes na Mecanica Nao-Linear

"Freqlientemente, os problemas da mecanica computa
cional podem ser representados por meio de sistemas de equagdes

tais como:

M.a-=TFl (II.1)

onde:

- matriz de massa generalizada

(g4

- vetor das acelerag¢oes

1

F - vetor das forgas aplicadas

A disecretizagdo de um meic continuo qualqﬁer,;a—
través de elementos finitos, resulta em um sistema de equagdes
semelhante,r a (II.1). Em geral, M, a, e F sao dependentes do

tempo. A seguir, apresentam-se algumas aplicagdes, como ilus-

tracdo.

A) Dindmica Linear Estrutural

Neste caso, o vetor das forgas pode ser decompos
to em:

F=rtoc . v-x.a4 (11.2)
onde:

C - matriz de amortecimento viscoso
K - matriz de rigidez
F - vetor das forgas externas aplicadas

vetor dos deslocamentos

BREaR
|

v - vetor das velocidades
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A equacdo (II.2), aplicada em (II.1), pode ser
considerada como um equilibrio estdtico no tempo t das'seguintes

parcelas:

Feiét'(

(1) = ) - Bt - F () (II.3)
FEM) =M . a - forcas de inércia

fb(t) =C . v - forgas de amortecimento
fé(t) =K. d - forgés elasticas

Todas as parcelas sdao dependentes do tempo. Nor-
malmente, as matrizes M, C e K sdo.constantes e simetricas; M e
K sio positivas definidas; C & positiva semi-definida; e Xt -

ext - - -7 :

= F (t) e uma funcao generica do tempo.
Os vetores de velocidades e aceleragoes podem ser
representados como derivadas primeira e .segunda, respectivamen

te, do vetor de deslocamentos em. relagdo ao tempo:

gt = ad7/at (II.4)

<
H

g ; ' /

a = d" = 3%d/3tl (IT.5)

-~ —

H

Trata-se de um problema de valor inicial, quecoﬁ
siste em se encontrar uma fungdo d = d{(t), que satisfaca (II.1)

e (IT.2) e as condigoes iniciais:

d(0) (IT.6)

Y(O)

1
<

(IT.7)

Onde d_ e v_ sd0 os vetorés dos valoreés ‘inicidisg conhecidos.
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B) Condugao Linear de Calor

Em problemas desta natureza:

(IT.8)

thy
"
=
‘_|.
I
[qp]
<

M - matriz de capacidade termica

[iay|

meétricas e positivas definidas; e F =

ext.

C - matriz de condutividade teérmica
- vetor de transmissdo de calor

- vetor das temperaturas

th g
1

vetor dos gradientes de temperatura

Em geral, M e C sao considerados constantes, si-

eXT - X4y £ uma fungdo ge

nérica do tempo.

Procura-se uma fungao v = v(t), que satisfaga (II.D)

e (II.8) e as condicdes iniciais:

Onde v, e dado.

em coordenadas

Onde:

v(0) = v (II.9)

C) Escoamentos Viscosos Incompressiveis

Segundo a formulacdo da equagdo de Navier-Stokes
Eulerianas [1@], tem-se:

F= p*T C, - v - NG (II.10)

Cux— e a soma das matrizes de viscosidade e incom

pressibilidade
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N - vetor das forgas convectivas

1<

- velocidade do escoamento

Nesta formulacdo, M e C sdo constantes, simétri-
cas e positivas definidas; a = v' & a derivada Euleriana da ve-

locidade em relagao ao tempo.

Resolve-se o problema de valor inicial quando se

encontrar uma fungao v = v{(t) que satisfaga (IIJJ;,UI;gfe(IElUI

D) Dinamica Estrutural Nao-Linear

Usualmente empregam-se coordenadas Lagrangeanas
na formulacdo da dindamica estrutural ndo-linear. Nestes casos,

tem-se:
p= poXt o gt (I1.11)

Onde:

Plnt - vetor das forcas internas, que dependem

dos deslocamentos, das velocidades e das

. Y
suas respectivas htstor?Fas

)K N§GCNL§

feXt - vetor das forgas externas

a - vetor dos-deslocamentos em relagcdo a uma
configuracdo de referencia

v = d' - vetor das velocidades

a = v' = d" - vetor das aceleragdes

As nao-linearidades a serem consideradas s3o de-
‘vidas a grandés deslocamentos da estrutura, ou a uma plastifica
¢ao parcial ou total da mesma. Analiticamente, estes efeitos po
dem ser representados por complexas equag¢des algebricas, equa-
gSeé,diferenciais, equagdes integrais, ou, algumas vezes, sdo ne

cessdrias inequagdes como na Teoria da Plasticidade.
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Assim, o vetor das forgas internas pode ser es-

crito da-seguinte forma:

E1nt =

1=

(d, v) : (11.12)

©s

Onde N

e das velocidades.

uma fungao ndo-linear dos deslocamentos

As derivadas parciais de N em reéelagdoc a d e a v

=
"

9N /ad (IT.13)

]
1

Cor aN/av : (IT.14)

.- h
sdo conhecidas como matriz de rigidez tangente e matriz de amor-
tecimento tangente, respectivamente. Sdo operadores linearesas
sociados a N, mas, em geral, ndo variam linearmente em relagao

adea v.

Nestes casos,

M - constante

M, Koy Cp - simetricas

M, KT - positivas definidas

gT - positiva semi-definida

0 problema de valor inicial consiste em se encon
trar uma funcgao d = g(t) que satisfacga as'eqanSes (I1.1), (II.8),
(IT.7); (IT.11) e (IT.12).

Este trabalho se limitou ao estudo das equagoes
deste item, considerando apenas as nac-linearidades do tipo fi-
sico, onde as equagOes constitutivas ndo seguem variagbes linea
res. Para representar .o éomportamentojelasto—pléstico dos mate
riais, utilizou-se o Modelo de Von Mises, desenvolvido na Teoria

Matematica da Plasticidade, conforme - “serda-: “discutide ~ ‘no
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v

Capitulo III).

As equacgdes diferenciais ‘serao integradas por al

goritmos diretos, descritos a seguir.

2.82. Os Méetodos Diretos de Integragao

0s métodos diretos tem por objetivo integrar no
tempe sistemas de equagoes an&logos-ao (II.1), atraves de proce
dimentos do tipo passo a passo, sem efetuar nenhuma mudanca de
base de coordenadas [17-19]. Sumariamente, estes algoritmos se

apoiam nos seguintes aspectos:

a) A solugdo & do tipo discretoc, ou seja, resol-
ve-se o sistema de equagSes em apenas um numero inteiro de in-
tervalosde .tempo t + At, t + 2 Af, t + 3 At, etc. O0Os efeitosde
inércia e amortecimento sdo considerados apenas naqueles pontos
correspondentes aos intervalos de integragao. Desta forma, a
cada intervalo de tempo, podem ser utilizados os processos de
resolugdo de sistemas de equagles empregados na andlise estati-

ca.

b) Agsume-se uma variagdo continua dos desloca-
mentos, velocidades. e aceleragSes em cada intervalo de integra-
cdo, a menos que a estrutura atinja o colapso. Esta definicdo
€, em Ultima anadlise, a que determina a precisdo, a estabilida-

de e o custo do processo de solugdo.

Os métodos diretos, conforme o tempo em que  se
efetua o equilibrio das equagdes gerais da dindmica, dividem-se

em:

- algoritmos explicitos - se o eguilibrio aconte

ce no tempo 1

- algoritmos implicitos - caso o equilibrio seja

atingido no tempo t + At.

. Comentou-se, no primeiro capitulo, as vantagens e
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as limitag5¢s destes algoritmos, e mostrou-se que, em problemas
que envolvem a interagdo de dois ou-mais meios diferentes, & in
teressante a utilizagdo simultdnea dos mesmos, através dos pro-
cessos mistos. Os detalhes de implementacdo serdo .apresentados
nos itens que se seguem, de acordo com a .seqllencia: inicialmen-
te os algoritmos explicitos, por meio do Metodo da Diferenca Cen
tral; a seguir, os implicitos, que serdo abordados apenas atra-
vés do Metodo de Newmark; compreendidos estes dols grupos de al

goritmos, estuda-se o Método Misto Implicito-Explicito.

Antes, porém, deve ser feita uma observagao<are§
peito da equagao (II.12). Se a matriz de amortecimento for ob-
tida a partir da matriz de massa, conforme serda visto no Capitu
lo I1II, entdac o vetor das forgas internas paésa a ser uma fun-

¢do ndo-linear apenas dos deéslocamentos, reduzindo-se a:

P s N @) | (I1.15)
Tal procedimento. sera adotado neste trabalho, con-
vencionando-se, daqui por diante, que o vetor flnt (t) € o cor-

respondente a equagdo (II.15), e atendendo-se a e@uagéo (I1.13).

2.2.1. Algoritmos Explicitos: O Método da Diferenga Central

Considere-se a equacdo (II.1) gque no caso mais ge

ral da dinamica estrutural pode ser expressa por:

Mo.a+C.ov+ P apXE (o (I1.16)

A integragao no tempo desta equagdo pode ser fei
ta por expressoes em diferengas finitas, para aproximar acelera
coes e velocidades em termes de deslocamentos. . Embora teorica-
mente qualquer uma possa seru:utilizada, a escolha deve ser cuil-
dadosa para que o esquema de solugao seja efetivo. Poucas sao
as expressoes que apresentam fesultados satisfatorios. Dentre

essas, aguela que vem sendo utilizada com mais freqiléncia e a
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correspondente ao Metodo da Diferenga Central.

Neste método, assume-se que:

a, = —— [ét_At -2 .d, o+ gt+Aé] (11.17)

Como em (II.17) o errc apresentado & da ordem de
‘Atz, para que a expressdo das .velocidades mantenha a mesma or-

dem, toma-se:

R
Yo 77 {: deope * §t+A%J (I1.18)

Desta forma, o equilibrio da equagdo (II.16) acon

tecerd no tempo ¢, ou seja,

2+ C oLy fint(t) = EEXt(t) (II.19) -

Substituindo-se (II.17) e (II.18) em (II.19), ob
tém-se a expressdao que fornece os deslocamentos no tempo t + At

em funcdo dagueles obtidos no tempo t:

d

M + 0,5 Af cy . ~t+A§" - Fext _ Flnt +
i = —'E;—— 3 L
dioat
+ —27 Mo.d, - M - 0.5 4t C) =
At - - - ~ At

(IT.20)°
Como os deslocamentos no tempo t + At foram obti
dos atraves de (II.20) a partir de uma condigdo de equilibrio mo -

tempo t, diz-se que o algoritmo & explicito.

Pode ser observado em (II.20) que a determinacgao
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de d envolve os termos d, e d Quando t = 0, hid neces-

~t+At ~t-AtT
sidade de um esquema especial de partida, a fim de que se obte-

nha o valor de g-At'

a, pode ser determinado atravées de (II.19), as relagdes (II.17)

Como em geral d_ e v, sdo conhecidos, e

e (II.18) devem ser utilizadas para o calculo de d_sp-

so, para cada elemento (i) dos vetores considerados, tem-se:

Nestecg

. . Z .
d(1) _ At . V(l) ' At .a(1)
-At o) o 9 o]

INED

(I1.21)

0 Metodo da Diferenca Central, conforme apresen-
tado, & uma pratica ferramenta de andlise, principalmente se a
matriz de massa utilizada for diagonal. Quando isto acontece,
a matriz de amortecimento, que em geral & expressa em fungao da
matriz de massa, passa a ser tambem diagonal, permitindo rees-

crever a equagdo (II1.20) de uma maneira mais compacta:

M.d, . = Fy (II.22)
Onde:

M = (M + 0.5 At C).. —57 (1I.23)

~ ~ At

=]

- t int 2

F.o= Xt - F + L .M . d. -

St st ~t U

deat
- (M - 0.5 At 0y . 2T (TI.24)
~ At

Sob estas condigSes, ndo ha necessidade de serea
lizar a montagem das matrizes do sistema, pelc processo tradi-
cional de espalhamento dos coeficientes, nem proceder a resclu-
gao do sistema de equagoes (II.16). Isto porque as equagoes des

te sistema sao desacopladas e podem ser resolvidas, independen
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temente, ao nivel do elemento. Neste caso, o calculo dos deslo
camentos sera efetuado por meio de uma expressao algébrica como

a de (II.25)3 para cada grau de liberdade 7, tem-sge:

}Ei)

(1) _ '
diiae © i (I1.25)
m. .
ii
Onde:
m. . e
T S £
1t At 2 . At
e
m.. e ¢,. - sdo o i-ésimo elemento da diagonal
ii ii
das matrizes de massa e de amorteci-
mento, respectivamente
m.. > ¢
1z
Esta € a principal vantagem do Método da Diferen
ga Central. Como as matrizes do sistema nao precisam ser monta

das, o gasto de memdria serda reduzido, e a solugdd poderid ser ra

pidamente obtida ao nivel do elemento [20].

Contudo, sua eficiéncia depende de se adotarem ma
trizes de massa e amortecimento diagonais. Aléem disso, o inter

valo de tempo ndo deve ser maior que o intervalo critico:

T
At < At = D (II.26)
m

Onde T menor periodo de vibracdo de todosos

My (D
o

U

elementos finitos, e n ordem do sistema de equagdes.

Esta limitagdo & devida ao fato de que o método

e instavel para intervalos de tempo maiores do gue o critico.
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Nessas situagdes, os erros de truncamento e arredondamento da
anidlise numérica crescem indefinidamente, ocasionando uma res-

posta que nac corresponde a realidade.

0 periodo de vibracio do elemento e diretamente
proporcional a quantidade de massa que o mesmo possui. Por esse
motivo, exige-se gque m. . seja maior do que zero em (II.25) para
que O processo possa ser realizado. Caso contrdrio, o interva-

lo critico serid nulo, tornando impossivel a anilise.

A necessidade de se utilizar intervalos de tempo
menores do gue o critico representa a maior desvantagem do Métg
do da Diferenga Central, que, por este motivo, e considerado con
dicionalmente estavel. Esta limitacdo pode ser compreendida atra-
ves do seguinte caso. Seja um sistema de ordem n elevada. Por
hipotese, um de seus elementos tem massa tdo peguena que se apro
xima de zero, implicando em um periodo de vibragdo muito reduzi
do. Em conseqlléncia, tal elemento determinard o valor critico
de intervalo de integragdo que, por sua vez, serd bastante redu
zido. Os intervalos de tempo a serem adotados deverdao ser mui-
to pequenos para que satisfagam (II.26). Com isto, o esforgo com
putacional serd majorado, o custoc total da andlise se elevara, e

o algoritmo poderd deixar de ser vantajoso.

0 Método da Diferenga Central sG & compensador
se as matrizZzes de massa e de amortecimento forem diagonais e se
o intervalo de tempo de integragdo nao for muito reduzido (sem
deixar de atender ao intervalo critico) [?l—?g]. Caso contrario,
a andlise corre o risco de se tornar ineficiente, e, se assim for,

e preferivel a mudanca de algoritmo.

0 Quadro I1I.1 apresenta o procedimento para im-
plementacdo do Método da Diferenga Central.
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QUADRO (II.1) - Roteiro para Implementacdo do Metodo da Diferen
¢a Central

1) Inicio do processo: t = O

2) Montagem das matrizes do sistema:

M, Cc,epnt

(M e C diagonais)

3) Inicializacao dos deslocamentos, velocidades e aceleragoes:

do > Vo 0 ® &
) Escolha de At < At
— " cr
5) Calculo de d_,.:
(1) (i) (1) , at® D
d = d - At L v + a
~At o} o 9 o]
6) Cadlculo da matriz de massa M
ﬁ = —12—'-' M o+ L C
- At - 2ht -
7) Incrementagdo do tempo: t = t + At
8) Calculo do vetor de forgas E :
- ext int 2
F. = F - F + .M. d ad
=t ~t ~t At2 ~ ~t
d
- o - 0,5 At @) . =5t

At

Continua
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QUADRC (II.1) - Continuacao...

9) Cilculo dos deslocamentos, velocidades e aceleragdes, por

meio de equagbes desacopladas, ao nivel do elemento:

~ (1)
INED I
tT+AT -~
m. .
11
(i) _ 1 (i) (i) (i)
At = =g (dyThp - 24077+ i)
At |
(1) 1 (i) (1)
\ = — (d - 4. )
t oar L THAE t-At

10) Retorno do processoc ao item (7) até que se atinja o tempo

final de analise.

2.2.2. Algoritmos Implicitos: 0 Metodo de Newmark

Os algoritmos implicitos sdo aqueles que resol
vem o sistema de equagdes (II.15) obtendo a solugdo dos deslo-
camentos a partir de uma condigdo de equilibrioc no tempo t+At. A
grande vantagem desses métodos & que, em geral, elessdo incon-
dicionalmente estaveis, ou seja, qualquer intervalo de integra
gao pode ser adotado sem prejuizo da estabilidade da solugdo [24-
2@]. Em relagdo ao Método da Diferenga Central, intervalos maio-
res podem ser cons%derados, diminuindo o numero de iteracdes,

sem que se atinja uma condigdo de instabilidade numérica.

Por outro lado, hd necessidade de fatorizacdo da
matriz de rigidez efetiva do sistema. Isto representa um es-
forgo computacional enorme na medida em gque o numero de graus de

liberdade cresce.

Portanto, a eficiencia dos algoritmos implicitos
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estd intimamente relacionada com o processo de resolugdo do sis
tema de equagoes, bem como com as técnicas empregadas para o ar
mazenamento das matrizes do sistema. Em geral, devido ascarac-
teristicas topoldgicas de tais matrizes e, com a finalidade de
se reduzir o gasto de memdria, e aconselhavel a utilizagio de
um esquema de armazenamento do tipo coluna ativa, onde os ele-

mentos nulos acima do sky-Ilime nao sao.armazenados.

0 custo da analise & o fator limitante do empre-
go dos algoritmos implicitos. Quanto mais refinada for a malha
de elementos finitos, maior sera a ordem das matrizes do siste-
ma, que, por sua vez, exigirdao um gasto excessivo de memoria,
podendo ser necessdria a utilizacdo de memdria virtual ou parti
cionamento em bloco para a resolucdo do sistema. Em decorrencia,
os custos da anidlise se elevardo, ate o ponto em que uma solu-

¢do alternativa seja mais atraente.

Assim como os explicitos, os algoritmos implici-
tos sao desenvolvidos a partir de expressoes em diferengas fini
tas. Os mais utilizados na anidlise estrutural sdo os métodos de
Houbolt, o de Wilson, e o de Newmark. Pela precisdo, facilida
de de implementagdo, e por ser o mais comumente utilizado, op-
tou-se pelo algoritmo de Newmark, sobre o qual se discutira a

seguir. Os outros metodos podem ser encontrados nas referencias

[2u-27].

0 algoritmo de Newmark pode ser entendido como
uma extensdo do méetodo da aceleragdo linear. Assume-se que a
aceleragdo varie linearmente em relagdo ao tempo {conforme a fi
gura (II.1)), e, desta forma, os deslocamentos e as velocidades

podem ser expressos nos seguintes termos:

Visar - Ve P L1 - Y)Y a ty “?.tmt:[ . At (I1.27)
qt+At = gt + Yt - At + [ (0.5 -8) . a, +

.At2

+

B . §t+A@;



28

onde

B e y sdo parametros que determinam a estabilida

de e a precisdo numerica.

l ACELERAGOES

= TEMPO

FIGURA (II.1) - 0 Méetodo da Aceleragdo Linear.

Quando:

y>0,5 e g >0,25 . (0,5C + Y)z

o método & incondicionalmente estdvel. Newmark havia sugerido
inicialmente que se adotassem 0,5 e 0,25 para y e B respectiva-
mente. Quando vy = 0,5 e B = 0,167, as relacdes (II1.27) e (II.28)

correspondem ao metodo da aceleragdo linear.

0 algoritmo de Newmark & considerado  implicito
porque o equilibrio & obtido no tempo t + At. Desta forma, a

equacdo (IT.16) passa a ser expressa por:

: int _ _ext
Moo @eine ¥ 0 0 Yeeatr T Brear T Efint (I1.29)

Sejam, por defini¢do:
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Vieat - Ve + (1 - v) a. At (II.30)
e
d = d, + At + (0.5 - B) At2
Steat T St T oIt o ' St
(IX.31)
Onde:
d e v sdo os valores preditores (ou das

~t+At ~t+At
estimativas} dos deslocamentos e das velocidades, respectivamen

te, no tempec t em relagdo ac tempo t + At.
Observe-se que as equagoes (IT1.27) e (IX.28) po-

dem ser expressas em fungao dos valores preditores definidos em
(IT.30) e (II.31). Nestas condigOes, tem-se:

Yirat - Yreat 7Y ¢ Spypr - AT (I1.32)
e

d = d + 8 . a at? (II.33)

~t+At ~t+AL YL THAL )
Onde:

Viratr © §t+At sdo conhecidos como os valores cor-

retores das velocidades e dos deslocamentos no tempo t + At.

Dessa forma, o algoritmo de Newmark consiste em
resolver o sistema de equac¢oces (II.29), utilizando (II.32) e
(IT.33), e satisfazendo as condigoes iniciais d{(0) e v(0) defi-

nidas em (II.6) e (II.7), respectivamente.

Da equagdo (II.33), obtém-se:

. l ~
a S . (d - d ) (II.34)
~Lt+AT BAt2 Zt+At ~Tt+AT
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Levando (II.34) em (IT.32) encontra-se:

= v PR S (II.35)

v v a
~TH+AL ~t+At 8. At _t+AL

' Substituindo-se convenientemente (I1.30)e(II.31)
em (IT.34) e (II.35), e aplicando-se estas (Ultimas em (II.29)
chega-se a:

z + S + Fint d =
BAtQ BAt ~T+AT ~t+At
M _
ext ~ : 2|
= F + - (é + v, At +{(0.5-B) a_ At
S L A R | ~t T

s (X 1) v+ (X -1)a At}

+
1O
]
<
R N et
‘_|.
on)

| 8At BT B
(IT.36)
0 sistema de equagdes nao-lineares que (IT.36)
representa permite a determinacac dos deslocamentos no tempo
t+At. As velocidades e aceleragoes ficam automaticamente esta-

belecidas através de (II.34) e (II.35).

Un outro tipo de implementacdoc pode ser feito no
algoritmo de Newmark, atraves de um processo iterativo como o
de Newton-Raphson Modificado. Transforma-se o sistema, resol-
vendo-o como um problema estatico efetivo. Nesse sentido, as

seguintes etapas devem ser percorridas:

a) Estimam-se os valores dos deslocamentos e das

velocidades através dos valores preditores - equagdes (11.30) e
(IT.31). Admite-se que as aceleragoes iniciais sao nulas, ou
seja:
(i _ 3
Levat T deat (11.37)
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(1) . | | (11.38)
Yteat T Tteat )
e
(1) _ (II.39)
Apept - 0
onde:
i = ¢ - indice contador de iteragdes.

b) Calcula-se o vetor das forgas residuais por

meio da equagao (II1.29):

_ pext (i)  _ (i}  _ (i)
AF = Fiiae ~ ¥ aiar S Yeiar T Kt deiae

(IT.40)

c) Monta-se a matriz de rigidez efetiva (compare

com os termos da esquerda na equagdo (II1.36)):

K6 = 2 LMo+ —T— . Co o+ Ky (II.41)
- AtV B - At B - -
d) Resolve-se o problema estatico efetivo, por

exemplo, atraves do método de eliminacdo de Causs.

K¢ . Ad = AT (IT.42)

onde:

Ad - e a variacdo dos deslocamentos em cada ite-

racdo.
Desta forma,
(i)

(i+1) _
diiat T eiar t 24 (II.43)
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As velocidades e as aceleragSes da iteragao (i+l)
sdo obtidas através de (II.34) e (II.35).

e) Se houver necessidade de novas iteragdes, in-
crementa-se o indice contador i em uma unidade e recomega-se o
processo a partir do item b. Quando se atingir uma condigdo de
convergencia para Ad ou AF, chega-se ao fim desta etapa. Os des
locamentos, as velocidades e as aceleracoes no tempo t+At cor-

respondem aos Ultimos valores da iteracgdo, ou seja:

' ' L (i+1)
disat = Geiat
v _ V(i+l)
JtHAt Tt+At
N _ a(i+l)
“t+At T St+At

Retorna-se ao item a sempre que se desejar calcu
lar os deslocamentos, velocidades e aceleragoes para umnovo tem
po. Encerra-se o processo ao se atingir o tempo final de anali

se.

A figura (II.2) representa o processo incremen-
tal utilizado, se a iteragao for simples, e a figura (II.3) re-
presenta o mesmo processo gquando a matriz de rigidez efetiva for

atualizada.

0 presente trabalho desenvolveu o algoritmo de
Newmark na forma de um problema estatico efetivo, resolvendo-o
pelo processo de Newton-Raphson modificado. Os parametros de
controle vy e B foram tomados constantes e iguais a 0.50 e 0.25
respectivamente. 0 critério de controle de convergéncia foi
adotado pela expressaoc (IT.44>, . -em consonancia com a re-

feréncia [29], limitade ao nimero miximo de iteragdes.
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"
F
/ / f’{,lﬂj/-—r
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/
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y/
= d
d, d; d,
FIGURA (IT.2) - Processo Incremental sem Atualizacdo da Matriz

de Rigidez (Metodo de Newton-Raphson Modificado)

FIGURA (II.3) - Processo Incremental com Atualizagdo da Matriz
de Rigidez (Método de Newton-Raphson Original).
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Iid(i+l) _ ' (1) l[
~tHAT Strat < tolerancia (IT.uu)
(i+l)
~t+At
Onde ’d‘ e a norma euclidiana do vetor g.

0 Quadro (II.2) apresenta o procedimento para im
plementacgdo do algoritmo de Newmark na forma emque foi adotado

neste trabalho.

QUADRO (IT.2} - Roteiro para Implementacdo do Metodo de Newmark

1) Inicio do processo: t = 0

2) Montagem das matrizes do sistema:

M, 9’ e E1nt
3) TFase das estimativas:
i = 0 (indice contador de iteragdes)
(iy _ 3
divat ° Seent
v(i) = v
~trar  ~trAt
a(i)y =0
“t+At -

4) Montagem do vetor das forgas residuais:

(1) _ _ext (i) (i) int (1)
BETTT 2 Eiar Y 2tiae T S Yeiar T Erest
5) Montagem da matriz de ridigez efetiva:
oz 1 Y
Koos =M Cr * &

At"R 7 At.B Continua...
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QUADRO (II.2?) - Continuacgao

6) Resolugdo do sistema de equagdes (problema estatico efetivo):

K Agl(1) - AE(1)
7) Tase das corregoes:
(i+1> _ (i) (1)
diiar 7 dpype ¥ Ad
(i+1) 1 (i+1) -
a = —=_(d - d )
~t+ t BAt2 ¢t+&t ~tT+AT
(i+1) ~ Y (i+1)
v = v + — a
~t+AT ~T+AT BAt ~t+At

8) Verificacao do processo de convergencia:

a) se NAO CONVERGIU: faz-se izi+l e retorna-se

ao iltem 4.

b) se CONVERGIU: faz-se t=t+At e retorna-se  ao

item 3, até se atingir o tempo final de andlise.

2.2.3. Algoritmos Mistos Implicitos-Fxplicitos

Tendo se discutido os aspectos mais importantes
dos algoritmos implicitos e explicitos, e verificado que osmes-
mos possuem caracteristicas préprias que devem ser levadas em
consideragdo na andlise de problemas especificos, porque ndoas-
socid-los para resolver determinados casos, como os de interacdo

de diversos meios, aproveitando-os de uma forma mais eficiente?

Tal idéia originou o algoritmo misto implicito-
explicito. Por meio dele, nos problemas gue envolvem meios dis

tintos, as regides rigidas da malha sio resolvidas por elemen-
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tos implicitos, enquanto que as partes flexiveis sdo analisadas
através dos explicitos. Outros algoritmos misfos,combinandodg
minios implicitos (cu explicitos) com diferentes intervalos de
integragdo, puderam ser desenvolvidos a partir do mesmo princi-
pio [30]. O presente trabalho se limitou ac estudo do primeiro
tipo de associagdo, a qual tratara, daqui por diante, apenas por

algoritmo misto.

Aléem de conciliar eficientemente as caracterIsti
cas dos dois métodos, o algoritmo misto deve ser de facil imple
menta-ao. Portante, permanecem validas as observagdes quanto ao
tratamento que deve ser dado a cada processo, conforme discuti-
do nos itens anteriores. Da maneira como sera apresentado, o
algoritmo misto pode ser facilmente implementado a um programa
de elementos finitos para a andlise dinamica ndo-linear, que te

nha sido desenvolvido originalmente por um método implicito.

A utilizagdo do referido algoritmo implica na di
visdo da malha em elementos implicitos e explicitos. Desta for

ma, as matrizes do sistema vdo apresentar sub-regides caracte-

risticas de cada dominio. Fica convencionado que MI, Q%,(fnt)l
(FeXt)I sdo as matrizes de massa e de amortecimento, e os ve-

tores das forcas internas e externas do dominio implicito, res-
pectivamente. A substituigdo do superindice I por E correspon-
de, de maneira anidloga, as matrizes de massa e amortecimento e
aos vetores de forgas do dominio explicito. Assume-se que M

seja diagonal.

0 algoritmo implicito-explicito, assim como  no
método de Newmark que lhe serviu de base, faz com que o equili-
brio das equagdes da dinamica seja atingido no tempo t + At.
Nestes termos, o sistema de equagoes (II.16) passa a ser repre-

sentado por:

I E - oint. I
Movagar ¥ %0 0 Yeaatr 0 Veaae VET Dt
¢ (pIGE pext (II.45)
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onde:

M :1\31 +1~2E (IT.46)

ext ext, I ext.E

Et+At (F )t+At + (F )t+At (IT.47)

int,I I oo L

(E )t+At g (§t+At) = ET . gt+At (IT.u48)

e
int.E _ E. =

(E )t+ﬂt =N (gt+At) (II.49)

Os valores preditores e corretores das equagces
acima sdo os mesmos que os definidos em (II.30) e (II.31). As

expressoes (IT.45) e (IL.46) permitem que sejam  acrescentadas
nas parcelas da direita novas massas ou forgas externas nodais.
No entanto, quande forem utilizados molas ou amortecedores no-
dais, deve-se ficar bem claro em qual dominioc, implicito ou ex-
plicito, estdo atuando esses elementos, nao sendo permitido uti
liza-los na interface®, para ndo tornar a equagao (II.45) incom

pativel.

A andlise por meio do algoritmo misto pode  ser
feita na mesma seqllencia das equagdes (II.37) a (II.43) do item
anterior. As Unicas diferencas sdo nas montagens do vetor de
forgcas residuais e da matriz de rigidez efetiva, gque devem le-

var em consideracgdo a influencia dos elementos explicitos.

Assim sendo, o vetor de forgas residuais passa a

ser determinado por:

(*) Quando forem necessarios elementos escalares de mola ou de
amortecimento na interface entre os diversos dominios, ado-
tam-se faixas de peguena largura de elementos implicitos,
dentro da zZona flexivel, para que as molas ou os amortecedo
res atuem em um Unico dominio. -
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(i) ext (1) I (i) E ~(i)

AP = Tovar "M aiiae T 8 Veiar T G Viiar -
-t pintyE (II.50)

~ t+AT ~ T+AtL

A matriz de rigidez efetiva fica estabelecida por:

K& = CM o+ Y . Cn + K (IT.51)

onde as matrizes:

Kp = 2N’ /ad (11.52)
cx = an' /oy . (IT.53)

sao fungoes dos deslocamentos e das velocidades no tempo t + At
da i-ésima iteragdo. Estas matrizes possuem uma estrutura do
tipo banda, decorrente da conetividade dos elementos do dominio
implicito. Conseqlientemente, a matriz de rigidez efetiva, que
¢ simeétrica positiva definida, possui sub-regides diagonais cor
respondentes aos elementos explicitos. A topologia de tal ma-
triz pode ser ilustrada através da figura (I-4) para uma malha

simplificada.

A estrutura da matriz K* e melhor explorada  se
for adotado um sistema de armazenamento do tipo eoluna ativa, ou
seja, os coeficientes nulos acima do sky-line ndo sdo armazena-

dos nem operados.

A eficieéncia do algoritmo pode ser melhorada por
meio de uma escolha eritericsa da malha de elementos finitos e

da numeragdoc de seus nos.
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Embora as atualizagoes da matriz de rigidez efe-
tiva sirvam para acelerar o processo de convergencia, elas de-
vem ser evitadas, quando excessivas. A convergencia pode ser
atingida mails rapidamente alterando-se o intervalo de integra-
cdo, conforme os trabalhos de [21, 27| em relagdo ao Método da
Diferenca Central. Na andlise dinamica linear, se o intervalo
de integragdo permanecer constante, a matriz de rigidez efetiva

precisard ser motada e fatorizada apenas uma Unica vez.

Quando inlmeras iteragGes forem necessarias para

se atingir a convergencia, ¢ aconselhdvel armazenar os vetores:

ext E ~ (1) int.E
Fooat ~ S @ Yesatr — 07 Diar

que se mantém constante ao longo de um intervalo de tempo, poden
do ser aproveitados para o cdlculo das iteragbes subsegilentes.

A solugdo para os nds entre os elementos explicitos e obtida
apos a primeira iteragdo, dependendo do tipo de controle de con

vergencia a ser realizado.

Da maneira como foi implementado, o algoritm apre -
senta a particularidade de poder resolver os problemas discreti
zando o meio continuc com todos os elementos implicitos ou to-
dos explicitos. Pode, dessa forma, comparar os resultados de
um mesmo exemplo entre os algoritmos empregados, e verificar a

eficiencia de cada um deles através do mesmo programa.

Deve-se ressaltar que a eficiencia do método mis

to estd intimamente relacionada com dois aspectos:

19) da escolha apropriada do processo de solugdo
do sistema de equagdes (problema estdtico efetivo ) - no caso

deste trabalho, adotou-se o Metodo da Triangularizacgdo de Gaussje

29) da eficiencia das subrotinas de formagido e
montagem das matrizes dos elementos e dos vetores de forgas in-

tTernas.
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0 roteiro para a implementagdo do algoritmo mis-
to estd apresentado no Quadro (II.3).

QUADRO (II.3) - Roteiro para Implementacdoc do Método Misto

1) Inicio do processo : t = 0

2) Montagem das matrizes do sistema:

1nt)E

3) Fase das estimativas:

i = 0 (indice contador de iteragdes)

(1) -
~t+HAL ~t+At

Visat ~ Yt+At

a(i)
~t+At

4) Montagem do vetor de forgas residuais:

AE(i) - 12ext - ﬂiiit ) Q% Eéiit ) 95 eone -
(Eint)iiii _ (Eint)i_At
5) Montagem da matriz de rigidez efetiva:
K = é Mo Y I, k;
- At .B - At.R ~ ~

6) Resolugdo do sistema de equagdes (problema estdatico efetiwo):

Continua...
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QUADRO (IT.3) - Continuagao

7) Fase das corregoes:

(i+1) _ (i) (1)
§t+at §t+At + Ag
(i+1) 1 (141 -
a = — . (d -d }
~t+AT BAt2 ~t+At ~t+AT
(1+1) _ =~ Y (i+1)
Vieat - Yteat T ot Ayt

8) Verificacdo do processo de convergencia:

a) se NAO CONVERGIU: faz-se i = i+l e retorna-se

ao item 4.

b) Se CONVERGIU: faz-se t = t+At e retorna-se ao

item 3, até que se atinja o tempo final de anidlise.

2.3. Estabilidade dos Algoritmos

Para que um algoritmo seja estavel, € necessdrio
que gualquer erro que tenha sido introduzido durante a andlise
nio seja amplificado acima de um determinado valor limite. Esta
e uma definigdo sumaria de estabilidade, vilida para  qualquer

algoritmo,

0O estudo de tal assunto em processos de integra-
¢do no tempo para andlise nio-linear € muito controvertido, pois
existem varios criterios de estabilidade, e nem sempre o algoritmo aten

de a todos simultaneamente.

Dada a complexidade do assunto, e para naoc se afas

tar do temz central deste trabalho, evitar~se-a uma discussao
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mais aprofundada, indicando-se as referencias [31-35] para maio
res esclarecimentos. Como o método misto & decorrente da asso-
ciacdo de dois algoritmos distintos, implicito e explicito, a
estabilidade do mesmo serd considerada apds uma abordagem sobre

o comportamento numérico daqueles processos.

A estabilidade do algoritmo explicito &, em ge-
ral, controlada pela escolha apropriada do intervalo de tempo
At, que deve estar limitado a um valor Atcr'
0 intervalo critico & proporcional i maior fre-

qliencia de vibragdo, ou seja,

At = (IL.5%)
ey

onde T_ & o menor periodo do sistema.

A referida limitagdo pode tambem ser expressa pe
la condigdo de Courant, pela qual o intervaloc critico deve ser
igual ao menor tempo de propagacdo das ondas cisalhantes para
qualquer elemento do dominio. Esta limitagdo & valida tanto pa

ra aranalise linear como para a ndao-linear.

Para se compreender melhor ¢ comportamento nume-
rico do aigoritmo nos dois tipos de andlise, considere-se o se-
guinte exemplo. Seja um sistema em que © intervalo de integra-
cdo adotado & inferior ao tempo critico Atcr durante certo pe-
riodo de tempo, mas, em um determinado momento, ele se torna 11
geiramente maior, retornando ac seu valor original logo em se-
guida. Na analise ndo-linear, os resultados naoc mostram uma si
tuagac evidente de instabilidade, mas, ao contrario, os erros se
acumulardao durante o periodo em que At > Atcr, alterando signi-
ficativamente a solugdo do problema. Na analise linear este pro
cedimento nao acontece pois os resultados crescem rapidamente

sob a condicdo de intervalos maiores do gue o critico.

Para o algoritmec implicito de Newmark, garante-
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se gue ndo haverd instabilidade se vy > 1/2 e B > y/2. A estabi

lidade sera incondicional quando B = (y + 0.5) /4.

Belytschko e Schoeberle [24], para asandlisesim
plicitas, fazem uso do conceito de estabilidade na energia, pe-
lo qual o algoritmo & estdvel se o incremento da energia de de-
formagao puder ser calculado usando a regra dos trapezios, e as
iteragbes de equilibrio forem desenvolvidas até que se atinja um
critério de convergencia. Em outras palavras, um algoritmo im-
plicito & estdvel se, em cada intervalo de tempo, a soma das
energias cinética e interna estiver limitada a soma do trabalho
externo mais as energias cinetica e interna do intervale ante-

rior, isto e,

(Ti+l + l&+l) < C . (Ti U 4 AW) (II.55)
onde:
T - energia cinetica do sistema

U - energia interna
AW - variacao do trabalho externo

C - constante arbitraria.

Segundo este raciocinio, se as energias cinética
mals interna do sistema forem limitadas, os deslocamentos e as
velocidades tambem o serao, garantindo a estabilidade do algorit

mo .

Hughes [03] provou que, em certas ocasiSes, ocdl
culo da energia de deformagdo pela regra dos trapézios ndo ga-

rante a estabilidade do processo.

Bathe e Cimento [?@] concluiram que, para haver
estabilidade na energia, o cdlculo da energia interna de defor-
magoes deve ser o mais rigoroso possivel, ndo podendo nunca ser
- negativo. Alem dissc, deve~se adotar um critério apropriado de

convergencia na energia para a solugdo iterativa do sistema de
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equagdes (II.42). Esses pesquisadores sugerem que duas condi-

¢oes de convergéncia sejam atendidas simultaneamente, quais se-

jam:
ext (i-1) 1nt (i- 1)"
T -M . a - (F
’ ~t+At ~ ~t+At ~ t+At < RTOL
ext int max
' Py A At (7 0 ¢ H
(IT1.56)
e
(i)T [_ext (i-1) int, (i-1)
A g . |F - M.a - (F )
~ |~t+at  ~TStHAT - At | o
(1)T ext int, | -
Aa l}t+At - M. - (F )t_l
(I1.57)
cnde:

RTOL e ETOL sdo as tolerdncias de equilibrio das

forgcas e na energia respectivamente.

Na primeira expressdo, 'lp]iQ significa a norma
Euclidiana do vetor D, €0 superindice max indica que deve ser

adotado o valor maximo no intervalo.

Toledo [37] desenvolve um estudo sobre os méto-
dos de integracdo direta para a anidlise dindamica ndo-linear com

parando o uso de diversas normas de controle de convergencia.

E de se esperar que o método misto, decorrente
da associagado dos algoritmos implicito e explicito, sofra as mes
mas consideragCes ou limitagSes de cada processo individualmen-
te. Neste sentido, para provar a estabilidade do algoritmo mis
to, Hughes [10] se utiliza do conceito de estabilidade Llineari-
zada, desenvolvendo a equagao variactonal que governa as proprie-
dades. de crescimento ou de decaimento das pequenas perturbacgoes

(ou variagOes) que surgem na analise.

A partir da equagac (II.45), tem-se:
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I E -~
Movdaiae ¥ Cp v 8Veiae T Cr - Vegar t
int,TI int.E
+ 8(F )t+At + S(E )t+At 0 (I1.58)
onde:
int.,I I
6(§ )t+At = ET . 6§t+ﬂt (IT.59)
int.E _ ..E ~
SCE M pe = N (8di ) (II.60)
~ 2
= T
Sdiint T 99psar T AT LB Say, (II.61)
égt+At = Gzt+At + At LY . 6§t+ﬁt (IT.62)
= At2
Sepge = 04y * BT - Sy, v S (1-28).83,
(IT.63)
62t+&t = th + At . (l_Y)'dét (II.64)

0 critérioc de estabilidade linearizada implica em

que 4s variliagoes égt, Sgt e 6§t,

memente limitadas para valores iniciais arbitrdrios de Gdo, Gvo,

t=20,1, 2, ..., sejam untifor

Sao. Entende-se gue um vetor genérico p € uniformemente limi-
tado quando a sua norma euclidiana for menor do gue uma constan
te arbitraria ndoc negativa, ou seja,

[[2]] <
Por meio deste procedimento, prova-se gque, se as

combinagCes das matrizes do sistema forem positivas definidas,

entao 5gt,'dgt, e Gat sao uniformemente limitados quando 6>1/2.
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Além disso, quando B > y/2 a estabilidade & incondiciconal para
. . e 2 .

os elementos implicitos. No caso em que B = (y + 0.5)7 /4, adis

sipagdo numérica da mais alta freqilencia sera maximizada, sendo

esta situacdo a desejavel.

Quando B < v/2 a instabilidade do algoritmo im-

plicito serd condicional, restringindo-se o intervalo de tempo

a:
IMP
Q < Q.
onde:
£ = w.At (I1.65)
Define-se Qgﬁp como sendo igual a:
E(y-0.5) + ]:EZ.(y—D.S)2 + (Y/Q—B):[lfz
MP _
Q.. - (I1.66)
{y/2 - B)
: T .
onde ot . QT Cb
£ = e 0 amortecimento viscoso do sistema; e
2
- freqliencia de vibracgdo
¢ - veter dos modos de vibracdo

fi ~ .
w e ¢ sao, respectivamente, o autovalor e ¢ au-

to-vetor do preblema de auto-valores.

Verifica-se que, para um aumento do amortecimen-
to viscoso, ocorrera um aumento do intervalo critico de tempo.

Para um sistema ndo amortecido, £ = 0 e

- -1/2
ch = (y/2 - B)

No domiInio explicito, o intervalo de tempo estad

restrito a:
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EXP
< ch

onde, neste caso, por definigdo:
2kl - [(52 s opt/2 g]/y (IT.67)

Un aumento de £ ou y faz diminuir o intervalo cpi
tico de tempo. E necessdrio, pois, fazer uma estimativa de & pa
ra a determinagao do intervalo que garanta a estabilidade do al

goritmo.

Para maximizar a dissipagdo numerica da mais al-

ta freqliencia, Q2 deve ser igual a:

Q = Qbif = 2(1 - &£)/{y + 0.5} (IT.68)

Se esta situacdo ocorrer, a estabilidade estara
. EXP
assegurada, pols Qbif < ch .

Para se compreender melhor a diferenga entre QC

e R a figura (II.4) apresenta diversas curvas relacionando

bif’
Q e o raio espectral, em funcdo de virios valores de y. Tal fi-

gura foi preparada com & = 0.

A condigac de estabilidade exige que o raio es-
pectral de amplificagao da matriz de rigidez efetiva seja no ma
ximo igual a unidade, conforme pode ser observado na figura.
Quando ¥y > 0.50, o raio espectral & menor do que um, ate gue se

atinja um determinado ponto onde © = Q a partir do qual di-

bif?
verge para ¢ infinito, provando a situagao de instabilidade.

Portanto, 0 e o ponto de descontinuidade ou de bifurcacdo da

bif
curva, correspondendc ao caso em que as raizes principais (com-
plexo conjugado) da matriz de amplificacac tornam-se reais e bi-
furcam; ch e definido como sendo o pontce no qual o raio espec-

tral € igual a um. Na falta de amortecimento viscoso, Qor:

= (2/7)0'5. 0 valor maximo de 2.0 € igual a 2 e ocorre quando



48

vy = 0.5. Esta condigdo & totalmente equivalente ao Método<k1Di

ferenga Central.

Em sintese, a estabilidade do algoritmo misto de
ve atender simultaneamente as exigéncias de cada algoritmo em
particular. Geralmente, a restrigdo do intervalo de tempo para
os elementos explicitos e suficiente para estabilizar o proces-

so como um todo.

I i ] 1 1 1 1 1 1 1
T 20.50 !
r i.0 R
- 4 /
x /
[ 0.9 = 7' .
© /
w 2 y
o 0.8 B :-trrosisa -
0
w
3-0
o 0.7 // B
< LOocCAL DOS 4 )
® 0.6 - PONTOS DE BIFURCACAO |
0.3 T T T T T T T b T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 .2 1.4 1.6 1.8 2.0
0 = wAt

FIGURA (ITI.4) - Curvas.© x Raio Espectral

2.4. Escolha do Intervalo de Integragao

Una das decisOes mais importantes na analise de
um problema dinamico e a determinacdo do intervalo de integra-
¢do a ser utilizado. Em alguns métodos, como nos algoritmos ex
plicitos, tal escolha & responsdvel direta pela estabilidade.
De um modo geral, o intervalo de tempo é fator preponderante na

precisdo dos resultados, assim como nos custos globais da anali
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s5e.

A escolha do intervalo de integracgao depende do
tipo de problema que se defronta, se de dinamica estrutural (vi

bragao forcada) ou de propagacgdo de ondas.

Nos primeiros, apenas os modos mais baixos, oual
guns modos intermedidrios de vibragdo, sdo excitados pelo carre
gamento. Se as freqliencias contidas no carregamento forem infe
riores a um determinado valor w s entao a malha de elementos fi
nitos deve ser capaz de representar com precisdc todas as fre-
gliencias do sistema atual maiores do que quatro vezes w - Nao
hd necessidade de se determinar as mais altas freqfiéncias do sis

- - o~ - - -
tema, pols a sua influencia e desprezivel.

Desta forma, a escolha do intervalo de tempo em
problemas de vibragdo forcada pode ser feita atraves do seguin-

te procedimento:

19) Determinam-se as freqliéncias contidas no car-

regamento, atraves, por exemplo, de Séries de Fourier;

29) Adota-se uma malha de elementos finitos que
represente com precisdo todas as fregllencias do sistema até cer
ca de quatro vezes a mais alta freqfiencia W, contida no carrega

mento;

3?2) Considera-se ¢ intervalo de tempo igual a
aproximadamente 5% de Tu’ onde Tu = 2ﬂ/wu, ou menor do que is-

so, por questoes de estabilidade.

Os problemas de propagagao de ondas sdo caracte-
rizados pelo grande nGmero de fregiléncias excitadas pelo siste
ma (possivelmente de zerc a infinito). Para a solucdo de tais
problemas, poderia ser utilizado o mesmo raciocinio, adotando-
se uma freqilencia 0 elevada, que permitisse uma resposta preci

sa. No entanto, a dificuldade em se determinar esse valor e

grande e sugere cutre tipo de procedimento.
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Denotando-se por LW o comprimento da onda, © tem

po total de propagagao em um ponto serd de:

t = ¥ (I1.69)

onde:

¢ @& a velocidade de propagagao da onda.

A representacao da onda por meio de n intervalos

de tempo conduz a:

At = —¥ (IT.70)

Dessa forma, o comprimento do elemento finito fi

ca condicionado a:

L =c¢ . At (II.71)

A determinacac de Le varia com o tipo de algoriz
mo. No Método da Diferenca Central, por exemplo, quando se uti
liza matriz de massa agrupada, os elementos finitos de ordem in
ferior podem ser mais efetives. Neste caso, Le € igual a menor

distancia entre dois nds adjacentes da malha empregada.

. Nos algoritmos implicitos, Le deve ser a menor
distancia entre dois nds que estejam na direcao da " provagagac.
da onda. Quando forem considerados os efeitos nao-lineares
do material, e utilizados elementos de ordem superior, e aconse
lhavel adotar para L o valor da menor distdncia entre os pon-

tos de integragdo que estejam na direcdo de propagagio da onda.

O procedimento para a determinacao do intervalo
de tempo acima descrito & geral e foi indicado por Bathe [2].
Em termos praticos, & comum escolher-se o intervalo de integra-

¢do conforme o algoritmo que se esteja utilizando.



51

No Método da Diferenga Central, procura-se um in
tervalo de tempo que atenda a condigdo (II.26). O intervalo cri
tico & determinado em funcdo do menor pericdo natural do siste-
ma, que pode ser obtido resolvendo-se o problema de auto-valores.
Ura outra maneira consiste em relacionar a velocidade de propa-
gacdo das ondas ac longo do elemento com as propriedades do ma-
terial. Isto pode ser feito, por exemplo, para o caso de elemen-

tos bidimensionais, por meio de:

I |
o = \J EQ - v) (IT.72)
p(l + vi {1 - 2v)

onde:
D - massa especifica do material
E - médulo de elasticidade
v - coeficilente de Poisson
¢ - velocidade de propagacac da onda.
Assim sendo, o intervalo critico fica determina-
do por:
L
At =¥ = (TI.73)
cr
e
onde:
Y - & um coeficiente de minoracgdo
Le - € a menor distdncia entre dois pontos nodais
adjacentes.

0 coeficiente ¥ pode variar de 0,9 a 1 para os

elementos lineares e de 0,2 a 0,6 para os elementos guadrdticos.

No algoritmo implicito de Newmark costuma-se es-

colher o intervalo de tempo como sendo uma fragdo do periodo fun
damental do sistema, e ndo do menor periodo de vibragdc do car-
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regamento. Segundo [37], na auséncia de maiores informagdes, po

de-se considerar o intervalo de integracao como sendo:

— (II.74)

onde:

T, - e o menor periodo de vibracdo do sistema, ou

o periodo fundamental.

0 intervalo de tempo a ser adotado no algoritmo
misto deve atender concomitantemente as limitagoes ou as condi
¢Ges de cada dominio. Neste trabalho procurou-se utilizar as
expressoes (II.73) e (II.74) para a determinagdo do At. - Entre
os dois . valores calculados, adotou-se o menor deles. Em-geral,
o intervale de tempo e condicionade pelo dominio explicito. A

condigdo At < Atiﬁ? &-suficiente para a maioria dos problemas.

Apesar das expressces (II.73) e (II.74) terem si
do extrapoladasda anidlise linear, elas foram utilizadas, com

bons resultados, no presente estudo.
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1t - SISTEMAS RTGIDO-FLEXTVEIS: MODELOS IMPLEMENTADOS

3.1, Tipos de Problemas

Os sistemas rigido-flexiveis a serem tratados no
presente capitulo relacionam-se aos problemas que envolvem inte
ragoes dinamicas entre os meios solo-fluido-estrutura. Tais in
teracoes devem ser consideradas sempre gue ocorrer um movimento
relativo entre as partes do sistema. E indispensavel o conheci
mento da mecanica dos meios continuos para o tratamento global

dos referidos problemas [38].

Com a finalidade de simplificar a andlise, e con
veniente classificar os diversos casos dessa natureza segundo o
seu comportamento. Assim, cada situagao pode se enquadrar em

uma das ltres seguintes categorias:

a) Problemas com grandes movimentos relativos.

Sao situagdes onde ocorrem interagdes entre o so
lo e/ou estrutura com um meic fluido em escoamento. Tais pro-
blemas sdo governados pelas caracteristicas de escoamento do flu
ido, ndo se considerando, em geral, os efeitos da compressibili
dade. Como exemplo, pode-se citar a andlise de escoamento e flu
tuagbes das asas de aercnaves, oscilagao de pontes suspensas

(pénseis ou estaiadas) submetidas a rajadas de vento, etc.

b) Problemas de curta duragdo com limitado deslo

camento entre os meios.

£ o que acontece, por exemplo, nos casos de ex-
plosoes ou cargas de impacto em estruturas que interagem com o
solo ou um meio fluido em confinamento. O deslocamento total do
meio flexIvel, no caso o solo ou o fluido, estda limitado, porém

a compressibilidade & um fator decisivo na andlise.

c) Problemas de longa duragao com limitado deslo

camento entre os meios.

Tais situagoes sdo semelhantes as classificadas
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no item anterior, exceto que o carregamento atua por um longo
periodo de tempo. As estruturas off-shore de prospecgdo de pe-
tréleo submetidas a agdo dinamica das ondas teém um comportamen-—
to periddico que ilustra claramente estes casos. As estruturas
submetidas a terremotos, a vibragGes aclUsticas; o movimento dos
navios; etc., sdo problemas cujo transiente & de longa duragdo,

mas o deslocamento entre os meios e limitado.

Os problemas relacionados com © item a sdo de
grande interesse aos engenheiros aeronjuticos. O presente tra-
balho se limitard ac estudo dos casos classificados no item b,
cujo tratamento, em algumas ocasiCes, & semelhante ac dispensa-

do aos casos enquadrados no item e.

3.2. Formulagdo do Problema pelo Metodo dos Elementos Finitos

3.2.1. Discretizagdo do Meio Continuo

Os problemas tratados neste trabalho sdo analisa
dos pelo Método dos Elementos Finitos. Para tanto, o dominiocon
tinuo e discretizado por varios elementos de dimensdes defini-
das, conectadas entre si por um numero determinado de pontos.
Sdo utilizados elementos finitos isoparametricos com variade ni
mero de pontos nodais, para o estudo de tres categorias de sis-
temas estruturais: Estado Plano de Tensoes, Lstado Plano de De-

formagbes, e Estado Axi-simétrico de TensGes [39].

As coordenadas e os deslocamentos de qualquer pon
to do meio continuo ficam estabelecidos em fungdo das coordena-
das e dos deslocamentos dos pontos nodais dos elementos, atra-

ves de fungdes de interpolacdo do tipo serendipity:

n
t Xk
S5 o= o n . xg - (ITT.1)
kel
n T
¥ =z . %K (III.2)
1 k:1 1



onde:

n
Ad = I h_ . Ad. (IIT.3)

i = 1 ou 2, conforme a analise seja em uma ou

duas dimensoes;

n - numeroc de nos do elemento;

x.- coordenada de um ponto do elemento i no ins-

tante t;

d.- deslocamento de um ponto do elemento 1 no

instante t;
Ad.~ variagao dos deslocamentos;

h - fungdo de interpolagac, definida na tabela
(ITI.1} em termos das coordenadas locails dos

elementos.

Em Formulagdo matricial, as expressoes anteriores po

dem ser representadas por:

onde:

x. = H . x (II1.4)

d.=H . d “(IIT.5)

H - matriz correspondente as fungdes de interpo-

lacgao;
x - vetor das coordenadas nodais;
d - vetor dos deslocamentos nodais.

As velocidades e as aceleragoes podem ser expres

sas em funcdo dos deslocamentos nodais através dos seguintes ve

tores:
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TABELA (III.1) - Fungoes de Interpolagac para Elementos Isopara
metricos

8

Elemento Isoparamétrico Bi-Dimensional com Numero Variado de Pon
tos Nodais (4 a 8).

Incluir somente se o no 7 for considerado

o

i=5 i=6 327 i=8
n, = 0.25 (1+p)(1+s) ~0.5 hg -0.5 by
h2 .25 (1-r)(1l+s) -0.5 h5 -0.5 h6
h3 .25 (1-v){(1-s8) -0.5 h6 -0.5 h7
hu .25 (1L+ry(1-s) -0.5 h7 -0.5 h8
he = 0.50 (1-r)(l+s)
hg = 0.50 (1-r)(1-g”)
ho = 0.50 (1-1%)(1-s)
h .50 (141)(1-5°)
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v = H . d' (III.6)

a = H . 4" (ITT.7)

onde d' e d" correspondem, respectivamente, as derivadas primei-
< d 3 s P

ra e segunda dos deslocamentos em relagdo ao tempo.

0 campo de deformagdes & determinado pelo vetor

g calculado por:

e = B . d (ITI.8)

onde a matriz B & um operador linear dos deslocamentos, e tem
por finalidade, transformar as derivadas desses em relacgao ao
sistema cartesiano, necessarias para o cdlculo das deformacgdes,
em .derivadas em relagdo ao sistema global. Essa matriz depende
do tipo de problema que se estda analisando, ou seja, se Estado
Plano de Tensdes, Estado Plano de Deformagdes ou Estado Axi-si-

metrico de Tensoes.

Definindo-se:

€t+At T T+ At

be = 8" . ad (ITI.9)
onde:

A§t+At - gt+At B dt | (TTT.10)

pc THAT _ trAT T (III.11)

A equagao (IIT.9) expressa a variagao das defor-
magoes no instante t+At. Conseqllentemente, as tensdes em qual-

quer ponto do elemento ficam determinadas através de:

gttt o gt 4 agtHAT (II1.12)
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onde:
A
potHAT o ptHAT o, tHat (T11.13)
a8t - 2 6 vetor das variacdes de tensSes no
tempo t+At;
t+At - . . . .
D = e a matriz constitutiva do material do

elemento, atualizada no tempo t+At.

A discretizagdo do meio continuo da maneira como
foi apresentada, permite o acompanhamento de cada ponto nodal ao
longo de sua trajetdria, determinando-se, a cada instante, as
suas condigdes de movimento. Como o referencial & fixo, as co-
ordenadas de cada particula variam com o tempo. Tal procedimen
to & conhecido como Formulagdo Lagrangeana, e a malha de elemen

tos finitos associada a dita lagrangeana [%0].

Normalmente, em se tratando de fluidos, prefere-
se a Formulagao Euleriana, pela qual cada ponto da malha & con-
siderade fixo, com suas coordenadas invariantes no tempo. En-
tretanto, a sua implementagdo tras alguns inconvenientes. Quan
do o meio continuo se deforma, os contornos e interfaces de ca-
da dominio movem-se através da malha, acarretando uma topologia
muito complexa. Existem problemas de acoplamento entre as di-
versas regices que podem afetar os custos computacionais. Além
disso, as solugoes Eulerianas tendem a ser numericamente menos

comportadas.

. Assim sendo, 0 presente trabalho farid uso da tor
mulagdo Lagrangeana para todo o meio continuo, inclusive para o
dominio fluido. Deve-se ressaltar que esse tipo de solugdo ndo
representa bem os problemas de propagagaoc de ondas com grandes
deformagoes de qualquer regido. A malha se tornaria muito dis-
torcida, inviabilizando a analise. Isto porem, nao aconteceu nes
te trabalho, em fungae dos problemas estudados, de acordo com o
item 3.1.
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3.2.2. Formulagao dos Efeitos Nao-Lineares

Em geral, nas analises ndo-lineares, a matriz D
da equacdo (ITT.13) varia constantemente, sendo necessariasatua
lizagles sucessivas. A freqllencia dessas operagdes tende a di-
minuir a eficiencia computacional, o que ndo & desejdvel. O pro
blema pode ser minimizado atualizando-se a matriz constitutiva
apenas em determinados intervalos de tempo previamente estabele

cidos.il

Quando se consideram somente os efeitos nao-li-
neares do material, a matriz Q torna-se dependente das deforma-
goes, sendo conveniente o seu desdobramento em duas parcelas dis
tintas [H1-45]:

p = D% + D°P (III.1%)
cnde:
Qe - matriz das constantes eldsticas
ep . . - .
D - matriz das constantes elasto-plasticas.

Quando o carregamento se concentrar no dominio
elastico, as tensdes resultantes estardo abaixo do limite de es
coamento do material, e, em conseqfliencia, a matriz D°P sera nu-
la.

A condigaoc para que o carregamento permanega no

regime eldstico e expressa por uma fungdo ¢ de escoamento tal
que:
P L ’ .
¢(a, 7, K) < 0 ) (ITT.15)
onde:

P ~ - . .
e’ - deformacaoc plastica efetiva;
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k - fungdo de escoamento de material, com endure

cimento apés a plastificacdo.

Se a inequagdo (III.15) for atendida, entao er:

Na plastificacao, a fungao de axmamaﬂofﬂc,giK)se
iguala a zero, e duas situagoes distintas podem ocorrer a par-

tir dai:

a) Un descarregamento.

0 material retorna a sua posigao inicial, apre-
sentando uma deformacdo residual, voltando a adquirir caracte -
risticas elasticas. Nesses casos, a matriz constitutiva sera sim

plesmente:

D = D€ (ITI.16)

b) Um carregamento plastico.

Em geral, os materiais sofrem um processo de en-
durecimento (work hardening) quando atingem a plastificacgdo.
Significa gque, para cada ciclo de carregamento e de descarrega-
mento plastico, corresponde uma nova tensdo limite de escoamento.
0 fenomeno estd representado na figura (III.1), que ilustra es-
sa situagdoc para o caso mais simples de um ensaio uni-axial de
compressdo para um material genérico. A plastificacdo estd ca-
racterizada pela mudanga na inclinacao da curva ¢ X €, implican

do na transformagdo da matriz constitutiva para:
D = D°F (ITI.17)

onde:

p°P = p®P(y, &%, «, D%) (III.18)

A matriz elasto-pldstica D°P & fungao da historia

de carregamento, mas nac depende do tempo de aplicagdo das car-
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FIGURA (ITT.1l) - Matrizes Constitutivas Elastica e Elasto-Plas-
tica para um Ensaioc de Compressao Uni-Axial

gas.

Os materiais conhecidos como plasticos perfeitos
sao aqueles que ndao sofrem processo de endurecimentc apos aplas
tificagdo, apresentando um patamar de escoamento horizontal na
curva o x € de um ensaio anilogo ao da figura (III.1). Como sao
casos particulares dos discutidos acima, as mesmas considera-

¢Oes permanecem validas.

Atualmente existem varios processos que estabele
cem uma lei de variagdao da fungao ¢ de escoamentoc da eguacgdo
(IIT.15). Dentre esses, destacam-se os critérios de Von Mises,
Mohr-Coulomb, Tresca, Rankine, etc. [G4, 45]. O primeiro deles
foi o critério adotado neste trabalho, dada a sua validade expe
rimental, o seu vasto campo de aplicagdo, e o seu uso bastante
difundido.

0 Metodo de Wn Mises determina que'o inicio da
plastificagdo & atingido quando o segundo invariante das tensdes

desviatdérias alcanga um valor critico. Tsto significa que:

¢ (o, EP, k) = 0 (ITI.19)
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quandoe
I, = % oy’ (TI1.20)
onde:
J2 - & o segundo invariente de tensdes desviats-
rias;
Oy - & a tensdo de escoamento do estado uniaxial

de tensoes.

0 segundo invariante de tensdes desviatdrias éde

finido por:

J. = 1 (o0 - ¢ )2 + (g0 -0 )2 + (o0 -0 )2 *
2 6 y
¢ (12 4 12 4 o2 )] (III.21)
Xy VZ ZX
Qu entao:
g, = 2?48?44 12 22y 8 (III.22)
Z 2 X y z Xy XZ zy
onde:
S =g -ag ' (ITII.23)
X X m
S = g -0 (IIT.2u)
Y Yy m
s = g -0 (ITI.25)
Z Z m
o, * 0 +0
o = Y Z (ITT.26)
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Quando a equagao (III.20) for satisfeita, o mate
rial comecard a se deformar plasticamente. Se, a partir deste
ponto, houver um descarregamento, o mesmo apresentard uma defor
magao residual, e sua tensdo de escoamento serda alterada, pas-
sando a depender dos valores das tensdes atingidas na Ultima eta
pa de carregamento. Isto significa, em Ultima andlise, o pro-

cesso de endurecimento do material.

0 tratamento dispensado aos efeitos ndo-lineares,
da maneira como foi apresentado acima, & semelhante ao desenvol
vimento na referencia [15], da qual se utilizou as rotinas para
o cdlculo das tensdes e deformagdes plasticas. Assim sendo, re
comenda-se a consulta aquele trabalhe para maiores esclarecimen

tos sobre o assunto.
3.2.3. Formulagdo dos Efeitos Dinamicos

0 Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece a
igualdade entre o trabalho produzido pelas forgas internas ao

realizado pelas forgas externas:

W. =W (ITI.27)

int ext
onde:
W. - trabalho das forcas internas;
int
W - trabalho das forcas externas.
ext
_ T
W. = §e” .0 . dv (IIT.28)
int by - ~
{ T T
W = §d il dv + J §d ds +
ext J ~ = ~5 ~5
\Y S
+ 5éds . T (II1.29)
d; - F, I.
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forgas de volume

forgas de superficie

forga nodal concentrada

Gds, Gdi - deslocamentos virtuais no contorno e

em um no, respectivamente.

Levando as expressoes (IIT.28) e (III.29) em
(III.27), chega-se a equacgdo do equilibrio estidtico, levada a
todos os elementos de continuo. Pelo Principio de D'Alambert es
sa equagdo pode ser generalizada a andlise dinamica, pela consi
deracdo dos efeitos de inercia como forgas de volume adicionais

E%ﬂ:

= - p. g% = - p. a (ITI.30)

£5 2t

onde p € a massa especifica do material do elemento.

De modo andlogo, as forcas de amortecimento tam-

bém podem ser incluidas como forgas de volume adicionais:

= - | S
fd kt . gt kt - Vi (TIT.31)

onde kt € o coeficiente de amortecimento viscoso do material do

elemento.

A equagdo geral do equilibrio dindmico & obtida
levando-se as expressoes (III.30) e (III.31) em (III.27) que, es

tendida a todos os elementos, fica determinada por:

J Sel . o . dv J sal . £ . dv + J §dT . £ .ds-
- ~ PAY T ~8 ~3
WV Vv S
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+ 7

§ds

(ITI.32)

Pelas equagdes (III.5) e (III.8) tem-se:

Conduzindo-se

(ITI.32), conclui-se que:

JBT . 8d . g . dv =

estas duas Ultimas

(ITI.33)

(III.34)

expressdes a

(ITTI.35)

Nos casos de naco-linearidade fisica, as matrizes

BeH sdo constantes ao longo do tempo, permitinde a

simplificacdo:

seguinte
ay, dv +
Vi dv -
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o

T _
- £~ H .fS .ds - gt) =

(IT1.36)

Esta expressdo, levada ao longo de todo o domi-

nio equivale a:

C . v, + pint - pext (1I1.37)

onde:
M = j HT .p. H . dv - matriz de massa do proble
M ma .
C = J @T . kt . H. dv - matriz de amortecimento
v viscoso.
int T . .
F = B g . dv - vetor das forgas nodais in-
- v~ -
ternas.
e

das forgas nodais externas.

A expressao (III.37) representa, afinal, o siste
ma de equagdes do- equilibrio dindmico, cuja solugcdo foi discuti
da no capitulc anterior. O0s efeitos ndo-lineares sdo considera
dos no vetor de forcas nodais internas. No caso particular de

uma analise eldstica, esse vetor corresponde & parcela da rigi-



&7

dez do problema. Os detalhes de implementagdo serdac discutidos

a seguir.

3.3. Implementagdo Numerica
3.3.1. Integragac das Matrizes do Sistema

A montagem das matrizes globais da equagaoc (III.37)
envolve integragSes numericas que devem ser realizadas de forma
eficiente. O pfesente trabalho utilizou o Método da Quadratura
de Gauss, com 1 x 1 ou 2x 2pontos de integragdo, conforme mos-
tra a figura (III.2), apresentando Otimos resultados através dos

elementos isoparametricos.

Basicamente, o Método de Gauss consiste em  se
substituir as integrais de volume e de superficie da referida
equacdo, do sistema global para o sistema de coordenadas natu-
rais, transformando essas integrais em somatérios ao longo dos
pontos de integragdo. Assim sendo, as matrizes do sistema ao

nivel do elemento ficam determinadas por:

M, = j% w wj.ﬁlj 0 gij.det gij.wij (II1.38)
FIP = 5 w.ie.. BY.io.. .det J...¥.. (ITI.39)
~ i3 137 ~i3Te3 ~i37 7]

ext T
F = ¥ w..0.. Hi. . £ . det J...¥.. +

~e 53 1737 ~13 =y ~137 4]

T
#Dowg . H(9) L £.(6)) L AL

¢ F (III.40)
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Iusn
r 1.0 o . _L
—= T 0.577
o

FIGURA (III.2) - Regra de Integracao de Gauss (2 x ? pontos).

onde:

mi’wj - sac os fatores de pesos da Quadratura de
Gauss

det J - determinante do operador Jacobiano

¢i - coordenada natural do contornc do elemento

df - comprimento diferencial do contorno

Wij - variavel que deve assumir um dos seguin-
tes valores conforme o tipo de problema

a ser analisado:

¥ = t{espessura) - Estado Plano de Ten-
sOes

¥ = 1 - Estado Plano de Deformacdes

¥ = R - (raio do ponto de integracdo) -

Solidos Axi-simétricos.

Os indices ©j nas matrizes H, B e J, bem comornos

vetores o e fv’ significam que tais arranjos devem ser desenvol



69

vidos para cada ponto de integragac. Como a solugdo do sistema
de equagoes de (III.37) ao longo do tempo exige os valores das
tensoes nos intervalos anteriores ao que se efetua o equilibrio,
tails valores devem ser armazenados em o e Ao para cada ponto de

Gauss.

3.3.2. Matriz de Massa

A determinacao da matriz de massa conforme indi-
cada anteriormente, conduz a uma matriz consistente (cheia), pou
co eficiente em termos computacicnais. FE mais aconselhavel a
utilizagdo de matrizes de massa diagonais ou agrupadas, de acor
do com as referencias [47, 4§]. Tal condigdo & fundamental para
o bom desempenho do algoritmo misto, na forma em que foi imple-

mentado.

A diagonalizagdo da matriz de massa pode ser fei-

ta através das seguintes transformacles:

a) Calculam-se os coeficientes da diagonal prin-

cipal da matriz de massa consistente do elemento:

_ T
M., = L;ﬁi cp o Hy oLy (III.41)
(i = 1, 2, , 8)

M = J 0 . AV (IIT.42)
vV

c) Os coeficientes da diagonal principal da ma-
triz de massa diagonalizada sdo calculados por uma média ponde-
rada:
=L (III.43)

ii

He b
=2 X
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Un segunde processo, muito mais simples ealgumas
vezes tdo preciso quanto o de agrupamento da matriz de massa,
consiste na distribuigac egllitativa da massa do elementoc entre
os seus pontos nodais. A matriz resultante € tambem diagonal,
e & conhecida como matriz de massa discreta. Ambos OS proces-
sos foram empregados com sucesso no presente trabalho, conforme

serd discutido no Capitulo IV.

3.3.8. Montagem da Matriz de Amortecimento

Considere-se a matriz de amortecimento calculada

de acordo com:

C = J o . ]<t . H . 4dv (IIT.uk)
v

Por melhor que seja feita a integracgao dessa ma-
triz, a precisdo da andlise pode ficar comprometida se o coefi-
ciente de amortecimento viscoso kt nao for bem determinado no

instante t.

Em termos praticos, & totalmente desaconselhdvel
a montagem da matriz C a partir do agrupamento das matrizes de
amortecimento dos elementos conforme (III.UW), ja que as proprie-
dades de amortecimento do sistema estrutural sdo fungles das fre

qliencias de vibragdo e variam com o tempo.

Como ha necessidade de se montar a matriz de amor
tecimento explicitamente para os métodos de integracio passo-a-
passo, costuma-se considera-la na forma de amortecimento de
Rayleigh [B6], como uma combinagdo linear das matrizes de massa

e de rigidez:
g = a% @ + B* % (ITT.45)

onde a* e B* sdo coeficientes arbitrarios de proporcionalidade.
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Considerando-se que, em sistemas amortecidos, a

matriz de amortecimento é ortogonal a matriz dos modos de vibra

cdo, assume-se a sua proporcionalidade a:

onde:

T -
?i 9 . ?_ = 2wiEi aij (ITI.46)
J
¢ - matriz dos modos de ‘vibragao
Ei - parémetro (porcentagem) de amortecimento mo
dal
wy - freqliencia de vibragao
&ij - delta de Xronecker
0, quando i # j
iy =

1, guando 1 = 7.

Os coeficientes a* e B* podem ser determinados

levando-se a equagao (III.46) em (III.45):

T P H =
b+ (@M + BEK) 9, 2.mi.gi.aij (IIT.47)

Devido as propriedades de ortogonalidade das ma-

trizes M e K, chega-se a um sistema de duas eguagdes e duas in-

cognitas, resolvendo-se o problema:

of + BE L K. = 2.w..8., i= 1,2 (III.48)

Na pratica, costuma-se adotar um coeficiente Ei

de amortecimento modal que ja tenha sido utilizado satisfatoria

mente em problemas similares.

Como a montagem da matriz de rigidez noalgoritmo
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L) - * - . - -«
desenvolvido neste trabalho e feita apenas para o dominio impll
cito, e pelo fato de gue as constantes o* e B* sao escolhidasar

bitrariamente em fungdo de (III.48), entdo pode-se assumir que:
C=za* , M (IIT.49)

A expressac (ITI.49) foi a adotada no  presente
trabalho,

3.4. Diseretizagao do Fluido
3.4.1. Detalhes de Implementagdo

Como ja foi dito, o dominio fluido também  sera
analisado pelo Metodo dos Elementos Finitos, apesar de que, his
toricamente, o Método das Diferengas Finitas tenha sido o mais.
empregado. Serdo utilizados elementos isoparamétricos para dis
cretizar o meio, e a formulagdo sera do tipo Lagrangeana, para
uniformizar a solugdo em todo o continue. A integracdc no tem-
po das equagdes gerais de movimento sera feita preferencialmen-

te pelo método direto da Diferenca Central.

0 material constituinte do meio rigido pode ser
isotrdpico ou anisotrdopico, porém o fluido serd considerado es-
sencialmente isotropico. Neste caso, a matriz constitutiva Dpo

de ser escrita da seguinte forma, segundo [}i]:

o= 2
D=D . K+ 3

1
@

(ITI.50)

onde:

K - constante de deformagdo volumétrica

G - constante de deformagdao cisalhante.

i1

{w]

Nes problemas bi-dimensionais as matrizes 56 e D

sdo quadradas, com (4 x 4) elementos, e podem ser escritas da
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seguinte maneira:

1 1 0 0
D o= 11 030 (ITI.51)
-0 0 0 0 O

0 0 0 0

72 -1 ¢ O
5 - |71 2 04 (IIT1.52)
~0 0O 0 ¢ 0

0 0 0 0

Para fluidos usuais, & comum desprezar-se a re-
sistencia dos mesmos ao cisalhamento, especialmente se forem isentos
de viscosidade. Neste caso, G = 0 e a matriz constitutiva sera

simplesmente D = ﬁo K.

Quando a viscosidade for importante na andlise,
aparecerdo forgas dissipativas no meio fluido que precisardo ser
consideradas. Os efeitos do amortecimento poderac ser tratados
como um sistema de tensdes adicionais ¢' dependente da velocida

de de deformagao dos elementos, ou seja:

g' =u. D . ? .V (IIZ.53)

onde U & a viscosidade do fluido.

Desta forma, as forgas de viscosidade ficam de-

terminadas por:

r = J B .¢g.dv=C . v (TII.54)
- v .

onde:

dv (ITT.55)

]
<
w
|
=
w
v
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Cu - matriz de amortecimento viscoso.

A montagem da matriz de amortecimento pela ex-
pressao anterior resulta em uma matriz esparsa. A sua diagona-
lizagdo pode ser feita de modo andlogo a da matriz de massa, con
siderando-se a matriz B constante ou atraves do seguinte proce

dimento, em fungao das velocidades:

d -4 ,
v, = =t ~t-at (ITI.55)

At

Levando (III.SS) em (IIT.54) tem-se:

Cp - v = ZE .(gu 'gt gu 'qt—At) (ITT.57)
sendo:
=L ., -4, (III.58)
SR
e
- = . .d_,. (II1.59)
Meoat At H T
) .. . , = ~
As forgas dissipativas FUt e UteAI-POdem entao

- o~ - - . - .
ser consideradas nas equagoes de equilibrio dinamico como for-
gas adicionais, sendo facilmente implementadas nos algoritmos dis

cutidos no Capitulo II.

Os efeitos da compressibilidade no fluido devem
ser considerados quando o intervalo de aplicacao do carregamen-
to for muito menor do que o tempo de propagagao aclstica trans-
versal sobre o dominio fluido. Tais efeitos serdo levados em
consideragdo por meio do coeficiente K de variacdo volumétrica
do fluido.
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3.4.2. Influéncia da Rigidez do Fluido

Em sistemas que envolvem a interacao fluido-es-
trutura, verifica-se que a influeéncia da matriz de massa, em re
lacdo ac dominio fluido, & preponderante na montagem da matriz
efetiva do problema, quando se tratam de pequenos intervalos de
tempo [49]. Assim sendo, utilizando-se a matriz de massa diago-
nal, e interessante ndo se considerar a contribuigdo da matriz
de rigidez dos elementos que constituem o dominio fluido na ma-
triz de rigidez global, especialmente se o numerc de noés desta
regido for muito-grande. Considerando-se que a matriz de rigidez
tangente utilizada na expressao (II.4l) pode ser decomposta em
duas sub-matrizes, tal que:

K, = K

Kp + K (IIT.60)

e
T =T

onde K; e Kg s@o as matrizes de rigidez da estrutura e do flui-

do, respectivamente.

Desprezando-se a influencia da rigidez dos ele-
mentos do meio fluido, a montagem da matriz de rigidez efetiva

pode entdo ser feita através de:

K¢ = ———— M4+ —=— _C. + Kf (IIT.61)

0 uso da equacdo (III.61) e geral e recomenda um
esquema de solugdo do tipo misto, onde a estrutura - & analisa
da por um algoritmo implicito, enquanto que o dominio fluido por
um método explicito. A grande vantagem em se realizar a monta-
gem da matriz K* dessa maneira e que, se o problema for analisa
do unicamente por um algoritmo implicito, o numero de coeficien
tes da matriz de rigidez serda bastante reduzido. Além disso, a
topologia dessa matriz & totalmente semelhante a ilustrada na
figura (I.4), com sub-regiCes caracteristicas de cada dominio.
0 algoritmo implicito utilizado dessa forma passa a se compor-

tar de modo inteiramente andlogo ao do método misto.
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3.5. 0 Modelo de Interface

Un dos grandes problemas a ser enfrentado em um
sistema rigido-flexivel & o que trata do acoplamento entre  os
diversos meios. Varios modelos teém sido desenvolvidos para re-
presentar adequadamente as ligagdes entre as partes do continuo,

sem comprometer a estabilidade e a precisdoc da analise.

No caso de interacgoes fluido-estrutura existem
diversas formas de tratamento [50-59]. 0 presente trabalho uti
liza elementos escalares de mola para simular a interface entre
os dois meios. Tais elementos sdo dotados de rigidez suficien-
te, em uma das diregGes, para impedir o descolamento do fluido
em relagdo a estrutura. Na outra diregdo, ndo ha impedimentoal
gum dos deslocamentos relativos entre as partes. Dessa forma,
os problemas que possuem uma superficie livre podem ser conve-

nientemente representados.

Em dois nos, infinitamente proximos um do outro, um
pertencente ao dominio da estrutura, e o outro ao meio fluido ,
ao sofrerem um deslocamento genérico devido ao carregamento apli
cado, surgirdo forcas contrdrias ao movimento, gracas a deforma

¢dao do elemento de mola. Essas forgas podem ser obtidas por:

F. ==F. = k_ . Ad (III.62)
i ] m
onde:.
km - & a constante de mola (ou a sua rigidez) e
Ad - & a variagdo dos deslocamentos entre os dois
meios |
Ad = 4. - d. (ITT.63)
1 ]

Em termos matriciais, tem-se:

=X .d (IIT.eu)
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FIGURA (TITI.3) - Esquema de Funcionamento de Elementos Escala-
res para Sistemas Fluido-Estrutura.

Ou seja:

(III.865)

0 vetor de forgas adicionais Fo deve ser aplica-
do, a cada iteracgao, no vetor de forcas nodais internas do sis-
tema global. A matriz Km deve ser considerada na montagem da ma

triz de rigidez efetiva do problema.

Este procedimento pode ser ilustrado através da

figura (III.3). Observa-se gue a tendencia de afastamento na di
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recdo horizontal entre os nés 4 e 6 provoca o aparecimento das
forgas nodais F, e FG’ provenientes da deformagac da mola, impe
dindo o deslocamento entre os meios. No entanto, os dois domi-
nios podem se movimentar independentemente no sentido vertical,
j& que ndo existe um elemento de mola nessa diregdo e o Unico

considerado & incapaz de impedir tais deformagdes.

0 tratamento de interface pode ser representado
com exatiddo pela técnica de restrigSes generalizadas, que & am
plamente difundida na literatura. Entretanto, no presente tra-
balho preferiu-se simular o comportamento da interface de outra
maneira para ndo trazer dificuldades adicionais a implementa-

géé dos algoritmos em estudo.
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IV - APLICACOES

¢4.1. Viga Bi-Apoiada

Como primeira aplicacdao, analiscu-se o comporta-
mento elasto-plastico de uma viga bi-apoiada, submetida a um car
regamento uniformemente distribuido, com intensidade igual a 75%
da carga critica de colapso. Sdo apresentados na figura (IV.I)
os dados gemétricos da peca, bem como as caracteristicas do ma-
terial empregado, o qual possui um comportamento plastico-perfei

to considerado segundo o Criterio de Escoamento de Von Mises.

A discretizagdo da estrutura foi feita aprovei-
tando-se as caracteristicas de simetria, e utilizando-se elemen
tos isoparametricos quadraticos, com oito pontos nodais, e (2 x

2) pontos de integragao de Gauss.

0 principal objetivo deste exemplo & comparar a
precisdo dos resultados obtidos por meio do algoritmo explicito
da Diferenga Central, com aqueles decorrentes do algoritmo mis-
to implementado, com todos os.elementos implicitos, ou seja, com

o préoprio algoritmo implicito de Newmark.

A analise das freqilencias naturais revelou que o
periodo fundamental da viga & de 4,94203 x 1073 seg, © que im-
plicou na utilizacdo de um intervalc de tempo de 5,0 x 107° seg
para a integragdo por meio do algoritmo implicito. " Para tal
problema, o intervalo critico & igual a 0,75 x 107° seg, sendo

esse o valor utilizado pelo algoritmo explicito.

Como a diferenga entre os intervalos de tempo ado
tados para os dois metodos e muito grande (da ordem de 66 vezes)
a favor do Processo de Newmark, por meio do qual a anialise foi
muito mais rapida, ndo houve preocupagdo em se comparar os tem-
pos de processamento. Este problema & tipicamente melhor anali
sado, em termos de tempo de execugao, por meio de um algoritmo
. - 3 - - * fod
implicito. Dal o motivo de se comparar apenas a precisdo dosre

sultados.
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FIGURA (IV.1) - Viga Bi-Apoiada, Analise Elasto-Pldstica: Carac-
teristicas do Problema.
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Neste caso, dispensou-se a andlise completa do
problema através do algoritmo misto, com elementos implicitos-
explicitos. Em tal situagdo, o intervalo de integragao seria
idéntico ao tempo critico, pelo fato de existir um Unico mate-
rial. Dessa maneira, a analise se tornaria ineficiente, por ali
ar as limitagdes do intervalo de tempo, os gastos decorrentesda
montagem das matrizes globais e resolugdo do sistema de egua-

gcoes.

A titulo de ilustracdo, a tabela (IV.l) apresen-
ta os valores dos deslocamentos verticais do no 33 em alguns in
tervalos de tempo, obtidos por meio dos algoritmos implicito, ex

plicito, e misto com todos os elementos explicitos.

A curva de variagdo de tais deslocamentos & apre
sentada no grafico da figura (IV.2), guecomparaas solucdes através do
algoritmo de Newmark com o Método da Diferenga Central, ambos ado
tando matriz de massa agrupada. Nessa mesma.figura e apresenta
da a solugdo obtida pelo programa NONSAP [60] que tambem utili-
za o processo de Newmark, porém com matriz de massa do tipo con
sistente. A figura (IV.3) mostra a yariaggo das tensoes o de

um ponto de integragdo ao longo do tempo.

0 problema foi analisado considerando-se contro-
le de convergencia das iteragSes de equilibrio igual a 1,0%.
Apenas por informagdo, ao se atingir o tempo de 0,75 x 1072 seg
de andlise, o algoritmo explicito havia percorrido 10.000 inter
valos, em 6.410,2 segundos, enguanto que o implicito precisarade
somente 150 intervalos, num total de 293,02 segundos. Nio se ob
servou um numerc superior a duas iteracdes ao longo de toda a

anilise por meio do algoritmo de Newmark.

4.2. Propagagac de Ondas em Meio Fluido

A finalidade deste exemplo & demonstrar a efici-
éncia do modelo fluido implementado no Capitulo III. Para tanto
é analisado o comportamento de um fluido inteiramente confinado

em tres lados de um tubo, sobre o qual, na extremidade livre, &
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TABELA (IV.1) - Viga Bi-Apoiada:r Resultadosdos Deslocamentos do
" No 33 (Em Polegadas)

Tempo Alg. Misto com Alg., Explicito  Alg. Implicito
(seg) x107° El. Explicitos
0,15 ~0,0025 ~0,0025 -
0,30 ~0,0113 ~0,0113 -
0,45 -0,0277 ~0,0277 -
0,60 0, 0495 0, 0495 -
0,75 ~0,0742 ~0,0742 ~0, 0742
0,80 -0,1030 ~0,1030 -
1,05 -0,1363 -0,1363 -
1,20 ~0,1703 ~3,1703 -
1,35 -0,2030 -0,2030 -
1,50 -0,2371 -0,2371 -0,2371
1,65 -0,2737 -0,2737 -
1,80 ~0,3122 ~0,3122 -
1,95 0, 3445 -0, 3445 -
2,10 -0,3710 -0,3710 -
2,725 -0,3976 -0,3976 -0,3976

aplicado um carregamento uniformemente distribuido e constante
ao longo do tempo, conforme mostra a figura (IV.4). O problema
& considerado segundo o Estado Plano de Deformagoes, e sua solu

gdo tedrica pode ser encontrada na referéncia [GI].

Deseja-se observar a propagacaoc das tensdes de
compressac do fluido ao longo do tubo. A seqfléencia de figuras
(IV.5) a (IV.12) mostra o desenvolvimento dessas tensGes, para
varios tipos de andlise, tendo uma razodvel coincidéncia com os
resultados tedricos. Verifica-se também que o fendmeno da re-

flexao das ondas pode ser simulado atraves do modelo utilizado.

A discretizagao do problema foi feita por meio de
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FIGURA (IV.2) - Viga Bi-Apoiada:
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VIGA BI-APOIADA - ANALISE DE TENSODES
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FIGURA (IV.3) - Viga Bi-Apoiada: Variacao das TensSes em um Pon
to de Integracdo. N
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- FIGURA (IV.4) - Propagacdo de Ondas em Meio [luido: Caracteris-
ticas do Problema.

elementos finitos isoparamétricos com quatro ou oito pontos no-
dais. As analises foram desenvolvidas variando-se o nimero de
pontos de integragdo de Gauss, o intervalo de tempo, e o contro
le de convergéncia. As figuras (IV.5) a (IV.12) ndo represen-
tam todas as combinagdes possiveis realizadas, mas sdo uma amos
tra fiel do total dos resultados. Para melhor compreensdo, elas
devem ser consideradas duas a duas, formando um total de gquatro

grupos distintos, com as seguintes caracteriIsticas:
a) Algoritmo Explicito: figuras (IV.5) e (IV.6);

b) Algoritmo Misto, com todos os elementos expli
tos: figura (IV.7) e (IV.8);

c) Algoritmo Misto, com elementos implicitos e

explicitos: figuras (IV.9) e (IV.10);
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PROPAGAGAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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PROPAGAGCAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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PROPAGACAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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PROPAGACIO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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PROPAGAGAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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PROPAGAGAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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PROPAGACAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO
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d) Algoritmo Implicito: figuras (IV.11) e (IV.12).

Os intervalos de tempo utilizados foram iguais a
=3
0,11 x 10 segundos, ou a metade desse valor, para os elemen-
- -y
tos com quatro ncs; e 0,275 x 10 gsegundos para os elementos com

oito nos.

A figura (IV.5) mostra os resultados doalgoritmo
explicito, com elementos de quatro nds, intervalo de tempo igﬁﬂ_
a 0,11 x 10_3 seg, e variando-se o numero de pontos de integra-
cdo de Gauss. O mesmo algoritmo foi utilizade na figura (IV.6),
que mostra as respostas nos casos de elementos com oito nos, Gauss
(2 x 2), At = 0,275 x 10-u seg, e elementos com quatro nds, Gauss
(1 x 1) e At = 0,55 x 107" seg.

0 algoritmo misto, com todos os elementos expli-
citos, foi empregado nas figuras (IV.7) e (IV.8). Na primeira
delas, os elementos sdo de quatro nés, variou-se o nimero de
pontos de integracdo e o controle de convergencia, para um tem-
po de At = 0,11 x 1073 seg. A variacdo da tolerancia ndo afe-
tou consideravelmente os resultades. Na figura seguinte, sdo
mostradas as respostas para os casos de elementos com oito nés,
Gauss(2 x 2), e elementos de quatro nés, Gauss (1 x 1), At =
= 0,55 x 10_L+ seg.

Elementos implicitos e explicitos foram utiliza-
dos simultaneamente para as analises representadas nas figuras
(IV.9) e (IV.10). A figura (IV.9) foi preparada com elementos
de quatro nés, At = 0,11 x lO-3 seg, tolerancia igual a 1%, eva
riando-se o niimero de pontos de integragdo de Gauss. - A seguir,
a tolerdncia & reduzida para 0,1%, e os resultados sido plotados
na figura (IV.10) para Gauss (1 x 1). Nessa mesma figura apre-
sentam-se as respostas no casoc de elementos de oito nés, com
(2 x 2) pontos de integragdo, e tolerancia de 1%. As duas figu
ras foram preparadas considerando-se que os elementos de extre-
midade sdo implicitos e os demais, explicitos (I-E-E-E-I)}. Con-
tudo, a sclucao da figura (IV.10), que utiliza elementos de gqua-

tro nos, corresponde a distribuicdo: E-I-I-E-E.
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As figuras (TV.11l) e (IV.12) representam as solu
cGes por meio do algoritmo de Newmark. Na primeira, comparam-
se as respostas quando se utilizam elementos com quatro nds,At =
= 0,11 x 1077 seg, tolerdncia de 0,1%, e variando-se o nimero de
pontos de integragdo. Na Ultima, estdo representadas as solu-
coes dos casos de elementos com quatro pontos nodais, sem rigi-
dez do fluido, e elementos com oito pontos, mas com a rigidez

considerada.

Em fungao dos resultados obtidos, podem-se fazer

as seguintes observacoes:
19) Quanto a precisdo:

Dos quatro grupos, os resultados que mais se:apro
ximaram dos valores tedricos, desenhados em linha cheia, foram
os do algoritmo explicito. O modelo se comportou melhor paraos
elementos lineares de quatro nos, possibilitando respostas mais

precisas que as dos elementos quadraticos de oito nos.

A redugao do intervalo de tempo implica num au-
mento da precisdo. Em compensagdo, os resultados sac pouco al-
terados quando se diminui a tolerancia nas verificagdes do pro-
cesso de convergencia. Praticamente a ordem de grandeza dos re
sultados ndo se altera sensivelmente com a mudanca de +toleran-

cia.

Nio & possivel reparar uma variacdo acentuada ros
resultados quando a integracdo de Gauss & realizada com (1 x 1)
ou (2 x 2) pontos de integragcdo. O mesmo pode ser dito quanto

a posicdo e a quantidade dos elementos implicitos na malha.

Interessante & o resultado apresentado na figura
(IV.12) obtido em uma andlise onde a influéncia da rigidez dos
elementos de fluido & desprezada, conforme discutido no CapIitu-
lo TII. Apesar desta ndo ser a ocasido apropriada para se tes-
tar o procedimento, ja que o problema ndo & de interagdo fluido
-estrutura, houve convergencia das iteragdes mesmc,que lenta e

monotonicamente (em alguns intervalos, chegou-se a gastar cerca
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de 34 iteragOes para se atingir a convergencia). Areflexdo das

ondas de propagacdo foi também simulado por meio desta andlise.
29) Quanto ao Tempo de processamento

Sendo um exemplo bastante simples, a diferenga en
tre os tempos de processamento fol muito pequena entre os diver
sos casos analisados. Apesar disso, foi possivel observar que,
qualquer tentativa no sentido de se melhorar a precisao dos re-
sultados, quer pela redugdo do intervalo de tempo ou da toleran
cia, quer pelo aumento do nimero de pontos nodais ou de integra
¢ao de Gauss, acarreta num aumentc do tempo de processamento.

A redugdo do intervalo de tempo & metade, provocou um gasto adi
cional de cerca de 15% no tempo de andlise para o algoritmo ex-
plicito, chegando a 60 ou 80% para o algoritmo misto. Tais ca-
racteristicas podem ser vistas nas tabelas (IV.2), (IV.3) e
(IV.4). O posicionamento dos elementos implicitos nio afetou a
eficiéncia da andlise, porem a quantidade de tais elementos ten

de a aumentar os gastos computacionais.

TABELA (IV.2) - Tempos de Processamento (Seg) Utilizando-se: Re
gra de Integragao de Gausg (1 x 1); Elementos
Lineares; At = 0,11 x 10 3 Seg

Tolerancia

Algoritmo 1% 0,15% 0,01%
Explicito 6,89 6,89 6,89
Misto ¢/ el. explicitos 7,80 8,43 8,59
Misto ¢/ el. mistos 7,59 9,83 12,38

Implicito 9, 2L 9,58 13,56
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TABELA (IV.3) - Tempos deProcessamento(Seg)Utilizando-se: Regra de
Integragao de Gauss (2 x 2); Elementos Quadrati
cos; At = 0,275 x 1074 Seg.

Tolerancia

Algoritmo
1% 0,1%
Explicito 32,29 32,29
Misto ¢/ el. explicitos 50,41 60,14
Misto ¢/ el. mistos 54,69 60,46
Implicito 52,69 61,02

TABELA (IV.4) - Tempos de Processamento(Seg)Utilizando-se: Regra de
Integracdo de Gauss (2 x 2); Elementos Lineares;
At = 0,11 x 1073 Seg

. Tolerancia
Algoritmo
1% 0,1%
Explicito 8,79 _ 8,79
Misto ¢/ el. explicitos 15,42 15,84
~Misto ¢/ el. mistos 15,11 20, 54
Implicito 16,47 27,50

4.3. Fluido Confinado em Tubo Cilindrico

0 problema que agora se discute envolve a inte-
ragao de dois meios distintos. Trata-se de um tuboc cilindrico
cheio de fluido no seu interior em total confinamento, conforme
apresentado em [49]. O tubo & submetide a um carregamento axial
subito, de grande intensidade, que lhe provocard uma redistri-

buigdo acentuada de tensdes, devido a plastificagio do material
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constituinte.

As dimensSes do tubo, bem como as cardacteristi-
cas dos materiais e do carregamento, estao apresentadas na figu
ra (IV.13). O material do tubo sofre um processo de endurecimen
to apos ter atingido a tensdo de escoamento. Adotou-se o Crite
ric de Escoamento de Von Mises, que representa perfeitamente o

comportamento do material em questao.

0 sistema foi discretizado por meio de oito ele-
mentos isoparametricos, trés dos quais pertencem ao dominio flu
ido, com variado numero de pontos nodais. Foram utilizados ma-
trizes de massa discreta e agrupada, a partir da matriz de massa
consistente. Em todos os casos foram empregados (2 x 2) pontos
de integragd@o. O valor da tolerancia para as verificacgoes de
convergencia dos algoritmos misto e implicito foi  considerado

igual a 1,0 ou 0,1%.

A escolha do intervaloc de tempo depende do tipo
de analise. A integragao de todo o sistema por meio do algorit
mo explicito implica na consideragdo do intervalo ser igual ao
tempo critico, que no caso vale 1,0 x 10-6 seg. A utilizagaoc do
algoritmo misto estda condicionada aoc intervalo critico da regido
fluida, igual a 2,2 x 107° seg. No entanto, nas analises quefa
zem uso de tal procedimento, adotou-se o tempo de 2,0 x 10_68eg.
Para a determinagdoc do intervalo de integracdo do método de New-
mark, a andlise das freqliencias naturais de vibragdo, revelou o
periodo fundamental do tubo como sendo igual a 3,41678 x 107"
seg. Apesar de o intervalo poder ser maior, em todas as anali-
ses fol considerado igual a 2,0 x l(]—6 seg, exceto em uma delas,

onde se utilisou At = 3,0 x 10_6 seg.

Com os tempos de integragdo definidos acima, pre
rararam-se os graficos das figuras (IV.14) a (IV.18), por meio das
quais sao comparadas as respostas dos varios algoritmos. Como o
problema e fortemente nio-linear, apresentando uma plastifica-
¢do do material logo no inicio da andlise, foi feita, emalgumas
ocasides, a atualizacao da matriz de rigidez efetiva. Sendo es-

ta uma situagdo tipica de interagdo fluido-estrutura, processou



z ——
TUBO CHEIO DE FLUIDO f*f DISCRETIZACAO
pit} L m.zéx.:_m
] 25 24%7 22 | T
21 20 2"
'y /
/J 4 /
j\l\/ g /A//‘ _}f_
|r T .5%2?/15 ]
I5ééééﬂ4 2"
14in a % F
13 l2y o 1
siééza 2"
| ¥ TS A . —
\ A V/// .
\ [/ '
' i .
pit} 3 - ] r
| i ! Lj—)l‘—?'l
éin
8 ELEMENTOS
25 NO'S
A
50000 Ib MATERIAL DO TUBO :
E = i7.2 x IOE psi
v = 0.358
—_ P = 8.3 x 16% stug.ft/in®
t g, 25000 psi
T
A FLUIDO :
K = 30000 psi
- €710 P == 9.36 x 167 slug.H/r'n4
£

FIGURA (IV.13) - Tubo Cheio de Fluido.
blema.

Caracteristicas do Pro-



100

DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NO 23

i *
A

0.010"- DESLOC(in)

0.005"]
ALGORITMOQ :
— e EXPLICITO
—-t=~- IMPLICITO
/ copee MISTO
».,t"
/
)'/ T g 7 y ¥ g T v tiseg) x 167
Q.2 0.4 0.6 0.8 1.0
DESLOCAMENTO VERTICAL DO NO 19

0.3"— DESLOC.{IN)

/" WS

hY -
: \'r YA t(seg) x 16°
08, 3t 1o

0!2 0’.4 0.6

TUBO CHEIO DE FLUIDO - MASSA AGRUPADA

s At

-6
Mis - 2.9 r 10 _seg

-6
Atpyp = 1.0 x 10 seg ; At”up

FIGURA

(IV.14) - Comparagdo entre os Algoritmos.



101

DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NO 23

*,
0.010% DESLOC.(in} I,+.\ \. -
|
| /\
l/
(]
- At L
.
+
0.0054
I.
—4— ALGORITMO IMPLICITO
~—e—— IDEM ., ATUALIZANDO A
/ MATRIZ DE RIGIDEZ A CADA
. UM INTERVALO.
T T Lp T T — T . . ] f(seg)!lo-a
c.2 0.4 0.6 . 0.8 * 1.0

DESLOCAMENTO VERTICAL DO NO 19

0.3"4 DESLOC.{in)

-

T >
f+'2\\+

. !/ \
{1 ; \
t t ,

I
. \
7
/ ‘.‘
'+ \

+
/ \
\
/' ‘\
+ \\ +
+/ ‘.\ \ .
i v v v —— t{seg) x 10
0.2 0.4 0.6 ofw %7 1o .
TUBO CHEIQO DE FLUIDO - MASSA AGRUPADA

At = 2.0 x 10%seg

FIGURA (IV.15) - Resultados do Algoritmo Tmplicito Atualizando-
se cu Nao a Matriz de Rigidez.



102

DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NO 23

0.010" DESLOC. lin)

0.0054

,‘/

Y

\ .I'A\\ fa\
‘B st i A J'\
fﬂ\g’/ \/\
\
4 \h
A

ALGORITMO MISTO ¢

—+w— SEM ATUALIZAGCAG DA RIGIDEZ
~-B-- COM ATUALIZAGAO DA RIGIDEZ

A CADA 5 INTERVALOS.

T

4
0.2

v t
Q.4

T T
0.6 0.8

DESLOCAMENTO VERTICAL DO NO 19

0.3, DESLOC.{in}

0.2'4

/A.lﬁ"ﬁ;\a
/a \n\
X
A .
/ %
A\
4 \
4
/ \
# \\A
/ \
7 A
4 %
7 \
A7 B
p
T 1 I T T tiseg)
0.4 0.6 c.8 1.0

TUBO CHEIO DE FLUIDO

At =

MASSA DISCRETA

2.0 ¢ 10% seg

T 1 tiseg) «x I63
1.0

x |‘03

FIGURA (IV.16) - Resultados do Algoritmo Misto Atualizando-se
ou Nac a Matriz de Rigidez.




103

DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NO 23

i

0.010"9 DESLOC.[in)

L o

0.0054
—+— ALGORITMO IMPLICITO
-—s——~ ALGORITMOC [IMPLICITO
/ SEM RIGIDEZ DO FLUIDO
+.
f/
I’+ ) —3
L A ; , . _ T . T r v tiseg) x 10
0.2 Q.4 0.6 0.8 Lo .

DESLOCAMENTO VERTICAL DO NO 9

0.3"4 DESLOC.(in) .
d \¥

A AT

< \
! / \.\
{ X Vot
0.2 ’.’ \\
f \
1§ \

] / \ +

‘/‘/_/ \ +
+ . \\- tisegl =x 163

h Y
T+ ¥ T ¥ T ¥ 1 e 1
0.2 0.4 0.6 N A

TUBO CHEIO DE FLUIDO - MASSA AGRUPADA

At = 2.0 «x rdeseg

FIGURA (IV.17) - Resultados do Algoritmo Implicito, Consideran-

do-se ou Ndo a Rigidez dos Elementos do Dominio
Fluido.



104

DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NO 23

0.00!"= DESLOC/in)

0.005
ALGORITMO ¢
- -—— 4— IMPLICITO
——ve— MISTO
- e IMPLICITO SEM RIGIDEZ
DG FLUIDO
A
ey -3
. A T T T ¥ T T L ¥ y tiseg) = 10
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

DESLOCAMENTO VERTICAL DO NO 9

0.3"~DESLOC. [in) o SOLUGAO COINGIDENTE -
A ATTRN ELEM, MISTOS E ELEM.
S N +\ IMPLICITOS S/ RIGIDEZ.
- A
+/ \\;(
/
4 A\
0.2 +
/ \
& b

_hmtT .3
PR | +.-T ) . r . T — T T 1 tisegl) x 10
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

TUBO CHEIO DE FLUIDO - MASSA DISCRETA.

At = 2.0 x 10° seg

FIGURA (IV.18) - Resultados dos Algoritmos Implicito (Com e Sem
Rigidez do Fluido) e Misto.



105

DESLOCAMENTO . H_ORIZONTAL DO NO 23
A
0.0i5'H DESLOC. {in) J’ 1!
1oy
a
4 | 'A| ,’B\\
[ | Loy \
AT AR W B .
: ;& \ SOLUGAO COINCIDENTE =
- ooy ELEM. MISTOS E ELEM.
/ V ¥ IMPLICITOS SEM RIGIDEZ
/ ‘ol v DO FLUIDO.
! 'y
] A 1
L \
& I
4 {
i \
! \
0.010' : \ 4
1 1
| A
4 \
'I \ +/\=
!
4 l' + +/ *1| .
! |
]
| | N
1
L _ n ALGORITMO :
- ! J ! —+ — IMPLITITO
j % ——v-— MISTO
0.005" I+ 1 B IMPLICITO SEM
,"/ “ RIGIDEZ DO
! \ FLUIDO.
[t \
1 v
] ! f
I )
\
1 \
- ’ l
{ \
a i
3 ; i
f 1.
Al l
+ T T Y T T T T 1 1] T 1 tiseg) x |0-5
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1
\
]
\
i t
a
TUBO CHEIO DE FLUIDO - MASSA AGRUPADA
-6
At = 3.0 = 10 seg > Aty

FIGURA (IV.19) - Resultados dos Algoritmos Implicito (Com e Sem

Rigidez do Fluido) e Misto Quando At > At _ .. .
crit



136

-se este exemplo desprezando-se a influencia da rigidez dos ele

mentos fluidos na matriz de rigidez global.

Estudam-se os deslocamentos horizontal e verti-
cal, respectivamente, dos nos 23 e 19. Tais deslocamentos sdo
apresentados na figura (IV.14), que compara os resultados entre
os tres algoritmos, quando a matriz de massa utilizada € a agru

pada.

Os casos em que se atualiza a matriz de rigidez
efetiva sao mostrados nas figuras (IV.15) e (IV.16). Na primeil
ra delas, utiliza-se o algoritmo implicito com matriz de massa
agrupada, e a atualizagdo & feita a cada intervalo. Na segunda,
o algoritmo adotado & o misto com matriz de massa discreta e

atualizacao a cada 5 intervalos.

A seqliencia de figuras (IV.17) a (IV.19) foi ela
borada para os casos em gue se despreza a contribuicdo da ma -
triz de rigidez dos elementos fluidos. Na figura (IV.17) sao
comparadas as solugGes do algoritmo implicito considerando-se
ou ndo a rigidez do fluido, sendo a matriz de massa agrupada. O
mesmo e feito na figura (IV.18), que também apresenta a resposta
do algoritmo misto. A matriz de massa utilizada para essa figu
ra foi do tipo discreta. Deve-se observar as solugdes dos métg
dos misto e implicito sem rigidez do fluido que sdo bastante pré
ximas. A figura (IV.19) & um contra-exemplo, pois foi prepara-
da com um intervalo de tempo At = 3,0 x 10_6 seg, maior, por-
tanto, que o intervalo critico do dominio fluido. Como era de
se esperar, as respostas do algoritmo implicito considerando-se
a rigidez do fluido foram semelhantes as dos casos anteriores.
Para o algoritmo misto, os resultados ndo convergiram, e a figu
ra mostra uma nitida situagdo de instabilidade numérica. Esta
situagéo foi identica aquela obtida por meio do algoritmo impld
cito desprezando-se a rigidez do fluido. Esse resultado permi-
te observar que, quando a rigidez dos elementos de fluido ndo e
considerada, o método de Newmark torna-se semelhante ao misto,
tanto em termos de precisdoc dos resultados, como, especialmente,
em termos de estabilidade,pelo menos para as condigdes de con-

vergencia adotadas no presente estudo para o processo de verifi

mo, 05 VIinrte primelros 1NTervalosy a partir aai, uma dhnlica 1te-
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cagcdo do equilibrio dinamico.

A eficiéncia computacional dos algoritmos pode
ser analisada em fungao dos tempos de processamento dos diver-
sos casos apresentados. A utilizacdo de massa agrupada implicou
nos seguintes gastos computacionais, considerando-se o controle

de convergencia igual a 1,0%:

- algoritmo explicito: o - 1.119 seg
- algoritmo implicito com rigidez do fluido: - 1.006 seg
- algoritmo implicito sem rigidez do fluido: - 1.148 seg
- algoritmo misto: - 1.253 seg.

Os resultados obtidos com massa discreta e mesmo

controle de convergencia foram os seguintes:

- algoritmo explicito: - 1.087 seg
- algoritmo implicito com rigidez do fluido: - 1.264 seg
- algoritmo implicito sem rigidez do fluido: - 1.200 seg
- algoritmo misto: - 1.070 seg.

A atualizagao da matriz de rigidez elevou exces-
sivamente o tempo de processamento. 0Os casos analisados apre-

sentaram os seguintes tempos:

- algoritmo implicito, massa agrupada, atua

lizagéo a cada intervalo: - 3.002 seg
- algoritmo misto, massa discreta, atualiza

gdo a cada intervalo: - 2.445 seg
- algoritmo misto, massa discreta, atualiza

gao a cada 5 intervalos: - 1.405 seg

A respeito da atualizagao da matriz de rigidez,
devem ser feitas algumas observacoes. Apesar do problema ser
fortemente ndo=-linear, e de ocorrer plastificacdo acentuada do
material do tubo logo nos primeiros intervalos, ndo se gastou,
em nenhum caso, mais do gque duas iteragoes para se atingir a to
lerancia exigida. Em todas as andlises, a condigdo de convergén
cia era satisfeita com apenas duas 4teragdes durante, no maxi-

mo, os vinte primeiros intervalos; a partir dail, uma Unica ite-
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racdo era suficiente.

A atualizagdo da matriz de rigidez efetiva visa
a aceleragdo do processo de convergencia. Mas, como foi visto,
a convergéncia jd era atingida em, no maximo, duas iterages, mes
mo para as andlises que ndo atualizavam a matriz. Em consegllén
cia, o processo de atualizagdo ndo foi efetivo, como pode ser ob
servado pelos tempos gastos de processamentc. Isto & decorren-
te, também, do fato de nio se conhecer, a priori, quais os in-
tervalos em que ocorrerac plastificagdés, justamehteaquelesnos
quais a matriz de rigidez deveria ser modificada. A escolha ar
bitraria do numero de atualizacgdes dessa matriz pode provocar,
como foi comprovado, gastos excessivos e desnecesdrios no tempo

de processamento.

4.4. Calota Esferica Delgada

Una calota esferica de pequena espessura, repre-
sentada na figura (IV.20) e a seguir analisada, quando submeti-
da a um carregamento uniformemente distribuido em sua superfi-
cie. Trata-se de um s0lido axi-simetrico, discretizado por meio
de dez elementos isoparamétricos, com oito pontos nodais. Foram
utilizados (2 x 2) pontos de integragdo de Gauss, e matriz de

massa agrupada.

0 problema original consistia em um Gnico mate-

rial na casca, cujas caracteristicas eram as seguintes:

10,5 x 10° 1b/in’

E =
v = 0,3

_ 3 . 2
oy = 24,0 x 10" 1ib/in
E, = 2,1 x 10° 1b/in?

1

2,45 x10""1b.sec? sin®

Considerando-se a proposta da referéncia [37], a
analise da estrutura foi realizada utilizando-se dois elementos

rigidos no topo da calota, feitos de um outro material, cujas ca
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- - ~ .
racteristicas sao as segulntes:

10,5 x 10 1b/in’

£ =
v = 0,3

Gy = 50,0 x lO3 1b/in2
p = 7,80x10_31b.sec2/inq

A inclusio dos dois elementos rigidos caracteri-
za o problema como de interacao entre dois meios distintos, cu-
ja solugdo sera diferente do caso original. Paraa situagdo ini
cial, o periodo fundamental da casca & igual a O,547;<10_3 seg e
o menor periodo de vibragdo & igual a 1,380 x 107° seg. Para a
calota modificada, o perlodo fundamental & igual a O,592x10_35eg,
e o periodo minimo e igual a 0,776 x 10—6 seg. Portanto, a con
sideragdo de dois elementos rigidos no topo da estrutura ndo al
tera significativamente o periodo fundamental, porém o menor pe

- 3 ~ . -
riodo sofre uma variagac consideravel.

Para a integragdo implicita, o intervalo de tem-
po que pode ser adotado e igual a, aproximadamente, Tf/IOO, on-
de Tf

modificado, o intervalo de integragao adotado foiﬁgaalaih60xlﬁ%eg.

& o periodo fundamental. Para o problema original ou o

Para que a solugdo por meio do algoritmo explicito se
ja estavel, e necesario que o intervalo de tempo ndo supere o va
lor T . /m, onde T_._ & o menor periocdo de vibragdo da estrutu-

min _“min _ 5
ra. Esta condigao implica na adogao do intervalo de 0,40x10° seg

para a casca original, e de 0,25 x 10_B

seg para a modificada.
Entdo, a consideracdo dos dois elementos rigidos
d estrutura ndo afetara consideravelmente a solugdo por meio do
algoritmo implicito, mas a andlise através do algoritmo explici
to se tornara mais cara. Procedendo-se a andlise por meio doal
goritmo misto, pelo qual os elementos de menor rigidez sdo inte
grados pelo Método da Diferenga Central, e os mais rigidos pelo
Metodo de Newmark, pode-se minimizar tal situagdo. Como a con-

dicdo de estabilidade & governada pelo intervalo critico do do-
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FIGURA (IV.20) - Calota Esférica Delgada: Caracteristicas do Pro

blema e Comparagdc entre os Resultados dos Al-
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minio explicito, o intervalo de tempo pode ser exatamente o mes

mo da calota original, diminuindo-se os custos da andlise.

A finalidade deste exemplo & comparar as solugles
de cada um dos algoritmos, com cs intervalos de tempo discuti-
dos acima. Os resultados obtidos estdo apresentados na propria
figura (IV.20), onde & mostrada também a resposta da calota ori
ginal, analisada pelo algoritmo de Newmark. Pode-se constatar
a coincidéencia entre as solugGes. A tabela (IV.5) mostra os va
lores das tensdes em um ponto de integracdo do segundc elemento
proximo a secgdao do engaste. Pode-se constatar a plastificacdo
do referido ponto durante um determinado periodo de tempo. A ta

bela foi preparada por meio do algoritmo misto.

0Os tempos de processamento gastos para a analise
foram os seguintes:
- Algoritmo Explicito, At = 0,253(10—6 seg
4000At's

5.354 seg em

- Algoritmoc Misto, At = 0,40 x 10708 seg 6.209 seg em

25004%t's

- Algoritmo Implicito, At = 6,0 x 1078 seg
166at's.

598 seg em

4.5. Fundagao Circular sobre Macigo Terroso

Neste problema, estuda-se a resposta dindmica elas
to-plastica de uma fundacdo circular assente sobre um macigo de
solo argiloso. O carregamento aplicado & sUbito e uniformemen-
te distribuido, e a fundagdo circular & considerada rigida o su
ficiente para que ndo haja possibilidade de sua plastificacgdo,
conforme [6I].

Devido ao transiente de curta duragac aplicado,
admite-se que ndo exista condicdo de drenagem, podendo o solo ser
estudado segundo tensdes totais ém regime eldsticod e pldstion. Nestes ter-

mos, o material do macig¢o e considerado seguir o Critério de Von
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TABELA (IV.5) - Histdrico de Tensdes em Um Ponto da Calota Esfé
rica (£Lb/in?)-Algoritmo Misto

Tempo » o o Ty Gq Eftédo
(seg) x10 Fisico®
0,40 +847 +487 +8972 -875 E
0,80 -7.437 -1.537 +5.396 -4.273 E
1,20 -16.480 -2.892 +10.025 --7.096 E
1,60 -20.422 -2.708 +10.716 -8.516 P
2,00 -23.404 -4 .,536 +10.350 -10.334 P
2,40 ' -22.645 -3.714 +10.239 -9.764 E
2,80 -20.457 -3.255 +9.209 -9.179 E
3,20 -19.102 -3.081 +8.635 -8.u456 E
3,60 -17.071 -2.,575 +7.406 -7.580 E
4,00 -13.392 -1.787 +6.08> -6.673 E
4,40 ~11,446  -1.256 +5.126 -6.220 E
4,80 -9.925 -956 +4,3893 -6.208 L
5,20 -9.580 -909 +5.049 -6.369 E
5,60 -12.356 -1.443 +5.922 -6.968 E
6,00 -14%.434 -1.927 +6.859 =7.647 E
6,u0 -16.557 -2.414  +7.919 -8.554 E
6,80 -18.164 -2.752 +8.757 =9.214 E
7,20 -17.200 -2.,461 +8.641 -9.131 E

* E - Elastico
P - Plastico.

Mises, como material plastico perfeito.

As caracteristicas geométricas do problema &ﬁarg
presentadas na figura (IV.21). A malha de elementos finitos foi
discretizada por meio de elementos de gquatrc nos, com (2 x 2)
pontos de integragao de Gauss. Todos os casos analisados utili

zaram matriz de massa agrupada.

A andlise das freglliéencias naturais do problema re
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velou que o perlodo fundamental do sistema global vale 7,8136 xlezseg,
o que implica na utilizagao de um intervalo de tempo para o al-
goritmo implicito de, aproximadamente, 8,0 x 107" seg. O inter-
valo critico do algoritmo explicito & igual a 1,0 x 107" seg, e,

para o algoritmo misto, esse valor aumenta para 6,0 x 10-”seg.

Apesar de intervalos relativamente préximos en-
tre os algoritmos implicito e misto, os tempos de processamento
foram menores para o primeiro deles. TForam observados os seguin

tes gastos na analise do problema:

- AlgorItmo Explicito, At = 1,0 x lD_q seg = 4.356 seg
- Algoritmo Misto, At = 6,0 x 107" seg = 1.496 seg
- Algoritmo Implicito, At = 8,0 x 107" seg = 1.073 seg

Deve-se ressaltar que, nas anilises implicitas,
foram ocupadas 1.586 posigcoes do vetor de armazenamento da ma-
triz de rigidez efetiva. Esse nimero caiu para apenas 381 posi
gGes, quando utilizado o algoritmo misto. Isto representa uma
economia, em termos de meméria, de 75,97% a favor do algoritmo
misto, apesar de que o tempo de processamento gasto nesta anéli

se ter sido 39,5% superior ao do algoritmo implicito.

Un estudo das tensoes no macigo terroso revela
que o solo tem um comportamento nao-linear acentuado, caracteri
zado por plastificagdoc em diversos pontos. A figura (IV.22) i-
lustra tal situagdo para um ponto do macico proximo a fundacgdo,
apresentando-se a variacao das tensdes o, por meioc dos tres al-
goritmos implementados. A tabela (IV.6) foi preparada com iden
tica finalidade, considerando-se o histdrico de tensdes para um
outro ponto do terreno. Essa tabela foi determinada por meio

do algoritmoc misto.

Em fungao do comportamento ndo-linear do proble-
ma, realizou - se uma segunda andlise, desta vez atualizando a
matriz de rigidez efetiva a cada intervalo. Os tempos gastos de

processamento foram os seguintes:

- Algoritmo misto, At = 6,0 x 107" seg = 1,932 seg

- Algoritmo implicito, At = 8,0 x lD_useg = 2.752 seg
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FIGURA (IV.21) - Fundagdo Circular em Macigo Terroso - Caracte
risticas do Problema.
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FUNDACAQO CIRCULAR EM MACICO TERROSO
ANALISE DE TENSOES NO SOLO
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FIGURA (IV.22) - Variacdo das Tensoes o, para Um Determinado Pon
to do Macigo Terroso.



mo misto foi de 25,7%.

sivel, devido ac nimero de operacdes ser muito grande.

andlises discutidas estdo apresentadas nas figuras (IV.23)
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A economia obtida neste caso atraves do algorit-

Este resultadeo era perfeitamente previ-

As respostas dos diversos algoritmos para as duas

e

(IV.24), onde se pode reparar a plena concordancia dos resulta-

dos.

TABELA (IV.6) - Historico de Tensdes no Solo (£b

Misto %*?

N

/7

%47

J

Ponto considerado

ﬂnz)-AlgorﬂmD

/
| L~
Tempo o) o, T o] Estado
(seg) R g RZ 0 Fisico*
0,006 -9,623 -10,116 +10,642 -9,036 E
0,012 -16,185 -14,540 +16,374 -14,902 E
0,018 -35,091 -32,167 +16,312 -32,252 P
0,024 -44,195 -39,443 +16,198 -40.248 P
0,030 -35,604 -34,641 +16,387 -34 ;581 E
0,036 -27,696 -28,188 +14,666 -27,934 E
0,0u2 -25,671 -28,009 +8,995 -26,9%0 E
0,0u8 -13,547 -17,324 +6,556 -16,266 E
0,054 +1,660 -5, 284 +8,843 -3,671 E
0,060 -9,u456 -14,579 +12 444 -13,046 E
"0, 066 -13,399 -16,797 +8,861 -15,575 E
0,072 -18,84Y4 -21,381 +6,201 -20,618 E
¢, 078 -23,779 -23,378 +12,035 -23,971 E
0,084 -30,518 -30,324 +16,396 -30,409 P
0,090 -25,534 -24,676 +15,301 -25,458 E
0,096 ~37,630 -37,756 +9,874 -36,702 E

ofe

* E - Elastico

P - Plastico.
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4.6. Casca Cilindrica Imersa em Meio Fluido

Neste exemplo, analisa-se o comportamento de um
tubo cilindrico de grande comprimento, em uma segdo transversal,
imerso em um meio fluido. 0 problema é tratado como sendo do Es
tado Plano de Deformagdes [4#9, 59]. O tubo esta afastado  das
bordas a uma distancia de 60 in a partir do seu centro de gravi
dade. 0Os deslocamentos estdo prescritos em tres lados. No bor
do livre & aplicada uma pressdo uniformemente distribuida econs

tante, com valor de 100 1b/in.

0s dados de geometria e as caracteristicas dos ma
teriais estao indicaq;s na figura (IV.25)., Foram discretizadas
duas malhas distintas, apesar de ser representada apenas uma de
las. A primeira malha faz uso de elementos isoparametricos, sen
do o dominio fluido constituido por elementos com variado niime-
ro de pontos nodais, e o dominio da estrutura por elementos de
oito ndés. O problema completo consiste em um total de 61 nos,
dos quais 16 sao prescritos. Para esta solugdo, © armazenamen-
to da matriz de rigidez efetiva exigiu uma drea na meméria cor-
respondente a 832 posigGes, em se tratando do algoritmo misto,ou

1.392 para o implicito.

A segunda malha discretizada e totalmente seme-
lhante a indicada na figura (IV.25), exceto que todos os elemen
tos, independente do dominio, sdo de oito pontos nodais. No to
tal, sao 121 pontos, dos quais 30 estdo restritos. Neste caso,
a ocupacdo da memoria para o armazenamento da- matriz de rigidez
e de 1.999 posigles para o algoritmo misto, e de 5.020 para o

implicito.

A andlise foi feita utilizando-se matriz de mas-
sa discreta ou agrupada, e a tolerancia para verificagdo do cri
terio de convergéncia foi, na maioria das vezes, igual a 1%.
Nao se notou um aumento acentuado de precisdo quando a toleran-
cia passou para 0,1%. O problema tambem foi examinado pelo al-
goritmo implicito, desprezando-se a rigidez do dominioc fluido.
As taxas de ocupagdo de memdria, nestes termos, foram idénticas

is do algoritmo misto.
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ESTADO PLANO DE DEFORMAGOES
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t F 9.35 x 16°ib.2/in°
FIGURA (IV.25) - Casca Cilindrica Imersa em Meio Fluido - Carac

teristicas do Problema.
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A andlise do problema por meio do algoritmo ex-
plicito exigiria um intervalo de tempo de 3,0 x 1077 seg, pois
era este o tempo critico do sistema, determinado pelo dominio da
estrutura. O dominio fluido exigia um intervaloc de no maximo
4,0 x 10-5 seg, igual ao valor critico para a regido. O perio-
do fundamental do sistema corresponde a 8,48 x 10_3 seg. Este
resultado acarretou na escolha do intervalo de tempo para o al-
goritmo implicito igual a 8,0 x 107° seg. Enquanto que o inter
valo do algoritmo implicito & igual ao dobro do misto, este Ul-
timo & superior a cem vezes o intervalo critico do algoritmo ex
plicito. Por causa dessa enorme diferenga, dispensou-se anali-

se do problema por meio do Metodo da Diferenga Central.

As figuras (IV.26) a (IV.27) mostramas variacgdes
das velocidades horizontais dos ndés 1 e 25 para a malha de 6l mos.
Na primeira figura, sdo apresentadas as respostas das analises
por meio dos algoritmos implicitos, com .massa agrupada; misto,
com massa discreta; e implicito,sem a rigidez do fluido, commas
sa discreta e mesmo intervalo de tempo do procedimento misto.
Observa-se a boa concordancia entre os diferentes resultados, es
peclalmente entre aqueles obtidos por meio do algoritmo‘impliei
to, sem rigidez do fluido, e o misto. A segunda figura foiapre
sentada para reforcar as conclusSes obtidas no exemplo (IV.3), a
respeito da condigdo de estabilidade do algoritmo implicito, quan
do se desprezam as influéncias da matriz de rigidez dos elemen-
tos fluidos na matriz global. Em tal figura, sdo comparadas as
respostas do algoritmo implicito, sem rigidez do fluido, com mas
sa discreta, e com os intervalos de tempo iguais a 0,4 x 1D_useg
e 0,8 x 10_4 seg. Utilizando o primeiro destes dois valores, ou
o segundo com uma tolerdncia de 0,001, os resultados convergi-
ram e foram aproximadamente iguais. No entanto, quando se alte
rou a tolerancia para 0,01, ndo houve convergencia para o maior
dos dois intervalos, caracterizando-se uma nitida situacdo de

instabilidade.

A figura (IV.28) mostra os resultados obtidos com
a malha de 121 nés. As velocidades analisadas corresponderam is
dos mesmos nds do caso anterior. Os grdaficos foram obtidos con

siderando-se matriz de massa discreta e controle de conver-
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gencia igual a 0,01. Note-se a excelente aproximacdo entre os
algoritmos misto e implicito sem rigidez do fluido.  Tentou-se
processar este ultimo algoritmo com um intervalo de tempo maior,
igual ao do algoritmo implicito original e, mesmo com tolerdn-

cias da ordem de 0,0001 ndo houve convergencia.

0 algoritmo implicito, sem rigidez do fluido, se
instabilizou com um intervalo igual a 0,8 x lU_u seg, Mmesmo re-
duzindo-se as tolerancias, engquanto que, para a malha de 61 nos,
este procedimento foi suficiente para estabiliza-lo. Como esta
discussao ultrapassa os objetivos do presente trabalho,serécog
siderado suficiente a condigdo de que o algoritmo implicito sem
a rigidez do fluido & estavel sob as mesmas condigles do algorit
mo misto, quando o controle de convergencia das iteracOes for

feito atraves da equagdo (IT.44),

Em termos de eficiencia computacional, foram ob-

servados os seguintes tempos de processamento:
a) Malha de 61 nos:

- Algoritmo implicito, massa agrupada, tole-

rancia de 0,01, At = 0,8 x 107" seg = 302,8 seg
- Algoritmo misto, massa discreta, toleran-

cia de 0,01, At = 0,4 x 107 seg = 478,6 seg
- Algoritmo implicito, massa discreta, tole-

rancia de 0,01, At = 0,4% x 107" seg, sem ri

gidez do fluido = 575,8 seg
- Algoritmo implicito, massa discreta, tole-

rancia de 0,001, At = 0,8 x 107" seg., sem

rigidez do fluido = 384,9 seg

b) Malha de 121 nos:

- Algoritmo implicito, massa discreta, tole-

rdncia de 0,01, At = 0,8 x 107 seg = 393,0 seg

- Algoritmo implicito, massa discreta, tole

rdncia de 0,01, At 0,4 x 107 seg 720,8 seg

1
1
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-~ Algoritmo implicito, massa discreta, tole-
réncia de 0,01, At = 0,4 x 10 seg, sem 'ri

gidez «do fluido = 680,5 seg

4.7. Vaso de Pressao

Uma das aplicacgles mais importantes dos algorit-
mos gue tratam de sistemas rigido-flexiveis do tipo fluido-estru
tura, e a relacionada com os vasos de pressido [64]. Neste exem
plo, procura-se analisar o comportamento de um vaso de pressao,
representado na figura (IV.29), solicitado por uma pressao in-
terna subita, de grande intensidade e curta duragdo, simulando a
carga de uma explosdo. E um problema de sd6lido Axi-simétrico,
cuja discretizacido foi feita aproveitando-se -as caracteristi-
cas de simetria existentes. Admite-se que o reator esteja cir-
cundado por um fluido, confinado em trés lados, e com a superfi
cie livre para quaisquer deformagdes. O vaso tem paredes ge

1,0 in de espessura, e o raio interno do mesmo & igualal9d in.

0 carregamento aplicado & de 300 Eb/inz, durante
o periodo de 0,1 x 10_]1l seg, reduzindo-se a zero ao final desse
intervalo. Admite-se que o comportamentoc do material do vaso é
plastico perfeito, sendo sua resistencia ac escoamento igual a
50.000 £b/in®.

Foram efetuadastres etapas distintas de andlise:

19) 0 reator e analisado isoladamente, desprezan
do-se a influencia do fluido circundante. A andlise foi feita
pelo algoritmo de Newmark, determinando-se os deslocamentos dos

nos N1 e N2 da malha correspondente indicada na figura (IV.30).

2¢) Considera-se a interacao fluido-estrutura, e
o problema & analisado de maneira global. Porém, a simulagdo da
interface entre as duas regides e feita por elementos fluidos de
pequena espessura, gque permitem o movimento da superficie livre

do liguido.
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39) A andalise & equivalente 4 do item anterior,
substituindo-se os elementos de pequena espessura por elementos
escalares de mola na interface, conforme discutido no Capitulo
ITT. Dessa maneira, ficam simulados os deslocamentos relativos
entre o fluido e a estrutura, no sentido vertical, mas o desco-

Iamento entre os dois meios no sentido horizontal estd impedido.

Em todos os casos foram utilizados elementos fi-
"nitos isoparamétricos de oito pontos nodais, com (2 x 2) pontos

de integracdo. Fez-se uso de matriz de massa agrupada.

A andlise das freqlidncias naturais do problema
revelou que o maior periodo de vibracio do mesmo & igual a
2,41848 x 1073 seg, 0 que implica na utilizacdao de um intervalo
de, aproximadamente, 2,5 x 10_5 seg para o algoritmo de Newmark.
0 maximo intervalo de tempo permitido para garantir a estabili-
dade do Metodo da Diferenca Central & igual a 6,0 x 10-7§eg;va—
lor adotado nas andalises que fazem uso desse algoritmo. Para o
processo misto, o intervalo adotado depende do tempo critico do
dominio fluido. Entdo, para a segunda etapa de andlises, guan-
do foram utilizados elementos fluidos de pequena espessura na in
terface, considerou-se que tais elementos fariam parte do domi-
nio implicito, aumentando-se a matriz de rigidez efetiva, mas em
compensagac, podendo adotar um intervalo igual a 1,0 x 107° seg
(tempo critico para o dominio fluido, sem a faixa de elementos
pouco espessos). Quando a andlise foi feita com elementos esca
lares de mola na interface, a condicao de que tais elementos de
vem estar em um unico dominio obrigou a utilizacdo, no caso do
algoritmo misto, de alguns elementos fluidos como se fossem im-
plicitos. Tal solugdo acarretou num aumento do numerc de nds da
malha, sendo evidente que a eficiencia da analise ficou compro-

metida.

A figura (IV.31) mostra os deslocamentos dos nés
N1 e N2 para a primeira etapa de analise. As figuras (IV.32) e
(IV.33) indicam os deslocamentos dos mesmos nos por meio das se
gunda e terceira etapas, respectivamente. Para cada fase deand

lise, foi considerada a malha correspondente da figura (IV.30).
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VASO DE PRESSAO : MALHAS DISCRETIZADAS
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FIGURA (IV.30) - Discretizagoes Efetuadas para o Vaso de Pres
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VASO DE PRESSAO - COM INTERAGAO FLUIDO-ESTRUTURA
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VASO DE PRESSAO = COM INTERAGAO FLUIDO-ESTRUTURA
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FIGURA (IV.33) - Resultados dos Algoritmos Considerando-se a
Interacao Fluido-Estrutura e a Presenga de
Elementos Escalares de Mola na Interface.



0 comportamento nao-linear do sistema pode ser
ilustrado pela figura (IV.34) gue apresenta as curvas de varia-

cdo das tensces 0, para um determinado ponto do reator proximo

8

ao seu eixo de simetria. Assim como O,, as tensdes Ops Oy €T

0° EZ

atingem valores excessivos acarretando algumas plastificagoes no
referido ponto. Tal figura foi preparada através do algoritmo
de Newmark, considerando as trés situacdes distintas: estrutura
isolada; estrutura e fluido, sem elementos escalares de mola; e,
estrutura e fluido,com a presenga dos elementos escalares de mo

la na interface,

A tabela (IV.7) apresenta o histdrico de tensdes
para um outro ponto do vaso de pressdes, determinado por meio do
algoritmo misto, sem a presenga dos elementos escalares de mola
na interface. Apesar de os valores das tensdces terem sido gran
des, ainda nao foram suficientes para provocar plastificagdesno

local.

As figuras (IV.35) e (IV.36) mostram a superfi -
cie livre do 1iquido, em diferentes tempos, e associadas ao uso
de elementos de pequena espessura ou de molas na interface, res
pectivamente. A concordancia entre as duas solugdes & prova do
bom funcionamento do modelo implementado. Os diversos algorit-

mos apresentaram identicos resultados.

A comparacgdo entre os tempos de processamento pa
ra os varios algoritmos deste problema s0 pode ser efetuadarmo
caso de elementos de pequena espessura na interface, j& que a
malha € a mesma para todos, com o numerc de nos e de elementos
constantes. Mesmo assim, a comparagao ficara mascarada, visto
que, esses elementos de interface, quando analisados pelo algo-
ritmo misto, tiveram que ser considerados no dominio implicito,
para ndo reduzir drasticamente o intervalo de tempo. Em tais ard
lises, foram necessarias 1.945 posi¢cdes no’vetor de armazenamen
to da matriz de rigidez para o algoritmo implicito, e 1.485 pa-
ra o algoritmo misto. Nestas condigoes os tempos de processa-

mento obtidos foram:
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- Algoritmo Explicito, At = 6,0 x 1077 seg

- Algoritmo Misto, ~ - ' At 1,0 x 10_5 seg

- Algoritmo Implicito, At = 2,5 x 10_55eg

+ de 7.200 seg
1.165 seg
585 seg

"
n

TABELA (IV.7) - Histdrico de Tensdes (Vaso de Pressdo). Algoritmo
Migto, - . Sem Elementos Escalares de Molas.

B 1 1
1 4
K1
Fonto Considerado
3 [ a
Tempo  _ a o T o} Estado
(seg) x10 2 R z RZ b Fisico®
0,02 3.620 11.857 -2 .417 3.700 E
0,04 - 6.311 20.759 -3.718 ¥,209 E
0,086 8§.225 26.316 -4.,708 4,255 E
0,08 12.969 40.834 ~7,033 5.272 E
0,10 15.173 L8.690 -8.871 8.287 E
0,12 15.781 52.270 -9.109 8.218 E
0,14 14.016 46,185 -7.930 7.426 E
0,16 14,208 48,627 -8.242 8.0569 E
0,18 13.774 46,394 -8.223 8.849 E
Jd,20 9.980 34,926 -5.885 6.480 E
0,22 6.400 24,265 -4.016 5.393 E
0,24 6.168 23.336 -4,083 6.329 E
0,26 L.964 20,4703 -3.172 5.019 E
0,28 3.231 14.718 -2.476 4.399 E
0,30 5.660 20.863 -3.651 5.552 E
* E - Elastico

P - Plastico.

Como ilustracdo, no caso de elementos escalares
de mola na interface, o algoritmo de Newmark necessitou del.728
posigcdes de meméria para armazenar a matriz de rigidez efetiva,
enquanto gue o algoritmo misto precisou de 1.773, devido aos pro
blemas discutides anteriormente. Nestas condigGes, o tempo de

processamento de cada andlise foi igual a:
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FIGURA (IV.34) - Vaso de Pressdo: Variacdo das Tensbes o
um Determinade Ponto da Estrutura.

g para



136

[y |3'9" et
i~ !
N3 N4 NS N6 N7
MALHA COMPLETA - SEM INTERFACE
0.20"« (in)
0. 10"
0.0 — .= . 2
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.000( seg
0.20"
0.10"
o.o"J = — x
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0002seg
ozwj
0.10"
> — -'_—‘——___‘__'
0.0"- _ . .
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0003seg
0.20"~—
.10
- .-—“\__-——.
0.0 — . - “ —__‘_‘_ﬁ—"‘l-
SUFERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0004seg
0.20"
0.1 0"
/——‘-.
- \. —.____,__.-..—--—'—"'_—"._u_—‘—‘\‘—'—‘"-.
0.0 -
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0005 seg
0.20"
0.10% //'__‘-— .\
. —_— .
0.0 i
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0006 seg
0.20"
oo ~— H\\\\\,
.______._,._,-/-'—""—.- * ——‘\__\
0.0" _
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.0007 seg
0.20"-
ool \ .
.\_’/ ”.\
.
0.0 _
SUPERFICIE LIVRE NO TEMPO t = 0.000858g
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res de Mola na Interface.
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6,0}(10_75eg +de 7.200 seg
1,0x10  seg = °  1.296 seg
" b5 geg

- Algoritmo Explicito, B4 nds, At

1
It

- Algoritmo Misto, 72 nds, At

- Algoritmo Implicito, BY% ndés, At = 2,5 x lOfsseg

Pode-se concluir que, em termos de precisdo, os
algoritmos apresentaram resultados bem semelhantes. A simulagdo
do movimento relativo entre o fluido e a estrutura apresentoure
sultados satisfatorios. Para os algoritmos explicito e implici
to, € mais conveniente a utilizacdo de elementos escalares de
mola na interface, pois, desta forma, pode-se reduzir ‘o numero
de nds e de elementos, sem afetar a simulagdo do comportamento
fluido. Para o algoritmo misto, a melhor alternativa é a de ele
mentos de pequena espessura na interface, visto que, o uso demo
las na interface implica no aparecimento de outros elementos pa

ra compatibilizarem suas deformagdes.



¥V - COMENTAR|O0S E CONCLUSOES

_ Este trabalho teve por finalidade apresentar um
estudo sobre o algoritmo misto implicito-explicito de integra-
cdo das equag¢des dinamicas no tempo, discutir a sua performance

e compard-lo com os processos tradicionais de analise.

Para tanto, implementou-se um programa em lingua
gem FORTRAN IV que, sendo modular, permitiu a andlise indepen-
dente de cada algoritmo, de maneira tal que as comparagoes de
eficiencia computacional puderam ser vealizadas fielmente. A
comparacdo do resultado e do comportamento dos varios métodos de
integragao por meio de programas diferentes era um fator que mas

carava a anilise, ndo permitindo conclusfes mais seguras.

0 programa desenvolvido mostrou-se pratico e se-
guro. Origindrio do trabalho da referéncia [15], no qual se im-
plementou a integracdo explicita por meio do Método da Diferen-
¢a Central, bem como a solugdo ndo-linear do sistema, acrescen-
tou-sea’ integracdo implicita atraves do Método de Newmark. Permi
tiu-se tambem que fossem realizadas atualizagOes sucessivas na

matriz de rigidez efetiva.

0 algoritmo implicito foi preparado na forma pre
ditora-corretora, como explicado no Capitulo II. O método mis-
to foi igualmente implementado, equivalendo a se desenvolvern no

- - .
mesmo programa, o algoritmo explicito outra vez.

Significa, por conseguinte, que a solugio atravds
do algoritmo explicito poderia ser obtida pelo Método da Dife-
renca Central original, pré-estabelecido, ou pelo dispdsitivo
preditor-corretor do algoritmo misto, com todos os elementos ex
plicitos. £ 18gico gque a eficiéncia do algoritmo, quando pro-
cessado desta Ultima forma, ndo & maior que a original, pois,
alem das limitagGes do intervalo de tempo reduzido, hd a monta-
gem da matriz de rigidez efetiva. Assim sendo, todas as compa-
ragCes entre os algoritmos foram feitas considerando o metodo ex

plicito original.
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Em termos de precisdo, os resultados obtidos com
provaram a boa resposta do algoritmo implementado. Os valores
calculados pelos tres métodos foram aproximadamente iguais, quer
em termos de deslocamentos nodais, como em velocidades ou ten-
s6es dos pontos de integragdo, para as trés categorias de siste
mas estruturais consideradas: Estado Plano de Tensdes, Estado
Plano de Deformag¢des e Solidos Axi-simétricos. Como era de se
esperar, os resultados do algoritmo misto ficaram, na maioria
das vezes, entre aqueles do método implicito e os do explicito,

aproximando-se mais deste Ultimo.

Verificou-se ainda que solugoes como o refinamen
to da malha, a reducdo no intervalo de integragdo, Ou mesmo a
variacdo do numero de pontos de integracdo aiteram decisivamen-
te os resultados da andlise. N3o se constatou, em nenhuma apli
cagao, uma melhora acentuada na precisdo dos mesmos, guando se
reduz o controle de convergencia das iteragdes de equilibrio.
Tais respostas alteram-se profundamente, se considerados os efei
tos- das interagSes entre os varios meios, conforme mostra o}

exemplo do vaso de pressao.

Comprovou-se, . claramente, a estabilidade do algo
ritmo misto, de acordo com o discutido no Capitulo II. A condi-
¢ao de que o intervalo de tempo adotado deve ser menor que o in
tervalo critico do dominic explicito mostrou-se suficiente nd maioria
das vezes'(os coeficientes adotados para o algoritmo de Newmark fo
ram ' iguvaisa vy = 0,5 e B = 0,25). Apenas no caso de tubo cheio
de fluido & que se usou um intervalo menor que o critico, pois
assim o exigia a condigdo de precisdo dos resultados do dominio
implicito, em fungdo do periodo fundamental de vibragdo do pro-

blema.

0 modelo implicito, preparado desprezando-se a
influencia da rigidez dos elementos de fluido na matriz de rigi
dez efetiva, em problemas de interagao fluido-estrutura, mostrou-
se eficaz e preciso. Os resultados sao bastante - coincidentes
com os do proprio algoritmo misto, e as condigdes de estabilida
de sdo garantidas, se forem considerados como daquele algoritmo.

Tal fato foi constatado nos exemplos do tubo cheio de fluido,cas
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ca imersa em meio liquido, e do vaso de pressic. £ importante
considerar os casos processados com At > Atcr do dominio expli-
cito, que comprovaram nitidamente que o algoritmo implicito, sem
a rigidez do fluido, & instdvel quando ndo se atende a essa con
digdo, e quando o controle das iteragdes & feito por meio da

equacao (II.h4),

0 elemento escalar de mola mostrou-se eficiente,
simulando com precisdao o movimento relativo entre o fluido com

superficie livre e a estrutura.

Encontrou-se uma enorme dificuldade em se obter
resultados representativos para a comparacao dos tempos de pro-
cessamento entre os diversos algoritmos implementados, mesmo ~és
tando em um Unico programa. Problemas de sobrecarregamento do
sistema operacional impediram a determinacdo de parametros reais
de comparagdao. Un exemplo, processado duas vezes pelo mesmo al
goritmo, era capaz de apresentar gastos computacionais diversos,
mesmo que O processamento fosse realizado em horarios iguais ou

diferentes.

Devido a tais limitagdes, que infelizmente esca-
param do alcance deste trabalho, as comparagoes entre 0s tempos
de processamento devem ser observadas com ressalvas e cuidados.
0s valores do tempo de analise apresentadas nos diversos exem-
plos, foram escolhidos de forma criteriosa, procurando-se ague-

les resultados mais representativos.

Em decorrencia, pode-se afirmar que o algoritmo
implicito foi o mais eficiente para os exemplos analisados em
termos de gastos computacionais. Note-se que as comparagoes fo
ram feitas para condigoes ideéis, ou seja, o maximo intervalo de
tempo permitido para cada algoritmo. Mesmo nos problemas de in
teracao entre dois meios diétintos, o Método de Newmark mostrou-

se o mals eficaz.

De modo geral, ao longo de todas as andlises, foi
o método implicito que se mostrou mais eficiente, mesmo que, em

cada iteracdo, ele tenha sido mais lento que o algoritmo misto.
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A principal razdo desse resultado &€, sem duvidas,
o fato do intervalo de tempo do algoritmo implicito ser sufici-
entemente maior que o do algoritmo misto. Dessa forma, garan-
te-se a realizacdo da andlise em menor tempo, mesmo que a ocupa
cdo da membria seja superior (armazenamento de dados na matriz
de rigidez efetiva), ou que o nUmero de operacgSes para a monta-
gem e resolugdo do sistema de equagGes também seja superior. Em
outras palavras, nos exemplos aqui processados, nao se observou
uma redugdo na montagem das matrizes ou no tamanhe do sistema,

que compensasse © menor intervalo de tempo do algoritmo misto.

A integracao mista no tempo foi mais eficiente
que a implicita nas situagles em que o intervalo adotado entre
os dois métodos foi aproximadamente o mesmo, como no exemplo do
tubo, ou entdo, nos casos de atualizagdoc sucessiva da matriz de
rigidez, quando o numero de operagdes se eleva drasticamente,

comprometendo a performance da anilise implicita.

Em funcdo do exposto, & possivel tirar  algumas

conclusCes importantes:

19) 0 algoritmo implicito-explicito &, comprova-
damente, mais uma ferramenta a que pode recorrer o projetista es

trutural em situagoes particulares.

29) A principio, @ o algoritmo de Newmark o mais
eficiente. Sua escolha fica na dependéncia do numero de equa-
¢Ses do sistema ndo ser muito grande, da numeragdo dos nds da ma
lha de elementos finitos ser adequada e do intervalo de tempo
ser escolhido em fungdo do periodo fundamental do problema glo-
bal. Nem sempre se consegue atingir essas tres condigdes. 0O na
mero de equagdes do sistema e a numeracdoc dos nds, que determi-
nam o tamanho das matrizes e a drea de armazenamento de dados,
dependem da capacidade do computador utilizado. Muitas vezes &
necessaria a divisdo em blocos dessas matrizes, ou o uso de me-
moria virtual, que comprometem a eficiéncia do algoritmo. A de
terminagcdo do maximo intervalo de tempo exige uma andlise de vi
bragoes livres do sistema, por vezes onerosa, camparando-ée ao
proprio calculo da resposta dinimica que se procura. Isso faz

com que, em certas ocasides, o intervalo de tempo seja adotado
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por tentativas, com poucas chances de ser a solugdo ideal.

3¢) Quando vy > 0,5 e B > (y + 0,5)2/4, o .inter-
valo de tempo a ser utilizado no algoritmo misto &, em geral,
determinado pelo intervalo critico do dominio explicito. Even-
tualmente, esse valor pode ser inferior, a fim de se atender is
condicdes de precisdo e estabilidade para o dominio implicito.
Isso exigiria tambem uma andlise do espectro das freqléncias na

turais do sistema e do carregamento.

42) Se os intervalos de tempo do dominio implici
to, e do explicito forem aproximadamente iguais, o algoritmo mis

to deve sér o mails eficiente.

50} 0 mesmo acontece se houver atualizagdo suces
siva da matriz de rigidez, com o intuito de se acelerar a con-
vergencia a cada iferagéo ou quando se defronta com  materiais
que possuem propriedades que varilam acentuadamente. No entanto,
a atualizacdo da matriz de rigidez s6 temsentido quando surgi-
rem os efeitos ndo-lineares. A condigdo ideal € a atualizagdo
dessa matriz apenas naqueles intervalos onde se fizerem sentir
os efeitos da plastificagdo do material (o presente trabalho se
limitou a esse tipo de ndo-linearidade). A verificacdo de tais
intervalos & muito complexa e nio foi realizada no programa.
Atualizar a matriz de rigidez, em intervalos determinados de tem
po, pode também nac ser uma opgdo conveniente, pois ndo se sabe,
a priori, se esses intervalos coincidiraoc com aqueles onde occor
rerac as plastificagdes. Assim, para contornar o problema, de-
ve-se atualizar a rigidez em todos os imntervalos, solugao essa
bastante onerosa, sO se justificando em problemas altamente nio-
lineares. Deve ser registrado que, nos exemplos analisados, mes
mo nos acentuadamente ndo-lineares, ndo eram necessarias mais do
que tres iteragCes para se atingir a convergencia, tanto no al-

goritmo misto como no implicito.

69) 0 algoritmo misto sO deve ser utilizado em

problemas que envolvam a interagaoc de sistemas rigidos-flexiveis.

79) No caso de interagoes fluido-estrutura, po-
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de-se utilizar o algoritmo implicito modificado, desprezando-se
a rigidez do dominic fluido. Essa situagcdo & condicionada as
mesmas limitagSes do algoritmo misto, mas tem a vantagem de po-
der ser implementada facilmente em um programa de integragao im

plicita.

82) Os elementos escalares de mola provaram simu
lar com eficiéncia os movimentos relativos entre o fluidoea es
trutura. Pelo fato de serem localizados em um Unico dominio, so
devem ser utilizados nos algoritmos implicito e explicito. Devi
do a essa situacdo, e desaconselhavel o seu usc no processo mig
to, pois haveria necessidade de uma faixa adicional de elemen -
tos que compatibilizassem os dois meios. Em decorréencia, o ta-

manho das matrizes do sistema seria majorado.

992) Se o problema for do tipo ndo-linear geomé-
trico, o algoritmo misto deve ser o mais eficiente, dada a ne-
cessidade de se atualizar, constantemente, a matriz de rigidez

efetiva.

Como complementag¢ao deste trabalho, sugere-se que

sejam estudados os seguintes tépicos:

- Comportamento dos procedimentos implementados
com criterios de verificagdo do equilibrio dinimico e estabili-
dade dos algoritmos baseados no conceito de conservacgdo de ener

gias

- Variagdo do intervalo de integracdo durante a
andlise ou adogdo de intervalos de tempo distintos para cada do

- 0
minio;

- Atualizagdoc da matriz de rigidez efetiva, ape-

nas nos intervalos onde ocorrerem efeitos nao-lineares;

- Implementagao de umd sub-rotind para a andlise

nac-linear geométricay

- Implementagdo de elementos infinitos para andlises de

problemas de -interagao solo-fluido-estrutura em meios semi-infinitos.
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