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RESUMO

Apresentam-se resultados de uma andlise nao-linearde
cascas cilindricas circulares sob compressao axial. Incluem-se
nesta analise a verificacao dos efeitos de imperfeigaes geome-
tricas iniciais e do acoplamento entre modos de deslocamento na

resposta nao-linear dessas cascas.

A partir da investigagao da variacao das distribui
¢oes de energia durante a resposta nao-linear, comprova-se, que
as contribui¢oes de energia {ou rigidez) de membrana para a es-—
tabilidade da casca saoc reduzidas substancialmente pelos efei-
tos combinados da interac¢ac nao-linear entre os modos dominan-—
tes e imperfeicoes iniciais. Os resultados dessa investigagao

sao usados para validar um modelo tedrico linearizado com ener-

gia reduzida, recentemente proposto, . que fornece limites infe

riores das cargas de flambagem. Estendendo um pouco mais estas

investigagdes, obtem-se informagbes que permitem a proposicao

de um modelo nao=-linear com energia reduzida que, simulando o e

feito do acoplamento entre varios modos de deslocamento, forne-
ce estimativas das cargas de flambagem, em funcao de imperfei-
coes medidas experimentalmente, com pequeno esfor¢o computacio-
nal.

Mostra-se que os resultados tedricos obtidos com es
ses modelos simplificados se comparam favoravelmente .a resulta-
dos experimentais e representam alternativas simples quando cor

relacionados com outros procedimentos tedricos.
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ABSTRACT
Results from a non-linear analysis of circular
cylindrical shells under axial compression are presented.

Included in this analysis are the effects that mode coupling
and initial geometric imperfections have on the non-linear

buckling behaviour.

It is shown, through the inspection of energy
distributions, that the stabilizing membrane energy contributions
are eroded substantialy during the imperfection-sensitive non-
linear mode interaction that occurs in the buckling of these
shells. The results of this analysis are used to validate a

recently proposed linearized reduced energy model that provides

theoretical lower bound estimates of reported buckling loads.
Extending this analysis to advanced post-critical (post-buckling)
equilibrium states, important qualitative informations were

obtained and made it possible to propose a non-linear reduced

energy model which seems to provide close estimates for the

buckling loads with little computational effort.

Finally, the theoretical results obtained with these
simplified models are shown to compare favourably with experimental
results, representing,unlike other procedures, simple alternative

methods for calculating buckling loads.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1 - Histdrico

Na atualidade, fatores econdmicos e funcionais exi-
gem solugoes estruturais cada vez mais leves. A utilizacdo de
cascas esbeltas tem sido crescente aliando as vantagens de peso
minimo a eficiéncia de formas geométricas capazes de resistir
esforgos através da rigidez de membrana. Contudo, formas estru-
turais Otimas, como cilindros sob compressao axial e esferas sob
pressad radial externa, tém o comportamento pds-critico alta-
mente instavel devido ac acoplamento de vdrios modos de deforma
¢ao. A grande sensibilidade a imperfeicdes geométricas, tipica
dessas cascas, e 0 amplo espectro de imperfeicoes que influen-
ciam o seu comportamento fazem com que a flambagem ocorra para
um carregamento muito inferior & carga critica tedrica. O mesmo
acontece quando & feita a otimizac3o do dimensionamento de es-
truturas compostas, fazendo com que as cargas criticas tedricas
dos diversos componentes estruturdais ocorram simultaneamente;
neste caso ocorrera o acoplamento entre os modos de flambagem
-associados a cada um dos componentes, o que poderia levar a uma

perda precoce da estabilidade.

0 estudo da estabilidade de cascas cilindricas axi-
almente comprimidas tem grande importancia, pois, além de ser um
problema estrutural frequente, & uma introdugao ao estudo decas
cas mais complexas. Mesmo tratando-se de uma geometria tao sim-
ples, e submetida a um carregamento axissimétrico, a flambagem
dessas cascas & um fendmena cuja interpretacido fisica e solugao
tedrica ainda apresenta grandes obstdculos. Estes obstadculos e
a evidente importancia das cascas cilindricas nas indastrias
aerondutica, naval e de grandes estruturas "off-shore", etc, ttm
motivado o .desenvolvimento de pesquisas cientificas e tecnoldgi-
cas. Apesar do grande nlmero de publicacgoes, que abordam o tema
com tratamento tedrico ou experimental, pode-se dizer que  até

os dias de hoje nao se chegou a uma compreensio total do compor



tamento de flambagem dessas cascas. Nas referéncias 1 e 2 encon
tram-se revisoes sobre a evolugao da pesguisa sobre a estabili-
dade elastica de estruturas e quase dois mil trabalhos, que tra
tam exclusivamente de cascas cilindricas, foram listadas por
GRIGOLIUK e KABANOV?®.

15 ou, mais

As primeiras equagoes de estabilidade
precisamente, equagoes linearizadas de equilibrio critico para
cascas cilindricas sob compressao axial, datam do inicio deste
século. Entretanto, foram ocbservadas grandes discrepancias entre as
cargas criticas tedricas obtidas com estas equagSes e as cargas

experimentais de flambagem.

Buscando um esclarecimento para essas discrepancias
DONNELL®, em 1934, levou em conta a existéncia de imperfeicdes
geométricas iniciais nas cascas cilindricas, introduzindo - as
nas equagoes nao-lineares para grandes deslocamentos (equagoes
de von Karman-Donnell), baseadas na teoria apresentada por VON
KARMAN’ para placas. Mas devido a excessivas simplificacdes in-
troduzidas para o calculo manual, os resultados para cargas de
flambagem apresentados neste trabalho® nic foram satisfatdrios
para explicar o fendmeno. Em 1941, VON KARMAN e TSIEN®? demons -
traram a grande influéncia de grandes deflexdes no comportamen-
to pos-critico dessas cascas e em 1950, DONNELL e VAN® mostra-
ram, em calculo mais refinado, a grande sensibilidade das car-
gas de flambagem a imperfeicgdes iniciais. Mas foi KOITER'® que,
em 1945, demonstrou rigorosamente, através de uma analise assin
totica, que discrepincias entre teoria e experiéncia eram devi
das aos efeitos combinados da interacao nao-linear entre modos
de deformacgao e de imperfeicoes, mesmo pequenas, na forma des-

ses modos.

Motivados pela grande sensibilidade & imperfeigdes,
pelo comportamento altamente instavel e pela dificuldade de se
obter a priori as amplitudes de imperfeigoes, alguns pesquisado
res '!'7!% buscaram, através de anadlise n3o linear, o valor mini
mo da carga durante a resposta pds-critica (minimo pds-critico),
para representar um limite inferior das cargas de flambagem. Pa

ra isto, foram tomados niumeros cada vez maiores de termos da sé



rie dupla de Fourier usada para representar os deslocamentos ra

1718 antretanto, que os resultados des-

diais. Tem sido mostrado
sas andlises nao sdao conclusivos sendo por isso inadequadas pa-
ra uso na engenharia.

Em todos esses trabalhos®—1!®, foram considerados
apenas modos de deformagao com ondas curtas longitudinais, os
quais representam a configuracao deformada caracteristica do
estado avancgado pos-flambagem, observada experimentalmente. Mas,

174118 yayelaram, através

programas exXperimentais mais recentes
de mapeamentos da superficie a cada nivel da carga, que o pro-
cesso de flambagem de cascas cilindricas sob compressdao axial &
dominado por modos de ondas longas axiais.

19720 gque, a influén-

Além disso, tem sido mostrado
cia de diferentes condigoes de contorno & desprezivel em situa
¢oes praticas, guando o comportamento da casca & dominado pelo

efeito das imperfeigoes geométricas iniciais.

Dirigidas a indistria aero?espacial, onde as tole-
rdncias e o controle de fabricacao s3o mais rigorosos, as pes-
quisas sobre a influencia das formas e amplitudes de modos de
imperfeicdo na flambagem de cascas cilindricas tiveram grande
progresso nos anos 70. A analise multimodos, apresentada por
ARBOCZ e BABCOCK?' em 1976, & até o momento o que hi de mais so
fisticado para o calculo da carga de flambagem em fungao das am
piitudes de imperfeigoes medidas em protdtipos e modelos experi
mentais. Nesse trabalho®?!, & considerado o acoplamento de modos
de ondas longas longitudinais, que dominam em estados pré-flam-

bagem, com modos de ondas curtas, gue sao dominantes em estados

pOs-flambagem avangados. Apesar de proporcionar uma boa aproxi-.

magao da carga de flambagem experimental, este processo de cal-
culo ainda ndc foi adotadona pratica, pois sua utilizagao depende-
ria do conhecimento prévio dos modos dominantes e das amplitu -
des de imperfeigao em cada um desses modos. Além disso, a espe-
cificagao de toleréncias para amplitudes de imperfeicdo, bem co
mo seu controle na fabricagao apresentam grandes dificuldades .
Assim, a andlise multimodos teria aplicagado somente na verifica

¢ao das cargas miximas ou de flambagem de protdtipos onde imper



feigoes iniciais pudessem ser medidas. Além disso, somente pe-
quenas imperfeicoes em relagao a espessura das cascas sao consi
deradas nesta analise, o que limita a sua utilizacao a indas-
tria aeronautica onde, devido ao processo de fabricagéo as im-
perfeigcoes sao pequenas e onde a construgao em série permite a
formagac de um banco de dados com informagoes sobre forma e am-
plitudes dessas imperfeigoes. Entretanto, em outras indistrias,
como por exemplo a da engenharia civil, os processos de fabrica
cao sao suficientemente distintos para que os dados obtidos na

indistria aerondutica nac possam ser aplicados diretamente.

Assim, na falta de uma teoria simples e racional,
curvas empiricas, baseadas em resultados experimentais selecio-
nados, ainda tém sido usadas no projeto de cascas cilindricas a

xialmente comprimidas..

Para se evitar esse procedimento empirico de proje-
to, foi proposta recentemente uma teoria simplificadal®’2?2723
de estabilidade de cascas cilindricas sob compressac axial. Es-
ta teoria tem levado a formulacao de problemas de autovalor nao
classicos que fornecem cargas criticas tedricas reduzidas e mo
dos criticos associados que se comparam favoravelmente a resul-
tados experimentais que tém sido relatados ao longo dos Gltimos
50 anos. Estas cargas criticas tebdricas reduzidas representam 1i
mites inferiores das cargas experimentais de flambagem. Neste
novo modelo tedrico, a simplificagéo introduzida consiste, em
resumo, em eliminar do problema linearizado a mais importante
componente estabilizadora de energia (ou rigidez) de membrana,
a qual, poderia ser reduzida substancialmente pelos efeitos com
binados da interagaoc entre modos e imperfeigoes geométricas. En
tretanto, embora se utilizando apropriadamente do qonhecimento
do comportamento pos-critico instavel dessas cascas®’’, para ex-
plicar o mecanismo'pelo qual certas componentes de energia de
membrana poderiam ser minadas durante a resposta nao-linear, a
identificagao dessas componentes estabilizadoras & baseada es-
sencialmente na investigagao de distribuic¢ces de energia nos mo
dos criticos, isto &, na investigagéo de estados de deformagéo
vizinhos ao estado critico para o sistema perfeito. Porém, ape-

sar da evidéncia experimental ja referida, se faz necessaria uma



avaliacao tedrica do modelo proposto através de um estudo né&o-
linear da influéncia da interacao entre modos de deformagao, in

17r18
’

cluindo agueles identificados comc dominantes na resposta

de flambagem de cascas geometricamente imperfeitas.

I.2 - Objetivos e Procedimentos deste Trabalho

0 principal objetivo do presente trabalho & investi
gar a validade do modelo tedrico proposto nas referéncias 18,22
e 23. Apresentam-se entao os resultados, de uma anadlise nao - li-
near da estabilidade de cascas cilindricas sob compressao axial
uniforme contendo imperfeicoes geométricas iniciais. Leva-se em
conta nesta analise a interacdo nao linear entre modos de defor

17r18

macao que, conforme observado experimentalmente dominam ©

processo de flambagem. As formas destes modos sao confirmadas

18

por resultados tedricos recentes e pela interpretacao dos re-

sultados obtidos no presente trabalho.

A partir da solugao das equagoes nao lineares de
equilibrio, sao calculadas as conEribuigGes de energia a cada
nivel .de carga, permitindo assim a investigagao das distribui-
goes de energia'durahte o0 -processo nao-linear. Nos capitulos (II)
e (III) encontram-se 0s critérios, hipOteses e procedimentos
analiticos aqui adotados e no capitulo (IV) os resultados obti-

dos sdo analisados.

Mostra-se também que a analise das distribuigoes de
energia & uma alternativa poderosa para ¢ estudo de estruturas
cujo comportamento apresenta dificuldades de interpretagao fisi
ca, cedendo informagOes gualitativas bastante Gteis. Os resulta
dos dessa analise, além de conferir validade tedrica ao modelo
proposto nas referéencias 18, 22 e 23, auxiliaram a interpreta-
‘géockeobservagaes experimentais e levaram & proposigao de um mo
delo simplificado para a verificacao da carga de flambagem quan
do sao dadas as amplitudes de imperfeigao nos modos dominantes.
No capitulo (V) sao apreseﬁtados esses dois modelos simplifica-

dos com energia reduzida.



Finalmente, no capitulo (VI), s3o apresentadas algu
mas comparagoes entre os resultados tedricos obtidos com os mo-
delos simplificados com energia reduzida e resultados experimég
tais e tedricos disponiveis na literatura, ressaltando-se, no
capitulo (VII), o significado que estes métodos poderiam vir a
ter no projeto simples, mas seguro, de cascas cilindricas sob

compressao axial.



CAPITULO IT

APLICAGCAO DA TEORIA DA ESTABILIDADE ELASTICA
A CASCAS CILINDRICAS AXIALMENTE COMPRIMIDAS

IT.1 - Critérios de AnAlise Estatica de Estabilidade Baseados

na Energia Potencial Total

Apresenta-se a seguir a aplicagao do critério de
energia de estabilidade eldstica a um sistema estrutural sob a
agao de cargas "quase-estaticas" conservativas associadas a um
Gnico parametro fundamental de carregamento, A. Para isto, con-
sidera-se inicialmente que a configquragac original, de uma es-
trutura elasticamente deformada, em um estado funddmentalde«xmi
librio, & descrita por um campc de deslocamentos EF e energia po
tencial total V(EF). Segundo o critério de Lagrange, este equi-
librio sera estavel se e somente se, para toda configuragdo vi-

. . F
zinha, definida por deslocamentos u=u +v,

vt o+ v) > v o), (11.1)
sendo v um campo incremental de deslocamentos pequeno e cinema-
ticamente admissivel.

Para a definigao de um estado de equilibrio estati
co, de uma estrutura com carregamento fixado, a condigdao neces-
sdria e suficiente & que V(u) seja estaciondria com respeito ao
campo de deslocamentos u. Essa condigao de estacionaridade de

energia & dada pela equacgao variacional:
6V (u;A) = 0 , para todo Su admissivel (IT1.2)

A equacao (II.2) é chamada equacdo de equilibrio,
sendo que um estado de equilibrioc associado & estavel se e so-
mente se este ponto estacionario de V for, conforme indica a

inequagao (IX.1l), um minimo relativo e completo. A instabilida-



de ocorre quando tal condicdo ndo é satisfeita.

Para valores discretos de A, a equagéo (II.2}) forne
ce distintas configuragaes deformadas, definindo assim caminhos
nao-lineares de equilibrio u=£f()). A figura (IT.l) mostra a pro
jegcao de um caminho fundamental de equilibrio GV(EF(A);AJ =0
no plano i-u particular e ilustra a condigdo de estabilidade
(IT.1) através da representagao esquemitica do mapeamento do es

pago A-—(EF-+y) sobre o espago transformado A-v.

Assumindo que V & uma fung¢ao analitica na vizinhan-

F E . - .
¢a de u (A) e observando que u varia suavemente com © acresci-

Caminho de equilibrio emergindo
de um estado nde-cntice
svsf(nyanl-o0
P
| |
vira] \ ! /
“ N | ]
|
| /< .
N Perfil de
| energia
Y
a1
| y
! ,
] | Cominho fundamental
| :D 1 de equilibrio, vz 0
| mapeamento mapeado sobre 0 eixon
| uFyry
I i
| |
) nennll
u’ Y v o
Figura: I. | - REPRESENTAGAO ESQUEMATICA DO MAPEAMENTO DO |
ESPACO A-{u"+v) SOBRE O ESPACO TRANSFORMADO i
A-v. _ ‘
A figura ilustra uma projeg¢Go X-u particular.




mo de A, pode-se escrever:

vElFm v )\:[ -vilF oy ;\j[ + di{vE;Fm ; A] v +
- = L~ v = ~
\

(I1.3)

-

Tomando V como uma variagao su’ do campo de desloca
mentos original, a variacao total de energia potencial V (v 7A)

fica:

V(v 5 A vE;Fm Vv ;\] - v Ef‘m ; ;] = (II.4)

6vE5 pat () x] + %—.-GZVFI put () ?\]+... =

= v + Vv + ...
1 2
onde V , V , V , ... contem somente termos lineares, quadrati-
1 2 3
cos, cubicos, ... em v e suas derivadas e cujos coeficientes po

dem conter uF(A) como parametro.

Como a configuracao original é um estado de equili-

vV = GV(Y ; u ; A) = 0, para todo du admissivel (II.5)

Observando (II.4), conclui-se que para v pequeno em

relacao 3 unidade:

(v | > vI]>]|vVv]... (I1.6)
Logo, uma condigao necessdria para a estabilidade no
estado fundamental &:

vz —%—62 Vv, gF ;X)) >0 (I1.7)
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O caso critico de equilibrio ocorre quando V = 0 pa
) a

ra um ou mais campos de deslocamentos linearmente independen-
(i) (i)
v. ),

r

tes. Esta situacdo ocorre para determinados pares (X

c ~C
solugoes do problema de autovalor (II.1() apresentado mais adi-
ante. Os pontos EF(Aél)), pontos criticos, sao as intersegoOes

do caminho fundamental, ou pré-critico, de equilibrio dado por
GV(BF(A[ ; A)= 0 com outros secundariocs ou pos - criticos,
u = QF(A) + v{(A), definidos pela equacac (II.2), que expandida

em série de Taylor, fica:

6V(EF+Y;A)=6,JFV(EF;A)+§G V(EF;J\)]y+
L (Ir.8)
2
s L 4 FI(uF ; )\)]V2+... = 0
2! av? L 7

- . F P

onde por conveniencia, passa-se a escrever u Q)==9 e v(A) = v
F . F - .

Observando que év(u  ; A) = 0, pois u (1) & conside

rado constante, e tomando v como uma variacgao du, pode-se rees

crever (II.8) na forma:

1
2.

fi

SV(uiA) 28|6VIviut sA) + 25 82V(viat jA) 4 ...

(I1.9)

O primeirc termo da equagao (II.9) se anula em vir-
tude de (II.5). A condigao de estacionaridade no ponto critico
{para o qual V2 = 0) & expressa pela equagdo variacional tirada
de (II.9),

1]
O
—
<
Il
o

8 _Eszv(g ;ut ;x)] 8 (II.10)

para toda variagao (8) do campo de deslocamentos V.
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A equagao (II.1l0) fornece as equa¢des diferenciais
linearizadas de equilibrio critico. Como EF= EF(A) é}emx(IIJﬂ),
um parametro gue & solugdao do problema fundamental QV(EF ; A)=0,
o que resulta da equagao (II.10) & um problema de autovalor que

(l}, e os parametros criticos de
F., (i)
(A7)

fornece os modos criticos v =v
(1)

c ¥
ra definida pelo menor dos autovalores A

carregamento, A =A para u . A carga critica, Acr,sg

él), nao ‘necessitando
contudo estar associada a um Gnico modo critico Yél); este ﬁlti
mo caso &€, como se verd na segdo (II.3.2), caracteristicoda cas
ca cilindrica sob compressac axial. O procedimento acima, ex-
presso pela equagao (II.10), para a determinacdo de pontos cri-

ticos de equilibrio & devido a TREFFTZ2".

Deve-se enfatizar aqui que, como a equagac de equi-
librio critico resulta de uma primeira variacdo (§) da forma qua
dratica, Vz, do incremento total de energia potencial, este pro
cedimento leva a um problema linearizado de autovalor, o qual
nada informa sobre a estabilidade da configuragao critica.de equi
librio. A representagao grdfica da solugao desse problema de au
tovalor & feita na figura (II.3) pela horizontal em .trago —pon-
to, a qual tem sido por vezes incorretamente associada a uma con
dicao de estabilidade "neutra" da estrutura, nao tendo porém es

sa situac¢ao nenhum significado fisico.

Como, no ponto critico, V2 0 para qualquer combina
(i) ’

gao dos v, . uma condicao necesséria para a estabilidade de um

estado de equilibrio critico & que (veja as equagoes (II.4 a
II1.6)):
;1 8*V =V =0, para uma combinagao (Ir.11)
. 3 .
arbitraria dos yél)
i%—F'V”EV; > 0, para todas as combinagoes (IT.12)
) (1)
dos Vo

Alem disso,a condigao de suficiéncia para a estabi

lidade de estados. criticos e a investigacdo dos comportamentos cri
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ticos e pds-criticos pode ser feita através de uma andlise assin
tdtical®’?®, a qual permite um tratamento formal e matematica-
mente elegante dos problemas de estabilidade. Mas devido ds pe-
culiaridades do problema agqui tratado e aos objetivos do presen
te trabalho torna-se convenientemente a aplicagao direta do pro
cedimento geral da teoria nao-linear da estabilidade elastica .
Neste caso, o comportamento estrutural e a estabilidade de esta
dos criticos e pds-criticos serao estudados através da solugao
direta da equagao nao-linear de equilibrio (veja as equagoes
(IT.9) e (II.5})): '

1 .2
= §°V(v ;u ;
12! ~ "= 3!

s
(I1.13)

A figura (II.2) mostra os trés tipos basicos de com
portamento encentrados em problemas de estabilidade estrutural,
0s guais sao associados a respostas ndo-lineares cbtidas de
(II.13). Conforme visto anterijormente, estas respostas consti
tuem caminhos pds-criticos de equilibrio que interceptam o cami
nho fundamental no ponto critico, o qual & na terminologia mate
matica chamado de ponto de bifurcagao; dail os trés tipos de com
portamento mostrados na figura (II.2) serem geralmente denomina
dos: bifurcagao simétrica estavel, simétrica instdvel e assimé-

trica.

A figura (ITI.2) mostra também os perfis de energia
potencial total, V, relacionados a distintos niveis de carga A,
os quais indicam com &%V 2 0 a estabilidade ou instabilidade de
estados de equilibrio pds-criticos. A estabilidade dos estados
criticos & indicada pelas condig¢Ges (II.1ll) e (II.12), ou ainda
pela seguinte observagac: se para uma variagao arbitrdria de v
(isto & positiva ou negativa) o parametro de carga A & sempre
incrementado a partir de Ao © estado de equilibrioc critico &
estavel; caso contrario & instédvel, incluindo=ge ai o estado criti

co associado a bifurcagdo assimétrica.
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| §fve0
PONTO &¥'v=0
| CRITICD

v«

- P— L
v v v

—~

{a) Bifurc. assimetrica (b) Bifurc. simeétrica estavel {c)Bifurc. simétrica instdvel

Figura: IL.2 - BIFURCAGOES DE CAMINHOS DE EQUILIBRIO E PER-
FIS DO INCREMENTO DE ENERGIA POTENCIAL TOTAL.

E sabido, da literatura sobre o assunto®’®/!%713 que

a casca cilindrica sob compressac axial apresenta o fendOmeno
da bifurcacgao simétrica instavel caracterizado por perda de ri-
gidez durante a resposta pds-critica nao-linear. E sabido também
que as cargas experimentais de flambagem sao sempre inferiores,
e por vezes bastante inferiores, a carga critica tedrica clas-
sica e que essas discrepancias entre a teoria classica e experi
éncia tém como fator mais importante a influéncia de imperfei-
goes geométricas iniciais, as quais sdc inevitaveis em modelos

experimentais ou protdotipos.

Assim, torna-se necessaria a investigagao da respos

ta nao-linear de flambagem dessas cascas imperfeitas.

Considerando entao que a estrutura seja geometrica-
mente imperfeita, porém livre de tensoes iniciais, isto &, que

apresente pequenos desvios iniciais u da gecmetria idealizada
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gquandc descarregada, o campo de deslocamentos associado a uma

configuragac deformada sob uma carga A, pode ser descrito por:

=u (M) +a+V (@, (II.14)

u +

1ol

onde, deve-se observar que a configuragdo deformada da estrutu-
ra perfeita, em estado fundamental de ecuilibrio, foi tomada co

mo referencia.

A energia potencial total pode agora ser escrita co-
mo
v Vi{u ;i) + V{

L=

Pu;oA) (IT.15)
onde V(u ; A) €& a energia potencial total do sistema estrutural

perfeito e a contribuicao adicional V(g ;u;A), devida & exis-

téncia de imperfeigoes, obedece as condigdes:

?(Q ;U ;) =0, para todo u (II.16a)

Via, 0 ;A) 0, para todo u (IT.16Db)

F

De (II.14) tem-se, u =u + v

HESR
tel

P A), (IT.14"')

onde pode-se notar que & o campo de deslocamentos incremental
gue define a influéncia das imperfeigcoes no comportamento do sis
tema estrutural.

O principio de estacionaridade (II.2) & agora dado

pela equagao variacional:

§V (W ,u;zA) =0 (II.17)

Utilizando expansoes andlogas as dadas por (II.8) e
(IT.9), chega-se d equacao nao-linear de equilibrio para cascas

imperfeitas,
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SESV @ouf )+ VEid N+ VG

21 H )\) +...—l:0 (II.lS}

As respostas nao-lineares de flambagem obtidas da
equagao (II.18) sao, para a casca em estudo, da forma indicada
na figura (II.3) e caracterizam um problema de ponto limite.
0 estudo da estabilidéde, de estados de equilibrio ao longo dos
caminhos imperfeitos ou de flambagem, & feito observando-se a
variagao de ) com §, em procedimento anadlogo ao estudo de cami-
nhos pos-criticos.

Em estruturas de comportamento pés-critico instavel,
o caminho de equilibrio da estrutura imperfeita & estavel até
que A passa por um maximo em relagdo a ¥, tornando-se entdo instd

vel. Este valor maximo de A =Af define a carga de flambagem.

A
|
: -56lugdes nGo-lineares
: Resposto pds-critica
| Ne
- - -~y . —_—
/’ A Y
VAR N3
Solugdo / .\ “Estobilidade neutrg
lineorizado A { sem significado fisico }
N

{valido pora qualquer v)

Respostas de flambagem

-
v

Figura:TL.3 - SOLUCOES DAS EQUACOES DE
EQUILIBRIO .
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IT.2 - O Funcional de Energia Potencial Total

II.2.1 ~ HipOteses simplificadoras na teoria de cascas esbeltas

para o estudo de estabilidade

No gue se segue, utilizam-se as hipOteses simplifica
doras fisicas usuais para uma casca esbelta: O material & consi
derado homogéneo e isotrdpico, e as hipdteses de Kirchhoff sao
utilizadas. As deformacoes especificas sao sempre peguenas e
0 estado de tensoes & considerado como aproximadamente plano e
paralelo & superficie média da casca. A energia de deformagio e
lastica é tomada, em primeira aproximacac devida a Love, como a
soma das energias de membrana e flexao descritas como fungdes
guadraticas das deformagdes especificas e mudancas de curvatura

medidas com referéncia & casca indeformada.

Desta forma, e fazendo a dire¢do normal 3 ‘superfi-
cie média positiva quando apontada para o centro, as deforma-
¢coes especificas de um ponto da superficie média si3c dadas pelas

expressdes?®,

— 2 2 2
ey T Wt 5 (ui 4+ vy W) (II.19a)
- oW 1 [ _w,? v, 2
EY = V.ry R + 2 Elry + (Vry R) + (Wpy + ‘_R—‘) ] (II.lgb)
Y. =V + u + u, u, +vwv (v —i)+w (w +l) (FI1.19c)
}{}7 FX IY fx Iy lx fy R lx ry R -

onde (x,y.,2Z)} sao as coordenadas locais, (u,v,w) sdo as componen
tes de deslocamento correspondentes e R o raio do cilindro. A
figura (IT.4) mostra a notacao e a convengao adotadas para a geo
metria e direcgoes positivas dos deslocamentos e resultantes dos

esforcos internos.

Uma simplificagao das expressoes (II.19) pode ser

ainda conseguida considerando-se que:
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(a)
M’x
Ny
N,x _______.’—-'"
z,(w) N Mx M.
e e e ¢ ]
Nyy
Nx - ] ny T
Muy M,*
_____l—-'"vii' M " ‘_‘-__,.--"'
| f
Ny* (b) Myt

Figura:II.4- NOTACAO E CONVENCAO ADOTADAS PARA
A GEOMETRIA E RESULTANTES INTERNAS
DE MEMBRANA E DE FLEXAO.
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a) as deformacgoes sao pequenas quando comparadas a4 unidade
(embora os deslocamentos possam ser grandes em relagao a

espessura da casca);

b) as componentes tangenciais de deslocamento, u e v, sejam

pequenas comparadas ao deslocamento normal, w.

Com isso, as expressoes das deformagoes da superfi-

cie média se reduzem a:

— 1 2
Ex T Wiy T W,
e = v - L ' (II.20)
Y 'y R 2 'y ’
YXY= V. + ufy + W’X Wry

e as mudangas de curvatura ficam:

X = Wrex

= w, IT.21
Xy vy ( )
Yy T Yrxy

As expressoes (II.20) e (II.21l) sao aquelas wusadas
na conhecida Teoria de Donnell -Mushtari -Vlasov para cascas es
beltas.

IT.2.2 - Energia potencial total
A energia potencial total & dada por:

v =U+ 0, (1I1.22)

onde U & a energia interna de deformagao elastica e § & o poten

cial da carga externa.
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Assumindo o estado planc de tensoes paralelc & su-
perficie média, a energia de deformagdo eldstica para a casca

¢ilindrica & dada por:

[L [Z'HR t/2

- L * ¥ 4 oo v .
u = > J i (GX €X+0y €y+°>‘cy-ny)dXdydz (I1.23)

70 L¢s2

onde, (e;, e;, Y;y) sao as deformacoes de um ponto qualquer da
casca eshelta:

* = -

ex €. zX

g* =g -z IT.24
y y ~ Xy ( )
* - —_

YXY YXY 2ZXXY

Introduzindo as relagoes entre tensdes e deforma-

¢oes para o estado planc de tensoes:

o = E (e* + v g*)
X102 X Y
E .
g = (e* + v e;) (IT.25)
Y 1 -v?
E
O’ —

Xy 2 (1+v) 'xy '

e observande que os termos lineares em z se anulam gquando (IT.23)

e integrada, podemos escrever (hipdtese de Love):

U = UM + UF (IT.26)

onde a energia de deformacac de membrana & dada por:

L (2nR
Uy = %; J (E; + s; +2v e ey + 1 Ev Y;Y) dzxdy =
‘o0 ‘o
L oorm (I1.27)
i %Jo } (NXEX * Ny EY * NXY YXY) dx dy

O
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e a energia de deformagao por flexao:

p (L (2TR . . .
Up = & J J {;X + Xy + 2v Xxy + 2(1 =-v) Xx%] dx dy

o Rde} —
(I1.28)
D L [ZWR
= = J (—MX Xy —N%ny + 2Mxy Xxy)dx dy
oJo
_ Et .
sendo K = (rigidez de membrana)
1-wv
3
e p = 28 (rigidez de flexao)
121 -v?)

As resultantes dos esforgos internos de membrana sao
dadas por:

t/2
N_= o_ dz
X b 4
bt /2
t/2
N_ = g _dz (11.29)
y Y
J—t/2
t/2
= J g dz
Xy Xy
-t/2
e as resultantes dos momentos internos por:
t/2
M = - J o_ z dz
X X
-t/2
t/2
M = - oz .
v I v dz (IT.30)
-t/2
t/2
M = J g z dz
Xy Xy
-t/2

Supondo o cilindro submetido 4 tensao externa decom
pressao o nos bordos x=0 e x =L,

(ZNR

_ %=L [L (2TR
Q=- (ot) Ul o dy = ot J W, dx dy (IT.31)

JC) JO o]
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IT.2.3 - Energia potencial total na forma incremental:

A Variacao Total de Energia

Considerando que o campo de deslocamentos da estru-

tura deformada em uma configuragao vizinha a fundamental & defi
. F ~ P

nido por u + v, as deformagoes especificas e as mudangas de cur

vatura correspondentes ficam:

_F I _F I
€ T Ex t &4 X T X T Xy
F T F I
£ = E 4+ E = + I¥.32
y y ¥ %y Xy TX T X ( )
_ _F I _ _F I
ny = ny + ny Xxy = XXY + Xxy

onde os super-indices F e I referem-se aos campos fundamental e

incremental respectivamente.

Assumindo que o estado fundamental da casca compri-
mida axialmente seja um estado de membrana, o que constitui uma

aproximagao fisicamente vilida'®, tem-se que:

Xy = Xy = Xxy =0 (a} ; m, = my = mXy = 0 (b) (I1.33)

[ F g [ F F F

€, =W, ="~ F : n. = K(eX + vey) = -ogt
Fo__w._.,9 D SR Fy_

ey = = = VE (a) <ny = K + v;x) = 0 (b) (IT.34)
F_ Fo_

ny =0 ; nXy =0

Por conveniéncia de escrita abandona-se a seguir o
super-indice I apresentado em (II.32) e as parcelas incremen-
tais lineares (') e gquadraticas (). de deformacdes especificas

e mudangas de curvatura passam. a ser identificadas como:

1 = L - _];. 2 1 —
€% Uy € x z v % Xx T Wiy
= w " — 1 2
e! = v, - —— £ = = W, T = ’ IT.35
y y = R y ~ 2 Yy Xy T Wy ( )
,Y| = v _ W n — ' -
Xy 'x ~ R Vigy T WrxWry Ky T Virky
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e analcgamente a (II.34) pode-se escrever:

Il

n' = K{g' + ve'} n" K{e" + ve")
X X v

X v X
n' = K{eg' + ve') n' = K((g" + ve") (IT.36)
Y Y X Y Y X ,
1 _ 1-v 1 ] —_ l1-v 1
nxy = K{( > )'ny nxy = K{( 2 )Y'XY
e com (II.33),
= 1 - ‘_, 1 '
M m D(xX + vxy)
M = m = — D(v¥' + vy' IT.37
v my (xy Xx) { )
- ] _ - '
Mxy = mxy = D(1 v)xxy

Com a transforﬁagéo V(g P A) — V(EF-+Y ; A), a ener

gia potencial total & dada por:

vt 4y = VR 4 v viuh) + v (v o) |
] (II.38)
+ V (v) + V (v)
3~ y  ~
onde, u =EF(A), Y:iy(l) e as contribuicoes para (II.38) sao:
L r21TR—
VF = %% nFeF + ot EF dx dy (II.39a)
X X X
Jolo L
L (2TR —
— L ] F 1 F Ty .
v o= 5 (n} €, +ny ey +nxex_)+ote;{_ dx dy (II.39b)
JO ‘0 .
L (2TR
vV = i(n" ef +n ef 4nfem 4n e +n'e +n' ¥’ -
2 2 X X v Y X . X X X ¥y Xy XY
c ‘0
(II.39c)

- m ¥ —m}})g’/ +2m}'{y)\{;{y) dx dy
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L 2TR
1 o o :
V = - r}'II' Il + d} " ] +nl| L] +nl 8I'l +n|' 8Il +nl n dx (II-Bgd
3 J 27 W oy I By I Yoy TR S PRGSO :
‘0’0
L (2TR
-— l i n {1 n " n
Vl’—J [ 5 (nx ey *+ ny EY + nnyxy) dx dy (IT.39%e)
0’0o

II.3 - Estado de Equilibrio Critico

II.3.1 - Equagoes de equilibrio eritico

O ponto de equilibrio critico & obtido através da
solucac do problema de autovalor (II.1l0), &§(Vv )= 0. Substituin-
2 .
do-se (II.34a) e (II.35) em (II.39c) e tomando-se a primeira va
riacao de V2 em relagao aos deslocamentos obtem-se:
F Sw

L (27R
= ' 1 — W 1 -
6\72 J J ’n Wi Gw,x + Gu,x +ny (6v,y R ) +nxy (6u,y +6v,x)

(I1.40)

- m Sw, -m' éw, + 2’ Sw, dx dy
X Xy vy Xy Xy

Aplicando o teorema da divergéncia para superficies,

obtem-se as equagoes de equilibrio critico:

n' + n' =0 (IT.41a)
X, X XY, ¥

n' + n' = O (II-4lb)
YrY Xy, X

nF W, +i n' 4+ m' + m' - 2m = 0 (II.41C)
X XX R "y XXX Y!¥Y XV, Xy

e as condigoes de contdrno associadas aos bordos x =0 e x =Lz

n, =0 ou Su =0 (IT.42a)
n;y =0 | ou v =10 (II.42b)
mg’x - 2m§y,y =0 ou dw =0 (IX.42c)
m'! =0 | ou Sw, =0 _ (II.424)
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Introduzindo a fungao de tensdes de Airy:

£, .=n" , £, =n e £, = -n' : (IT.43)
XX vy x Xy Xy

as equagoes (II.4la) e (II.4lb) sao automaticamente satisfeitas,

podendo-se escrever:

£, =Kf{e' + ve')
¥¥ X Y
1 —_ 1 1 V
f,xx—-K(ey + vEX) {II.44a)
' - - l1-v it
f'xy— K { 27) ny
logo:
' = _l__ ! - LI
 x T Et (fyy vf’xx)
e = (' - e ) (II.44b)
y Et XX vy
. _ o 2(1-v}
Yy ~ Et f’xy

Diferenciando-se convenientemente as equagoes (II.44b)
e somando-as obtem-se
1 1

1 - ' T ' _ loug
ny,xy Ft (£ P + 2f XYY + £ 'yyyy) Etv £'- (I1.45)

£ g!
XYY YEX

e de forma anidloga, a partir das expressoes (II.35):

1
1 T _ 1 R
eX:YY ¥ EY,XX ny,xy R Yrxx (IT.46)
Igualando-se as expressoes (II.45) e (II.46), tem-—
se:
i b |__i 4
Et v = R "'xx (IT.47a)

(equagao de compatibilidade)

Substituindo-se as expressoes (II.35) para as mudan

cas lineares de curvatura em (II.37) e essas ultimas na tercei-
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ra equagao de egquilibrio (II.41lc), chega-se a:

4 — i 1 !
DVtw = R f,XX + ctw,xx (II.47b)

{equagao de equilibrio critico)

As equacgoes (II.47a) e (II.47b) constituem uma for-

ma desacoplada das equagoes (II.41)

II.3.2 - Determinacao da carga critica e dos modos criticos.

Buscando uma solucgac das equacoes (II.47) na forma:

w = wi j = £t cos Iy senJdx {II1.48)

' _ i I
onde: I==x e J= 7] (IT1.49)

sendo i o nimero de ondas circunferenciais

e J o nimero de meia ondas longitudinais,

a equagao (II.47a) fornece:

Et?2 J?
R(I%2+ J2)

£ =

> £ cos Iy sen Jx (IT.50)

A condigao de continuidade na direcao y dada por:

2T7R N

| gy w0

o :

& satisfeita para i inteiro e as condicbes de apoio simples:

™

n = £, =0
X Yy
w =0 > em x = 0,L
v =20
T o=
m, 0 )

sao satisfeitas por (II.48)
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Substituindo-se (II.48) e (II.50) em (II.47b)}, ob-

tem-se:
i
L'z (12 +32)% £ cos Iy senJx =
12(1-v7) (II.51)
2
= - Et”J 3 Ecostsean-kotszEcostsean
R? (I%+J%) '

Introduzindo-se em (II.51) os parametros adimensio-
nais:

2 - Rt 2 _ Rt .,

T J e ge = 5 I (IT1.52)
onde c = 3(1 -v?%) , (IT.53)
e fazendo as possiveis simplificagoes, chega-se a:

Et |(@? + g%)° a?
0 = = + > (IT.54)
a? (@® + B?)

—_

A tensao ¢ € minima em relagao a o e B quando:
a? + B2 - a =0 (II.55)

e o valor minimo de ¢ (tensao critica tedrica) é&:

_ Et
Cer = O (II.56)

Os pares (i,3), solucac de (II.55) determinam uma
familia de modos criticos associados a Oure Esses pares de valo
res, quando marcados sobre um grafico ixj, fornecem o circulo
de Koiter!®’!?  como mostra a figura (II.5). Deve-se cbservar
agui que a equagao (I1.55) fornmece uma série de modos assimétricos,
W, ., € um modo axissimétrico, w,. ..

1,3 0,3
lado:

Este modo axissimétrico iso

wW_ . = £t sendx
0,]
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‘ i{n2 de ondas
circunferénciais )

equacdo (II.55)

pares (i,j), aproximacdes inteiras de (IL.55)

j { n2 de ondas
—s=— [ongitudingis }

Figura: II.5- CIRCULO DE KOITER.

aparece em algumas publicacdes®, ndo tendo porém essa deforma-
cao elastica axissimétrica significado fisico apesar de forne-

cer a mesma exXpressao para a carga critica tedrica.

Conforme sera visto mais adiante, na sec¢do (III.1l),
para se obter o comportamento pos-critico instavel, tipico das
cascas cilindricas axialmente comprimidas & necessirio o acopla
mento de um modo axissimétrico (gque geralmente nao satisfaz
(IT.55)), w0’2j =€2t.0052Jx, com duas vezes o numerc de ondas lon

gitudinais do modo critico considerado, LA =f tcos Iy sen JX.
1

r

ITI.4 - Equagoes Diferenciais Ndo-Lineares de Equilibrio para Cas

cas Imperfeitas.

As imperfeicoes geométricas sdo usualmente descri-
tas por desvios normais wi(x,y), da superficie média idealizada
da casca perfeita, e sac introduzidas no problema assumindo - se

que o deslocamento radial total w, & dado pela soma dos desloca

T
mentos da casca sob a acao do carregamento e dessas imperfei-

coes w:

W, =W + W (IT.57)
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 As deformagoes gue ocorrem para a casca sob acgao da
carga serao dadas pela diferenga entre aquelas associadas ao
deslocamento total Yo menos as que seriam produzidas por supos-
tos deslocamentos w somente. Todos os termos lineares em w nas
expressoes (II.20) e (II.21) para deformagCes e mudangas de cur

vatura permanecem assim inalteradas, como por exemplo:

=w - w = w + W - W)
Xx T,xx "xx Txx SXX< \>X<

e os termos nao-lineares em w ficam, por exemplo, como:

¥ 1 2 1 2
= + + = w - = =
£ ©x Yoy 2 'T,x 2 Vg

F 1 2 = 2 2
< < + 5 hu,x + 2W,Xw,x +§R<f \inx).

onde observa-se que apenas 0s termos lineares em w e suas deri-

I
m
+
o

vadas foram retidos, implicando assim na suposigao de pequenas

imperfeigoes iniciais.

As relagoes deformagao-deslocamento e as mudangas
de curvatura correspondentes a pontos da superficie media des-

sas cascas cilindricas imperfeitas sao dadas entao por:

éx = ei tou, W,xw,x + —%—wz,x | (IT.58a)
e, = el + Vit R W W —]2'—w2,y (II.58b)
ey = Vi ¥ Uy F W W W, W bW, W, (TT.580)
Xg = Wiy (II.584)
Xy T Wigy (II.58e)
Xgy = Yoy | (II1.58f)

Observando-se (II.l5), a energia potencial total po

de, agora, ser escrita como:
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F — 1
{&x (ex U, W W, —j-wz, ) + (IT.59)

+N (v,x+u,y+w, w,y +§_.yw,X +w, w,y) -

Xy X X
-m' w, -m' w, +2m'  w, ]dxdy+
x  'xx vy 'yy Xy 'xy
L 27TR F
+ ot J J (e, + u, ) dxdy
0 ‘0

Com V dada por (II.59) e observando-se a equagao va
riacional (II.17) ou (II.18), obtem-se, apds a aplicacao do teo
rema da divergéncia para superficies, as equacgOes nao - lineares

de equilibrio:

N + N =0 (II.60a)
X,X XY, Y ,
N + N =90 (II.60b)
Yi¥ XY, X
DV*w = N (w + w ) + N (w + w +-1-)+

x U 'xx " xx vy vy "yy R

(IT.60c)
+ 2N (Wr + V_\?,
Xy Xy Xy

e as condigoes de contdrno:

Nx =90 ou 6fu =0
=0 cu ©&v =0
Xy (II.61)
m; =0 ocou 6&w, =0
Nx (w,X + W,X) + ny (w,Y + W’y)+ ou 8w =0
+ m' - =0
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Introduzindo a funcao de tensces de Airy, F(x,y):

Fox=Ny B =N e Fry™ Ny (IT.62)
as equagoes (II.60a) e (II.60b) sao automaticamente satisfeitas.
Atraves de procedimento analogo ao utilizado para a obtengao
das equacgoes (II.47), chega-se as equagOes de compatibilidade e
de equilibrio em termos de w e F(x,y). Essas sao as equagoes
nao-lineares do tipo von Karman-Donnell para cascas cilindricas

imperfeitas:

1 —

s 4 = e — _— - —
Bt £ R "xx w’xxw’yy w’xxw’yy
(II.63a)
- W, VW, +w®,_ 4+ 2w, w,
yy XX Xy Xy 'xy
(equacgao de compatibilidade)
DV“W = F, (V\f; + G; )} + F, (wr +Gf + i) =
VY XX piod oYY vy R
{I1.63b)
- 2F,__ (w,__ +w, )}
xy 'xy Xy
(equagao de equilibrio)
onde: F=f +f e £ =- -%—‘Otyz (II.64)

Estas equagoes serao usadas para a anadlise tanto do
comportamento de cascas cilindricas imperfeitas bem como da res
posta pds-critica de cilindros perfeitos, fazendo-se neste alti
mo caso w =0.
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CAPITULO III

DESENVOLVIMENTO ANALITICO PARA O ESTUDO
DO COMPORTAMENTO NAO-LINEAR

III.1 - Interagao entre Modos de Deformagao

A solugao do problema de autovalor (II.10), gue ca-
racteriza o estado critico de equilibrio fornece, através da so
lugao das equagoes (II.47) associadas ao problema da casca ci-
1indrica, uma familia de modos criticos na forma de (II.48) ten
do nimero de ondas nas diregoes axial e circunferencial satisfa
zendo a equagao (II.55). Substituindo-se apenas um desses modos
criticos de cada vez nas equagﬁes nac-lineares (II.63)} obtem~ se,
para cascas perfeitas, respostas pds-criticas estaveis que nao
reproduzem observagOes experimentais, as gquais revelam um com-
portamento altamente instavel e redugoes severas de carga em re
lagac a carga critica cléssica(II.56). Essas redugOes das car-—
gas de flambagem sdo, como & sabido!?’1%r20 devidas principal-
mente &s imperfeigoes iniciais. Por outro lado, viu-se na segao
(ITI.1) gue a sensibilidade a imperfeicoes estd associada a es-
truturas gue tem o comportamento pos-critico instavel, conforme

ilustrado nas figuras (II.2}) e (II.3).

0 fato de gque o problema classico linearizado forne
ce uma familia de modos criticos, associados a uma Gnica carga
critica, indica que a resposta pOs-critica & caracterizada pela
interacao nao-linear entre esses modos. ObservagOes experimen-
tais!’7’!® tém mostrado a ocorréncia do acoplamento entre um ni-
mero grande de modos de flambagem, na forma dos modos criticos

e em outras formas.

Esse fenbmeno da interac¢ao (ou acoplamento) entre
modos de deformacao & ilustrado na figura (III.1) tomando-se ape
nas dois modos (Yl e Yz) que, da mesma forma gue os modos criti

cos da casca cilindrica sob carga axial uniforme, produzem indi



resposta no
modo v,

resposta no A
modo v, | / pés-critico inicial

_________________ P /c pds-critico avdangado
~,
£~ _',"_L
____________ ‘xf—"‘—“" *-..___:____._——'"'—— d
resposta para modos

acoplados, com perda
\\de rigidez.

vilwij) : encurtamento médio U™ { wi;; Wo,zj)

Yo (Wo,aj)

. modo
quase- inextensional

Figura: TL.1 - COMPORTAMENTO NAO-LINEAR E INTERACAO ENTRE MODOS.
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vidualmente um comportamento pds-critico estavel e estao associ
ados a uma mésma carga critica, Acr' Considerando © acoplamento
entre ©os dois modos (Yl e Yz) o resultado &, como ilustradoc na
figura, uma surpreendente resposta pds-critica instavel. Esse
resultado esta em conformidade com o critério de estabilidade
da segao (II.l). A figura (III.2) mostra uma superficie gerada
por incrementos de energia potencial total na vizinhanga do pon
to critico, podendo-se notar que V tem variagao negativa ao lon
go do caminho obtido com © acoplamento entre Yl e Yz-

Vé-se, assim que uma boa aproximagao tedrica do com
portamento nao-linear pds-critico dessas cascas cilindricas de-

pende da escolha adequada dos modos com os quais se fara a ana-

\Y
V(!lig;)\)

V{vi; U5 0) '

— ——

pento
\ critico

projecdo de
V( Vi + !z-,nl.’lF;k)
ne plano AV=Q 7/

V{vi +ve; 45%)

Figura: II[.2 - SUPERFICIE DO INCREMENTO DE ENERGIA
POTENCIAL TOTAL NA VIZINHANGCA
DO PONTO CRITICO.
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lise . Para que 0O desenvolvimento analitico seja o mais sim-
ples possivel, torna-se fundamental a definigao de um pequenoni
mero de modos incrementais de deformagao que sendo dominantes
possam, quando acoplados, fornecer a resposta pds-critica insta

vel esperada.

O mecanismo pelo qual a rigidez, ou energia, & redu
zida pela interagao nao-linear que ocorre durante a resposta
pds-critica inicial dessas cascas tem sido reestudado recente-

18722 Esses estudos tem levado i definigdoc de alguns mo-

mente
dos importantes que devem ser incorporados na analise tedrica.
Com o intuite de dar um carater um pouco mais diddtico ao pre-
sente trabalho, apresenta-se a seguir um resumo dos argumentos®
usados nessas Gltimas referéncias para definir os modos dominan

tes nesse processo nao-linear.

Em uma das primeiras analises tebricas pOs-criticas
de uma casca cilindrica sob compressao axiél, DONNELL® observou
gue, com o progresso de uma deformagao na forma do modo critico
assimétrico, Wi," haveria uma tendé&ncia de acoplamento com com
ponentes axissimétricas de tal forma que a casca pudesse apre-
sentar o comportamento instavel, caracterizado por perda de ri-

gidez global.

Considerando novamente a figura (III.l) (onde agora

Y1 e v _passam a ser representados unicamente por Wid ev%,zy '

esse comportamento foi descrito na referéncia 6 com o acoplamen

to entre o modo critico wi,j e um modo axissimétrico, wO,Zj'Cum

duas vezes o nimero de ondas longitudinais que o modo assimétri
cO W, ..
1.,]

Escrevendo esse modo acoplado por,

(ITIT.1)

Elt cos Iy senJx + Ezt cos 2I%,

o mecanismo pelo qual a rigidez {ou energia) & reduzida, duran-
te a interagao nao-linear pOs-critica pode ser descrito como se

segue:
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Com o crescimento de deformagoes no modo critico

w. ., mostrado na figura (III.3), as linhas circunferenciais aa
r
de deslocamentos normais maximos aumentarao de comprimento em

relagao as linhas (nodais) indeformadas bb; as deformagoes cir-
cunferenciais nao-lineares assim desenvolvidas & que produzem as

tensoes circunferenciais nao lineares n}i 5 Para equilibrar es
r

sas faixas de tensoes de tracgao n§i 5 desenvolvidas ao longo
I
das linhas aa, a casca teria que sofrer uma contragao radial uni

forme w de magnitude suficiente para que a compressao unifor

0,0
me n%o 0 desenvolvida ao longo das linhas bb, tivesse magnitude
aproximadamente igqual a tensao média detiagéo(iJérg©~ol/2ﬂ§i 5 )
ao longo das linhas aa. O resultado seriam faixas au%o-—equili—

bradas de tensces de tragao e compressao dadas pela soma
n 1 .
(nyi,j-+ny0,0) das figuras (III.3a) e (III.3b). Entretanto, um

modo axissimétrico w tendo a metade do comprimentco de conda

0,23
do modeo critico, poderia se desenvolver de forma a reduzir essas

modo critico contracdo radial uniforme  modo axissimefrico secunddrio

l__“o.o

[ mmmma
N

A

=
—4

L +

~ N
£ 3

.
i
!
|
|
|

e

/
[/
A

—_———- ' —ip a——
' ! o fensﬁollineor
-~ I LI I L
Yoo 2 ¥ Lyl NyG2j 2 Ny

(c)

1t

tensdo ndo-linear, ny; ; tensdo linear n

(a) (b)

Figura:TL.3-EROSAO DA COMPONENTE NAO-LINEAR, n; , DATENSAQ |
CIRCUNFERENCIAL DE MEMBRANA ASSOCIADA AO MO |
DO CRITICO, w; ;. .
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faixas alternadas de tensoes circunferenciais. Como mostrado na
figura (III.3c), este modo poderia ao mesmo tempo permitir o cum
primento das condigoes de contorno para w e desenvolver tensoes
circunferenciais lineares n§0,2j gue contrabalancassem as ten-

soes periddicas (n" )} das figuras (III.3a) e (III.3b).

. . —n'
vi,j v0,0
Sendo, como indicado nas figuras (III.1) e (III.2), as requeri
das deformagoes Wy 23 inicialmente bastante menores do que aque

I
las do modo critico W, 3 a redugao de n;i j seria alcancada pa
¥ r

ra estados pos-crticos iniciais com a adig¢ao de muito pouca ener

gia (ou rigidez).

Deve-se notar ainda que a contragao radial uniforme

18¢22 -
r

a qual tem sido observada experimentalmente e natu-

w
0,0’
ralmente eliminada em uma analise nao-linear tedrica, nao sendo

por isso incluida na expressao (III.1).

Buscando uma melhor aproximagao do comportamento
pos—-critico, introduzem mais dois modos sugeridos por BATISTA
e CROLL!®722'23 = oom base nos argumentos de Donnell, mas visan-
do agora uma maior redugdo de rigidez (ou energia): a componen-
te nao-linear da tensao circunferencial de membrana gerada pelo
modo critico deve ser aliviada ao maximo pelas componentes line
ares geradas por modos secundarios que a ele (critico) se aco-

plam.

As tensoes circunferenciais nao-lineares de membra-

na, associadas a amplitudes crescentes no modo critico,“& j,séo
r

propeorcionais a

oo ——EBEE (w2 + ww?, ) + ... (III.2)
yi.] 2(1 -v?) X
Bwi . '
onde w,. = —xel , etc.,
X X

e que juntamente com a expressao de Wy 4 dada por (1I1.48) pode

r
ser reescrita na forma

%ij::a+bammk+c.msny+d.msﬂyamzm (ITI.3)
’
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Seguindo os argumentos de DONNELL®, torna-se neces-
sario definir modos secundarios gque desenvolvam tensdes circun-

ferenciais lineares, n§ que tenham forma exatamente oposta aque

I
la de n" Tais modos secundirios tomariam a formal®’22;

vi, i’

wW_ =W + w .t w

s 0,0 0,27 2,0 T Y2i,23

(II1.4)

go + gzt cos 2Jx + gstcos 2Iy + eqcos 2Ty oos 2Jx

e teriam tensoes circunferenciais lineares de membrana proporci

onais a

! ::———EE—— (- J;W Yo+ L. (II1I.5)

n
YS (1 -v?) R s
que com (II¥.4) podem ser reescritas na forma:

n}s :: e +f.cos 20Jx +g.cos 2Iy 4+ h.cos 2Iy cos 2Tx (III.6)

Assim, como n'", . e n'  tem a mesma forma, & possi-
¥Yi,3 ys N
vel gue com © acoplamento de W i com w_, dado pela exXpressao:
I

+ w =

W =w .+ w + w 2i,2]

i,J 0,2 2,0
(ITI.7)

F;l t cos Iy senJdx + Ez t cos 20x + £ t.cos 21y + EutcosZIyoos 2Jx.,
. 3 :

as tensoes circunferenciais de membrana resultantes sejam subs-

tancialmente reduzidas, isto &,

ate—4( ; b+f—0 ;c+g—%0 ; d+h—>0

0 deslocamento radial incremental dado por (III.7)
é aquele com o qual se fard o desenvolvimento da anadlise nao-1li
near. Deve-se enfatizar aqui gque a escolha desses. modos combi-
nadoé, propostos nas referéncias 18 e 22 contém os dois modos
classicos (w, . e wo’zj)_que teém sido necessariamente incluidos

i )
rJ -21

em analises nao-lineares®: . para reproduzir o comportamento

pos-critico instavel dessas cascas cilindricas.
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III.2 - Equacoes Algébricas Nao-Lineares de Equilibrio

Representando as imperfeigOes geométricas w na for-

ma dos modos em (III.7) por:
W= Elt cos Iy sen Jx + Ezt cos 2Jx + £ tcos 2Ty + Ekt os 2Ty cos 2Jx ~ (III.8)
3

as solugoes aproximadas das equacgoes de von Karmdn-Donnell po-
dem ser obtidas substituindo-se (III.7) e (III.8) em (II.63).

As condigoes de contorno serao omitidas nessas solu

13720 que, pelo menos

gSes, pols tem sido mostrado na literatura
em situagoes praticas, a influéncia dessas condig¢Oes nas cargas
critica teorica e de flambagem e no comportamento de cascas ci-
lindricas axialmente comprimidas & desprezivel. Por outro lado,
as imperfeigoes iniciais tém influéncia dominante no .comporta-
mento nao linear dessas cascas. A referéncia 20 apresenta resul
tados de andlises de uma casca imperfeita para diferentes condi
¢oes de apoio, que mostram que as respostas assim obtidas 530
quase coincidentes com aquela obtida guando esses efeitos sao

omitidos.

Inicialmente, através da solugdao exata da equacaode
compatibilidade (II.63a), chega-se @ expressao que fornece a
parte incremental f da fungao de tensces F. Esta solugao exata
garante que um campo de deslocamentos cinematicamente admissi-
vel estara associado & solugdo da eguagao de equilibrio. A par-
cela fF, referente ao estado fundamental & obtida pela aplica-

¢ao direta das relagoes (II.62).

f? = nF =0
XX y

£ = af - ot (ITT.9)
vy X

F

f, = —nF =0
xy xy

Assim, as parcelas gue contribuem para a fungao de

tensoes, F=f + ¢ , ficam definidas por:
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£F=- 3 oty? (IIT.10)

f = £ cos Iysen JIx +f2 cos 2dx +f cos 2Iy + (IT1.11)
1 : 3
+fu cos 2Iy sen 2dJx +f cos 3Iysen Jx +f6 cos Iy sen 3Jx +
5 !

+f cos 4Jx +fB cos 41y +fg cos 4Iycos 2Jx + £ cos 2Iycos 4Jx.
7 10

onde os coeficientes £ sao dados por:

£ =——§E—-‘Bpw —y )+QE?

1 (I2+J2)2 | 12 13 1_1

£ =-E lop(y,,-16% ) + 495_1

2 16J11 ’ iy Z_i

£=-Et | _opyv -16v )

3 16:['1' 11 24

£ = Et -64PY + 4Qf

Y 16(IZ+J2)2 213 L

£ =—LEY  |_gp(y -2v ) (ITI1.12)
13 14

S (J2+9IZ)2

Et

f=—== [-8P(Y + 2V )
& (IZ+9J2)2 12 14
£ =25 |_py

7 lGJl& by

£ =-EX " _py

8 161'} b4

9 (J2+4I2)2 3 34_

£ = —EC  |_opy

10 (I2+4J2)2 - 24_
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2 -2 .2 2
e onde P = E—J%—i; r Q =.I t (ITI.13})

= T I
‘Pij (Eiij + EiEj + Ej £4) (ITI.14)
Substituindo-se (III.7), {(III.8), (III.10) e (IIT.11)
em (II,63b), pode-se agora resolver aproximadamente esta equa-
cao de equilibrio. Aplicando-se o métode direto de Galerkin, ob
tem-se © seguinte sistema de equagoes algébricas nao - lineares,

cujas incodgnitas sac as amplitudes dos modos de deformagao.

CE -8 +%csg+2c[(s—5)£+w—wj+

11 1 5 1 2 [ 2 3 1 12 13

+%c (Y +16Y )6 +=C (¥ -16V ) +8C (¥ -¥ ) (5-8)+ (III.15a)
7 24 1 8 Ta 11 Iy 3 12 13 2 3

+8C (¥ -2¢ )(6-28) +8C (¥ +2¢¥ ) (§+28) =
12 13 s 3 u 13 12 x4 2y

ce =28 +31cw -16¥ ) + 4 C (8 £-28 £) +
z2 2 Ik 6 1 1 I
+—%—c (v +16¥ )8 +C I:(w -y )8+ a4 5] (III.15b)
7 11 2y Iy 9 12 13 23 3

+C ¥ 8 +C (¥ +2¥Y )8 =0
11 24 4 13 12 14 1

1 1 ,
- L L v252) -

C3 E3 2lc561+g2 4 CG( lgl 2€'+)

-—é—c (v —16¥ )& +C "(w —Y )6 + 4y 64[:4- ' (ITI.15¢)
8 11 I b 9 13 12 1 23 2
L _1

+C ¥ § +C (¥-2¢ )¢ =0

‘10 3% 4 12 113 14 1

CE -A8 =CS8E -CV 1 (a+(w+16wm—l+

b L y 5 3 2 6 23 11 24 2

l_

+—l—c|_qf § - (¥ -16¥ )51 2C ¥ § 4+2C ¥ § - (ITT.15d)

4 Lﬁu A 11 34 10 38 3 11 28 2

1

- 4C (¥ -2¢ )8 +4C (¥ +2\P )6 =0
12 13 14 1 13 12
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)\—%0 , ¢ = /IT v
Os coeficientes C; sac dados por:
2 Z
c= % +B < 2—[ ¢ =c?a?
1 (0-"2"'82)__‘ 7
1 1 2 B
C :"'"’:10.2 + ] C = ¢ —
2 2 o2 8 q?
I 2 nt
C = 2 - _@._.. C =c¢ o B
3 a? 2 (a® +8%)
2 2 2 nh
C:%4m+ﬁ)+ a a c =l 0”8
4 a? 4(a? +B2) 10 (a2 +4B2)
2 2 a4
c=ck_ c =c? B
5 aZ 11 (4a2+8 )
2 2 2 an
C = c-—ﬁili——z c =c2 %8
¢ (a® +8%) 12 (a? +9p%)
2 b
C =c2 %8
13 (9a? +p?)
onde a? = %g J?2 e R? = %% 12

As solucgoes do sistema de

(IXI.16)

(ITI.17)

(III.18)

equacgoes (III.15) fornece

os pontos de equilibrio definidos por g(h,g) e consequentemente

os .caminhos de flambagem de cascas imperfeitas.

Fornecem também

a resposta pds-critica de cascas perfeitas quando §'=O.

Para uma melhor interpretagao fisica do comportamen

to nao-linear dessas cascas,

caminhos de equilibrio através de A xu*(g(l,g)),

& conveniente definir-se também os

onde u* € o en

curtamento médio nac-dimensicnalizado em relagéo ao encurtamen-

to no estado critico, deduzido a seguir:

1
2

+ e

9
E X
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27nR (L
_ 1 _o R S R
Ynadio !x=L ~ 2%R ( Bt ek 2 Wiy W’xw'x) dx dy
Q9 Jo
_ oL J%L
umédio X=L_ E 8 (lyll + 8‘{122 + 41{]44)

Nao dimensionalizando em relagao ao encurtamento critico,

. _ Zer® g

crl x=L E cR

tem—-se:

ar= - £ O L2y gy 4oay ) (ITI.19)
cR |E 8 I1 22 A

III.3 - Expressoes das Parcelas de Energia

Tem sido recentemente mostradol®’??

gue uma analise
mais completa da influéncia de imperfeigoes geoméﬁricas e inte-
racao entre modos de deformacao na resposta nao-linear da estru
tura, pode ser feita através da investigacgao de como se distri-
buem as diversas parcelas que contribuem para a energia poten-

cial total.

No capituleo (II), encontram-se os desenvolvimentos

e conceltos que permitem escrever:

PR ) F

V(1~1 +\~;) F

UM(B -+Y) + UF(Y) + Q(g -+Y) =

(III.20)
V+V +V+.V
T 2 3 S

Hl

e considerando-se que no estado fundamental da casca perfeita os
deslocamentos sac linearmente relacionados a A, pode-se, para o

presente problema, reescrever (III.20) na forma:

vE o+ v rvo+ wto+ v0 o+ 90 =
1 ' 2

3 4 (III.21)
vF o+ Aﬁ; + 62 + AV + 0 + 0

\Y

2 3 L]

que permite uma melhor visualizagao de como o incremento de ener

gia potencial total se relaciona com o parametro de carga e com
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as componentes do campo de deslocamentos incremental. Os sub-in
dices 1,2,3, e 4 indicam termos lineares, quadraticos, cubicos
e quarticos em relagao ao campo de deslocamentos incremental, e
o super-indice F refere-se ao estado fundamental e portanto in-
dica parcelas constantes para cada nivel de carga. Os termos

AV' e AV' sao lineares em A (e respectivamente linear e quadra-
1 2

- -~

tico em v) enquanto V, 60 e V0 independem de A.
~ 2 3 4

-

Desmembrande U,., U, e @ em suas parcelas tem-se:

M’ TF
vE = U;F + of | (III.22a)
\71 = )‘{’;{al + m‘rﬁz + Ezl (III.22b)
62 = ﬁﬁz + 6%2 + 6&2 + U? +uf o+ U;Y + Aﬁﬁi + Aﬁiz (III.22c)
\73 = 6;3 + 653 + 6;‘;33’ (III.22d)
ﬁq = Oy, + ﬁﬁu + 6;{ (III.22e)

Os termos gque possuem os sub-indices M e F sao ori-
ginarios da energia de membrana e flexao respectivamente. Os su
per-indices x,y e Xy indicam componentes axiais, componentes cir

cunferenciais e componentes cisalhantes ou de torgao.

Lembrando que os termos lineares sac representados
por (') e os quadraticos por ("), conforme descrito na segao
(II.2.3), e observando-se a notagao utilizada na segao (IT.4)
paraias deformagoes especificas (II.58) incluindo imperfeigdes
iniciais, pode-se escrever:

L (2TR

_ 1 F F
UM =3 n, e, dx dy (ITII.23a)

o’o
(energia fundamental de membrana)
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. 1 L ;2TR

- LI ]

UMz =5 n, exdx dy
Jolo

-y 1 L 2TR

- = -1 d bl

UMz 5 ny E:y X dy
‘o’o

~ xy 1 L (2TR N

UMz =5 nxy YXY dx dy
‘o’o

-x 1 L (21nR ~ _

UM3 =5 (nx e+ nl Ex)dx dy
‘o’o

y 1 L (2TR

U = = (n" &'+ n' €")dx d

Mg ~ 2 y oy Uy 'y Y
Jolo

~ xy 1 L (2TR

- = i i 1 n

UMa = -5 J (nxy ny +nnyxy) dx dy
o‘0

-x 1 L (21R _

UMu = T?J n., €, dx dy
o’o

~y 1 L (27R .

UML, = —Q—J n Ey dx dy
o’o

- xy 1 (L 2MR ~

Vv, = TJ Dy ny dx dy
olo

(III.23Db)

(segunda, terceira e quarta variacgoes da energia incremental de

membrana axial, circunferencial e cisalhante)

- o (27TR
AVE —AJJ (n' EF

F a1
+ n €X) dx dy

M 2 X X
0’0
(L 2TR
- 1 F
AWy = = n' e dxd
M, ZJ J Y ¥ Y
0’0
: ‘L 2%R
X — __:_L_ " ¥ F “n
kVMz =3 (nX S Ex) dx dy
oo '
-~ L’21TR
¥ :__:!-_r " F
AVMZ 3 ol EY dx dy
lolo

(primeira e segunda variacoes da energia potencial de

axial e circunferencial)

(ITI.23c)

membrana
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% 1 ‘L 2TR
.+ - |
UF T2 ( My Xx) dx dy
‘0’0
y 1 L r21TR
UF =5 (-my Xy) dxdy (III.23d)
‘olo
Ry 1 f ZTR
— = [
UF == 21nxy XXY dx dy
‘olo

(energias de flexdo axial, circunferencial e de torgao)

L (2TR

of = - nt u? dx dy
x 'x
Joy
©’oe (ITI.23e)
N L (2TR F
g = - n. u,_ dxdy
1 X X
‘olo

{(energia potencial externa: fundamental e incremental)

O uso da funcaoc de tensoes de Airy (II.62) permite
a obtengdo dos caminhos de equilibrio em fungao apenas de w; po
rém os deslocamentos u e v e suas derivadas nac ficam definidos
explicitamente. Entao, o calculo das parcelas lineares das de-

formagoes & feito usando-se o seguinte artificio:

o= B S = _- _
EX (u, + W'XW'X) = EX > W'X ' EX “Et (fryy 7 \)f'XX)
- W — - 1 ~ 1l
g = (v,,. - —+ W, W, )=€ - 5w e =-— (f, - vE,
Y ( Yy R y y) y 2 7'y " 7y Et T'xx yy)
¥, = w w =3 - S = 2(1+V)
'_YXY (er + ury"'wrxwfy +Wry w'X) ny W'Xw'y ’ ny Bt fIXy

Desta forma, também as parcelas de energia sao fungoes apenasde

w e suas derivadas.

Chega-se as expressoes das parcelas de energia em
funcac das amplitudes ¢ e g substituindo-se (III.7) e (IIT.8)
nas expressoes das deformacoes e mudangas de curvatura (II.S58)e
resultantes de esforgos internos (II.36) e (II.37) e estas nas

expressoes (III1.23).
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As parcelas referentes a rigidez de membrana sdo da

das agora por:

xF _ TRL 2
UM = I (ot)
AVMI = AVMZ
vy = _ uY
AVMI AVMz
~Xx _ O 2 x y
AV = — 2 = v 27+ v 2
Mo E _( ) 2 2:]
AwwY = 2 o gz g¥ g
M, E [ 2
~X EPES SN S-S
UM2 AUM UM3 UMq
(III.24)

=y —an¥ _8Y _ nY
UM2 AUM UM3A UMq

M, Mj M
Oy, =2, +vz¥ -205
6 =% +vo 20
61\’;13’ =G—2ﬁ§1‘i’

Gﬁh =z¥ + v zfy
ﬁﬁk = zf + v zfy
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~x K L 2TR
ATy = — (éx + v éx éy) dx dy (ITI.25a)
lo /o
L 2TR
AETY = ‘l{- -2 -~ -
M 2 (e + ve_ e ) dxdy (ITI.25b)
Jo JO y - X y
sendo:
K L 2'|TR‘_2
-—2-[ J €4 dxdy =
o0
- WRL 1 [(Iz—w2>2(f2+16f2) + (9T2-uI%)2£2 + (T%2-9v39)2 £2 +
4Et (l_\)Z) 1 L 5 [

+ 16(4I2—\)J2)f§ +16(I%-4uJ%) 2% £2 +
10

+ 32I%(£2 + 16£2%) + 32v2 J* (£? +16f§)]
3 8 3

= [(Jz—vlz)z(fi+16fi) + (9J%-vu1?)? f‘z + (J2-9v1?) f‘; +
+ 16(43%- vi?)? ij+ 16 (J%~ 4v1?) £2 +
9

+ 327% (f§+16fj) + 32v2 1% (£2 +16f2')]
3 - 8

K L(2TR

TJ J ®x &y dxdy =
0’0
gRL 1

= . .[(Iz-sz) (T2-vI2) (£2416£2%) + (9I2-wT?) (J%-9vI?)f? +
4Et (1 -v?) 1 t 5

+(12-9u7%) (9J2-\)I2)f§ + 16(4I1%-v3?%) (J%2-4vI?) f§ +

+ 16(12-4vJ%) (4J2—\)Iz)fj0—32\)1“ (f§+16f2)- 32vJ" (fz +l6fj):[
8

L 2mTR .
nXy _ K ( 1-v, 52 =
AUM - (—2 ) 'ny dx dy : (III.25c)

Jodo

_ TRL

= —= (l+v)I%J? FEZ +16£%2 +9f2 +9f% +64£2 +64f2]
2Et 1 4 5 6 q 10



48

L 2mR _
x _ K 2 _ TRL -2, 2,2 2 2
Zz— 4JJ w,xdxdy 8KJt(El+8€2+4Eh)
o‘o
L 2TR
zx=—K—|[[ E Wi, dxdy =
3 2 X :
Jolo

=@m2t2[(12—\u2)f {26 E +E £) - (I3~wI)f E2 +
. 1 1 2 1 4 LS 1
+(91%-wJ%)f £ £ + (I*°-9vJ3)Ff (22 € +& £ ) +
5 1 4 6 1 2 1 4
+16(I2-4vJ%)f £ & -2T%F (£ +16f £) -
1072 "4 3 71 2y

-321%f £% +2vJ%f £% -32vJ%f (27 +£2)]
[ 2 1 7 2 4

% K L 2nR
— 4 -
Z—BJJ w,xdxdy
o’o

TRL gyt | €% + 24 £ + 98 + 12E%82 +6£2 82 +
4 16 = 2 4 172 1 s

+ 72 gi gi + 12 gi gz EJ

y _ K 2 ax =@-L-K122 2 .8F2 4 42
Z2 1 w,y dy 5 t(E1 Ea Eq)
JO'JO
y K Le2mR _ .
Z = —_— T d_}{ =
3 2 EYWY dy
oo
= TBL k1242~ (J2~VI®)f (26 £ -£ £ ) - (I2-vI®)f £2 -
4t 1 173 1 Ty 4 1
- (9F%-vI®)f £ E + (J*-9VI%)f (28 £ - £) +
6 1 3 5 1 3 1 4
+ 16(T%-4vI2Ef £ £ +23%F (E2 - 16£ £ ) -
9 3 & 2 1 3y

-320PE£ £2 -2 vI2f £2 - 32vIZ%f (282 + Ez)]
77y 371 8 3 "

+728%82 - 128%¢ a]
2y I 3 4
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K L /21R \
. - _~ 2 -
= T J J (ex .w,y + EY w,x) dx dy

©‘0

8Et

TRL 42 IZF(IZ—\)JZ)f (28 £ -£ E) - (T-vIHf E? +
L 1 13 1y s 1

+ (9I2 -wIH)f (2 £ - E) - (I2-9wIHf £ £ +
5 1 3 1 4 6 1 &
+ 16(4T2 VI3 &£ £ + 2I®f E? +32I%F (282 +£2) -
9 3 4 3 1 8 3 L3
20 £ (£2-16E €, , 32w% s gﬂ +
+J2[(J2—\)Iz)f (28 £ +E& £ ) - (J2-vI®)f &2 -
1 1 3 1 4 L 1
- (972 -VIH)f (2E £ +E £ ) + (J2-9vIY)f & & +
6 1 3 1 4 5 71 Tk
+ 16(432 -vI®)f £ & - 2J%F £2+4327%F (2£2+¢&%) +
2 K 2 1 7 2 4

19

+ 2VI%F (82 + 16E E ) + 32vI%F 5;2:[}
3 1 2 Ty 8 4

K L 27R
=?JJ wfxwfydxdy=

-0

=TrRLKI2J2th_}_£'++Eq+2€2£2+2g2€2+2£2£2+
16 =, 4 12 173 | ™

4

F16E2EHAEIED ~4EhE £ - 2608 42876 € |

y

K L 2mR
TJJ (l—v)y}‘{yw,xw, dx dy
(o}

TRL

2

O
KIZ32¢ (1—v2)|:f E(E +E -E) —f (E2-16E £) +3f £ E +
1 1 3 N 2 4 1 2 3 5 1 3

+3f £ £ +16f £ £ +16f EE:[
1 2 3 73 7y 10 "2 'y

As parcelas de energia de flexao ficam:

E%E DJ%¢t? i_’32J2 gi + (J% + vi¥) (Ej + 16 gf)]

“%L DI%t? !3212 £2 4+ (I? + vwJ?%) (Ej + 16 gi):[ (ITI.26)

3

= = DI%232%2¢2 (1 - V) (Ef + 16 Ei)
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e as parcelas da energia potencial externa sao dadas por:

F ZTRL

— 2
Q= B (ot)
(IITI.27)
Q =--EZ;REI‘?t2 (¢ + 8Y + 4¥ ) (ot)
1 11 22 44

Observa-se que para o© cilindro perfeito tem-se
Wii=£i. Nesse caso V1 =0 (conforme a equagao (II.5)) pois a so-
lugao trivial § =0 traduz o estadc fundamental de equilibrio.
Quando se introduzemeﬁyimperfeiQSesgeométricas,a.estacionariedg
de de G(BF+§) ocorre em estados de equilibrio definidos por
g(l,g) #0; por isso Gﬁg;gF) & nao nulo, ja gque 08 incrementos
de energia sao calculados a partir do estado fundamental da es-
trutura perfeita. A figura (III.4) mostra os perfis de energia

potencial para os dois casos.

NI

(a)

{b)

(HF+1)OU U* ! ou E;

Figura.IlL.4— PERFIS DE ENERGIA.
— V=20 somente para a casca perfeita
{a) casca perfeita
{b) casca imperfeita
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CAPITULO IV

RESULTADOS TEORICOS

IV.1l - Procedimentoc Numérico de Calculo

Os resultados tedricos apresentados nas proximas se
coes foram obtidos com o auxilio do computador Burroughs 6700 da
UFRJ. Um programa foi elaborado para fornecer os caminhos nao-
lineares de equilibrio e a distribuicao das contribui¢coes de

energia em estados de deformacao ao longo desses caminhos.

Para cada caso distinto de geometria e/ou amplitu-
des de modos de imperfeicao da casca, solugbes do sistema de
equacoes nao lineraes (IIL15) foram obtidas numericamente atra-
vés de um método incremental-iterativo. Utilizou-se o algoritmo
descrito na figura (IV.l) que a cada incremento da variavel de

controle aproxima a solugao com interacoes do tipo Newton-Raphsor.

A figura (IV.2) ilustra a estratégia de solugaoc em-
pregada, visando maior eficiéncia no processo numérico. No caso
de cascas imperfeitas, inicialmente o parametro de controle & .
A cada incremento de ), obtem-se, apds iteragodes, a solugao
g(k,g} e calcula-se as parcelas de energia e também ¢ e u¥*, cu-
jas expressoes sao dadas nas segoes anteriores. Este procedimen

to @ feito até que BA/BEI+O} ou seja A > A onde ¢ caminho de

fr
equilibrio passa por um maximo em relagao a E. A seguir, o patd
metro'de controle passa a ser El, amplitude de modo dominante.
Efetuando-se convenientemente a troca de atribuicoes entre A e
El, a mesma rotina de calculo pode ser utilizada. Quando se ana
lisa o cilindro perfeito, tem-se que a solucao & a trivial até
que A =Acr; portanto inicia-se a andlise fazendo A =1 e utili-
zando, diretamente, El'como parametro de controle,obtendo&seag

sim o caminho pds-critico A(§ ; E) = A(f ; 0).
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(r+1) - r

e

w

@€

M~

Q

>[

"

'_‘L

— XT+1,0 _yr,mr jr=1,2,...

— m=1,2,...,M

R |
Lalculo das Contri
buicoes de Enerqia

onde: h(X,p) = 0 € o sistema de equacoes algebricas nao 1i
near (vetor das eguacoes)

o vetor de incdgnitas

oy

X

o parametro de controle (X ou £;)

DY

B,
X, = h(X e a posicao indeformada.

101.3) =3 e n (i) < 2L

X ap

-
o

—r
2]

Figura:I¥.1 - ALGORITMO DE SOLUCAO .

N
Ner |

N F-——— :

imperfeito perfeito

x incremental
e corregdes com Newton Raphson

3

Figura:IZ.2- ESTRATEGIA DE SOLUCAO .
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IV.2 - A Influéncia da Interagdo entre Modos e Imperfeigoes Geo

métricas

0 estudo da influéncia da interacac nao-linear entre
modos de deformagdo e amplitudes de imperfeigao crescentes nes-
ses modos sobre as respostas pds-critica e de flambagem & feito
adotando-se a combinacao de modos definida na segao (III.1l), da

da pela expressao (III.7):

W =
W, . +w . W2i'0 + w21.,2j

& t cosIy cosdx + gzt cos 2TJx + £ t cos 2Ty + £ t cos 21y cos 20x
1 3 [

_ 1. - Ty
onde I = R J e J = i

para descrever o deslocamento radial incremental e a expressao
(ITII.8):

WS W3 T ¥, Y Wai,0 T V21,25

Et cosIycosdx + £ toos2Jx + fstcos21y + £ t cos 21y cos 2JX,
1 2 4

na mesma forma de (III.7), definindo as imperfeigOes geométri-

cas.

Esse estudo & feito, inicialmente, para uma casca
com geometria fixada, correspondente a modelos experimentais'’
que permitiram se observar, pela primeira vez, gue: na iminén-
cia da flambagem, © processo nao linear & dominado por modos de
ondas longas na direcao axial, sendo o mais importante aquele
que contém uma lUnica meia onda longitudinal. Um programa experi
mental recentemente conduzido'®, veio a confirmar estas observa
¢oes através de testes de uma série de modelos com  geometri
as distintas. E importante esclarecer aqui que, nessas experién

cias mais recenteg!’’'?!®

a observagao do comportamento na iminén
cia de flambagem foi possibilitada pela utilizacao de transduto
res de deslocamento de grande sensibilidade para mapear a super
ficie deformada a cada nivel de carga. Na grande maioria das ex
periéncias realizadas no passado foi somente observada a confi-

guracao deformada em estagios avancados pos-flambagem, conheci-
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da na literatura classica como "forma de diamante". Esta 0lti-
ma configuragéo deformada, caracterizada por mecdos de ondas cur
tas longitudinais, foi adotada como representativa da deforma-
cao na flambagem em todas as analises pds-criticas anterio-
res®~!? sendo, por isso, seus resultados inadequados para a in-

terpretagao do comportamento de flambagem de cascas imperfeitas.

Nas segoes (IV.2.1) e (IV.2.2) a seguir, sao adota-
dos entao modos de ondas longas longitudinais para as andlises
das respostas nao lineares e das distribui¢oOes de energia para
uma casca éom geometria fixada. Mais adiante, na segéo (IV.3) ,
sera mostrado que o comportamento dessa casca & tipico de outras

cascas cilindricas com diferentes geometrias.

Os primeiros resultados, apresentados nas figuras
(Iv.3) a (IV.1ll), referem-se a uma casca com a geometria defini
da por R/t =1000e L/R=1. O modo assimétrico, wi'., usado na a-
nalise & descrito pelo par de ondas (i,Jj)=(13 ,1) que, para esta
geometria,satnﬁazatequagéo(ll.55)} este modo assimétrico criti
co foi observado experimentalmente’’ dominar o processo de flam
bagem de cascas com esses mesmos valores nominais dos parametros
geomé&tricos R/t e L/R. Nessas figuras sao apresentados resulta-

dos para os.seguintes casos:

Curvas 1: Cilindro perfeito, considerando-se que o deslocamento

incremental & dado apenas pelo modo critico Wy
r

Curvas 2: Cilindro_perfeito, considerando-se o acoplamento dos

4 modos dados por (III.7).

Curvas 3: Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

51 = 0r05 ] E = _0105 ’ E =—E.4 =0

2 3

Curvas 4: Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

£ =0,05 ;& ==0,5 , E=E =0
(este caso também foi analisado na referéncia 17, on-
de foram considerados apenas w, . € W .)

1i.,] 0,23

Curvas 5

Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

£, =05 , €2=—0,5 , g3=€k=o
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Curvas 6: Cilindro imperfeito, 4 medos combinados.

£ =10,5 , & =-1,0 , T =% =0

1 2 3 b

Curvas 7: Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

_g:orl ’ Ez_oll ’ EZEZO

1 2 3 L3

Curvas 8: Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

£ =01 , & =-01 ., T =01 , T =0
1 2 3 ‘ A

Curvas 9: Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

€=0,l ' E='Ofl ' E=Of2 ’ E:O
1 2 3 4

Curvas 10: Cilindro imperfeito, 4 modos combinados.

E=lro r E=E =€=0

1’ 2 3 L

IV.2.1 - Analise da resposta nao-linear

As figuras (IV.3), (IV.4) e (IV.5) mostram a influ-
éncia da interagao entre os modos de deformacao e das imperfei-
¢Oes geométricas nas respostas pds-critica de cascas perfeitas

e de flambagem de cascas imperfeitas.

A figura (IV.3) mostra projecgoes dos caminhos de
equilibrio sobre o plano A x u* (g ;g ; M) onde u¥, dado por
(III.19), representa o encurtamento médio nao -dimensionalizado

em relagao ao encurtamento no ponto critico.

Nas figuras (IV.4a), (IV.4b) sac mostradas as proje

¢oes dos caminhos de equilibrio nos planos A x (£ + ) e
—_— —_ 1 _1-

(gl +& ) x (& +£2) respectivamente. Nos estados vizinhos a car

1 2 r

ga de flambagem, |£1|>{£2|>|£3|>|£4|, sendo portanto o processo

de flambagem significativamente dominado pelo modo Wi-j; a medi
r

da gl & consequentemente representativa da configura¢ao deforma

da de flambagem e sera utilizada mais adiante para avaliar as

variagoes de energia com acréscimos de imperfeicgoes.

Observa-se nas figuras (IV.3) e (IV.4a) que aadogao
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de um Gnico modo assimétrico, representado pela curva n? 1, acar

reta uma resposta pds-critica estavel. O que fica evidente com

a solugdo representada pela curva n® 2 & a necessidade de uma

interacao nao-linear entre os modos de deformagao para retratar
- - ' . - ]

a resposta pos-critica instavel dessas cascas, caracterizada por

perda de rigidez. A influéncia de imperfeigoes geométricas nos

dois modos dominantes w,

. e w .
. 1,] 0,23
traves dessas figuras. Quanto maiores forem as amplitudes de im

pode ser observada também a-

perfeicoes (glt e Ezt), maiores serao as redu¢cOes na carga de

flambagem. Isto se passa até que o desvio radial inicial atinja

[ /7
’
2N . ’ /
Ponto crttico4\ ,/
op-———————————— —
) |
l
Caminho fundomentel |
de equilibric |
|
Ponto de flambagem :
ﬁ I
0,5+ ' 4 |
Ponto de
tlambagem ‘ -
p—— l R/t: 1000
/,/” b | L/r=
e ' 6 i v: 0,3
s L] Giyiy= i3,
- I
£
r I
¢
4 I
a) | 1 , -
O 0,5 . 1,0 u*
Caso ! | modo assimétrico , Z,= O ( perfeito )
Caso 2.4 modos combinados , &= E,= ?_g,: £,=0 ( perfeito )
Caso 4.4 modos combinados , £=0,05,%:=-0,5,8s% &=0
Caso 6 -4 modos combinados , 50,5, £,=-1,0,&,= 8,20
Figura IZ3- CAMINHOS DE EQUILIBRIO .
W= Wi,jt Wozj v wziot Wazizj
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g

| ’/t= 1000
‘Ponto critico L/R= |
| v:0,3
1,0 Ponto de flambagem (i, it=(13,1)
|
|
l
|
i
1
|
|
|
0'5 r i
|
| o
|
3 e %) Lo
! , |
[l A (@ B
| i | |
{ A I : I £
{ 2134 5 R
| | i -
— T | | [: 2
i | = 10 (gl'.-gl)
| |
1k | |
l |
|

R e el s o e il - — '.
-3F Ponto de flambagem ' - e

Ponto onde ) e

%\ € minimo

(E,+E,)

Caso || modo assimétrico , £=0

Caso 2.4 modos combinados, & = Ez= E5= 84=0

Caso 3 .4 modos combinados , E,= 0,05,%2-0,05, 5= £,=0
Cdso 4 - 4 modos combinados , §,=0,05, .= -0,5, Bs= £4=0
Caso 5 © 4 modos combinados , £,=0,5, £,=-05, &3=&,=0

. Caso 6 . 4 modos combinados , £,=0,5, E,=-1,0, &= §,=0

Figura:I¥. 4 - CAMINHOS DE EQUILiBRlO.
W= Wit wo2it Waipo *Wai,zj
{a)- projegdo sobre o plano h- (Ei+E4) /t

(b }- projecdo sobre o plano (E+E)-(5+8) /t
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um valor aproximadamente igual ao dobro da espessura da casca.
Para grandes imperfeicoes, a casca se deforma continuamente, co
mo ilustra a curva tracejada nas figuras (IV.3) e (IV.4a), sem

apresentar o fendmeno da flambagem.

Através da figura (IV.5) pode-se observar o efeito

dos modos de imperfeicao w2i,0 e w2i,2j na variagao da rigidez

global da estrutura (variacao de Af) e compara-lo com a influén

cia dos modos w, . e w ..
1 i,] 0,27

plitudes de imperfeicao _g3t';e fqt_‘ valores iguais ou maiores que aqueles

Nota-se que atribuindo para as am-

E,=0,,8,=-0,l
Ponto de flambagem E, €, N
Caso 7— O 0 |0,827
0 0,1 831
0 0,2 838
0 "O'll 831 .
I 0 —0:2 839
| Caso 8 —s| O 0 799
| 0,l O, i 80!
| 0,1 0,2 808
[ 01' -O, ‘ 80] .
E l R/tz 1000 0, 0,2 810
| L/R= |
i | V=103 Caso 99—« 0,2 0 772
{i,)=013,1) 0,2 0,! 775
i | 0,2 0,2 780
| 012 _O,l 775
i | 0,2 |-0,2 782
I
1 2 3 4 (gl+§')

FiguraTZ.5- CAMINHOS DE EQUILIBRIO .

— Influéncia de imperfeicdes nos modos
(2i,0) e (2j,2i).

— W= Wi, +wozj +twzio *Wzizj
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Ponto critico

Ponlo de - - - — .
flambagem Caso 2- £, &;= E_ﬁ ZE.= 0 ( perfeito}
Caso 6- £, 0,5,%,=-1,0,E,5,=0
Caso 10-g,= |po:'éé:§-5=":§»4: 0

A—

(s.+ E.).

—

R/t= 1000
L/R= 1
V=03

(i, jr=013,1)

Figura: IZ.6 - TENDENCIA ASSINTOTICA DO CAMINHO DE EQUL-

LiBRIO DA ESTRUTURA IMPERFEITA AO CAMINHO

POS- CRITICO EM ESTADOS POS - FLAMBAGEM
AVANCADOS.

= W= Wi, two,z2j+wzi0+ waizj
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fixados para Elt e Ezt, as variacgoes da carga de flambagem fo-
ram muitc pequenas se comparadas com a redugao de rigidez da cas

ca (A
cr

r R
se considerar a influencia de w.. e w.. ., como secundaria.
2i,0 2i,2j

—Afl provocada apenas por W ; e W0,2j' Portanto pode-

Deve-se notar ainda na figura (IV.4) gque as curvas
4, 5 e 6 (casca imperfeita) nao se mostram assintdoticas a curva
2 (casca perfeita), conforme os resultados anteriores®. Este fa
to & devido & presencga de Ez, que afasta inicialmente estas cur
vas, como se pode notar na figura (IV.4b)..No entanto, em esta
dos poOs—-flambagem mais avangados, a tendéncia assintdtica ocor-
re,e & ilustrada na figura (IV.6). Nesta mesma figura, & mostra
do também que quando se tem imperfeigoes apenas no modo critico,
a solugcao & de fato quase coincidente com aquela para a casca

perfeita a partir do ponto de minimo pbs-critico.

IV.2.2 - Analise das distribuigoes de energia

As figuras (IV.7) a (IV.1l0) mostram como as parce -
las incrementais da energia potencial total, dadas na secao
({III.3) tomando-se como referéncia o estado fundamental de mem-
brana, variam com o acréscimo da amplitude do modo critico de

deformagao.

O estudo das distribuig¢oes de energia inicia-se com
a identificag¢ao de parcelas que contribuam para a estabilizacao

18

ou que induzam a perda de rigidez da estrutura‘'”. Conforme o cri

tério de Lagrange, a estrutura serid estidvel se:
AV = Vi{u + 8u) - v(u) > 0

e portanto as parcelas que representam uma contribuicao positi-

va 4 AV sao estabilizadoras e as contribuigdes negativas sao de

sestabilizadoras. Agrupando as contribuig¢oes positivas em V(+)
e as negativas em V(_), pode~se escrever:
ay = v 4 D) (IV.1)
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10

5
10

/
/ //
Ay /
AV 2 Ue )
/
° / R/t= 1000
/ L/R=
/ )0, i o
/ (ijl=013,1)
/ /
/ /
/ n
AUy
/ (2
/ —_—
/ _,_——-“'" S
) e /—mnmmo pos-critico
. ; ' ' . . ' . . ' ' —
---.---—-.________-.- 10 Ej

\ Regige onde A
\ ocorre a flambagem AV
\ (ver figurss IW.8, IL.9 ¢ IZ.10 )

\ caso 2. Bz Ea=E3=Eq4= 0
\ “{ perfeito)
\ caso 4. g|=9,05,§2=-0,5,
o \ E3=Eq=0
a2

Figura:Ii.7 - PARCELAS DA ENERGIA POTENCIAL
INCREMENTAL .

— W= wij twoz twzip twzizj
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e através da figura (IV.7) identifica-se:

<
Il

0 7Y
AUy + Uy + )\sz (IV.2a)

X
AVMZ + AVMI (IV.2b)

<
Il

Esta figura mostra ainda como as imperfeicgoes geomée
tricas contribuem para a perda da estabilidade durante o proces
so nao-linear minando as contribuigoes estabilizadoras AﬁM e
Aﬁiz, provenientes da energia de membrana. Deve-se chamar a -a-
tengao para o fato de que a redugao da contribuigao desestabili
rigidez circunferencial associada a redugoes de AV

somente ocorre em consequéncia direta da perda de

Y
~ -~ Mz
forme argumentado na secgao (III.l). A parcela AVMl,que & nula

zadora AV
e AUy, con

para cascas perfeitas (veja comentdrios no final dasegao (III.3)),
tem valor pequeno em relagdo a redugao de Avﬁz. Assim, a anali-
se se concentrard na investigacao do comportamento das parcelas

estabilizadoras.

A figura (IV.7) apresenta a variacgao das contribui-
goes de energia durante todo o processo nao-linear, incluindo
estados de deformagao avancados; a investigacao do comportamen-
to nesses estados sera feita adiante na sec¢ao (V.3). Nota-se que
: i,
AU, tem um patamar na vizinhanga do ponto de minimo pbs-critico

a principal contribuicao estabilizadora & dada por X e gue
(ou pds-flambagem). Mas o objetivo principal nesta segao & in-
vestigar a influéncia de imperfeigoes e interacgao entre modos na
redugao da carga de flambagem que ocorre na regiao inicial, in-

dicada por um circulo na figura.

As figuras (IV.8) a (IV.1l0) mostram entao as varia-
¢oes das contribuicoes estabilizadoras, nesses estados vizinhos

d flambagem. Nelas, observa-se que:

a) Tanto a interacao entre os modos de deformagao guanto as
imperfeigoes geometricas reduzem significativamente as con
tribuicoes estabilizadoras com excegao de Uy (figura (Iv.8))

que praticamente nao se altera.

:
-

b) A energia potencial de membrana circunferencial, Aﬁﬁz, e

a principal componente estabilizadora. Esta parcela tam-
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bém & a que sofre as maiores redugoes. (figura (IV.9)).

c) Na parcela AﬁM, a influéncia do acoplamento entre os mo-
dos de deformacao se manifesta principalmente anulando a
componente circunferencial Aﬁy, enquanto as imperfeicgoes

geométricas afetam em maior grau Aﬁﬁ. (figura (IV.10)).

Quanto maiores as amplitudes dos modos de imperfei-
¢ao, maiores serao as redugoes das contribuicoes estabilizado-
ras, em particular a da componente AV& , € consequentemente. ,.

2

maior sera a diferenga (X —Af), entre a carga critica tedrica

cr
e a carga de flambagem. Esta ligacgao entre a reducao das parce-
las estabilizadeoras e a perda de rigidez da estrutura represen-—

tada por (Acr -A.) @ melhor ilustrada na figura (IV.1ll). Nessa

figura, os pontog marcados indicam a redugéo, em relagéo ao ca-
so perfeito, dessas contribuigaes na flambagem, isto &, para an
plitudes Ext associadas as cargas de flambagem, conforme indica
do pelas verticais tracejadas nas figuras (IV.4), (IV.5},(1v.8),

(IV.9) e (IV.10).

llJFXIqu

I o-ponto de flambagem

J —

1
1 2 B,

Figura:IZ.8— CONTRIBUICOES DA ENERGIA
DE FLEXAO.
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7\\'};2)‘ |O—4

o - Ponto de flambagem
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|
|
|
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|
|
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|
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|
z
|
|
|
|
|
i
!
|
|
!
!
|
a
|
i
|

Figura:TL.9- CONTRIBUICOES DA COMPONENTE
CIRCUNFERENCIAL DA ENERGIA
POTENCIAL DE MEMBRANA.
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)
1} alnx 10
(a)
'}
1} AUy x 10° ?
0
(3 |
0 (s)
(b)
(&)
L -
{ 2 £,
‘ o- Ponto de flambogem
1} A0y x 16°

{c)

Figura:IL.I0 - CONTRIBUICOES DA ENERGIA INCREMENTAL
DE MEMBRANA.

{a) componente circunferencial
(b} componente axial ' ] .
{¢) soma das comp. circunferencial, axial e cisalhante.




66

O que fica claro & que a maior contribuigao estabi-
lizadora, Aﬁgz & também a mais severamente reduzida pela acao
conjunta da interacdo ndo-linear entre os modos de deformacio e
imperfeigoes geométricas iniciais. Este fato veio comprovar os
argumentos usados nas referéncias 18, 22 e 23 para a proposigac
do problema simplificado com energia reduzida, o qual seri ana-
lisado na segao (V.2).

‘ ' R/t= 1000
L/R= |
1,0 . v:0,3
_lL___ (i, j)=013,1)
(V‘*UC)
AVwz
(Vven®
- Ue
(V+®
AOM
//// (VD
| ” l (')\crl-')\f)
0 — —o—
t,0
Figura:IZ.Il-REDUCAO DAS CONTRIBUICOES ESTA -
BILIZADORAS VERSUS PERDA DE RIGIDEZ.
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IV.3 - A Influéncia da Varia¢ao dos Parametros Geométricos

A influéncia dos par@metros geométricos na resposta
poOs-critica de cascas cilindricas & analisada com o auxilio das
figuras (IV.12) a (IV.17) . Para essa andlise w & ainda descri
to pela combinacao de modos de deformacac (III.7), sendo o modo
critico assimétrico wi,j definido por pares (i,j) E(icr,l), on-
de iCr € o valor inteiro que satisfaz aproximadamente a equagao
(IT.55) quando j =1 e depende dos parametros R/t e L/R. De acor
do com os argumentos introduzidos na seg¢ao {IV.2), toma-se j =1
pois o modo critico dominante na iminéncia da flambagem possui

uma meia onda longitudinal.

A figura (IV.l2) mostra as respostas pods-criticas

de cascas cilindricas axialmente comprimidas com geometrias di-

versas. Deve ser observado que cada conjunto de curvas referen-

tes a um mesmo R/t sao nao-dimensionalizadas em relacgdo a carga
- > - N (]

critica teorica correspondente e por isso todas as curvas mos-

tradas nessa figura tem inicio em A =1. Pode-se notar ainda que

R/t= 5000
L/R= 4.0

R/t=200] |
L/R=0.25

R/t= 1000 _ L{R/t: 1000
L/R=0 {R/f:EOO L/R= 4.0
L/R= 40
000 {R/H 200 { R/t= 1000
t= 5 = =
E';moa?J L/R=10 L/R=10 {R/nsooo o , N
' L/R= 80 Q —-minima pas-critico
PP R | T T S T S | | VI S S J, O T SR TR W T R T flﬁff—*
10 20 30 0 g,

Figura:IV.12- CAMINHOS DE EQUILIBRIO .
— varia¢do dos pardmetros geomeétricos
— cilindro perfeito
— W= Wi j +wozjt Wajot Wz 2
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R/t= 200
V= 0,3
I-L/R=4
(i,i)= (4,1}
(a)
I -L/R=1
(i,j)={8,1)

Ir-L/Rr=0,25
(i jr= (13,1

‘ 110 g*i
R/t= 1000
V:=0,3
I-L/R:=4
(i,j)=(7,1)
(b) | m-L/Rr=1
' | (i,i)=(13,1)
| m™-L/R=0,25
. {i,ji)=(24,1)
minimo

pos-critico

/

R/t= 5000

V= 0,3

I-L/R:=4
{i,j)=(10,1)

I-L/R=1
{i,j)=(20,1

mm~-L/R= 0,25
ti,j)=1(38,1)

minimo

pas-c¢ritico ‘—\!

L
. 1,0 ;';

Figura: IZ.13 -CAMINHOS DE EQUILIBRIO

— variagGo de L/R com R/t fixo
— W= Wi,j +wo,2j twaio +wzijzj
{a) - R/t=200
(b)- R/t=1000
(¢ )~ R/t=5000
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a variagao das amplitudes com o parametro de carga depende da
curvatura (R/t) e do comprimento (L/R) do cilindro. A fim de per
mitir a comparagéo dos diversos casos, torna-se conveniente a
apresentagao conjunta das variagoes das distribuicdes de -ener-

gia. Para isto, introduz-se o parametro adimensional:

1

T
1,m

onde & representa o valor de £ no ponto de minimo pds-criti
1 1 =

10
co.

As figuras (IV.13 a, b, c¢) mostram as proje¢des dos
caminhos de equilibrio sobre o plano A -£* para valores discre-
tos de R/t fixados respectivamente em 200i 1000 e 5000, assumin
do L/R em cada um desses tres casos os valores 4,0 (curvas I) ,
1,0 {(curvas II) e 0,25 (curvas III), representando assim cilin-
dros longos, médios e curtos. 0 que pode ser notado nessas figu
ras & gue o aspecto da resposta pds-critica independe da geome-
tria da casca, isto &, todas apresentam estados pds-criticos ini
ciais instaveis. Contundo, o grau de instabilidade ou ainda a
potencialidade para redugoes de estabilidade face aos efeitos de
imperfei¢oes geomeétricas nac sac aparentes nesses graficos. Um
entendimento melhor de seus comportamentos pode ser conseguido

através' das distribuicdes de energia.

As figuras (IV.14), (IV.1l5) e (IV.l6) apresentam as
variagoes com respeito a ET, das contribuigoes nao-dimensionais
de energia (ENERGIA/Ucr.A.t) para as mesmas geometrias das figu
ras (IV.13a), (IV.13b) e (IV.l3c) respectivamente. Observa-se pe
los eixos de ordenadas nessas figuras, que os valores das con-
tribuigoes de energia crescem quando R/t decresce, pois a carga
critica classica, dada pela expressao (II.56), & inversamente
proporciocnal a R/t e conseqguentemente o valordofuncional de ener
gia (associado a rigidez) & menor para cascas mais abatidas, is
to €, de curvatura mais fraca. Deve ser lembrado também, antes
de dar prosseguimento & investigagao das distribuigoes de ener-
gia, que a perda de rigidez acarretada por imperfeicoes geométri-
cas iniciais e interagao entre modos é um reflexo das redugoes

sofridas pelas contribuigoes estabilizadoras oriundas da ener-



70

100xI0°

-100xIC°

I-L/R= 4
(i,j}=04,1)

IT-L/R=:1
(i,j)=(8,1)

Or-+/R= 0,25
(i,jy=013,1)

R/t= 200

v=03

Figura: IV 14 - PARCELAS DA ENERGIA POTENCIAL

INCREMENTAL .

—variagdo de L/R com R/t fixo
—cilindro perfeito

— W= Wi, +twozjt waio+ wzi,2j
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10xIO’

6
-{0x10

minimo pds-crrtico
. f i \\|

T 1 T e ——

1,0 -9

= \ I-L/R=4
\\\ \ » Cihids (7,1)

\ m-L/R=1
A \\ \ Ciyid=t13,1)

(i,j)=(24,1) |

&:la \ \ R/1z 1000
AT \ V=03

Figura: TV .15 - PARCELAS DA ENERGIA POTENCIAL
INCREMENTAL.

— variagde de L/R com R/t fixo
— cilindro perfeifo
— W= W jtwget Waiot Waizj
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IOnIOs

-10x15

I-L/R=4

\ - (i,i)=010,1)

_ IO-L/R: 1
\\ {i,jl=(20,1)

| IX-L/R:0,25
\ (i,i}=(38,1)

R/1= 5000
v=0,3

Figura:IV.16 - PARCELAS DA ENERGIA POTENCIAL

INCREMENTAL.

— variagdo L/R com R/t fixo.
— ¢ilindro perfeito.
- W=Wi,j + Wp,2] + Wz2i,0 + Wzizj.
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100 x I0°

0

NV
u | @ At R/t=200

R/t=1000

R/t=3C00

|

|

|

] — }
0.25 1 q L/R

Figura:IV.17- CONTRIBUIGOES DAS PARCELAS AVj.e U

QUANDO E'}= 0.2
~c¢ilindro perfeito
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gia de membrana; isto foi demonstrado na secao (IV.2)

A segunda observagSo importante, que pode ser feita
com as figuras (IV.14) a (IV.16) & que a contribuicao estabili-

zadora da casca cedida pela componente circunferencial da ener-

-

gia potencial de membrana, AV%,
2

cresce e a diminuigaoc relativa dessa contribuigao estabilizado-

decresce quando L/R também de-

ra @ mais significativa para cascas com valores menores de R/t.
Por outro lado, nesses casos, @ a componente de energia de fle-

xao, U,, que tem um papel de importancia crescente na estabili-

'
zagao ga casca, nao sendo contudo afetada nem por imperfeigoes
geométricas nem pela interacao entre modos de deformagao. Essas
observacoes sao esclarecidas pelas figuras (IV.17 a, b, c), on-
de as contribuigoes de energia para ET = 0,2 (representativo da
flambagem), e valores fixos de R/t, sac marcadas em graficos co

mo fungoes de L/R.

O que se pode concluir dessas observagoes &€ que cas
cas cilindricas curtas (L/R pegueno} e pouco abatidas (R/t pe-
queno) oferecem, como era esperado, uma maior resisténcia a flam
bagem nesses modos de ondas longas axiais. Mas, além disso, a
resisténeia a flambagem de cascas com o mesmo valor de R/t cres
ce a medida em que seu cumprimento (ou L/R) decresce. Esse mnég
cimo de resisténcia com o decréscimo de L/R torna-se menos acen
tuado para valores crescentes de R/t. Essa 0Oltima afirmagao que
contraria os resultados tedricos classicos, vem corroborar ob-
servagoes experimentais'® e resultados tedricos recentes'? 2% 23
gue indicam que as cargas de flambagem de cascas tendo um mesmo
R/t podem ser menores para aquelas mais longas. Em outras pala-
vras, as cargas de flambagem dependem também do parametrc L/R,
embora esse grau de dependencia seja menor do que agquele para
R/t.
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CAPITULO V

MODELOS SIMPLIFICADOS PARA A ESTIMATIVA
DA CARGA DE FLAMBAGEM

V.1l = Introdugao

Os trabalhos pioneiros de DONNELL®’?®, VON KARMAN® e
KOITER'® mostraram que as imperfeicdes geomdtricas iniciais e a
interagao nao-linear entre modos s3c os fatores de maior influ-
éncia sobre o comportamento e cargas de flambagem de cascas ci
lindricas sob compress3c axial. Entretanto, devido a grande com
plexidade desse processo de flambagem a.maioria dos modelos pro
postos para representar o fendmeno fisico contem sempre um alto
grau de simplificagoes que por vezes sd3o baseadas em hipdteses
iniciais questionaveis, tornando-os assim inadequados para esti
mar as cargas de flambagem. Essa complexidade do processo nao-
linear de flambagem €& devida principalmente ao grande numero
de modos (modos criticos resultantes do problema cliassico) gue
se acoplam e consequentemente ao largo espectro de imperfeigaes
que podem influenciar o comportamento estrutural e as cargas de
flambagem.

Para estimar tanto qualitativamente quanto quantita
tivamente a flambagem dessas cascas, um modelo tedrico deveria
levar em conta a interagao nao-linear que ocorre entre a fami-
lia de modos criticos (incluindo assim modos de ondas curtas e
longas) e outros modos que a estes se acoplam e, ainda, as im-
perfei¢des em todos esses modos. Isto seria, porém, uma tarefa
muito dificil de ser realizada, mesmo com o auxilio de computa-
dor e técnicas numéricas refinadas.

Uma anidlise multimodos?!

desenvolvida recentemente,
que considera a interagac entre mais de 10 modos de deformagao
e imperfeig&es, tem alcangado resultados de relativo suCesso

quando comparados &s cargas de flambagem obtidas de modelos ex-
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perimentais. Como comentado na introdugao ao presente trabalho,
o sucesso da referida andlise multimodos é considerado relativo
pois necessita-se, para a sua aplicagaoc, um conhecimento prévio
das amplitudes e formas de todos esses modos de imperfeicoes
iniciais. Além de outras dificuldades mencionadas anteriormente
no capitulo (I), essa andlise multimodos pode tornar-se bastan-~
te complicada e onerosa, tendo validade de aplicagao somente no
estagio  de verificagoOes da resisténcia 3 flambagem de protdti-

poSs.

Para contornar os problemas inerentes dessas lti-
mas analises nao-lineares, foi proposto recentemente!® um mode-
lo linearizado que, levando em conta somente os resultados que
os efeitos combinados de imperfeigoes e interacgao entre modos
teriam sobre as cargas de flambagem, tem fornecido cargas criti
cas reduzidas que se comparam favoravelmente a resultados expe-
‘rimentais. Este modelo tedrico simples fornece limites inferio-
res das cargas de flambagem e, por isso, teria aplicacao em fa-
ses de pré-projeto e na idealizagao de modelos experimentais pa
ra pesquisas futuras. A investigagao das simplificag¢oes introdu
zidas nesse modelo constitui o objetivo principal do presente

trabalho. Isso & feito na segdo (V.2) através dos resultados ob

em regioces vizinhas & flambagem.

Com essa investigagao das distribui¢oes de energia
durante a resposta nao-linear, foi possivel identificar também
a influéncia gque a interagao entre modos e imperfeigoes tem so-

bre o comportamento pds-flambagen avancado. Esse estudo permi-

tiu generalizagoes que levaram a proposicao de um novo  modelo
nao-linear que, ao contrario daquele descrito na referéncia 21,
é de aplicagao simples e racional. Isto & mostrado na  segao
(V.3) onde sao também discutidas suas limita¢des e a sua aplica
bilidade na fase de verificagao tebrica de resisténcia a flamba

gem de protdtipos.
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V.2 - Estimativas de Limites Inferiores para Cargas de Flamba-

gem

V.2.1 - O problema linearizado com energia reduzida

A analise da variacao das distribuicoes de energia
durante a resposta nao-linear nos modos dominantes de ondas lon
gas longitudinais permitiu que no capitulo (IV) se verificasse

que:

a) a contribuigao mais importante de energia (ou rigidez) pa
ra a estabilidade da casca & dada pela componente circun-

ferencial, Avﬁz, da-energia potencial de membrana;

b) por outro lado, essa componente, gue & proporcional a ﬂ&,
€ a mais severamente reduzida pelos efeitos combinados da
interacao nao-linear entre modos e imperfeig¢des iniéiais
nesses modes.

com o acrescimo de amplitudes de imperfeicoes, sac melhor ilus-

Essas redugoes da contribuicao estabilizadora de membrana X

tradas pela figura (V.l). Nessa figura c¢s pontos marcados indi-
cam a redugao, em relagao ao caso perfeito (veja a figura (IV.9)),
dessa contribuicao na flambagem, isto &, para deformacoes gl as
sociadas as cargas de flambagem da casca analisada nas figuras
(IV.3) a (IV.6). Deve ser lembrado que as cargas de flambagen
calculadas ocorreram para deformagoes EI entre uma e duas vezes
a espessura da casca, podendo assim essas deformacoes dominan-
tes serem consideradas pequenas. Essa situagao indica que a

flambagem ocorreu para estados de deformacac ainda vizinhos do

estado critico, muito embora as cargas calculadas de flambagem

fossem bastante inferiores a carga critica classica. O que a fi
gura (V.1l) pretende também sugerir com o trecho de curva trace-
jada & que se essas redugoes tivessem sido analisadas com © mo-
delo nao-linear multimodos (mais do que os 4 modos usados), elas

se mostrariam ainda mais severas.

Os resultados apresentados no capitulo (IV) obtidos
com uma anadlise nao-linear conferem, entao, validade tedrica-nu

mérica ao modelo simplificado proposto recentemente'®, o qual &
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i,0
Obs.. Vejo Fig. (IZ.4),(IX.5),(IZ.6) e (IL. 9}
,’\0;2 Caso @ pora diferenles casos.
(V)@
CASO @
caso (10)
0,5
! cASO @
\\ — Solugdo eq. {IL.15)
\ === Extrapcola¢do
\
\
\
\
0 ' ‘ -—
0 0,5 1,0 (Aer=N¢)

Figura: ¥.1- REDUCAO DE AVyh, COM ACRESCIMO DE lMPERFE'ICéES.@

baseado essencialmente na investigacgao ‘das contribuicgdes de ener
gia associados a cada um dos modos criticos isolados; isto &,

na investigacao de distribuigOes de energia para estados de de-

formagao vizinhos ao estado critico para o sistema perfeito.. Con

siderando os argumentos descritos na secao (III.1l} para a intera
¢ao nao-linear entre modos e extrapolando os efeitos gque teriam
as imperfeigoes iniciais, nesse modelo a componente estabiliza-
dora AG%z €, para uma condi¢do limite, eliminada do problema
cladssico de auto-valor, resultando no problema n3ao-clissico de

energia reduzida, V¥*,

= T X ouX oy
6V2 = Sy, + Uy, * AchMz_) 0 (v.1)
onde, o sub-Indice 2 refere-se 3s componentes quadraticas de

energia (a energia de flexao somenter possue termos quadriaticos).
Deve-se ressaltar aqui que a componente quadratica de energiade

deformagao de membrana & pouco influenciada pelo acréscimo de
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imperfeicoes quando El & ainda pequeno (El il): Pode-se notar
na figura (IV.10) que as maiores redugdes de AUy, estao associa-
das a grandes deslocamentos (El » 2), tendo porém AUM nesses ca-
sos contribuigdes significativas de suas componentes ciibicas e

quarticas; isso serd investigado mais adiante na segdo (V.3).

Este modelo simplificado, que fornece o limite infe

rior da carga de flambagem, & ilustrado pela figura (V.2).

Partindo-se da equagao variacional (V.1l) e utilizan
do procedimento anadlogo ao da segao (II.3.l1), chega-se ao siste

ma de equacgoOes diferenciais:

L ogee o - 1
Etv f' = R Y7y (V.2)

(equagao de compatibilidade)
b - L o L % 1
DV'w = —&= ny + 5 o*t (ﬁ'xx + " (w,XX + vw,yy)
L (1 -v7)

(equacac nao-classica de equilibrio)

Tensdo axiol

Solucdo v
ndo - linear A
AN
6\ a
\b .
1

limite inferior do cargo
de ftombagem eq.{V.6)

—

€,

-FigurQ:Y.Z— LIMITE INFERIOR DA CARGA DE FLAMBAGEM
OBTIDO PELO MODELO SIMPLIFICADO.
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gue, apos a introdugdo do modo critico na formade (II.48) e dos

parametros adimensionais a®? e 8% dados por (II.52) fornece:

(a2 + p2)? a?
+ 2
o a? (a?2 + B?)
5 = (v.3)
Ccr . 2
(1 - v =)
1 o
(1 - v?)

onde Oy e dado por (II.56). Os valores de c*/ocr, em funcao dos
parametros a?, B? e v sdo apresentados na figura (V.3}, onde po
de ser feita a comparagao com a solugdo do problema clissico de
autovalor. Nota-se que o valor minimo de U*/Gcr estd relaciona-
do ao modo critico com 1 meia onda longitudinal (menor valor pa
ra o?), que o nimero de ondas circunferenciais do modo critico
(relacionado a B?) difere daquele fornecido pela teoria classi-
ca e gue, ao contrario da solugao classica, 0*/0cr também depen
de de L/R e v. Expressoes para Ogr/ccr (vahn:nﬁnhm3de_@70cr)e pa
ra i;r {nimero de ondas circunferenciais) seriam obtidas fazen-
do-se 30*/3B =0, porém este procedimento acarretaria equagdes cu

ja solucac exata & impossivel.

A referéncia 22 apresenta as expressoes abaixo, ob-
tidas a partir das mesmas aproximagoes de Donnell para cascas
cilindricas usadas no presente trabalho e assumindo w na forma
de (II.48). O nimerc de ondas circunferenciais do modo critico

& dado por:

-l 1/6 2 1/3
. 12 v {1l - v) R :
i* = o« | =— . J (V.4)
. [(2-v>] [" ]

onde, substituindo-se j =1 tem-se:

. _ L 1/6
ix = 2.216 vl = v) = (R/ty? (V.5)
| (2 -v) L/R
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, para (i, j)= (i*_, 1) é:

- . *
0O valor minimo de ¢ /Gc or'

r

1,418 C I}l +c (24100 - ¢ 2“2/3)'%J
g* 1 2 3

cr _ (V.6)
o
cr 21/3_(1 _ ckz 2/3)
onde Z & o conhecido pardmetro de Batdorf definido por:
- Ly2 R _ v2y1/2 V.7
z = ( R) - T - (1 ve) (v.7)
e os coeficientes Cy abaixo sdo fungoes apenas de v:
— - -
o - la-v oa-w® 3 ozt a-w® a-wit?
1 vE2-y) P 2w’
: (V.8)
B B 3
o _ o oasv e-w|M? Lt 2o’ a-vy e |V’
z j? v(l-v) * }2 vi(1-v)

Visando um procedimento mais simples para o calculo
do limite inferior da carga de flambagem, a expressaoc (V.6) foi

aproximada numericamente:

o*
_Cr _ o 7€, (v.9)
a 5

cr

onde os coeficientes Cs e C6 sao dados pela tabela (V.1)

102 < z < 10" Z > 10"

0,1 2,796 | -0,246 | 7,641 | -0,323
0,2 2,345 | -0,275 | 4,617 | -0,333

0,3 1,993 | -0,289 | 3,714 | --0,333

0,4 1,637 | -0,296 | 2,514 | -0,333

Tabela (V.1)
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A figura (V.4) mostra os valores de Ggr/ocr em fun-
g¢ao do parametro de Batdorf, obtidos através das equagoes (V.6)
e (V.9); observa-se que (V.9) fornece uma boa aproximacao e a

favor da seguranca.

V.2.2 - Correlac¢oes tebrico-experimentais.
t

A fiqura (V.5) apresenta uma correlacao entre os re
sultades dos problemas linearizados decorrentes da teoria clas-

sica, dada pela equagao (II.54), da teoria simplificada'®’?? da

“x: , -
Ter ot 2 3 4 s 6 7
| ! /s / Y 8
= Vv AN S 0
9
0
30
Lo
-4 Teoria cldssico (h=2gr)

B - eq. (IL.54 ) . _
i=l

B Resultodos

experimentais , ref. |18
51—
o R/t= 300
N | L/R= 2,88 |
{v:0,3
[ A=Xormin N
B ! \Teoria simpliticade (%=Xt , ref. 18 !
i eq {Z.6) i
[~ c
) i | | | | {1 | L L n I | ! 1 L
2 3 4 5 & 7 8 9 10 U0 12 13 14 15 16 7

ne de ondas circunferenciais -} |

Figura ¥.5- CORRELACAO ENTRE AS TEORIAS CLASSICA, SIMPLI-
FICADA E RESULTADOS EXPERIMENTAIS.
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da pela equagao (V.6) e resultados experimentais’'® de modelos
de cascas metalicas com propriedades indicadas na figura. Essa

correlagao mostra que:

a) ao contrario da teoria cléssica, equacao (II.54), a teo-
ria simplificada, equacao (V.6), fornece uma carga criti-

ca minima bem definida, associada a um (nico modo critico;

b) esse modo critico tem apenas uma meia onda axial (j =1) e
um certo nimeroc de ondas circunferenciais, i;r' fou mais
precisamente um comprimento critico de onda) o gual de-
pende da geometria da casca; o par (iér,l) define um modo
critico aproximadamente igual ac modo dominante de flamba

gem observado experimentalmente!?;

c) a carga critica reduzida, Aér

lo simplificado fornece um limite inferior para cargas de

=g* /g obti o mod
cr/ cr’ tida com ode

flambagem dessas cascas sensiveis a imperfeigoes; isso tem
sido confirmado'?® através de correlagdes com indmeros re-

sultados experimentais.

V.3 - Estimativa das Cargas de Flambagem

V.3.1 - O comportamento nao-linear em estados pds-criticos avan
cados

Sabe-se da Teoria da Estabilidade!?®’?°

que o grau
de sensibilidade a imperfeigoes iniciais de uma estrutura & in-
dicado, em primeira aproximagao, pelo angulo 6 que a tangente
ao caminho pds-critico, no ponto de bifurcagac, faz com a dire-
gao associada com a condigdao neutra. Na segao (III.1) discutiu-
se a necessidade da consideragaoc do acoplamento de um modo axis

simétrico, ao modo critico assimétrico, w; 4 Para repro
I

¥0,25°
duzir a resposta pds-critica inicial instavel de cascas cilin-
dricas sob compressao axial. Essas situagoes sao indicadas na
figura (V.6), onde pode-se também notar que a adigao de mais
dois modos, acoplados aos dois primeiros, nao modifica de forma
consideravel a instabilidade da resposta pds-critica inicial e,

consequentemenfe, o grau de sensibilidade a imperfeicoes. Estes
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1,0.—-——————————————--———-——- (— _——
y " O (relativo ‘o sensibi-

lidade ‘a impefeigdo)

cascas perfeitas

ponto de

G5 flambagem

________ R/t= 1000
| L/R=1
vz 0,3 i
(i, 1)=013,0) '
pds - critico
cascas imperfeitas
1 —
0,5 1,0 u*

— — — 2 modos acoplados {w= wi,j+ woz;)
4 modos acoplados {w=wi;+ Woz2j + Waio + Wai 2}
—-—— extrapolacGo pora o acoptamento de mais de 4 modos

imperfeigdes: 2 modos: §,= 0,5, €,= - 1,0 B
4 modos: E,=0,5,8,=-1,0, E,= £,=0
extrapolado: E€,=0,5,2,=-1,0,E;=8,= ... =0

Figura: ¥.6- EFEITOS DO ACOPLAMENTO DE UM NUMERO
CRESCENTE DE MODOS DE DEFORMACAQ COM |
ONDAS LONGAS NA RESPOSTA NAO- LINEAR |
DE CILINDROS AXIALMENTE COMPRIMIDOS.
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ultimos resultados foram mostrados no capitulo (IV), onde se sa
lientou ainda as severas redugoes sofridas, com o acréscimo de
imperfeigoes nos dois modos dominantes, pela mais importante cam
ponente estabilizadora de energia, durante a resposta nao-linear
até a flambagem, e a relevidncia dessas reducdes de energia para

a carga de flambagem.

A analise feita em capitulos anteriores focalizou,
entao, o comportamento pos-critico ou de flambagem inicial e cul
minou, na segao (V.2), com a verificagdo de um modelo. tedrico
linearizado'®. Alternativamente, o objetivo da presente segdo &
o de examinar o comportamento nao-linear em estados pos-criti-
cos avancados, ja que o grau de estabilidade desses estados po-

de ter influéncia consideravel sobre as cargas de flambagem.

A figura (V.6) apresenta as projegoes sobre o plano
A -u* dos caminhos de equilibrio de cascas perfeitas e imperfei
tas, com propriedades indicadasna figura, considerando o acopla

mento entre 2 modos (w=w. . + w ) e entre 4 - modos

1,3 0,23
(w=w, . +w0'2j +w21’0‘+w21’2j) de ondas longas longitudinais.

i
Observézse que no estagio pés-critico inicial existe uma gquase
coincidéncia entre as curvas relativas a 2 modos e a 4 modos e,
existem indicagdes'®, pelo menos para modos de ondas curtas, que
esta coincidéncia deve permanecer para um numero maior de modos
acoplados; a validade desse argumento & garantida pela observa-
cao de que nesta regido o modo critico W3 & dominante. Em es-
tados pos-criticos mais avangados, onde as amplitudes dos modos
secundarios ja sao consideraveis, estas respostas pos-criticas
sao divergentes. Nota-se a tendéncia de diminuigdo da carga mi-
nima pos-critica (ou ponto de minimo pdOs-critico) d medida que
o numerc de modos acoplados & aumentado; o caso multimodos & su
gerido na figqura (V.6) pela curva trago-ponto, a qual tende a
estados neutros de equilibrio apds o trecho instdvel inicial. As
respostas nao-lineares de estruturas imperfeitas, sendo assinto
ticas aos caminhos pOs-criticos, sofrem entao a mesma influén-
cia da interagdc n3o-linéar entre os modos, para estados avanga
dos de deformagao, e isto tem por sua vez um reflexo direto so-
bre o comportamento de estados vizinhos a flambagem. Em outras

palavras, o comportamento na flambagem (gque ocorre para peque-
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nas e médias deformagoes incrementais) e, conseguentemente, a
propria carga de flambagem dependem, além do comportamento pds-—
critico inicial, também do comportamento da casca em estados a-

- - .
vangados pos-criticos.

O que se pretende portanto nesta secao, recorrendo
agora ao estudo das distribuicgoes de energia em estados pés—cri
ticos avangados, & a obtengao de informagoes gque permitam simu-
lar, com um modelo matematico simples, o efeito do acoplamento
de varios modos de deformagao sobre a resposta nao-linear de cas
cas cilindricas imperfeitas e as redugdes adicionais da carga
de flambagem (indicada para o caso de 4 modos na figura (V.6))

decorrentes desse efeito.

Como, em estados pds-criticos avancados, as amplitu
des dos modos secundarios apresentam valores significatives, a
deformacao incremental da casca & melhor representadapor(u*~uﬂi
A figura (V.7a) mostra, para 3 dos casos da fiqura (V.6), aspro
jecOes das respostas nao-lineares sobre o plano i - (u* -u*F) e
na figura (V.7b) sao apresentadas as correspondentes distribui-
¢oes das parcelas estabilizadoras de energia em fungao da defor
magao incremental em modos de ondas longas axiais. Conforme des
crito anteriormente nas segées (IV.2) e (V.2), observa-se que,
para estados de deformagaoc vizinhos & flambagem, imperfeigdes ge
ométricas sao o principal fator na Tedugdo da rigidez (ou ener-
gia estabilizadora) da casca, afetando principalmente & compo-
nente circunferencial da energia potencial de membrana, Aviz.
Para grandes deformagoes iﬁcrementais, contudo, & a energia in-
cremental de membrana, AUy, que sofre as mais severas variagoes

(redugoes) com o acréscimo do nlmero de modos acoplados.

No estudo do comportamento nao-linear em estados
pos-criticos avancados, € importante se levar em conta o compor
tamento dessas cascas deformando-se em modos de ondas curtas lon
gitudinais pois, observa¢oes experimentais revelam gque estes mo
dos apresentam-se de forma dominante nestes estades. A influén-
cia do comprimento de onda axial do modo critico na resposta
nao-linear da casca e nas distribuig¢des de energia podem ser ob

servadas com o auxilio das figuras (V.8) a (V.10).
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Figura: V.10 - INFLUENGIA DO NUMERO DE ONDAS AXIAIS DO
MODO CRITICO, wi;, NAS CONTRIBUICOES ESTA

BILIZADORAS DE ENERGIA.

= WT Wit Wooit+ Wzt Wz

Apresenta-se na figura (V.8), o circulo de Koiterpa
ra cilindros com R/t =1000 e L/R=1. A curva cheia representa a
equacao (II.55) e os pares (i,j), representados por pequenos cir-
culos, sao aproximag¢des para valores inteiros de pares de ondas,

definindo uma familia de modos criticos Wi,j associados a &x;l.

A figura (V.9) mostra as projegoes dos caminhos de
equilibrio sobre o plano A —u* considerando-se a combinacaoc de
4 modos dada por (III.7), sendo, em cada caso o modo critico
Wi,j definido pelos pares (13, 1), (18, 2), (24, 4), (27, 6) e
(29, 9). Nota-se que 4 medida em gque se diminui o comprimento

de onda axial, a sensibilidade a imperfeigaes decresce e veri-
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fica-se uma tendéncia a um equilibrio quase neutro em torno d&o

ponto de minimo pos-critico.

A variacao das parcelas estabilizadoras com a defor
magao incremental (u* —u*F) e com o comprimento de onda axialdo
modo critico & apresentada na figura (V.10). Observa-se que pa-
ra modos de ondas curtas longitudinais, por exemplo (i,j) = (29, 9),

a energia de flexao, U torna-se a principal contribuicao esta

Fl‘
bilizadora e a energia incremental de membrana, AUM, tambéem as-
sume um papel de crescente importancia em detrimento de AVﬁz,cg

ja contribuigéo decresce acentuadamente.

X ,
ponto critico
Wwwe———————+—-—

casca perfeita

ponto de flambagem /4

0’5 _.:_ _—=—n—=r=-==— —— = ‘

R/t= 1000
L/R= 1

|
minimo pds-crl'tico }
| vz 0,3
|
|
|
|
O

casca imperfeita ti [j )=(27,6)

(E= 0,05, €,=-0,1,E;: E,: 0)

|
0,5 1,

——
u*
==——— 2 modos acoplados ( w= w;; + woz; }

4 modos acoplados { w= wi j+ Woz) +Waio + Wi 2;)

Figura: ¥. 1| - EFEITOS DO ACOPLAMENTO DE UM NUMERO CRES
CENTE DE MODOS DE DEFORMACAQO COM ONDAS
CURTAS NA RESPOSTA NAO LINEAR DE CILIN —
DROS AXIALMENTE COMPRIMIDROS.
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As figuras (V.1ll) e (V.1l2) sao analogas as figuras
(V.6) e (V.7) respectivamente, mas nelas, o modo critico Wi,j e
definido pelo par (27,6). Assim, pode-se observar a influéncia
do acoplamento de um numero crescente de modos quando estes pos
suem um pegueno comprimento de onda axial. Através das distribui-
¢oes de energia mostradas na figura (V.12b) torna-se mais evi-
dente que o acoplamento de varios modos de deformacgio reduzem

substancialmente a energia incremental de membrana, AU em es-—

Mf
tados pds-criticos avangados. Verifica-se também que a redugao
de AV&Z devido a imperfeigdOes geométricas & relativamente gran-
de em estagios iniciais, mas permanece guase constante em esta-
gios avancados; por outro lado, com o incremento de deformagoes
as imperfeigGes provocam redugOes crescentes em AU,.

O que se pode concluir & que se fossem considerados
um maior niimero de modos de deformagdo na anidlise, incluindo o a
coplamento entre modos de ondas longas longitudinais, dominan-
tes na iminéncia da flambagem, e modos de ondas curtas, dominan
tes em estados pds-flambagem avangados, as variagoes relativas
mais importantes nas contribuigoes estabilizadoras para grandes
deformacoes, seriam aquelas associadas d energia incremental de
membrana, AUM, a qual sofre reducgoes acentuadas. Essas redugoes
sugerem o cancelamento, no funcional de energia, de componentes

positivas de AU de maneira a simular os efeitos que seriam cau

MI
sados pelo acoplamento de mais modos de deformagao na resposta

de flambagem de cascas imperfeitas.

V.3.2 - O problema nao-linear com energia reduzida

O objetivo deste modelo nao-linear com energia redu
zida &€ a obtengao de uma melhor estimativa da carga de flamba-
gem, através de um procedimento simples. Considera-se entao a
deformagao incremental nos modos de ondas longas axiais dominan
tes na pré-flambagem e, através de simplificagoes na energia in
cremental de membrana, simula-se o efeito do acoplamento de mais

modos, inclusive os de ondas curtas longitudinais.
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Figura: ¥.13 - VARIACAO DAS COMPONENTES Uwz , Uus e Ums COM
O AUMENTO DE MODOS ACOPLADOS.
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A figura (V.13) mostra © comportamento das componen-

tes quadratica (U, ), cubica (U, ) e quartica (U, ) da energia
M2 Mj My

incremental de membrana (AUM) com o crescimento da deformagao

. F .
incremental (u* -u* ) em modos de ondas longas e considerando o

acoplamento entre 2 ou 4 modos. Observa-se que U e UMq sao es

M
tabilizadoras enquanto que UM3 é deSestabilizador;. Observa-se
ainda que, crescendo o numero de modos acoplados, tem-se varia-
géo relativamente pequena em _UMzr mas a influéncia em UMue UM3
& consideravel. Apesar do crescimento de cada uma, a soma das
trés parcelas tem, para grandes deformagoes, variacao aproxima-
damente nula, principalmente com o aumento do numerc de modos a
coplados,. como mostram as curvas de AUM da figura (V.7b); isto
também & observado na figura (V.12b) para a deformagao em modos

de ondas curtas.

4

L validade do modelo i yd

yd
v &AUM (2 modos)

V BU,, ( 4 modos )
/ .

///
// ‘ [ Upa + Uys = BUy - Uy,
- \(

/, Z (2 modos )
/7 N
: / -
/ ,
‘ R/t= 1000
L/R=1
v: 0,3
(i, jr=(13,1)

led;-

L | [ L { | 1 |
0,08 (- 0*")

-

Figura: ¥.14 - SIMULACAO DA REDUCAO DE AUwm ATRAVES DA
ELIMINACAO DE Uuas.
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Seguindo filosofia idéntica dquela empregada para o
modelo simplificado da segao (V.2), elimina-se do funcional de

energia a contribui¢ao estabilizadora mais afetada, no.caso Uy -
: 4

0 efeito dessa omissao de Uy, ©m uma analise nao-linear repro-
N

duz, para pequenas deformacoes, a redugao de AUy provocada pelo
acoplamento de novos modos. A figura (V.14) ilustra o fato mos-

trando as curvas de AUM para 2 e 4 modos e a curva de (UM -+UM =
- 2 3
:AqM_UMq) para 2 modos. Esta figura também mostra que a valida-

de do modelo & limitada a pequenas deformagoes incrementais.

Estas conclusoces podem ser verificadas analiticamen

te pelo desenvolvimento a seguir:

A energia incremental de membrana & dada por:

L 1-v

2

=K
boy =% |

2
dx .
N Yx},) dy (V.10)

2TR
J €2 +e2+4+ 2ve & +
. XY xy

Assumindo-se gue o deslocamentc radial incremental

seja representado apenas pelo modo critico:
W = t cos Iy sendx,
1

obtem-se, substituindo na equagao de compatibilidade (II.63a),

a fungao de tensoes:

f = f1 cos Iy senJx + f2 cos 2dx + f3 cos 2Ty {(V.11)
onde
' Foo
£ = Et JRt-g (V.12a)
1 (IZ +J2)2 1
_2 2,2
£ o= 22 [IIE g2 (V.12b)
2 16J'+ 1
T 242,.2
¢ = Et | g g LS (V.12¢)
3 l6I'+ B 1
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Substituindo-se (V.1l) nas expressoes das deformagoes em fungao
da funcao de tensoes (II.44b), e estas em (V.10), apds a inte-

gracao chega-se a:

_ TRL

AUy = Zme

[(IZ+J )2f2 + 32" f2 + 321"f3] (V.13)

Nota-se que AUM serd reduzida se e s0 se os valores
absolutos de fl, f2 e f3 forem reduzidos. Por outro lado, a in-
trodugac de novos termos na fungao de tensoes, acarretados pela
combinagao de mais modos de deformagao, provoca a acumulagac de
novos termos positivos em AUM. Portanto, os modos a serem intro
duzidos na analise devem:

a) Reduzir os valores absolutos dos coeficientes f, dos ter-

mos ja existentes na funcao de tensoes.

b) Caso introduzam novos termos em £, que sejam de pequena

ordem.

Com a introdugéo do modo axissimétrico, WO 25" tem-
r
se:
w =% tcosly sendx + § t cos 2Jx
1 2
e
£ = f1 oostsean+fzcos2Jx+f3c0521y+fscostsen3Jx (V.14)
onde
£ = —E skl N +£g (V.15a)
i_2 2.2 2
- Et I J2t rﬂt;tE (V.15b)
2 163" 2

3 N [ J (V.15c)
161

_ Et 2 12,2
f = — |- 2I°J°t
5 (I2 +9J2)2 [: ) gl Ez] (V.lSd)
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Com os valores de Et e %lfornecidos prela figura
(IV.4b), verifica-se que £2+t!Rtﬁ/8)gi;ent§o f2 +0. Supondo que
51 & pequeno, a redugac em AUM'é notdria pois a contribuicgado Qe
fs, alem de ser pequena {ordem de Ef) tende a ser anulada por
uma redugao de mesma ordem em f1

Quando o deslocamento radial incremental & dado pe-
la combinacao de 4 modos, dados por (III.7), verifica-se pelas
expressoes da funcao de tensoes (III.11l) e (III.1l2) e de AUM

(III.25) que a redugao de AU, se faz através de mecanismo analo

go.

Generalizando-se, pode-se dizer que a adicdo de no-
vos modos de deformagao na andlise teria como consequéncia a in
trodugao de contribuigoes lineares em { que reduzem os coefici-
entes f, ja existentes, os quais sao fungoes quadridticas  das
amplitudes dos modos previamente adotados. Considerando que as
amplitudes sao pequenas, as contribuigoes quadraticas introduzi
das nos f, ja existentes, bem como a introdugao de novos coefi-
cientes quadraticos em £, tem pouca importéancia. Identificando

os termos lineares, quadraticos, clbicos e quarticos em & por

(3, ("), (")e (") respectivamente, tem-se;
AU = Auﬂ + AUIII + AUI'IT C ==
" neooon " (V.16)
n I
=z a/ (f)? =32 a,(f + £1)2
i=2 * *  i=1 7
e
n
AUL =L ai(-f;_)2 (V.17a)
i=1
n
AUy = T (2 £Y) (V.17b)
i=1
n
puptt = T oa, (£))? (V.17¢c)
i=1

Assim, os coeficientes f}, quadraticas em £, contri
buem para AU&”. 0 acoplamento com novos modos, introduzira con-

tribuigoes em AU& e AU&’ gue tendem a anular AU&“. Em estagio
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pos-critico inicial, quando as amplitudes dos modos de deforma-

¢ao sao pequenas, a interagao nao-linear entre muitos modos se-

e

ra reproduzida se eliminarmos AUM

do funcional de energia po-

tencial total.

A eliminagao de AUy"" da andlise tem como consequén
cia o cancelamento dos termos cibicos em £ nas equagoes (III.15),
deixando inalterados os termos lineares associados a Up e a
oY
kVMZ.

Esta simplificagao & valida para pequenas amplitu-
des de deformacao, e portanto, o modelo se aplica para cascas
gue apresentem a flambagem com Elg I; o que implica em que as
amplitudes de imperfeigdes devem também ser relativamente peque
nas. Assim termos nas formas Eigjgk e Eifjak também podem  ser
cancelados nas equagoes (III.15). Nesses estados de pequenas de
formagoes incrementais, as amplitudes dos modos secundarios sio
ainda muito pequenas, portanto, serao considerados apenas 2 mo-
dos (w:=wi,j +W0,2j)'

Dessa maneira, as equagoes algébricas de equilibrio

para o© novo modelc nao-linear ficam,

cg—x5+—%cag +2C(6E +¥ )= 0 (V.18a)
1 1 1 5 1 2 1 2.1 12
1 1 _

C & -4 + =C V¥ + =—C 8§ E =0 (V.18b)
2 T2 2 32 Ts 11 4 g 17
onde
§, = (£, +E) e Wi'J = (EiEj + ElEj_+ EJEl)

W 2 24 2 2 2
c =%_(“ hal <0 B S c =c & : (V.19)
1 0'.2 (a2+82)2 5 0'-2

6 (az +62)2
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As equagoes (V.18) constituem ent3o um modeloc sim-
plificado, gque leva em conta o efeito do acoplamento de virios
modos de deformagao, para estimativas das cargas de flambagem.
A figura (V.1l5) mostra o tipo de resposta obtida. Sera mostrado
no proximo capitulo que as cargas tedricas de flambagem AftMBxM
obtidas dessas equagoes, quando sdo conhecidas as imperfeicdes,
sao proximas daquelas observadas experimentalmente, oferecendo
ainda a vantagem de poderem ser programadas em peguenas calcula

doras.
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CAPITULO VI

COMPARAGCAO DE RESULTADOS

VI.l - Comparagoes entre Resultados Tedricos Obtidos com o Mode

lo Linearizado da Segao (V.2) e Resultados Experimentais.

A primeira dificuldade encontrada na utilizagdo de
analises nao-lineares para estimativas de flambagem de cascas
cilindricas & a previsao de formas e magnitudes das imperfei-
coes geométricas iniciais e isto tem levado pesquisadores & bus
ca de um limite inferior da carga de flambagem. Conforme discu-

tido no capitulo (I), tem-se procurado adotar®~!?

como estimati
va desse limite inferior o valor da carga no ponto de minimo
pds-critico. Mencionou-se, entretanto, gque este proceédimento para
obtengéo desse minimo, além de ser conceitualmente duvidoso, re
sultaria em grandes dificuldades adicionais pois, como observa
do em capitulos anteriores, haveria a necessidade da considera-
cao, em uma anadlise nao-linear, de um nGmero elevado de modos
de deformagao. A alternativa dada pelo modelo simplificado com
energia reduzidal?®, apresentado na segao (V.2), contorna essas
dificuldades fornecendo limites inferiores através de um proce-

dimento simples e seguro.

A fiqura (VI.1l) mostra como se comparam os limites
inferiores calculados pela equacac (V.6) e os pontos de minimo
poOs-critico obtidos através das equagoes (III.15), onde & consi
derado a acoplamento de 4 modos de deformagao. Deve-se observar
que uma estimativa via anadlise nao-linear requeira talvez, para
certas geometrias, a consideragéo de um maior numero de modos,
principalmente para cilindros mais longos (maiores L/R) e de cur

vatura mais suave (maiores R/t)

A figura (V.5) da secao (V.2) mostrou, para uma da-
da geometria, uma boa correlagao dos resultados fornecidos por

este modelo simplificado com observagaes experimentais, tanto
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—_——— — R/t= 5000 L/R= 40
—————— — R/t= 1000 L/R:=4,0
—————— — R/t 5000 L/R: 1,0
- R/t= 1000 L/R=1,0

Figura: ¥I.1 - COMPARACAO DO LIMITE INFERIOR DA CARGA DE
FLAMBAGEM (X.6) COM O MINIMO POS-CRITICO
(IL.15).

para o valor do limite inferior da carga de flambagem guanto pa
ra a forma do modo critico de deformacao. Esta correlacgao favo-
ravel tem sido verificada para varias geometrias - conforme a a
presentacac feita nas referéncias 18, 22 e 23 - e aqui & ilus-
trada atraves da figura (VI.2). Nessa figura, observa—-se ainda
a dependéncia do limite inferior da carga de flambagem em rela-
¢ao aos parametros geométricos, R/t e L/R, e a confirmacao expe

rimental dessas previsoes tedricas.
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Figura: ¥I.2 - COMPARACAQO DO LIMITE INFERIOR DA CARGA
DE FLAMBAGEM OBTIDO ATRAVES DA EQUA-
CAO (¥.6) E RESULTADOS EXPERIMENTAIS.
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VI.2 - Correlacgoes entre Resultados Tedricos de Modelos Nao-Li-

neares e Comparagoes com Resultados Experimentais.

Conhecendo-se a priori as amplitudes de imperfei-
¢oes, pode-se estimar a carga de flambagem de cascas c¢ilindri-
cas axialmente comprimidas, através de andlise nio-linear. TFoi
visto em caplitulos anteriores que a precisdo dessas estimativas
dependeria da escolha adequada dos modos de deformagac. Otimos
resultados tem sido obtidos através de uma andlise Multimodos?},
com a qual pode-se considerar o acoplamento entre um grande na-
merc de modos, incluindo aqueles de ondas longas bem como os de
ondas curtas longitudinais. Trata-se no entanto de uma analise
extremamente sofisticada e portanto bastante despendiosa. Por
outro lado, as cargas de flambagem obtidas através de analises

que consideram um nimero reduzido de modos, como € o caso das

l,O‘—')\ 4 modos - eq. (IIL.15)°
(W= wi,j +wo,2it Waio + Waj2))

O e — G ——— — v— 4

Energia Reduzido - eq. {X.6)
(W= wij +Wo,z;)
-~ —

2] :
Multimodos ( 15 modos )

0,5
B R/t= 862
L/R= 2,0
B v=0,3
(i,j)=(9,1}
0 I ] | . | e
0 1,0 20 (g + £)

Figura: YI.3 - RESPOSTAS DE FLAMBAGEM DOS MODELOS
NAO - LINEARES.
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equagoes (III.1l5), nao fornecem boas aproximagOes para as car-

gas experimentais de flambagem.

A figura (VI.3) apresenta as respostas nac-lineares
relativas aos procedimentos acima e ao apresentado na segao. (V.3).
Pode-se notar que a carga de flambagem obtida atraves das equa-
¢oes simplificadas (V.18) se aproxima bastante daguela forneci
da pela analise multimodos??, essa aproximacao se fari mais evi

dente com o auxilio da tabela (VI.2).

A flambagem de cascas cilindricas tem sido objeto
de intensas pesquisas experimentais. Contudo, comparag¢des entre
cargas tedricas de flambagem, obtidas com as equagoes (III.15) e
(V.lS); e resultados experimentais sao escassas, pois na vasta
bibliografia que trata do assunto, encontram-se pouguissimos re
sultados acompanhados de dados sobre as imperfeic¢Oes geométri-

cas iniciais dos modelos testados.

A referéncia 21 apresenta a comparagao da analise
tebrica multimodos com resultados experimentais para duas cas-
. -« . - . Y ] - y
cas, cujas caracteristicas geométricas e de imperfeigoes sao da
das na tabela (VI.1).

Modelo — - _ —
Experimentall R/t L/R v ‘El gz Eg Eu
I 862 2 0,3 0,088 |-0,056 - 0,017
1T 496 1,94 0,3 0,083 |-0,061 - 0,017

Tabela (VI.1)

Mostra-se na tabela (VI.2) uma correlacao entre as
cargas de flambagem tebricas, obtidas com as equacgoes (III.15),
com as equagdes (V.18) e com a andlise multimodos®' e compara-
coes com as cargas de flambagem observadas experimentalmente?!.
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Modelo Experimental I II
Experimen A
tal L f,exp. 0,66 0,60
Equagoes Af,t 0,91 0,88
{ITITI.15) 0,68
Equagoes 270
{(v.18)
kf,exp/kf,t 0,90 0,86
2 Af;t 0,90 0,84
Ana- modos
lise ‘e exp’f,t 0,73 0,71
MUl 4 Af,t 0,85 0,80
timo| modos
o lf,exp/lf,t 0,78 0,75
dos S
15 A;.t 0,69 0,66
modos
Kf,exp/Kf,t 0,96 0,91

Tabela (VI.Z2)

Pode-se observar a boa correlagao entre os resulta-
dos obtidos através do modelo nao-linear com energia reduzida,
equacoes (V.18), os apresentados na referéncia 21, obtidos de
uma analise com 15 modos e os resultados experimentais. Ve-se,
entao, que ¢ modelo nao-linear com energia reduzida, apresenta-
do na secgao (V.3) constitui uma alternativa bastante viavel
pois, simulando o efeito do acoplamento de varios modos, forne-

ce bons resultados com pequeno esforgo computacional.

A tabela (VI.3) mostra resultados retirados da refe
réncia 17, obtidos através da solugao de equagoes quadraticasde
equilibrio semelhantes 3s equagoes (V.18). Nesta publicag¢do, a
simplificagao dos termos clibicos em { foi feita apenas para fa-

cilitar os calculos numéricos, nao sendo contude baseada no me-
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canismo de redugao. de energia apresentado na segao (V.3). Os va
lores constantes da tabela (VI.3) evidenciam, uma vez mais, os
bons resultados obtidos com o modelo nao-linear simplificado da

do pelas equagoes (V.18).

Geometria S Resultados
todelo Experimental equacgoes (V. 18)
Experimental| R/t L/R Af,exp Af,t Af,exp/kf,t
I1I 1000 2 0,66 0,65 1,02
Iv 1000 2 0,74 0,83 0,89
v 1000 2 0,67 0,74 0,91

Tabela (VI.3)

Deve-se acrescentar ainda, com relacao aos resulta-
dos experimentais das referencias 17 e 21, que as amplitudes Ei
de imperfeigoes iniciais, na forma dos modos acoplados usados na
analise tedrica, foram obtidas através de uma anilise harmdnica
de Fourier nas duas diregoes, x e y, das superficies imperfei-
tas dos modelos. Os mapeamentos dessas superficies imperfeitas
foram obtidos com o auxilio de transdutores de deslocamentos ra
diais de grande sensibilidade. Nota-se na tabela (VI.1l) que as
amplitudes Ei s3ao pequenas - inferiores a 0,1 da espessura da

casca.

E importante observar que os modelos experimentais
das referéncias 17 e 21 atingiram a flambagem com deslocamentos
incrementais ainda pequenos, e isto ocorreu devido principalmen
te ds pequenas imperfeigdes iniciais existentes - nota-se que
f:t>0,6)
do que as geralmente encontradas na bibliografia. Portanto, es-

as cargas de flambagem experimentais sao mais elevadas ()

tes modelos experimentais se enquadram dentro dos limites de va
lidade das equagoes (V.18), proporcionando uma boa correlacao
tedrica - experimental.
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Para cascas com imperfeigées mais acentuadas, as
equagOes ndo-lineares com energia reduzida (V.18) naoc se apli-
cam com sucesso, como € o caso dos modelos experimentais com
R/t =300 e L/R=2,9 da série final de testes da referéncia 18.
Estes modelos ndao satisfazem 3 limitagao de pequenas imperfei-
¢oes e/ou pequenos deslocamentos na flambagem, discutida na se-
cdo (V.3). Os mapeamentos das superficies imperfeitas e daque-
las para a casca sujeita a 90% da carga eventual . de flambagem
revelaram amplitudes de imperfeigoes da ordem de 0,2 da espessu
ra da casca e deslocamentos radiais na flambagem, associados aos

modos dominantes, maiores gue 2 vezes sua espessura. Nesses ca-
sos, a estimativa da carga de flambagem fornecida pelas equagoes
(V.18), considerando-se amplitudes de imperfeig&o representati-
vas (€;= 0,15 e E;= -0,2), & Af,t
rimentais de flambagem observadas nos 8 modelos testados foram

Af =0,22; 0,25; 0,27: 0,27; 0,35; 0,36; 0,43; 0,48,
, EXP

=0,55, enguanto as cargas expe
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

As cascas cilindricas axialmente comprimidas sao es
truturas que possuem comportamento pds-critico altamente insta-
vel, apresentando uma enorme sensibilidade a imperfeicgoes geomé
tricas iniciais, as quais sao inevitdveis em qualquer processo
de fabricagao. A complexidade da resposta de flambagem dessas
cascas, largamente influenciada pela interacaoc naoc-linear que
ocorre entre varios modos de deslocamento e por um ample espec-
tro de imperfeigoes nesses modos, faz com que o estudo de seu
comportamento seja ainda, apds quase 50 anos de intensas inves-
tigagoes tedricas e experimentais, um assunto atual de pesqui-
sa, ja que uma compreensao global do fendmeno fisico nado foi atd
hoje alcancada. O presente trabalho deve, por isso, ser tomado

como mais uma contribuic¢ao nesse sentido.

Os desenvolvimentos analiticos aqui apresentados e
as analises dos caminhos de equilibrio e das variacoes das con-
tribuigoes ao funcional de energia potencial total ac longo des
ses caminhos mostraram algumas caracteristicas importantes de

comportamento estrutural:

a) a instabilidade em estagios pds-criticos iniciais ocorre
devido ao alivio das tensodes circunferenciais de membra-

na;

b) as imperfeigoes geométricas iniciais provocam a perda pre
coce da estabilidade, nesses estagios iniciais, minando as
contribuigoes estabilizadoras de energia; sendo a contri-
buicac estabilizadora mais importante, dada pela componen
te circunferencial da energia potencial de membrana, aque
la que sofre as redugoes mais severas com o acréscimo de

amplitudes de imperfeigoes nos modos dominantes;

c) em estdgios pds-criticos (pés-flambagem) avancados & a in

teragdo nao-linear entre modos que exerce a maior influén
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cia sobre as distribuigoes de energia e consequentemente
sobre o comportamento da casca; as imperfeig¢oes geométri-
cas iniciais tem efeito ainda consideravel sobre essa res

posta pos-flambagem avancada;

d) nesses estdgios avangados de deformagdao a contribuigao es
tabilizadora mais importante, e a mais significativamente
afetada pela interacao entre modos e imperfeictes, & dada
pela componente incremental de energia de deformacao de

membrana.

Uma contribuig¢ao ao entendimento do comportamento
dessas cascas é dada pela elucidacao do fato de gque as redugdes das
cargas de flambagem, em relagao & carga critica tebrica classi-

ca sac devidas aos efeitos combinados da interagdo  nao-linear

entre modos e imperfeicoes geométricas iniciais.

Além disso, algumas observagOes podem ser feitas SO
bre a aplicabilidade dos modelos simplificados com energia redu

zida no projeto de cascas cilindricas axialmente comprimidas.

Com uma analise da influéncia de imperfeicdes e da
interagac entre modos na flambagem dessas cascas, combinada com
a investigagao da variagdo das distribuicoes de energia durante
a regposta nao-linear, demonstrou-se a validade de uma teoria
simplificada proposta recentemente na qual a casca e modelada
de forma a ter a componente estabilizadora mais importante eli-
minada do problema classico de auto-valor. Este problema modifi
cado de auto-valor fornece limites inferiores tedricos confia-
veis das cargas experimentais de flambagem relatadas na litera-

tura e que tém sido utilizados?®r23

para demonstrar gue as cur-
vas empiricas de projeto fornecem resultados ou por demais anti
econdmicos (muita seguran¢a) ou francamente contra a segurancga

guanto a instabilidade.

Com a comprovagao numérica, dada pelos resultados
obtidos com a andlise ndo-linear aqui apresentada, e com a evi-
déncia experimental, dada por trabalhos anteriores, o método pa

ra estimativas de limites inferiores de cargas de flambagem pro
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posto nas referencias 18, 22 e 23 e apresentado na segéo (V.2)
poderia vir a ser usado como um procedimento simples e seguro

em fase de pré-projeto dessas cascas.

Por outro lado, as estimativas das cargas de flamba
gem em funcac das amplitudes de imperfei¢oes geométricas iniciais
aplicam-se na andlise de prototipos cujas imperfeigoes geométri

cas iniciais possam ser medidas experimentalmente.

Estendendo a investigacao das variagoes das contri-
buigoes de energia a estados pds-criticos (pos-flambagem) avan-
cados, foi possivel simular, com um modelo matematico simples,
o efeito do acoplamento de muitos modos de deslocamento sobre o
comportamento e carga de flambagem. Este modelo nao-linear com
energia reduzida, apresentado na segao (V.3) mostrou, para cas-
cas com pequenas amplitudes de imperfeigao, uma correlacao favo
ravel com outros resultados tedricos, inclusive de modelos bem
mais sofisticados, e boas comparacgoes com resultados experimen-
tais. Porém, a sua utilizagao na pratica da engenharia depende
ainda de verificagaes tedricas e experimentais mais detalhadas,
principalmente nos casos em que existam médias e grandes imper-
feicoes e/ou que a flambagem ocorra para deslocamentos radiais

ja superiores a espessura da casca.

Alguns outros tdpicos parecem ser de interesse den-
tro dessa linha de pesquisa. Um deles & a consideracdo de carre
gamentos combinados; na referéncia 18 encontra-se proposigoes,
semelhantes 3 representada na segao (v.2), também para a estima
tiva de limites inferiores das cargas de flambagem de cascas ci
lindricas submetidas a pressao radial e para a combinagao de car
regamento axial e lateral. A aplicacao desses modelos depende
ainda da verificagao via andlise nao-linear, nos mesmos moldes
da aqui apresentada para © carregamento axial; isto pode ser fei
to introduzindo-se pequenas modificacOes nas equacoes (III.15).
Cilindros esbeltos submetidos a carregamentos axiais assimétri-
cos e a interagao entre modos de flambagem local e global de co

lunas c¢ilindricas longas ainda sao tOpicos pouco estudados.
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SIMBOLOGIA
Os principais simbolos utilizados neste trabalho
Coeficientes das equagoes algébricas nao-lineares de equi
librio

Constante relacionada com o© coeficiente de Poisson =

V3 (1 -v7)

Et?

Constante de rigidez de flexao = ———
12(1 -v?)

Modulo de Elasticidade de Young

Fun¢ac de tensoes de Airy

Parcela fundamental da funcao de tensoes
Parcela incremental da fungao de tensodes
Coeficientes dos termos da fungao de tensoes

Parcela auxiliar para o calculo das contribuicoes de ener

gia
Parametro relacionado ao numero de ondas circunferen-—
ciais = —L-i

R

Namero de ondas circunferenciais

NOimero de ondas circunferenciais dado pela teoria classi-

ca

Nimero de ondas circunferenciais dado pela teoria nao-

classica com energia reduzida
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J - Parametro relacionado aoc namero de ondas longitudinais
m
=1
j - Numero de ondas longitudinais
.. Et
K - Constante de rigidez de membrana = ———
(1 -v?)
L - Comprimento dc cilindro
Mx, My’ Xy - Momentos fletores e torcor - eq. (II.30)
m',m&,m%y - Componentes lineares dos momentos
Nx’ Ny'ny - Esforgos internos de membrana - egqg. (II.29)
F F F . .
n_ s ny wy Componentes fundamentais dos esforgos internos de
r
menmbrana
gé,n&, néy - Componentes lineares dos esforgos internos de mem-
brana
n&,q;,n“xy - Componentes gquadraticas dos esforgos internos de
membrana
P,Q - Constantes auxiliaresg para o calculo dos f.
Q C tant i1i p dlculo d £5
R - Raio do cilindro
t - Espessura da casca
U - Energia de deformacao elastica interna
Ug, Ug,U;y - Componentes da energia de flexao

X . 4
UMf U%:I,UMy - Componentes da

xF

energia de membrana

UM - Componente fundamental da energia de membrana
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M,* UM, UMu_ Componentes quadratica, clbica e quartica da e-

nergia de membrana

AUM - Energia incremental de membrana = U 2+ UM + U
3

M My
u, UM’ UMI' UMz' UM3’ UMu’ AUM - Referentes a estrutura imper-
feita
u - Componente axial de deslocamentc, componente axial uI de

deslocamento incremental

uF - Componente axial do deslocamento fundamental
u* - Encurtamentc médio nao-dimensionalizado em relacgao ao en-
curtamento no estado critico
u*F - Encurtamento médio fundamental nao-dimensionalizado em re
lagao ao encurtamento no estado critico
u - Campo de deslocamentos
uF - Caﬁpo fundamental de deslocamento
u - Campo de imperfeicoes geométricas iniciais
Y - Energia potencial total
VF, Vl,\f, V ,V - Componentes fundamental (constante), linear,
2 3 u
quadratica, ctbica e quartica da energia po-
. tencial total
AV - Variagao da energia potencial total =V +V +V + V
1 2 E] 4
V* - Energia potencial total reduzida
AVE, hvﬁ - Componentes da energia potencial de membrana

v, v-, V., ¥V ,93, QH,AQ, AGM - Referentes & estrutura imperfei
ta



120

v - Componente circﬁnferencial de deslocamento

v - Campo de deslocamento incremental

§ - Campo de deslocamento incremental da estrutura imperfeita
Yéi)— Autovetor - modo critico de deslocamento

X - Coordenada axial

Yy - Coordenada circunferencial

W - Componente radial de deslocamento incremental

wF - Componente radial de deslocamento fundamental

w - ImperfeigOes geométricas radiais iniciais
- 2 s, 1/2

7 - Parametro de Batdorf = (L“/Rt)., (1l -v°)

Zf, Z{, Zf, Z{,Z?y, ZT,Z?, ny - Parcelas auxiliares para o cal
culo das contribuicoes de ener
gia

z - Coordenada radial

o - Parametro adimensional relacionado ao numero de onda lon-

gitudinais - eqg. (II.52)
B - Parametro adimensional relacionado ao numero de ondas cir
cunferenciais - eq. (IIL.52)

§, 8§ -~ Simbolo de variagao

di - Fungao das amplitudes dos modos de deslocamento e imper-

feicao = (gi+ gi)

Ex' ey; ny - Compcnentes da deformagéo da superficier@kﬁa, oam

I

. R I ~
ponentes incrementais €t E;,ny da deformagao da
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superficie média

F F i3 b -
€t Ey - Componentes fundamentais da deformacao da superficie
meédia
g;, e&, Yéy - Componentes lineares da deformacao da superficie
media
E;, e;, Y;Y - Componentes quadraticas da deformacao da superfi-
cie média
ge*, €%, Y;y - Componentes da deformacdo em um ponte qualquer da
casca
A - Parametro de carga = U/Gcr
Aél)— Autovalor - parametro critico de carga
Acr - Menor autovalor - parametro critico de carga
Aér - Parametro de carga referente ao limite inferior da carga
de flambagem
v - Coeficiente de Poisson
gi - Amplitudes dos modos de deslocamento
£, - Amplitudes dos modos de imperfeigdo
Ef - Amplitude do modo critico dominante nao-dimensionalizada
- m relacao a
© as E]. P
glln- Amplitude do modo critico dominante no ponto de minimo
r
pos-critico
0 =~ Tensao externa axial
6., 0, 0@ - Componentes de tensao internas

x ¥ Xy
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- Tensao critica

- Tensao axial obtida pelo modelo linearizado com energia

reduzida

- Limite inferior da carga de flambagem

Xy’ xxy -~ Componentes da mudanga de curvatura
x; X%Y - Componentes lineares da mudanga de curvatura
- Fungao das amplitudes dos modos de deslocamento e imper-

feicao = (EiEj + Eigj + EjEi)
- Potencial do carregamento externo

- Componente fundamental do potencial do carregamento exter

no

- Componente linear do potencial do carregamento externo .

4 L m
3" . 5@ L 2

ax" ax?ay? oy

- Operador biarmdnico = {

Os subindices precedidos de virgula indicam derivadas par

- , . 32w
ciais com respeito a estes subindices: (p.e. Wiy = )
‘ ax?




