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SUMARIO

Neste trabalho sdo estabelecidas e analisadas as
equagoes das vibragoes transversais livres de placas sandwich Te
tangulares, incluindo barras conectoras entre as faces que produ
zem enrijecimento do nucleo, sendo uniformemente comprimidas no
seu plano médio, assim como o cdlculo das cargas criticas de ins

tabilidade, determinadas por um processo dinamico.

As equagoes das vibragoes da placa sandwich foram
obtidas substituindo .as equacdes constitutivas e relacdes defor

macao-deslocamento nas equagOes de movimento.

Sao apresentados graficos fornecendo a variacao
das freqﬁéncias naturais de vibracao e da carga de instabilidade,
com rigidez ao cisalhamento da placa variando as -dimensdes das
barras conectoras. L elaborado também para uma dada placa, um
grafico de comportamento da carga de instabilidade com o modo de

vibracao e a rigidez das barras conectoras.



ABSTRACT

The purpose of this work is the analysis of the
free transverse vibration equatiéns of retangular sandwich-type
plates including spaced transverse posts between the faces which
introduce additional stiffness in the core, under conqnbssiyenﬁni
forme load acting in the midplane, as well as the determination

of the critical loads by a dynamical process,

The equations of vibration were obtained through
the substitution of the constitutive equations into the equa-

tions of motion.

Some results, as the variation of the natural fre
quencies and critical loads with the shear stiffness of the plate
changing the sizes of the transverse posts were plotted. It 1is
also plotted the influence on the critical load - of the vibra-

tion mode and the transverse posts stiffness.



I

I1

ITI

v

VI

vi

INDICE
= INTRODUGCED + ettt e e e ettt ettt erannnnnn 1
1.1 - Consideracoes GETAIS .uurirrvenennronenensnnnnns 1
1.2 - Caracteristicas Elasticas do Material do Nucleo. 2
1.3 - Aplicagao da Teoria as Estruturas Sandwich ..... 3
FORMULACAQ GERAL DO PROBLEMA ...ttt nnnnns 4
2.1 - Estatica e Cinematica da Placa Sandwich ........ 4
2.2 - Tensoes e Deformacoes do NUCLEO ..vvvvuneenrnnnn 6
2.3 - Relacoes Constitutivas do NUCLEO ...vvvunnnnnenn 10

2.4 - Determinagao das Expressoes das Tensoes, Deforma
coes e Deslocamentos do NUCleo ....vveennnennnn. 11

2.5 - Determinacao das Expressces das Tensoes, Deforma

coes e Deslocamentos das Faces ..vvevevaneeennns 15
2.6 - Transicao do Nicleo para as Faces .........ceeuun 17
EXPRESSOES DOS ESFORCOS SOLICITANTES ......cvivvennnnn, 21
EQUACOES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO .....vciieiiiinnnns 28

SOLUCAQ PARA UMA PLACA RETANGULAR SIMPLEMENTE APOTADA. 34

GRAFICOS ottt it ittt iieesnsneenaneranans 41
6.1 -~ Modulo de Elasticidade ao Cisalhamento G* ..... 41
6.2 - Rigidez @ FleXa0 T tuirriiiriinanrnnernnennannns 43
6.3 - Rigidez 8 TOTGAO A +hetviirinnnsrnranonoannnnnn 46

0.4 = GTrAfiCOS v vettntennseeenoenenseernoeenenenasanns 48



vii

VIIT = CONCLUSOES v tevtnvetee e ee e e et et e 52
BIBLIOGRAFTA vttt ettt e et e e e e e e e e e e e e e e 66
SIMBOLOGIA v vttt e s et e e e aeseesaenseeenen e iiiians ... 69



I - INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERAGOES GERAIS

Serao analisadas, no presente trabalho placas
sandwich, sujeitas a pequenas deformacoOes, constituidas por duas
laminas de pouca espessura, chamadas de faces, separadas por uma

camada mais espessa, denominada nicleo (Figura 1).

Ead $ A e RS

(Figura 1]

As faces serao consideradas como membranas de es-
pessura t , sem capacidade de absorver momentos, admitindo-se
também que as faces nao sofrerdo deformacdo devida ao efeito de
cisalhamento. Para simplificacao no estudo, o material consti-

tuinte das faces sera considerado isotropo.

0 niicleo, de espessura 2C, sera constituido por
um material de baixo peso especifico e pouco resistente, e por

barras transversais ligando uma face a outra. Tera como funcgao,



promover a solidarizagao da placa, evitando que, quando esta se
deforme, as faces se desloquem diferencialmente ¢ devendo ser su
ficientemente rigido, para que as faces permanegam separadas cor

retamente.

1.2 - CARACTERISTICAS ELASTICAS DO MATERIAL DO NOUCLEO

Sera suposto que o nGcleo do sandwich obedecera a
teoria eldstico-linear do meio continuo de Cosserat. Esta sur-
giu, a partir da teoria desenvolvida por Voigt”e Duhem®, com ba
se na suposicao de que, no modelo fisico de um corpo,deveria ser
incluido o efeito de eixos associados a cada ponto do seu inte-
rior, para o estudo, por exemplo, das deformagoes sofridas por
um s6lido em micro-escalas. E. e F. Cosserat ' <onstrufram sua
teoria, supondo que cada ponto do corpo, deveria ser orientado
por um triedro fixo onde a cada direcgdo seria permitida uma
rotagao local (rotagéo em micro-escala} independentemente da ro-
tagao da segao a que este ponto pertence. Com isso, a cada rota
¢ao seria necessario acrescentar uma tensao rotacional, aqui cha
mada de tensao-momento (''Couple Stress' ou '"Moment Stress') de-
signada por TS além das tensoes normalmente encontradas nas
teorias cldssicas de elasticidade. (As tensoes causadas por for
gas, "force stresses', serao denominadas simplesmente por ten-
soes, Oij)'

Para incorporar, na Teoria da Elasticidade, um fe
nomeno em micro-escala, que ocorre em um meio, foi estabelecida
por Mindlin”, a Teoria da Elasticidade Linear com. Micro-Estrutu
ras, supondo que cada eixo do triedro de Cosserat podera sofrer
deslocamentos ou rotagoes independentes dos outros dois. Para um

material isStropo, existirao 16 constantes elasticas adicionais,



para descrever esta nova propriedade. A Teoria Elastica de Cos-
serat, apesar de anterior a de Mindlin, € um caso particular des
ta onde somente as rotagoes da micro-estrutura sao independentes

das rotacoes da macro-estrutura.

1.3 - APLICAGCAO DA TEORIA AS ESTRUTURAS SANDWICH’

A justificativa de se adotar esta teoria’ , € que
se torna possivel a analise do efeito de barras conectoras trans-
versais, finas e pouco espacadas, que possuam rigidez a flexdo e

a torcao, por meio das suposicoes seguintes:

e 0 nicleo sera constituido por um conjunto de barras conec
toras transversails pouco espacgadas e por um material leve
e pouco resistente, dando assim capacidade ao nucleo, de
absorver tensoes normais transversais, tensoes cisalhan-
tes (que em parte serac absorvidas pelo material do nu-
cleo) e tensoOes-momento atuando nas segdes do nucleo para

lelas as faces.

e Os eixos da micro-estrutura coincidirao com os eixos das

barras conectoras.

® As tensoOes-momento, representarao o efeito das barras co-

nectoras transversais, com rigidez a flexao e a torcgao.

e Finalmente, os efeitos dessas barras terao como conseqﬁég
cia a reducao da deformacao transversal devido ao esforgo

cortante, através de sua rigidez a flexdao e a torgao.



IT - FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA

2.1 - ESTATICA E CINEMATICA DA PLACA SANDWICH

Supondo que a placa tenha simetria em relacao a
seu plano médio, as equagdes de equilibrio da estatica, para o
elemento infinitesimal da placa, solicitada por momentos fleto-

res Mij e esforcos cortantes transversals Qi , sao (Figura 2):

(Figura 2)
0, 2% 0 (2.1a)
+ tp = .la
3x1 sz
8Ml1 3M21

(2.1b)

+ - Q = 0
axl sz 1



My 5

axl

M
22
+ -Q =20 (2.1c)
90X, 2

As componentes do deslocamento de um ponto generi

co (xl . Xy z) da placa, serao designadas por u wo.

1 L) u2 )
As componentes da deformagao da superficie média, no sistema de
coordenadas adotado, admitindo-se a deformagao por cisalhamento,

~ - 20
poderao ser descritas por” :

Bu1
€l = aTl (2.23)
au2
Ez = B_X—Z (Z.Zb)
_ W
Yl"gi"i"‘" ¢4 (2.3a)
Y, T a4 g (2.3b)
29X, 2 o

onde ¢. sao as rotacOes das faces do elemento infinitesimal de

formado. As variagoes de curvatura, Xii o serio definidas por:

j

3¢1

X11 3%, (2.4a)
3¢2

X132 -EEI (2.4b)
3¢1

X21 _sz (2.4c¢)
3¢2

X292 =55 (2.44)



Das expressoes (2.3) e (2.4), poderao ser retira-

das as equacoes de compatibilidade:

3)(11 _ 3)(21 (2'53)
sz 8x1
sz Bxl
3y 9y
=& _ _1 (2.5¢)

X - X v "y
12 21 8xl sz

2.2 - TENSOES E DEFORMACOES DO NUCLEO

Para a deducao das equagoes de equilibrio das ten

soes, serao consideradas as seguintes hipoteses além das normal-

mente utilizadas na teoria da elasticidade classica.

a) 0 nGcleo tera capacidade de absorver tensoes normais e cisa-

b)

lhantes transversais Oy, » Op, » 0., € ainda as tensoes ci-
salhantes paralelas as faces, 0,1 & 0,5 - Nenhuma outra
tensao sera levada em consideracao, pois seus efeitos serao
despreziveis.

O nicleo tera capacidade de absorver tensoes-momento T R

ZZ

T, » T,; Qque atuam ao longo da sua espessura. As demails ten

spges-momento nao serao consideradas.

Com as hipoteses feitas acima, e supondo nulas as

forcas de massa e os momentos de massa, poderao ser escritas as

equacoes de equilibrio de um elemento do nlcleo do sandwich (Fi-

gura 3).



(Figura 3A)

GZZ

{Figura 3B}



Pelo equilibrio de momentos:
aTzz
55 = 0 (2.6a)
9T
z1 -
5z T O,1 T 01, T 0 (2.6b)
BTZZ
52 0,p = 0y, = 0 (2.6¢C)
Pelo equilibrio de forcas:
90 90 ¢
ZZ 1z "2z
52 T 3x. ¢ ax, O (2.7a)
1 2
90
z1 _
N, 0 {2.7b)
o
z2 _
5 0 (2.7c)

As componentes da

deformacdo da superficie média

do elemento infinitesimal do nlcleo serdo, de acordo com a Figu-

ra 4,



)
T
e
!l
> N
-
| dx;
1{
1 V'I >|
(Figura 4)
BVZ
ezz = TZ— (2.88)
avi
i - 3z~ Vi (2.8b)
sz
€., = Bxi + wi (2.8c)
para i =1, 2 . Designando por kij a variacao da rotagao na
diregao transversal, tem-se:
L
k = - (2.9a)
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kK . = = (2.9b)

2.3 - RELACOES CONSTITUTIVAS DO NOUCLEO

As equagoes de equilibrio e as relagdes desloca-
mentos-deformagées serao complementadas por um sistema de rela-
¢oes, que expressam as propriedades eldsticas do meio, sob a for

ma :

3B

eij S = (2.10a}
1]
_ B

kij T (2.10b)
1]

onde B € a densidade de energia complementar, para o modelo

fisico adotado, dada pela forma™:

2 2 2 2 2 2 2 2
_ 972 912 7 924 921 T 9,2 T2z o1t tz2
B=og 1G * iG* *oeef T zerr o (2-11)
Z

Logo, com a formula (2.11) em (2.10), poderio ser

escritas as equagodes constitutivas do nacleo:

G,, = EZ e . (2.12a)
0., = 2G e, (2.12b)
G_; = 2G* €, (2.12¢)
T, T c®A k. (2.13a)
T_. = c?l k_. (2.13b)

Z1 Z1
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onde E, é o modulo de elasticidade na direcao z , G e G*
sao os modulos de elasticidade transversal associados aos planos
zZ X3 € X; 2 respectivamente. G e G* serao diferentes,pois
.a introducao da barra conectora no elemento do nlicleo causara um
aumento do moédulo de elasticidade transversal, na direcdao longi-
tudinal da placa. Este aumento serd calculado posteriommente. Os
coeficientes I e A serao respectivamente a rigidez a flexao
e a rigidez a torgdao das barras conectoras, que para simplifica-

¢do, serao supostos independentes de z . T e A serao calcu

lados adiante.

2.4 - DETERMINACAO DAS EXPRESSOES DAS TENSOES, DEFORMACOES E DES
LOCAMENTOS NO NOUCLEQ

Pela condicdo de que a espessura do nucleo perma-
necera constante, apos a deformacao, ter-se-a e, nulo. Evi-
dentemente, as equagoes (2.6a), (2.7b,c) e (2.8a) poderao ser ex

pressas da forma:

0. = 0. (2.14a)

T,, =T (2.14b)

v, = W (2.14¢)
onde o, , T e W sao funcoes exclusivamente de X e X,

Levando (2.9a) e (2.14a) em (2.13a), e integrando

em relagaoc a z , obtém-se:

Y. o=n + — z (2.15)
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onde n € uma fungdo adicional de integracao em x e X

1 2
Poderao ser escritas as equagoes diferenciais, pa

ra a determinacao da dependencia em =z das rotacodes wi e, pos-

" “*teriormente, para os deslocamentos Vi (1 =1, 2), utilizando as

equagoes (2.6b, c), (2.12b,c), (2.8) e (2.14a,c), ficando assim,

com o aspecto seguinte:

. 0y W
C?T ——3 - 2G ¥; = 26 52 - o (2.16)
1
Bvi
26* 7 = 26% ¢, + o, (2.17)

Integrando estas equacdes diferenciais obtém-se

o
£
|Cl
(=N

Z
+ Ay cosh u £ + B, senh y % (2.18a)

=

-

I}

]
Q>
b

+
(]
["p]

g.

dw 1 1 1 C A zZ

= V - = —_ P — = =

v \i zZ axi + (G + G*) > Z * y (Ai senh p -t Bi cosh u C)
(2.18b)

onde

w2 = L8 (2.19)
e Ai ) Bi e Vi , para 1 =1, 2 , sao fungoes de 1integracao.
Com as equacgoes (2.18), poderao ser achadas as
expressoes das tensoes e das tensOoes-momento. Com (2.9b) em

(2.13b), vem:
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2 awi
TZi = ¢c*“T -'a—z (2.20)
E com (2.18a),
= Z z
T, T cul (Ai senh u -t Bi cosh q C) (2.21)

Tem-se ainda que de (2.6b,c) e (2.14a):
0,, = 0, ¢ 2G (Ai cosh p % + Bi senh %) (2.22)

Com (2.22) em (2.7a) e posteriormente em (2.21)

9T _ .
zi _ z Z
5.~ = 26 (A; cosh y < + B senh u E) (2.23)
mas, com (2.22)
oT _ -
_ zi
0i, T 03 Y 53 (2.24)

Substituindo em (2.7a)

1o o 3o 32 1_. 3%t 1
R e (2.25)
1 2 1 Z
e, integrando em relagao a z obté€m-se
00 o0 3T 9T

1 2 z1 z2
o =g - + —=) z - ( ) (2.26)

ZZ (¢ x4 3x, 39X sz

onde a_ € uma funcdo de X, e X,

As expressoes (2.21), (2.22) e {2.26) como estao,
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permitem o estudo de flexao em placas de faces desiguais e com
niicleo anisétropo. Este estudo serd restrito a placas com faces
iguais e, nlcleo isdtropo, onde, devido a flexao, ter-se-a para
as tensoes cisalhantes fungoes pares em =z e para o, fungoes

impares. A hipOtese acima serda satisfeita quando

Bi =0 (2.27a)
o, = 0 (2.27b)
Devido 3 simetria, v, e Vi, deverao ser fun-
coes Impares em z , logo:
n =0 (2.28a)
Vi =0 (2.28b)

Entao, as expressOes para o nucleo da placa,se re

duzirao a:

_ T
b, = iR 2 (2.29)'
Z
- 0 T cosh p <
. o= - + = +
lp1 Bxi i cyu T senh u (2.30)
. o] T. senh u z
S w1, % i c
Vi ~ z 3 * (G ¥ G*) 7 27 T2G senh p (2.31)
T =T (2.32)
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senh u %
T21 =~ i “senn u (2.33)
C,; = O3 (2.34)
Z
T. p cosh p —
_ 1 C
92 791 °F senh u (2.35)
z
30 g oT 3T senh n =
1 2 1 2 C
o = - (5" —=) z - ( + ) (2.36)
Z%Z Bxl axz axl sz senh u
onde
T; = cu r Ai senh p (2.37)

2.5 - DETERMINACAO DAS EXPRESSOES DAS TENSOES, DEFORMACOES E DES
LOCAMENTOS DAS FACES

Supondo que as faces se comportem segundo a teo-
ria de membrana, podemos desprezar sua rigidez a flexdo, estando

portanto as mesmas em estado plano de tensoes.

As equagdes de equilibrio das faces, serdao mostra

das na Figura 5.

S a5
11 21 _ .
3%y E tpp =0 (2.38)
25 95
12 22 _
X + X t py = 0 (2.39)
1 2
812 - 821 -q=20 (2.40)
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onde Sij sao as tensoes nas faces e p; e q (componentes-das

acoes do niucleo sobre as faces) serdo expressos em termos das ten

soes do nucleo na superficie de contato, deste com as faces.

As relacOes constitutivas e as relacoes deforma-
goes-deslocamentos, para as faces serao as do estado plano de

tensao e deformacao para um material isotrdpico?

_ E
Sl]. ST vz (E].]. + v EZZ) (2.41&)
S = E (e + Vv o€,.) (2.41b)
22 1 - v? 22 11 ol
S + S = £ (e + €,.) (2.41c)
12 21 1 +v Y12 21 .
e ainda,
duy
811 = a_‘x— (2.42&)
1
auz
€22 = —a—x—- (2.421))
2
du,
812 = a—xl (2.42(:)
Bul
EZl = ‘a*g (2.42d)

onde Uy sao as componentes dos deslocamentos da placa segundo

0S €1X0s coordenados.
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(Fi 5}
‘¥q“h“““-dx iqura

Chamando de w , a rotacaoc relativa dos elementos

correspondentes das faces superior e inferior, vem:
w = 1 (e - €54) {(2.43)
2 12 21 e

2.6 - TRANSICAO DO NOUOCLEO PARA AS FACES

Admitindo que deva existir a continuidade dos des
locamentos paralelos as faces e da rotacdao da normal a superfi-
cie média da placa, podera ser afirmado que as deformagoes do na

cleo em z = * ¢ sao iguais as deformacdes das _faces, ou seja,
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_ auj 3 )
1] 3X ox;

EE (2.44)

Devido a simetria, so sera considerado 2z = + ¢ ;

assim:
au 2 30 T
1 ) J°W c .1 1 1 1 1
[ = — - = — vy (C)-—-—C +—(-——+-—---) + = —=
11 axl Bxl 1 axi 2 G G* Bxl 26 Bxl
(2.45a)
£ =_aﬁ=iv (C)=_CB—ZW+E[l+i) 802-}-._.1_3‘_[...%
*
12 axl Bxl 2 Bxl axz Z2 G G axl 20 Bxl
(2.45b)
£ = Efl = _E_ v, (¢) = - ¢ _¥'w ¢ (l + _L) °%1 + L Eil
21 sz sz 1 Bxl sz 2 G G sz 2G sz
(2.45¢)
su 2 30 3T
I R S_ w1, 1, 5% 1 0T
f22 T 3, T ax, V2 (c) ¢ ax3 "2 G * ax, T 76 9x,
(2.454d)

Existira mais uma relacao, tirada de (2.43) com

(2.29), fazendo w = wz (¢) . Logo,
30 L] aT 9T
T _ ¢ ,1 1 2 1 1 2 1
a7 G e By Ta) e By T (248

Para as tensoes, sera necessario considerar o equi-
librio total da placa, pois, as faces nao absorvem as tensoes-mo

mento T em z =+ ¢ ., Portanto o equilibrioc sera escrito

zi

sob a forma:
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C
3s 3S
11 21 _
t (2c + t) ( 9*1 + axz) - I 0y, dz = 0 (2.47a)
-C
3s 39S ¢
12 22 _
t (2¢ + t) (‘Bxl + ax2) - J O, dz = 0 (2.47b)
-C
C C
52; (J o , dz) + =2 (J o,, dz) +p =0  (2.47¢)
2
-C -C

Sabe-se ainda que as faces irdao absorver a tensao
momento T em z =t c , através da diferenga entre as ten-

soes S e S

12 21

t (Sl2 - SZl) = TZZ(C) =T (2.48)

Até aqui, nada fol dito a respeito da forma de 1i
gacao das barras conectoras com as faces. Supondo que esta liga
cao seja rigida, ou seja, as extremidades das barras sejam engas
tadas nas faces, podera ser afirmado que o angulo entre o eixo
das barras conectoras e a normal as faces, permanecera constan
te apds a deformacao. Conseqgilentemente:

v, () = - g%? (2.49)
1

ou seja, pela equacao (2.8c),

e;,(c) =0 (2.50)
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Logo,
o, (c) =0 (2.51)
Levando a condicdo acima, na equagao (2.35) ter-
se-4 uma relagdo entre o; e T, do tipo:
1= - CStehug (2.52)
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ITII - EXPRESSOES DOS ESFOR(COS SOLICITANTES

As resultantes das tensoes, ou esforgos solicitan
tes por unidade de comprimento, sao obtidas por integracao das
expressoes das tensoes ao longo da espessura da placa. Para os

esforcos cisalhantes obtém-se:

T, M cosh p <
Q; = J o,, dz = J (oi + < senh ) dz (3.1)
-C -C
logo:
Qi =2 (c o, * Ti) (3.2)

com as expressoes (2.52) em (3.2)

Q =2 (1 - W]h) T, (3.3)

Para o calculo dos momentos, sera utilizada a Fi-

gura 6.

Desprezando os termos de ordem superior, obtém-se

=
"

(2c+1t) ts (3.4a)

11 11

M2

(2 c+t)tsS (3.4b)

22

Substituindo, nas expressoes acima, as equagoes

3

(I1.41), e desprezando-se t em presencga de 2c¢c , pois t << 2¢
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Mg = 757 (eqq * v ogy5)

Z ct E

M

22 = T+ vz Ve T oEy,)

{Figura 6)

Com as expressoes (2.45a, b), tem-se:

Mo - 2¢tE [L3% 1 ., G, 90, , 1 o
11 1+ v? axf 2G G* axl 2cG 9x

302 1 ot

3% 1 G
TV [— 3x3 tgg U+ oo 3x, T 2¢ C 3x

1] N
1

(3.5a)

(3.5b)

(3.6a)
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_ 2 CctE 32w . 1 G, °%1 1 %9
22 Tz W [- axi tgg Ut oF 83X, Y7c6 8X; ¥
o0 JT
fw . 1 G 2 1 2
N - * ]} (3.6b)
Bxf 26 G*7 89X, 2¢G 0%,
Designando por D a rigidez a flexao da placa,
ter-se-a
p - 2c’tE
1+ V2
00 9T
P C%w o, 1 G 1 1 1
My=D {[ 3x7 ' 26 (1 + &) 95X, ~ 2¢ G 3% !
30 T
Ctw o, 1 G 2 1 2
v [ 5?5 * 25 1+ o) 3x, 2c G sz]} (5.7a)
2 ac 9T
M - _ ow 1 G 1 1 1
22 =D 1Y [ o2 " 76 U T o) ax T re T A
o] 3T
_%w, 1 G, 2 1 Z
* [Eg‘”ze 1+ 3%, 2cGax2]} (3.7b)
M M am- -
Para os momentos 12 € My obtém-se as ex
pressoes:
M, = (Zc+1t)tsS, (3.8a)
M21 = (2 ¢c+ t) t S,1 (3.8b)
ou
M M

S12 = Tze + ot ° Zct
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M
21 Moy

521 7 (2c + t) t = 2ct

(3.9b)

Com (3.9a, b) e (2.45b, c) em (2.41lc), tem-se:

1, 1, %
2 ¢t E 52w G. X Xy Xy 08Xy
M M = b M b b - v w =
12 ¥ T+ v 2 5X, 0%, (1 + &%) 6t T2
(3.10)
ou
801 . 302 311 . 812
ax ax X ox
_ 32w G 2 1 2 1
Mp* My =0 -vDj|-2 o, %, A+ 59 IR
(3.11)

Obtém-se a Ultima expressao dos esforgos, levando

(2.46) em (2.48):

d0 ag 3T 9T
C G 2 1 1 2 1
t Sy = Sy = b g U+ o) G - 5x) 36 Gk, T owR,
1 2 1 2
(3.12)
ou
90 00 at 91
1 G 1 1 2 1
- M = ¢cd -
127 21 A 7w U8 G - 5% * 7 G T 3,
1 2 1 2
(3.13)
Pode-se ainda, escrever as expressoes dos momen-
tos em fungao das deformacgoes. Primeiramente as expressoes

(3.7), (3.11) e (3.13), poderao ser escritas em termos de Qi

Com as expressoes (2.52) e (3.2) obtém-se que:
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TN T R
+ =) —— + — =
U+ 57" < (3.14)
onde
G
_1 G
o =3 (1 + - —oh u) (3.15)
u
Descrevendo (3.7), {(3.11) e (3.13)
3Q 2 3Q; |
- 3w o 1 3:w _ «q 2
Mg D5z ~zccax’ * V¥ Gxz ™ 7eco 3kt (3-102)
i 1 2 2
aQ 2 9Q
_ 3w @ 1 3:wWw o 2
Myp == DV 55z " Zcg ox.) ¥ GGxz - 2cq 3% | (3-16B)
1 1 2 2
3Q 3Q
_ _ 32w @ 1 2
Mot My =- A -V D2 o7 Gz ¥ 5
1 °%2 - 2 1
(3.16c)
3Q 3Q
_ = _ 3 Q 1 _ 2
Moz - ¥ coA |:2CG (-axz ale} (3.16d)
e ainda, fazendo
Q@ = Cvy (3.17)
onde
1 - tghu
c =26 - 4o b (3.18)
a ¢ 1. G _teghu '
G* i
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Logo,
JY 2 3Y
- . 3w "N w12
Mp=-D i =) 'Y Gz o (3.19a)
1 1 2z 2
3y 2 3y
_ 3w 1 3’w 2
My = - D [“ Gxz =~ 7% (ax§ axz)} (3.19b)
127 1 T T LoD 2 - G Yo )j (3.19¢)
2 2 1
M PNads AL 9d
12 MZl = - c’A (Bx A%, (3.13d)
2 1
Utilizando as expressoes (2.3), (2.4) e (2.5),tem
se:
Mll =D (Xll + v XZZ) {3.20a)
Myy =D (v X717 * Xy5) (3.20b)
M12 + MZl = (1 -9v) D (X12 + XZl) (3.20c)
- ~3 _
Mig = Mpp = ™A (X35 - %p9) (3.20d)
Pode-se ainda, separar as expressoes para M12 e
M21 , ficando
_ 1 _ 3 - - 3
M12 =5 {[(1 v) D+ ¢ A] Xy * [(l v) D c A} XZl}
(3.20e)
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_ 1 _ _ .3 _ 3
Myp = 5 {[(1 v) D - c A} X5 * [(l v) D+ ¢ AJ x21}
(3.20£f)
ou
D (1 - v) + c3A 3y
592w 1
M, = - (1 -v}D + +
12 axl axz 2 axz
3y
+ D (1 - v) - ciAr °Y2
> 5% (3.21a)
1
oY
3w D (1 - v) + c?p 71
M = - ({1-wv}D + : +
21 axl sz 2 90X
_ 3, oY
D (1 V) c’A 2 (3.21b)
2 Bxl

Verifica-se que, para que (3.20) e (3.21) se tor-
nem as expressoes da teoria usual de placas sandwich basta que
se faga A = 0 , abandonando-se, assim, o efeito das barras co-

nectoras.,
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IV - EQUACOES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO

As equagoes diferenciais serao determinadas a par
tir da combinagdo das expressoes dos esforcos com as equagoes de
equilibrio, expressas entdo, como fungZo do deslocamento W e
das distorgoes y; . Nessas equagbes, serdo incluidos os efei-
tos das cargas N.lj que atuam no plano da placa e a forcga de

inércia transversal, parcelas importantes no problema a ser estu

. ~ ~ ; 2
dado. Assim, as equagoes (2.1) serao reescritas sob a forma

aN aN
11 21
+ =0 (4.1a)
Bxl sz
N oN
L L - g (4.1b)
1 %2
Equilibrio_de_Forgas_Transversais
aQq . Q5 . N 32w, N 32w, . 32w o 32w .
5x] © ex, | 11 32 12 3% ox, 22 9xg P T PRz T

Nesta equagao, h representa a altura total da placa e p a mas
sa especifica da placa sandwich isdtropa, a qual serd suposta cons

tante para toda a placa.

-Q =0 (4.14d)
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BM12 8M22

+ -Q, =0 (4.1e)
axl sz 2

Com (3.17) em (4.1c), obtém-se a primeira equagao

de movimento,

oY 3y 2 2 2 2
1 2 3°W 3w 9tw 32w
C |—— + =——=| + N — _ + 2 N — + N +p—ph = 0
{Bxl sz} 11 ax3 12 3x; 9%, 22 ax§ 3tz
(4.2)

A segunda equacdo serda obtida substituindo-se as

expressoes (3.17), (3.19a) e (3.21b) em (4.1d).

g3w 87V 33w 3%y, 533y
-0 A b v - )| - -vp 2

Bxi axi axl 3x§ axl ax2 Xl Bxﬁ

2 2
LD -wv) v+ et pa-v) -t P C oy =0
2
2 sz 2 Bxl axz 1
{(4.3a)

ou ainda:
2 2
D@k, 3w P Aoy, e it e
3x] © 3x] 0%} %2 2 70’ 3x3 T D1
3%y
1 + v c A 2 _
+ (__7u, - TﬂT) §§E_§§E =0 (4.3b)
Analogamente, tem-se a terceira equacao diferen-
cial
2
AL LA NS SE N ) A A
Z - 2
axl sz Bx% 2 2D axl sz axz

. T ¢
+ ) 3)(% -5 Yy = 0 (4.4)

+ (1 - v
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Pode-se reescrever a equacao (4.2), derivando as

oY
equacoes (4.3b) e (4.4) e substituindo as expressdes para §§1
i
em (4.2}, obtendo-se:
3 3 3 3
(a w32 w) ( azw) (3 Y1 . 7Yy N 3%y, . 37, ) 1+
] Z - Z 3 2
Bx ax sz 8x§ Bxi axl sz axz axl axz
32w 3%w 02w 3w _
N st P N e ek T Mz gz TP Phger < 0 (4.5)
1 1 2 2
32 32 ~ -
Com V = 5z * Fxz - 45 equagoes diferenciais que
Xl sz

regem o problema de vibragoes livres da placa, poderdo ser escri

tas sob a forma:

D (V2w - -2y v, - =2 VY, - Nij gzﬁ - 2N}, azﬁ
Bxl BXZ 1 Xl Xq x2
32w 32w
Na25xg ~ Pt eh ez 70 (4.6a)

Q2>
N
-
o
()
b}
It
o
~
iy
o
o
L

82 82
3 g - |y _ cia, v ) "2, Loy, S
sz W 2 zD Bxl BXZ Bx% 2 2D

2
X7 T %‘Yz] =0 (4.6¢)
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Para achar as solugoes das equacoes diferenciais
(4.6) serao escolhidas fungoes que sejam representativas do com-
portamento das variaveis W , Y{ € Yy o durante a deformacgao.
Isto conduziria a trabalhar com um nimero elevado de parametros
o que seria indesejavel. Para evitar este fato, serdo introduzi
dos dois parametros , que expressarao Y; € Y, como funcgao de
W .  Supondo que as rotagdes ¢i das normais aos planos Xz o,

sejam expressas por (vide item 2.1);

b, = B, O (4.7)

0Ss parametros Bs serao constantes que assumem valores ‘entre

-1 e 0. O valor Bi 0 , correspondera ao caso em que a Ti
gidez ao cisalhamento sera nula (hipOtese ndo estudada aqui), ou
seja, as faces se deformarao comoc placas independentes, tendo em
comum somente a flecha. Para o valor Bi = - 1 , ocorrera que a

rigidez ao cisalhamento sera infinita, ndo havendo entao a dis-

torcdo do niicieol

Das formulas (2.3a, b) obtém-se:

Y Tt By e (4.8a)
i i
ou
oW
Yi = (l + Bl) g‘x—“ (4-8b)
i

Substituindo, as expressoes (4.8b)} nas equagoes

diferenciais (4.6}, tem-se:
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l- N 32 32 ‘

D lV w - (1 + Bl) -BY]Z-‘ Vw - (l + BZ) *5?]2- Vw
: N2y 32w 92w

2N,y =0 n - N, 2 - p+ph =0
12 8x4 90X, 2z 3x3 ati

1+ v ciA 33w
1+ B)) (F— - 5p) 3%, 3%% ax]

5%5 VW - (1 + Bp) [(1—5—3 - S axg3gxz}
e s 3“’—}—0
Bxl sz D sz
Simplificando as equacoes (4.
*Nll%{*Zleﬁ%@*szgi—g*P

32w 1 - v

B C7— - 7p

1 + v ch)] azw}

C 32w

. 3w
5, Vw - (1 + B4) [W* (—=— * 77’ 3 %

§), obtém-se

+

3w _

- ph %z

c3A
sx; (BB DY - By oaer C [31 E——* 7p) *

Bzw} -

52 (1—%—2 * %ﬂ§) 5&{

3 ] 1 + v cIA
a_{(l"sz)]j“"sza_x?‘{sl( 7 -~ 3p) *

0

(4.9a)

(4.9b)

(4.9¢c)

(4.10a)

(4.10b)

(4.10c)
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As expressoes dos esforgos solicitantes poderao
também ser reescritas, em acordo com as simplificagdes feitas,fi

cando da forma seguinte:

32w 32w

My =D (B 557 * V8 axp) (4.11a)
Myp =D (v 8y %;% + 8, %;%) (4.11b)
Miz = [(51 gy T o - sy) E%ﬁ] axizgxz
(4.11c)
Myp = [(52 rep) 2 - (8, -8y C;A] axizgxz
Q = C (1 + 8y g?% (4.12a)
Q, = C (1 +8,) g?% (4.12b)
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V - SOLUCAO PARA UMA PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA

{Figura 7}

Supondo que, a placa tenha os quatro lados simples

mente apoiados, as condigoes de contorno serao, as Seguintes:

W
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E necessario escrever ainda, outras condigdes de
contorno, como, por exemplo, supondo que nos apoios exista rigi-
dez nos planes :zx, , de tal forma que, nao haja distorcao nes-

1
tes pontos . Nesse caso:

Para uma placa simplesmente apoiada nos quatro la
dos, a expressao para a flecha, admitindo que a placa esteja em

movimento vibratdrio livre serda a seguinte

mm X IlTTXz

ift ) sen (——p—) (5.1)

1
W o= W_ e sen
onde f & a frequéncia de vibracdo e W, uma constante. Para
que a solugadao acima satisfaca ao problema, ela devera atender as
equacgoes (4.10) e as condicgOes de contorno. Assim, para a dire-
gao X

tem-se:
1 m-se
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i nTXx
W = W elft sen (0} sen (——T;—z) =0
xl=0
i nmXx
W = W elft sen (m 1) sen (e————g) =0
0 b
X;=a
_ ift m?m? n?w? nwx,
My =W e D (B Szt Vv B, —B?m)sen (0) sen_G—TT—J =0
x1=D
_ ift mZm? n nmXx,
Mll = W_e D (Bl — +* Vv BZ —1;5—) sen (m 7} sen Cﬂmi;——J =0
xl=0
i nmXx
Y - ift _ m w 2 _
9 W_ e Cc (1 82) —5— sen (0) cos —p 0
X1=0
. n T X
_ 1ft m 2 _
Y, = v e cC (1 - 82) —5— sen {m m) cos —5 0
X =a
Condicoes anadlogas, ocorrerao para a diregio X,
Supondo que sobre a placa sandwich, atuem somente
cargas no seu planoc (p = 0) , as equacoes diferenciais (4.10)
ficarao:

3% w 3% w 34w 5% w
D {%1 (axi " ax? Bxi) * By (axi 5x3 xg) ¥

afw [ 32w 32w B
11 3x3 2 Ny ax, %, Na2 ax3 ph 57 = 0 (5.2a)

+ N




(1 + g,) C 2 B, + B B B 3
3 1 52w > 2 1 2 .c3n 32w,
> ° D w - %.mﬁ"[ T * ——g— (pm V) |gxzd <0
1 1| 5
(5.2b)
(1 + B,) C 2 g, + B By - B 3 2
3 2 521 2 1 2 1 .c3A 32y, _
3%, { D wo- By 5x3 ~ [ 7 * 7 5 '”)]§§§}'"0
(5.2c)

Substituindo a expressdo (5.1) nas equacgoes dife-

renciais da placa sandwich (5.2b, c¢), obtém-se:

3.3 B, + B 3} s 3 2.3
{(1 + 81] % maﬂ . Bl magi + [ 1 - 2 + 1 - 2 (CDA - V) man 2 }
. mT X nmwx
L 1t og ———5——1 sen __—E_—g =0 (5.3a)
3.3 B, + B B B 3 2 3
{(1 + 62] % nmo 62 nbﬂ + 1 . 2 . 1 - 2 (C A v) man ki }
. mTmT X m T X
W elft Sen 3 1 cos -“15—3 =0 (5.3b)

Para solugoes nao triviais,

22 B, *+ B 8, + B 3 2, 2
(1+ 8§+ 8y v |ty 2 (5 - V)} g = O
) (5.4a)
2 2 B, + B8 B, - B 3 2.2
(1+8y) 5+ 8, 2o+ |yt + S (5 - V)l S = 0
L (5.4b)

ou ainda, ordenando as expressoes acima em termos de Bl e 82:

- v, cah) m?w? Ll v ciny niw 6. =- C
7 20’ v | B (5—— - 7p) 5| B2 D
)
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1 +v c?h, m?n? C . n%7q? 1 -v . c®ny m?w? . C
B 7 " 25 “ar ] 1 * {ﬁ Pyt C— ) a8t p
(5.5b)
Resolvendo o sistema de eqguacgoes (5.5), tem-se:

¢

= - D
By = By = - v mmmz _nIne (5.6)

D' Taz b2

Verifica-se entao que, para o problema em estudo,
B, = B, = B8 , e portanto a equacao diferencial (5.2a) podera ser
rescrita sob a forma

32w

12 3%, 9%, Nyg 5%z ~ Phggz = 0 (5.7)

32w

11 3%z * ¢ N

B D V3w + N

—

Como sera feito adiante um estudo da carga criti-
ca da placa sandwich, sera considerado que ela esteja somente sob
0o efeito de um carregamento normal, contido no plano da placa e
constante ao longo dos bordes onde entdo Nip e Ny sao cons-

tantes, e le = N21 = 0 como mostra a Figura 8

Assim, a equacao (5.7) fica:

2 32w 57w _ 3w _
BDVW‘FNllE{?*—NZZ BXE oh ST2 =0 (5.8)

Substituindo a expressao da flecha na equacdo(5.8)

2,2 2.2 2 2,2 2.2
m- T n-mw m-m n- 7
[B D (o * Tpr) - T NMip - e Nap PR fﬁ] .

2 2,2
W eift sen (m i Xl) sen (n i Xz) = 0
0 — aZ XA

(5.9)
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Para solucoes nao-triviais, a expressao para as

freqiiéncias de vibracao fica:

T 2,2 2 2 2 2.2 2_2 '
; =‘/a€'\/‘ o p (2T, niTE ittty (5.10)

Substituindo a expressao (5.6) em (5.10)

2,2 2,2 2 T
C (m o+ 17 ) 2.2 2.2
_ 1 az b< mem nem
f = oF R GA A: t 5z Nll * pr N22 (5.11)
D a2 b2

As frequencias de vibragaec da placa sem carga

(Nll = N,, = 0) serao:

1

2.2 2.2 2
1 [ G+ Tyr)
£f = a (5.12)
o YV ohl/ T mZnZ . ninZ :
T “az T

As cargas criticas da placa sandwich serao deter-

minadas considerando-se a freqiéncia nula, logo

2.2 2.2 2
¢ (mr’ , nir?,
m2n? nZm? _ az b2
Nip o * N2 T T T T e, e (5.13)
T a2z b2

Para N22 constante, e Nll de compressao, a car

ga critica na direcao de Xy sera:

C (mz,n,z N nz,n.z)z
_a? [n* 1 az bz
Ny eriT = 77 |7 Y22 * TE T mET T nEoe (5.14)
Dt ar B2
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22

(Figura8)
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VI - GRAFICOS

Para a elaboracao de graficos representativos dos
resultados obtidos, torna-se necessario estabelecer relacdes en-
tre as grandezas que definem as propriedades das partes consti-
tuintes da placa. Com esta finalidade sao, a seguir, feitas con
sideragdes de natureza aproximada, na ausencia de valores determi

nados experimentalmente.

6.1 - MODULO DE ELASTICIDADE AQ CISALHAMENTO G*

Tomando-se o elemento da placa no interior do san
dwich representado na Fig. 9, poder-se-a dividir o estudo do ci-

salhamento em duas diregoes distintas:

]
h
; ; i e -
h E E: barra i e
:i: conectora o ° ° —
' ' R ° o Th
IEN
N —-:T.Jl‘\ & ) !
™~ R o ® ° ‘
A 1
yoou |
Eiemento Vista

{(Figura 9)
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Para a deformagao ocorrendo somente devida a ten-
sao cisalhante na diregao de =z , teremos a expressdo usual da

resistencia dos materiais,

0., = G Yis (6.1)

Admitindo-se agora a deformagao por efeito da ten
sdo cisalhante na direcgao de X; » © elemento do nucleo (Fig. 9)

se deformara como mostra a Fig. 10.

B
—

b o o e s g A e i a2 o]

= - —— —

|

=
M
1
]
o,
D‘B

{ Figura 10}

A rigidez ao cisalhamento do elemento inclui duas

parcelas; a rigidez devida a barra conectora e a rigidez do mate

a parcela de tensao cisalhan

rial do nlcleo. Definindo por oy
associada a rigidez da barra () e por C

te na direcgao X,
a parcela associada a rigidez do material do niicleo, tem-se:

(6.2)
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onde

Q
I

(6.3a)

1
=

Y (6.3b)

b zi

A constante G € o modulo de elasticidade ao ci
salhamento classica dada pela teoria da elasticidade. A constan
te © sera calculada pela resistéencia dos materiais, supondo o

deslocamento horizontal de uma viga bi-engastada, c¢omo mostra

a Fig. 10, logo:

R e S (6.4)

onde Ep € o modulo de Young para o material da barra e Iy € o

momento de inércia da sec¢do da barra.

Para h =2 ¢ e Szi = 2cC Gzi tem-se:
3E. I
b
o, = ez""c'E' ¥ (6.5)

Entdo G* sera

SEbIb

o7 cz (6.6)

6.2 -~ RIGIDEZ A FLEXAO T

Supondo que devido a deformacao da placa sandwich
surja um momento fletor aplicado nas extremidades mO , das bar-
ras conectoras e que a distribuicao do momento ao longo da barra

seja proporcional ao seno-hiperbdlico, devido & influéncia do ma
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terial do ndcleo, que causa um carregamento proporcional a elas-
tica da barra (vide equacao (2.33)), o elemento da barra se de-

forma como mostra a Fig. 11.

z}
e
Cc
-~ _=..XI
. .
- C———1 \j
1l e | My

A expressdo para os momentos fletores sera

(DMF)

{Figura 11}

m. = K senh %% (6.7)
mas para z = t C
m. = m, (6.8)
z=tC
logo,
My
K = ——— (6.9)



45

Substituindo (6.9) em (6.7) obtem-se

m
_ 0 uz
m; senh 1 senh = (6.10)

Pela equagdo da linha eldstica dada pela resisten

cia dos materiais,

3%y m
1 _ 0 nz
9z2  Eplp senh q senh == (6.11)
ou
m 2
_ 0 c uz
v EbIb Senk T {EE senh =t Clz + CZ} (6.12)

Com as condigoes de contorno

= 0 (6.13)

z=C

as constantes C e C2 ficam sendo
_ C
C1 TS 3 senh p (6.14a)
C, =0 (6.14b)

substituindo as constantes acima em (6.12)

c? mg Lz c omy |
i T T E, I, senh u senh == - T ? (6.15)

Para simplificar, teremos da resisténcia dos mate

rials que:
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avi
V., ~ —— (6.16a)

3 - 3%V,
k .~ 1 _ 1 (6.16b)

z1i oz az?
1

Substituindo a expressao (6.16b) na expressac para

T, » (2.13b)
2 mO uz
- = L ] —— 6‘17
T, c°T EbIb senh & senh < ( }
Sabendo que o momento m, devera ser absorvido
por 7., , no elemento de area e? , ter-se-a que:

- 1 _ 0 Kz
2i T 8% T g7 semhy S°MR T (6.18)

Com (6.17) em (6.18), tem-se

E. I

b™b
r =—e-2-‘-€-z' (6.19)

Com (6.19) em (6.6) obteremos G* = G + 3 T (6.20)

6.3 - RIGIDEZ A TORCAO A

Com um procedimento analogo ao do item 6.2, e sa-
bendo-se da resistencia dos materiais, o angulo de torgao v,

na torgao pura, € constante, teremos

P (6.21)
z GbJp :

onde ti € o momento de torcdo que surge quando a placa sandwich

€ deformada e J € o momento de inércia polar das barras conec
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toras. Como no item anterior, supondo que o momento torsor seja

absorvido pela tensao-momento em um elemento de area z

e? , ter-
se-a
ty
T, o (6.22)
3:\
l\
c
\
~
c
th
N
(Figura 12)
Substituindo (6.20) em (2.9a) obtém-se
by
Koz = Gy J.. (6.23)
P
Com (6.22) e (6.21) em (2.13a), teremos
GbJ
T sae (6.24)

onde Gb € o modulo de elasticidade ao cisalhamento da barra.
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6.4 - GRAFICOS

O primeiro grafico a ser tragado sera para a veri
ficagao da variacao da rigidez ao esforco cisalhante (vide (3.17))
em funcao das dimensoes das barras conectoras. Transcrevendo a

formula (3.15), tem-se

G
1 G*
o = ? (l + _tgrll) (6.25)

Substituindo na formula acima os valores de G em

(2.19) e de G* em (6.20) obtem-se

2
a=31+ pe T (6.26)

ou, simplificando

a =301 b (6.27)
Z h ‘
(u? + 6) (1 - EEE—E)

onde a € a varlacdo da rigidez ao esforco cisalhante em fungao

de u
Para os valores limites de u , existirao dois ca

505

1° CASO: Rigidez a flexao muito grande (T >> G)

Lim o = 0,75
0
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2° CASO: Sem barras conectoras

Lim o = 1
Yoo
Para a confecgao dos graficos seguintes,serao fei
tas algumas simplificagoes que seguem. Sabendo-se que a <carga
N ¢ de compressao e fazendo a/b = R , a equacao (5.14), pode

11

ra ser escrita por:

_ 1 2p2 C (m* + n? R?)
(Nyydepir = mz PR N * o — 5 (6.28)
7y Tm o+ R
. a®
Multiplicando por D7z - tem-se
a? N a’C (m? + n?R2)2
2%y =L |n2 g2 2z , m2D (6.29)
m2D 11°CRIT m T2 D iig + m2 + p2R?
mas, com a expressao (3.18) em (6.29),
2 2 C32 G 2 2p2y 2
AN - L anzasz oz p_ (Wt R (6.30)
72D Y 117 CRIT m2 m2D 2 ca? @ 2 252 '
anzp W TR
fazendo entao:
al _
7715 ®1crrr T %o (6.51)
a2
5 Ny = ¥ (6.32)
2 ca® G 1
e (6.33)



50

a expressao (6,30) fica:

_ 1 (m?_ + DZRZ)Z

Para a expressao (6.34) verifica-se que“ XO cres

ce com n ; logo, o menor valor de XO € para n =1 , e vale:

_ 1 » (mz + R2)2
X, = =7 [R Yt Ty RS o . (6.35)

Quando existir somente carregamento na direcdo

de Xy ou Y = 0, a expressao acima sera:

1 2 R22
X0 = mz [1 + %;2 :-]jo a H] (5.36)

Supondo que N;; ¢ Ny, sejam de compressao na

expressao (5.11),

mem? n2q2
_ \/ﬁﬁ C ( ag * phz ) m2q2 n2g?
= ph\/ C s mZmz - mn2m? " TazZ Nll Y NZZ (6.37)
D a? he
Fazendo R = % , utilizando (3.18) = ainda com
£ \/Egﬁi =Y (6.38a)
® 4D 9.
a2
7zp N1 T X (6.38b)

na equacao (6.37), vem
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m? + n2R2)2 '
v = \/ﬂ . &mz . anQ) — - X - n?R? Y (6.39)

Com a placa comprimida somente na direcao X7 s

Y = 0 e (6.29) vale:

(mZ + nZRZ)Z

- _ 2
vV = X/; T TR & 0 - X (6.40)

Na expressdo acima, verifica-se que® V  cresce

com n logo o menor valor de V corresponde a n =1 , entao
(6.40) fica:
- (m? + R%)Z ey
v —\/1 mT o - X (6.41)

I

A freqlencia vV, » com X 0 em (6.41) fica

- (mZ + R2)2
Vo \V/ 1 + (m2 + R2) g H (6.42)

Foram feitos graficos com as expressdes (6.36),

(6.41) = (6.46).
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VII - CONCLUSOES

No grafico tracado para a expressao (3.15)

G
a:l(l-ﬁ- “GT )
2 1 - th u
U

verifica-se que seu limite o = 0,75 quando pu - 0 depende di
retamente da teoria adotada para a determinacao dos valores das
constantes elasticas adicionais G* , A e T . Analisando-se
0S casos extremos, conclui-se que, para u =+ & (com G # 0), as
faces se comportam como duas placas independentes onde as barras
conectoras tem rigidez a flexao infinita. Com p » «  (sem bar

~ . . . - - Iy
ras conectoras) a solugao coincide com a obtida por Oliveird.

Caso G = 0 (nucleo composto somente por barras
conectoras), as equagoes diferenciais de movimento assumem outro
tipo de solugao que também se aproxima da achada para duas pla-

cas independentes.

A validade desta teoria € baseada em duas suposi-
coes. Na primeira, pela comparagdo das formulas (2.30) com (6.16a)
e (6.31) com {6.15), conclui-se que existe a necessidade de
G* >» G (possivelmente, um dos motivos dos valores de o passa-
rem de 1.0). A segunda sera dada pela limitagdao dos materiais
existentes e das dimensoes construtivas de uma placa sandwich.
Segundo dados retirados de Allen', os casos praticos de placas San

dwich correspondem a u > 0.1
Nos outros graficos, verifica-se que X, e VO .

- 1 . . -
crescem com a relacao TH implicando que os valores maximos
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de Xo e VO ocorrerao quando u =0 ou H =0 (Rigidez in
finita do cisalhamento). Para X , a observacdo & aplicada para

a placa comprimida tanto na diregado Xy, como na X, .

Os valores da constante de integracao A; na ex-

pressao (2.37) poderao ser achados pela condicao de contorno on-
m,

de Ti(c) = E% , onde m, sera o momento fletor devido a rota-

gao das faces considerando-se somente a flexao. Entao para cada

ponto da placa onde existir uma barra conectora, havera um Ai

correspondente.

As expressocs para Mij (6.11) e Q; (4.12) se
reduzirao as encontradas por Oliveira' desprezando os T; Ou con-
siderando-se A nulo e com isso abandonando-se o efeito enrije-

cedor das barras conectoras.

Poderao ser feitos novos estudos e consideracgoes
para nicleos com fibramento transversal com capacidade de absor
ver tensoes-momento para o problema de cascas-sandwich® assim co
mo outras condigoes de contorno, carregamentos e, a determinagao
experimental das constantes elasticas adicionais comparando-as

com os resultados tedricos obtidos.
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SIMBOLOGIA

espessura da face, varidvel tempo
metade da espessura do niicleo

carga transversal ao plano médio da placa sandwich

por unidade de area
esforco cortante transversal
momento por unidade de comprimento

componentes do deslocamento de um ponto genérico
(Xl? XZ; Z)

rotacao das faces do elemento infinitesimal deforma-
do

deformacao do elemento de placa na direcao Xy
distorgao do elemento de placa no planoc z X3
variagao da curvatura

tensdo normal ou cisalhante no nlcleo

tensac-momento no nucleo

componentes da deformagao da superficie média do ele

mento do nicleo
componentes do deslocamento do nlcleo

rotagao da normal do elemento infinitesimal deforma-

do do nucleo

variagdo da curvatura do elemento no ntcleo
densidade de energia complementar

modulo de elasticidade na direcao z

modulos de elasticidade transversal associados aos
planos =z X; e X, oz respectivamente

modulo de elasticidade a flexao

modulo de elasticidade 3 torcgio

expressoes definidas em (2.14)
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fung¢des de integracao em (xl, X, )

expressao definida em (2.19)

tensoes que atuam nas faces

componentes das agOes do nucleo sobre as faces
coeficiente de Poisson

deformacao do elemento das faces

rotagdo relativa dos elementos correspondentes das

faces superlior e inferior
parametro definido em (2.52)
rigidez a flexao da placa

coeficiente de rigidez das barras conectoras, defini
da em (3.15)

rigidez ao cisalhamento definido em (3.18)
esfor¢gos internos por unidade de comprimento
parametro definido em (5.6)

dimensoes da placa

amplitude maxima da flecha

frequencia de vibracdo

distancia entre duas barras adjacentes

parametro adimensional proporcional a carga de insta
bilidade definido em (6.31)

parametro adimensional, proporcional a carregamento
no plano da placa

parametro adimensional, proporcional a rigidez ao ci
salhamento definido em (6.33)

relacac entre os lados da placa

parametro adimensional, proporcional a frequéncia de
vibracao, definido em (6.38)



