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R E S U M O 

O presente trabalho objetiva apresentar um programa 

automático para a análise não-linear de estruturas reticula­

das espaciais de concreto armado, compreendendo tanto a ve­

rificação de uma estrutura sob a ação de um carregamento de­

finido, como a pesquisa de sua capacidade de carga para uma 

dada disposição de cargas. 

Em sua elaboração foram levados em conta além da 

não-linearidade dos diagramas tensão-deformação dos materi­

ais (não-linearidade física), os efeitos de segunda ordem de 

corrente.s da interação axial flexão (não-linearidade geomé -

trical. 

No caso de estruturas solicitadas à torção, combina 

da ou nao com outros esforços, são considerados os efeitos 

da torção de maneira aproximada, tendo por base o modelo da 

treliça espacial, adotado pelo C.E.B. 

Em sua parte final o trabalho apresenta exemplos de 

aplicação do programa e comparações com outros métodos de a­

nálise e pesquisas experimentais. Estão incluídos, também, 

comentários sobre os resultados obtidos e sugestões para a­

primoramento deste trabalho. 
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A B S T R A C T 

This work intends to present an automatic program for 

non-linear analysis of spacial frames of reinforced concrete, 

including verification of structures under definite loading 

and research on its load-bearing capacity for a given disposi­

tion of loads. 

On its development are considered both the non-linea~ 

· rity of the stress-strain diagrams of the materials (physical 

non-linearity) and the seaond order effects of the axial­

flexll1'.a~l interaction (geometrical non-linearity). 

ln the case of structure loaded by torsion, combined 

or not with others efforts, the effects of torsion are consi­

dered on an approximative way, based on the spacial truss model, 

adopted by the e. E. B. 

The final part presents some examples of application 

of the automatic program and some comparisons with others 

methods of analysis and experimental investigations. Some 

comments about the results obtained and suggestions for more 

advanced studies in the future are also included. 
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INTRODUÇÃO 

Com o advento dos computadores eletrônicos de grande 

porte a análise de estruturas passou por um grande impulso. Os 

conhecidos métodos da rigidez e da flexibilidade, fundamentais 

na análise estrutural, foram inteiramente reorganizados sob for 

ma matricial visando sua utilização no computador. 

Paralelamente, a crescente sofisticação das técnicas 

de construção e o arrojo cada vez maior das estruturas projeta­

das estão a exigir que as mesmas sejam analisadas, não mais a­

través da consideração de elementos isolados mas sim, como um 

todo no espaço. 

Dentro desta linha é que se insere este trabalho, como 

uma tentativa mais aprofundada de analisar estruturas reticula~ 

das espaciais de concreto armado através de um programa automá­

tico elaborado com base no método da rigidez - o programa 

ANALEC. 

Em tal tipo de estruturas dois problemas básicos im­

poem-se como condições prévias a resolver, para sua análise: 

a) tanto o concreto com o aço nao obedecem à lei de 

Hooke (não-linearidade física); 

b) os efeitos de segunda ordem decorrentes da intera -

çao axial-flexão devem ser considerados (não-linearidade geomé­

trica). 
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Está-se, portanto, diante de um problema de natureza não-line­

ar. Perde, assim, validade, pelo menos de uma forma imediata, 

a aplicação do principio da superposição de efeitos uma vez 

que deixam de existir relações lineares entre açoes e desloca­

mentos numa estrutura. No entanto é possível transformar o 

cálculo não-linear em uma sucessao de etapas lineares, com os 

parâmetros de que depende o problema sendo mantidos constantes 

ao longo de cada etapa. Pode-se, desse modo, aplicar o princí 

pio da superposição de efeitos e, conseq8entemente, o método 

da rigidez em cada uma das etapas de análise. 

No caso das estruturas solicitadas por esforços de 

torção um terceiro problema, além dos mencionados, surge: o 

mecanismo de resistência da estrutura para esta solicitação e 

sua interação com os outros esforços eventualmente existentes. 

No campo da torção as pesquisas ainda se encontram em 

fase bastante primitiva em relação aos outros tipos de solici­

tação. No entanto, o modelo da treliça espacial proposto pelo 

C. E. B. 1 é capaz de fornecer resultados bastante satisfató -

rios e, é, por isto, adotado neste trabalho. Como as recomen­

dações do e. E. B. prendem-se tão somente às estruturas subme­

tidas à torção para ou combinada com flexão no plano, uma ex­

trapolação pura os casos de solicitações no e-spaço foi e labor~ 

da a partir dos princípios aplicáveis ao caso de solicitações 

no plano. 
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CAPÍTULO I 

CONCEITOS FUNDAMENTAIS 

I.l. Hipóteses Gerais 

I.1.1. Teoria das Pequenas deformações 

Ainda que sejam considerados os efeitos da interação a 

xial-flexão (efeitos de segunda ordem), admite-se como válida a 

teoria das pequenas deformações (pequenos deslocamentos compar~ 

dos com o comprimento da peça). Para as estruturas usuais,pri~ 

cipalmente as de concreto armado, objeto do presente estudo, 

tal hipótese se torna aceitável. Podemos, portanto, escrever a 

equaçao diferencial que define a elástica de uma peça: 

d 2v 
dx 2 

= M 
EI 

I.1.2. Hipótese das Seções Planas 

Supõe-se que qualquer seçao transversal de um elemento 

da estrutura permaneça plana e normal ao eixo do mesmo, manten­

do sua forma original e com perfeita aderência entre o aço e o 

concreto. 

Desprezam-se pois, as deformações devidas ao esforço 

cortante·e ao empenamento de seção decorrente da torção, para 
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efeito do estudo da flexão. 

I.1.3. Critérios de Segurança 

Toda análise aqui desenvolvida será baseada no crité­

rio de verificação do estado-limite Último de ruína, adotando 

os princípios de segurança do C.E.B. 1 • 

I.1.3.1. Quanto às cargas: 

Fd = yf Fk onde Fk - valor característico das açoes 

Fd - valor de cálculo das açoes; 

Yf - coeficiente de majoração das a-
çoes 

I.1.3.2. Quanto ao concreto: 

onde f (f ) - valor característico da resistência cck ctk compressão (tração) do concreto. 
à 

f (f ) - valor de cálculo da resistência a ccd ctd com-
pressão (tração) do concreto. 

y - coeficiente de minoração da resistência 
c do concreto. 
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I.1.3.3. Quanto ao aço: 

onde f · - valor característico da resistência a compressao 
yk ou tração do aço. 

f - valor de cálculo da resistência a compressao ou 
yd tração do aço. 

y - coeficiente de minoração da resistência do aço. a 

A título informativo apresentamos a seguir alguns val2 

res de coeficientes de segurança adotados por normas conhecidas: 

l 
Ações PeE Ações!! Concreto. Aço· 

N O R MA manentes cidentaii 
Yg yp Yc Ys 

C.E.B. 1 - 1,3 1,5 1,5 1,15 max 

n9 125 min 1,0 0,0 1,1 1,0 

C. E. B. n9 84 1,5 1,5 1,.5 1,15 

NB 1/77 2 1,4 1,4 1,4 1,15 

NB. 1/60 1,65 2,0 1,0 1,0 

I.1.4. Materiais 

Apresentamos a seguir as relações tensão x deformação 

para o concreto e os aços utilizados neste trabalho. Note- se 

que os diagramas de carga e descarga dos materiais coincidem. 
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I.1.4.1. Concreto 

O diagrama de cálculo tensão de compressao x deformação 

adotado é o preconizado pelo C.E.B. 1 (Fig. 1) 

o ~ e:c 

fc ::Q.85 f cd 

PARÁBOLA 
DE 2':! GRÁU 

~ 2 °/o o 

~ (compressão) 

r(diagrama de cálculo) 
-- - -- -- -- - - -- - -::e---~~----. 

o 2º/o 
. ' 

3,5º/o 
6-c (compressão} 

fig.! - DIAGRAMA o; x 1\ DO CONCRETO 

e:c e: 
fc. (2 ) . c 

ªe = -
2º / o o 2º / o o 

(I. la) 

Ec = 
ôcrc 

= 1000.fc. (1 - e:c 
) ãE c 2°/oo 

(I. lb) 

(I. lc) 
.. ~, 

(I. ld) 

onde Ec é o módulo de elasticidade tangente do concreto, utili­

zado na formulação de CHEN e SHORAKA 15 adotada na dedução das~ 

quaçoes apresentadas no item II.2.2.1.1. 

o coeficiente 0,85 que afeta fccd é introduzido para levar em 

" conta o chamado efeito Rusch (perda de resistência do concreto 

, ao longo do tempo) • 

Com vistas ao estudo que faremos da torção, definimos, 
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de acordo com o C.E.B. 1 , a resistência a tração do concreto,co­

mo abaixo: 

fctk = 0,76 f~~~ 

Note-se que, como usualmente feito, desprezamos a re­

sistência à tração do concreto no estudo da flexão de uma peça 

de concreto armado. 

I. 1. 4 . 2 • Aço 

Adotamos, neste trabalho, dois tipos de aço: 

a) Tipo A: 

Aço laminado a quente, caracterizado pelo patamar de 

escoamento bem definido no diagrama tensão x deformação (Fig.2). 

- 10 °/oo 

1 e: s 1 ~ e:yd = 

' 1 

' ' ' < ' 
' ' ' ' 

O"s 
• 

' 1 
<X ' 

' 

diagrama de cálculo 

E
5

= tga: =2,1 x I0
6

kgf/cm2 

E; . ' _'._tl_ 
yd E s 

-f yd 

fig. 2 - DIAGRAMA O" x E; DO AÇO TIPO A 
' ' 

fyd 
cr s = e: E E s s s 

Es = 
acrs 

a e:s 

e, 
10 °/oo 

(I. 2a) 

(I. 2b) 
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(I. 2c) 

(I. 2d) 

onde Es e o módulo de elasticidade tangente do aço. 

b) Tipo B: 

" -Aço encruado a frio que, em consequencia, nao apresen-

ta patamar de escoamento. Define-se, então, uma tensão conven-

cional de escoamento, obtida por uma reta paralela à tangente 

ao gráfico ºs x Es na origem, e que passa pela deformação de 

2°/oo (Fig. 3). 

, , 

, , , , 

f y 10 

Ol f yd 

- 2 °/oo 

, , 
"" , 

---------- -fyd 

---- --------- --------- -f ylO 

' 
' ' diagrama de calc~lo 

/1 : 
, 1 ' 
, 1 ' 

,' 1 E , tgo::, 2 10000() kg f/cm 2 
/ 1 S 1 

, ' 1 , 
f , , , , , 

2 %o é = ~ + 2 º/oo 'º %o es 
yd E 

' 

fig 3 - DIAGRAMA o; - E;, DO AÇO TIPO B 

Como simplificação adotamos a substituição do trecho 

curvo por três retas, conforme a Figura 4 demonstra: 
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f y 10 

1,, 
019f yd 

Olf yd 

<Y, 

------- -0, 7 f yd 

-------------- -0,9 t,, 
----------------- -fyd 

L____ _______ -_-_-__ -_-__ -_-__ -,-_-__ -_ - - -- --- - - - -- ---- --- -f y 10 

fig. 4- DIAGRAMA o; x é, SIMPLIFICADO DO AÇO TIPO B 

= 0,7fyd 
Es 

+ 0,263°/oo 

+ 2º/00 

ªslO - obtida por processo iterativo através da equa­

çao da curva da Figura 3. 

jcr 1 = je: j.E s s s 

= 
acr s 

ae:s 

1 cr 1 s 

= 0,2fyd 

E:y2-e:yl 

(I. 3a) 

(I. 3b) 

(I. 3c) 

(I. 3d) 
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le:sl-e:yd 
= - (cr -f ) +f 

lo º/ slO yd yd oo-e: yd 

onde Es tem o mesmo significado do item anterior. 

(I. 3e) 

(I.3f) 

(I. 3g) 

(I. 3h) 

I.2. Esgotamento da Capacidade Resistente de uma Seção 

I.2.1. Por Esforços Normais (Momento Fletor e/ou Força Normal): 

O esgotamento da capacidade resistente de uma certa se 
~ çao transversal de uma qualquer barra de uma estrutura e defini 

do, para a combinação momento fletor-força normal,. de,~ ecordo 

com o diagrama de deformações limites apresentado pelo C.E.B. 1 , 

e adotado pela NB1 2 (Fig. 5). 
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TRAÇÃO • 

REGIÕES 1, 2 - DEFORMAÇÃO EXCESSIVA DO AÇO 
REGIÕES 3o S • ESMAGAMENTO DO CONCRETO 

fig 5- DIAGRAMAS DE DEFORMAÇÕES LIMITES 

I.2.2. Por Esforços Tangenciais (Torção com ou sem Cortante), 

associados ou não a Esforços Normais 

I.2.2.1. Generalidades 

A torção e, ainda hoje, uma das solicitações que mais 

carecem de estudos dentre as que podem atuar numa estrutura de 

concreto armado. Existem inúmeros estudos para peças de con­

creto simples submetidas à torção pura 5 ' 6 ' 8 • No caso de ele -

mentos de concreto armado e, principalmente, os --·solicitados _ .. .,. "." 

por torção combinada com outros esforços (momento fletor, for­

ça normal, cortante), persistem ainda inúmeras dúvidas a serem 

esclarecidas 3
'

5
'

6
'

7
• 

Os pesquisadores, no entanto, apresentam-se concordes 

quanto a valores Últimos da resistência de estruturas de ,con-

ereto armado à torção pura. Há, porém, uma certa lacuna qua~ 

to ao caso de torção combinada com outras solicitações. Como 
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exemplo, observamos que, na bibliografia pesquisada, nenhuma re 

ferência se faz à interação da torção com flexão no espaço ou 

com força normal. Pudemos obter dados satisfatoriamente consis 

tentes apenas para a torção combinada com flexão segundo um pl~ 

no de simetria da peça e, para combinação com esforço cortante. 

Todavia, uma observação parece unânime: a de que a capacidade 

Última não depende do caminho percorrido no carregamento da es­

trutura quando solicitada simultaneamente por torção e flexão, 

isto é, a mesma não depende da história da relação T/M (momento 

torsor/momento fletor) na aplicação do carregamento (Fig. 6). 

o 

o 

T 

trajetória de aplicação 
do carregamento 

fig 6 - DIAGRAMA DE CARREGAMENTO T x M 

Atualmente duas teorias se destacam como as de maior aceitação 

entre os estudiosos do assunto. Embora ambas conduzam a resu! 

tados bastante semelhantes, cumpre, no entanto, ressaltar que 

ambos os modelos não são gerais, pois, analisam a 

de torção com flexão (pura ou simples) no plano. 

combinação 

A primeira dess.as teorias foi lançada por LESSIG 3 
'

4 
'

5 

(U.R.S.S.) em 1959, servindo de base para comparações com inú­

meras pesquisas experimentais 5
, principalmente entre pesquisa-
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dores americanos. A segunda, elaborada por LAMPERT e TH0RLI-

MANN 1 ' 3 ' 6 (1966), com sua formulação mais geral apresentada em 

1970, é a consagrada pelo C.E.B. 1
'

3 e pela NB1 2
• FAUCHART 7

, 

em trabalho mais recente (1973) , procura apresentar uma nova 

- . formulaçao tendo como base o modelo de Lampert e Thurlimann e, 

estabelecendo uma comparaçao de resultados entre este e o méto­

do de Lessig para peças retangulares submetidas à torção com 

flexão pura num plano de simetria. 

Lessig parte de um mecanismo de rotura, dito de "fle­

xao e.sconsa" ("flexion biaise"), segundo o qual uma peça subme­

tida à torção rompe por "flexão" em torno de um eixo oblíquo em 

relação ao seu eixo longitudinal e paralelo a uma de suas faces 

(Fig. 7). Como hipóteses básicas admite o escoamento simultâ -

neo de toda a armadura que atravessa a superfície de rotura, a 

nao absorção de tensões pelo concreto, espaçamento constante 

dos estribos e relação T/M constante ao longo da zona de ruína. 

No entanto, uma rotura por esmagamento do concreto antes does­

coamento da armadura não pode ser deduzida diretamente da teo -

ria de Lessig. Para tanto ela recorre a expressoes 

obtidas a partir dos ensaios realizados. 

empíricas 

Ater-nos-emos aqui a estes comentários, observando que 

ZIA 5 apresentou em 1968 um interessante trabalho comparativo e~ 

tre as diversas teorias existentes na época, onde tece comentá-

rios sobre a proposta de Lessig. Maiores detalhes sobre esta 

teoria poderão ser obtidos neste ou nos próprios textos da pes­

quisadora 5 • 
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M 

Q ' 
fig ?a- SUPERFICIE DE RUPTURA COM F_LEXAO PREDOMINANTE 

, 

, , , 

fig 7b - SUPERFICIE DE RUPTURA CORTANTE PREDOMINANTE 

" . -O modelo proposto por Lampert e Thurlimann supoe que 

o mecanismo de resistência de uma peça de concreto armado sujei 

ta à torção (pura ou combinada com outros esforços), após inici 

ada a fissuração, até a rotura, é do tipo de uma treliça espa­

cial onde seus elementos tracionados são constituidos pela sua 

armação (estribos e barras longitudinais) e os comprimidos pelo 

concreto entre fissuras. Esta é a -teoria adotada pelo 

C.E.B. 1
'

3 e será a utilizada no presente trabalho, em face de 

sua maior simplicidade de aplicação em programas automáticos em 

relação à proposta por Lessig. 

Passaremos, por conseguinte, de agora em diante, a tr~ 

tara torção sempre a partir do modelo de Lampert, salvo quando 

houver menção em contrário. No entanto, por força de ainda não 

ser possível uma completa generalização das teorias de torção 3 , 

principalmente quando combinada com outros tipos de solicita-

ções, ater-nos-emos, neste trabalho, à análise de peça de eixo 

reto com seção retangular cheia ou vazada. 
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Convém ressaltar que o mesmo tratamento sera dado a arn 

bos os tipos de seção aqui utilizados. Isto torna-se posssível 

em virtude do que demonstram os ensaios já efetuados, onde urna 

peça de seção retangular maciça apresenta, após fissurada, re­

sistência equivalente a de urna seção vazada de mesma dimensões 

externas e armadura. A espessura das paredes de tal seçao é ob 

tida de acordo com o critério apresentado na Figura 8. 

h s 

b s 

r_=_:1 
1 

' ' 
1 ' ' ' 

1 1 

him 

1 1 

L~=-~J 
b L h 

- ._ 

_, 

h ' m 

b 5 ) 6 
se b

5
> G · b 

b 5 
- 5 SE b L - b 5 s - 6 

espessura da parede fictício 

com eixo sobre um 

um:: comprimento do contorno poligonal que liga as barras dos 

cantos da secão 

Am = área interna do contorno .um 

fig 8 - SEÇÃO RETANGULAR MACl(A FI SSURADA POR TORÇÃO 

Em vista do exposto no parágrafo anterior, nao faremos 

mais distinção entre seção retangular maciça e vazada no que 

diz respeito à torção de peças fissuradas. 

Pass?rnos, agora a dedução das expressoes dos valores 

Últimos do momento torsor de urna peça de concreto armado, seja 

para a solicitação pura ou combinada. 
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I.2.2.2. Por torção pura 

Seja um elemento estrutural de concreto armado, com s~ 

çao retangular constante ao longo de seu eixo, suposto reto,fi~ 

surado e, submetido a um esforço de torção T (Fig. 9). Teremos, 

então, como sistema resistente a esta solicitação, uma treliça, 

conforme descrita acima. 

DETALHE A 

' ' 1 
1 
1 
1 

: ta 
1 1 

---c------l:;---- .. 

f I g. 9 A 

a' 

y 

+-· 
z 

DETALHE A 

·~Hi - --------

o.~ 
d d,/ 

/ ! 
º; ;º ~-+\----,--8

---+ 

Da figura acima podemos tirar: 

tg Cl = B 
c.s 

=~ 

o = l 
i 

sena 

H -i 

º·-' b b 
o 

a' º·­b b 
o 

f I g. 9 B 

(I. 4) 

(I. 5) 

(I. 6) 
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C - fluxo de rçisalhamento, constante ao longo da seçao. 

ªj - dimensão d
0 

ou b
0 

B - Ae. os, força de tração num estribo 

Dj - força de compressão numa biela de concreto, em u­
ma parede da peça 

H. - força de tração numa barra longitudinal ida peça. 
l. 

Evidentemente, por termos três tipos de elementos re­

sistentes nesta treliça, isto é, estribos, barras longitudinais 

e concreto, três modos básicos de ruína poderão surgir, em fun-

ção do esgotamento da capacidade resistente de cada um 

elementos: 

a) Por escoamento dos estribos: 

De (I.7): 
T e=-

2Am 

Substituindo (I.8) em (I.4) temos: 

tg a B T = = 
T 

2A s 
m 

2A m 

(I. 8) 

B tg a (I. 9) - . s 

desses 

Sabendo que B = A .o e fazendo os = fywd (tensão de escoamento e s 

de cálculo do aço dos estribos) obtemos: 

fywdºcotg a (I.10) 

A expressao acima fornece o limite de resistência de 

uma peça à torção pura para sua armação de estribos. 
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b) Por escoamento da armadura longitudinal: 

De (I.6) temos: 

2~ 
j B 

Substituindo (I.4) em (I.11) temos: 

= c.cotg a· 2 aj 
j 

(I .11) 

(I.12) 

Fazendo J4 a.= u (perímetro delimitado pelas barras dos cantos 
J m 

da seção) temos: 

2 Hi = C,cotg a• um 
i 

(I.13) 

Sabemos que Hi = Ast·ºsl' fazendo ºsl=fyld (tensão de escoame~ 

to de cálculo do aço da armadura longitudinal) e 

junto com (I.7) em (I.13) obtemos: 

substituindo 

(I.14) 

A equaçao acima fornece o limite de resistência de uma 

peça à torção pura quanto a sua armação longitudinal. 

c) Por esmagamento de uma diagonal de concreto compri­

mido: 

Substituindo (I.8) em (I.5) temos: 

T = D. 2Am (I.15) 
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Da Figura (8a) tiramos: 

D = (I.16) 

onde ºc - tensão reinante no concreto. 

Substituindo (I.16) em (I.15): 

(I.17) 

Por causa do empenamento das paredes do elemento provocado pela 

torção 5 surgirão tensões adicionais no concreto não calculáveis 

pelo modelo da treliça. Corno tais tensões poderão atingir va 

lores elevados, a tensão limite de resistência do concreto para 

o modelo da treliça é fixada em O,Sfccd· Reserva-se assim, a 

restante capacidade resistente do concreto para absorver as ten 

sões de empenamento 3
• 

Introduzindo em (I.17) a tensão acima fixada, obtemos 

o limite de resistência de uma peça de concreto armado submeti­

da à torção pura, em relação as suas diagonais comprimidas: 

(I.18) 

As expressoes obtidas nos itens a, b e c acima estão 

dadas em função do ângulo a de inclinação das diagonais da tre­

liça. Esta inclinação é, obviamente variável de acordo com a 

percentagem de armaçao de peça, bem como com o seu estado de so 

licitação. No entanto, como afirma LAMPERT 5 e, adota o C.E.B., 
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se supusermos para a um valor de 45°, as expressoes (I.10), (I. 

14) e (I.17) fornecem resultados satisfatórios. Este será o 

procedimento adotado no presente estudo, ressalvando-se que, a 

qualquer tempo, é possível introduzir para a valor di_ferente, 

desde que comprovada sua necessidade, em face de dados experi -

mentais confiáveis. 

Por fim, o torso
0

r Último, Trd, de resistência de uma 

peça de concreto armado será dado pelo menor dos três valores~ 

ci.ma obtidos. 

I.2.2.3. Por Torção combinada com outros esforços 

Como já frisamos no início deste tópico, pouco ou ne­

nhum material se encontra disponível na literatura com respeito 

à interação da torção com outras solicitações. Embora seja pos 

sível obter-se resultados para a interação momento torsor com 

flexão pura ou simples, esta se restringe ao caso de solicita -

ção segundo um plano de simetria da seção transversal da peça 

(solicitação plana). Nada há, todavia, com referência à intera 

çao com o esforço normal ou com momentos fletores no espaço 

(flexão fora dos eixos de simetria de seção).O próprio C.E.B 1
'

3 

não faz nenhuma referência a este tipo de combinação, restrin -

gindo-se, apenas, à torção pura ou associada à flexão plana,sem 

esforço normal. 

À falta, portanto, de dados disponíveis, e, visando es 

tabelecer limitações para o torsor admissível de uma seção sol! 

citada à torção combinada com flexão no espaço, fazemos uma ge-
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neralização das expressões existentes na bibliografia adotada e 

consideradas válidas para a torção combinada com flexão no pla­

no1'3'5'7. Assim, dependendo do caso, teremos: 

a) Por torção com flexão, havendo esforço cortante: 

O momento torsor Te o esforço cortante V, atuantes na 

seçao, devem satisfazer à condição 3: 

onde: 

h 

~ 1 

T - momento torsor atuante; 

T
0 

= Trdl (ver item I.2.2.2) 

v = lv2 + v2 

y z 

1· 
b 

- esforço cortante atuante (sendo y e z 
os eixos principais de inércia centrei 
dais da seção) ; -

esforço cortante próximo admissível 
(Ac representa a área da seção de co~ 

ereto resistente ao esforço cortante, 
conforme explica a Fig. 10). 

b 

-~ 1, 
b; 

a a 
1---- -A b. h h 

h, e 

-- Jc 

fig IOa - SEÇAO RETANGULAR MACIÇA fig IOb - SEÇÃO RETANGULAR VAZADA 
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Como afirma ROBINSON 8
, este diagrama de interação, pr~ 

posto pelo C.E.B. 3
, demonstra ser algo conservador em presença 

dos resultados obtidos nos ensaios. No entanto, por uma ques-

tão de coerência entre os princípios adotados ao longo deste 

trabalho e, em virtude da generalização para o espaço efetuada, 

preferimos adotar tal curva, como garantia de não estarmos con­

tra a segurança. 

b) Por torção com flexão, sem esforço cortante (esfor­

ço normal eventual). 

LAMPERT 5 e posteriormente FAUCHART 7
, propoem para a 

interação momento torsor x momento fletor uma curva constituida 

por dois ramos d.e parábola do 29 grau (Fig. lla). No caso de 

peças armadas simetricamente em sua seção transversal este dia­

grama se simplifica em um so ramo da parábola (Fig. llb). Este 

segundo tipo de seção é o adotado no programa ANALEC (ver just! 

ficativa no item II.2.2.2.3). 

T 
T, 

/ 

' ' 
' --~' ---+---~--- M/M_, 

Fig.lia- DIAGRAMA TxM PARA S~ÇÓES COM 
ARMADURA ASSIMETRICA. 

T 
T, 

Fig li b - DIAGRAMA Tx M PARA SEÇÕES 
COM ARMADURA SIMÉTRICA. 
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Generalizando a curva para a interação com flexão no 

espaço, o momento torsor Te o fletor M, atuantes na seção, de 

verão satisfazer à condição: 

onde: 

[;0)2 + (I.19) 

T - ver item I.2.2.3.a 

T
0 

= Trd - ver item I.2.2.2 

M = IM2 + M2 - momento fletor atuante. y z 

M
0 

- momento fletor admissivel na mesma direção e sen­
tido de M, associado ao esforço normal N, atuante 

Retirando-se da inequação (I.19) o valor de M
0 

temos: 

M.T 2 
M ~ 

o 
Ml (I. 20) = o (T2 - T2) 

o 

Obtivemos em (I.20) um momento fletor (M1) tal que, 

associado ao esforço normal, N, atuante, deverá ser menor, no 

máximo igual, a M
0 

para que a seção estudada seja estável para 

a combinação de esforços, T, M, N. Sendo assim, verifica-se se 

a seçao e capaz de resistir ao par N, M1 • Se não o for signif! 

ca que o momento torsor T é tal que ultrapassa a capacidade re­

sistente da seção analisada, para o dado valor de M. 

I.3. Fissuração de um Elemento 

Supõe-se que um elemento apresentará fissuras, de qua_! 

quer que seja a origem, quando a tensão principal de tração 

(calculada pela resisténcia dos materiais), em um ou mais pon -
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tos de qualquer de suas seçoes transversais, ultrapassar a te~ 

sao característica de resistência à tração do concreto, defini 

da no item I.1.4.1. 

A definição acima nao se apresenta de todo exata para 

peças de concreto armado. No caso de solicitações de torção,o 

momento torsor de fissuração de uma peça de concreto armado -e 

maior que o de uma .peça de concreto simples de mesma caracte-

ristica geométrica e mecânica. em face da presença da arma -

çao. HSU 5 , em seus ensaios, comprova este fenômeno. 

No entanto, em virtude de o erro introduzido no câlc~ 

lo das deformações neste estágio de solicitação não ser signi­

ficativo e, diminuir à medida que esta se eleva, podemos assu-

mir como válida, dentro destas limitações, a definição 

enunciada. 

acima 

Observamos que este conceito será utilizado neste tra 

balho apenas no caso do estudo de peças sujeitas ao esforço de 

torção (ver itens I.2.2, I.5.2 e II.2.2.2). 

I.4. Estado-Limite Oltimo 

Em relação ao estado-limite Último, consideramos duas 

formas distintas de comportamento para as estruturas reticula­

das de concreto armado, em função, principalmente, d,a geome­

tria da estrutura e do tipo de carregamento aplicado, como se 

explica a seguir: 
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I.4.1. Esgotamento da Capacidade resistente de uma ou mais se­

çoes transversais 

~ o comportamento típico das estruturas pouco esbeltas, 

podendo ser visualizado através da curva carga-flecha da Fig. 

12. Nesta, apresentamos a curva para a carga horizontal H e o 

deslocamento a que lhe é associado. 

F ( var) 

H e C te - !;.-ª_.;.,I ~----

' ' 
,' 

' ' 

' ', 
' 1 

F 
esgotamento da capacidade 

/ resistente de uma ou mais 

seções 

a 

f,g 12- ESTADO-LIMITE ÚLTIMO POR ESGOTAMENTO DA CAPACIDADE RESISTENTE 
DE UMA OU MAIS SEÇÕES. 

O esgotamento da capacidade resistente de uma seçao e 

definido pela ultrapassagem das deformações limites de sua fibra 

mais comprimida e/ou da mais tracionada. 

I.4.2. Instabilidade do Equilíbrio 

Este tipo de comportamento ocorre em estruturas de es­

beltez elevada com elementos comprimidos. Neste caso, como se 

pode observar através da curva carga-flecha da Figura 13, as se­

çoes transversais nao são solicitadas até seu limite máximo da 

resistência. 



H' e te 

F ( var) 

_J~-~ª ~ 

' ' 

' ' ' / 

r--

/ 
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F 

t ig 13- ESTADO-LIMITE ÚLTIMO POR INSTABILIDADE DO EQUILIBRIO 

instabilidade do d F 
equili'brio (--)=O 

d a 

esgotamenlo do capoci~ade _ 
resistente de uma ou mais seçoes 

a 

A estrutura da figura acima, apesar de semelhante à fi~ 

gura 12, apresenta um Índice de ·esbeltez bem maior que esta. O 

gráfico carga-flecha apresenta, para a estrutura esbelta, um ra­

mo descendente que é de eqÜilíbrio instável, e que so pode ser 

obtido com uma redução da carga, a partir do ponto A. 

I.5. A Não-Linearidade Física 

Pelo fato do concreto e do aço serem materiais de com­

portamento não-linear, isto acarreta que as relações entre o es 

forço normal e a deformação axial no centróide de uma seçao, o 

momento fletor e a curvatura que lhe é associada e o momento 

torsor e a rotação relativa por unidade de comprimento deixam . 

de ser lineares. 

Com isto, os valores das rigidezes à flexão, à deforma 

çao axial e à torção de uma seçao transversal de um elemento, 

passam a ser dependentes do estado de solicitação da mesma. Co­

mo a rigidez de um elemento é definida a partir da rigidez _de 

cada uma de suas seções transversais e, o estado de solicitação 
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destas nao é uniforme ao longo do elemento, nao podemos definir 

um valor único para a rigidez do mesmo a partir de uma qualquer 

seçao. Sendo assim, adotaremos como representativo de sua rig! 

dez um valor médio obtido a partir da rigidez de diversas se­

ções ao longo do elemento. 

No presente trabalho faremos uso do conceito d.e rigi -

dez secante a uma dada deformação de uma seção transversal para 

definir a rigidez secante a esta deformação do elemento em estu 

do, suposta constante ao longo do mesmo. De acordo, então, com 

este princípio, temos: 

I.5.1. Rigidez Secante a Flexão e a Deformação Axial 

Seja uma seçao transversal qualquer de um dado elemen­

to, .com um sistema de eixos cartesianos com origem no seu cen­

tróide e solicitada por um conjunto de esforços My' Mz e N (Fig. 

14) • 

y 

' ' 
: ' : "' 'M ~ : 
: y J--:-4íl 
r:::--= ~-

&, 

E,g 

fig 14 - SOLICITAÇÕES E DEFORMACÕES NUMA SEÇÃO DE CONCRETO ARMADO 
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Associadas a estas solicitações a seçao transversal 

mencionada apresentará as deformações: curvaturas \n e ln (nos 'f'y Tz 

planos xz e xy, respectivamente) e a deformação axial ao nível 

de seu centróide, 'E z· Função dessas deformações serão gerados 

esforços internos Mry' Mrz e Nr que equilibrarão os solicitan -

tes. Desse modo teremos: 

Fixando duas das solicitações acima e, fazendo variar 

a terceira, podemos obter gráficos que definem o comportamento 

da seção para este Último esforço: 

a) Diagrama Momento-curvatura 

N:; cte. 

lf' y' z 

fig, 15 
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A partir, então, de um momento fletor Me da curvatura 

associada~, podemos definir uma rigidez secante à flexão dada 

por: 

M M 
EIY = .I1. = J.. 

l.f!y lfy 
ou 

M M 
EI rz z = = 

~z z \.Pz 

b) Diagrama Esforço Normal-Deformação Eg: 

N 

f i g. 16 

Do mesmo modo que no item~ podemos definir uma rigi­

dez secante à deformação axial dada por: 

EA 
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I.5.2. Rigidez Secante a Torção 

Identicamente ao dito no item precedente podemos, a 
d0 

partir do diagrama T x dxx' definir uma rigidez secante à tor -

çao. 

Seja o diagrama T x d0x/dx da Figura 17, que é repre -

sentativo da sua forma genérica 5 ' 6 ' 8 • 

T 

• 

@ 

' ' ' , ' 
/~ARC tg G!Tl 

d e X 
d X 

f,g 17 - DIAGRAMA TORSOR x ROTACAO RELATIVA 

Dizemos, então, que a rigidez secante a torção de uma 

dadi seção de um elemento é a razao em qualquer instante, entre 

o momento torsor, T, aplicado e a rotação relativa, d0x/dx, que 

lhe é correspondente: 

T = 
d0x 
dx 

Observamos que se no caso da flexão e da deformação a-

xial nos é possível obter as rigidezes respectivas para qual-

quer solicitação, uma vez que os diagramas M x ~ e N x Eg po­

dem ser obtidos a qualquer tempo, ó mesmo não sucede com ator-
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çao. Para esta solicitação uma relação genérica entre T e 

dex/dx de modo a definir uma função GIT não é ainda possível, a 

nao ser através de ensaios 5
' 6 • Sendo assim, somos obrigados a 

nos restringir a determinados valores particulares de GIT, co­

nhecidos, como veremos no Capítulo II. 

I.5.3. A Rigidez de um Elemento 

Por análise de cada uma das seçoes transversais pode­

mos obter, por pontos, as funções EIY, Eiz, EA e GIT ao longo 

de um elemento de uma estrutura. Por integração numérica calcu 

!amos valores médios para cada um desses parâmetros, os quais 

serao adotados como representativos das rigidezes deste elemen­

to. 

Em face da impossibilidade de se analisar todas as se­

çoes de cada elemento de uma estrutura, escolhem-se, como sufi­

cientes, cinco destas (às duas extremas e três intermediárias). 

Para a integração aplica-se a fórmula de Newton-Coates para cin 

co pontos: 

F --· rol Jn f (l;)dl; 

onde X 
i; = y; 

F = EI, EA ou GIT para o elemento. 

1
1

f(l;)dl; = ~0 (7f1 + 32f2 + 12f3 + 32f4 + 7f5), fi = va 

o -!ores das funçoes 
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EI, EA ou GIT em cada uma das 5 seçoes escolhidas. 

O erro introduzido na análise de uma estrutura com a 

suposição aqui adotada de que a rigidez de um elemento a uma de 

terminada deformação é constante ao longo do mesmo é minimizado 

através da discretização destes elementos em outros, de acordo 

com os critérios apresentados no Capítulo III. 

I.6. A Não-Linearidade Geométrica (A Interação Axial-Flexão) 

E usual, no estudo das estruturas convencionais de co~ 

ereto armado, a consideração do equilíbrio com base na configu­

raçao inicial (indeformada) da estrutura, mediante uma análise 

dita linear geometricamente. Se bem que seja um cálculo aproxi 

mado, podemos considerá-lo como válido para o caso de estrutu -

ras pouco esbeltas, ainda mais que para as estruturas usuais os 

deslocamentos não são muito significativos em relação a sua ge2 

metria indeformada. 

No entanto, para as estruturas constituídas por elemen 

tos solicitados à flexão, com presença de forças axiais, princ! 

palmente para estruturas esbeltas, o fenômeno da interação a­

xial-flexão pode assumir importância fundamental para o eqúilí­

brio. Somos, então; levados a proceder a uma análise nao mais 

baseada na configuração indeformada mas com eqÜilíbrio na confi 

guraçao deformada da estrutura. Isto se faz necessário já que, 

face à presença da força axial, a deflexão lateral de um elemen 

to pode dar origem a momentos fletores adicionais bastante sig­

nificativos (Fig. 18). 
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fig 18 - COLUNA ESBELTA CARREGADA EXCENTRICAMENTE 

Esta interação entre o esforço axial e a flexão, gera~ 

do efeitos de 2a. ordem, afeta a matriz de rigidez de um elemen 

to de uma estrutura, introduzindo nela uma contribuição devida 

ao esforço axial. A este fenômeno chamamos não-linearidade ge2 

métrica. 
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CAPITULO II 

O MÉTODO DE ANÁLISE 

II.l. Generalidades 

Conforme foi dito na introdução deste trabalho e poss! 

vel proceder-se a análise não-linear de uma estrutura através 

de uma sucessão de etapas lineares de cálculo, com os parame­

tros de que depende o problema sendo mantidos constantes ao lon 

go de cada etapa. Com base nos resultados obtidos ao final de 

uma etapa tais parámetros são corrigi~os, para utilização na se 

guinte. O processo é dado por concluido quando, em duas etapas 

consecutivas os parámetros apresentam os mesmos valores, a me­

nos de uma determinada tolerância. 

Para o caso de estruturas carregadas apenas nos nos, 

objeto deste estudo, os efeitos da não-linearidade afetam tão 

somente os coeficientes da matriz de rigidez do elemento. As­

sim, as correções acima mencionadas (associadas à não-linearida 

de fisica e à geométrica) devem ser efetuadas na referida ma­

triz, permanecendo, no mais, inteiramente válido o esquema de 

cálculo usualmente empregado numa análise pelo método da Rigi 

dez 1 1
• 

No caso de uma barra de concreto armado as grandezas 
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afetadas pela não-linearidade física sao as rigidezes axial 

(EA):., à flexão (EIY e Eiz) e à torção (GIT) , as quais passam a 

dependentes do estado de solicitação do elemento (ver item I.5). 

Acrescentando-se a este fato a necessidade de se levar em con­

ta, principalmente nas estruturas esbeltas, os efeitos da segun 

da ordem, decorrentes da interação axial-flexão, tem-se ainda 

outro paràmetro a influir na matriz de rigidez: a força axial 

no elemento. 

Basicamente, então, é a matriz de rigidez de elemento 

que é afetada pelo fenômeno da não-linearidade de uma estrutura. 

Passaremos, pois, a estudar esta matriz, apresentando a dedução 

de seus coeficientes e, o processo de correção da mesma ao lon­

go de uma .análise. 

II.2. A Matriz de Rigidez de Elemento: 

Dividiremos o estudo dessa matriz em duas etapas, aboE 

dando, pela ordem, a influência das não-linearidades geométrica 

e física sobre a mesma. 

II.2.1. A Não-Linearidade Geométrica 

II.2.1.1. A Matriz de Rigidez Transcendente 

Pela teoria de 2a. ordem, tornando como base a equaçao 

diferencial da deformada do elemento, podemos obter, corno vere-

mos, uma forma "exata" da matriz de rigidez (a menos do 

das rigidezes, conforme item I.5). 

valor 
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Seja, então, o elemento de estrutura da Figura 19, com 

o comprimento total L, inicialmente reto, suposto deformado e 

em equilíbrio sob a ação dos esforços A2 , A3 , A4 , A5 , A6 , A8 , 

A9 , A10 , A11 , A12 e P, representado por suas projeções nos pla­

nos cartesianos XY e YZ. 

y 

,._ ___ L ___ __, 

fig 19a - PLANO XY 

----. X 

J<1---~ L---~ 

z 

fig 19b-PLANO XZ 

Chamemos, respecti vame.nte de V (x) e w (x) as i:funçÕes · de 

deslocamentos segundo os eixos y e z (Fig. 20). Os deslocamen-

tos d 2 e d8 e as: rotações d6 e d12 são condições de contorno 

de v(x). Os deslocamentos d 3 e d9 e as rotações d5 e d11 o são 

para w (x). 

y 

• 
----.. X 

]·· 
d9 

dl 2 . w(•) 
d li 

!··~, IV(,) 
d6 

d2 d5 

z 
fig 20a - DESLOCAMENTOS PLANO XY fig 20b - DESLOCAMENTO PLANO XZ 



37 

De acordo com o item I.1.1, podemos relacionar a fun­

çao de deslocamento num plano com o momento fletor ao longo do 

elemento neste plano. Com isto podemos escrever: 

(II.1) 

d 2w(x) M 
= ..:L 

dx 2 EI y 
(II. 2) 

onde: 

Mz(x) = - A + 
6 

A2x - P (v (x) - d ) 2 (II.3) 

My(x) = AS+ A3x - P(w(x) - d ) 3 (II.4) 

Substituindo (II.3) em (II.1) e (II.4) em (II.2), te-

mos: 

d 2v(x) p 
• v (x) (A2x - A6 + P.d2) • 1 

+ -- = EI dx 2 EIZ z 

(II. S) 

d 2 w (x) p 
w(x) (A3 x +AS+ P.d3). 1 

+ EI = . EI 
dx 2 y y 

(II. 6) 

Desenvolveremos sucessivamente cada uma das equaçoes 

acima, delas obtendo os coeficientes da matriz de rigidez. 

A equaçao (II.S) tem como solução geral: 

v (x) = vh (x) + ,vp (x) (II. 7) 
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= c1coskz.x + c 2senkz.x (solução da equaçao hom2 
gênea) 

(II.7a) 

vp(x) = (A2x - A6 + P.d2) • ; (solução particular) 

(II. 7b) 

kz ="Vk 
z 

c1 e c 2 - constantes que dependem das condições de co~ 

torno. 

Derivando (II. 7), obtemos a expressao das rotações, ez (x), das 

seçoes ao longo do elemento. 

(II.8) 

As condições de contorno de v(x) e ez(x) nos fornecem 

os valores de c1 e c 2 : 

Para x = O temos v(x) = d 2 

Para x = O temos 0z(x) = d6 

A2 
kzc2 + P = d6 

(II.9) 

(II.10) 

Introduzindo (II.10) e (II.9) em (II.7) e (II.8) tiramos: 
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V (X) = 

E\ (x) 

senk .x + z 

(II .11) 

] 

A2 
senkz.x + P 

(II.12) 

Com base na equaçao (II.1) e utilizando (II.11), pode­

mos obter a expressão do momento fletor ao longo do elemento: 

(II.13) 

Podemos explicitar Mz(x) em função dos esforços nas ex 

tremidades do elemento. Para tanto apliquemos em (II.13) a con­

dição de contorno Mz(x) = A12 , para x = L, obtendo: 

(A12 + A6coskzL) 

senkzL 

k z 
p 

Substituindo a expressao de d6 em (II.13) temos: 

(A12 + A6coskzL) 

senkz L • sen kzL - A6coskzL 

(II.14) 

Aplicando no plano x-z, o raciocínio adotado para o plano X-Y, 

temos para a equação (II.6) a seguinte solução geral: 
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onde 

=~ 
y 

c3 e c 4 - constantes dependentes das condições de con 

torno. 

Derivando w(x) temos: 

= _d..,w_,(""'x.,_) 
dx 

Aplicando as condições de contorno: w(x) = d3 e 

ey(x) = -d5 para x = O, tiramos: 

Como resultado obtemos: 

w(x) = 

(II.15) 

(II.16) 
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A expressao do momento fletor My(x) será: 

A3J .senkyx 

(II.17) 

Podemos, aqui também, explicitar My(x) em função 

A5 e A11 , fazendo MY(x) = A11 ,.obtendo a5 e substituindo 

(II.17): 

(A11 + A5coskYL) 

senky L senky.x + A5cosky.x 

(II .18) 

de 

em 

Fazemos notar que as expressoes (II.11) a (II.18) sao 

válidas para valores positivos de P (forças axiais de· compres­

são) e, diferentes de zero. Quando P assume valores negativos 

(tração), devemos modificar estas expressões. 

Obtemos: 

Sabendo que: sen(ix) = isenh(x) , onde i = 1-1 

cos(ix) = cosh(x) 

No Plano X-Y: 

( ) A6 coshk x + [ª6p - A2·J "et',k x + V X = p . . z k • p • _..., __ K z 
z 

(II.19) 

ez(x) [ (6P - A2) A6 . ) A2 
= kz kz.P coshJ-;zx·-p.senhkzx + -p 

(II.20) 

Mz (x) - (A6coshkzx + f ª6p - A2 J (II.21) = .senkzx) 
kz 
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ou 
(A12 + A6coshkzx) 

Mz (x) = senh kzx • senhkzx - A6 • coshkz .x 

(II.22) 

onde , sendo P < O 

No Plano X-Z: 

w(x) 
AS 

= - - coshk p • y [

ds. P + 
X - k .P 

y 

(II.23) 

[ tsp + A ] AS ) A3 ey (x) = k - ky.P 
3 

coshkyx + j,".senhkyx) + j," y 

(II.24) 

My (x) = As coshkyx + (dSPk: A3) senhk x (II.2S) y 

ou 

My(x) 
(All + AS coshkYL) 

senhk x + Ascoshkyx = senh kyL y 

(II. 26) 

onde , sendo P < O. 

Conforme podemos observar nas expressoes acima obtidas·, 

o principio da superposição de efeitos pode ser empregado, des­

de que o valor da força P seja mantido constante. Fundados nes­

te fato é que deduziremos os coeficientes da matriz de rigidez 

de elemento a partir das expressões (II.11) a (II.18), introdu­

zindo, para isto, os deslocamentos generalizados unitários. 
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Façamos, então, o deslocamento d6 = 1 (plano X-Y) e 

nulos todos os demais (Fig. 21): 

fig 2 1 

Aplicando em (II.11) a condição v(x) = O para x = L, 

temos: 

- 1) 
(II.27) 

Fazendo 0z(x) = O para x = L, na expressão (II.12), temos: 

A6kz.senkzL - Pcoskz L 

1 - coskz.L 

Igualando (II.27) e (II.28) obtemos: 

p senk L - k. L.cosk L 
- ·Z Z Z = 

kz 2-2cosk L - k L~senk L z z z 

Substituindo (II.29) em (II.28): 

(II.28) 

(II. 29) 

(II.30) 

Como os valores de A6 e A2 , acima obtidos, represen -

tam esforços por unidade de deslocamento, os mesmos sao, cons~ 

" quentemente, coeficientes da matriz de rigidez de elemento, d~ 

nominados SM (6,6) e SM(2,6), respectivamente. Assim, para 
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a expressao (II.29) teremos, multiplicando e dividindo o termo 

a direita por 4k L: z 

SM(6,6) = SM(l2, 12) 

onde 

4EI z 
= -L- • 5 3z 

Para (II.30), aplicando o fator 6(kzL) 2 teremos: 

SM(2,6) = SM(6,2) = - SM(8,12) = - SM(l2,8) = 

onde 
(kzL) 2 (1-coskzL) 

6<Pz 

As condições de equilibrio (Fig. 20) nos fornecem: 

De (II.31) tiramos: 

SM(8,6) = SM(6,8) = Ag 

(II. 31) 

(II. 32) 

Introduzindo em (II.32) as expressoes (II.29) e (II.30): 

p 
= k 

z 
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Multiplicando e dividindo por 2kzL obtemos os valores 

de mais dois coeficientes da matriz de rigidez: 

onde 

rigidez 

SM ( 6, 12) = SM(l2,6) = 

k L(k L -z z 

Para obtermos os restantes coeficientes da·matriz de 

dependentes dos deslocamentos no plano X-Y, aplique-

mos, agora, um deslocamento unitário na direção y(d2 = 1), dei 

xando nulos os demais (Fig. 22). 

",;;r1~::-__ -__ -__ -_-_____________ --
fig 2 2 

Levando-se em conta que o valor de A6 é conhecido (i­

gual a SM(6,2), pelo teorema da reciprocidade dos esforços) e 

fazendo v(x) = O, para x = L, podemos obter de (II.11) o valor 

Aplicando ao numerador e ao denominador o fator 
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SM(2,2) = SM (8, 8) = 

12(k
2
L) 3 .senk

2
L 

<l>z 

12EI z 

Pelas condiç6es de eqtii1Ibrio (Fig. 21): 

De (II.33) temos: 

SM(8, 2) = SM(2, 8) = A8 = 

(II. 33) 

(II.34) 

Substituindo em (II.34) as expressoes conhecidas de 

SM (2, 12) = SM(l2, 2) = 

Passamos, agora, a dedução dos coeficientes devidos a 

deslocamentos no plano X-Z, adotando idêntico procedimento ao 

visto acima. 

Fazendo d5 = 1 e nulos os demais deslocamentos, obte­

mos a configuração da Figura 23. 
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fig 2 3 

Com a condição w(x) = O, para x = L, · 

(II.15): 

Com 0y(x) = O, para x = L, tiramos de (II.16): 

- A5senkYL 

coskyL 

Igualando (II.35) e (II.36), temos: 

p 
= 

ky 

tiramos de 

(II.35) 

(II.36) 

(II.37) 

Multiplicando e dividindo (II.37) por 4~YL e, sabendo 

-que A5 e um esforço por unidade de deslocamento, temos: 

onde: 

SM(S,S) = SM(ll, 11) 
4EI 

= A = __;j_ 
5 L 

= kYL(senkyL - kYLcoskYL) 

4q,y 

q,y = 2 - 2cosk L - k Lsenk L y y y 
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Substituindo (II.37) em (II.36) obtemos: 

P(l - cosk L) 

rj)y 

Apltcando em (II.38) o fator 6(kyL) 2 tiramos: 

(II. 38) 

SM(3,5) = SM(S,3) = - SM(9,ll) = - SM(ll,9) = 
6EI 

= - ___;;/_ S2y L2 

onde 
(k L) 2 (1 - cosk L) 

S2y = 6rj)y 

Utilizando as condições de equilíbrio temos (Fig. 22) 

A5 + All = - A L 3 

De (II.39): 

6EI 
SM(9, 5) = SM (5, 9) = A9 = ___:,j_ 

L2 

Levando (II.37) e (II. 38) em (II. 40): 

p 
= 

ky 

Aplicando em A11 o fator 2kyL' temos: 

SM(S, 11) 

onde: 

= SM(ll, 5) 
2E.I 

= ___;;/_ 
L 

(II.39) 

(II.40) 

. S2y 
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Os demais coeficientes da matriz de rigidez no plano x-z, obt~ 

mo-los dando ao elemento um deslocamento unitário na direção z 

(d3 = 1), conforme a Figura 24. 

fig. 2 4 

Como o esforço A5 é conhecido e igual a SM(J,5), ter~ 

mos, aplicando na expressão (II.15) a condição w(x) = O, para 

X= L: 

Introduzindo o fator 12(kyL) 3 na expressao acima, ob­

temos os coeficientes: 

onde: 

12EI 
SM(J,3) = SM(9,9) = __ ..._Y • s 

L3 ly 

s ly 
= (kYL) 3 .senkyL 

cj,y 

Pelas condições de equilíbrio (Fig. 23): 

A = - A 9 3 (II.41) 
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(II.42) 

De (II.41) tiramos: 

SM(3, 9) = SM(9, 3) = A9 = -
12EIY 

• Sl 
L3 . y 

Levando em (II.42) as expressoes de A3 e A
5 

obtemos: 

temos: 

onde 

P(l - cosk L) 

<Py 

Aplicando ao numerador e denominador o fator 6(kyL) 2 

SM(3, 11) 
6EI 

= SM(ll, 3) = - __:;/_ 
L2 

(k L) 2 (1 -y 

Resta-nos, agora, obter os coeficientes oriundos de 

deslocamentos ao longo do eixo X e rotações em torno deste mes 

mo eixo. Os primeiros, equivalentes a forças axiais por unid~ 

de de deslocamento, podem ser adotados como iguais aos da aná­

lise linear 11 (a menos do valor da rigidez EA), já que só sao 

afetados por efeitos de 3a. ordem 10 • Assim sendo, temos: 

SM (1, 1) = SM(7,7) = - S1'!(1, 7) = - SM(7,1) = EA 
L 

Os termos correspondentes a momentos de torção por u­

nidade de rotação em torno do eixo X, serão representados· aqui 
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por sua forma genérica GIT/L, igual à da análise linear (a me­

nos do valor da rigidez GIT). Assim, escrevemos: 

SM(4,4) = SM(l0,10) = - SM(4,10) = - SM(l0,4) = GIT/L 

No item II.2.2.2 deste Capítulo apresentamos a dedu -

çao da rigidez GIT, regida apenas pela não-linearidade física 

da estrutura. 

Uma vez definidos os termos nao nulos da matriz de ri 

gidez de elemento de uma estrutura reticulada espacial, pode­

mos escrevê-la como abaixo: 

~ 
L 

o 

12 E Iz 
-,-siz 

L 

o 

o 

1 2 E ly 
--s 

L 3 I)' 

o o o 

o o 
6 EI z 
-,,- s,, 

-6 EI 
0 .. __ Y 5

2
)' 0 

L 2 

-~ 
l 

o 

o 

~ o o o 
L 
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4 E I 1 
--. o 

L " 

o 

4 EI z S O 

L " 

EA 
L 

o o o 

- 1 2 EI z 
-,-,- S,z o o 

- 12EJ y 
o o --s 

L3 11 

o o ~ 
L 

o 
GEI y 
--s o 
· l 2 2 y 

- 6 E I 
' s o o 
~ 2Z 

o o o 

~ 
l 3 5 1z 

o o 

12EI 
-"s 

L3 IY 
o 

~ 
L 

o o 

o 
6 EI z 

-zrs2z 

- 6Eiy 
--s 

L2 2Y 
o 

o o 

2 E I y 
--s o 

L 4y 

o 

o 

2 E 1
1 --s 

L 4Z 

o 

o o 
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Como podemos ver na expressao (II.43), obtivemos wna 

matriz de rigidez de forma idêntica à da matriz nwna análise li 

near, onde alguns dos termos aparecem afetados pelos coeficien-

tes s. Estes foram designados por Livesley como coeficientes 

de estabilidade e, caracterizam os efeitos de 2a. ordem, decor­

rentes da interação áxial-flexão, sobre a matriz de rigidez. 

Com sua forma acima, os coeficientes de estabilidade 

foram obtidos a partir de uma força axial de compressão. No ca 

so de wna força P de tração, adotando o mesmo processo de dedu­

çao já usado, encontraremos tais coeficientes expressos em ter-

mos de funções hiperbólicas, mantendo-se a matriz de 

com a forma de (II.43). Assim, teremos: 

onde 

s ly,z 

s 2y,z 

s 3y,z 

s 4y,z 

= 

= 

= 

= 

(k L) 3 senhk .L y,z . y,z 
12cj, 1 

y,z 

(k L) 2 (coshk L-1) y,z y,z 
6cj, 1 

y,z 

k L(k L.coshk L - senhk L) y,z y,z y,z y,z 
4cj, 1 

y,z 

k L(senhk L - k L) y,z y,z y,z 
2cj, 1 y,z 

2 - 2coshk L + k L.senhk L y,z y,z y,z 

k ='"'' y,z V 
!PI 

EI y,z 

rigidez 
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Como já dissemos anteriormente, o presente trabalho 

visa obter dados para a elaboração de um programa auâ:titomático 

para análise de estruturas reticuladas espaciais. Desse modo, 

apesar de apresentarmos os coeficientes de estabilidade em for 

ma fechada, em termos de funções trigonométricas naturais e hi 

perbólicas, sua determinação por meio de computadores digitais 

se faz através da expansão dos mesmos em séries limitadas. Po­

demos, assim, expandí-los em série, de acordo com a convenien­

te forma a seguir: 

= 1 - (kL) 2 

10 

S = 1 - (kL)2 
2 60 

S = 1 - (kL) 2 
3 30 

(kL) 4 

8400 

(kL) 4 

8400 

(kL) 6 

756000 

(kL) 6 

756000 

ll(kL) 4 
_ 7(kL) 6 _ 

25200 756000 

S = l + (kL) 2 + 13(kL) 4 ll(kL) 6 

4 60 25200 + 756000 + ••. 

(II.44) 

Como vemos pelas expressoes acima, quando a força P 

se anula,_os coeficientes S tomam valores unitários, desapare­

cendo, como é Óbvio, os efeitos de 2a. ordem. Todavia, em fa-

cedo tipo de solução numérica usada nos computadores digi-

tais, quando os valores do parâmetro kL se avizinham de zero, 

surgem problemas de truncamento. Como TELLES 10 , neste traba­

lho também foi constatado que em computadores BURROUGHS-B6700, 

trabalhando-se em precisão simples, perturbações nos resulta -

-1 dos começam a surgir para valores de kL menores que 10 · : Este 

fato, aliado à impossibilidade de obter-se numericamente os li 

mites dos coeficientes S quando P tende a zero, obrigou-nos a 
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sub :it•· 
utilizar, nesses casos, estes coeficientes em sua forma expan-

dida em séries, das quais adotou-se os dois primeiros tennos. 

Tal procedimento mostrou-se correto pois a matriz de rigidez 

obtida apresenta a mesma forma da adotada no Método dos Ele­

mentos Finitos (M.E.F.), de uso consagrado na análise de estru 

turas, como mostramos a seguir. 

II.2.1.2. A Matriz de Rigidez pelo M.E.F. 

Como observam GARCIA12 e TELLES 10 , para o caso de es­

truturas planas, também no caso mais geral de estruturas espa­

ciais, a matriz de rigidez usualmente utilizada no M.E.F., é~ 

presentada como a soma de duas sub-matrizes. Uma, a -matriz 

convencional, usada nas análises lineares de estruturas e ou­

tra, normalmente designada como matriz geométrica, função da 

força axial P no elemento. Assim: 

onde: 

[s~J - matriz elástica 

[sMG] - matriz geométrica, 

dadas por: 
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Se reunirmos as duas matrizes em uma só, podemos apre­

sentar a matriz de rigidez sob aspecto idêntico ao obtido em 

(II.43), onde os coeficientes de estabilidade seriam dados por: 

s = 1 - P.L 2 

ly,z lOEI y.,z 

s 1 -
P.L 2 

(II.45) = 60EI 2y,z y,z 

s 1 -
P.L 2 

= 3y,z 30EI y,z 

s 1 + P.L 2 

= 60EI 4y,z y,z 

E interessante ressaltar que, como demonstrado por 

TELLES 10 para o caso de elemento de pórtico plano, também a ma­

triz de rigidez de elemento de pórtico espacial obtida pelo M. 

E.F. pode ser encarada como resultante da matriz de rigidez 

transcendente, onde os coeficientes de estabilidade foram expa~ 

didos em série, das quais foram tomados apenas os dois primei -

ros termos. Tal fato pode ser constatado por simples inspeção 

das expressões (II.44) e (II.45) se nessas Últimas introduzimos 

o parâmetro k ='"' Tj'P'! 
y,z VEÇ 

Ao adotarmos a formulação do M.E.F. para evitar erros 

de truncamento na matriz de rigidez, o mesmo procedimento deve 

ser adotado para as expressões do momento fletor ao longo do e­

lemento. Para tanto, partimos do princípio pelo qual se obteve 

a matriz de rigidez no M.E.F., qual seja, que a função de inter 
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polação que define os deslocamentos ao longo do elemento é uma 

parábola cÚbica 1 0
' 

1 2 
( função de Hermi t~) • Sabendo-se que o mo-

mente fletor é proporcional à derivada segunda desta função 

(ver expressão do item I.1.1), concluimos que a função de mo­

mento ao longo do elemento será linear tanto no plano X-Y como 

no plano X-Z (Figura 25). 

y 

t 
. (r------_ "'\ A,, 
As~ l)---X 

=:::::::::J 
"'----L 

fig 25 a- MOMENTOS 

FLETORES NO PLANO X - Y 

Da figura 25a tiramos: 

(Al2 + A5 )x 
Mz(x) = L 

Da figura 24b tiramos: 

-(All + A5 )x 
My(x) = L 

- A 

+A 

6 

5 

r-----_ J A,, 
· A5( 1 -------- - x . \. =::::::J 

1• L.--~ 

z 
fig 25 b - MOMENTOS 

FLETORES NO PLANO X- Z 

Observamos que foram aqui omitidas as deduções rela­

tivas à obtenção da matriz de rigidez pe·lo M.E.F., uma vez que 

nao fazem parte do. objetivo principal deste trabalho e podem 

ser obtidas na bibliografia sobre o assunto 13 • 

Corno conclusão do estudo da não-linearidade geométri­

ca apresentamos, a seguir, um quadro resumo das expressões ob-
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tidas para os coeficientes de estabilidade e momentos fletores 

ao longo do elemento. Ressaltamos que, como normalmente as 

forças axiais nos elementos não são conhecidas ao início deu­

ma análise, estas são adotadas como nulas na primeira iteração, 

para todos os elementos. 

p ) o p ) o ou p ( o p ( o 
( compressão) { compressão ou t roçóo) (tração) 

1( Y • z1 >, 1 0- 1 •, ' ' 
1 ( 10- 1 •, ' ' 

1 >, 10 -t 

' P L z ' ( k1 ,z ll sen k r,z L ( k ,, , L) sen hkr,z L 
si y,z = si y,/ 1- s ' 

12 0 1 ,z 10EI r,z 
1 y,z 

12 0'y,z 
2 

P L' 2 

S2)',Z= 

(k,,,u (1-cos k,,,l) 
S 2y,z = 1 - S2y,z= 

(k,,, L) (cos h k,,,L-1) 

6 fi\, z 60Eiy,z 6 !21\,,z 

ky}(sen ky,z L- ky}· cos ky,zl) P L' ky12 L{ky,zl.cos h kyJ-sen hky,z L) 
S3y,z= 

4 0,,, S3y,z= 1 
30 E Iy,z S3y,z = 

4 0 'y,z 

ky,z L( ky,z L- sen ky,zl) 
S4y,z' 1 + 

P L' ky,zl ( sen h ky,zl- k~,zu 
S4y,z= 

2 0,,, 60 Y,Z 
S4y,z= 

·2 0 1
y,z 

~\.z = 2 -2. cos ky/- ky). sen ky} ' 0y,z= 2- 2cos _h ky,z L+ ky,,J. senhky} 

-(AM + AM
5

• cos k L) -( AM + AM . cos h k LI 
M :: t1 .Y 

X- - ( AM,, + AM,/ X 
M, 

:: 11 5 Y. 
X y sen_ ky L ' sen·h k, L M, ' +AM

5 l 
X· sen k x+AM cos k x 

y ~ 5 y X sen h k1 . x + AM~r cos h k1.x 

M e 
{ AM

11
/ AM

6
.cos k z L ) 

M - ( AM 12 + AM
6

• cos h k, L ) 

' sen k z l X (AM,,+AM
5

) 
,-

senhkzl 
X 

M e ,x-AM
5 ' L 

Xsen k;:x - AM
6

• cos kz x X sen h kz x -AM
6

• cos h kzx 

k e 

~' 
k e v1P ,,, Y,' ,,, 

II.2.2. A Não-Linearidade Física: 

Como já exposto na introdução deste capítulo os efei­

tos da não-linearidade dos materiais (não-linearidade física) 

sobre a matriz de rigidez consistem na variação dos valores 

das rigidezes EA, EIY, Eiz e GIT de cada elemento em função do 

seu estado de solicitação. Temos, portanto, um problema iter~ 

tivo, onde para obter as solicitações necessitamos calcular as 
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rigidezes · (para a matriz de rigidez) e, para ter estas deve­

mos saber qual o valor das primeiras. Este problema será re­

solvido pela execução da análise através de etapas de cálculo 

em que ao final de cada uma corrigimos os valores das rigide­

zes para usá-las na etapa seguinte. Consistindo cada uma des 

sas etapas na resolução de um ciclo completo do método da ri­

gidez, obtemos como um de seus resultados as açoes nas extre­

midades de cada elemento da estrutura. Com base nessas ações 

podemos obter os esforços solicitantes em qualquer seção do 

elemento (suposto sem cargas aplicadas entre seus extremos). 

Assim, de acordo com as convenções da Figura 19, para uma se­

çao a uma distância x do nó: 

N(x) = Al 

Vy(x) = A2 

V z (x) = A
3 

T(x) = - A4 

(II.46) 

My(x) e Mz(x) de acordo com as expressoes do quadro 

I. 

A partir de (II.46) podemos corrigir o valor das ri­

gidezes do elemento, com base nas rigidezes obtidas para as 

seções transversais. Como obter estas Últimas é que passamos 

a explicar. 
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II.2.2.1. Rigidezes à Deformação Axial e a Flexão 

Obtido, pelas expressoes (II.46), o terno de solicita-

çoes momentos fletores, My e Mz' e esforço normal, N, podemos 

calcular, através de considerações de equilíbrio na seção, os 

valores de Eg (deformação axial no centróide da seção) e ~y e 

~z (curvaturas nos planos X-Z e X-Y, respectivamente) , associa­

dos aos referidos esforços. De posse do termo (~y' ~z' Eg)' d~ 

finimos novos valores para as rigidezes à flexão e à deformação 

axial da seção considerada por meio de: 

EI z = 
M z 

l/'z 
N ; EA = 
Eg 

Repetindo-se o mesmo procedimento para diversas seçoes 

transversais, podemos definir por pontos as funções EIY(x), 

Eiz(x) e EA(x) ao longo do elemento. Definidas estas três fun­

ções, calculamos os valores médios representativos das rigide­

zes secantes do elemento em questão,através do processo visto 

no item I.5.3. 

Do exposto, depreende-se que a Única dificuldade é en-

centrar o termo (~y' ~z' Eg) gerador dos esforços resistentes 

Mry' Mrz e Nr que equilibram os solicitantes em uma dada seçao 

transversal. Na realidade, sua obtenção é possível pela solu­

çao de um sistema de três equações não-lineares em função de 

~y' Yz e Eg e que representam o equilíbrio da seção transversal. 

De acordo com as notações da Figura 26, temos: 
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y 

• • 
A,k 

z • 

C. G "?5' 
k 

ty 
z fig. 26 

• 

• • 

= f a (e ).ydA c c c 
AC 

={ 
c 

(II.47) 

crc(cc) + tensão no concreto para a deformação cc 

M z 

crs(Ek) + tensão numa barra, k, de aço para a deforma-
çao Ek 

Ac + área da seçao real de concreto 

Ask + area de uma barra, k, de aço 

n + número total de barras de aço na seçao transver -
val. 

Para resolver este sistema optou-se pelo método numé-
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rico de Newton-Raphson em virtude de sua já comprovada eficiên­

cia na resolução de sistemas desse tipo. Passamos, a seguir, a 

discutir este mêtodo e as operações auxiliares necessárias a 

sua utilização. 

Como ponto de partida desenvolvemos as funções Mry' 

Mrz e Nr em sêries de Taylor em torno de um ponto convenient~ 

mente escolhido, (~y' ~z' €g). Desprezando os termos de ordem 

superior, obtemos o sistema de equaçoes lineares: 

(II. 48) 

Com intuito de simplificar a notação e, adequar o sis­

tema (II.48) a uma linguagem própria para programas automáticos, 

escrevê-lo-emos sob forma matricial, como segue: 
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{ôF} = [o] . { ôD} 

onde: 

ôM M - M ôipy y y ry 

{ôF} = ôM = M - M {ôD} = ôl/'z z z rz 

ôN N - N ô e:. r .g 

[O] - matriz (3x3) em que seus elementos, Qij' sao as 

derivadas parciais dos esforços Mry' Mrz e Nr 

em relação a ~y' ~z e e:g. 

As derivadas parciais indicadas no sistema (II.48) se­

rao obtidas das expressões (II.47), conforme técnica explicada 

em II.2.2.1.1. A mesma técnica é utilizada no cálculo dos es­

forços resistentes, Mry' Mrz e Nr' associados ao terno (~y' 

Tiiz' Egl · 

Observamos que, por ser o método de Newton-Raphson mui 
' -

to sensível quanto à escolha do ponto inicial, (~y' ~z' Eg), de 

vemos arbitrá-lo de modo a que seja suficientemente próximo da 

solução do sistema para garantir a convergência do método. Des 

se modo o ponto inicial será fixado dentro do seguinte crité -

rio: 

Mj Mj Nj 
lfy = y if z = z e: = Eij-l Eij-l g EAj-l 

y z 

onde j - etapa de cálculo em execuçao 

Mj Mj Nj - esforços solicitantes da seçao transver-y' z' 

sal na etapa de cálculo j. 
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Eij-l Eij-l EAj-l - rigidezes à flexão e deformação y , z , 

axial do membro a que pertence 

a seção transversal em estudo na 

etapa de cálculo anterior(j-1). 

Obtidos, então, os valores das derivadas parciais e 

dos esforços, podemos resolver o sistema de equações , (II. 48) 

em função de suas incógnitas, ô~y' ô~z e ÔEg· Estas represen­

tam pequenos incrementes a serem dados aos valores ~y' ~z e Eg 

das variáveis ~y' ~z e Eg no sentido de obter o valor destas 

que satisfaçam o sistema (II.47). 

Resolvido (II.48), repete-se o procedimento acima de­

senvolvendo as funções Mry' Mrz e Nr em série, agora em torno 

de um novo ponto definido por: 

lfy = ~y + ô~y lD = l~ + Ô ln ; Eg = Eg + Ô E g T z Tz Tz 

Dessa maneira repete-se, sucessivamente, o processo a 

té que o ponto (~y' ~z' ~gl determinado seja aquele que, a me~ 

nos de um erro admissível, satisfaça ao sistema (II.47). Isto 

significa repeti-lo até que os valores de 

lução de (II.48), se avizinhem de zero. 

ôlíl, ôW e ÔE , so-
Ty rz g 
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II.2.2.1.1. Cálculo das Matrizes {OF} e [Q]: 

Para a resolução do sistema (II.48) e preciso calcular 

os esforços resistentes Mry' Mrz e Nr de uma determinada seçao 

transversal sujeita às deformações ~y' 1z e Eg· Para tanto pr2 

cedemos como segue: 

Seja uma seçao transversal de um elemento de concreto 

armado, de forma retangular e com armadura uniformemente distr! 

buida ao longo de seu perímetro, dividida em mxn elementos de á 

rea, 6Ac' paralelamente aos seus lados (Figura 27). Suponhamos 

existirem P barras de aço, cada uma de área 6As. 

~ 

o 

e 
w 

E 
w 

w 

-=i 

y y 

t--t:, A 

• • t:, A, 

A, • 
• • 

• :c ~ • 1~ 

• • 
z • 

• • 
• • 

• • • • • 
• • • • • • 

~elementos+ 

fig 27 - DISCRETIZAÇÁO DE UMA SEÇÃO TRANSVERSAL 

Discretizada, dessa forma, a seçao, podemos substituir 

as integrais do sistema (II.47): 

m 
M = l ry i=l 

m 
M = l rz i=l 

m 

l 
i=l 

n ! (os(Esk)-oc(Esk))zkóAs l O (E .. ) Z. 6A + 
j=l c Cl.J J c k=l 

n 
+ ! (os(Esk)-oc(Esk))ykóAs .l 0c(Ecij)Yi6Ac 

J=l k=l 

+ · ! (O (E k) -
k=l s s 

0 c(Esk))óAS 

{II.49) 
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onde ªc e ªs sao obtidos a partir dos diagramas a x E dados no 

item I.1.4, para a deformação E correspondente calculada no cen 

tro de cada elemento óAc ou óAs' a partir de ~y' ~z e Eg (Fig~ 

ra 26) pela expressao: 

A matriz [o] será obtida por derivação das expressoes 

(II.49). Derivando em relação a ~y obtemos: 

aM 
0 21 = rz 

ªlfy 

aN 
031 = r 

a~y 
= 

+ 

onde: 

m 

l 
i=l 

m 
= l 

i=l 

n 
l 

j=l 

n 
l 

j=l 

acrc(Ecij) 
yi.6Ac + 

a~y 

+ I [ªª~ (esk) 
k=l \fy 

acrc(Esk)) 
- a~ yk,óAS 

. y 

m n acrc(Ecij) 
l l 6A + 

i=l j=l atpy c 

I (ªôs (Esk) acrc(Esk)) 
ªljly - a~y óAS 

k=l 

(II.51) 



67 

ªªe 
a~y = E

0
.z, com E0 segundo o item I.1.4.1. 

acr s 
-- = E .z, com E segundo o item I.1.4.2 para os aços 
a~y s s 

tipo A e B. 

Derivando (II. 49) em relação a l(> z temos : 

3M m n acrc(Ecij) 
º12 = ___:g_ = l l zj. nA

0 
+ 

ª4lz i=l j=l atpz 

+ ! (ªªs (Esk) _ acrc(Esk)) 
zk. t.As 

k=l a tpz a tpz 

âM m n ªªe (Ecij), 
0 22 = rz = l l yi .t.Ac + 

ª4lz i=l j=l a 'f z 

y (ªªs (Esk) ªªc (Esk)] + a lf! z - 3\j)z yk" 8As 
k=l 

âN m n acrc(Ecij) 
º32 

r = l l t.Ac + = 
ªlf'z ªl.flz i=l j=l 

+ ! (ªªs(Esk) - acrc(Esk)) 
fiAS 

a~z ªlfl k=l . z 

(II.52) 

onde: 

E
0

.y, com E
0 

dado no item I.1.4.1 

E .y, com E dado no item I.1.4.2 para os aços s s 

tipo A e B. 
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Derivando (II. 49) em relação a E tiramos: g 

âM m n âO ( E , . ) 
Ql3 = _..El = l l C Cl.J z .• t,A + âE âEg J c g i=l j=l 

+ y [ªºs (Eskl -
30c(Esk>J 

Zk. óAS âE âE k=l g g 

ílM m n 30c(Ecij) 
Q23 

rz l l yi.óAc + = 
âEg 

= âE i=l j=l g 

+ y (ªºs (Esk) 30c(Esk>J 
yk.ÓAS âEg 

-
k=l âEg 

âN m n 30c(Ecij) 
Q33 = r = l l • óA + ã°E i=l j=l âEg c g 

+ ! [ªºs(Esk) 30c(Esk)) óA 
âEg 

-
k=l âEg s 

(II.53) 

onde: 

ªº c E 
âEC 

= c' com E dado no item I.1.4.1. c 

ªº s E com E dado no item I.1.4.2 para os aços ti 
âEg 

= s' 5 

po A e B. 

II.2.2.2. Rigidez a Torção 

Neste item desenvolveremos as expressoes para a rigi­

dez a torção de urna peça de concreto armado de seção retangu -

lar cheia ou vazada. Restringir-nos-emos a estes dois tipos 

de seção pois, como afirma LAMPERT 6
, apesar de urna formulação 
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teórica mais geral, objetivando investigar outros tipos de se 

ção, ser possível, não parece ser apropriada. Isto se deve a 

que no modelo da treliça espacial restrições à deformação da 

peça, presentes em qualquer pórtico, não são consideradas de 

forma acurada. Sendo assim, uma sofisticação teórica visando 

generalizar o tipo de seçao e que não levasse em conta tais 

restrições não teria sentido. Baseados nesta .afirmação e no 

fato de que a bibliografia atualmente disponível praticamente 

não apresenta estudos para outros tipos de seções, é que o 

presente trabalho se restringe à investigação de seções retan­

gulares. Mantendo-nos dentro desses limites, apesar de acarr~ 

tar uma particularização do tipo de estrutura possível de ser 

analisada, podemos ter segurança dos resultados obtidos, fund~ 

dos em bases teóricas cuja concordância com os ensaios se mos­

tra satisfatória. 

Mostramos na Figura 17 um típico diagrama T x d0x/dx 

para uma peça de concreto armado. O ponto A representa o iní­

cio da fissuração, dividindo o grâfico em dois trechos bem di~ 

tintos: o primeiro, entre a origem e o ponto A, reproduz o 

comportamento da peça ainda não fissurada; o segundo, do pon-

to A até a ruptura, retrata a peça após a fissuração. Estes 

dois estados do elemento são representados por dois modelos 

completamente diferentes. Enquanto no primeiro podemos tratar 

" a peça como homogêna com a consequente aplicação dos conceitos 

da resistência dos materiais, no segundo a armação desempenha 

papel decisivo no equilíbrio interno da peça. Este segundo e~ 

tado é, então, analisado pelo modelo da treliça espacial (ver 

item I.2.2.). 
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Em face do exposto no item I.2.2. do capítulo I, onde 

dissemos nao ser possível estabelecer uma lei genérica que nos 

forneça o diagrama T x d0x/dx para qualquer peça de,· concreto 

armado, seremos obrigados a nos ater a alguns valores particul~ 

res da rigidez à torção (GIT) que nos permitam reproduzir de 

forma aproximada os diagramas obtidos por ensaios. Sendo as­

sim, definiremos, no que segue, valores da rigidez à torção re­

presentativos de cada um dos dois estados (antes e apos a fissu 

ração) que uma peça de concreto armado apresenta quando solici­

tada por um momento torsor, combinado ou não com outros esfor -

ços. 

II.2.2.2.1. Rigidez Secante à Torção antes da Fissuração 

Usaremos aqui os já bem conhecidos conceitos da resis­

téncia dos materiais. Assim, de acordo com TIM0SHENK0 9 e, obe­

decendo à nomenclatura indicada na Figura 28, temos: 

a \ 

dx 

fig 28A fig 289 
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d0 
X 

dx 

d0 

= 1 
2Am 
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(II. 54) 

dxx - rotação relativa por unidade de comprimento da 

peça 

y =~,deformação de cisalhamento provocada pelo tor­

sor T. 

,t =...'.!'.....,fluxo de cisalhamento ao longo da seçao 
2Am 

G - módulo de elasticidade transversal do material da 

peça. 

Substituindo em (II.54): 

d0 
X 

dx = (II.55) 

Utilizando a expressao da rigidez a torção definida em I.5.2,o~ 

temos: 

onde: 

G • 
4A 2 

m 

f ds 
dt 

(II. 56) 

e chamado de momento de inércia a torção 

(II.57) 

G = 0,3Ec (no caso de peças de concreto) 

Ec - módulo de elasticidade longitudinal do concreto 

tangente na origem. 

Apresentamos a seguir a forma que a expressao (II.57) 
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adquire para os dois tipos de seçao transversal adotados neste 

trabalho: 

a) Seção Retangular Maciça 14 (Figura 29a) 

IT = A.C 3 (0.33 - 0.21 xi X (1 -

b) Seção Retangular Vazada 14 (Figura 29b)t 

e 

2ebeh. (B-eb) 2 (H-eh) 2 

B.eb+H.eh - eb - e~ 

H 

~-~------' 

A i C 

e, 

~ 

4 _e_)) 
12A 4 

eh 

e, 

eh 

fig. 29A - SEÇAO RETANGULAR MACIÇA fig. 29s - SEÇAO RETANGULAR VAZADA 

II.2.2.2.2. Rigidez Secante a Torção após a Fissuração 

Como podemos observar na Figura 30, enquanto a solici 

tação da peça nao provoca sua fissuração (ponto A) o diagrama 

se apresenta praticamente retil{neo. Após a fissuração, o gr~ 

fico passa a apresentar uma curvatura cada vez mais acentuada 

à medida que nos aproximamos das solicitações Últimas de resi~ 

tência da peça. Em face disto se, para baixas solicitações P2 

demos, sem errar, definir uma rigidez à torção bem caracteriz~ 

da (ver item II.2.2.2.1), quando atingimos o estado fissurado 
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da peça, a rigidez se torna variável, passando a dependente da 

solicitação da peça. Ao mesmo tempo, a impossibilidade de esta 

belecer uma lei genérica que nos permita reproduzir o gráfico 

da Figura 30, nos impede de obter a rigidez à torção ponto a 

ponto. 

Podemos, no entretanto, a partir do modelo da treliça 

espacial obter um ponto característico deste diagrama. Este e 

o que chamamos de início do escoamento, ou seja, o torsor para 

o qual se inicia o processo de escoamento da armadura mais soli 

citada (longitudinal ou transversal). Para este ponto (T, na 

Figura 30) definimos, então, uma rigidez secante à torção, GIT, 

dada por: 

T 

T ----------

@ 

, , 

, , 

, , 

, , , 

fig.30-DIAGRAMA Tx d9x/dx 

(II.58) 

Calculando dessa maneira a rigidez, conseguimos descr~ 

ver o diagrama da Figura 29 de maneira aproximada entre A e T. 



74 

Como o gráfico entre estes dois pontos nao apresenta uma curva­

tura muito acentuada, o erro que cometemos, mantendo uma rigi­

dez constante, não é muito grande e decresce à medida que nos a 

vizinhamos de T. Observamos que as deformações obtidas pores­

te método serão maiores que as reais e que, em face de estarmos 

.limitados por T, não nos e possível traçar o diagrama parava-

!ores de torsor maiores que este. Corno, porém, para efeitos 

praticos, considera-se inutilizada uma peça cuja armadura en-

trou em processo de escoamento, a parcela do diagrama 

T x d0x/dx obtida pelo processo acima descrito atende a todas 

as necessidades normais de projeto e de análise. 

Para estabelecer o valor de GIT na equaçao (II.58) pr~ 

cisamos obter inicialmente o valor de d0x/dx. Usando, então, o 

conceito da equação (II.54), sabemos que a rotação relativa por 

unidade de comprimento pode ser expressa em função da deforma -

ção de cisalhamento, y. Esta, por sua vez, é função das defor­

rnaçoes do aço e do concreto sob a ação da torção. Podemos, co­

rno mostrado na Figura 31, representar os deslocamentos sofridos 

por uma parede de urna peça de seção retangular vazada (represe~ 

tativa de urna maciça, conforme o item I.2.2.l) submetida a um 

momento torsor. 
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a/tg ex E
5
.a/tgoc 

1 
j 

_se.a/sena: 1 

,/ 

fig. 3 1 

E . a 
-

tg 2 
0C 

E. .a 
- s;n2 oc 

---+-

Através dos diagramas de deslocamentos acima, podemos 

obter o valor de y: 

onde: 

i_ (II.59) 
tga sena.cosa 

Ee - deformação dos estribos 

- deformação média das armações longitudinais 

ESS+Esi) ( = 
2 

E - deformação do concreto. c 

Adotando para a inclinação da diagonal comprimida da 

treliça (modelo de LAMPERT 6 para torção), a= 45°, a expressao 

(II.59) transforma-se em: 
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(II.60) 

Introduzindo (II.60) em (II.54) e, substituindo~ por 

b
0

.d
0 

(ver Figura 8) ternos: 

onde: 

d0 
X 

dx 
(II. 61) 

Yi,Ys,Ye e Yd - deformações por cisalharnento da parede 

inferior, ~uperior, ~squerda e ~ireita, respectivamente, da pe­

ça considerada. 

Corno simplificação de (II.61), admitiremos que a sorna 

das deformações do aço nas paredes inferior e superior seja i­

gual à sorna das deformações nas paredes laterais esquerda e di­

reita6. Urna vez que as deformações dos estribos e do concreto 

são constantes nas quatro paredes (ver equações (I.4) e (I.5)), 

obtemos, a partir da equação (II.60): 

Assim, a equaçao (II.61) torna-se: 

Introduzindo (II.60) em (II.63) :ternos: 

d0 u 
X rn 

dx = ~2~b=
0

'""d-
0 

(E + 
e 

(II. 62) 

(II. 63) 

(II.64) 
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Para obter as deformações que aparecem em (II.64) fa­

remos uso das expressões (I.9), (I. 7), (I.13) e (I.17). 

De (I.9) obtemos: 

B = 

Fazendo B = Aeºs e supondo o aço elástico linear, temos: 

T.s 
2b d .A E o o e s 

(II.65) 

Associando (I.7) e (I.13) obtemos: 

Fazendo: 

onde 

(II. 66) 

o +o 
= 4A ( si ssl 

i 2 

e: + e: 
= 4A. ( si 2 ss) • E 

l. s 

(II.67) 

A - total da armadura longitudinal na seçao. 
s 

Igualando (II.66) e (II.67): 

e: s = 
T.u 

m (II.68) 

Da expressao (I.17) tiramos: 
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= E: .E c c 
T 

A .h .E m m c 
• À 

(II. 69) 

O fator À, introduzido em (II.69), considera a altera­

çao das deformações do concreto devida ao empenamento das pare-

des (item I.2.2.2), fazendo-as variar ao longo destas. Além 

disto, leva também em conta o fato do concreto não obedecer a 

uma lei o x E linear, como adotado, e, por isto, seu módulo de 

elasticidade Ec diminuir com a elevação das tensões (não-linea­

ridade do material). 

mos: 

onde: 

Introduzindo (II.65), (II.68) e (II.69) em (II.64) te-

de 
X 

dx 

n = 

= + 4n. (II. 70) 

Observamos que na expressao (II.70), os dois primeiros 

termos entre parêntesis representam a contribuição dos estribos 

e da armação longitudinal e, o terceiro, a das diagonais de con 

cl:'eto. 

Substituindo, então, a expressao acima em (II.58), ob­

temos a rigidez à torção: 
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4.E .A2 

s m 

u [As + Aum) + 4n.À. 
m e s 

(II. 71) 

Definindo percentagens de estribos e armaçao longitudinal: 

A .u e m 
b d • s o o 

E as igualando, obtemos: 

= 

A 
s 

= bodo 

Aplicando (II.72) em (II.71), temos: 

E .A 2 

GIT = s m 
E u s + À 

s m u 2A E hm m e c 

(II.72) 

(II. 73) 

Ressaltamos que a expressao acima obtida para a rigi­

dez a torção é a preconizada pelo C.E.B. 1 , se supusermos para 

À o valor 1,5. No entanto, LAMPERT 6 assinala que par~ seçoes 

retangulares conseguiu obter excelente concordância entre a ex 

pressão (II.71), com À= 3, e· os resultados de ensaios em la­

boratório. 

No presente trabalho adotaremos para representar ar! 

gidez â torção de uma peça de concreto armado fissurada, a ex­

pressao (II.71), com À= 1,5, coerentemente com os demais pri~ 

cípios do C.E.B. aqui utilizados. 
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II.2.2.2.3. A Rigidez a Torção na Interação Torção-Flexão: 

Numa peça de concreto armado nao fissurada a curvatu­

ra devida à flexão, e a rotação devida à torção são independe~ 

tes uma da outra 6
• Em conseqüência as rigidezes serão também 

~ independentes, isto e, nao sao afetadas pela simultaneidade de 

atuação das duas solicitações. Permanecem, então, válidas as 

expressões obtidas para as rigidezes à flexão e à torção obti­

das em II.2.2.1 e II.2.2.2.1. 

No entretanto, o mesmo nao acontece com a peça apos 

iniciada a fissuração. Nesse estado as deformações se tornam 

interdependentes, afetando, portanto, as rigidezes. Torna-se, 

porém, possível, através de restrições convenientes, separar 

os efeitos das solicitações de modo a trabalhá-las uma indepe~ 

dente da outra. 

Na Figura 32 apresentamos um diagrama T x M para uma 

seçao retangular com armadura assimétrica. Este está dividido 

em duas regiões: a primeira, a que chamaremos de domínio I, 

onde a torção e a solicitação preponderante, e a segunda (dom! 

nío II), onde a flexão prepondera. A fronteira entre os dois 

domínios é dada pelo ponto em que a armadura menos tracionada 

tem deformação nula. 
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A' 
' 

A, 

I • b, ·1 

Seção Transversal 

Domínio II 

TORÇÃO DOMINANTE 

Domlnio I 

FLEXÃO DOMINANTE 1thR 
+-----------------o--=º-- __!::I__,_ 

M,, 

fig. 32 · DIAGRAMA DE INTERAÇAO T x M 

Analisaremos em separado cada domínio: 

a) Domínio II (Torsão Dominante): 

Neste caso o modelo da treliça se aplica sem restri-

ções 6
• Adicionemos às equaçoes (I.4) a (I.7) a equação relati­

va ao momento fletor: 

lM = M = (Z. - Z )h y 1 S S 

onde Zi e Zs sao as forças nas armaduras inferior e 

respectivamente, de acordo com a Figura 32. 

(II.74) 

superior, 
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Com as relações acima podemos tirar, através de procedimento i 

dêntico ao usado no caso da torção pura, o valor das deforma -

ções nas armaduras: 

T.u M m + (II.75) e: = 4b d A E dOASSES si o o ss s 

T.um M (II.76) e:ss = 4b d A .E doAsiEs O O Sl. S 

Para as deformações nos estribos e no concreto valem as ex~re~ 

soes (II.65) e (II.69), respectivamente. 

e que 

Sabendo que 

lf = 
e: - e: si ss 

do 

e: i+ e: 
S ss 

dEl 
X 

dx 

e:s = 2 ' 

e dada por (II.64), que 

(II.77), 

introduzimos as expressoes das deformações em (II.64) e (II.77), 

obtendo como resultado as expressões da rotação e curvatura,as 

quais apresentamos abaixo de forma compacta: 

~= 
M + T (II. 78) 

SMM 5MT 

d8 T M X + (II.79) dx = 5TT 5TM 

onde: 
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SMM - rigidez à flexão da seçao transversal (EI), su­

posta sem torção. 

8TT - rigidez à torção pura da seçao transversal (GIT) 

8MT = STM = 
4b0 d~.Es 

(II.80) 

u (-1 -
A~s) m Asi 

Por simple·s inspeção de (II. 80) podemos ver que se ti­

vermos numa peça armaduras simétricas, SMT e STM tenderão ao in 

finito, fazendo com que nas expressões (II.78) e (II.79) os ter 

mos deles dependentes se anulem. Com isto, conseguimos tornar 

a curvatura da seção independente da torção e, por sua vez, a 

rotação relativa independente da flexão. Desse modo, podemos a 

dotar como representativo da rigidez à flexão e à torção as ex­

pressões obtidas em II.2.2.1 e II.2.2.2.1. 

b) Domínio I( Flexão Dominante) 

Neste domínio haverá uma região da seçao transversal 

" comprimida por efeito da flexão. Consequentemente, o modelo 

da treliça, até agora utilizado, não poderá sê-lo de forma dire 

ta. LAMPERT 6
, então, adota uma aproximação tal que seja garan­

tida uma transição contínua entre os domínios I e II. 
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X:::. Ü o< X ( X 
( FLEXÃO PURA) 

1· l 
d 

fig 33- CURVATURA NO DOMINIO I 

De acordo com a Figura 33 temos: 

'P = 

X = X 
ess = o 

4c 0 d-d 0 

f 

Utilizando para Esi a expressao (II.75), obtemos um va 

lor aproximado da rigidez à flexão 6
: 

onde 

EI 
M EI 

= \f= L+~[EI 
k EI 

T 
k = -

M 

(II. 81) 

EI - rigidez a flexão aproximada para k = k 

A expressao (II.81) indica que a rigidez à flexão de 

uma peça submetida à torção é menor que a mesma sob flexão pu­

ra. No entanto, LAMPERT 6 afirma ser possível utilizar neste do 

mínio Ia rigidez à flexão independente da influência da torção, 

desde que a maior parte da peça esteja solicitada neste domínio. 
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Como em geral a solicitação de flexão em um elemento de concre 

to armado é preponderante a hipótese de Lampert nos parece: a 

dequada aos nossos estudos. Além disso quando a torção é pre­

dominante, o é ao longo de todo o elemento, principalmente nas 

estruturas carregadas apenas nos nós, como é o caso das que 

sao objeto deste trabalho. Sendo assim, a rigidez à flexão de 

uma barra de concreto armado será a obtida sem levar em consi­

deração a existéncia de torção. 

No caso da rigidez à torção, torna-se extremamente di 

fícil estabelecer um mecanismo adequado para determiná-la no 

domínio I 6
• Isto se deve a duas razões principais: em prime! 

ro lugar porque a contribuição da zona comprimida do concreto 

é desconhecida e, em segundo o modelo da treliça espacial nao 

se mostra adequado para a obtenção da rotação relativa da peça 

à medida que nos aproximamos do estado de solicitação por fle­

xao pura. Como os ensaios analisados por LAMPERT 6 não demons­

tram influência sistemática do momento fletor sobre as deforma 

çoes de torção, adotou, ele, o valor da rigidez à torção obti­

do para a torção pura. Com isto simplifica-se extrema.mente a 

análise uma vez que a rigidez permanece constante em todo o do 

mínio de interação torsor-fletor. 

Na falta absoluta de dados relativos à interação tor­

çao com flexão no espaço, consideraremos como válidas para es­

te caso, as conclusões acima obtidas para a torção com flexão 

no plano. 

No caso de haver esforço cortante seguiremos a orien-
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tação dada por LAMPERT 6
, que afirma nao terem os poucos ensaios 

existentes neste campo apresentado influência do cortante sobre 

a rigidez à torção da peça. 

II.3. A Análise de uma Estrutura 

Distinguimos, neste trabalho, dois tipos de análise. 

II. 3 .1. Verificação do Comportamento de uma Estrutura para .:um 

Carregamento Definido 

Neste caso, procuramos verificar se uma estrutura e es 

tável sob a ação de um dado sistema de cargas. 

Como se frisou neste capítulo, utilizamos um processo 

iterativo em que os valores dos parámetros EIY, Eiz' EA, GIT e 

P são corrigidos, em todos os elementos, ao final de cada etapa 

de cálculo. A título ilustrativo mostramos na Figura 34 o fun-

cionamento do processo de análise, considerando uma estrutura 

simples. Observamos que K tem significado análogo ao . da ma­

triz de rigidez da estrutura sendo igualmente função dos valo-

res da rigidez, e da força axial de cada elemento. 
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-~·..i. 

' 
Fa F 

J 
ANÁLISES LINEARES 

DIAGRAMA CARGA-FLECHA REAL 

Fa 

1 
1 
1 

+ª" 
1 
1 

f (EA, EI 1 GIT 1 P) 

' 1 

' 1 

' ' ' ' 

r Fa a 
a ..... a .a 

l " 

fig 34 

II.3.2. Pesquisa da Capacidade de Carga de uma Estrutura 

Buscamos obter o valor máximo que as cargas solicita~ 

tes de uma determinada estrutura podem atingir sem provocar a 

ruína da mesma. As cargas pesquisadas poderão ser apenas uma 

parte das solicitantes ou todas elas, desde que sua variação 

seja de proporção idêntica para todas. 

Este tipo de estudo consiste, essencialmente, em uma 

sucessao de análises efetuadas segundo o esquema indicado em 

II.3.1. li - ... Tal sequencia e regulada por um fator multiplicador 

de cargas, À, que altera o valor das que foram escolhidas como 

variáveis. A Figura 35 ilustra o processo. 
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Observamos que a matriz de rigidez utilizada para ini-

ciar as iterações, em cada nova etapa do processo de pesquisa 

da capacidade de carga, é a obtida quando da convergência para 

o valor de À imediatamente anterior. 

"X H - a --+-

Xma~. 

', 

\ 2 

" 1 

X 

' ,,, 

,,-
' ,í 

K 

1 

' K= f {EA,El,1GIT,P) 

~----~-~--~--~-----~---~-a 
a, ª2 ª, ª, ir.ax 

fig, 35 
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CAPÍTULO III 

O PROGRAMA ANALEC 

Baseados na teoria exposta nos capítulos precedentes, 

apresentamos um programa automático em linguagem FORTRAN para 

análise de estruturas reticuladas espaciais de concreto arma -

do. 

III.l. Campo de Aplicação do Programa 

III.1.1. Quanto ao Tipo de Estrutura 

Podem ser analisadas estruturas dentro das seguintes 

características: 

a) Elementos de eixo reto com seçao transversal retangular ma­

ciça ou vazada, simétrica em relação aos dois eixos principais 

de inércia centroidais; 

b) Armação (quantidade e distribuição) e seçao de 

constantes ao longo de cada elemento; 

c) Apoios rígidos ou elásticos lineares; 

d) Nós da estrutura com ligações rígidas ou liberações 

qualquer tipo de deslocamento generalizado. 

concreto 

para 
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III.1.2. Quanto ao Tipo de Carregamento 

Admitimos apenas a existência de cargas nodais (forças 

ou momento;), estáticas, conservativas e de curta duração. 

III.1.3. Quanto ao Tipo de Análise 

De acordo com o item II.3 do capitulo precedente, dois 

tipos de análise são possiveis: 

a) Verificação do comportamento de uma estrutura para um carre­

gamento definido; 

b) Pesquisa da capacidade de carga de uma estrutura. 

III.2. Definição da Estrutura e do Carregamento 

Na definição da estrutura e de seu carregamento, dois 

tipos de sistemas de referência são utilizados: 

III.2.1. Sistema de Referência Global: (SRG) 

Constituido por um sistema de eixos cartesianos ortog~ 

nais ao qual são referidas as coordenadas e cargas nodais e as 

restrições de apoio. A este sistema são tambêm referidos os 

deslocamentos nodais e reações de apoio, obtidos com 

do programa. 

resposta 
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III.2.2. Sistema de Referência Local (SRL) 

t utilizado na definição de liberações de vínculos 

dos elementos e das ações em suas extremidades, de acor-

do com as convenções da Figura 19. A matriz de rigidez dos ele 

mentos da estrutura é montada referida a este sistema e poste -

riormente transferida para o SRG. 

O SRL é fixo em relação a cada membro, conforme a Fig~ 

ra 36. O sentido do eixo x é determinado pela incidência do 

elemento, sendo positivo do nó j para o nó k, obrigatoriamente 

k > j. O eixo z (um dos eixos principais de inércia centroi-

dais da seção transversal) foi adotado como paralelo ao plano 

XZ do SRG e positivo se voltado para o observador. o -eixo y e 

obtido a partir dos eixos x e z pela regra do triedro direto. 

y y 

f 
,• 

SGR 
X 

~X 

• k 

z \ 
SLR 

j~ 
z 

fig 36 

III. 3. Dia9:rama de Blocos 

Apresentamos a seguir um fluxograma resumido do progr~ 

ma ANALEC onde são utilizados os seguintes símbolos: 
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NLS numero de análises a serem realizadas para uma dada es 

trutura; 

ITM número máximo admissível de iterações (se o número de 

iterações superar 25 considera-se ultrapassada a capa­

cidade de carga da estrutura); 

M 

[sM] 

número de elementos que compõem a estrutura; 

matriz de rigidez de cada elemento da estrutura 

S.R.L.; 

[so] matriz de rigidez da estrutura; 

À fator multiplicador das cargas supostas variáveis; 

6À incremento no valor de À; 

TOL tolerância no valor de Àmax· 

no 
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III.4. Sub-rotinas do Programa ANALEC 

Neste item apresentaremos uma descrição das sub-roti­

nas utilizadas no programa ANALEC e que desenvolvem as tarefas 

indicadas no diagrama de blocos do item anterior. 

III.4.1. Organograma das Sub-rotinas 

RI TO R SEVAZ 
RI G M B P R O S R 

TGAUSS R O T M B 

SGAUSS V A L I N 1 COO R D 

FOR e o e CRAMER FORACO 
N E W R A TORULT 

SONERA 
FISSEC 

E S F O R 

fig. 37 

III.4.2. Sub-rotina COORD 

Calcula os comprimentos e cossenos diretores (em rela 

çao ao SRG) dos elementos da estrutura. 
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III.4.3. Sub-rotina PROSR 

Esta sub-rotina é utilizada para gerar os dados das~ 

çao transversal de elemento da estrutura quando ela for maciça. 

Como foi explicado em II.2.2.1.1, para a verificação 

da estabilidade de uma seção transversalnécessitamos discret.!_ 

zá-la em pequenos elementos de área. são as coordenadas des 

ses elementos, referidas ao SRL, que esta sub-rotina gera. 

Como dados sao fornecidos pelo usuário o numero de e­

lementos em que a seçao deve ser discretizada e, o número de 

barras de aço existentes, junto com sua distribuição ao longo 

dos lados da seçao. Conhecidas as dimensões da seçao e o reco 

brimento das barras, a sub-rotina gera os pares de coordenadas 

(yi' zi) de cada elemento de área e de cada barra de aço, além 

de calcular o valor da área geométrica da seção. transversal, 

seus momentos resistentes em relação aos eixos y e z e, o núm~ 

ro total de barras de aço existentes na seção (Figura 27), 

Para comodidade do usuário, a discretização da seçao 

transversal poderá ser omitida na entrada de dados, assumindo 

o programa, automaticamente uma discretização da seção trans­

versal em 100 elementos. 
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III.4.4. Sub-rotina SEVAZ 

Funciona dentro do mesmo esquema da sub-rotina PROSR, 

porem para o caso de seções vazadas. Como dados adicionais de 

vemos fornecer as dimensões da abertura interna da seção, obri 

gatoriamente simétrica em relação aos eixos y e z do SRL. O nú 

mero de barras existentes ao longo de cada face interna também 

deverá ser fornecido (Figura 27). 

Como no caso da sub-rotina PROSR se a discretização 

da seçao for omitida a mesma será particionada, automaticamen­

te, em 120 elementos. 

III.4.5. Sub-rotina RITOR 

Calcula a rigidez à torção das seçoes · transversais 

dos elementos da estrutura antes e apos a fissuração do mesmo. 

Fornece, ainda, o valor do momento torsor Último de resistên -

eia de tais seções para torção pura. 

III.4.6. Sub-rotina FISSEC 

Partindo dos valores dos esforços solicitantes de uma 

determinada seção transversal, pesquisa o valor da tensão pri~ 

cipal de tração máxima nesta seção a fim de verificar se a me~ 

ma está fissurada ou não. Como pontos prováveis de ocorrência 

da máxima tensão principal de tração escolhemos para pesquisar 

os pontos médios dos lados externos da seção transversal. Se 

bem que não possamos afirmar que tal tensão ocorrerá necessa -
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riamente num desses pontos, estaremos obtendo um valor bem pr2 

ximo do procurado. Para fins de verificação da fissuração o 

critério acima se mostra suficiente já que para pequenas soli­

citações em relação à carga Última de uma peça de concreto ar­

mado a mesma fissura. Assim, mesmo que pelo critério adotado 

a carga de fissuração obtida não seja exata, seu erro em rela­

ção à real nao será de ordem a afetar os resultados fornecidos 

pelo programa. Aliando a este fato o exposto no Capítulo I pa 

ra a limitação da tensão máxima de fissuração, mais baixa do 

que a observada em laboratório, acreditamos poder aceitar como 

válido o critério aqui exposto. 

III.4.7. Sub-rotina VALINI 

Para dar início ao processo iterativo adotado no pro­

grama ANALEC e, portanto, montar a matriz de rigidez: inicial 

da estrutura, necessitamos fixar valores para as rigidezes EA, 

EIY e Eiz de cada elemento. Esta sub-rotina, chamando as sub­

rotinas FORCOC e FORACO, encarrega-se de calcular tais rigid~ 

zes, a partir do critério abaixo: 

= Nri(O, O, Eg) ; 

Eg 

Mrzi (O, 

E = 10-IO 
g 

ln - i o Yy = 10 /metade do lado da 

seção paralelo ao plano de~ 

tuação de M ry 

\D -1 O Tz = 10 /metade do lado da 

seção paralelo ao plano de~ 

tuação de Mrz 



99 

i = 1, n<;> de elementos da estrut.ura. 

III.4.8. Sub-rotinas FORCOC e FORACO 

Estas sub-rotinas sao chamadas para calcular os esfor 

ços resistentes de uma dada seção transversal de um elemento p~ 

ra o terno de deformações (~y' lflz• Eg). Calculam, também, a 

partir deste terno de deformações, o valor dos coeficientes da 

matriz [o] para a solução do . sistema (II. 48). 

A sub-rotina FORCOC fornece a contribuição do concreto 

para os esforços resistentes Mry' Mrz e Nr e coeficientes de 

[QJ. A sub-rotina FORACO gera a contribuição do aço e calcula 

o valor final das grandezas citadas. 

Ambas as sub-rotinas estão equipadas com :~indicadores 

de esgotamento da capacidade resistente da seção se, em qual­

quer tempo, as deformações limites dos materiais forem ultrapa~ 

sadas. 

III.4.9. Sub-rotina RIGMB 

É chamada pelo programa principal para calcular os 

coeficientes da matriz de rigidez de cada elemento da estrutu -

ra. A cada alteração dos valores dos parâmetros EA, EIY, Eiz' 

GIT e P, ela é chamada para gerar a nova matriz de rigidez do e 

lemento. 

Esta sub-rotina introduz na matriz as alterações de-
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correntes de liberação de vínculos nas extremidades do elemen­

to, quando houverem. 

III.4.10. Sub-rotina ROTMB 

Com vistas à montagem da matriz de rigidez global da 

estrutura, calcula a matriz de rotação que efetuará a transpo­

sição da matriz de rigidez de cada elemento (calculadas por 

RIGMB) do sistema local de referência para o sistema global. 

III.4.11. Sub-rotina TGAUSS e SGAUSS 

são chamadas para resolver o sistema de equaçoes que 

fornece os deslocamentos nodais da estrutura. 

O método de resolução do sistema é o de Gauss, adapt~ 

do para a armazenagem em forma retangular dos termos da semi­

banda superior da matriz de rigidez. 

A sub-rotina TGAUSS efetua a triangularização da ma­

triz e SGAUSS calcula os deslocamentos nodais, incógnitas do 

sistema. 

III.4.12. Sub-rotina CRAMER 

t utilizada para resolver o sistema (II.48) para o d~ 

senvolvimento do método de Newton-Raphson. Como tal sistema é 

de três equações a três incógnitas, optamos por resolvê-lo pe­

la regra de Cramer para sistemas 3x3. 
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III.4.13. Sub-rotina ESFOR 

A partir dos esforços nas extremidades dos elementos, 

fornecidos pelo programa principal, esta sub-rotina calcula os 

esforços solicitantes My' M
2 

e N de uma seção qualquer ao lon­

go do elemento. 

Tendo em vista a análise de estruturas, verificamos 

serem suficientes o estudo de 5 seções ao longo de cada elemen 

to para que os resultados obtidos apresentem precisão adequada. 

Desse modo, foram escolhidas além das seções das extremidades, 

trés outras intermediárias (nos quartos de vão). 

III.4.14. Sub-rotina SONERA 

f chamada pela sub-rotina NEWRA para efetuar a verifi 

caçao da estabilidade das seções transversais dos elementos p~ 

ra as solicitações My' M
2 

e N, utilizando o método de Newton­

Raphson, conforme explicado em II.2.2.1. 

Devido à rápida convergência do método verificamos 

que, normalmente, três a quatro iterações são suficientes para 
-5 

obtermos um erro inferior a 10 entre os esforços solicitan -

tese os resistentes na pesquisa de configuração de eqúi1Ibrio 

da seção. Assim, fixamos como critério de convergéncia para o 

método o seguinte: 
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IM - Mry (~y' \jJZ, cg> 1 { 110-s X MI y y 

IMZ Mrz<~y' \fiz, cg> 1 110 
-s 

MZJ - { X 

IN - Nr(fy' 
= 

cg> 1 J 10-s X Ni lf z' < ... 

Como resultado desta sub-rotina, obtemos o terno de 

deformações (~y' fz' Eg) que representa a configuração de equi­

líbrio da seção. 

III.4.15. Sub-rotina NEWRA 

t chamada pelo programa principal para proceder à cor-

reçao dos valores das rigidezes EIY, Eiz' EA e GIT de cada 

mento, bem como, através da sub-rotina SONERA, verificar se 

capacidade de carga de algum deles foi ult'rapassada. 

ele-

a 

Como dissemos no Capitulo II, a análise de uma estrutu 

ra pelo programa ANALEC se faz através de um processo iterativo 

cuja convergência é dada quando os parâmetros não-lineares de 

que depende o problema (rigidezes EA, EIY, Eiz' GIT e força a-

xial P) apresentam uma variação considerada desprezível 

duas etapas sucessivas de cálculo. Assim, fixamos o 

critério de convergência utilizado nesta sub-rotina: 

entre 

seguinte 
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i = n9 do elemento em questão (i = 1, n9 de elementos) 

j = n9 da iteração (ou etapa de cálculo) em questão 

tol = erro admissível na convergência. 

Não há necessidade de se testar a convergência da for­

ça axial Pi de cada elemento, uma vez que está implícita nave­

rificação acima. Isto acontece porque, atuando na matriz de ri 

gidez do elemento a força Pi interfere nos esforços atuantes no 

elemento, fazendo com que os valores das rigidezes se modifi­

quem. Uma vez verificado que as rigidezes não mais variam, is­

to significa que, os esforços nos elementos alcançaram seus va­

lores finais, inclusive a força Pi. 

Assinalamos que o processo é dado por concluido quando 

a convergência é obtida para todos os elementos da estrutura, 

sem exceçao. Aconselhamos adotar como tolerância na convergên­

cia das rigidezes o valor TOL = 0,005, por este ter se mostrado 

conveniente nos casos estudados. 

III.4.16. Sub-rotina TORULT 

f chamada pelo programa principal para verificar a es 

tabilidade de uma seção transversal de um elemento quando este 

é solicitado por momento torsor, combinado ou não com outros es 

forços. 
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III.5. Alguns Comentários sobre Resultados Obtidos 

III.5.1. Rigidez a Deformação Axial (EA) 

Ao longo dos exemplos testados verificamos que a rigi­

dez EA pode assumir valores negativos, sem que necessariamente 

isto signifique instabilidade da estrutura. Isto se deve a que, 

a partir do critério adotado para o cálculo da rigidez EA deu­

ma seçao transversal, tal parâmetro não será necessariamente P2 

sitivo para as estruturas de concreto armado que são não-linea­

res fisicamente. Podemos visualizar tal comportamento através 

do diagrama N x Eg da Figura 38. 

N 

fig. 38 - DIAGRAMA N x C:g TIPICO DE UMA SEÇÃO DE CONCRETO ARMADO 

Sabemos que a rigidez EA é dada por N/Eg (ver item 

I,5.1). Observando, então, a figura acima, podemos constatar: 

a) No ponto 1: -a rigidez EA sera positiva pois N e Ego sao. 

b) No ponto 2: também o será, mas seu valor está tendendo a 

mais infinito à medida que se aproxima do ponto 3. 
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c) No ponto 3: nao tem definição - nula. uma vez que E e g 

d) No ponto 4: será negativa .- N é positiva e negati-Jª que E:g 

va e, tenderá a menos infinito a medida que se aproximar do 

ponto 3. 

Com base neste comportamento da rigidez EA de uma se­

çao transversal, podemos chegar ao que acontece com ela ao lon 

go de todo um elemento. Assim, EA poderá apresentar alguns ti 

pos bem característicos de comportamento, como assinalamos na 

Figura 39. 

EA 

EA 

t 
+ 

EA 

i 
o) b) e) 

fig. 39 - RIGIDEZ EA AO LONGO DE UM ELEMENTO 

O caso a representa a situação mais normal, nao mere­

cendo assim nenhum comentário. o caso c, apesar de represen -

tar uma rigidez negativa para o elemento, acarreta apenas que 

a matriz de rigidez do elemento deixa de ser positiva definida. 

No entretanto nenhum problema de convergência foi constatado a 

liado a isto. Como ressalva queremos frisar que o fato da ri-

gidez EA tornar-se negativa e, portanto, a matriz de rigidez 

deixar de ser positiva definida, não significa obrigatoriamen­

te que a estrutura tornou-se instável, podendo ser tão somente 

uma decorrência do critério de cálculo da rigidez. 
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Para o caso b da Figura 39, um problema numérica sur 

ge em face da discontinuidade da curva: a integração de EA 

ao longo do elemento para a obtenção de seu valor médio repre 

sentativo de todo o elemento. 

Em nossos.testes, confirmados pelos resultados de 

TELLES 10 , verificamos que a influência da variação da rigidez 

EA no comportamento da estrutura é significativamente 

que a das rigidezes à flexão e torção. Sendo assim, 

menor 

quando 

há inversão do sinal de EA ao longo do elemento, caracteriza!!_ 

do um diagrqI!la do tipo b, optamos por manter como valor dar! 

gidez o obtido na iteração anterior. Com este artifício evi­

tamos o problema da integração de uma função descontínua sem 

provocar qualquer prejuízo na qualidade dos resultados forne­

cidos pelo programa ANALEC. 

Comportamento semelhante ao observado na rigidez EA 

pode ocorrer com as rigidezes à flexão EIY e Eiz para o caso 

mais geral de seções assimétricas de concreto armado. No en 

tanto, no caso particular das estruturas estudadas neste tra­

balho tal não acontece, uma vez que apenas seções simétricas 

são consideradas. 

III.5.2. A Discretização da Estrutura 

Nos exemplos testados pelo programa ANALEC, constat~ 

mos que o número de elementos em que os membros de uma estru­

tura sao discretizados tem influência significativa na quali­

dade dos resultados obtidos, principalmente à medida que cres 
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cem de importância os efeitos de 2a. ordem nos mesmos. Em fa­

ce disto, aconselhamos discretizar tais tipos de membros em 

um número mínimo de 3 elementos. Não vemos necessidade de uma 

discretização mais refinada (superior a 5 elementos) pois a me 

lhoria na qualidade dos resultados permanece na faixa de 1%. 

Com este procedimento obtém-se melhor qualidade na reprodução 

dos efeitos de segunda ordem e minimiza-se o erro da considera 

çao das rigidezes constantes ao longo de cada elemento (ver 

item I.5.3, Cap. I). 

III.5.3. A Discretização da Seção Transversal 

Recomendamos que nos casos práticos usuais seja adota 

da a discretização interna do programa ANALEC (ver itens III. 

4.3 e III.4.4), já que, conforme observam CHEN e SHORAKA15
, o 

incremento na precisão dos resultados para malhas mais refina­

das não chega a ser significativo (menos de 0,5%). 
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CAPÍTULO IV 

EXEMPLOS 

Apresentamos neste capítulo uma série de exemplos onde 

procuramos mostrar as potencialidades do programa ANALEC e tece 

mos alguns comentários comparativos com resultados de 

pesquisas. 

IV .1. Exemplo 1 

outras 

Comparamos os resultados fornecidos pelo programa ANA­

LEC com os obtidos em laboratório para estruturas planas. Con­

frontamos, também com os resultados obtidos por GUNNIN e ou­

tros16 através de um programa de computador na análise das mes­

mas estruturas. 

Com este objetivo estudamos dois pórticos planos.apr~ · 

sentados por GUNNIN 16 e ensaiados na Universidade do Texas em 

Austin, U.S.A. A Figura 40 mostra as características geométr~ 

case mecânicas das duas estruturas e respectivos carregamen -

tos. 
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Em ambos os pórticos as cargas aplicadas sao incremen 

tadas até o limite de resistência dos quadros. No pórtico L3 

o incremento e dado mantendo-se fixa a relação entre P e H,con 

forme indica a Figura 40. Para o pórtico F4 o valor de a (Fi­

gura 40) é mantido constante ao longo de toda a análise. Ado­

tamos como valores iniciais do carregamento: para o quadro 

L3: P = 4 kips e H = 401b; para o quadro F4: P = 10 kips. 

Sem que Gunnin tivesse dado qualquer referência quan­

to ao tipo de discretização adotada em seu programa, optamos 

no estudo através do programa ANALEC pela seguinte: para o 

pórtico L3 subdividimos cada um de seus membros em 3 elementos 

de igual comprimento; já o pórtico F4 teve suas colunas divi­

didas em dois elementos iguais e as vigas em trés. 

Apresentamos na Figura 41 um gráfico, carga x- flecha 

contendo as curvas-resultado das três - análises experimental, 

de Gunnin e de ANALEC. 
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É interessante ressaltar que, no caso do pórtico F4, 

os resultados de laboratório mostraram comportamentos distin -

tos para as colunas. No entanto, tanto Gunnin como o programa 

ANALEC indicaram comportamentos idênticos para ambas. (no ca-

so de ANALEC houve uma pequena diferença, menor que 0,1%, que 

podemos atribuir aos processos numéricos envolvidos no progra­

ma). Este tipo de diferença, detetada em laboratório e não ve 

rificada na análise computacional, cremos poder justificar a­

través da quase impossibilidade de se executar um modelo expe­

rimental perfeitamente simétrico, ao passo que tal é· possível 

numa análise teórica. 

O quadro abaixo mostra um resumo dos valores máximos 

de carga e flecha obtidos pelas três análises aqui citadas. A-

lém disto, tomando por base os valores de laboratório indica 

as variações porcentuais apresentadas pelas análises de Gunnin 

e de ANALEC para a carga máxima. 

Quadro Autor Universidade do Gunnin e ANALEC 
Texas outros 

H (kips) 31,7 30,5 31,4 

L3 Variação -3,8% -0,9% -(%) 

a (in) 2,40* 2,32* 2,17 

P (l+a) 52,5 44,9 46,6 (kips) 

F4 Variação -14,5% -11,2% -(%) 

a (in) 0,60* 0,59* 0,62 

* Valores obtidos graficamente 
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Do quadro acima depreende-se que tanto o método de 

Gunnin quanto o programa ANALEC obtiveram melhores resultados 

para o pórtico L3 que para o F4. Ressalte-se que ANALEC forne 

ceu maior concordância com a análise experimental que Gunnin. 

· Observamos também que ANALEC obteve, no caso do pórtico L3, p~ 

ra a carga máxima menor flecha, resultando numa estrutura mais 

rígida que a observada. O inverso se deu para o pórtico F4. 

Em face de nao haver maiores detalhes quanto aos en­

saios não nos foi possível determinar o porque de uma diferen­

ça de acuidade de resultados entre os estudos dos pórticos L3 

e F4 na comparação teórico-experimental. 

IV.2. Exemplo 2 

A partir do dimensionamento de uma coluna de seçao re 

tangular por um método aproximado preconizado pelo C.E.B. 17 ,f~ 

zemos uma verificação de sua estabilidade através do programa 

ANALEC. Tal verificação teve por finalidade estabelecer uma 

comparação entre o método do C.E.B. e o deste estudo, 

guando a precisão do método aproximado. 

averi-

A coluna estudada é apresentada na Figura 42. A veri 

ficação se fez através da pesquisa de sua capacidade de carga, 

para um carregamento composto por uma carga axial de compres -

são de 8000kN em seu topo e de dois momentos fletores, M
0

y e 

Moz' incrementados a partir de 2500kNm e lOOOkNm, respectiva -

mente, até o limite de ruptura da coluna. 
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Assim sendo, admitindo para M
0

y e M
0

z valores de 

5000kNm e 2000kNm, respectivamente, dimensionamos a armadura 

longitudinal da peça de acordo com o método aproximado do e. E. 

B 1 7 . , obtendo A = 420cm 2 • 
s 

X 

20 m 

Y +---mzril!J/,• ~t--

z / 

1 00 cm 

160 

y -+-+---+ 

B O 

z 

• 
' 1 10 

200 
cm 

fig 42 - COLUNA SOB FLEXO-COMPRESSÂO OBLIQUA 

fede 11745 kN/m 2 

fyd, 420000kN/m2 

Aço tipo A 

~ 

Uma vez obtida a armaçao, suposta, de acordo com o me-

todo, concentrada junto aos vértices da seção transversal da p~ 

ça, submetemo-la a uma pesquisa de capacidade de carga com ou­

so do programa ANALEC. Para tanto fixamos a discretização da 

coluna em 5 elementos de igual comprimento e a da seção trans -

versal em 225 elementos (15 faixas paralelas a cada lado). 

Com os resultados do computador pudemos traçar o gráf! 

co da Figura 43 que mostra a relação entre os momentos M
0

y e 

M
0

z e os respectivos deslocamentos ao longo do eixo z e do eixo 

y. 
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Como vemos o programa ANALEC acusou momentos máximos 

= 4850kNm e M oz 
= 1940kNm, enquanto que os momentos de di-

mensionamento foram 5000kNm e 2000kNm, respectivamente. Des­

ses resultados podemos depreender que o método aproximado do 

c. E. B. conduziu a resultados ligeiramente contra a segurança. 

No entanto, como o coeficiente de segurança global de uma es­

trutura (incluindo o das cargas e o dos materiais) gira em tor 

no de um mínimo de 1,6, o erro do método do C.E.B. (3%) nao 

chega a comprometer seus resultados. As considerações acima 

feitas, não são, evidentemente gerais, carecendo de uma pesqu! 

sa mais ampla para que tal possa ser dito. 

Com o intuito de obtermos um retrato do comportamento 

da coluna ao longo do processo de carga, investigamos o compoE 

tamente da linha neutra para duas situações: a primeira, com 

determinação da sua posição a cada seçao ao longo da· coluna 

para o estado de equilíbrio de um dado estágio de carregame~ 

to; a segunda, sua posição ao longo do processo de carregame~ 

to para uma da seção. Desse modo traçamos o. gráfico. da Fig~ 

ra 44. 
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TOPO i 

LINHA NEUTRA PARA O CARREGAMENTO INICIAL 

LINHA NEUTRA PARA O CARREGAM\::NTO FINAL 

fig. 4 4 

t interessante observar que o processo de deformação 

da coluna não se desenvolve dentro de um Único plano (inclina­

do em relação aos eixos principais de inércia). Com isto, co­

mo se depreende da Figura 44, a posição de L.N. varia ao longo 

da coluna para um dado carregamento e, entre dois estágios de 

carga quaisquer. Tal fato deve-se à diferença de carga em ca­

da eixo e à diferença de rigidez que a peça apresenta para ca­

da uma das direções (y e z) consideradas, entre qualquer seção 

ou fase de carga. Desse modo, a deformada da coluna é uma li­

nha reversa, que varia de forma a cada passo de carga. 
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IV.3. Exemplo 3 

Trataremos neste exemplo de peças de concreto armado 

solicitadas por torção pura, através da comparação de resulta 

dos de laboratório com os do programa ANALEC. Das séries de 

peças ensaiadas por THOMAS L. C.,HSU 5 no laboratório da Uni -

versidade do Texas em Austin, E. U. A., escolhemos para apre­

sentar neste trabalho as de nome B1 , B2 e B3 (série B) e G1 

e G2 (série G). A Figura 45 e o quadro que a acompanha indi­

cam as características das peças estudadas. 

Na análise através do programa ANALEC procuramos re­

produzir as condições adotadas nos ensaios de HSU 5
• Assim, o 

momento torsor é aplicado numa das extremidades da peça, cuja 

rotação associada à torção (em torno do eixo longitudinal da 

peça) _é,liberada. Todos os demais deslocamentos generaliza -

dos das extremidades são considerados impedidos. Não foram 

considerados os efeitos do peso.próprio da barra, em face de 

seu pequeno valor comparado com os momentos torçores solici -

tantes. 

Com o uso de ANALEC pesquisamos a capacidade de car­

ga de cada uma das peças indicadas na Figura 45, partindo- se 

de um momento torsor aplicado inicial de 40. in-kips. 
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Com os resultados das análises em computador, traçamos 

os gráficos T x d0x/dx. Na Figura 46 apresentamos junto a es­

ses gráficos os obtidos por Hsu em seus ensaios. Algumas obseE 

vações importantes podem ser tiradas da Figura 46. Em primeiro 

lugar notamos a excelente concordância entre os valores dos mo­

mentos torsores Últimos de ruptura teóricos (ANALEC) e experi -

mentais (Hsu). No entretanto, o momento torsor de fissuração 

teórico mostra-se sempre inferior ao obtido por Hsu. Isto se 

deve, conforme o estabelecido na formulação teórica de ANALEC 

(item I.3, Capítulo I), a supormos que a fissuração da peça o­

corra quando a máxima tensão principal de tração atinge a resi~ 

tência â tração do concreto, enquanto que na realidade a prese~ 

ça da armaçao provoca um aumento do valor do momento torsor em 

que a fissuração ocorre. Após ocorrida a fissuração do concre­

to, o gráfico gerado por ANALEC apresenta-se retilíneo até a 

ruptura, enquanto que o obtido em laboratório após um .trecho 

praticamente linear torna-se acentuadamente não-linear até o 

torsor Último. Esta diferença de comportamento deve-se a ter­

mos, de acordo com LAMPERT 6
, adotado urna rigidez à torção cons­

tante após a fissuração (item II.2.2.2, Capítulo II), já que 

não nos é possível estabelecer urna lei de variação da .rigidez 

genérica para qualquer peça. 
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Do exposto acima, podemos concluir que o programa AN~ 

LEC está apto a fornecer, com precisão satisfatória, o 

do torsor Último de ruptura de uma peça de concreto 

valor 

armado 

solicitada por torção pura. No entretanto em termos de rota-

ção relativa d0 /dx, apenas no trecho antes da 
X 

fissuração 

seus valores concordam com os de laboratório. Após a fissura­

çao, principalmente para solicitações próximas da de ruptura a 

rotação d0x/dx estimada por ANALEC é bastante inferior à real, 

em virtude da rigidez constante adotada. 

IV.4. Exemplo 4 

Analisamos neste exemplo a eficiência do programa ANA 

LEC no tratamento de estruturas de concreto armado submetidas 

a solicitações de torção combinadas com flexão. 

Das peças ensaiadas por COLLINS e outros 5 na Universi 

dade de New South Wales, Sidney, Austrália, escolhemos as de 

nome REl e RE2 (série ,RE) para efeito de verificação dos re­

sultados fornecidos por ANALEC. Na Figura 47 fornecemos as ca 

racterísticas das peças e o carregamento a que estão submeti -

das. 
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A Figura 47b mostra as restrições de apoio impostas a 

peça em laboratório e repetidas em ANALEC, isto é, apenas as ro 

tações ez do nó l e ex e ez do no 4 são livres. 

O fato do momento fletor solicitante ser gerado pela~ 

plicação de duas cargas concentradas de igual intensidade a ca­

da terço da peça obrigou a discretização da peça em três eleme~ 

tos com a criação de dois nós nos pontos de aplicação das for -

ças, uma vez que o programa ANALEC só admite solicitações no-
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dais nas estruturas analisadas. O momento torsor solicitante e 

aplicado no nó 4 (Figura 47b). 

Obedecendo ao mesmo critério de carregamento das peças 

adotado por Collins, arbitramos valores de Te F (Figura 47b) 

tais que ao longo do processo de análise a relação T/M, onde M 

é o momento fletor máximo, seja mantida constante. Assim é que 

a partir das solicitações do quadro da Figura 47, Te F foram 

incrementados até serem atingidos seus valores que provocaram a 

ruptura da peça. 

Collins apresenta em seu trabalho apenas os valores Úl 

timos das solicitações, não fazendo comentários quer sobre a 

fissuração quer sobre os deslocamentos sofridos pelas peças.De~ 

se modo, no quadro abaixo, indicamos os momentos torsores de 

ruptura obtidos por ANALEC e por Collins. Apresentamos, tam-

bém, o erro dos valores teóricos (ANALEC) em relação aos de la­

boratório. 

Collins desenvolve em seu trabalho uma formulação teó­

rica para estabelecer expressões que forneçam os torsores Últi­

mos baseada nas hipóteses de LESSIG 5
• Os valores fornecidos 

por esta teoria e seu erro em relação aos resultados experimen­

tais também estão indicados no quadro abaixo, nas duas Últimas 

colunas. 
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ANALEC EXPERIMENTAL TANALEC COLLINS ~ T/M Peça 

~ T M Tu M Tu Texp u u u 

REl 79.2 6.1 81. 4 6.3 0.97 94.0 0.87 12.9 

RE2 77.7 29.8 83.4 32.0 0.93 87.8 0.95 2.61 

Tu+ kips-in; Mu + kips-in 

Da observação do quadro acima vemos que ANALEC fornece 

resultados bastante satisfatórios em relação aos de laboratório. 

Note-se que quanto às rotações por torção nada foi fornecido 

por Collins mas, baseados nos resultados obtidos na análise de 
,. -peç,as submetidas a torção pura cremos que o mesmo tipo de com-
., 

portamente deve ser concluido. Assim, os deslocamentos forneci 

dos por ANALEC para os valores Últimos das solicitações devem 

ser encarados com reservas por serem bastante conservadores. 
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CAPÍTULO V 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

De acordo com o exposto neste trabalho podemos dividir 

as estruturas analisáveis pelo programa ANALEC em dois grupos: 

as que não são solicitadas por torção e as que o sao. 

Para as do primeiro grupo cremos poder concluir, tendo 

em vista os testes.efetuados, que ANALEC está apto a analisar 

estruturas reticuladas planas ou espaciais de concreto armado 

que nao apresentem solicitações de torção. Nestes casos o pro­

grama e capaz de fornecer resultados bastante próximos dos veri 

ficados nas estruturas reais como demonstram os exemplos 1 e 2 

do Capítulo IV. Convém, no entanto, frisar que, como exposto 

no item III.5 do Capítulo rir, o método de análise adotado em 

ANALEC sofre considerável influência da forma de · discretizar 

tanto os elementos da estrutura como suas respectivas ,seçoes 

transversais. Assim sendo, especial atenção deve ser dada a es 

te item na elaboração do modelo estrutural a ser submetido a 

ANALEC. Isto é importante na medida em que uma má discretiza -

çao pode provocar prejuízo na qualidade dos resultados ou exi-

gir tempo excessivo de processamento sem melhoria de 

que o justifique. 

precisão 
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Em todos os exemplos testados nao foi encontrada ne­

nhuma situação que restrinja a aplicabilidade do programa ANA­

LEC, dentro dos tipos de estruturas e carregamentos -rpara os 

quais ele foi elaborado. 

Com relação as estruturas do segundo grupo, isto e, as 

solicitadas por esforços de torção, alguns comentários 

ser feitos quanto aos resultados obtidos. 

devem 

De acordo com os capítulos I e II deste trabalho, as 

estruturas submetidas a torção são tratadas, por esta solicita­

ção, segundo o modelo da treliça espacial. Este modelo admite 

o esgotamento da capacidade resistente de uma peça de concreto 

armado sob torção de três maneiras básicas distintas: por esm~ 

gamento de uma biela comprimida de concreto, por escoamento da 

armadura longitudinal ou da transversal (estribos). Contudo, -

para os exemplos testados ao longo da pesquisa pudemos verifi -

car que se os limites impostos pelas armaduras da peça apresen­

tar.aro-se coerentes com os resultados experimentais, o mesmo não 

aconteceu no caso de ruptura 

as peças com baixa densidade 

por esmagamento 

- * de armaçao (p
5 

do concreto. Para 

* e Pe < 1%) submet! 

das quer à torção pura quer combinada com flexão os limites im­

postos pelo modelo da treliça mostraram-se aceitáveis e coeren­

tes com a prática (erro na faixa de 1,0 a 10,0%). Passando a 

analisar elementos em que pelo menos uma das armaduras tinha 

densidade maior que 1% (p
5 

ou pe), verificamos que os resulta -

dos começaram a apresentar distorção em relação aos de laborató 

* de acordo com convenção do item II.2.2.2.2. 
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rio. 

Em primeiro lugar o ângulo a de inclinação das bielas 

de concreto; assúmido como 45° (ver Capítulo I), tornou-se nao 

aconselhável. Em segundo lugar, o momento torsor Último por e~ 

magamente do concreto começou a perder precisão, tornando-se 

sistematicamente pessimista com o aumento de Ps e/ou Pe· 

No que diz respeito ao ângulo a, diversos testes com o 

programa ANALEC foram feitos para pesquisar quais os valores 

que forneciam a melhor concordância de resultados com os obti -

dos por HSU 5 em seus ensaios. Desses testes pudemos extrair o 

seguinte critério para a fixação do ângulo a a ser adotado: 

- Quando uma entre - 1%: apenas Ps e Pe e menor que 

35° < a < 45° 

- Quando ambas sao menores que 1%: 

a = 45 o 

- Quando ambas sao maiores que 1%: 

45° < a < 60º 

A conclusão acima vem confirmar a faixa de variação de 

a proposta pelo C.E.B. 1 (0,5 < cotg a< 2) se bem que o mesmo 

nao forneça nenhuma orientação quanto a forma de escolha do va­

lor mais apropriado. Desse modo, pensamos que o critério aqui 

proposto pode servir como ponto de referência em análises de p~ 

ças sob torção. 

Quanto ao momento torsor Último por esmagamento do con 
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ereto (denominado no Capítulo I - Trdl) se o mesmo nao chega a 

afetar os resultados das peças fracamente armadas (p e p < 1%) s e 

pois a ruptura se dá por escoamento das armaduras e para valo-

res de solicitação bem baixos, o mesmo nao ocorre em·· peças 

mais densamente armadas. Nestes casos Trdl mostrou-se uma li­

mitação excessivamente conservadora, conduzindo a uma subesti­

mação da capacidade de carga do elemento, às vezes exagerada. 

Em diversos testes dentre os efetuados por ANALEC o erro, para 

menos, chegou aos 40%, isto é, o momento torsor Último forneci 

do pelo programa foi tão somente 60% do encontrado em laborató 

rio. Além disto a ruptura da peça acusada por ANALEC foi sis­

tematicamente por esmagamento do concreto enquanto que na ana­

lise experimental quase sempre nao o era. Mesmo nos casos em 

que tanto laboratório como ANALEC acusaram ruína pelo concreto 

este Último, apresentou um erro no valor do momento torsor Úl­

timo de pelo menos 20%. 

Tendo em vista as constatações acima feitas, para que 

fosse possível reproduzir através de ANALEC os ensaios de HSU 

utilizados no exemplo 3 e nos outros testes efetuados, o angl!_ 

lo a foi alterado dentro do critério acima exposto e a limita­

çao por esmagamento do concreto foi eliminada nos casos em que 

a ruína da peça se dava por escoamento das armaduras. Com is­

to nos foi possível obter resultados que concordassem com os 

fornecidos pelos ensaios. 

Ao longo dos exemplos estudados verificamos, também, 

que se utilizássemos para a tensão admissível no concreto, na 

expressão (I.17), o valor 0,8fccd e não O,Sfccd' como feito,o~ 
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teríamos melhor concordância com os ensaios. Podemos concluir 

assim que as tensões secundárias que surgem que surgem no con­

creto e que o modelo da treliça não fornece diretamente, assum~ 

riram, para os testes efetuados, valores bem inferiores aos es­

timados para a fixação do limite de 0.5fccd para a tensão do 

concreto. Não podemos, no entanto, generalizar a conclusão aci 

ma afirmando que o limite sugerido pelo C.E.B. seja pessimista 

para todo o tipo de peça. Constatamos tão somente que no caso 

dos ensaios analisados tal fato ocorreu. Desse modo optamos 

por conservar no programa ANALEC a limitação da capacidade re­

sistente de uma peça de concreto armado por esmagamento de uma 

biela de concreto tal qual apresentada no Capítulo I. Assim,se 

bem que fornecendo resultados conservadores para determinados 

casos, garantimos que ANALEC estará sempre a favor da segurança 

principalmente se levarmos em conta a incerteza sobre o 

das tensões secundárias no concreto. 

valor 

Ressaltamos, ainda, que no caso de estruturas solicita 

das por uma combinação de torção com esforços no espaço (fora 

dos eixos principais de inércia de uma qualquer seção transver 

sal) os resultados de ANALEC carecem de comprovação experimen -

tal devido à total ausência de ensaios neste- campo. e, Cumpre 

fazer notar que a formulação teórica adotada para estes casos 

mostra-se consistente com a desenvolvida para os casos de soli­

citações no plano, conforme apresentado no Capítulo I. 

De um modo geral cremos que uma pesquisa mais aprofun­

dada e abrangente deva ser feita no sentido de generalizar as 

conclusões acima formuladas quanto ao problema da torção. 
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Em face das limitações impostas ao campo de aplicação 

de ANALEC, principalmente devido a ainda restrita generalidade 

dos resultados das pesquisas no campo da torção, encaramos es­

te trabalho como uma primeira tentativa de tratamento de estru 

turas reticuladas espaciais de concreto armado considerando a 

não-linearidade geométrica da estrutura e física dos materiais. 

Muito há, ainda, para ser feito no sentido de ampliar o campo 

de utilização do programa ANALEC. Nesse sentido apresentamos 

algumas sugestões para o aprimoramento deste trabalho: 

a) Estudo do comportamento da estrutura sob cargas de _longa du 

raçao: 

O programa ANALEC restringe-se apenas à análise de es 

truturas sob carregamentos de curta duração. Pode-se, portan­

to, estudar tais estruturas em face do comportamento reolÓgico 

do concreto sob cargas de longa duração. 

b) Análise da torção combinada ou nao com outros esforços: 

No campo da torção é onde nos parece haver a maior 

lacuna nas pesquisas até agora desenvolvidas. Mesmo os mode­

los de maior aceitação entre os estudiosos do assunto mostram­

se ainda bastante restritivos. Dentro deste tema, diversas á­

reas de pesquisa apresentam-se para estudo: 

b.l) Aperfeiçoamento do processo de análise adotado 

em ANALEC no sentido de apurar sua precisão e capacidade de re 

produção do comportamento real da peça. Isto, em face, princ! 

palmente, da incapacidade da formulação adotada em ANALEC de 

fornecer as deformações devidas à torção, de obter o valor do 
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momento torsor de fissuração da peça e de fazer variar a rigi­

dez à torção após a fissuração, conforme já demonstraram os en 

saios. 

b.2) Generalização do modelo adotado a fim de esten -

dê-lo a formas de seção transversal mais gerais. 

Note-se que no caso de seçoes assimétricas, caso o 

carregamento não coincida com o centro de cisalhamento das rnes 

mas, um efeito de torção no elemento surgirá e deverá ser con­

siderado na análise da estabilidade do mesmo. 

b.3) Desenvolvimento de uma pesquisa teórico-experi -

mental para investigação de peças submetidas à torção combina-

das com flexão e esforço normal no espaço. - -Esta e a area de 

estudo mais carente em face da tendência natural de todos os 

pesquisadores e projetistas de buscarem analisar - estruturas 

contidas e solicitadas em um plano. Em nossa pesquisa não nos 

foi possível encontrar uma Única referência bibliográfica a 

respeito de tal assunto. 

b.4) Estudo de interação torção-flexão quanto '",;t aos 

seus efeitos nas respectivas rigidezes. 

Conforme comentamos no Capítulo II, para seçoes assi-

métricas haverá urna interação entre as rigidezes à torção e 

flexão que deve ser considerada. 

c) Dimensionamento de estruturas: 

~ 

a 
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O programa ANALEC poderia ser adaptado para efetuar o 

dimensionamento de armaduras dos elementos da estrutura por um 

processo de tentativas. 

Necessário seria fixar "a priori" as dimensões da se­

çao transversal de cada elemento e a distribuição a ser adota­

da na armadura. 

Atenção deverá ser dada quanto ao fator tempo de pro­

cessamento numa adaptação desse tipo. 

d) Elementos de eixo curvo e inércia variável: 

Métodos numéricos de resolução de tais tipos de ele -

mentes poderiam ser implementados. 

e) Concreto Pretendido: 

De acordo com sugestão apresentada por TELLES 1 º em 

seu trabalho, cremos que o programa ANALEC poderia também ser 

estendido para a análise de estruturas de concreto pretendido, 

mediante a consideração dos diagramas tensão deformação dos a­

ços C.P. e do pré-alongamento fornecido como dado ao programa. 

Note-se que os efeitos do esforço normal de pretensão 

não •constituem um campo conservativo de carregamento como os 

carregamentos externos. 

f) Aperfeiçoamento do algoritmo utilizado em ANALEC: 

Testes no sentido de verificar a melhoria de eficiên-

cia do programa ANALEC poderiam ser feitas com a utilização 

do método de Newton-Raphson modificado ou outros semelh~ntes. 
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APtNDICE A 

MANUAL DE ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA ANALEC 

A.l. Dados Gerais da Estrutura 

- um cartão com: n9 de elementos, n9 de nos, n9 de 

- formato: 7!10 

restrições de apoio, n9 de nós com 

restrições, n9 de elementos com libe 

rações de vínculos, n9 de apoios e­

lásticos, Índice de tipo de estrutu­

ra. (ITIPES) 

- convençao: ITIPES=O - estrutura espacial 

ITIPES=l - estrutura plana 

A.2. Títulos Gerais da Estrutura 

- 3 cartões com: títulos a critério do usuário 

- formato: coluna 16a 72 inclusive 

A.3. Coordenadas dos Nós 

- n9 de cartões igual ao n9 de nós com: n9 de nós, co­

ordenada X, coordenada Y, 

coordenada z. 
- formato: IS, 3Fl0.0 
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A.4. Características dos Materiais da Estrutura 

- um cartão com: fyk' coeficiente de minoração do aço, 

ITIP, módulo de elasticidade do aço, 

fcck' coeficiente de minoração do co~ 

ereto, fctk' módulo de elasticidadê 

do êoncreto. 

- formato: 2Fl0.0, IlO, 5Fl0.0 

- convençao: ITIP=O - aço tipo A 

ITIP=l - aço tipo B 

- Obs.: quando na estrutura não houver solicitações de 

torção, omitir as 2 Últimas variáveis. 

A.5. Incidências e propriedades dos elementos 

- n9 de conjunto de cartões igual ao n9 de elementos 

da estrutura, cada conjunto com: 

A.5.1. Incidência do Elemento e Tipo de Seção Transver 

sal 

- um cartão com: n9 do elemento, n9 do nó inicial, n9 

do no final, Índice do tipo de seção 

(ITS) 

- formato: 4I5 

- convençao: ITS=l - seçao retangular maciça 

ITS=2 - seçao retangular vazada 

A,5,2. Características da Seção Transversal 

De acordo com o valor de ITS: 

A.5.2.1. Seção Retangular Maciça: 

- 19 cartão com: lado B da seção, lado H da seçao, re­

cobrimento das barras de aço do longo 
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do lado H(RB), recobrimento ao longo 

de B(RH), n9 de faixas da divisão da 

seçao ao longo de B(DB), n9 de faixas 

ao longo de H(DH) 

- 29 cartão com: n9 de barras de aço ao longo do lado 

B da seção (BB), n9 de camadas de baE 

ras ao longo do lado H da seção (BH), 

valor da área de cada barra, densida­

de de estribos por unidade de compri­

mento (DEST), ângulo de inclinação da 

biela de concreto com o eixo longitu-

dinal da peça (ALFA) 

- formato: 19 cartão: 4Fl0.0, 2IS 

29 cartão: 2IS, 3Fl0.0 

• convenção, 

y 

R4 • • • • • 
• 

H • DH z 
• 
• 

"*. • • • • 
DB -ti- -H-

RB 
B 

BH 

A 
e =areada seção transversal de uma perna de estribo 

espaçamento entre estribos s 

- Obs.: quando no elemento não houver solicitações de 

torção, omitir o valor de DEST. 

O ângulo ALFA deve ser fornecido em radianos quando d~ 

ferente de 45º e apenas para os elementos solicitados por tor -

çao. 

o 19 cartão poderá ser omitido quando se desejar usar 
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a discretização interna do programa. 

A.5.2.2. Seção Retangular Vazada: 

- 19 cartão com: lado B da seçao, lado H da seçao, di-

mensao interna BI, dimensão interna 

HI, recobrimento das barras de aço ao 

longo do lado H(RBE), recobrimento ao 

longo de B (RHE), recobrimento ao lon 

go de HI(RBI), recobrimento ao longo 

de BI(RHI), n9 de faixas de divisão 

ao longo de B(DBE), n9 de faixas de 

divisão da parede de B(DHE), n9 de 

faixas da parede de H(DBI), n9 de fai 

xas ao longo de HI(DHI). 

- 29 cartão com: n9 de barras de aço ao longo do lado 

B da seção (BBE), n9 de camadas de 

barras ao longo do lado H(BHE), n9 de 

barras ao longo de BI(BBI), n9 de bar 

ras ao longo de HI (BHI), valor da a-

rea de cada barra, densidade de estri 

bos por unidade de comprimento (DEST) 

ângulo de inclinação das bielas de 

concreto com o eixo longitudinal da 

peça (ALFA) 

- formato: 19 cartão: 8FS.O, 4IS 

29 cartão: 4IS, 3Fl0.0 

- convençao: 
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DBI 
,-----A---,. 

1 

1 

H-

f--
z f--

f--

1 

1 

A 
DEST = ~ (ver item A.5.2.1) 

s 

Obs.: ver observações do item A.5.2.1. 

A.6. Liberações de vínculos dos elementos 

BBE 

- n9 de cartões igual ao n9 de elementos com libera-

çoes, com: n9 de elemento, Índice de liberação de 

vinculo para cada uma das ligações possíveis 

(LIB (J)) 

- formato: 13I5 

- convençao: LIB(J)=l - vinculo liberado 

LIB(J)=O - vinculo não liberado 

- obs.: quando não existirem liberações este item deve 

ser omitido. 

A.7. Restrições RÍgidas de Apoio 

- n9 de cartões igual ao n9 de nós com restrições com: 

n9 de nó, índice de restrição de apoio para cada uma 

das direções possíveis (RL(J)) 
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- formato: I5,6Il0 

- convençao: RL(J)=l - restrição existente 

RL(J)=O - restrição não existente 

J=l,6 

A.8. Restrições Elásticas de Apoio 

- n9 de cartões igual ao n9 de nós com restrições,com: 

n9 de nó, valor da rigidez elástica a cada um dos 

seis deslocamentos possíveis do nó 

- formato: I5,6F10.0 

A.9. Análise de Carregamento 

- um cartão com: n9 de análises a serem feitas, tole -

rância na convergência 

- formato: I10, FlO.O 

A.10. Titulo da Análise 

- um cartão com: titulo a critério do usuário 

- formato: colunas 16 a 72 inclusive •. 

A.11. Dados gerais do carregamento 

- um cartão com: n9 de nós carregados, coeficiente de 

majoração das cargas, n9 de nós com 

cargas variáveis, erro admissível no 

valor da carga máxima, Índice de for 
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ma de impressão dos resultados (IMP), 

valor do incremento no valor de À. 

(DLAMB) 

- formato: 3(Il0, FlO.O) 

convenção: IMP=O - impressão apenas dos resultados 

finais de cada etapa 

IMP=l - impressão dos resultados de cada 

iteração dentro de cada etapa de 

cálculo. 

- Obs.: no caso de análise de um carregamento constan­

te, as 4 Últimas variáveis devem ser omitidas, exceçao feita a 

IMP, segundo o critério acima. Caso DLAMB nao seja fornecido 

será suposto, por ANALEC, igual a 0,25. 

A.12. Carregamento nodal 

- n9 de cartões igual ao número de nós carregados,com: 

n9 de nó, força X, força Y, força Z, momento X, mo­

mento Y, momento z. 
- formato: IS, 6Fl0.0 

- Obs.: o sistema de referência deverá ser o global da 

estrutura. 

A.13, Definição das Cargas Variáveis 

- n9 de cartões igual ao n9 de nos com cargas variá­

veis, com: n9 de nó, Índice da carga variável 

(INV (J)) 

- formato: 7I5 
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- convençao: INV(J)=l - carga variável 

INV(J)=O - carga constante 

J=l,6 

A.14. Cartão FLAG 

Como o programa ANALEC nao restringe o numero de estru 

turas possíveis de serem analisadas, basta, uma vez terminados 

os dados de uma, iniciar a definição de outra estrutura. Desse 

modo, para indicar que nao há outra estrutura a analisar deve -

mos colocar após a massa de dados um cartão em branco. 
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APil:NDICE B 

LISTAGEM DO PROGRAMA ANALEC 
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SUBROUTINE COORDCI) 
C •••• ~CALCULA AS COORDENADAS DOS NOS E OS COSSENOS DIRETORES DOS 
MEMBROS . 

REAL L 
COMMON /BLOCO 3/ X(bO),Y(bO),Z(bO),L(60) 
COMMON /BLOCO 4/ JJ(bO),JK(60),CX(60),CY(b0),CZ(bO),R(bO,q) 
JJI::JJ(Il 
JKI:JKCI) 
XCL:XCJKl)•X(JJ!l 
YCL:Y(JKI)•Y{JJI) 
ZCL:ZCJKI)•Z(JJI) 
LCI):SQRT(XCL*XCL+YCL*YCLtZCL*ZCL) 
ex ( l) =XCL/L (1) 
CY(l):YCL/LCI) 
CZ (l l ::ZCL/L C I) 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE PROSRCB,H,RB,RH,DB,DH,B8,BH,I) 
C,,,.~CALCULA AS PROPRIEDADES DA SECAO PRANSVERSAL DO ELEMENTO I 

INTEGER 08,DH,BB,BH,TOC 
COMMON /BLOCO!/ ZZC(60,300),YYCC60,300),ZZA(60,200), 

*YYA(60,200),Q{6J,TDCC60) 
COMMQN /BLOC02/ DAA(60),DAC(60,2),ZCG(60J,YCGC60), 

*NB(60),MDAC 
COMMON /BLOC06/ NY(60),WZ(6P),AREA(60) 
DZC:B/D8 
DYC:H/DH 
DO 1 IE=l,DH 
DO i JE=l,OB 
K=JE"+CIE•I )*DB 
ZZCCI,KJ:(JE•l,/2,)*DZC•B/2, 

1 YYCCI,KJ:(JE•l,/2,)*DYC•H/2, 
WY(I):H*B•B/6, 
WZCI)=B*H*Hlb, 
AREA (I) =B*H 
TDC(I):DB•DH 
DACCI,ll=AREA(I)/TDC(I) 
ZCG C Il :8/?., 

.YCG(I):H/2, 
C,,,,~COORDENADAS DAS BARRAS 

N6CtJ=2*(8B+BH•2) 
DZA:(B-2,*RB)/(BB•ll 
DYA:(H•2,*RH)/CBH•l) 11 DO 2 IE=l,BH ----------- - -- --- ------------- ---------
IF(IE•ll3,3,4 

4 IFCIE-BH)S,3,3 
5 K:8B+2*IE•3 

ZZA(I,K):RB•B/2, 
ZZACI,K+ll=•ZZACI,K) 
YYACI,K):(tE•l)*DYA+RH•H/2, 
YYACI,K+t):YYA(I,K) 
GOTO 2 

3 DO b JE:t,BB 
IFCJE•I )7,7,6 

7 K:JE 
GO TO 9 

8 K=JEt8B+2•CIE•2) 
9 ZZACI,KJ:CJE-l)*DZA+RB-B/2. 

YYA(l,Kl=CIEel)*DYA+RH-H/2, 
6 CONTINUE 
2 CONTINUE 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE SEVAZCB,H,BI,HI,RBEjRHE,RBI,RHI,DBE,DHE,DBI,DHI, 
*BBE,BHE,BBl,BHI,Il 

INTEGER DBl,DBE,DHI,DHE,BBl,BHE,BBE,BHl,TDC 
COMMON /8LOCOt/ ZZCC60,300l,YYC(ó0,300l,ZZACó0,200), 

*YYA(ó0,200),Q(ól,TDC(óO) 
COMMON /BLOC02/ DAA(óO),DAC(ó0,2),ZCG(óOJ,YCG(óO), 

*NB(&OJ,MOAC 
COMMON /BLOCOó/ WY(óOl,WZ(óOJ,AREA(óOJ 

C •••• ~CALCULA AS PROPRIEDADES GEOMETR!CAS DA SECAO VAZADA 
C •••• ~OADOS DOS ELEMENTOS DE CONCRETO 

DZC=B/DBE 
DH:2.*DHE 
DYC:(H•Hl)/DH 
DACCI,tl=DZC*DYC 
MDAC=DBE•DH 
DO 1 IE=l ,DH 
DO 1 JE:1,DBE 
K:::JF;+CIE•l )*DBE 
ZZC(I,K):(JE•!.12.)*DZC•B/2. 
YYCCI,KJ:(IE•!,12.l•DYC•H/2. 
IF(K.GT.MDAC/2,} YYC(I,K):YYCCI,K)+Hl 

1 CONTINUE 
D8=2.•DBI 
DZC:(B•Bl)/D8 
DYC=HI/DHI 
DACCI,2l=OZC•DYC 
EH:(H•HI)/2. 
DO 2 IE:1,DHI 
DO 2 JE::1,DB 
K:MDAC+JE+CIE•ll•DB 
ZZCCI,KJ:(JE-t.12.l•DZC•B/2, 
YYC(J,Kl=CIE•l,/2,)•DYC•H/2,+EH 
IF(JE.GT,DBIJ ZZCCl,Kl=ZZCCI,K)+BI 

2 CONTINUE 
ZCGCIJ:B/?. 
YCGCI):H/2. 
TDCCI)=2•CDBE•DHE+DBI•DH!l 
WYCJ):(H•CB••3J•HI•CBI••3JJ/Cl2.•ZCGCI1J 
WZ(l):CB*CH••3l•BI•CHI••3))/(t2,•YCG(I)l 
AREACI)=B•H-BI•HI 

C,, ••• DADOS DOS ELEMENTOS DE ACO 
DZA:CB•2,•RBEl/CB9E-1l 
DYA:(H•2,•RHE)/(BHE•1) 
DO 3 IE:1,BHE 
IF(IE.LE,1) GOTO 4 
JFCIE,GE,BHEJ GOTO 4 
K=8BE+2•1E~3 
ZZA(I,K):RBE•B/2, 
ZZACI,K+l):•ZZACI,K) 
YYACI,K):(JE•l)*DYA+AHE•H/2, 
YYACI,K+ll=YYACl,K) 
GOTO 3 

4 DOS JE:1,BBE 



lFCIE•ll 1:,,1;,,7 
I;, K:JE 

GOTO 8 
7 K=JE+B6Et2•CIE•2l 
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8 ZZACI,KJ:{JE•l)•DZAtRBE•B/2. 
YYACI,KJ:(IE•l)•DYAtRHE•H/2. 

5 CONTINUE 
3 CONTINUE 

NBE=2•CB8EtBHE•2) 
NBC1):NBE+2•CBB1+BHI•2) 
IFCBBI.EQ.O) GOTO 9 
DZA=C8I+2.•RBIJ/(BBI•ll 
DYA:CHI+2.•RHI)/(BHI•l) 
DO 10 IE:1,8HI 
IF(JE.LE.t) GOTO 11 
IF(IE.GE.BHI) GOTO li 
K:NBEtB8l+2•IE•3 
ZZA(I,K)=•RBI•BI/2 0 

ZZACI,K+l)=•ZZA(I,Kl 
YYACI,K)=ClE•l)*DYA•RHI•HI/2. 
YYACI,Ktt):YYACJ,K) 
GOTO 10 

11 DO 12 JE=l,BBI 
IFCIE•ll 13,13,14 

13 K=NBE+JE 
GO TO 15 

---·--1~-Ri~BE~JE~B8l~2~ff~~~y--·-------·-- -----------------· 
15 ZZACI,KJ:(JE•!J•DZA•RBI•BI/2 0 

YYACI,KJ=CIE•!l•OYA-RHl•HI/2 0 

12 CONTINUE 
10 CONTINUE 

9 RETURN 
END 
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SUBROUTINE RITOR CI,B,H,RBE,RHE,Bl,HI,ITS,ECO,EAC,FYD,DESTJ 
C*****CALCULA OS PARAMETROS DA RIGIDEZ A TORCAO DOS ELEMENTOS 

REAL IT 
COMMON /BLOC02/ DAAC60J,OACC60,2J,ZCGC60J,YCG(60J, 

•NB(60),MDAC 
COMMON /BLOC06/ WY(60l,WZ(60);AREAC60) 
COMMON 1BLOC07/ GIT(60,2),AM(60l,TRD(60l,CTY(60l,CTZ(60J, 

•CQY(6DJ,CQZ[6Dl,GIPC60),TLC60) 
COMMON 1BLOC08/ FCTK,GS,FCCD,ALFA 
BS=B-2.•RBE 
HS=H•2.•RHE 
UM::2.•(BS+HS) 
AM(IJ=BS•HS 
IF(ECD.Eo.o.) ECO:EAC/7. 
IF(BS.LT.HS) GOTO t 
HM=HS/6 0 

GOTO 2 
1 HM:BS/6. 
2 GOTO (3,4), tTS 
4 EB:(B•BI)/2 0 

EH:(H~HI)/2. 
IF(EH.GT.EBl GOTO S 
IFCHM.GT.EHl HM=EH 
GOTO 6 

5 IFCHH.GT.EBJ HM:EB 
6 CQYCil=CB•H•H•BI•HI•Hll/(8.*WY(ll•B•EB) ----- -- . c~z-cn =lH•B•S;;fH iiiB liii!H Y 1re-.-•wZTI)•ffitHT- --- - . -- -- - - ---- ·- --- . -

CTY(Il=l,/C2.•EB•(H•EHl•(B•EBl) 
CTZ(IJ=l.1(2.•EH•CH•EHl•CB•EBll 
IT=(2,•EB•EH•(((B•EBJ•(H•EHJJ••2JJ/(B*EB+H•EH•EB•EB•EH•EHJ 
GOTO 7 

3 CQYCIJ:3,/(2.•AREA(IJ) 
CGZ(I):CQY(I) 
CTY(Il=(3.•Ht1,8*8J/(B*B*H*Hl 
CTZCI):C3.•Btl.8•Hl/CB•B•H•Hl 
IF(B•H) 8,8,9 

8 A:H 
C::B 
GOTO 10 

9 A=B 
C:H 

10 IT:A•C•C•C•Ct./3.•,21*C*(l,•CC••4)/(12*CA•*4l))/A) 
7 GITCI,ll=.3•ECO•IT 

IFCFCTK,LE.O.J GOTO 11 
DAL=UM/(NB(IJ•DAA(Il) 
GtTCI,2):(EAC•AM(J)*AM(I)l/((UM•Cl./DESTtDAL))/4,t(l,S•EAC• 

*UM)/CECO*HM)) 
TL(l)=,5*FCCD•AM(f)*HM*SINC2,•ALFA) 
TRO(I):TLClJ 
TK:2.•DEST•AM(ll•FYD/TAN(ALFA) 
IF(TK,LT,TRD(I)) TRD(I)=TK 
TK:2,•NB(I)•DAACil•AM(ll•FYO/(UM•TAN(ALFA)) 
IF(TK.LT.TRDCI)) TRD(l):TK 



11 RETURN 
END 
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SUBROUTINE FlSSEC (I,NU,MYU,MZU,TU,QYU,QZU,R!GTOR) 
C*****VERIFICA SE A SECAO ESTA FlSSURADA E FORNECE A RIGIDEZ A 
C••***TORCAO 

REAL N,MY,MZ,NU,MYU,MZU,KTOR 
COMMON /BLOC02/ DAA(60),DACCb0,2),ZCGCbO),YCGC60), 

•N8(60),MDAC 
COMMON /BLOCO&/ WY(60),WZC60);AREA(60) 
COMMON /BLOC07/ GIT(b0,2),AM(bO),TRD(60),CTY(60l,CTZ(60), 

•CQY(60),CQZ(b0),GIPC60),TL(b0l 
ÇOMMON /BLOC08/ FCTK,GS,FCCD,ALFA 
DIMENSION SIGMAC4),TAU(4) 
N=NU/GS 
MY=MYU/GS 
MZ=MZU/GS 
T=TU/GS 
QY=QYU/GS 
QZ=QZU/GS 
SIGT:N/AREA(l)•ABS(MY)/WY(ll-ABS(MZ)/WZ(I) 
IF(SlGTl 1,2,2 

1 IF(ABS(SIGT).GE.FCTK) GOTO 3 
2 DO 7 IPONTO=t,4 

GOTO (5,5,b,6), !PONTO 
5 SIGMA(IPONTO):N/AREA(I)+(C•l)*•IPONTO)*MZ/WZ(I) 

TAUCIPONTO):QZ•CQZ(I)•(C•l)*•IPONTOl*T*CTZ(I) 
GOTO 7 

6 SIGMACIPONTO):N/AREA(l)t((•l)**lPONTO)*MY/WY(I) 
TAU(IPONTO):QY*CQY(I)•((~l)**IPONTO)*T*CTY(I) 

7 CONTINUE 
SIGMAI=O. 
DO 8 IPT=l,11 
SIGI:SIGMA(IPT)/2.~SQRT(SlGMA(lPTl•SIGMA(IPT)/4.+TAU(IPT)* 

*TAUCIPT)) 
IF(SIGI.LT.S1GMAI) SIGMAI=SIGI 

8 CONTINUE 
JF(ABS(SIGMAI).GE.FCTK) GOTO 3 
RIGTOR::GITCI, 1) 
GOTO 9 

3 RIGTOR:GITCJ,2) 
9 RETlJRN 

END 
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SUBROUTINE VALINI(l,FCD,EY1,EY2,EYD,ITIP,EAC,FYO,FYtO) 
C ••••• CALCULA OS VALORES INICIAIS DAS RIGEZAS 

REAL NC,MYC,MZC,NO,MYO,MZO,L 
INTEGER TDC 
COMMON /BLOCOI/ ZZCCb0,300J,yyC(60,300),ZZA(60,200), 

•YYAC60,200J,G(6J,TDC(b0) 
COMMON 1BLOC02/ DAA(bOJ,DAC(60,2J,ZCG(60),YCG(60), 

•NB(óOJ,MDAC 
COMMON /BLOCO 3/ X(60l,Y(60),2(60),L(60) 
COMMON /BLOCO 5/ AMO(ó0,12),EA(60),EIY(&O),EIZ(b0),P(b0) 
IT=I 
EG=t .ER! o 
cvz:o. 
CVY:O. 
CALL FORCOC(FCD,EG,CVZ,CVY,MZC,MYC,NC,IT,RUT,I) 
CALL FORACOCEYl,EY2,EYD,EG,CVZ,CVY,FCD,ITIP,EAC,FYD,FY10, 

•MZO,MYO,NO,MZC,MYC,NC,RUT,IT,I) 
EA. ( I) :NO/EG 
CVZ=EG/YCG(I) 
CALL FORCOCCFCD,EG,CVZ,CVY,MzC,MYC,NC,IT,RUT,I) 
CALL FORACOCEY1,EY2,EYO,EG,CVZ,CVY,FCD,ITIP,EAC,FYD,FY10, 

•MZO,MYO,NO,MZC,MYC,NC,RUT,IT,I) 
EIZ(I):MZO/CVZ 
cvz=o. 
C VY:EG/ZCG (l) 
CALL FORCOCCFCD,EG,CVZ,CVY,MZC,MYC~NC,IT,RUT,I) 

-- - - - - - - CALL- FORAC01EY I ,EY 2 ,EYD ,EG ,-cvz,-cVy,l"CD"-,TTTP-; i-Ac; F'yO; Fy ro ,--
•MZO, MYO, NO, MZC, MYC, NC, RUT, IT, ! ) 

EIYCl):MYQ/CVY 
EG:l 0 E•8 
CVY=O. 
CALL FORCOCCFCD,EG,CVZ,CVY,MZC,MYC,NC,IT,RUT,Il 
CALL FORACO(EY1,EY2,EYD,EG,CVZ,CVY,FCD,ITIP,EAC,FYD,FY10, 

•MZO,MYO,XCIJ,MZC~MYC,NC,RUT,IT,Il 
EG:0 0 

CVZ=I.E•8/C2.•YCG(IJ) 
CALL FORCOC(FCD,EG,CVZ,CVY,MZC,MYC,NC,IT,RUT,I) 
CALL FQPACO(EYl,EY2,EYD,EG,CVZ,CVY,FCD,ITIP,EAC,FYD,FV10, 

•ZClJ,MYO,NO,MZC,MYC,NC,RUT,IT,lJ 
cvz=o. 
CVY:1.E•8/(2,*ZCG(IJ) 
CALL FORCOC(FCD,EG,CVZ,CVY,~ZC,MYC,NC,lT,RUT,1) 
CALL FORACO(EY1,EY2,EYD,EG,CVZ,CVY,FCD,ITIP,EAC,FYD,FY10, 

*MZO,Y(Il,NO,MZC,MYC,NC,RUT,IT~ll . 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE FORCOC(FCO,EG,CVZ,CVY,MZC,MYC,NC,IT,RUT,I) 
C •••• ~CALCULA OS ESFORCO$ GERADOS NO CONCRETO PELA OEF, DA SECAO 

REAL MZC,MYC,NC 
INTFGER TDC 
COMMON /BLOCO!/ ZZCCó0,300),YYCCó0,300),ZZACó0,200), 

•YYA(ó0,200),Q(ó),TDC(óOl 
COMMON /BLOC02/ DAA(óO),DAC(óD,2),ZCG(bOl,YCGCóD), 

•NB(bO),MDAC 
RUT:O. 
MZC::O, 
MYC:O, 
NC:0, 
ECMAX:(EG•ZCG(IJ•ABS(CVY)+YCGCI)*ABS(CVZ))*IOOO, 
ECMIN:(EG•ZCGCIJ•ABS(CVY)•YCGII)*ABS(CVZl)*lOOO, 
IFCFCMAX-3,5)10,10,11 

ll RUT=l, 
WRITEC2,1Bl 

18 FORMAT(//,10X,Õ***ROTURA POR ESMAGAMENTO DO CONCRETO***Õ,/) 
GO TO 12 

10 JF(ECMINJ13,13,14 
14 ECOMP:ECMAX•CECMAX•2.)*3,5/l,5 

IF(ECMIN.GT.ECOMPJ GOTO 11 
13 IFCIT•lll,1,2 

2 DO 3 KK:1,ó 
3 Q(KK)::O, 
1 NTDC:TDCCI) . 00 a K:t,NTDC _________________________ ----- --- --------. 

EC:CEG•ZZCCI,Kl*CVY+YYCCI,K)*CVZ)*lOOO, 
IF(EC)4,5,5 

5 IFCEC•2,ló,7,7 
6 SIGC:FCD*(l,•CI.-EC/2,)**2) 

GC=FCD*C2.•ECl•SOO, 
GOTO 8 

7 SIGC:FCO 
GC:O, 

8 IF(MDACl 15,15,lb 
15 SIGAC=SIGC•DACCI,tJ 

GAC=GC*DACCI,!) 
GO TO 17 

16 IF(K,LE~MDAC) GOTO 15 
SIGAC:;SIGC•DAC(l,2) 
GAC:GC•OAC(I,2) 

17 MZC=MZC•YYCCI,K)*SIGAC 
MYC:MYC•ZZCCl,K)•SlGAC 
NC:NC'l'SIGAC 
!FCIT•ll4,4,9 

9 Q(ll:OCl)+CZZCCI,K)*ZZCCI,K))~GAC 
Q(2J:Q(2)+ZZCCl,K)*YYC(I,K)*GAC 
0(3):Q(3)+ZZCCI,K)•GAC 
G(4):Q(4)+CYYC(I,K)*YYCCI,K))*GAC 
0(5):0(S)•YYC(I,Kl*GAC 
0(6):0(b)•GAC 

4 CONTINUE 



12 RETURN 
END 
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SUBROUTINE FORACOCEY1,EY2,EYD;EG,CVZ,CVY,FCO,ITIP,EAC,FYD, 
·•F Y 1 O, MZ R, M Y R, NR, MZ C, t~ YC , NC, R U T, I T, I ) 

REAL MZR,MYR,NR,MZC,MYC,NC,MZA,MYA,NA 
COMMON /6LOC01/ ZZCCb0,30n),yYC(60 1 300l,ZZA(60i200), 

•YYAC60,200),QC6),TDC(60l 
COMMON /BLOC02/ DAA(óOl,DAC(60,2),ZCG(óO),YCG(bO), 

•NB(60),MDAC 
MZA=O. 
MYA=O. 
NA:O. 
ESMAX=(EG+ZZACI,1)*ABS(CVY)+yyACI,1)*ABSCCVZ))•!OOO. 
IF(ESMAX+I0.)19,19 1 20 

19 RUT=t. 
WRITE(2,22) 

22 FORMAT(//,1DX,Õ***ROTURA POR ALONGAMENTO EXCESSIVO DO ACO õ 
*,ÕTRACIONADO•••õ,/) 

GOTO 21 
20 NNB=l~B(I) 

DO I K:1,NNB 
ES:(EG+ZZACI,KJ•CVY+YYACI,K)•CVZJ•IOOO, 
AES=ABSCES) 
IF(ITIP)2,2,3 

2 IFCAES•EYD)4,5,5 
4 SlGA:EAC•ES/1000, 

GA=EAC/t 000, 
GOTO 6 

---5-SlGA~FYO~SIGNtr;;Esr-------- ------------------------------
GA=O, 
GOTO 6 

3 IF(AES-EY1)7,7,8 
7 SIGA:EAC•ES/1000. 

GA:EAC/1000. 
GOTO 6 

8 JF(AES-EY2)9,9,10 
9 GA=,2•FYD/CEY2•EYI) 

S!GA=CGA*CAES-EY)J+,7*FYDJ•SIGN(1,,ESJ 
GOTO 6 

10 IFCAES-EYD)lt,11,12 
11 GA :,t•FYD/CEYD•EY2J 

SIGA:(GA•CAES•EY2lt,9•FYD)•SIGN(l,,ES) 
GO TD b 

12 GA:(FYlO-FYD)/(10,•EYD) 
SIGA:(GA*CAES~EYD)tFYD)•S1GNC1,,ES) 

6 IF(ES)14,t3,13 
13 IFCAES•2,)16,15,15 
15 SIGC=FCD 

GC:O • 
GO TO 17. 

16 S1GC:FCD*C1,•C1,•AES/2.l**2l 
GC:FCD•C2,•AESJ•SOO. 
GOTO 17 

14 SIGC:O, 
GC:O, 



17 SIGAC=CSIGA•SJGC)•DAACIJ 
MZA=MZA+YYA(I,K)*SIGAC 
MYA=MYA+ZZACI,KJ•SIGAC 
NA:Nfl+SIGAC 
GAC=CGA*1000,•GCJ•DAACIJ 
IF(IT•Ul,1,18 
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18 Q(l):Q()J+(ZZA(I,KJ•ZZACI,K)J•GAC 
QC2J:Q(2J+ZZA(I,K)*YYACI,K)*GAC 
Q(lJ:Q(l)+ZZACI,KJ•GAC 
QC4):Q(4)+CYYA(I,K)*YYACI,KJ•GAC) 
Q(SJ:Q(5)+YYACI,K)*GAC 
G(bJ:Q(bl+GAC 

1 CONTINUE 
MZR:t~ZC+MZA 
MYR:MYC+MYA 
NR:NC+NA 

21 RETURN 
END 
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SUBROUTINE RIGMB(l,GIP,SM,NML;LIB,JVINl 
,C*****CALCULA A MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO NO SISTEMA LOCAL 

REAL L,KY,KZ,KLY,KLZ 
COMMON /BLOCO 3/ X(óO),Y(óO),Z(60),L(60) 
COMMON /BLOCO 5/ AMD(ó0,12),EA(óO),EIY(óOJ,EIZCóO),P(óO) 
DIMENSION SM(12,12),LIB(60,12l,GIPC60),SMA(12,12) 
SENH(Xl=(EXP(X)•EXP(•X))/2. 
COSH(Y):CEXP(Y)tEXPC•Y)l/2, 
DO 1 J:1,12 
DO l K:1,12 

1 SM(J,K):O. 
C •••• ~FUNCOES DE ESTABILIDADE 

KY=PCI)*CL(Il**2l/EIY(Il 
KZ:PCI)*(LCI)**2l/EIZCll 
KLY:SQRTCABS(KYl) 
KLZ:SQRTCABS(KZIJ 
IF(KLY•0,1)2,3,3 

3 IF(KLZ•0,1)2,a,q 
11 IFCKLYJS,2,5 
5 IF(KLZ)6 1 2,6 
ó IF(P(I))7,2,8 

C •••• ~FUNCOES APROXIMADAS 
2 SYl=I.-KY/10, 

SZl:1.•KZ/10, 
SY2=t.-KY/60, 
S22=1.-KZ/60, 
SY3=1.•KY/30, - - - ------ -
$23=1,•KZ/30, 
SYll=t.+KY/60, 
SZIH:) • tKZ/óO, 
GOTO q 

C •••• ~FUNCOES PARA TRACAO 
7 FIY=2.•2.*COSH(KLY)+KLY*SENH(KLY) 

FIZ:2,•2,*COSHCKLZl+KLZ*SENH(KLZl 
SY1:(KLY*•3l*SENHCKLY)/C12.•FIYJ 
S21:(KLZ**3)*SENH(KLZ)/C12,•FJZ) 
SY2:(KLY••21•CCOSH(KLY)•1.l/(6,*F!Yl 
SZ2=CKLZ**2l•CC0SH(KLZ)•1.)/(b.•FIZ) 
SY3:KLY•CKLY•COSH(KLY)-SENHCKLY))/(4.•FIY) 
SZ3:KLZ•(KLZ•COSHCKLZ)•SENHCKLZJ)/(a,*FIZ) 
SY4:KLY•(SENHCKLYJ•KLY)/(2,*FIY) 
sza:KLZ*(SENH(KLZJ-KLZ)/(2.•FIZ) 
GOTO 9 

c~ ••• :FUNCOES PARA COMPRESSAO 
8 FIY:2,•2,•CDSCKLYJ•KLY•SINCKLY) 

FIZ:2.•2,•COSCKLZ)-KLZ•SIN(KLZ) 
SY1=CKLY••3l•SINCKLYJ/(l2~*FJY) 
SZ1:(KLZ**3)•SINCKLZ)/(12.•FI2l 
SY2:(KLY••2l*(l,•COSCKLYJ)/(6.*FIY) 
SZ2=(KLZ••2l•C1,•C0S(KLZ))/(b,*FlZJ 
SY3:(KLY•CSINCKLYJ•KLY•COS(KLY))l/(ll,*FIY) 
SZ3=CKLZ*CSINCKLZl•KLZ•COS(KLZ)))/(ll,•FIZ) 
SY4:KLY•(KLY•S1N(KLY))/(2~*F!Y) 
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S24=KLZ*(KLZ•SINCKLZ)J/C2.*FIZl 
c •••• ?MATRIZ DE RIGIDEZ 

9 IF(!VIN) 19,19,20 
20 SM(t,t):ABS(EA(Jll/L(I) 

GOTO 21 
19 SM(l,l)=EA(I)/LCI) 
21 SMC2,2l=12.*EIZCIJ*SZ1/CLCll**3l 

SM(3,3)=12.*EIYCI)*SY1/CL(I)**3) 
SMC4,4):GIP(Il/L(Il 
SM(5,5)=4.*EIYCI)*SY3/LCI) 
SM(ó,bl=4.*EIZCI)*S23/L(Il 
DO to J:7,12 

10 SM(J,J):SM(J•6,J•6) 
SM(5,3)=•ó,*EIYCil*SY2/CLCI)•*2) 
SM(6,2)=6,•f.IZCI)•SZ2/CLCil*•2) 
SMC7,l)=•SMC1,1) 
$M(8,2)=•SMC2,2) 
SM(8,6):-SM(ó,2) 
SM ( 9, 3) =-SM (3, 3) 
SM(9,5):-SM(5,31 
SM(10,4l=•SMC4,4) 
SM(t!,3):SMCS,31 
SM(ll,5):2,•EIYCIJ•SY4/L(Il 
SM(11,9)=•SM(S,3) 
SM(12,2):SM(ó,2l 
SM(12,6):2,*EIZ(Il*SZ4/LCIJ 
SM(t2,Bl=•S~(&,2J . -
DO 11 K:1,12 
00 11 J:t,K 

11 SMCJ,K)=SM(K,J) 
IF(NMl..)12,12,13 

13 LB=O 
15 LB=L8+1 

IFCLB•l3)14,12,12 
14 !F(LIBCI,LBJJIS,15,16 
16 DO 17 J=l,12 

DO 17 K=l,12 
17 SMACJ,K):SMCJ,K)•SM(J,LBJ•SM(LB,KJ/SMCLB,LB) 

DO 1.8 J::1,12 
DO 18 K=l,12 

18 SM(J,KJ:SMACJ,K) 
GOTO 15 

12 RETURN 
END 
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SUBROUTINE ROTMB(ll 
C•••••CALCULA A MATRIZ DE ROTACAO DO ELEMENTO DE BARRA 

COMMON /BLOCO 4/ JJCóO),JK(óQ),CX(óO),CY(óOJ,CZ(óOJ,R(60,9) 
DO !. K:1,9 

1 R(I,Kl=O. 
IF(CX(IJ.EQ.O •• AND 0 CZCI).EQ.O.) GOTO U 

C ••••• MATRIZ PARA ELEMENTO INCLINADO 
CC=SQRTCCX(I)*CXCl)tCZCI)*CZ(Ill 
R(I,1):CXCil 
RCI,2):CY(I) 
RC!,3)::CZCI) 
RCI,/.ll=•CX(IJ•CYCI)/CC 
RCI,Sl=CC 
RCI,ól=•CY(I)*CZCI)/CC 
RCI,7):•CZ(IJ/CC 
RCI,9)::CXC!l/CC 
GOTO 5 

C •••• ~MATRIZ PARA ELEMENTO VERTICAL 
4 RCI,2):CYCil 

R(I,l.ll=•CYCI) 
RCI,9).:1. 

S RETURN 
END 
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SUBROUTINE TGAUSSCA,LB 1 KK) 
OIMENSION A(3óD,IBO) 
DO 300 N:t,KK 
I=N 
DO 290 L=2,LB 
I=I+l 
IFCACN,L)) 240,290,240 

?.üO C=ACN,LJ/ACN,IJ 
J:O 
00 270 K=L,LB 
J:J+I 
IF(ACN,Kll ?.ó0,270,2óO 

2ó0 A(l,J)=ACI,J)•C•ACN,KJ 
270 CONTINUE 

ACN,L):C 
290 CONTINUE 
300 CONTINUE 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE SGAUSSCA,D,LB,KK) 
DIMtNSION A(3ó0,180l,D(3ó0) 
DO 300 N:l,KK 
I:N 
DO 290 L::2,LB 
J:I+t 
IF(ACN,L)l 280,290,280 

280 DCll=DCI)•A(N,L)•D(Ni 
2q0 CONTINUE 
300 DCN):OCN)/ACN,1) 

N:KK 
350 N::N•l 

IF(N) 500,500,360 
3ó0 L=N 

00 400 K:2,LB 
L=Ltl 
IF(A(N,K)) 37DiQ00,370 

370 OCN)::O(N)•A(N,Kl•DCL) 
QOO CONTINUE 

GOTO 350 
500 RETURN 

END 
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SU6ROUTINE CRAMER1Q,DD) 
C*****CALCULA OS !NCREMENTOS DE DEFORMACAO PAR• O EQUILIBRIO DA 
C*****SECAO TRANSVERSAL DO ELEMENTO . 

DIMENSION QC6),DDC3J 
DETQ:Q(l)•OC4J•OC6)t2 0 •QC2J•QC41•Q(3)•Q(J)•OC3l•OC4)•0(2)• 

•OC2l•QC6J•QC5l•OCSJ•OC!J 
DETJ:DOCIJ•CQC4J•OC6)•0C5l*OCS)J·+DDC2)*(0C5J•OC3J•Q(2J•Q(6) 

•JtD0(3J•C0{2)•QCSJ•QC3)•QC4)) 
OET2=DDCll•CQ(Sl•OC3)•0(2J•Q(6))tDDC2)*(0(1J•Q(6l•QC3)•QC3) 

•Jt00(3J•C0(2)•0C3J•QCS)~Q(l)) 
DET3=DD(ll•COC2J•OC5)•QC4l•OC3))tDDC2)*(0(2)•0C3J•OC1)*0(5) 

•ltDDC3)•CO(IJ•QC4l•0(2J•QC2)l 
DD(t):DET1/DET0 
00(2J=DET2/DETQ 
D0(3)=DET3/DETQ 
Rf.TURN 
END 
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SUBROUT!NE ESFOR CI,MY,MZ,XX,KL,KY,KZ,KLY,KLZ) 
C*****CALCULA OS ESFORCOS AO LONGO DO ELEMENTO 

REAL MY,MZ,KL,KY,KZ,KLY,KLZ,KXY,KXZ,L 
COMMON /8LOC03/ X(60),Y(60),Z(60),L(60) 
COMMON /BLOC05/ AMD(60,12),EA(60),EIY(bOJ,EI2{6D),P(60) 
SENH(A):(EXPCA)•EXP{•A))/2. 
C0SH(8):(EXP(B)+EXP(•B)l/2. 
IF{KL•.1)5,6 1 6 

6 IF(P(I))7,5,8 
5 MZ:{AMDCI,12)+AMD(l,6ll•XX/L(l)•AMDCI,6) 

MY:{AMD(l,11J+AMD(I,5l)*XX/L(l)•AMDCI,5) 
GOTO 9 

7 KXY:SQRT(ABS(KYl)*XX 
KXZ:SQRT(ABS(KZ))*XX 
MZ=CAMOCI,12)+AMD(l,b)*C0SHCKLZ))*SENH(KXZ)/SENH(KLZ)• 

•AMDCI,6l•COSH(KXZ) 
MY:AMDCl,S)*COSH(KXY)•(AMD{l,11l+AMD(I,5)*C0SH(KLY))* 

*SENH(KXY)/SENHCKLY) 
GOTO 9 

8 KXY:SQRT(A6S(KY))*XX 
KXZ:SGRTCABSCKZl)*XX 
MZ:(AMD(I,12J+AMD(l,6)•COS(KLZJJ•SINCKXZJ/SINCKLZ)•AMDCl,6l 

**COSCKXZJ 
MY:AMO(I,S)*COS(KXYJ•(AMDCl,!l)+AMD(I,5)•COSCKLYJ)•SIN(KXY) 

•/SIN(KLY) 
9 RETURN ---------END_______________________________________ . 
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SU8ROUTINE SONERA CI,N,MY,MZ,RUT,FCO,EY!,EY2,EYO,ITIP,EAC, 
•FYO,FV10,EGO,CVYO,CVZO,NS,MYS,MZSJ 

INTF'GER TDC 
REAL MZ,MY,N,MZR,MVR,NR,MZC,MYC,NC,MZS,MYS,NS,MZO,MYO,NO,L 
COMMON /BLOCO!/ ZZC(60,300),YYC(ó0,300),ZZAC60,?.00), 

· •YYA(b0,200),QCól,TOC(óOl 
COMMON /BLOCO?./ DAAC60),DAC(60,2J,ZCG(óOJ,YCG[óO), 

*NB(&O),MDAC 
COMMON /BLOC03/ X(óO),Y(óDl,Z(óO),LCóO) 
COMMON /BLOCOS/ AMD(ó0,12),EA(óO),E!Y(bO),E!ZCóO),P(óO) 
OtMENSlON N0(60),MYO(ó0),MZ0(60J,00(3) 
EQUIVALENCE (X,NOJ,CY,MYD),CZ;Mzoi 
IQ=JO 

C,,.,}OEFORMACOES DE PARTIDA 
EGO:N/EA (1) 
CVYO:MY /E I Y ( Il 
CVZO:.MZ/EIZCI) 
INERA:O 

25 INERA~INERA+I 
IFCINERA,LT.ló) GOTO ló 
i~RITEC2,2ó) IS,J 

26 FORMAT(/,ISX,õNAO FOI OBTIDA CONVERGENCIA NOS ESFORCO$ DAõ, 
*Õ SECAOõ,I2,õ DO ELEMENT0õ,I3l 

CALL EXIT 
tó CALL FORCOCCFCD,EGO,CVZO,CVYO,MZC,MYC,NC,IQ,RUT,I) 

IF(RUT•l.l 10,15,15 
-----10 CALL FORACO(EY1,EY2,EYD,EG0,CVZO,CVYO,FCD,ITIP,EAC,FYD, . 

*FYlO,MZR,MYR,NR,MZC,MYC,NC,RUT,IQ,I) 
IFCRUT~J,l 11,15,15 

11 DD(t):.MY•MYR 
0D(2):MZ•MZR 
DDCJ):N•NR 
NS::N 
MYS::MY 
MZS:MZ 
lF(ABS(MY),LE,MYO(I)) MYS::MYOCI) 
I~(ABSCMZ),LE,MZO(I)) MZS=MZO(I) 
IF(ABS(N),LE,NO(I)) NS:NOCI) 
IFCABSCDOC1))•ABS(,OOOOl*MYS))t2,12,13 

12 IF(ABS(DDC2))•ABSC,OOOOl*MZS))14,14,13 
14 1F(ABS(00(3))•A8S(,OOOOl*N5))15,15,13 
13 CALL CRAMERCQ,DD) 

CVYO::CVYO+DD(t) 
CVZOi:CVZO+DD(2) 
EGO:EGO+DOC3) 
GOTO 25 

15 R!;TURN 
END 
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SUBROUTINE NEWRACI,RUT,ICON,TOL,FCD,IT,EYl,EY2,EYD,EAC,ITIP 
*,FYD,FY10) . 

REAL KY,KZ,KLY,KLZ,KL,KXY,KXZ,L,MZ,MY,N,MZR,MYR,NR,MZC,MYC, 
•NC,MZS,MYS,NS,MZO,MYO,NO 

INTEGER TDC 
COMMON /BLOCO!/ ZZCCó0,300),yYCCó0,300),ZZACó0,200), 

•YYACó0,200),Q(b),TDC(óOl 
COMMON /BLOC02/ OAA(óO),DAC(ó0,2),ZCG(óO),YCGCóO), 

•N6(óO),MOAC 
COMMON /BLOCO 3/ X(60),Y(óOl,ZCóO),L(óO) 
COMMON /BLOCO 5/ AMD(ó0,12),EA(óO),EIYCóO),EIZ(óO),P(óO) 
COMMON /BLOCO ó/ WY(óOJ,WZ(óO),AREA(óO) 
COMMON /BLOC07/ GIT(ó0,2),AM(óO),TRO(óO),CTY(óOJ,CTZ(óO), 

•CQY(60),CQZC6D),GIP(óOJ,TLCóO) 
COMMON /BLOC08/ FCTK,GS 1 FCCD,ALFA 
DIMENSION EIPYCS),EIPZ(SJ,EAP(Sl,RITCS) 
DIMENSION N0(60),MY0(60l,MZO(ó0),DDC3l 
EQUIVALENCE CX,NO),CY,MYOJ,(Z;Mzo) 
SENH(A):(EXP(A)•EXP(•A)J/2, 
COSHtB):(EXPCB)tEXP(•B))/2, 
FUNME(C,D,E,F,G,HJ=C7.*C+32,•D+12,•Et32.•Ft7,•G)/90, 
ISEA:O 
N:AMD(I, 1) 
XX:O, 
KY:P(I)/EIYCil 
KZ:P(I)/EIZCIJ 

------KLY=SQRT(ABSCKY))-•L(Il. - -- ------ ------------ ----------- -·--
KLZ=SQRTCABS(K2l)•LCI) 
DX=LCI)/4, 
IFCEIZ(I)~EIYCI))t,1,2 

1 KL=KLY 
GOTO 3 

2 KL=KLZ 
3 DO 4 IS:1,5 

CALL ESFOR(I,MY,MZ,XX,KL,KY,KZ,KLY,KLZI 
9 CALL SONERA{I,N,MY,MZ,RUT,FCO,EY!,EY2,EYO,ITIP,EAC,FYD, 

•FYIO,EGD,CVYO,CVZO,NS,MYS,MZSl 
IF(RUT,E0,1,) GOTO 100 
!F(ABS(MY),GT,MYO(I)) GOTO 21 
MYS:EJYCI) 
CVYO:t, 

21 IF(ABS(MZ),GT,MZO{IJJ GOTO 22 
MZS=EIZCI) 
CVZO=l, 

22 IF(ABS(N),GT,NOCI)) GO iO 20 
NS:NQCI) 
GOTO 31 

20 IF(A6S(EG0),GT,1.E•10) GOTO 23 
NS:EA CI) 

31 EGO=t, 
23 EIPY(lS):MYS/CVYO 

EIPZ(IS)=MZS/CVZO 
EAPCIS):NS/F.:GO 



164 

lF(EAPtIS).LE,O.) 1SEA:ISEA+I 
IF(FCTK,LE,O,) GOTO 4 
IF(ABS(AMDCJ,a)J,LE,TRDCI)) GOTO 32 

32 CALL FISSECII,N,MY,MZ,AMDCI,Gl,AMDCI,2),AMDCI,3),RIT(IS)) 
a XX=XX+DX 

IFiFCTK,LE,0,) GOTO 33 
GIPP:FUNMECRIT(1l,RIT(2),RlTC3),RIT(4),RIT(5),DX) 

33 EPY:FUNME(EIPY(l),EIPY(2),EIPY(3),EIPY(4),EIPY(S),DX) 
EPZ=FUNMECEIPZCl),EIPZ(2),EIPZC3),EIPZ(4J,E!PZ(5),DX) 
IF(ISEA,EQ,OJ GOTO 27 
IF(ISEA,EQ,5) GOTO 27 
EPA:EA(l) 
GOTO 2q 

27 EPA:FUNME(EAPC1),EAP(2l,EAP(3),EAPC4J,EAPC5l,DX) 
29 IF(FCTK,LE,O.l GOTO 28 

IFCABSCGIP(IJ•GIPP)•ABSCGIPP*TOL)) 28,28,24 
28 IF(ABS(EIY(l)•EPY)•ABS(EPY*TOL))l7,17,24 
17 IF(ABS(EIZ(IJ-EPZ)•ABS(EPZ*TOLl)lB,18,24 
18 IFtABS(EA(Il•EPAJ•ABSCEPA*TDL))l9,19,24 
24 EIYCl):EPY 

EJZCJ):EPZ 
EA(J):EPA 
lF{FCTK,LE,O,l GOTO 100 
GIPCI):GIPP 
GOTO 100 

19 ICON:ICON•l ---100-RETUR~------------ - - -- -------- . ---------------- ---·· 

END 
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SUBROUTINE TORULT CI,RUTOR,FCD,EY1,EY2,EYD,IT1P,EIC,FYD, 
*FYlO) 

REAL N,M,KY,KZiKLY,KLZ,KL,ML,MYL,MZL,L 
COMMON /8LOC01/ ZZCCó0,300J,YYCC60,300l,ZZAC60 1 200),. 

*YYAC60,200),Q(6J,TDC(ó0) 
COMMQN /BLOC02/ DAACóOJ,DAC(60,2),ZCG(óO),YCGC60), 

*NB(bO),MDAC 
COMMON /BLOCO 3/ X(60J,YC60),ZC60),l(ó0) 
COMMON /BLOC05/ AMDCó0,12l,EA(ó0l,EIY(óOJ,EIZCóO),PC60) 
COMMON /BLOCOó/ WY(ó0),WZC60),AREA(60) 
COMMON /BLOC07/ GIT(ó0,2),AM(60),TRD(óO),CTYCóOl,CTZ(60l, 

*CGY(óO),CQZ(óOl,GIPCóO),TL(óOl 
CDMMON /BLOC08/ FCTK,GS,FCCD,ALFA 
RUTOR:oO. . 
lF(ABS(AMD(l,4)).GT.TRD(lll GOTO 5 
V=SGRTCAMDCI,2)*AMDCI,2l+AMDCI,3)•AMDC1,3Jl 
IF(V.EQ.O.J GOTO 4 
VL=.3*FCCD*AREA(Il 
LTV=ABSCAMDCI,GJJ/TLCI)+V/VL 
IFCLTV.GT.1.l GOTO 5 

4 DO 9 IAM:5,ó 
JF(AHDCI,IAM).NE.o.J GOTO to 

9 fF(AMD(I,IAMtó) 0 NE,0 0 ) GOTO to 
GOTO 7 

10 N=AMDCI,ll 
XX:O, - ----··-K Y-=P e l) iE'.I V e I) - - - - - - --- ·- - -- ~ -- -- - --- ... - - - -- -- - -- --· -- - --- ----··- - - ·- -- ·- . -- -

KZ:P(Il/EIZCIJ 
KLY=SQRT(AAS(KY))*L(l) 
KLZ:SQRT(ADSCKZ))*l(ll 
OX:=L(Il/4. 
IF(EIZCI)~EIY(I)l 1,1,2 

1 KL:KLY 
GO ro 3 

2 KL:Kt.Z 
3 DO 6 IS=l ,S 

CALL ESFOR(l,MY,MZ,XX,KL,KY,KZ,KLY,KLZ) 
M:SDRT(MY*MYtMZ*MZ) 
lf(M.EQ.O.) GOTO 6 
ML:(TAO(Il*TRO(I)*M)/CTRDCI)•TRD(Il•AMD(I,G)•AMO(I,4ll 
MZL:MLi0MZ/H 
MYL=ML*MY/M 
CALL SONERA(l,N,MYL,MZL,RUT,FCD,EY1,EY2~EYD,lTIP,EAC,FYD, 

*FYIO,EGO,CVYO,CVZO,NS,MYS,MZSJ 
IF(RUT.ED.1.) GOTO 5 

ó XX:XXtDX 
GOTO 7 

5 RUTOR:t. 
WRITEC2,8) t,IS 

8 FORMAT(/,(SX,õ••ROTURA POR TORCAO DO ELEMENTOõ,I3,/,15X,õ*Õ 
•,õNA REGIAO DA SECAOõ,I3,õ•*õl 

7 RETURN 
END 
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l=CARTOES,UNIT:READER 
2=IMPRESS,UNIT:PRINTER 
21:XAVE2,UNIT:DISKPACK,AREA=b0,RECORD:14D 
22:XAVE3,UNIT=D!SKPACK,AREA=60,RECORD:12 
RE:AL L,MZC,MYC,NC,MZR,MYR,NR,MZO~MYO,NO,LAMB 
INTEGER DB,DH,BB,BH,DBE,DBl,OHE,DHI,BBE,BBI,BHE,BHI, 

*RLC180),TDC 
COMMON /BLOC01/ ZZC(60,300),YYC(60,300l,ZZA(60,200J, 

*YYA(60,200),Q(6),TDC(60) 
COMMON /BLOC02/ DAA(60J,DAC(&0,2),ZCG(60l,YCG(60), 

1<N8(60),MDAC 
COMMON /BLOCO 3/ XC60),Y(60),Z(60l,L(60) 
COMMON /BLOCO 4/ JJC60),JKC60l,CXC60),CY(60),C2(60),RC60,qJ 
COMMON /DLOCO 5/ AMD(60,12l,EA(60l,EIY(60),E!Z(60J,P(60J 
COMMON /BLOCO&/ WY(60),WZC60);AREA(60) . 
COMMON /BLOC07/ GITC&0,2),AM(60),TRD(60J,CTY(60),CTZ(60), 

*CQYC60),CQZ(60),GIP(60),TL(60l 
COMMON 1BLOC08/ FCTK,GS,FCCD,ILFA 
DIMENSION LIB(60,12l,AR(360l,INV(360),SMCl2 1 12),SMD(12,12l, 

*SMRCl2,12J,S(3ó0,180),JA(l2J,D(360),ACC360J,RlGC360) 
OIMENSION EAA(6Dl,EIIY(60l,EJIZC60J,GIIPC&OJ,PPC&O) 
EGUIVALENCE (CX,EAAl,CCY,EllYJ,(CZ,EIIZJ 

C ••• ,':LEITURA DOS DADOS GERAIS DA ESTRUTURA 
3000 READ(t,1) M,NJ,NR,NRJ,NML,NAL;ITIPES 

1 FORMAT(7IlO) 
IF(Ml2000,2000,2 

-------2-WRlT~{2,3)-----------------------------·---~--------------
3 FORMAT(IHl,////,IOX,õUNIVERSIDAOE FEDERAL. DO RIO DE JANEiõ, 

*ÕROõ,//,lOX,õCOPPE - PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVILõ,//,lOX, 
*ÕTESE DE MESTRADO DE PAULO CHAVES DE REZENDE MARTINS• õ, 
*Õl97Qõ,//,IOX,õPROGRAMA PARA A ANALISE NAO•LINEAR DE PORõ, 
*ÕTICOS ESPACIAIS DE CONCRETO ARMADOõ) 

DO 4 IT=t,3 
READC1,5) 

S FORMATCõ 
* õ) 

WRITEC2,6l 
6 FORMAT C/) 
4 WR!TE(2,SJ 

ND:&*NJ 
N:ND•NR 
WRITEC2,7)M,NJ,NR,NRJ,NML,N 

7 FORMAT(////,16X,õMõ,9X,õNJõ,9X,õNRõ,8X,õNRJõ,9X,õNMLõ, 
•9X,õNõ,//,12X,3(!5,6XJ,15,7X,I5,5X,I5) 

DO 8 I=t,NJ 
8 READC1,9)J,X(JJ,YCJJ,ZCJ) 
9 FORMATCI5,3F!O,O) 

r1RITEC2, 10) 
10 FDRMAT(////,lSX,õNOõ,IOX,õXõ,13X,õYõ,13X,õZõ) 

DO 33 J:1,NJ 
33 WRITEC2,11)J,XCJ),Y(JJ,ZCJ) 
11 FORMAT(/,12X,I5,JC6X,F8,3)) 

C, ••• }CARACTERISTICAS DOS MATERIAIS 
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READ(1,26)FYK,GA,ITIP,EAC,FCCK,GC,FCTK,ECO 
28 FORMAT(2Ft0.0,I10,5Fl0,0) 

WRITEC2,502) FCCK,FCTK,GC,Eco;FYK,GA,ITIP,EAC 
502 FORMAT(//,15X,õCARACTERISTICAS DOS MATERIAISõ,//,15X,õCONCõ 

•,õRETRO:õ,õ FCCK=õ,F8 0 2,IX,õFCTK=õ,F8,2,4X,õGC=õ,F6,2,1X, 
•õEC:õ,F12,2,//,15X,õACO:õ,7X,õFYK:õ,F9,2 1 6X,õGA:õ,Fó,2,6X, 
•õTIPOõ,I3,6X,õEA:õ,F12.2) . 

FCCD:FCCK/GC 
FC0:,85*FCCD 
FYO=FYK/GA 
IFCITIP)29,29,30 

29 EYD:FYD•lOOO,/EAC 
GOTO 31 

30 EYD:2,+FYD•IOOO,/EAC 
EY1=~7•FYD*IOOO,/EAC 
EY2=~263+,9•FYD•1DOO,IEAC 
FY10:::1, 15•FYD 

43 ESP=FYlO/FYD•,7 
EST:FYIO/EACt,823•ESP•*5 
IF(ABSC,Ol•EST),LE,1,E•5) GOTO 31 
DFY:t,/EAC+C4,115•ESP••4)/FYD 
FY10:FY10+C,01•EST)/DFY 
GOTO 43 

C,.,.~lNC[OENCIAS E PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS 
31 DO l.2 IM:l,M 

READCl,13)1,JJ(I),JK(l),lTS -----·13-~0FIMAi1li1S) _____ ----- - ---- --- - - ---- ----------

IFCJKCIJ•JJCI)ll4,14,15 
lQ WRITEC2,16)I,JJCIJ,JK(IJ 
16 FORMAT(/// 1 15X,õERRO NA INCIDENCIA DO ELEMENT0õ,1X,I3,2X, 

*ÕNO INICIAL: õ,IX,I3,2X,õNO FINAL: õ,tX,l3,/,t5X,õA NUõ, 
*ÕMERACAO DOS NOS DEVE SER INVERTIDA PARA O CORRETO PROCEõ, 
•õSSAMENTOõ) 

GOTO 2000 
c •• ,,;GEOMETRIA DOS ELEMENTOS 

15 CALL COORD(I) 
WR1TE{2,SOO)I,JJCI),JKCl),LCIJ,CX(IJ,CY(l),CZCIJ 

500 FORMAT(//,!SX,õMEMBRO N,õ,I3,/,1SX,õJJ:õ,J3,5X,õJK:õ,!3,SX, 
•õL:õ,F7,3,5X,õCX=õ,F7.3,5X,õCY:õ,F7,3,SX,õCZ:õ,F7.3) 

C, ••• ~NUMERACAO DAS OIRECOES DOS DESLOCAMENTOS 
DO 300 I0=1,6 
JV=6-I0 
JACIDJ:6•JJCIJ•!V 

300 JACID+ó)=ó•JK(I)-IV 
WRITEC22õH1l JA 

c •••• ~MATRIZ DE ROTACAO 
CALl flOTMB CIJ 

c ••• ,fPROPRIEDADES DA SECAO TRANSVERSAL 
GOTO (18,19), ITS 

18 REA0(1,20lB,H,RBE,RHE,DB,DH 
20 F0RMAT(4f10,0,2I5J 

IFCDB.NE,O) GOTO 17 
IF{JTIPES,EG.l) GOTO 3Q 



D8=10 
DH=10 
GOTO 17 

34 DB=2 
OH:10 
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li READCl,32) BB,BH,OAA(!l,DEST,ALFA 
32 FORMATC2I5,3F10.0) 

IF(ALFA.EQ.D,) ALFA:3.141592/1 0 

WRlTEC2,506J B,H,RBE,RHE,BB,BH,DAACI),DEST,ALFA 
506 FORMAT(lSX,õSECAO RETANGULAR CHEIAõ,/,15X,õD!MENSOESõ,5X, 

•õB=õ,F8.3,4X,õH:õ,F8,3,4X,õRB=õ,F8.3,4X,õRH=õ,F8,3,/,ISX, 
*ÕARMACAOõ,7X,õB8:õ,I3,6X,õBH:õ,I3,8X,õDAA:õ,FI0,6,1X, 
•õDEST=õ,FB.5,4X,õALFA=õ,FB,5) 

CALL PROSR(B,H,RBE,RHE,DB,DH,BB,BH,1) 
GOTO 36 

19 REAOC!,21)8,H,BI,HI,RBE,RHE,RBI,RHI,DBE,DHE,DBI,DHI 
21 FORMAT(8F5.0 1 4IS) 

IFCDB.NE.O) GOTO 35 
IFCITIPES.EQ,l) GOTO 44 
DBE=lO 
DHE=2 
DBI=2 
DHI:10 
GOTO 35 

44 OBE=2 
OHE=2 --------DBI=t--------------------------------------------- --------------
DHI:10 

35 READC!,39) BBE,BHE,BBI,BHI,DAACIJ,DEST,ALFA 
39 FORMAT(415,3F10.0) 

IF(ALFA.EG.O,) ALfA:3.141592/4, 
WRITE(2,505) B,H,BI,HI,RBE,RHE,RBI,RHI,BBE,BHE,BBI,BHI, 

•DAA(IJ,DEST,ALFA 
505 FORMAT(15X,õSECAO RETANGULAR VAZADAõ,/,15X,õOIMENSOESõ,5X, 

*ÕB=õ,F8.3,4X,õH:õ,f8 0 3,UX,õBI=õ,F8.3,0X,õHI=õ,F8,3,4X,/,29X 
*,ÕRBE=õ,Fb.3,4X,õRHE:õ,F6~3,4X,õRBI=õ,F7,3,4X,õRHI:õ,F7,3,/ 
*,15X,õARMACAOõ,7X,õBBE:õ,I3,7X,õBHE:õ,l3,7X,õBBI=õ,I3,7X, 
•õBHI=õ,I3,7X,õDAA=õ,f10,6,1X,õDEST:õ,F8.S,4X,õALFA=õ,F8,5) 

CALL SEVAZ(B,H,BI,HI,RBE,RHE,RBI,RHI,DBE,DHE,DBI,DHI,BBE, 
•BHE,BBl,BHI,IJ 

36 CALL RITOR(l,B,H,RBE,RHEjSl,Hl,ITS,ECO,EAC,FYD,DEST) 
IF(FCTK.NE,O.J WRITEC2,590) TLCIJ 

590 fORMAT(l5X,õTORS0R ULTIMO (COMPRESSAO NO CONCRETO) =õ,f9,2) 
12.CONTINUE 

C •••• ~LIBF.RACOES NOS MEMBROS 
00 22 LM:J,M 
DO 22 LN=t,12 

22 LIB(LM,LN):O 
IF(NML}l7,37,38 

38 DO 23 LM:l,NML 
REAOC1,24lI,CLIBCI,LBl,LB~!,t2) 

24 FORMAT(l315) . 
23 CONTINUE 



C •••• ~RESTRICOES DE APO!O 
37 DO 25 I=l,ND 

0(1):0. 
25 RL(I)=O 

DO 26 J:l,NRJ 
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26 READ(l,27lK,RL(6*K•S),RL(b*K-4),RL(b*K-3l,RL(b*K•2), 
*RL(b*K•tl,RL(b*K) 

27 FORMAT(I5,bI10) 
IF(NAL.tE.Ol GOTO 40 
DO 41 IAL=l,NAL 
READ(l,42) J,CRlGC&*J•btKK),KK:1,6) 

42 FORMAT(I5,bF10,0) 
WRITEC2,568l J,CRIGCJL),JL:\,b) 

588 FORMAT(tOX,õAPOIO ELASTICO NO NO õ,I3,õ, NAS DlRECOES õ, 
*t>FlO.O) 

IH. CONTINUE 
c •••• :ANALISE DE CARREGAMENTOS 

40 READCt,100) NLS,TOL 
100 FORMAT(I10,Fl0 0 0l 

DO 101 IL:J,NLS 
WR!TEC2,115)IL 

115 FORMAT(//,15X,õANAL1SE NUMEROõ,15,///) 
READ(! ,5) 
WRITEC2,Sl 
READ(l,102) NLJ,GS,NNCV,ERRO,IMP,OLAMB 

102 FORMATC3CI10,Fl0 0 0)l 
---------lFlNNCVll0!,10],!0U . ... . . 

lOU WRITEC2,105lERRO 
105 FORMAT(///,15X,õPESQUISA DA CAPACIDADE DE CARGA DA ESTRUõ, 

*ÕTURAõ,//,lSX,õERRO ADMITIDO NO VALOR DA CARGA MAX!MA = õ, 
*F10 0 S) 

IFCDLAMB,EQ.O.l DLAMB: 0 25 
103 DO 10b J:t,ND 

AR(I):O, 
ACCI)=O. 

106 INVCI):0 
_LAMBcl. 

C •••• i,,'l.EITURA DAS CARGAS NODAIS 
WRITEC2,107) 

107 FORMAT(///,ISX,õCARREGAMENTO DOS NOSõ,//,tSX,õNOõ~tOX,õFXõ, 
*13X,õFYõ,13X,õFZõ,i3X,õMXõ,t3X,õMYõ,t3X,õMZõ,/) 

DO 108 IC=l,NLJ 
READ(1 1 109)J,AC(b•J•SJ,ACCb•J-a),AC(&*J•3),ACCb*J•2l, 

*AC(b*J-t),AC(b*Jl 
109 FORMAT(I5,6F10 0 0) 
108 WRITE12,110)J,AC(6*J•Sl,AC(6•J-a),AC(b*J•3J,AC(b*J•2), 

•AC(b*J•l),AC(b•J) 
110 FORMAT(l2X,I5,éF!5 0 2) 

!FCNNCVl 618,618,112 
112 DO 113 IC:t,NNCV 
113 READCl,114)J,INVCb•J•5),lNVC&•J•4J,INV(6•J•3),INV(b*J•2), 

*INVCb•J•ll,INV(b•J) 
114 FORMAT(715) 
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JULC=O 
ó18 IVIN:O 

IFCNNCV.EQ.O) GOTO ó43 
WRITEC2,585) LAMB 

58S FORMAT(//,lSX,õVALOR ATUAL DO FATOR DE CARGA :õ,F13 0 !0) 
643 LB=O 

c •••• ~o GRANDE DO ITERATlVO 
DO 200 IT=1,2S 
lCON:M · 

c •••• ~o PROCESSO INCREMENTAL DAS CARGAS 
DO ó20 IPC:l. ,NO 
IFCINV(IPC),EQ,1) GOTO ó34 
D(IPC):AC(IPC)*GS 
GOTO b20 

634 DCIPC)=LAMS*AC(IPC)•GS 
620 CONTINUE 
603 DO 201 K:t,NO 

DO 201 J:1,180 
201 SCK;J):O, 

Mf:A:O 
c •••• ~o GRANDE 00 DA MATRIZ DE RIGIDEZ 

DO 1000 I=l,M 
C •••• ~CALCULO DE EA E EI NA ORIGEM 

IFC!VlNl604,ó04,302 
ó04 IFCIT•l) 301,301,302 
301 IF(LAMB,NE,1,) GOTO 302 
--- CALL VALlNI(l,FCD,EYl,EY2,EYD~ITIP,EAC,FYD,FY10) 

GIP(I):GJTCI,1) 
. PC! ):O, 

C,.,.~GERACAO DA MATRIZ SM 
302 CALL R!GMB(I,GIP,SM,NML,LIB,IVIN) 

IFCEA(lll303,303,304 
303 MEA=MEA+I 

C •••• ~GERACAO DA MATRIZ SMR=SM•R 
304 DO 305 K:::1,4 

DO 305 J:::1,12 
SMRCJ,3•K•2l=SMCJ,3•K•2l•RCI,!)+SMCJ,3*K•1)*R(I,Q)tSM(J, 

*3<:KJ:1rR(I,7) 
SMR(J,3•K•ll=SM(J,3•K•2)•R(I,2)+SMCJ,3*K•ll*R(I,S)+SM(J, 

*3*K)*RC!,8) 
305 SMRCJ,3•Kl:SMCJ,3•K-2)•R(l,3J+SMCJ,3•K•1J•RII,b)tSMCJ,3•Kl• 

•RCI,9) 
IF(lVIN) óOS,óOS,606 

60S_WRITEC21õI) SMR 
C •••• ~GERACAO DA MATRIZ SMD=RT*SMR 

ó06 DO 306 J:1,4 
00 306 K=t,12 
SMDC3•J•2,K):RCI,l)*SMR(3*J•2,Kl+RCI,Ql*SMR(3•J•1,K)+ 

•RCI,7)•SMRC3•J,K) 
SMOC3•J•1,Kl:::R(I,2)*SMRC3•J•2,K)+RCI,5l•SMRC3•J·l,K)+ 

•RCI,8J•SMR(3•J,K) 
30ó SMDC3•J,K):R(I,3)*SMRC3•J•2,KltRCI,b)*SMRC3•J•!,K)+RCI,9)• 

•SMR(3•J,K) 
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READ(22õll JA 
c •••• tlNTRODUCAO DAS CONDICOES DE _CONTORNO EM S 

DO 307 IC=t,12 
JIA:JA(IC) 
JFtRLCJIA))307,307,308 

308 DO 30q IAN:1,12 
SMDClC,IAN):O. 

3oq SMD(IAN,IC)=O. 
307 CONTINUE 

c •••• UGERACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL 
DO 310 IJ:1,12 
JIA=JA (IJ) 
DO 311 IK=t,12 
JJA:JA(IK)-JIAtl 
IF(JJA)311,311,3!2 

312 IF(JJA•LB)313,3!3,314 
31/J LB:JJA 
313 IFCL8•180) 315,315,316 
31ó WRITEC2,317) 
317 FORMAT(////,15X,õA LARGURA MAXIMA DE BANDA DA MATRIZ DE õ, 

•õRIGIDEZ FOI ULTRAPASSAOAõ,l,!SX,õNUMERACAO INADEQUADA õ, 
*ÕDOS NOSõ) 

GOTO 2000 
315 SCJIA,JJA):S(JIA,JJA)tSMD(IJ,IKJ 
311 CONTINUE 
310 corHtNUE ----lDDD-CDNTINDE __________________ ----- ------------- ---------

DO 400 ID=l,ND 
IF(RLCID)) 428,428,401 

401 SOD, 1 l=l. 
GOTO 400 

428 IFCRJG(IDJ.NE.0 0 ) SCID,1):SCID,l)+RlG(lD) 
400 CONTINUE 

C •••• fCALCULO DOS DESLOCAMENTOS 
CALL TGAUSS(S,LB,ND) 
IFCIVINl 607,607,624 

ó07 CALL SGAUSS(S,D,LB,ND) 
c •••• }VERIFICACAO DE INSTABILIDADE 

6211 lNST:oO 
DO &00 ISN:t,ND 
lF(SCJSN,1)) &01,&01,óOO 

ó01 INST:INST~l 
600 CONTINUE 

IF(lVIN) óOq,&oq,&10 
609 IF(MEA) 610,610,&23 
ó23 IFCINST.LE.MEAl GOTO ó02 

IVlN=l 
GOTO ó03 

ó10 IF(INST) 602,&02,&12 
&12 IF(NNCVJ ó!3,&13 1 ólq 
&13 WRITEC2,ót5l 
ól5 FORMAT(/,lOX,õA ESTRUTURA E INSTAVEL SOB O CARREGAMENTO DAõ 

~aooõ,/,lOX,õO EGUILI8RIO NAO E POSSIVELõ) 
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GOTO 101 
614 IF(LAM6.NE 0 !,) GOTO ó1ó 

t~RITE(2, bl 7) 
617 FORMAT(/,IOX,õO CARREGAMENTO INICIAL SUPERA A CAPACIDADE Dõ 

*ÕE CARGA DA ESTRUTURAõ,l,IOX,õREDUZI•LO E RECOMECARõ) 
GO TO 101 

bl6 DLAMB=DLAMB/2, 
LAMB:LAMB•DLAMB 
IULC:1 
DO 627 IRG:t,M 
EA(IRG):EAA(IRG) 
E!YCIRGJ:EIIYCIRGJ 
EIZCJRG)=EllZCIRGJ 
GIPCIRG):GIIP(IRG) 

627 P(IRG):PPCIRGJ 
GOTO 618 

602 IF{IT,NE~I) GOTO 635 
DO b26 IRG:1,M 
EAACIRG):EA(IRGl 
EIIY(IRG):EIYIIRGJ 
EIIZ(!RG):EIZCIRGJ 
GIIP(IRG):GIPCIRGJ 

628 PP(IRG):P(IRGJ 
c •••• ~CALCULO DOS ESFORCOS NOS NOS DOS ELEMENTOS 

635 DO Q02 I=l,M 
READ(21õlJ SMR 

---------READ(22ÕI) JA . . . 
DO Q03 J:1,12 
AMDCI,J):0 0 

DO Q03 JI:1,12 
JL:JA(Jl) 

403 AMD(l,J):AMD(I,J)+SMR(J,Jil*D(JL) 
C •••• ~VERIFICACAO DAS SECOES TRANSVERSAIS 
C •••• ~CORRECAO DAS R!GIDEZES DOS ELEMENTOS 

CALL NEWRA(I,RUT,ICON,TOL,FCD;IT,EYl,EY2,EYD,EAC,ITIP,FYD, 
*FYlOJ 

IF(RUT•t,J Q04,b29,629 
b29 IF(NNCVl 426,42ó,61Q 
426 WRlTEC2,427) I 
Q27 FORMAT(/,IOX,õULTRAPASSADA A CAPACIDADE DE CARGA DA ESTRUõ, 

*ÕTURAõ,/,IOX,õROTURA DO ELEMENTOõ,13) 
GOTO 101 

Q04 PCI):AMD(I,ll 
Q02 CONTINUE 

C •••• :VERIFICACAO DA CONVERGENCIA 
IF(ICON,EQ,0) GOTO 633 
IF(IMP,EO.O) GOTO b4l 
WRlTE(2,570) IT 

570 FORMAT(//,lSX,õI TER AC A O õ,13) 
GOTO 642 

633 WRITE(2,409) IT 
409 FORMAT(//,ISX,õCONVERGENCIA OBTIDA EM õ,I2,õ ITERACOESõ) 

C., •• :IMPRESSAO DOS ESFORCO$ NAS BARRAS 
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642 WRITEC2,410) 
410 FORMAT(///,ISX,õDESLOCAMENTOS DOS NOSõ,//,!5X,õNOõ,11X,õDXõ 

*,14X,õDVõ,!4X,õDZõ,13X,õROTXõ;l3X,õROTYõ,13X,õROTZõ,/) 
WRlTE(2,411JCJ,D(b*J•Sl,DC6*J•4),DCb*J•3J,DC6*J•2),D(b*J•1) 

*,D(b*J),J:t,NJ) 
411 FORMAT(t2X,I5,6Elb.3J 

WRITEC2,412l 
412 FORMAT(l/1,!SX,õESFORCOS NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOSõ,// 

*,15X,õELEM.õ,5X,õNOSõ,9X,õFXõ;!2X,õFYõ,t2X,õFZõ,12X,õMXõ, 
*12X,õMYõ,t2X,õMZõ,/) 

DO 1113 J:t ,M 
413 WRITEC2,414JI,JJCIJ,CAMDCI,JJ;J:t,6l,JKCJJ,(AMD(l,J), 

*J=7,J2) 
414 FORMATC/,13X,!5,I9,1X,6Ft4.3,/,18X,19,IX 1 bfl4.3,/J 
641 IFC!CONJ 405,405j40b 
406 IF(IT•25)200,407,407 
407 WRITEC2,408JIT 
408 FORMAT(////,ISX,õNAO FOI OBTIDA CONVERGENC!A EMõ,I3,õ ITEõ, 

•õRACOESõ,/,ISX,õCONSIDERA•SE ULTRAPASSADA A CAPACIDADE DEõ, 
*Õ CARGA DA ESTRUTURAõJ 

GO TO 101 
200 CONTINUE 
405 CONTINUE 

C ••••• VERIFICACAO DA ESTABILIDADE A TORCAO 
IF(FCTK.LE.O.J GOTO 63b 
00 b37 IM=t,M 

- ---- ·-- - -TF~(ASS-(1'~0l'IM; li Y l ;Ea;-o; r _G_O_ -rtr·-t,")"7-· --- --- -- - - ---- - --- - -·-- -- -- -- ---
C ALL TORULTCJM,RUTOR,FCD,EYl,EY2,EYD,ITIP,EAC,FYD,FY10) 
IF(RUTOR.NE.1.) GOTO 637 
IFCNNCV,EQ.O) GOTO 101 
IF(LAMB,NE,t.) GOTO 638 
1·JRITEC2,639) 

639 FORMAT(l,ISX,õ**O CARREGAMENTO INICIAL SUPERA A CAPACJDADEõ 
•,õ DE CARGA DA ESTRUTURA**Õ) 

GOTO 101 
638 DLAMB=OLAMB/2, 

LAMB:LAMB•DL.AMB 
IULC:t 
00 640 IRG:1,M 
EA(IRG):EAA(IRG) 
EtYCIRGJ:EIIYCIRGl 
E1ZC1RGJ:EI1ZCIRGJ 

640 P(JRG):PP(IRG) 
GOTO 618 

637 CONTINUE 
636 lf(NNCV) 621,621,631 
631 IFCDLAMB~ERRO) 625,625,622 
622 IFCIULC.NE.oJ DLAMB:DLAMB/2. 

LAMB:LAMB+OLAMB 
GOTO 618 

625 WRITEC2,632) LAMB 
632 FORMAT(/,ISX,õFATOR DE CARGA MAXIMA =õ,Fl3.10J 

C •••• ~REACOES DE APOIO 
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621 WRITEC2,att,} 
416 FORMAT(////,!SX,õREACOES DE APOIOõ,//,15X,õNOõ,tOX,õRFXõ~ 

*12X,õRFYõ,12X,õRFZõ,12X,õRMXõ,12X,õRMYõ,t2X,õRMZõ,/J 
DO 415 I=t,M 
READ(22/ll} JA 
DO 415 ID=1.t2 
JIA=JACID) 
IFCRLCJIA)) 429,429,417 

429 IFCRIG(JIA).NE.O.) ARCJIA}:•RIGCJIA)*D(JIAJ 
IFCRIGCJIA).NE,O.) WRITEC2,589) JJA,ARCJIAJ 

589 FORMAT(/,IOX,õREACAO DE APOIO NA DIRECAO õ,I3,õ =õ,Fl0.3) 
GOTO ais 

417 GOTO (418,419,420 1 418,419,420,418,419,420,418 1 8!9,420),IO 
418 AR(JIAJ=ARCJIA)+AMDCI,IDJ•RCJ;ll+AHDCI,ID+l)*RCI,4)+ 

*AMDCI,1Dt2)•RCI,7J 
GOTO 415 

419 AR(JIA):AR(JIAJ+AMD(I,ID•ll*R(I,21+AMD(I,1D)*R(I,5}+ 
•AMDCI,ID+l}*R(I,8) 

GOTO 415 
420 AR(JIA):AR(JIA)+AMDCI,ID•2)*R(I,3)+AMDCI,ID•1J•RCI,6}+ 

*AMDCI,lD)*R(l,9) 
415 CONTINUE 

NAR=ND•S 
DO 421 KR:t,NAR,ó 
DO a22 KKR:1,6 
!AR:KR+KKR•l 
IF(ARCIAR}l423,422,423 

422 CONTINUE 
GOTO 421 

423 INR=CKR+Sl/6 , 
WRITE(2,424}INR,(AR(KR+KKR•1},KKR=1,b} 

424 FORMAT(/ 1 12X,I5,ó(3X,F12,3}) 
421 CONTINUE 
101 CONTINUE 

GOTO 3000 
2000 CONTINUE 

CALL EXIT 
END 
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