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Sinopse 

Neste trabalho, estuda-se um processo de utiliza 

çao de malhas irregulares no Método das Diferenças Finitas,que 

possibilita a resoluçio de ,quaç5es diferenciais parciais até 

segunda ordem. 

Aplica-se, pois, o processo à resoluçio de pJâcas 

simplésmént~.apoiadas e de chapas sob estado plano de tens5es. 

Inicialmente, faz-se um estudo teórico detalhado 

do método e, a seguir, uma série de aplicaç5es numéricas. Pa 

ra as aplicaç5es foi elaborado um programa automático ao qual 

procurou-se dar certa eficiência, podendo ser ressaltada a u

tilizaçio de uma técnica de esparsidade na montagem do siste

ma global de equaçoes. 
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Abstráct 

This work deals with the study of a process of 

utilization of the irregular meshes in the Method of Finite 

Differences, which makes the so lution of partial differential 

equations possible up to the second order. 

The process is, thus, applied to the solution 

of simply supported plates and of p'l:t:ctJ;is1 under a plane stress 

s tate. 

Preliminarly, we study the theory of the method 

in detai l and, then, we show a series of numerical appUcations" 

An automatic program was conceived for the applications, to 

which we tried to provide a certain degree of efficiency, 

emphasizing the use of a sparse matrices technique in 

assembling the global system of equations. 
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Notação utilizada no desenvolvimento teórico: 

- deslocamentos de um ponto da placa respectivame~ 

te nas direções x, y e z 

cr cr T - tensões em um ponto da placa ou da chapa 
x' y' xy 

E - - módulo de elasticidade longitudinal 

V 

G 

h 

D 

M , M 
X y 

M xy 

Qx, Qy 

q 

M 

Px, py 

9-, m 

V 

<l>(x, y) 

- coeficiente de Poisson 

- módulo de elasticidade transversal 

- espessura da placa 

'~ 
- rigidez a flexão 

- momentos fletores em um ponto da placa 

- momento de torção em um ponto da placa 

- esforços cortantes em um ponto da placa 

- carga por unidade de drea da placa 

- momento soma em um ponto da placa 

- forças sobre um ponto do contorno da chapa segu~ 

do as direções x e y 

- cossenos diretores da normal a um ponto do con

torno da chapa segundo as d,ireções x e y 

- operador Laplaciano 

- função de tensões ou função de Airy 



X 

(J - soma das tensões (J e (J em um ponto da ohapa 
X y 

F , F - forças de 
X y massa atuantes sobre a ohapa segundo as 

direções X e y 

o - diferença entre a aboissa de um ponto de oontrole e 
X 

a aboissa de seu ponto oentrai 

o - diferença entre a ordenada de um ponto de oontrole y 

e a ordenada de seu ponto oentral 

- elementos das inversas das matrizes de oontrole 

- ooefioientes de derivadas 



C A P J T U L O I 

INTRODUÇÃO 

Dos problemas surgidos em cálculo estrutural, so 

os mais simples e os casos mais particulares têm suas solu

çoes teóricas completas e totalmente dissecadas. Devido a 

esta dificuldade, é sempre válido tentarmos elaborar novos 

métodos numéricos, ou removermos obstáculos enfrentados pe

los métodos já existentes, com o intuito de conseguirmos so

luções aproximadas para certos problemas. 

A curiosidade de sabermos as causas do lento pP~ 

gresso do Método das Diferenças Finitas e o objetivo de dar

mos uma modesta contribuição ao seu desenvolvimento, deram o 

rigem a este trabalho. 

Segundo TIMOSHENKol, a primeira aplicação do Mé 

todo das Diferenças Finitas, a problemas de elasticidade,foi 

realizada por C.Runge, em 1908, ao resolver problemas de tor 

çao. Da{ em diante várias aplicações foram executadas, mas 

sempre bastante limitadas pela utilização de malhas regula

res. Foi citado por ZIENKIEWICZ 3 que a diferença critica 

entre os métodos dos Elementos Finitos e das Diferenças Fini 

tas é a inabilidade deste Último de tratar dom{nios irregul~ 

res. 

Por volta de 1946, SOUTHWELL 4 publicou o que 

ele denominou de Método da Relaxação, podendo com ele tratar 

malhas triangulares e hexagonais. 

1 



Em 1959, SANTOS 5 apresentou nas jornadas Sul-A

mericanas, realizadas no Chile, o cálculo de placas com um 

contorno poligonal qualquer. Baseado no trabalho de Santos, 

BENETTI 6 solucionou chapas com contorno poligonal. 

O cá leu lo ,fo placas com eseonsidade, foi realiza 

do por SERAPHIC0 7, trc:balhando com os operadores de Difere!!_ 

ças Finitas em coordenc:das ob l{quas, e fazendo um confronto 

com o Método dos Elemer:tos Finitos. 

. 8 
Mais reeen~emente, 1974, PERRONE e KAO utiliza-

ram uma malha irregulaP para apresentarem, pelo Método das Di 

ferenças Finitas, a so:éução de uma equação diferencial de 

Poisson e de uma membr,ma submetida a grandes deformações. 

No present,1 trabalho, utilizando o modelo de ma

lha irregular exposto :ia referência C 8), apresentamos a so lu

ção de placas simplesm•nte apoiadas e de chapas submetidas a 

um estado plano de tensões pelo Método das Diferenças Finitas. 

Limitamos o processo à resolução de equaçóes diferenciais pa~ 

ciais até segunda orde.n. Por este motivo tivemos que fazer 

redução de ordem nas equaçoes de placas e chapas, resolvendo 

os problemas em dois passos de cálculo. 

Acreditamos que a importância da pesquisa se deva 

ao emprego de malhas irregulares, propiciando o exame de pe

ças com contornos diversos. Procuramos ressaltar uma formul~ 

çao matricial e de fácil automatização com o intuito de inc·en 

tivar novas aplicaçÕeE nesta área. 

ReservamoE o Capitulo II para elaborar um pequeno 

resumo das equações de placas e chapas que nécessitamos ao 

2 



longo do texto. 

No Capítulo III fazemos uma explanação detalhada 

do mitodo e do modelo de malha a ser empregado. 

Utilizamos o Capítulo IV para expor e justificar 

as principais idiias qi:e foram postas em prática durante a 

programaçao. Dentre ensas idiias podemos citar: o emprego de 

partição na inversão das matrizes de controle e o uso de uma 

ticnica de esparsidade na montagem da matriz global. 

Os resultados de alguns exemplos sao apresentados 

no Capítulo V, seguidoa de conclusoes sempre que possível ju!!_ 

tificadas, e de algumas sugestoes. Comprovamos que o mitodo 

apresentou resultados ~om boa margem de precisão e se mostrou 

bem eficiente quanto ao tempo de processamento e economia de 

memória. 
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CAP 1 TU LO II 

Relações Básicas das Teorias de Placas e Chapas 

Neste cap{tulo estabelecemos de forma bem resumi

da as relações básicas da teoria das placas delgadas e das 

chapas sob estado plano de tensões que necessitamos utilizar 

ao longo dos cap{tulos seguintes. 

1. Placas delgadas: Como ponto de partida consideremos u

ma pequena por-

çao de uma pla-

ca, cujo plano 

médio esteja si_ 

tuado no plano 

xoy conforme i

lustra a figura 

(II-1) / 

y ., 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

z,w 

X, U 

FIG. (Il-1) 

1 .1. Relações enti•e deslocamentos, deformações e tensões: 

Façamos um corte através de um plano xoz, e ana 

Zisemos a porção da piaca antes e depois de deformada, como 

mostra a figura CII-2.'. 

4 



Tendo em vista 

as hipóteses simplj_ 

ficadoras do estu

do das placas del

gadas, relacione

mos os deslocamen-

tos u e w de um 
= 

ponto da placa. 

Para isto,ob

servemos a figu-

ra (II-J), que 

mostra a porçao 

da placa depois 

de deformada, de 

uma maneira mais 

detalhada. 

z.w 

Escrevamos, 

5 

X, U 

w 

FIG.(Il-21 

z ,w 

X, U 

FIG. ( II -3) 

então, baseados na referida figura: 



tgcj, -- u 
z 

e tgcj, = dw 
ax 

Igualem,o,s,' ,w duas expressoes de tgcj,, para te:mws: 

Ou, como 

u dw 
z =- dx 

w=w(x,y): 

u 
z = 

aw 
u = z. ox 

[ _______ ..., 
Eq. (II-1) 

A seguir, apenas citemos a relação entre os desl~ 

camentos V e w, ol,tida de forma inteiramente analoga. 
= = 

V = aw 
z. a,; Eq. (II-2) 

Consideremos, agora, as relaçoes por demais conhe 

cidas entre deformaçêies e deslocamentos. 

= ou + ~ 
3y dX 

Eq. (II-3) Eq. (II-4) Eq. (II-5) 
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Substituamoi, as equações CII-1) e (II-2) nas equE!. 

çoes {II-3), (II-4) e (.fI-5), para obtermos as relações entre 

as deformações e o desl,,camento transversal w. 

a2
w [, 2 2 

d w 2. z. d w e: = z. = z. Yxy = -X dX 
2 

ay 
2 axay 

(Eq. (II-6) ( Eq. (II-?) (Eq. II-8) 

A esta alt~ra introduzamos a lei de Hooke, cujas 

expressoes, explicitadas as tensões, sao transcritas ni:Ís equa

ções (II-9), (II-10) e (II-11) 

~: 1 E • (e: L. _ \/2 X 

+ \/.e: ) 
y Eq. (II-9) 

~-=--1==-=E:v:2_·_r_e:_Y_+_v_._e:_x_J~1q. 
(II-10) 

(II-11) 

Substituamos as equaçoes (II-6), {II-7) e (II-8) 

nas equações (II-9), (II-10) e (II-11), para obtermos final

mente as relações e~tre as tensões e o deslocamento transver

sal w. 
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E E.z · a\, 
- 2 • (--2 

1. - .V .dX . .. 
+ v. 

i=--=E.z .(o 2
w 

~.' - v2 ay2 

Observemos na 

figura (II-4) o 

sentido positivo 

que será adotado 

para as tensões 

no decorrerdes

te trabalho. 

' 

+ v. 

'(;yx ---

FIG. (ll- 41 

-'Eq. (II-12) 

·' Eq, (II-13) 

X 

1. 2. Expressões d.os momentos fZe tores e de torção por u

nidade de comprimento: 

As expressões dos momentos fZetores e de torção 

serao obtidas a partir da integração das tensões ao longo da 

8 



espessura 
'-

h 
= 

da plaaa. 

~~---~--~------------~----, 

---------

I • z 

~-~--~-----------------'-----~-

FIG. II! -5) 
z 

h 
-2 

..!!... 
2 

Observemos .:,: figura (II-5), e esarevamos, para u

ma largura unitária: 

d]?= ,J 
X 

1 • dz = (J • dz 
X 

Teremos, então, o momento devido a força dF. 

d M 
X 

= dF :; z = (J :. z 
X 

-' dz 

Integremos esta expr,assao em 

M ,e 

2 

z para obtermos 

(J • 
X 

z. dz 

M. 
X 

9 



Substituamos a p,, la sua expressao dada na equaçao 
X 

(II-12). 

Façamos 

M 
X 

M 
X 

M = 
X 

=-

3 
E.h 

~ 2 ,, 
E.z. (º w 

2' --2 
1 - )J dX· 

2 
E a w 

--- 2 ' (--2 + V' 
1 - \ ax 

2 
'i/!d w + --2 ) .z. dz 
ay" 

2 
a wJ v--

2 ay 

. 2 
. .. z. dz 

= D(rigidez ã flexão) 

Finalmente anotemos: 

1 M" a·_-_v_._c_:_:_~_+_v_. _ -_: =:=~-)~· E q • (II -1 5 J 

Através de deduções inteiramente semelhantes ahegar{amos 

' as expressoes de M 
y 

e M 
xy 

e ·ra 2 li) 1fif p2w) 

L__-=._v_·. __ ª_Y_2_.11-_v_._ª_x_2 _ _, 
Eq. (II-16) 
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E a2
w 

. xy. _=_D_._(_1_-_v_)_. __ ~Eq. .axay 
(II-17) 

1.3. Equação diferencial das placas delgadas: 

A seguir, observando a figura (II-6) onde estão 

representados os esforços atuantes sobre um elemento de placa 

com seus sentidos positivos, escrevamos as equações de equili 

brio para este elemento. 

M 
xy 

/ 
/ 

' 
•e < +--·dY 

' ~y 

z 

Q 

' 

,,+ 

M 
y X 

X 

A:J~v.+. JM hs Mxy+--•-Y.dx 

~~ k---1-1~- jX 

1 ~Qx 

lc+--·dx 
X e) X 

FIG. ( 11- 61 
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a) Equilibrio de momentos em relação a x: 

(M 
xy 

aM 
e xy 

+ ~-.dx).dy - M .dy + My.dx - (M 
ôx xy Y 

+ (Q + 
y 

ôQy 
a:y-.dy) .dy.dx = O 

ôM 
:._Jf_ + . dy J. dx + 
ôy 

Simplifiquemos e desprezemos o infinitésimo de terceira ar 

dem para termos: 

·;,,,1 

ôM 
y 

- --ôy + Q 
y 

= o Eq. (II-18) 

b) Equilibrio de momentos em relação a y: 

(M yx 

ou: 

ôMyx 
+ ;;y-· dy). dx - M • dx + (M yx X 

ôQ 
X 

ôMX 
+ ax.dx).dy - M .dy -

X 

- (Q + -.dx).dy.dx =O 
x ax 

,1 

ôM 
+ ---1i.l?.. 

ôy Q = o 
X 

Eq. (II-19) 
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ou 

c) Equil{brio de forças na direção z: 

õQ 
X 

+ -a -.dxJ .dy ~., --, 

.. 3Qy 
(Q + -~-dy).dx - Q .dx + q.&.dy =O 

Y oy Y 

õQx õQY 
_ + _ + q = O Eq. (II-20) 
ax ay,1 

Reunamos estas três equaçoes de equil{brio numa só equa

çao. Para isso derivemos as eqúações (II-18) e (II-19) em re 

lação a y e x, respectivamente. 

ou: 

3 
2

M a 2 M aQ a 2 M a 2 M 3Q xy y y X yx X - ~r2 + 
~ = o e ·- + ay - ãx = o axay flf 2 ax 

Ou, explicitando as derivadas dos cortantes: 

2 a ,, :,r~M 
2 ,í,Q,, ,<3"'M '·'M BQX .3 M 

_y_ ~ xy X yx = e -- = -- + 2 2 
ay ay axay ax ax ayax 

Substituamos estas duas expressões na equaçíio CII-201, pa

ra obtermos: 

a 2 
M 

2 
_3

2
M 3

2
M a M .. X . yx y xy 

--2 + + -- - + q - o 
ax ayax ay 

2 
axay 

13 



a 
2

M a
2

M a2 M 
X . xy ... y 

-- - 2. + = - q 
2 2 

ax axay ay 

A esta altura, introduzamos as expressoes de Mx, M 
y 

e 

M em função do deslocamento transversal w, dadas pelas e 
xy 

quaçoes (II-15), (II-16) e (II-17). 

2 

,, (a w + v. 
2 · ·2 

D. a ax 
ax2 

2 
d W) 

a/ - 2. D. 

2 2 2 

/~J /ª w + v. a wJ 
(1-v). a axay. _ D.-ª-º~Y~2 

___ a_x_
2 

axay a/ 

4 a w a4
w 

-- + v. 
4 

--- + 2. (1-v). + -- + \), 
q 

D 
dX 

2 2 
ax ay 

ou, finalmente: 

a4 w 
ox 4 

+ 2. 

a/ 

4 a w 
+ 4 = 

ay 

q 

D 
Eq. (II-21) 

- q 

Esta equaçao (II-21) é a equaçao diferencial das 

placas delgadas. Resolver uma placa e, portanto, resolver e~ 

ta equação, respeitando as condições de contorno,determinando 

w(x,y). A partir de w todos os elementos necessários ao cál 

culo da placa podem ser encontrados. 

Escrevamos a equação (II-21) numa forma mais· compa9.. 

ta. 

14 



Ou seja: 

a·2 
(--2 + 
ax 

ª2 -} 
ay2 

. a·2 
(-- + 

3x
2 

q 

ª2 -}w = q 
3y

2 
D 

= l) Eq. (II-22) 

1.4. Processo de redução de ordem de Marcus: 

Utilizemos o processo de Marcus para transformar

mos a equação diferencial das placas, que é de quarta ordem, 

em duas equações diferenciais de segunda ordem, já que limita 

mos nosso processo de resolução por Diferenças Finitas a equ~ 

ções de segunda ordem. 

Para isto, somemos as equaçoes (II-15) e (II-16) 

para obtermos: 

M 
X 

+ M 
y 

= - D. 
2 

(ó.+ v}. (~ + 
ax 2 

- D. 

2 

(~ + 
ax 2 

2 

~} 
2 

ay 

15 



Façamos 

Logo: 

= M (momento soma) 

2 

M = - D, ( d w 

ox 2 

2 
a w 

ax 2 

2 a w + -- = 
ôy2 

2 

+ ~) 
ay, 

M - --D 
Eq. (II-23) 

Tomemos novamente a equaçao das pZaaas, agora na forma: 

2 

r-ª-2 ax 

a, 
+ --) 

ôy2 

2 

(~ 
2 

ÔX 

2 

+ ~) = 
ay, 

q 
p 

Substituamos, nesta expressao, a equaçao (II-23). 

2 

e-ª-+ 
ax 2 

2 

2 

-º-) 
2 

ôy 

o M 
-- + 

( - ...!!__; = 
D 

- q Eq. (II-24) 

As duas equaçàes de segunda ordem, (II-23) ? 

(II-24), serao usadas em substituiçào a equaçào de quarta or 
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dem CII-21). 

1. 6. Condições de contorno: 

No caso de placas simplesmente apoiadas as condi

çoes de contorno a considerar são muito simples. Neste cas~ 

teremos ao longo dos bordos os deslocamentos transversais• e 

os momentos nulos. 

Ou seja, no contorno, w=O e M=O 
.n 

2. Chapas: Estabeleçamos, agora, as relações que utili

zaremos na solução de chapas. 

2.1. Estado plano de tensões: 

o 
o 

t (i"y 
X 

/;; 

z 

yx 

'g 
---'1 

(3"' fl Ã 

!, 
n 

y y 

FIG.(II-7) 

Baseemo..,nos na figura CII-?) para transcrevermo.s" 

as equaçoes por demais conhecidas da elasticidade, consideran 

1? 



do forças de massa nulas. 

Equações de 

equil{brio 

Equação de 

compatibilidade 

Condições de 

contorno 

a cr 3T 
X xy o ãx + 
~ = 

ÔT ô O" xy y 
o ax +- ãy = 

2 
V (cr + cr ) = O 

X y 

crx + m. T xy 

y xy l
p = l. T + m. cr 

y 

Resolver uma chapa é encontrar as tensões ªx, 

e de forma a atender simultaneamente às 

de equil{brio, à equação de compatibilidade e às 

de contorno. 

equaçoes 

condições 

2.2. Função de tensões ou função de Airy: 

Uma forma engenhosa de resolver o problema pro-

posto na secçao anterior, ou seja, encontrar 

é definir uma função ~(x,y), denominada de 

cr ., cr e 
X y 

função de 

TXY, 

ten-

sões ou função de Airy. Definamos ~Cx,y) como sendo uma 

função que se relaciona com as tensões de acordo com as se

guintes expressões: 
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2 
3211> 3211> 3 li> 'i' (J = --· (J = --2 = - --X 2 y xy 3y d:X: ílxíly 

Eq. (II-25) Eq. (II-26) Eq. (II-27) 

Substituamos as equaçoes (II-25), (II-26) e 

(II-27) nas equações de equilíbrio. 

e : 

d 
( 

d (J 
X 

~+ 

2 
íl:x:íly 

-

dT xy 
--+ ôx 

2 

~) 

ôxôy 
a:x: 

dT 
xy = O 

ay"' 

= o 

= o 

2 
rª ,i!>J --

d d:X:2 

+ ay = o 

= o 
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Logo, constatamos que a função t satisfaz auto

maticamente às equações de equilíbrio. 

Substituamos, agora, as equações (II-25), (II-26) 

' e CII-27) na equação de compatibilidade. 

a 2 
(-- + 

2 
ax 

a' lj,l: 
-- + - - - .. 4 
ax 

2 
í/ (cr + cr J = o :,,x y 

2 . 

cU + 
2 

ay 

a' IÍ> 
+ 2 2 ax ay 

Chegamos, finalmente, a uma equaçao diferencial 

parcial de quarta ordem, que denominamos de equação bi-harmô

nica. 

a'«> 
~ + 2. 
ax 

' a ,~ 
Eq. (II-28) 

Podemos concluir, que resolver uma chapa é encon

trar uma ~(x, y) que atenda à equação (II-28) e, naturalme~ 

te, satisfaça às condições de contorno. Com a função ~(x,y) 

podemos calcular as tensões diretamente através das equaçoes 

(II-25), (II-26) e (II-27). 

2.3. Redução de ordem da equaçao bi-harmônica: 

20 



Façamos a redução de ordem da equaçao bi-harmôni

ca, transformando-a num conjunto de duas equações diferenci -

ais parciais de segunda ordem. Para isto, tomemos a equaçao 

bi-harmônica na seguinte forma: 

Í:\,( . (i,,; . !; 
Façamos 

Então: 

2 

(-ª- + 
aa/ 

2 

(-ª- + 
ax 2 

ª2 -) 
2 

ay 

a +a =a 
X y 

ª2 + --) a= O 
ay2 

2 a a + 

Como a + a = a , temos: 
X y 

2 

U+ 
2 ax 

(a + a J = o 
X y 

= o Eq. (II-29) 

2 a g, 
- a ' Eq. (II-30) 

ay2 

Portanto, a equaçao bi-harmônica pode ser substi

tulda pelas equações (II-29) e (II-30). 

2.4. Consideração de forças de massa: 

21 



Vejamos o que aaonteae se aaresaentarmos ao nosso 

problema forças de massa aonstantes 

mente, segundo as direções x e y. 

e respeativa -

Podemos aonaluir, faailmente, que o problema pode 

aontinuar sendo tratado da mesma forma que o tratamos até a

qui. A úniaa diferença é que aomo Fx e Fy serao aaresaen 

tadas as equações equilíbrio, para que estas equações aontin~ 

em sendo satisfeitas temos que redefinir a função !l>(x, y) ao 

mo se segue: 

2 
3 !I> 

F a = __ , - .x a 
X 2 X y 3y 

Eq. (II-31) Eq. 

32!1> 
= -- -

3x 
2 

(II-32) 

F .y 
y 

T 
xy 

32!1> 
= - --·-

3x3y 

Eq. (II-33) 

O aaso prátiao mais aomum é termos Fx = O e 

F = peso próprio. 
y 

2.5. Condições de aontorno: 

Para a resolução das equaçoes (II-29)e (II-30) 

temos que aonheaer a e !I> no aontorno. 

A figura (II-8) mostra um elemento infinitesimal 

do bordo de uma ahapa. Através do equilíbrio deste elemento, 

esarevamos: 

( - dy J + T xy ·:· dx = p x. ds 

dx - T xy dy = py. ds 

22 



' 

f. 

n 

y 

FIG.(.ll-8) 

Ou então: 

dy dx 
a - + T - p x' ds xy ds - x 

dx 
'xy 

dy = p 
ds Y 

a . 
Y ds 

Lembrando do aálaulo diferenaial que 

a a 
= as ax 

dx a 
- + 
ds ay 

dy , podemos esarever as duas 
ds 

anteriores da seguinte forma: 

Eq. (II-34) Eq. (II-35) 

23 
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Estas equaçoes podem nos levar, em alguns 

casos particulares, a certos valores no contorno que 

nos interessam. 

Exemplo: 

Bordo paralelo a x 

Neste caso: 

py = p(x) 

Px = o y 

;(xi 

FIG.III -9 J 

a a 
ãs = ãx 

Apliquemos a equaçào (II-351 para termos: 

p (x) 

P (x) 

a = p Cx) 
y 

X 



Apliquemos a equaçao 

(II-34) para termos: 

2 a ,ci, 

T = 0 
xy 

~:-

y 

X 

,.. 

-r ~ = º t xy 

ü 
y 

FIG. (II-10) 

Estabeleçamos, agora, o valor de ci, no oontorno. 

Para isto, tome

mos sobre o oontor

no um ponto genéri

ao P e um ponto 

fixo Q que nos sir 

va de origem, de a

oordo aom a figura 

(II-11), 

Baseados nas e-

quações (II-34) e 

(II-35), esarevamos 

no ponto genériao 

P: 

y 

y 
Q 

X p 

FIG. ( II -ll) 

X 
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rl.!J = r p. ds + K Eq. (II-36) ax y X 

Q 

rl.!J = r Px· ds+K Eq. (II-3?) 
ay y 

Q 

Onde K e 
X 

K 
y 

sao constantes que expressam , 

respectivamente, os valores de a~, e a.~- no ponto Q, ou 
·ax ôy· 

seja: (l_!) = K 
dX Qi X 

e (l_!) = K 
ay Q Y 

Levemos também em conta que: 

IP Py. ds = R (resultante das forças externas no contorno, y 
na direção y, entre Q e P) 

Q 

r,. ds = R (resultante das forças externas no contorno, 
X 

na direção x, entre Q e PJ 
Q 

Sendo assim, reescrevamos as equaçoes (II-36) e 

(II-3?) como se segue: 

. a~ 
C-J = 
ax P. 

Eq. (II-38) 

. a~ 
eª; 

. ... Yp 

Eq. (II-39} 
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Partamos, agora, da relação fornecida pelo cálcu

lo diferencial 

mos com: 

<!> - <!> p 

<l>p - <l>Q 

<l>p - <l>Q = 

Q 

= 

a <1> a <1> 
d<I> = ãx· dx + ãy· dy 

Integrando temos: 

j
p jp 

d<!> = 

Q Q 

a<1>. d ;dx. X + 

Usemos as equaçoes (II-38) e (II-39) para ficar-

= r (R + K ) . dx + r ( R + K ). dy y X X y 
,, 

Q Q 

j\ dx + )',x dx - )',x dy + r,, dy 

Q Q Q Q 

r", dx - rRX dy + Kx. (;ip - x.·Q) + Ky. (f/p - y·Q) 

Q Q 

Resolvamos, então, as duas integrais restantes 

por partes, para ficarmos com nossa expressao na seguinte fo~ 

ma: 

•p - •, a Ry",, - j\dRY -"x·\, r,.dRx, KxJ-'p - .'Q) 

Q Q 

2? 



Examinemos as figuras (II-12) e (II-13), para no

tarmos que Jp f. dRY representa o momento ·total das forças de 

Q 

direção yc'em relação a origem dos eixos coordenados, podendo Pº!. 

tanto ser escrita como E, analogamente, 

r-----------+--11-., 

' p 

' 

X 
Q 

Q 

R 

y 

y 

p 

dR 

' 

y 

y 

Q 

FIG. (II -13) 
FIG.(II -12) 

Com isto, ficamos com a seguinte expressão: 

<l>P - <l>Q = Ry. (;tp - ft J + R . (yR - ·Ypl + K -~ + K • Yp - K • xQ - K • ))Q R' X · · X ·''/é y · .X y 

Observemos, mais uma vez, as figuras (II-12) e (II-13) pa-

ra anotarmos: 

' 
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Ry. (XP - :r;R ) = l:1yp (momento das forças de contorno de di

reçao y, existentes no trecho PQ, 

em relação ao ponto P) 

Rx,(YR - Yp) = MxP (momento das forças de contorno de di~ 

reçao x, existentes no trecho PQ, 

em relação ao ponto P) 

Portanto: 

Ou ainda: 

Sendo MP o momento de todas as forças de cantor 

no, existentes no trecho PQ, em relação a P. 

Façamos 

Então: 

A função linear Kx. XP+ Ky. Yp + K nao tem in

fluência sobre o estado de tensões da peça, já que sabemos que 

as tensões sao funções das derivadas segundas de q,p· Logo 

K , K e K 
X y 

podem ser tomadas arbitrariamente. Por simplici-

dade façamos K = K = K = O. 
X y 

Logo: 

29 



Eq. (II-40) 

A equaçao (II-40) nos permite aaZauZar os valores 

de ~ no aontorno. 

, 
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CAP 1 TU LO III 

Formulação do Método das Diferenças Finitas para uma Malha 

Irregular 

Neste Capítulo desorevemos um prooesso que utili

za um modelo de malha irregular em diferenças finitas, na re

solução numérioa de equações diferenoiais paroiais até segun

da ordem. 

1. Esquema oom oinoo pontos de oontrole: 

Consideremos uma oerta fünção f(x,y) definida em 

um domínio do plano xoy Esorevamos o desenvolvimento em 

série de Taylor, para esta função, no entorno do ponto do do

mínio (x 0 , y 0 ), levando em oonta uma aproximação que envolva 

derivadas de até segunda ordem. 

Teremos: 

f=f +o.2-lli+o. 
O X dX y 

2 2 2 2 

Mi + º x .,m_ + §_}/_ aa;,f28'+ '~ 
ay 2 • ~ 2 2 • u w 

4 ax y 
... (,. 

Eq. (III-1) 

onde: 

f = fCx,y) ºy = y - yo 

A.equação (III-1) é uma expressao envolvendo os 

valores de oinoo tipos de derivadas no ponto (x
0

, y
0

), que 
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af0 ~ i::b Ú& 
2 - ~ Portanto, quise!._ sao: e . se 

ªW 
, ay , 

2 • 2 axay rr.; 
ax ay 

mos calcular 08 valores destas derivadas, teremos que aplicar 

a equação (III-1) a cinco pontos próximos de (x 0 , y 0 ), quede 

nominaremos de pontos de controle. 

Imaginemos então uma maneira de dispor estes pon

tos de controle em torno do ponto (x 0 , y 0 ) considerado. Cha 

memos o ponto (x 0 , y 0 ) de ponto O, e em torno dele 

distribuir os pontos de controle 1, 2, 3, 4 e 5. 

Tendo o ponto O 

como centro divida

mos o plano em oc

tantes, conforme a 

figura (III-1). 

Distribuamos os Pº!! 

tos 1,2,3 e 4 nos 

octantes que con

têm os eixos coor-

denadas, circulan

do no sentido an

ti-horirio. Final 

mente, localizemos 

o ponto 5 no octa!! 

te que fica entre os pontos 1 e 2. 

y 

' • 5 

FIG.(!Il-1) 

vamos 

X 

Apliquemos sucessivamentei:. a equaçao (III-1) aos 

pontos 1, 2, 3, 4 e.::,s, formando com isso um sistema de' cinco e

quações que pode ser escrito na seguinte forma matricial. 
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2 02 
ºxl ºyl ºxl É -2- 2 

2 02 0x2 ºy2 0x2 Ê 
2 2 

ºxJ ºy3 
02 02 
x3 ...11}_ 

2 2 

02 2 
0x4 ºy4 ~ x4 

-2- 2 

0x5 ºy5 
02 02 
x5 ....M.§_ 

-2- 2 

Examinemos, agora,a 

que resultados chega

mos, se aplicarmos o 

processo à malha reg~ 

lar da figura (III-2). 

Neste ca·so, sendo 

À o espaçamento da 

malha, o· sistema de 

equaço5rn (III-2) as 

sumirá a seguinte 

forma. 

' 
ºxr o yl 'c!fo f1 - fo 

dX 

af f2 - fo ºx2· ºy2 - o 
ãy"" 

X = 

0x3· ºy3 a2 f . o Í3 - fo 

~x2 

ºx!( ºy4 a2
f ·- -o Í4 - fo 

,, 2 
~y 

o 5· ºy5 
2 

Í5 - fo .d -f 
X . ·· fO· 

ªtªb' 

Eq. (III-2) 

6 2 

)\ >-

>-

3 o 

>,. 

7 
4 e 

FIG. (m ~2) 



À o À2 o o af f1 - fo 
2 o 

ãx 

o À o À2 o ªfo f2 - fo 
2 3y 

À2 2 
- À o o o X .d.•'f = f:, - fo 

2 - 1>0 

~ 
;i:x 

o - À o À2 o 
2 

a 7'f f4 - fo ·~o 

ª~2 

À À À2 À2 À2 a 2f º f5 - fo 
2 2 axay 

Resolvamos o sistema para calcularmos os valores 

das derivadas. 

Utilizando a primeira e a terceira equaçoes do 

sistema, temos: 

" 2 ax 

Subtraindo uma da outra, ficamos com: 
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Adiaionando uma aom a outra fiaamos aom: 

.a'fo- f1 + f3 - 2. fo 
-...:-.. = 
··a;2 À2 

Utilizando a segunda e a quarta equaçoes do siste 

ma, temos 

- À. 

Subtraindo uma da outra, fiaamos aom: 



ce: 

das, temos: 

ou: 

Adicionando uma com a outra, ficamos com: 

2 

fo a f2 + Í4 - 2. 
fo 

= --2 2 ay ;v 

Finalmente, a quinta equaçao do sistema nos fornf:._ 

af 
--º + ay 

2 
d f 

2· 2 
dX 

o 
2 

À 

+ 2· 

2 a,.f
0 --+ 

2 ay 

2 
À • 

Introduzindo as expressoes das derivadas já obti-

2 . a 2fo .. 
2. À. axay = 2. !5 + 2. fo - 2. f1 - 2. f2 
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Logo, a aplicação do esquema de cinco pontos de 

con.trole a uma malha regular, nos levou aos seguintes resulta 

dos para os valores das derivadas. 

afo f1 - f3 .. 

ax = 2À 

afo f2 -."f4 
ay = 2,\ 

'iJ 2fo f1 + f3 - 2.fo 
= Eq. (III-3) 2 ,/ 'iJx 

2 
'iJ fo f2 f4 - 2. fo + 
--2- = . 2 
'iJy À 

Se agora aplicarmos à mesma malha as fórmulas usu 

ais de diferenças finitas centrais, obteremos: 

'iJf o f . -1 f3 
ax = 2À 

Eq. (III-4) 'iJfo f2 - f4 
ay = 2À 
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32f f1 + f3 - 2. f o o = 
ax 

2 À2 

a2J f2 .+ f4 - 2.fo o = 
ôy 2 

À2 

a
2

f f5 + f7 - f5 - f8 o 
axay = ), 2 

'' 4. À 

(:o'!IPai'eT!IOB 08 aonjuntoe de equações CIII-3) e CIII-4). Ve-

moe uma aonaord.ânaia perfeita nas expreeeõee dae quatro primeiras deriva

das, porém o proaeeeo fia.o. ,ifo:cnéa(!·-· à.: derivada aruzada. Vemos, tam

bém, que noeeo proaeeeo, até aqui de ainao pontos de aontrole, eó poderá 

reproduzir a expreeeào da derivada aruzada, se for ampliado para oito po!:!:_ 

toe de aontrole, aom a introduçào doe pontos 6, 7 e 8. 

2. Esquema aom oito pontos de aontrole: 

Continuemos aom o sistema de oatantee, proposto na eeaçao 

1, aareeaentando os pontos 6,7 e·8, também dietribu-idoe no sentido anti-

horário dentro doe oa· 

tantee ainda na.o oau

padoe, aonforme a fi

gu:r>a (III-3) ,sendo que 

agora ao invés de fo!:_ 

marmoe um.sistema de 

ainao equações, fom:3:. 

remoe quatro sistemas 

de ainao equações.Es

ses sistemas eào for

mados, reepeativcunen

te,a partir doe aon

juntoe de pontos: 1,2, 

' • 

6 

• 

• 7 

y 

2 

FIG.(fil-3) 

• 5 

l 
• 

• 

• e 

3,4 e 5; 1,2~3,4 e 6;1,2,3,4. e 7; 1,2,3,4 e 8, Os resultados finais pa-

ra as expreeeoee das derivadas eerao obtidos a partir 
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das médias aritmét.icas das soluções desses quatro sistemas. 

Escrevamos esses quatro sistemas numa única ex-

pressao matricial, como se s.egue: 

" 
2 02 

ºxr afo f1 - fo 6x1 ºy1 · 0xl .Ji2 ºyl ãx -2- 2 

º~ 
2 

3fo f2 - fo 0x2 ºy2 x2 ~ ºx2'' ºy2 
~y 2 2 

0x3 ºy3 d 02 
ºx:{ ºy3 X a2to = f3 - fo 

q. (III-5) 
x3 ~ a:x2 -2- 2 

o . 
ºy4 

02 02 o x4 -· ºy4 
/fo f4 - fo x4 x4 JJ_ · .. 2 

2 2 ay 

o . o yj 
02. 02 . o xj. o yj 

a2fo fj - fo XJ XJ -1i.iL axày 2 2 

com j= 5, 6, 7, 8 

Denominemos. as,·,·quatri:r-:inatr.i}.e:stX5 ·.'x 5J,"i.dos sis

temas de equaçoes dados ná equação (III-5), de matrizes de 

controle do ponto O. 

Da mesma forma que fizemos na secçao anterior, a

pliquemos este esquema de oito pontos de controle à malha re

gular da figura (IIi-2). Para isto, montemos e solucionemos, 

pará a malha regular, os quatro sistemas dados na equaçao 

(III-5). Os quatro conjuntos de soluções estão expressos nu

ma forma compacta, como se segue: 
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of •, '' o .f1-f3 
~ =----2. À 

of
0 f2 - f4 

7ãy = 2.X 

Soluções dos a 2 
f f1 + f3 - 2.f o o 

--2 = 
quatro sistemas ox À 

de equaçoes,aom 
ª2f f2 + f4 - 2.f 

j = 5, 6, 7 8 o = o e 
~ 
ay À2 

ª2 f 
{-l)j. f1 + f2 - fo - f. o J) 

axay = ( 

À 

Nossa solução final sera dada pela média aritméti 

oa das soluções dos quatro sistemas. 

= 

= 

Solução final Eq. (III-6) 
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Comparemos, agora, este aonjunto de equaçoes 

(III-6) aom as equações (III-4), obtidas por diferenças fini-

tas aentrais usuais. 

dos os resultados. 

Vemos uma aonaordãnaia perfeita em to-

Dispomos, então, de um proaesso para obtenção de 

derivadas ati segunda ordem, sendo a diferença finita aentral 

usual, aom malha regular, um aaso partiaular desse proaesso. 

Automatizemos, portanto, o proaesso, porque aom 

ele podemos resolver equações diferenaiais paraiais ati segu~ 

da ordem, utilizando malhas irregulares. 

3. Cuidados para evitar singularidade das matrizes de aon 

trole: 

Devido a distribuição dos pontos de aontrole em 

oatantes, a possibilidade de singularidade das matrizes de·aon 

trole do ponto O, dadas na equação (III-5), ia dependênaia· 

linear entre os elementos da primeira e da quinta aolunas, ou 

entre os elementos da segunda e da quinta aolunas. 

Ou seja: 

- éi éi 6 
x3 6x4 

éi .• . ',1;.1 :tl x2 XJ ,a,0ns tal(!·te 
éi éi = éi ·,. éi = ó . éi = éi = ó = 
xl' yl x4: 0y4 

.: ,Ó 
yj x2. y2 x3; y3 XJ. 

Eq. (III-7) 
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constante 

com j = 5,6,7,8 Eq. (III-8) 

De acordo com a figura (III-3), como e 

nao podem ter o mesmo sinal, a equação (III-?) so é possivel 

se uma das seguintes condições for atendida: 

a) 8x2 .., 8x4 = O, e os outros três pontos de con 

trole estiverem alinhados horizontalmente em 

relação aos eixos xy. Desta forma, se esti

verem alinhados os pontos 1, 3 e 5, será sin

gular a primeira das matrizes de controle. Se 

estiverem alinhados os pontos 1, 3 e 6, -sera 

singular a segunda. Se estiverem alinhados 

os pontos 1, 3 e 7 ou 1, 3 e 8, serão, respe~ 

tivamente, singulares a terceira e a quarta 

matrizes de controle .. 

b) ºx2 = O, e os outros quatro pontos de contra 

le estiverem alinhados horizontalmente em re

lação aos eixos xy. Neste caso poderemos ter 

alinhados os pontos 1, 3, 1 e?, quando sera 

singular a :tei>:oeira matriz de controle; e os 

pontos 1, 3, 4 e 8, quando será singular.· ~a 

çruarta matriz de controle. 
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e 

c) óx
4 

= O, e os outros quatro pontos de contro 

le estiverem alinhados horizontalmente em re

lação aos eixos xy. Neste caso poderemos ter 

alinhados os pontos 1, 2, 3 e 5, quando sera 

singular a primeira matriz de controle; e os 

pontos 1, 2, 3 e 6, quando será singular a 

segunda matriz de controle. 

Novamente de acordo com a figura (III-3),como óxl 

óx
3 

nao podem ter o mesmo sinal, a equação (III-8) so -e 

atendida se tivermos uma das seguintes condições: 

a) óyl = óy
3 

= O, e os outros três pontos de con 

trole estiverem alinhados verticalmente em re 

lação aos eixos xy. Desta forma, se estive

rem alinhados os pontos 2, 4 e 5, será singu-

lar a primeira das matrizes de controle. 

estiverem alinhados os pontos 2, 4 e 6, 

Se 

-sera 

singular a segunda. Se estiverem alinhados os 

pontos 2, 4 e 7 ou 2, 4 e 8, serão respectiv~ 

mente, singulares a terceira e a quarta matri 

zes de controle. 

b) óyl = O, e os outros quatro pontos de contr5:.. 

le estiverem alinhados verticalmente em rela 

çao aos eixos xy. Neste caso poderemos ter 

alinhados os pontos 2, 3, 4 e 7, quando -sera 

singular a terceira matriz de controle; e os 

pontos 2, 3, 4 e 6, quando será singular a se 

gunda matriz de controle. 
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o) oy
3 

= O, e os outros quatro pontos de oontr~ 

le estiverem alinhados vertioalmente em rela-

- eixos "ªº aos xy. Neste oaso poderemos ter 

alinhados os pontos 1, 2, 4 e 5, quando -sera 

singular a primeira matriz de oontrole; e 08 

pontos 1, 2, 4 e 8, quando sera singular a 

quarta matriz de oontrole. 

Embora tenhamos pormenorizado as possibilidades de 

singularidade das matrizes de oontrole, essas possibilidades 

não são oomuns, e são faoilmente evitadas oom um simples tes

te na programação. Este teste deve ser de for.ma a impedir os 

.alinhamentos vertioais ou horizontais oitados na disoussão an 

terior, e o expressaremos matematioamente da seguinte maneira: 

o yj - o yl 1 > e: 

,1 o 
yj - o y3 1 > e: 

o xj - o x2 1 > e: 

o xj - o x4 1 > e: 

oom j = 5, 6, 7, 8 e -e: um numero 

positivo estipulado de aoordo oom 

o tipo de malha e o sistema deu

nidades empregado 

Essas oondições impostas podem evitar singularid~ 

de e mau oondioionamento das matrizes de oontrole. 

44 



4. Coefiaientes de derivadas: 

Comeaemos por esarev~r as expressoes dos ainao ti 

pos de derivadas no ponto O, aomo uma oombinação linear dos 

valores da função f(x,y) no ponto O e nos seus oito pontos 

de aontrole. 

ªfº = 0 01·fo + ª11·f1 + ª2rf2 + + ºarfa ~ .... 

af
0 

ª02·fo + ª12·f1 ãy""' = + ª22·f2 + .... + ºa2·fa 

2 a fo = ª03·fo + ª13·f1 + º23·f2 + .... + ªa3·fa 
dX 

2 

ª2f 
o 

ª04·fo + ª1rf1 + º24•f2 + + ªa4·fa = .... 
ay 

2 

ª2 f 
o = ªos·fo + ª1s·f1 + º2s·f2 + + ºas·fa axay .... 

Eq. (III-9) 

Enaontremos, pois, as fórmulas genériaas dos aoe

fiaientes ªtK que denominaremos de aoefioientes de deriva-

das. 

Para isto tomemos, novamente, os quatro sistemas 

de equaçoes expressos na equação (III-5). A inversão das ma

trizes de aontrole nos permite reesarever esses sistemas exp·U 

aitando o vetor que oontém os valores das derivadas, oomo se 

segue: 
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. º'º f1 - 'º 
ox 

of o f2 - 'º 
ºY 

o2f = [ biKj 1 X 
f:5 - 'º Eq. (III-10) o 

ox2 

o2f 
f4 - 'º o 

com j=l,2,3,4 
02 ,Y 

o2f 
fj+4 - 'º o 

ãxãy ,, 

Onde [ biKj J = inversas das matrizes de controle 

i = 1, 5 indica a linha da matriz inversa 

K = 1, 5 indica a coluna da matriz inversa 

j = 1, 4 indica o sistema 

Exemplo: com j=l formemos o primeiro sistema dd 

equaçoes, que é composto pelos pontos de controle 1, 2, J, 4 

e 5, com o vetor de derivadas explicitado. 
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ôf o 
ãx 

~fo b211 b r221 b231 b241 b251 f2 - fo 
ãy 

2 
a f = b311 b321 b331 b341 b351 f3 - fo o 

ôx
2 

2 .a fo b411 b 421 b 431 b 441 b 451 Í4 - fo 
-,-
ôy 

a'to b511 b521 b531 b541 b551 f5 - fo 
ôxôy 

De aada um dos quatro sistemas, expressos na equ~ 

çao (III-10), extraimos as expressoes das derivadas, sendoqu~ 

naturalmente, as expressões finais da derivadas obtemos a pa~ 

tir das médias aritmétiaas das soluções dos quatro sistemas. 

Façamos, a título de exemplo, o aálaulo da deriva 

Os valores de nos quatro sistemas sao: 

aom j = 1, 2, 3, 4 
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Ou: 

com j = 1, 2, 3, 4 

Finalmente, a expressao de 

tica dos quatro valores anteriores. 

. Jfo 
ãx 

3f 
o 

ãx 
s e b1 ·1 bl 2· b.1'·"; .bl. 4 D = _ ,; ( m + m + mo+ m ) . f 

O
i .+ 

m=1 4 

Ou ainda: 
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3/o _ 1 
- ( - -4· dX -

1 4 
+ 4' (í: 

n=l 

b154 
+ -4-·fa 

4 
1~E 
~=1 

5 
í: 

m=l 

Eq. (III-11) 

1 4 
+ 4' (í: 

.· n;:::1 

Os valores das outras derivadas, obtidos de manei 

ra inteiramente análoga, sao apenas transcritos a seguir. 

l 4 5 
= ( - 4• í: í: 

n=l m=l 

1 4 
+ 4' ( í: 

n=l 

b2 ) , f mn o 
1 4 

+ 4' ( í: 
n=l 

+ b251 f + b252 f b253 · b254 
4. • 5 . 4. • .6. + -.-.4-. • f? + -r· fa 

4 
1 

+ 4· Cí: 
n=l 

1 
4 5 

e - 4' í: í: b3mn).fo + 
n=l m=l 

1 4 
4' (í: 

n=l 

+ b3!1·f5 + b3;2.f6 + b3!3·f7 + b3!4·fa 

Eq. CIII-12) 

Eq. (III-13) 
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1 4 
+ 4' (E 

n=l 

1 4 
+ 4' (E 

n=l 

b453 b454 
+ -4-·Í7 + -4-·fa 

4 .. 5 

( - i• ,: - ,: 
n=l. m=l 

. 1 4 
+ 4'. n: 

·n=l 

Eq. (III-14) 

1 4 
+ 4• (E 

n=l 

Eq;- '([II-15) 

. 1 4 
+ 4'0: 

n=l 

1 4 
+ 4• (E 

n=l 

· .b553 f + 
+--·? 

4 

Da observação do aonjunto de equaçoes (III-9) em 

aomparaçao aom os valores das derivadas dados pelas equaçoes 

(III-11), (III-12), (III-13), (III-14) e (III-15), aonaluimos 

os valores dos aoefiaientes de derivadas a ~K, e os esareve-

mos de uma forma aompaata aomo se segue: 
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para K.:.1, 2, 3, 

4, 5 

4 
= - I. í: 

4 ' n=1 

b 

5 
í: b K .. 

m=J 1·,m,n 

K, t,n para Q, = 1,2,3,4 

Eq. CIII-16) 
bK,5,t-4 para Q, = 5,6,?,8 

5. Solução numérioa de equaçoes diferenoiais paroiais até 

segunda ordem: 

Tomemos oomo exemplo a equaçao (III-17), já que 

esta sera a equaçao que enoontraremos nas nossas aplioações 

de oáloulo estrutural. 

g(x,y) Eq. (III-17) 

Com os oonoeitos estabeleoidos até aqui, adotemos 

uma sequênoia para a resolução numérioa desta equação. 

Esta sequênoia sera: 

a) lançar uma malha oom p pontos no interior do domínio 

e q pontos no oontorno; 

b) para oada um dos p pontos do domínio esoolher os oi

to pontos de oontrole; 

o) oaZoular os ·ooefioientes de derivadas ºtK para oada 

um dos p pontos do domínio; 

.. 
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d) conhecer os valores da função f para cada um dos q 
pontos do contorno (condições de contorno); 

e) para cada um dos p pontos do dominio, substituir na 

equação (III-17) as derivadas por suas correspondentes 

expressoes em diferenças finitas dadas nas equaçoes 

(III-9). 

Com isto, cada ponto nos fornecerá uma equaçao de 

um sistema global que poderá se~ colocada na seguinte forma 

matricial: 

1. e Â J .·"' .. { f } = ·. { g } Eq. (III-18) 

Onde: 

[:jc:J é uma matriz quadrada, (p x p), formada pelos coeficie~ 

tes 

' { f'} é um ,vetor formado pelos valores da função f nos p 

pontos do dominio, ou seja, nosso vetor de incógnitas 

·{g} é um vetor formado pelos valores da função g no p 

pontos do dominio, ou seja, nosso vetor de termos inde

pendentes; 

f) resolver o sistema dado na equaçao (III-18), para obter 

o vetor de incógnitas · { f}. 

6. Aplicação do processo a placas simplesmente apoiadas: 

O método que propusemos até aqui resolve numerica 

mente equações diferenciais até segunda ordem, logo podemos 

aplicá-lo na solução de placas simplesmente apoiadas, desde 
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que adotemos dois passos de aálaulo. 

soluaionarmos diretamente a equaçáo 

Desta forma, ao invés de 

V
4
w - ~ soluaionemos - D , 

as equaçoes e 
M = - v· Ou seja, 

através do proaesso desarito, soluaionemos primeiro o sistema 

[A] x '{M} = · { -iq }, para de posse de i {M} resolve,rmos 

[A] ?' , { w} = . { - ~ } 

?. Apliaação do proaesso a ahapas: 

O método exposto presta-se também para a solução 

de ahapas sob estado plano de tens5es. Para isto orientemos 

a solução também em dois passos de aá lau lo. Resolvamos 
2 

+· ·a 2ª a2<1> a2<1> a a o invés de quaçoes = e -- + -- - a , ao 
dX 

2 ay 2 
ax 2 ay 2 

vermos diretamente a (!quaçao v' <I> = o. 

Sendo assim, soluaionemos primeiro o sistema 

[ A] x · { a } =.f { O}, para de posse de · {a} so luaionarmos 

[ A] x · { <1>,} = { a }. 

as e-

resol 
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C A P 1 T U L O IV 

Nosso objetivo neste Capttulo nao é naturalmente 

detalhar a ·lógiaa utilizada na programaçéio, mas sim aomentar e 

esalareaer alguns aspeatos prinaipais aomo a montagem da ma

triz global, a utilizaçéio de uma téaniaa de esparsidade ou o 

uso de partiçéio na inv~rséio das matrizes de aontrole. 

Comeaemos por aitar a notaçéio utilizada na progra 

maçao e neste Capltulo para faailitar o uso das subrotinas.aóns 

tantes no anexo. 

Subrotinas que aonstituem o programa: 

SUBROTINA LER: li os dados neaessarios relativos a estrutu

ra, à maZ'na, ao· aarregamento, às aondições 

de aontorno e à soluçéio do sistema global; 

SUBROTINA GERA: gera automatiaamente a mal'na, "no •;:,tréal;q em 

que esta possa ser regular; 

SUBROTINA CATAR: esaolhe os oito pontos de aontrole de aada um 

dos pontos internos da malha; 

SUBROTINA CARGA: monta o vetor de aargas; 

SUBROTINA MACON: monta as quatro matrizes de aontroZe (5 x. 5) 

de aada um dos pontos internos da malha; 

SUBROTINA INV.: inverte as quatro matrizes de aontrole de aa 

da um dos pontos internos da malha, utiliz·an 

do téaniaa de partiçéio; 

SUBROTINA CODEV: monta a matriz dos aoefiaientes de derivadas 
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(5 x 9) de aada um dos pontos internos da ma 

lha; 

SUBROTINA ARMA: monta simultaneamente a matriz global do sis 

tema e uma matriz de apontadores usando uma 

téaniaa de esparsidade; 

SUBROTINA VEIND: monta o vetor de termos independentes; 

SUBROTINA GAUSE: resolve o sistema global por iteração utili

zando o método de Gauss-Seidel; 

SUBROTINA ESFOR: aalaula os esforços no aas.o de plaaas ,;e as 

tens5es no aaso de ahapas. 
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As subrotinas sao chamadas por um programa principai obede 

dendo ao seguin,te organograma: 

p 1 S.u.bro.t.ina. LER 
1 

1? 
1 Subrotina GERA 

1 o 1 

! 
G, 1 Subrotina CATAR 1 

1 

R 
1 . Sub.ro.t.i.na .CARGA 1 

A 
. 1 

M, 1 Subr.ot.ina MACON 1 
1 

A 
1 Subrotina INV 

1 1 

p 
1 . Sub.r.o.ti.na CODE.V 

1 . 1 

R 
1 · Subr.o.t.ina ARMA 

1 I 1 

N 1 . Subrot.i.na VEIND 1 
1 

c ' ' ... 

1 Sub.r.o.ti.na GAUSE 
1 I 1 

p 
1 . Sub.r.ot.i.na .VEIND 

1 

.. 
. 1 

A ...... 

1 Sub.r.o.t.i.na .GA.USE. 
1 L '. 1 

j 1 .Subrotina. ESFOR 
1 . 1 
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Notação utilizada nas subrotinas: 

ID {ndice de decisão ( i O placas,= O chapas) 

_GP - coeficiente de Poisson 

E - m6dulo de elasticidade Zongitudinal 

S - espessura da placa 

RF - rigidez à flexão 

N - número totaZ de pontos da malha 

NPI - numero de pontos internos da malha 

NPC - número de pontos do contorno da malha 

NPS {ndice de decisão sobre aproveitamento ou nao de sime

tria da estrutura ( i O existe aproveitamento de sime

tria, = O não existe aproveitamento de simetria) 

Nl - numeraçao do primeiro ponto da malha a ser gerado auto 

maticamente 

NG - numeraçao do último ponto da malha a ser gerado automa 

ticamente 

NESP - número de espaçamentos na direção x, no trecho em que 

a malha é gerada automaticamente 

ESP - valor do espaçamento no trecho em que a malha e gerada 

automaticamente 

Q - valor do carregamento no caso de placas ou da força de 

massa no caso de chapas 

X e Y - coordenadas dos pontos da malha 

XP e YP - coordenadas dos pontos de· controle 
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NA - numeraçao original dos pontos de aontrole 

PART 1 - valor de partida para o primeiro passo de aálaulo 

PART 2 - valor de partida para o segundo passo de aálaulo 

TOLER .1- valor da tolerânaia para a solução do primeiro passo 

de aálaulo 

TOLER 2- valor da tolerânaia para a solução do segundo passo 

de aálaulo 

aondições de aontorno do primeiro passo de aálaulo 

IJ(J2 - aondições de aontorno do segundo passo de aálaulo 

DIST - vetor de distânaias 

DORD - vetor de distânaias ordenado 

B - vetor de termos independentes 

A1 ,A 2,A3 .A4 - matrizes de aontrole 

B1 ,B 2,B3,B4 - matrizes de aontrole invertidas 

C - matrizes dos aoefiaientes de derivadas 

VT - vetor de trabalho onde J montada aada linha do siste 

ma global 

D - matriz global 

DA - matriz de apontadores 

KM - momento fletor em X ou tensão cr 
X 

- momento fletor em y ou tensão cr 
y 

YM 

- momento de torção ou tensão T xy 
XYM 

SOL .1 - solução do primeiro passo de aálaulo 

SOL 2 - solução do segundo passo de aálaulo 
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1. Esaolha dos pontos de aontrole: 

Lançada uma aerta ma

lha, o primeiro obstáau-

lo aom que nos deparamos 

e que exige aerto esfor

ço de programaçao, e a 

esaolha dos pontos de aon 

trole de aada um dos NPI 

pontos internos dessa-~ 

lha. A figura (IV-l)nos 

mostra um ponto interno 

genériao I de uma ma-

lha, aom seus pontos de 

aontrole assinalados den 

tro de pequenos olraulo& 

• 

• 

@ 

@ 

@ 

- - -

• • • 

• • • 

@ @ • 

• @ 
I • ' 

@ @ • ' 

FIG(Ilr-1) 

A esaolha dos oito pontos de aontrole obedeae ao. 

esquema de oatantes proposto no Capltulo anterior. Assim sen 

do, seleaionamos, dentro de aada oatante, o ponto que estiver 

mais próximo do ponto I. Para evitar maior esforço de aomp~ 

tação, quando fazemos a esaolha de aada ponto de aontrole do 

ponto I, ao invés de aalauZarmos as distânaias do ponto Ia 

todos os outros pontos da ma.lha; aaZaulamos apenas as distân

aias aos pontos que estão dentro dos oatantes aorrespondente~ 

sendo que a menor destas distânaias identifiaa o ponto de aon 

trote desejado. 

Damos aos pontos de aontroZe uma numeraçao em re

lação aos seus pontos aentrais. A forma aomo é feita esta nu 
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meraçao está i

lustrada na fig~ 

ra (IV-2). Des-

ta maneira,o Pº!! 

to 1 da malha 

(I=l) tem seus 

pontos de aont·ro 

le numerados ao-

mo 1,2,J,4,5,6,G 

8; o ponto 2 

( I=2) tem seus 

pontos de aontro 

le numerados ao

mo 9,10,11,12,1~ 

8.(I-ll+6 

• 
9.(I-ll+3 

• 

• 
8. ( I-1) + 7 

14,15,16, e assim suaessivamente. 

8.(I-1) +2 

• 

• 

FIG. ( Ill -2) 

a.U - l 1 + 5 

• 

• 

• 
8.(1-1.} + l. 

8. ( I- l) + 8 

Ao fazermos a esaolha dos pontos de aontrole, ao-

lhemos de aada um deles três dados importantes, dados estes 

que armazenamos nos vetores XP, YP e NA, aada um deles dispo?;_ 

do, naturalmente, de 8. NPI posições. Em XP e YP arma~enamo~ 

respeativamente, as abaissas e ordenadas dos pontos de aontr~ 

le, e em NA a numeração original dos pontos de aontrole. t 

importante observar que esta numeraçao nao e a que eles têm 

em relação ao ponto aentral, e sim a numeraçao original que 

lhes foi dada quando do lançamento da malha. 

Podemos esarever isto da seguinte forma: 

XP(KK) = abaissa do ponto de aontrole 

YP(KK) = ordenada do ponto de aontrole 

NA(KK) = numeração original do ponto de aontrole 
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Sendo KK = B. (I-l)+K, aom K variando de 1 a 8 

para cada valor de I, e aom I variando de 1 a NPI. 

Todo o processo de determinação dos pontos de aon 

trole é executado no programa pela subrotina CATAR. 

Um outro aspecto importante, que deve ser ressalta 

do, e a solução dada ao problema de seleaionamento dos pontos 

de controle, quando temos peças que admitem eixos de simetria 

e desejamos tirar proveito dessa simetria. O programa está 

preparado para lidar aom peças aom um eixo de simetria,ou com 

dois eixos de simetria perpendiculares entre si. 

No caso de termos simetria não há necessidade de 

fornecermos ao programa os pontos simétricos externos à malha 

Ao selecionarmos os pontos de controle de pontos situados so

bre eixos de simetria, os pontos de controle externos à malha 

têm suas coordenadas geradas automaticamente a partir das ao

ordenadas de seus correspondentes simétricos internos, e rea~ 

bem como numeração original NA a mesma de seus simétricos in 

ternos. 

A figura {IV-3) ilustra uma malha aom simetria em 

relação aos eixos x e y, onde destacamos três pontos sobre 

os eixos de simetria para exemplificação, O sexto, terceiro 

e o sétimo pontos de controle do ponto r1 são gerados automf!:.. 

tiaamente, quando da determinação dos seus quinto, primeiro e 

oitavo pontos de controle. O sétimo, quarto e oitavo pontos 

de controle do ponto I2 sao gerados quando da determinação 

dos seus sexto, segundo e quinto pontos de controle. O ponto 

I 3 está sobre os dois eixos de simetria, neste caso, quando 

da determinação dos seus primeiro, quinto e segundo pontos de 
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controle, sao gerados automaticamente os sexto, terceiro,séti 

mo, quarto e oitavo pontos. 

2. Cálculo dos coeficientes de derivadas: 

Nossa segunda etapa natural de programaçao é o cál 

culo dos coeficientes de derivadas de cada um dos NPI pontos 

internos da malha. 

Esta etapa é cumprida em três partes distinta~ que 

sao: montagem das matrizes de controle, inversão das matrizes 
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de aontrole e montagem das matrizes dos aoefiaientes de deri

vadas. A exeaução dessas três partes, ê realizada no progra

ma, respeativamente, pelas subrotinas MACON, INV e CODEV. 

2.1 Montagem das matrizes de aontrole: 

Para aada um dos NPI pontos internos da malha, 

montamos quatro matrizes de aontrole (5 x 5), Essas matrizes 

foram apresentadas através da equação matriaial (III-5) do Ca 

p-Ítulo anterior. 

A montagem ê simples, já que a primeira aoluna das 

matrizes de aontrole ê obtida a partir das diferenças entre 

as abaissas do ponto e de seus pontos de aontrole. A segunda 

aoluna ê obtida a partir das diferenças entre as ordenadas do 

ponto e de seus pontos de aontrole, e as três últimas aolunas 

são obtidas a partir das duas primeiras. 

As quatro matrizes de aontrole de aada ponto sao 

denominadas de A1 , A2 , A3 e A4, e armazenadas aom três -Índi

aes. O primeiro -indiae indiaa linha, o segundo aoluna, e o 

teraeiro indiaa o ponto da malha ao qual pertenae a matriz. 

Uma observação importante, que pode ser notada a

través do exame da equaçào (III-5), é que as quatro mat.rizes 

de aontrole de aada ponto têm as quatro primeiras linhas ao

muns, diferindo portanto apenas na última linha. Este fatos~ 

rã levado em aonta quando formos inverter as matrizes de aon

trole. 

2,2 Inversão das matrizes de aontrole: 

Montadas as matrizes de aontrole, temos que inver 

te-las, já que os aoefiaientes de derivadas são aalaulados a 
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partir dos elementos de suas inversas. 

Denominamos as inversas das matrizes de controle 

de cada ponto de B1, B2, B3 e B4 . Armazenamos estas matri

zes também com três Índices, e sobre a mesma área reservada 

A técnica que utilizamos para a inversão foi a de 

partição, porque com ela podemos aproveitar o fato de que as 

matrizes de controle de cada ponto têm.. as quatro primeiras 

linhas comuns. Preparamos, então, a subrotina INV, baseada 

na técnica de partição, com a capacidade de inverter a subma-

triz (4 x 4) comum às quatro matrizes de controle, e a se-

guir apenas complementar a inversão destas matrizes. 

2.J Montagem das matrizes dos coeficientes de derivadas: 

Limitamos nosso processo de resolução de equações 

diferenciais parciais a equações de até segunda ordem. Sendo 

assim, temos possibilidades de 

a a ª2 ª2 derivadas:~ ~, ~- -~ e 
ôx ' ôy" 2' 2 

ÔX ôy 

lidar com os seguintes tipos de 

ª2 
ôxôy' 

No Capitulo anterior, escrevemos os valores des

sas derivadas de uma certa função num ponto, como combinações 

lineares dos valores dessa função no ponto e nos seus pontos 

de controle. Isto pode ser revisto no conjunto de equações 

(III-9). 

Os coeficientes dessas combinações lineares foram 

denominados de coeficientes de derivadas, e podem ser facil

mente calculados através do conjunto de equações (III-16). 

Podemos concluir, facilmente, que cada um dos NPI 

64 



pontos internos da malha dispõe de quarenta e cinco coeficie?::. 

tes de derivadas. Montamos, então, para cada ponto uma ma-

triz com cinco linhas e nove colunas, onde guardamos esses c~ 

eficientes. Essas matrizes são denominadas de Matrizes dos 

Coeficientes de Derivadas, designadas por C e armazenadasno 

programa com três Índices, onde o primeiro identifica linha,o 

segundo coluna e o terceiro o ponto ao qual pertence a matri~ 

Nessas matrizes cada linha associa-se com um tipo 

de derivada, e cada coluna com o ponto e seus pontos de con

trole, o que escrevemos esquematicamente a seguir 
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As matrizes dos coeficientes de derivadas serao u 

tilizadas na montagem do sistema global de equações e no cál

culo dos esforços ou tensões. 

J. Montagem do sistema global de equaçoes: 

Nosso programa foi elaborado com o intuito de re

solver placas simplesmente apoiadas e chapas sob estado plano 

de tensões. Conforme foi esclarecido no Capitulo anterior,e~ 

tes problemas serão resolvidos em dois passos de cálculo. Po~ 

tanto o tipo de equação diferencial que teremos que resolver 

-e: 

Para isto, lançamos, sobre o dom{nio, uma malha 

com NPI pontos internos e NPC pontos no contorno. A nume 

ração dos pontos da malha obedece à seguinte sequência: nume

ramos, inicialmente, de 1 a NPI, os pontos internos, e a se

guir numeramos os pontos do contorno de NPI+l a NPI+NPC. 

Os valores de f nos pontos do contorno sao co

nhecidos (condições de contorno), temos portanto NPI incógni

tas que são os valores de f nos NPI pontos internos da ma

lha. Para a determinação destas incógnitas, montamos um sis-

tema global com NPI equações. 

Aplicando a equaçao D+D: = g sobre cada 
ax 2 ay 

2 

ponto interno da malha, obtemos um sistema com NPI equaçoes, 

conforme é expresso compactamente na equação (IV-1) 
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2 
él . .f I 

aa:2 Eq. ( IV-1) 

com I=l a NPI 

2 
él

2
f o f I 

onde: I 
2 

e 
2 

representam os vaiares das derivadas 
d.X ély 

segundas de f:' no I- ésimo ponto interno da maiha, e 

gI o vaiar da função g neste mesmo ponto. 

Substituindo os vaiares das derivadas por suas 

respectivas combinações iineares dadas no conjunto de equa

ções (III-9), nosso sistema passa a envoiver os vaiares da 

função f e nao os vaiares de suas derivadas, e pode seres

crito como se segue: 

[C(3,1,I) + C(4,1,I)],fr + [C(3,2,I) + C(4,2,I)],f NA(B. (I-l)+l) + 

+ [C(3,3,I) + C(4,3,I)],fNA(B.CI-l)+2) + ..... + [C(3,9,I) + 

+ C( 4, 9,I)] .fNA(B. (I-1)+8) = g I 

Ou na seguinte forma compacta : 

8 
[ C(3,1,I) + C( 4, 1,I) J. fr + K~l ~(3,K+l,I) + C(4,K+1,I) J ,fNA(B. (I-l)+ 

com I=1 a NPI 

Eq. [IV-21 
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onde: 

NA(8.(I-1) + K) = numeraçao original na malha do K-ésimo 

ponto de aontrole do ponto I. 

fNA(B. (I-1) + K) = valor da função f no ponto da malha . que 

funaiona como K-ésimo ponto de aontrole 

do ponto I. 

Temos, então, que esarever o sistema dado na equa

çao (IV-2) em forma matriaial, aomo se segue: 

[v] X 

vetor 

de 

inaógnitas 

= 

vetor de 

termos 

independentes 

Para isto, temos que realizar a montagem da matriz global do 

sistema [D], e do vetor de termos independentes. 

A montagem e feita por linna, sendo assim,o ponto 

genériao interno I da malha, origina a I-ésima linha do sis 

tema. 

O aoefiaiente C(J,1,I) + C(4,1,I), que multipli

aa o valor da função f no ponto I, e montado na aoluna de or 

dem I, e aonstitui-se elemento da diagonal prinaipal. 

Os aoefiaientes C(3,K+1,I) + C(4,K+1,I), que mul-

tipliaam os valores da função f nos pontos de aontrole do 

ponto I, vao sendo montados, a medida que fazemos o 

ar de 1 a 8, da seguinte maneira: 

K vari-

a) se NACB. (I-1) + K) ~ NPI, signifiaa que o ponto de aon 

trole é um ponto interno da malha, logo montamos 

C(3,K+1,I) + C(4,K+1,I) na matriz global do sistema, na 

posição aorrespondente à .ao Zuna de ordem igual a 
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NA(B.(I-1) + K); 

b) Se NA(B.(I-1 + K) > NPI, significa que o ponto de con

trole é um ponto do contorno, e, portanto, fNA(B. (I-1) + 

+ K) e um valor conhecido. Sendo assim, 
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o valor @(3,K+1,I) + C(4,K+1,I}]. fNA(B. (I-l) + K)passa 

a ser montado,juntamente com gI, no vetor de termos in 

dependentes. 

A montagem do vetor de termos independentes e da 

matriz global do sistema, é realizada no programa pelas subro

tinas VEIND e ARMA. 

4. Utilização de uma técnica de esparsidade: 

Verificamos que a matriz global do sistema e nao 

simétrica e possue um altíssimo grau de esparsidade. 

Sendo cada·linha do nosso sistema constituída a 

partir da soma dos oalor.es da função f num ponto e nos seus 

oito pontos de controle, é fácil concluir que cada linha da 

nossa matriz global tem no máximo nove elementos não nulos. 

Sendo assim, passamos a fazer o armazenamento da matriz global 

rvJ, nao numa área de (NPI X NPI) posições, mas sim numa area 

de (NPI x 9). 

A subrotina ARMA foi preparada de forma a sele

cionar apenas os elementos não nu los da matriz global [D] e 

compactá-los à esquerda. O armazenamento dos elementos não nu 

los na área (NPI x 9) é feito da seguinte forma: os elementos 

pertencentes à diagonal principal são guardados na primeira co 



Zuna, e os demais elementos nao nulos de cada Zinha sao arma-

zenados em sequência nas oito outras colunas. 

tos nulos são ignorados. 

Todos os eZemen 

Simultâneamente aom a montagem da matriz [D], fo!:_ 

mamas uma matriz de apontadores CP,D também com (NPI x 9) posf 

çoes. Preenchemos a primeira ao Zuna desta matriz CP,D aom um 

valor qualquer diferente de zero, que serve apenas para indi

car, durante a resolução do sistema, que os elementos da diag~ 

na l prinaipa l não são nu los. As demais ao Zunas de CP.D sao 

preenchidas aom apontadores inteiros que indicam, na mesma li-

nha, a numeração real da coluna em que estaria cada elemento 

não nulo da matriz [v] se esta estivesse armazenada em forma 

expandida. 

aia (9), 

Definamos neste trabalho, de acordo aom a referê~ 

"Índice de Esparsidade" como sendo a porcentagem de 

coeficientes nulos dentro da matriz, e que servirá nos exemplos 

numéricos para medir a eficiência da forma de armazenamento em 

pregada. 

5. Resolução do sistema global: 

O método escolhido para a resolução do sisbema güz. 

hal foi o Método Iterativo de Gauss-SeideZ. 

Não tivemos um motivo especial na escolha do méto 

do, mesmo porque acreditamos que isto não está entre os objetf 

vos principais do nosso trabalho. Entretanto podemos citar um 

fator que influenciou nossa escolha. t que com este método p~ 

demos manter as matrizes [D] e CP.D inalteradas, conservando 
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a esparsidade, durante o processo de resolução, o que é impor

tante para nós, já que os nossos problemas são resolvidos em 

dois passos de cálculo. 

Dentro do programa, a subrotina resolvedora do 

sistema global é denominada de GAUSE, e trata-se de uma adaJ2. 
1 O 

tação da subrotina constante em ZIENKIEWICS 

Iniciamos o processo de resolução adotando um ve

tor de partida como solução. Introduzindo este vetor de parti 

da no sistema obtemos uma solução melhorada. Assim, cada nova 

solução obtida vai sendo reintroduzida no sistema e fornecendo 

soluções cada vez melhores. Antes de cada solução ser reintro 

duzida no sistema, é multiplicada por um fator de relaxação . 

No nosso trabalho o valor utilizado para este fator, e que se 

prestou bastante bem para o processo foi 1,8. As iterações 

cessam, ou seja, a solução é considerada definitiva,quando com 

parada com a solução anterior apresenta uma diferença menor que 

uma tolerãncia previamente fixada. 

6. cálculo dos esforços ou tensões: 

6.1. Placas: 

Quando a estrutura que estamos analisando e uma 

placa, apos os dois passos de cálculo dispomos dos deslocamen

tos transversais w em todos os pontos da malha. Podemos, e~ 

tão, através da subrotina ESFOR calcular, nos mesmos pontos, 

os seguintes esforços: momentos fletores em x e em y e mo

mento de torção. 

Os momentos fletores podem ser obtidos como fun-
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çoes das derivadas segundas de w, conforme as equaçoes (II-15) 

e (II-16). As derivadas segundas 
a2 w a2 w 

e sãocalcula-
3x2 ay 2 

das, em cada ponto, como os produtos, respectivamente, da ter-

ceira e da quarta linhas da matriz dos coeficientes de deriva

das do ponto, pelos valores de w neste ponto e nos seus pon

tos de controle. 

Ou seja: 

= C(3,l,I) x WI 

com I=l,NPI 

= C(4, 1,I) x WI 

com I=l,NPI 

8 
+ ,: 

K=l 
C(3,K+l,I) x WNA(B. (I-l)+K) 

Eq. (IV-3) 

8 
+ ,: 

K=l 
C(4,K+l,I) x WNA(B. (I-l)+K) 

Eq. (IV-4) 

Os momentos de torção, de acordo com a equaçao 

(II-1?), sao 

O valor de 

calculados em função das derivadas cruzadas de 
2 a w 

axay , em cada ponto, é obtido como o produto 

w. 

da 

quinta linha da matriz dos coeficientes de derivadas do ponto, 

pelos valores de w neste ponto e nos seus pontos de controle. 

Ou seja: 
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8 
C(5,1,I} x WI + L 

K=l 
C(S,K+l,I} '!JNA(B. (I-1}+K} 

com I=1,NPI 

Eq. (IV-5) 

6. 2. Chapas: 

Na an5lise de chapas, ap6s os dois passos de o5l

culo, obtemos os valores da função de tensões $ em todos os 

pontos da malha. A partir das equações (II-251 (II-26) e 

(II-27) podemos obter as tensões rJ,rJ eT 
X y xy 

Para isto,oa!:_ 

oulamos as derivadas segundas e cruzada de $ oomo se segue: 

oom 

8 
= C(3,1,I} x $I + L C(3,K+1,I} x $NA(B.(I-l}+K} 

K=l 

I=l,NPI 

= C(4,1,I} x $I 

Eq. (IV-6) 

8 
+ L 

K=l 
C(4,K+l,I) x $NA(8.(I-l)+K} 

com I=l,NPI 

Eq. (IV-7} 
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C(5,1,I) x /PI 

oom I=l,NPI 

8 
+ í: 

K=l 
C(5,K+l,I) x IPNA(B. (I-l)+K) 

Eq. (IV-8) 
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C A P f T U L O V 

"Resultados. aonalus3es e sugest3es" 

Neste Capitulo apresentamos alguns exemplos ilus-

trativos do método. sempre que posstvel seguidos de aonalu-

s3es. e sugerimos algumas idéias que nos oaorreram ao longo 

da pesquisa. 

1, Resultados e aonalus3es: 

EXEMPLO 1: 

Iniaialmente resolvemos uma plaaa utilizando di

versas malhas regulares aom o intuito de obter algumas infor

maçoes importantes aomo a forma de aonvergênaia. o tempo de 

proaessamento e o tndiae de esparsidade. 

Caraate·rt1it·iaas da plaaa· 'anati·sada: plaaa quadrada de 

4m x 4m simplesmente apoiada nos quatro bordos, 

Módulo de Elastiaidade 

Coefiaiente de Poisson 

Espessura da Plaaa 

Carga uniformemente distributda 

= o.i 

5am 

= 800kgf/m2 

Caraatertstiaa·s das malhas empr>egad·as: devido a dupla sime 

tria resolvemos apenas um quarto da plaaa. lançando sobre es

te quarto ainao tipos de malhas aom diferentes espaçamentos . 
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A tabela (V-1) nos fornece as informações relativas aessas 

malhas 

Malha Malha Malha Malha Malha 

A E e D E 

N9 total de 9 25 36 81 121 
pontos 

N9 de pontos 4 16 25 64 100 
inte.rnos. 

N9 de pontos 

do contorno 5 9 11 17 21 
1 ' . 

Espaçamento 100 50. 4.0 .. . 2.5. 20 ( cm} 

Tab CV-1 J 

Na tabela CV-2) apresentamos os valores obtidos 

para o deslocamento transversal w e o momento fletor Mx 

no centro da placa, bem como o tempo de prócessamento e o 

indice de esparsidade para cada tipo de malha. 
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Malha Malha Malha Malha Malha 
A. B. e D E 

w {am} 3,6036 3,62?2 3,6298 3,6325, 3,6331 
. 

Mx(kgf. am ) 585, 0052 605,4913 608,2432 611,2739 613, 232? 
àni 

.. 

Tempo de pro- 20 25 29 ?5 190 
cesscunento CSJ . 

1ndice de es- 25,00 ?5,00 83, 20 92,9? 95,40 
parsidade (%1 

Valores Tif,Óricos .dados na referência C2) · Kgf. cm 
' M=613. 2400 w= 4,6332 cm àm 

, ' 
Tab. (V-2) 

Os gráficos da figura (V-1) ilustram as conver-

gências de w e M e 
X 

o crescimento do tempo de processa-

mento com o número de pontos da malha. 

Do exame dos gráficos e das tabelas podemos no-

tar que os valores de w e M 
X 

convergem de forma monotônf 

ca, tendendo para o valor teórico a medida que refinamos a 

malha. Uma observação feita durante a pesquisa 5 que o erro 

obtido no cálculo do deslocamento transversal w propaga-se 

bastante quando se realiza o cálaulo dos esforços. Portan-

to para obtermos valores preaisos dos esforços, temos que ter> 

boa preaisão em w. No presente exemplo, no proaesso itera-

tivo para o aálculo de w impusemos uma preaisão da 

de 10-6 . 

ordem 

?? 



W (cm) 

3 6 3 32 
' 

3, 6036 

M { kgf. cm/ 1 x cm 

6 1 3, 2 4 

585,00 

T( s1 

2 O O 

1 O O 

75 

25 

FIG(V-1) 
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A observação dos tempos de processamento mostra 

que o método é efiaiente neste sentido. 

Os valores dos índices de esparsidade demonstram 

que a medida que vamos tomando malhas aom maior número de po~ 

tos vamos aonseguindo uma enorme eaonomia de memória. Tome

mos aomo exemplo a malha E que apresenta um indiae de es

parsidade de 95,40%, isto signifiaa que estamos armazenando a 

matriz global do sistema numa área de 4,60% da área que gas

taríamos se a guardassemos de forma expandida. Tendo em vis 

ta, porém, que juntamente aom a matriz global montamos uma 

matriz de apontadores de igual ordem, aonalu{mos que oaupa

mos 9,20% da área de memória que gastariamos sem o uso de 

uma téaniaa de esparsidade, o que representa uma eaonomia de 

90,8% no armazenamento da matriz global do sistema. 

EXEMPLO 2: 

Neste exemplo proauramos estabeleaer uma aompara · 

çao entre o presente método e métodos já estabeleaidos, no 

que se refere ao grau de preaisão e à forma de aonvergênaia. 

Para isto, aproveitamos estudos realizados por Seráphico na 

referência (?), onde é feita aomparação entre os Métodos dos 

Elementos Finitos e das Diferenças Finitas. Seráphico obte

ve resultados numéricos em elementos finitos, utilizando ele 

mentos triangulares não aonformes, através dos programas do 

professor Alaeb{ades Vasconaelos e Strudl, e em diferenças 

finitas através de programa por ele elaborado baseado nos o

peradores de diferenças finitas aentrais transformados para 
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coordenadas obliquas. 

A seguir analisamos uma plaaa pelo presente méto

do e fazemos uma comparaçao aom os resultados obtidos por Se

ráphico. 

Caracte·rtsticas da placa analisada:placa quadrada de 

12m x 12m simplesmente apoiada nos quatro bordos. 

Módulo de Elas tia idade = 2, 1 X 10 6 tf/m2 

Coefiaiente de Poisson = o, 3 

Espessura da placa = O, 1 Om 

Carga uniformemente distribu{da = 3 tf/m2 

Os valores do deslocamento transversal w, do 

momento fletor Mx e do momento de torção M 
xy no centro 

da placa, para diversas malhas, estão dados nas tabelas 

(V-3), (V-4) e {V-5) e a seguir são ilustrados pelos gráfi

cos das figuras (V-2) (V-3], 

Nf de VALORES DE W EM .m 
MALHA " p ROF, . . PRESENTE 

N.,S AliCEBÍÂDES STRUPL §_EJIAlHJ_CO~S'IL~._.+ 

2 X 2 9 O 1124? 

4 X 4 25 O 1290? 
6 X 6 49 
8 X 8 81 

10 x10 · .. 121. o 
12 x12 · 169 

Valor teórico 
0,13119 0,1314? · ·0,13129 · O 13130 

dado na referência (2] 
w. = 0,1313.0. 

Tab. {V-3] 
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N9 de ...... .. VALORES .DE .· Mi .EM. tf.m .· 
MALHA 

.NOS. PROF STRUDL 'ERfiPHICO PRESENTE .... ALCEBÍADES. ESTUDO ; 
. . 2 .. x . 2 . . ... 9. . . . o, 67003 2, 44173 1,75500 1,75500 

.. 4 . x . 4. . 25 . . . . o, 70075 , 2,10544 1,97435 1,97442 

. 6 ."x .6 . 49 1,90402 . 2,08471. 2,02494 2,02498 

. 8 X 8 . . . 81 1,97579 . 2,07753 2, 04375 2, 04355 

1 O ·x 10. 121 2,00885. 2, 07609 2, 05264 2, 05342 

12 .X 12. 169 . 2,02728 .2,.07609. . 2, 05 71 7 . 2,05748 

Valor teórico dado na referência (2) 
·M_ = 2, 06928. 

Tab. (V-4) 

N9 .DE ....... VALORES .DE Mxy EM ti.:.!!!. 
MALHA m 

PROF: PRESENTE 
NÔS ALCEBÍADE~ STRUDL SERAPHICO ESTUDO 

2 X 2 9 -0,18037 o, 00000 0,00000 o, 00000 

4 X 4 25 -0,07083 o, 03851 0,00000 -0,00012 

6 X 6 49 -0,03106 0,01524 0,00000 -o, 00009 

8 X 8 81 -0,01721 o, 00918 0,00000 -0,00000 
10 X 10 121 -0,01095 0,00604 0,00001 '-0, 00008 

. 12. X 12 . . 169 -0,00757 o, 00425 0,00000 0,00000 

' Valor teórico dado na referên~ia (2) 

M = 0,00000 . xy ... 

Tab. (V-5) 
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A observação das tabelas e gráficos apresentados 

nos leva a afirmar que o mitodo nos ofereceu resultados de 

excelente. precisão. 

A seguir mostramos na Tabela {V-6) os tempos de 

processamento gastos para os diferentes tipos de malhas. 

TEMPO DE PROCESSAMENTO EM min. 
MALHA NÔS 

PROF. PRESENTE 
AT.('fi'RfA nrcc STRUDL SERAPHICO T.Trtmrrnri 

. 2 . . X. 2 . 9 o, 30 2, 00 O, 15 O, 28 

.4. X 4. 25 1,00 4, 3 O O, 17 O, 3 6 

.6. X. 6 49 2,80 11., 5 O o, 25 O, 51 

8. X. 8 81 4,80 21,00 0,50 1, 13 

10 X J. o 121 9,00 37,00 O, 8 3 2,33 

12 X 12 169 14, 30 61, 50 1,50 5,60 

Os tempos por nos conseguidos nao devem ser compar~ 

dos com os obtidos por Seráphico devido terem sido usados com

putadores distintos. Entretanto servem para traçarmos curvas 

que mostram a forma de crescimento do tempo de processamento 

com o número de pontos nodais. Estas curvas estão na figura 

(V-4) e nos mostram que o tempo cresceu com menor intensidade 

nos programas de diferenças finitas, sendo que o programa base 

ado no presente modelo teve maior crescimento de tempo de pro

cessamento do que o elaborado por Seráphico, devido a sua maior 

generalidade. 
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.. -·;· . : -..:=:-~ .' ~ _ _.__ · - · __. MALHA 

4X4 6 X6 axa IOX 10 12 X 12 

FIG. ( V - 4) 
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EXEMPLO 3: 

Como teraeiro exemplo apresentamos uma ahapa sub-

metida a tração e sujeita a aonaentração 

me mostra a figura (V~5J. Este problema 

de tensões, aonfor-

J abordado por 

Timoshenko na referênaia (1), onde ele determina os valo

res de a em diversos pontos da ahapa utilizando diferenças 

finitas aentrais. Resolvemos o problema aom o preeentd,m~ 

delo para aomparação de resultados. Tais 

tados de forma admensional, enaontram-se na 

resultados, tr!:!_ 

figura (V-5), 

onde ao lado de aada ponto estão dados dois valores, o 

valor superior e .dado por Timoshenko e o inferior ob·ti 

do pelo presente estudo. 

Neste problema anotamos um tempo de proaess!:!_ 

menta de 29 segundos e um Índiae de esparsidade de 

82,88%. A maior diferença de resultados foi aeraa de 

13%, deteatada no ponto 23. 



y 
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EXEMPLO 4: 

Como quarta ap liaação so luaionamos uma p laaa 

triangular para aomparaçao aom os resultados te5riaos da 

dos na referênaia (2) 

Caraater-ístiaa·s da· p·laaa · analis·ada: plaaa em forma 

de triângulo equiZâtero de 4,5m de lado simplesmente a 

poiada nos três bordos. 

M5dulo de elastiaidade 

Coefiaiente de Poisson = 0,3 

Espessura da plaaa = 5am 

Carga uniformemente distribuida = 800kgf/m2 

8:8 

Para a resolução lançamos uma malha triang!±_ 

lar aom 0,5m de espaçamento aonforme ilustra a figura 

(V-6) o que nos forneaeu um tempo de proaessamento de 

31 segundos e um Í,ndiae de esparsidade de 87,24%. 
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FIG(V-6) 
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Os resuZtados obtidos para o desZocamento ZateraZ 

e os momentos fZetores M 
X 

e 

AA, estão transcritos nas tabeZas 

My, ao Zongo da mediatriz 

CV-7), CV-8) e CV-9). 

VALORES DE w EM .cm 

Presente VaZor Erro 
Ponto Estudo Teórico Percentual 

1 O, 450 0,436 3, 2% 

2 0,881 0,829 6, 2% 

3 O, 5.7 O 0,546 4,3% 

4 o, 120 0,119 O, 9% 

TabeZa (V-7) 

' VALORES DE M EM kgf. cm 
X cm 

Ponto Presente VaZor Erro 

.. Estudo Teórico Pe.r.centuaZ 

1. 138,249 138,332 O, 06% 

2 295,032 292,499 0,86% 

3 303,062 304,166 0,36% 

. .4. 190,071 196,333 .. 4,16%. 

TabeZa (V-8) 



91 

VALORES DE M em kgf. cm 
y cm 

- 1 Presente Valo:r Erro 

1 
_Po-nto - - - - ·-- - -- ---- - -

_ JPe:r-centual Es.tudo Teó:rico 

.1 215,829_ 2.08., .330 3, 59% 

2 295,032 292, 499_ 0,86% 

3 1.2.9., 536 129,167 O, 28% 

4 -34,599 -46,666 25,90% 
-

Tabela (V-9) 

Do exame das tabelas, podemos observar um mau com 

portamento da solução próximo aos vértices da placa. 

2. Sugestões: 

Da forma como o presente modelo foi formulado ele 

pode ter aplicação a outros fenômenos de interesse, desde que 

estes fenômenos possam ser expressos em forma de equaçoes di

ferenciais até segunda ordem, e haja viabilidade na determina 

ção das condições de contorno. A Única modificação básica a 

ser feita na programação reside na montagem da matriz global 

do sistema que é feita de acordo com a forma da equação em 

questão, já que depende dos tipos de derivadas envolvidos. No 

campo do cálculo estrutural seria interessante a utilização 

do método a problemas de torção". 



Uma idaia surgida durante a pesquisa foi a cria

çao de pontos ficttcios nas malhas, que permitissem a essas 

malhas uma maior flexibilidade e facilidade de refinamento em 

áreas localizadas da peça. Tal idaia foi por nós parcialmen

te desenvoivida, não sendo ievada adiante devido a modifica

ção totai que provocaria na estrutura da programação já eZabo 

rada, mas aigumas subrotinas· chegaram a ser adaptadas a eia e 

forneceram resuitados satisfatórios. A criação de pontos fiE_ 

tlcios consistiu em podermos lançar malhas em que alguns pon

tos de controie estivessem muito distantes dos seus pontos 

centrais, ou mesmo deixassem de existir. Neste caso o pro

grama adotaria, em substituição a eles, pontos de controZefiE_ 

tlcios cujas coordenadas seriam as midias aritmaticas das co

ordenadas dos seus dois pontos de controle vizinhos, e daria 

a esses pontos uma numeração na maina iguai a zero, Dal em 

diante, sempre que ao iongo da resoiuçfi.o fosse encontrado um 

ponto de controie de numeração na maina iguai a zero, o pro

grama o trataria como um ponto fictlc.io, tomando todos os va,,

lores e contribuições referentes a ele como midjas aritmati

cas dos valores e contribuiçõe~ correspondentes aos dois pon

tos de controie vizinhos. 
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Uma extensão importante do processo aqui apresen

tado, seria ampliar a sua capacidade no sentido de resoive~ e 

quações diferenciais de ordem superior a dois. Durante a p·e!!.. 

quisa anaZisamos a perspéctiva de ampZiaçào atá quarta o:r>dem·· 

e constatamos que neste· caso seriam necesséi.rios esquemas com 

quatorze pontos de controle, o que traria um aumento de esfor 



ço aomputaaionaZ. Uma alternativa seria a elaboração de um 

funaionaZ de energia aombinado aom o Método das Diferenças Fi 

nitas. Passaríamos, então, a resolver o problema não ao • n~-

vez de sua equação diferenaiaZ e sim ao nlveZ de seu funaio-

naZ aorrespondente. Como na expressão do funaionaZ a ordem 

máxima das derivadas é a metade da ordem enaontrada na equa

ção diferenaiaZ, poderíamos aontinuar utilizando o nosso es

quema limitado até segunda ordem. 

Apliaações do Método das Diferenças Finitas aombi 

nado aom energia foram realizadas por BUSHNELL11 na resolução 

12 de aasaas e por FORSYTHE e WASON para resolver equaçoes de 

difusão utilizando malhas retangulares. Segundo PERRONE e 

KA0 8, na aombinação de uma formulação de energia aom o Método 

das Diferenças Finitas utilizando malhas irregulares, uma das 

difiauZdades reside em aomo definir preaisamente a integral 

que aompoe a expressao do funaionaZ. Aahamos que pesquisas 

neste sentido poderão abrir novos aaminhos para maiores apli 

aações do Método das Diferenças Finitas, 
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A PENDI CE 

Apresentamos a seguir as listagens de todas as 

subrotinas componentes do programa por nós elaborado para 

a obtenção de resultados numéricos. 

94 
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FlLE 
FlLE 
e 

2=CARTOES,U1iIT:READEP 
S=IMPPESS,U~JT:PRJ/il[R 
**********~+A**•**'***~******~******-+~•~*·******~******Aj** 

e 
e 
e 

·e 
e 
e 

SUBROTINA 1UE Lf OS DADOS RfFEREhTES A ESTRUTURA,A MALflA,AO 
CARREGA~EtiTO, AS CONDICOES UE CO!~TUR~O t AOS VALORES DE PAP 
TIDA E TOLERANCIAS nAs SOLUCOES POR IT[PACAU, 

***********~~·-·~**~1*****+•*·*~**t··~-~·~tÁ***~*~·~***~·l~A 
s Ul3PIJU TI !-;E LER ( T D' e p, FF, 1-/, r, p l , ,-, p e , ,, p s , ,,, l , H G, "e SP, F s p, X, y, '-', 

*CC1,CC2,PIRTJ,PART2,TOL[P\,TOLlR2,iEST,TIT) 
D F1 E ii S I O;-,; X ( 5 ') i! ) , Y C 5 O o ) , C C 1 ( 2 O !) ) , C C 2 ( 2 ,} O ) , TI T ( 2 ri ) 
e m-1!-10 r1 N L , ,,, r 
REl;D C!>!. .t) Nf: S T 

l FOPi·'A T (IS) 
IF(NEST.NE.D) GOTO 2 
STOP 

2 .r/ill TE U.:I, 3 J 
3 FORMAT(õlõ,/,25X,h2Cõ•õ),l,25X,õ•õ,b 1iX,õ•õ,/,25X,~*Õ,1X, 

*ÕCOPPf/l!F>?J~PP()GRt,:-!A OE E',Gf'hHARl~ CIVIL-AfiEA !;E t,STF,uTuF,1-5 
~,õ3ô,JX,5*t,/,2SX,5~5,60X,ÕAÕ,/,2SA,5~õ,1X,õTlTUl .. G; Al~AL1Sõ 
*,ÕE OE PLuc,,s Sl•'PLES•',f.íHF .~POI.AC<\S E DE CHt,~5,2X,Õ*0,/, 
*25X,õ*õ,o8X,õ~õ,/,25X,õ*õ,qX,õf1 AS 5Cl9 ESTADO PLtt~O DE TE!·/Gõ 
•,õOES, PELO MF.:TODO DASõ,3X,õ•õ,/,25X,õ•õ,6ílX,ô*5,/,25X,ô*e, 
•9X,õDIFERFNCAS F!NITAS5,$3X,5•õ,l,25X,~•a,60X,D*Õ,/,25K,ó~a 
•,IX,5AUTOR: MOAC!R Gf.YNE FILHQõ,35X,õ•õ,l,25x,õ~õ,b0X,B•õ, 
*'/,2SX,r;,2(Õ*Õ) 1 //) --

WRITl(l;(,qJ NEST. 
ll FUR'"1i<T(SX,3ESHUJTUPA5,1X, f2) 

00 S lV=l,3 
f~EAlJ(i·JL,i>) TIT 

t, FORNl,\T(2;:Aii) 
WRÍTF(iiT,7) T!T 

7 FOHMAT(2X,2?44) 
S C Oíi T UJ!jf: 

VIR I TE Cl'H 1 ! 2) 
12 FORMAT(?X,Q0(õ~õ),//) 

C LEITURA DOS DADOS REFERENTES A ESTRUTURA 
C INDICE DE DECISAD 

READ(Nl_,?,) 10 
8 FORMAT(I5) 

!F(ID.EQ.UJ GOTO 9 
READ(NL,Ja) E,CP,S 

10 FOR~A1(3F15.Q) 
C CALCULO D& RIGIDEZ A FLEXAO 

RF=CE•S~•3.J/Cl2.•Cl,-CP•*2.)l 
,s;RJTElfil,11) •,CF,S,RF 

11 FORMAT(?X,õMODliLO DE ELASTIC1DA0f ;6,F15.~.,.2x,õcafFICIF11õ 
•ôTE DE POISSON :õ,FtS.4,l,2X,õESPESSUFA DA PECA ~n,FJS.~,/ 
*,~X,õRIGIDEZ A FLEXAO :õ,F15.4) 

9 CO!HI'!UE 
C LEITURA DOS DADOS PEFERENTES A MALHl

0 

REAO(i~L,13) ;~,r~ 0 I,hPC,IJPR 
13 FORMAT(UI5l 



e 
e 

e 
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e 

e 
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e 

e 
e 
e 
e 
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WRITE(t1I,IU) N1 NP!,NPC 
14 FlW!,iAT(//,2><,õ,,:1.wE!W TOT/,L DE p(1!\TOS DA r:atLH.I =õ,I5,/,2X, 

*ÕNU~ERU DF PONTOS I11TfRHOS DA VAlHª :õ,I5,f,2X,õNLJl1ERO DE ô 
•õPONTOS Dü CONTORNO =õ,15,//) 

I F (;1 PS) 1 <;, 1 6, l 5 
1 5 ,m I TE C !d , 1 7) 

17 f0RMAT(12X 1 õEX1STE APPOVFITAMfNTO DE S1Mt1R1A DA PECA5 1 //l 
GO T(i \'1 

ló r~RITECr:T,1'.') 
18 FOPMAT(12X,õ010 EXISTE APRUVEITA~ENTO DE. SIMETRIA DA PEC;õ 

*,li) 
19 COi'lTINvf. 

20 

?.2 
21 

23 
24 

25 

DADOS ílEFERE~TES A GERACAO AUTOMATl(A DA MALHA NO TRECHO tM 
· QUE ESTA POS51 SER REGliLAR 

P E A O Cf i l. , 2 o ) : li , f; G , : , E S P , E S P 

FOPMAT(JIS,FIS,7) 
IF(NG.E~.~l GO 10 21 
REA~(NL,22) X('Jl),Y(~l) 
FOR '·i A T ( .? FI 5 • 7 ) 
COl·!T l NUE 
LEl TURA. CAS CO•)RD(í.iADAS OOS PONTOS DA VALHA ,,J!J TRECHO H<r't 
GULAR E NO CONTORNO 
DO 23 JC:•··iG+l,,: 
READ(IJL,24) ,J,X(Jl,Y(J) 
FORMAT(IS,?F\5.7) 
LEITURA DO (ARREGA~ENTíl OU FORCA D~ ~ASSA 
REAO('JL,23) O 
FORMAT(Fl':i.ll) 
IF(Iü) ?tu?:7,2'..~ 

2~ ~RITEl~:I,?~l Q 

28 FOR~AT(2X,~CARREGAHENTO :õ,FI0.4) 
GOTO 3ú 

21 
29 
30 

31 

v;RITEU,I,29) fí 
FORMAT(2X,õF0~CA DE MASSA =õ,FJn,u) 
co1,;T INUE 
LEITURA DAS CUNOICOES DE CONTORNO 
JF(ID) 31,:!-2,31 
00 33 I=t,;IJPC 
·cc11n::o. 

3 3 CC2ClJ=n. 

32 
311 
35 

36 

Gü TO 35 
R E A o e tlL , 3 4 J e J. e e 1 e ,J J , e e 2 e J l , ,r = 1 , rwc l 
FORMAT(IS,2F15.Q) 
COfiT!NliF 
LEITURA DOS VALORES PE PARTIDA E DAS TOLERANCJAS PARA AS 
S0LUC0ES POR JTERACAO. 
READ(NL,36) PIRTl,PAPT2,TOLEP1,TOLER2 
FORMAT(~Fl5, 7) 

RETURN 

SUBROTINA QUE GERA AUTO~ATICAME~TE AS COORDE~ADAS DOS PO~ 
TOS DA MAL.HA NO TílECHO EM G!UE [5111 !iALHI• POSSA SE.R REGULAR. 
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e 
e *•*******·~·~·*·••••••***·*~~~•*******~~~*****~*•·*••*·*·~*~ 

SUBRQUTlhE GE~A(Nl,NG,NESª,ESP,X,Y) 
DIMEIJSION X(Sno),Y(SHQ) 
CO"i'!UN NL, f·1J 

IF(NG.EO.~) GOTO 702 
70 l COiiT!NUi'. 

DfJ 70 11 J::?·.Jl ,fll +NESPel 
XCitll:X(I)+fSP 

71)') Y(ltl):Y(l) 

IF(Nl.GT,~G-~ESP) GOTO 702 
xc:~t)=X(N1-i~ESP-1) 
Y(Nl)=Y(~leN[SP-ll+ESP 
GO TO 7<.'l 

702 Cúf;f!NUE 
é:ETUfiN 
END 

( *****~~~***~~*l***~*A~*******•**'~•••••*****~**********•A~* 
e 
C SUBROTINA OUE ESCOLHE OS OITO PO~TOS D[ CONTROLE DF CADA 
C UM DüS PO~TOS !NTE~NOS DA MALHA, 
e 
C **************+~*~j,t~~****•~~****t**~A~~+~••·*~****~**~*~~~ 

SUBROUTI\E CATAR(N,NrJ,NP~,x.Y,XP,YP,NA,DlST,DORD) 
D I!-11:" i·! S l 'J 11 X ( 5 ,\ ,)) , Y ( 5 ú O ) , XP ( 4 ~ O e, ) , Y P ( q O Q v) ,;., A ( 4 u fi (.) , C l S T ( 

.... * 5 ()1) ) , i) () p [1 ( 5 !) (' ) 
COí"·l:-~DN ~JL,r-J[ 

C ESCOLHA on 1 P0,ro PROXJMO DE CADA i~o~ro DA ~!ALHA 
C MO~TAGEM DO VETOR DE DISTANCIAS POSS!VEIS 

DO 4(,0 I=l,l·;PI 
DO 4ú1 J:1,,'; 
DIST(.J):(;, 
DOFO ( J) :1), 

IF(J,EQ,JJ GOTO 401 
co:·.;TJNUE 
IF(X(J),LE.XCI)J GOTO qp1 
COUTH,UE 
CA:o. 
CA:CY(J)~Y(IJ)/[X(JJ•XCI)) 
IF(CA.Lf,-J.41D2) GO 10 401 
CONTINUE 
JF(CA,GE,0,41J2) GOTO 401 
COíH HHJf 
DJST(JJ:SQRTC(XCJJ•X(Il)**2,t(Y(JJ-Y(I1)•*2,J 
DORO(Jl=liIST(JJ 

4íl1 COtHPJIJE 
C ORDEHACAO CRESCENTE DO VETOR DORO(J) 

402 Il::O 
JJ:f) 

403 JJ::JJ+l 
IF(ODR~(JJJ,LE,OORD(JJ+l)) GOTO 404 · 
T Ef.1P l ::: D n R D ( J J) 
DORD(JJJ:DORD(JJtl) 



DORD(JJ+l ):TEe'Pl 
II=! 

qnd IF(JJ.LT.•1-1) GOTO an3 
IF(I[.r,E.ll) r.o TO 1;02 

C ESCOLHA. D4 llISTM,CI4 "lU!'-1,\ :JA.0 iiULA 
[! O l/0 5 T K: l , ,.: 
IF(0DRD(IK))qn6,4D5,4Db 

Qil5 CONT l'··iUF: 
406 DMINl=D0RD(IKJ 

C COf1Pt,P4CA0 1:>iTP.E: DlST (.J) E DM[,,Jl 
CO 1{07 KI:l,tJ 

· IF(OM!N1-D[ST(KT))407,408,407 
1.,07 COtHPJtJE 
4{}3 CONT Jh1UF. 

XP(B*(I-1)+1):X(Kl) 
YP(8*(I-l)ill=YCKI) 
NA e s" cr-1 1 + 1 > =•; 1 
IFC~PSJ s0n,a1,o,sou 

500 !F(X(J)J 400,409,~DO 
il•J9 COfiTF!UE 

XP(8*(I-1)~3)=-X(KI) 
YP(R•(I-1)+3):Y(K!) 
NA ( 8 * ( l • 1 ) t 3 J =K l 

4/lfl CONTiriUE 
ESCOLHA.DO 2 P0r•JO PTOXIMQ DE C4DA PO~TO DA MALHA 
MOilTAG[M l)Q VfTOR f;f DISTA\Ç!AS POSSIVF:IS 
D O 4 li' J : t , '• P I 
DO '111 J:1,1, 
DIST(JJ:u. 
[l(W!J(J):,'. 

IFCJ.EQ.l) GO 10 411 
CO!H 1 Nl!E 
IF(Y(J).LE,Y(I)) GOTO 411 
C O!·; TI r,ul': 
CUIDADO PARA FV!TAR DIVISAO POR ZERO ~íl CALCULO DO COE
FICIENTE ANGULAR, 
CA:O. 
IF(A5S(X(JJ•X(1JJ.GT.0,1•(Y(JJ-Y(ll)l GO 10 QJ2 
(11:10. 
GOTO ~13 

Gl2 Ct=(YCJ)~Y(IJJ/(X(J)-X(l)) 
GOTO LJ\3 

l.i13 corHINUf. 
IF(CA.LE.2.QIQ2) Gü TO aia 
COiHINL!E 
GOTO L!IS 

414 co,nr,,juE 
IF(CA.GT.-2,ü!Q2) GOTO 411 
GOTO iJ15 

Ql5 CONTI1,UE 
DJSTCJ):5RRT(CX(J)-XCI)J••2.•CY(J)-Y(I))~~2.J 
[)Ol<D C J) :D IS T (.J) 

41 l COUTINUE 
O~OENACAO CRESCENTE DO VETOR DORC(J) 
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e 

lllb II:n 
JJ:G 

417 JJ:JJ,tJ 

li 11,\ 

4 1 'I 
420 

ll21 
422 

IF(DORD(JJ).LE,OORD(JJ+!JJ Gíl TO Gl8 
T f' ,.\ P 2: C: O R D ( J J ) 
DORO(JJ):DGRíl(JJ+I) 
D0RD(JJ+ll=TEMP2 
II=! 
]F(JJ.LT,~-1) GOTO 417 
IF(II.NE.•1) GOTO 4lb 
ESCOLHA DA DISTANCIA M!NJMA NAO GULA 
D O i! 1 'l J I( = 1 , t! 
!F(CORD(IK)) 420,419,420 
CO!-if INUF. 
DMIN2:f}ORD(IK) 
CONPARACAO EiiTRE DISTCJ) F D~l~2 
DO ü2t KI=l ,;, 
JF(DPIIN?-OIST(KI)) 421,ll22,421. 
co:HJNUE 
COliT lNUE 
XP(ô*(I-1)+2):X(KI) 
YP(~*(T•IJ+?):Y(Kll 
NA(8•(1~1l+?):KJ 
IF(rlPS) 50!,lll<J,SOJ 

501 IFCY(IJJ a1n,u23,a1·n 
a23 e orn HJUF 

XP(S•(I-l)+a):x(KI) 
Y P ( H * ( I -1 l + ,1 l : - Y ( K l l 
r; A ( 11 * ( I • ! J t -~ l : i< 1 

410 couTr:;uf' 
C ESCOLHA DO 3 PONTO PROXIMO DE (ADA PONTO DA MaLHA 
C ~ONTAGfM 00 VETOR OE DISTANCIAS POSSIVEIS 

DO 42il 1=1, :,PI 
IF(IIPS) 425,il26,4?5 

425 JF(X(I)) ü26,424,U2b 
420 CONTINUE 

DO 427 J:!,N 
OIST(J):). 
DOHO(J):C. 
IF(J,EO.Il Go TO 427 
corn r ~1u1: 
IF(X{J).GE.X(Ill GOTO 427 
CONTINUE 
CA::ú, 
CA:(Y(JJ-Y(I))/(XCJJ~X(J)J 
IF(CA.LT.•G.ül42l GOTO 427 
CONTINUE 
IF(CA,GT.n,a1a2J GO TU 427 
corn rr~uF. 
DJST(J):SQPT(CX(J)-X(Il)•*2,+(YCJ)-Y(I)J••2,) 
DOR[l(JJ=D!ST(J) 

4?.7 CO!'!l UIUE 
C OHDENAtAO CRESCENTE DO VETOR OORO(J) 

42-5 II=o 
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e 

e 

JJ:() 
ll?9 JJ:JJ+l 

430 

431 
4 32 

.:;33 
434 

IF(OORD(JJJ.LE.DORDCJJ•l)l GO 10 450 
TE MP 3:i;Ok[l ( J J) 
DORO(JJ):OURD(JJ+l) 
DORO(J,lt\ ):TfYP3 
II:\ 
IF(JJ.LT.N-1) GO TC 429 
IF(Il.NE.~) GO_TO 428 
ESCULHA DA DISTANCIA MJNJMA NAO NULA 
00 <l31 IK=1,N 
IFCDORD(IK)) ll32,431,a32 
cor-J TI NlJE 
!)MlN3:DQRD(lK) 
C Ot·1PAR AC AO E iJTRE D l S T C J) F. 0i',·lf-i3 
DO a33 KI:t,!,i 

· !F(D,qf,3•0ISTC!l l)) ll33,ll3ti,ü33 
conrrr.uE 
COtJTHJUE 
XP(8*CI~ll+3)=XCKI) 
YP(H•CI•1)+3)=YCKI) 
NA('l*Cl•1 )+3):KI 

ll24 co:HHJUE 
C ESCOLHA OU 4 PO~TO PROXl~O DE CAGA PONTU ·DA NALMA 
C MONTAGE~ DO VETOR DE DIST~NCIAS PBSSIVE!S 

[)0 435 t=l,~•F! 
IF(~PS) 43u,437,436 

43i IF(Y(I)l 437,035,a37 
1.37 COi'iTIIJUE 

D0ü31JJ:t,r, 
D!STCJ)=v. 
DURDCJ)=l:, 
IFCJ.EO.Il GOTO 438 
cornINUE 
IFCY(J).GE.Y(l)I GOTO a39 
corn1;1uE 
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C CUID~DO PARA EVITAR DIVISAO POR ZENO NO CALCULO DO COE-
C FICIENTE M/GULA.J,. 

CA:n. 
lF(AOS(x(J)-X(I)).GT.n.t•ABS(Y(J)•Y(I))l GOTO 439 
c,,::10. 
GO TU 1-1<1 O 

439 cA:(Y(J)-Y(I))/(X(J)~X(l)) 
GO TO 1,40 

44[: CO!HlNUE 
IF(CA.LE,2,q]42) GOTO 4ql 
cor-n p;uE 
GOTO 41J2 

t,41 CUrJTINUE 
IF(CA.GT.-2.4!42) GOTO 436 
GOTO ll42 

4'•2 COtHINUE 
DIST(J)=SQRT((XCJ)-X(I)l••2.+CY(J)-Y(l))••2,) 
DOPD(J):OJST(J) 



4 38 CONT IrllJE 
C ORDENACAO CRESCENTE DO VETOR DORD(JJ 

e 

e 

4ll3 II:O 
J,1:0 

li li i~ J J = J J + ! 

4ll5 

4lló 
qq7 

u a .<1 
449 

IF(DOHD(JJ).LE.OORD(JJ+l)J GOTO aas 
TEI-W:J:i)ORD ( JJ J 
DORD(JJ):COAD(JJ+J) 
DüRD(J,lt! ):T[i'1P4 

II= l 
IF(JJ.LT.N-1) to TO qqq 
IFCII.~E,J) GOTO 4q3 
E5COLHA DA DlSTArJCIA M!l~JvtA NAO ;,,IJLA 
DO lillo !K=l, ri 
IF(DORO(IKJJ Qq7,446,447 
c:oun Nur:: 

. DMHJ4:D0R!) ( u; 1 
COHPARACAO ENTRE DIST(J) f:: OMINQ 
DO llill:I K I: l, !,: 
lF(DHfNü-DIST(KI)) qqn,uqq,aqe 
CONT I M.:E 
co,n HHJE 
XP(r,*(I-!Jt4):X(KIJ 
YP(él*(l"I JtilJ:Y(KI) 
!, A, (/< * ( I ~ 1 ) HI J : K I 

435 CfüH I NUE 
C ESCOLHA DO 5 ºONTO PRnxr~n DE CACA PONTO !)l ~ALHA 
C 11,QíHAGI:" [10 ,'ETOR OI: DISTAl!CIAS FOSSIVEIS 

DO 11511 J:1,f,Pl 
DO ll51 J::1, q 
DISTCJJ:c, 
D0f,D(JJ:0, 
IF(J,fQ,lJ GOTO 451 
CürHPWE 
IF(X(J),LE,XCI)) GOTO q51 
COi'JT!UUf. 
JF(Y(J),LE,Y(I)) GOTO 45J 
CONT Ii,UE 
CA:O, 
CA:(Y(JJ-Y(I)J/(XCJJ-X(l)l 
IF(CA,LT.3,Q142J GOTO 451. 
corn rr,uE 
!F(CA,GT,2,QIQ2) GOTO ~51 
CONTINUE . 
D!ST(J):SQRT((X(J)-X(!)l•*2,t(Y(J)•Y(l))*•~.J 
DORD(J)::[;JSl CJJ 

451 corH INUF. 
C ORDfNACAO CRESCENTE DO VETOR DORDIJJ 

452 II:I) 
JJ::0 

1153 JJ:JJ+l 
IF(DORD(JJ),LE,DORD(JJ+!)) GOTO asq 
TH,PS:('ORD ( JJ) 
D0RD(JJJ=DORD(JJ+l) 
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D0RD(JJ+1):TEHP5 
II =1 

454 IF{JJ,LT,N-!) GOTO 453 
IF(Il,NE,!1) GOTO 452 

C ESCOLH~ DA DISTANCIA MINJMA tlAO ~ULA 
DO a55 I K: 1 ,-~~ 
If(OORD(!K)) as&,45S,ü5ó 

1155 co;n I NUE 
as0 OM]~S=DORD(IK) 

C CONPAHACAO E~TRE DJST(Jl E DMIN5 
· D o as 7 1q = 1 , :, 

IF(DMlkS•DIST(Kl)) q57,a58,a57 
a57 COUTI~ll'l 
1158 COUTINL'F 

XP(B•Cl-!)+5):X(Kl) 
YP(8*(1-l)t5):YCKI) 
NA(R*(l-1)+5)::KI 
lf(NPS) 502,450,502 

502 IF(Y(!),NE,íl) GU TO q59 
XP(B*CI-1)+8):X(KI) 
YP(B•(I•l)+RJ:-Y(Kl) 
NA(!:h(I-lltRl:KI 
IF(X(I).~E.OJ cn TO 459 
XP(8*(1•1)+7l=•X(Kl) 
YP(8*(l•l)t7):•Y(Kl) 

. MA(tl .. (J•l )+7J=KI 
GOTO 45Q 

q5<1 CüiHJ:',UE 
IF(X(IJ.NE,QJ GOTO 450 
XP(8*(I•1)+ó)=~xcKI) 
YP(8•CI-1Jtó):Y(Kl) 
NA(A*(l-l l+ó):KI 
GOTO ü5C 

450 COí.Tl'<UE 
C ESCOLHA DO 6 PONTO PROXIMO DE CAílA PONTO DA MALHA 

. C r·10fHAG[M DO VETOR [)l D1ST4f:C!AS POSSIVEIS 
D O 116 ti I :: ! , N P I 
If(NPS) ab1,ü62 1 Q61 

461 IF(X(ll) 4o2,4b0,462 
4ó2 CO!H I NUF. 

DO 4o3 ,1::1, N 
DIST(,J):(!, 
DORD(JJ:v, 
IF(J,EO,Il GU TO ljé,3 
CONTHJUE 
IF(X(J),GE,X(I)l GOTO 463 
CONTl!WE 
IF(Y(J),LE,Y(l)) GOTO G63 
CO!H HJUf. 
CA:o, 
(A:(Y(J)•Y(l))/(X(J)•X(l)) 
IFCCA,GT,-~,lllü2) GOTO ~63 
CO'Hl'JUE 
IF(CA,LT,•?,4142) GOTO qé,3 
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corJT I NUE 
DIST(J):SQRf((X(Jl-X(I))**2,+CY(J)-Y(l)l••2,) 
DOl~D(J):DIST(J) 

1.163 COf!T HWE 
C OR(lf.f!ACAO C~TSCfUTE DO VETOR DORu(JJ 

4b~ Il:fl 
JJ:n 

Ll65 JJ:JJtl 
IF(OORD(JJJ,LE,DORO(JJ+IJJ Gü TO 4bb 
TEMP6:[,0RD(JJ) 
DORD(J,T):DQFO(JJ+t) 
D0PD(JJtl):TE0P6 
II=! 

Ll66 IF(JJ,LT,N-1) GOTO 465 
IFCII,NE.0) GOTO 464 

C ESCOLHA DA OISTA~CIA MINl~A NAO NULA 
. DO 467 IK=J,;, 
1F(OORD(l~ll n&8,1.167,468 

4b7 COt!TlNUE 
468 D~IN6:DORDCIK) 

C (OHPARf,C~O EtiTl<E OIST(J) F OHINb 
DO 469 Kl:1, r.1 

e 
e 

469 
47v 

5 " • . .) 

472 
Lj 7 li 
473 

lf(Di\li:6-f)[ST(KI)) IJ69,470,~ó9 
COHT!NUE 
C(HH INUE 
XP(8*(l-l)to):X(KI) 
YP(B*(I-l)tn)=Y[K]) 
NA(ll•(I~l)to):KI 
JF(NPS) 503,~6D,5D3 
IF(Y(l),NE,n) GOTO Ll6D 
]F(X(T),[Q,O) GOTO 460 
XP(8*(l-1)+7J=X(Kl) 
YP(8•(I-ll+7):-Y(Kj) 
NA ( 8 * ( I-1 ) t 7) :~.1 
GOTO IJ6~ 
C (HH I NUE 
ESCOLHA DO 7 PONTO PROXI~O DE CADA PONTO DA 
!WNTAGEM DO Vi:TOfi DE OISTAt,:CIAS POSSIVEIS 
D0IJ71 I=l,NPI 
IF(NPS) 472,•173,472 
IF(X(Ill 47a,a11,q7q 
JF(Y(I)l 473,471,073 
cor,1 n,u1: 
00 475 J::J,N 
DIST(J):::O, 
DOíW(J):0, 
IF(J,EQ,Il GOTO 475 
cm; T HJUE 
IF(X(J),G(,X(I)l GOTO 475 
CO!iTINUE 
IF(Y(J),GE,Y(I)) GOTO 475 
CONT I 1,UE 
CA=o, 
CA:(Y(J)•Y(IJ)/(XCJ)-X(l)J 
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IF(CA,LT,n,4J421 GOTO a75 
CONTINUE 
IF(CA,GT,?,4142) GOTO 475 
COí'iTHJUE 
DIST(J):SQRT(CXCJI-X(1J)••2,t(Y(J)-Y(ll)~•2,) 
DORO(J)::C-ISTCJ) 

a 15 co:n !'!UE 
C ORDENACAO CRESCENTE DO VETOR DOPDCJ) 

c 

c 

476 JJ::O 
JJ=o 

ll77 JJ:JJ+l 

478 

4 7 'I 
ll 60 

IF(DtlRD(JJ),LE,OORD(JJtl)J GOTO A7R 
T E;,Jp 7 :::{)ORO ( J J 1 
DORD(JJ)::;DORD(JJtl) 
C,ORD(JJ+l ):T[i-1P7 
I I:: 1 
IF(JJ,LT,N•IJ GOTO 477 
JF (TI ,l:F,n) GO. TO Ll7b 
ESCOLHA DI DISTA~CJA ~l~JMA NAO NULA 
DO 4 7 <J p,: 1 , r1 
IF(DURD(lK)) 4Bn,a7q,450 
cor:T 1 Nuf:. 
oMIN7=00RD(lK) . 
COHPARACAO E~TRE DJST(J) E DMIN7 
DO <Wl 1q:::J ,;i 
IF(DMI117•DIST(Kl)l 4B!,482,48t 

1181 cc,rnrr,,L;E 
4/\2 COUTlNUE 

XP(8•CI•1)t7):::X(KI) 
YP(R•(l•l)t7)::Y(Kl) 
NA(8*CI-! )t7):KI 

47!. CONTl!,UE 
C ESCOLHA DO 8 PONTO PROXIMO DE CACA PONTO DA ~ALHA 
C MONTAGEM DO VETOR DE D!STANC!AS POSSIVEIS 

DO 1183 I:t,NPT 
IF(NPS) QA4,485,Q84 

Q84 IF(Y(I)l üRS,DB:S,485 
. Ili.IS CO!HP.IUE 

DO 4/:,h J: 1, N 
llTST(J):0,· 
DORD(J):(,, 
IF(J,[Q,l) GOTO 486 
CO!H I rHJE 
lF(X(J),LE,X(l)) GOTO 41.16 
COrHIHUF 
IF(Y(J),GE,YCJ)) GO TU 4f6 
COiHH,UE 
CA=O, 

. CA:(Y(J)•Y(I))/CXCJJ-XCl)) 
IF(CA.GT,•0,4142) GOTO 4!6 
COíH IHUE 
IF(CA~LT,•2,4142) GOTO aR6 
CONTINUE 
DIST(Jl=SQPJ((X(J)-X(l)J••?,+(Y(J)-Y(l)J••2,) 
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DORD(J):DJST(J) 
Q"ló COtJT!NUE 

C ORDEHACAü CRESCENTE DO VETOR DORD(J) 

e 

e 

IPH Jl::() 
JJ:O 

(11:\8 JJ:JJ+J 

qp,q 

490 
491 

4 '12 
Q93 

IF(OüRD(JJ),LE.DORD(JJtl)) GOTO llH9 
TErw~=GílRLl (JJ) 
DORO(JJ):DORIJ(JJtl) 
DORD(JJ+! J:TEHPo 
II:: 1 
JF(JJ.LT.N•I) GOTO ll88 
IF(II.liE 0 J) GOTO 487 
ESCOLHA DA OISTAIJCIA HIN[MA NAO UULA 
DO 49,1 lK=l,U 
IF(DORD(JK)) a9J,a90,a9t 
CO!ITINUE 
J)MJtH\:DORD( IK) 
COMPAPACAO ENTRE DIST(J) E DMINH 
DO t;9?. .t<I='l ,« 
IF(Oll!t!fl•DIST (Kl)) 492,ll93,IJ92 
co;n HiuF.. 
CO!H lNUE 
XP(R*(Í•!)tR):X(KI) 
YP(l:l*(I•l)+8):Y(Kl) 
NA e 'l* e r-1 J t'> J :r. r 
IF(NPS) 504,4R3,5n4 

504 IF(~(l).nE.·)) GOTO !Jt<3 
JF(YII).ELl.0) GOTO 483 
XP(8•(J-1l+7)=•X(KI) 
YP(R•(I~l)t7J:Y(KIJ 
NA(tl*(I•l )+7):KI 
GO TO iH\3 

QR3 COt!TINUE 
RETURN 
END 
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C .t*********•********~~***~***W***•****~A~4***••*****+***~A*~ 
e 
e SUBROTINA OUE MONTA o VETOR OE CARGAS SOBRE CADA PnNTO UA 
C MALHA. 
e 
e *************************~******~*****~*•~~********+*****~~ 

SUBR0UTI~E CARGA(NPI,B,O,Iü) 
DlMENSJOr, B(Soü) 
COMMON ML,f.!l 

C ZfRAGE~ DO VETOR DE CARGAS 
OU óOO J:1,r,PJ 

i,011 f:l(Il=O. 
IF(ID) óQ2,&D3,602 

602 corn r NUE 
DO t,06 I=l, NPI 

b!'.'l, !:l(IJ=Q 
GOTO bQ3 

603 CONTINUE 



RETURN 
END 
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e **********~*~*******t****~*·*~****'**+~•**·~~•••j·******~*~* 
c 
C SU8POTINA QUE MONTA AS MATRIZES DE CONTROLE Al,A2,A3,A4 PA 
C RA CADA UM DOS PONTOS INTfRNOS DA ~ALHA 
c 
C ************•A**~**'~****•**********~~•*-·~*****~******'~** 

SUBHOUTINE ~ACON(NP1,X,Y,XP,YP,A!,A2,A3,Aij) 
DIMENSIO•, X(5DO),Y(50~J,XP(GOOO),YP(UD00),A1(5,5,501i),A2(5, 

•5,5ll0),A315,5,5DO),A4(5,5,5DO) 
COM;i.10N NL, f\i I 

C ZERAGEH DAS MATRIZES Al,A2,A3,A4 
(1060lJ::1,5 
DO 60 KK:1,5 
DO 60 JJ::t ,50" 
AI (11,KK,,TJ):o. 
A2CII,KK,JJJ=o. 
A 3 C l I , K K, J J l :: l' • 

60 A4(I1,KK,JJ):O, 
C MONTAGEM DAS MATRIZES AI 

DO 61 JJ:t ,NPI 
AI ( 1, t ,.JJ):XP(8•JJ•7J•X(JJ) 
AI (2, 1,JJ):XP(H*JJ•6)•X(jJ) 
A1(3,1,JJ):XP(8•JJ•5)•X(JJJ 
Al(4,1,JJ):XD(H*JJ•4)•X(JJ) 
Al(5,t,JJ):XP(R•JJ-3J•X{JJ) 
Al(t,2,JJJ:YPl8•JJ•7)•Y(JJJ 
AIC2,2,JJJ:YP(6•JJ-6J•Y(JJ) 
AIC3,2,JJJ:YP(H•JJ-5)-Y(JJJ 
At {lJ,2,JJ):Y!'(n*JJ•Q)•Y(J.J) 
A1(5,2,JJ):YP(B•JJ-3J-Y(JJJ 
A 1 { 1 , 3 , J J ) : A l ( l , 1 , J J ) • A. 1 ( l , 1 , J J J / 2 • 
AI C 2, 3, J J J = A l C 2, 1 , J J J * .'\ l ( 2, 1. , J J l / 2 • 
AI (3,1,JJ):,\1 (3, 1,JJJ•/'1 (3, l,JJJ/2, 
A 1 ( lJ , 3, J J ) = ô ! ( LI , 1 , J ,J ) * A 1 ( 4 , 1 , J J ) / 2 • 
AIC5,3,JJJ:A1(5,l,JJJ•Al(5,l,JJJ/2. 
AICl,4,JJJ:A1(1,2,JJ)•Al(l,2,JJJ/2. 
A1(2,a,JJJ=AlC2,2,JJ)*Al(?,2,JJ)/?. 
A 1 ( 3, 4, J J l : t. l ( 3, 2, J J l • A 1 C 3, 2, J J J / 2 , 
A 1 ( !l , li , J J ) : 4 1 (!! , 2 , J J J * A 1 ( ;; , 2 , J ,J ) / ;> , 
A 1 ( 5, il, J J ) : A 1 ( 5, 2, J J ) • 41 ( 5, 2, J J) / 2 • 
A l ( 1 , 5 , .J J ) : A 1 ( l , 1 , J ,1 l • .A I C l , 2 , J J J 
AI (2,5,JJ)=A.1 (2;1,JJJ•AI (2,2,JJJ 
AI (3,5,JJJ:AJ (3, 1,JJJ•Al (3,2,JJ) 
!d ( li , 5 , ,JJ J : A. J ( :.1 , 1 , J J J • A. 1 ( u , 'i: , J J l 

61 Al (5,5,.JJJ:J\J (5, 1,JJ)•i.1 (5,2,JJ) 
C MONTAGEM D~S QUATRO PRIMEIRAS LINHAS DAS MATRIZES A2,A3,All 

00 62 JJ:1,1·JPI 
DO 62 KK=l,5 
DOó?.lI=l,4 
A2(Il,KK,JJJ=Al(II,KK,JJ) 
A3(I!,KK,JJJ:=Al(ll,KK,JJ) 

62 AlJ(ll,KK,JJ):tl(II,KK,JJ) 



C MONTAGEM DA ílUINTA LINHA DAS MATRilES A2,a3,A4 
DO 63 JJ:1,NPI 
A2(5,t,JJJ:XFCB•JJ•?l-XIJJ) 
A2(5,2,JJ):YP(B*JJ-?)•Y(JJ) 
A2(5,3,JJ):A2(5,1,JJ)•42(5,1,JJ)/2. 
A2(5,~,JJJ:A215,2,JJ)•A2(S,2,JJJ/2, 
A2(5,5,JJ):A2(5,1,JJ)•A?(5,2 1 JJ) 
A3(5,J 1 JJ):XP(taJJ-1)•X(JJ) 
A3(5,2,JJ):YP(f•JJ-1)•Y(JJ) 
A3(5,3,JJJ:!J(5,1,JJ)*A315,t,JJ)/2, 
A3(5,Q,JJ):A3(5,2,JJ)~A3(5,?,JJ)/2, 
A3(5,5,JJJ:A3(5,l,JJJ•A3(5 1 2,JJ) 
A4(5,1,JJ)=XP!t•JJ)-X(JJ) 
A4(5 1 ?.,JJ):YF(f•JJ)•Y(JJ) 
AU(S,3,JJ)=~a(5,1,JJ)*A4(5,1,JJ)/2. 
A4(5,4,JJJ:Aa(5,2,JJ)•A4(5,2,jJJ/?., 

63 A4(5,S,JJ):AU(5,1,JJ)•A4(S,2,JJ) 
RETURN 
END 
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C **********•*~********~****************Ak**~~~*~***+****~*** 
e 
C SUHROTINA QUE INVERTE AS MATRIZES DE CONTROLE DE CADA PU~TO 
C INTERNO DA ~ALf14,AR~AZENAND0 AS I~VEPSAS ~AS MESMAS AREAS 
C DAS ORIGINAIS, E UTILIZADA A TEC~lCA DE PARTICAU APROVEITA•: 
C DO O FATO DE SE~fM IGUAIS AS AUATRO PWI~[JQAS LINHfrS DAS 
C MATRIZES DE CO~TROLE DE CADA PONTO. 
e 
C **~**++•~**********~****+*****~****A~*A*~*iA**********~**~* 

SUBROUTINE 1~vc;1p1,a1,A?,•J,AU) 
DIME~S]ON a1cs,s,sonJ,42(5,5,50D),A3(5,5,50nJ,A4(5,5,500), 

*G(5J,H(5) 
COMMOrJ NL,tJJ 

C INVERSAO DAS SURMATRIZES (GX4) COMU~S AS OUATRO MATRIZFS 
C DE CONTROLE DE CADA PONTO, 

Nl:4 
DO 79 Jl:l,NPJ 
NN:NJ.-1 
AI (1 1 1,Jt):1 .IA1(1,1,Jll 
DO 80 M:1,NN 
K:M+l 
DO 81 I=t,M 
G(I)=O. 
DO 81 J:t,M 

81 GCIJ:G(IJ+Al(I,J,Jl)*Al(J,K,JIJ 
D=C. 
DO 82 I=l,M 

82 D=D+A1(K,I,Jl)*G(I) 
E=A1(K,~,Jt)~D 
AlCK,K,J]):t,/E 
DO 83 J:1,M 

83 Al(I,K,J!):-G(Il*Al(K,K,JI) 
DO 84 J:t,M 
H(Jl=D. 
DO 84 I=t,v 



ea H(J):H(J)•Al(~,I,J1)•AICI,J,JI) 
00 élb J: 1, ,_, 

86 Al(K,J,Jl)=•H(J)•Al(K,K,Jt) 
DO FIO- I=l,'1 
DO 1:10 J=t,'·' 

R O A 1 (I , J, J t ) : 1q ( I , J, J 1 ) • G ( I) * A t ( K, J, ,J 1 ) 
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C APROVEITAMENTO OA PAHTE CO~UM· ENTRE AS ~ATRIZES DE -CONTROLE 
C DE CAOA PO~TO INTERNO DA MALHA 

DO bll I=l,4 
DO 68 J:1,;; 
A?(I,J,JtJ:Al(I,J,J1) 
A3(J,J,JJ):AJ(l,J,JI) 

68 A4(J,J,J!l:aJ(I,J,Jll 
e COMPLf.YENTACio DA li'JVERSt,O DAS MAT>l!ZES DE, CONTROLE 

DOW,I=!,4 
G(IJ:a. 
DO -'l5 J:t, .'.l 

85 G(JJ:G(J)+AICI,J,Jt)*AICJ,5,JI) 
ü:O. 
fJO 87 I=t,11 

87 D=ll+A1(5,I,J!)tG(I) 
E=Al ('i,5,JIJ•O 
AI cs,5,J! )=1.I[ 
DO flll I=!, ~ 

88 A1(I,5,J!J=•GCIJ•Al(5,5,J1) 
DO 89 ,J::!,ü 
fi(J)=•,. 
·DO H9 1-::1,4 

89 H(JJ:H(J)+~t(5,I,JIJ•Al(I,J,JI) 
DO 9(' J:l,'i 

9" Al (5,J,-11 )::•;-qJJ•~-l {5,5, JI) 
DD91 l=l,a 
DO 9! ,J=l,ü 

91 AlCl,J,JlJ=A!CI,J,Jl)•G(I)*Al(5,J,JIJ 
D0'12I=l,4 
GCll:íJ. 
DO 92 J:J,4 

92 G([J:G(l)+A2(I,J,Jl)•A2CJ,5,Jl) 
D=O. 
DO 93 I:1,4 

q3 D=D+A?.(5,I,Jl)*r.(IJ 
E=A2(5,5,J1J-O 
A2C5,5,J!)=I.IE 
DO q11 I=l ,ü 

qq A2(1,5,J\J:•G(I)*A2(5,5,J1) 
DO 95 J=l,4 
H(JJ=o. 
DO 95 1=1,4 

95 HCJ)=H(J)+~2(S,I,Jl)*A2(I,J,JI) 
DO 96 J::1,~ 

96 A?.(5,J,Jt):-H(J)*A?.(5,5,Jl) 
DO 97 1:1,1; 
DO 97 J:t,4 

97 A2(I,J,JtJ:A2CI,J,Jt)•GCil•A2(5,J,J1J 



DO 98 I=l ,4 
GC I ):o, 
DO 'lo J:J,4 

98 G(l)=G(l)+A1(I,J,Jl)•A3(J,5,J!) 
o=o. 
DO 99 I=1,a 

99 D=D+A3(5,I,JIJ•GCI) 
E=A.3(5,5,JI )~O 

A3C5,5,JJ ):1,/E. 
DO 71 J::1,,, 

71 A3(I,5,JtJ=•G(iJ•A3(5,S,J1) 
DO 72 J:1,n 
H(J):11, 
ºº 72 1=1,4 

72 H(J)=H{J)+A3(5,I,JIJ•A3(I,J,Jl) 
DO 7:, J:1,,i 

73 A3(5,J,JJ):-ii(J)*A](5,5,JI) 
1)0 74 p:1, 4 
DO 711 ,!=! ,4 

74 AJCI,J,J!l:A3CI,J,Jl)-G(Il••3(5,J,JIJ 
DO 69 !=!,li 
G(Jl:O, 
DO 69 J=!,ú 

69 GCI):G(!)+ID(I,J,Jl)~A4lJ,5,JI) 

DO 70 1=1,:1 
70 O=D+Aa(S,I,JJJ•GCI) 

E=A4(5,5,Jtl•D 
A 4 C 5, S, J t l: 1 , /E 
DO 75 J:J,~ 

75 A4(I,5,JJ):•G1I)*A~(5,5,J1) 
00 7t:, J:J,:; 
HCJ):o, 
DO 76 1=\,ít 

76 H(JJ:H(J)+AG(5,I,Jl)•A4(I,J,Jl) 
ou 77 J=l,li 

77 ,~IJ(S,J,Jl ):•H(JJ•ll4(5,5,Jl) 
ºº 11:\ 1=1,'• 
DO 78 J=I,~ 

76 AB(!,J,Jl)=A~(I,J,Jl)•G(I)+Aq(S,J,JIJ 
79 COiHI"IUE 

RETUR?J 
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e ******~****~~k*****~***************•***•***~*****•****~~·*~ 
e 
e SUBROTINA f}Uf. !•iOiJTA AS MATRIZES DOS COEFICH:<'JTES DE UERivt. 
C DISPARA C~DA UM DOS PSNJOS INTE~NOS UA MALHA, A P~RTIR DAS 
C INVERSAS DAS MATRIZES DE CONTROLE 
e 
C ******~~~**+***•'***•****************~~k****~t*A~****+**~'~* 

SUBROUTINE COD~V(NPI,~1,B2,93,Ba,CJ 
Dlf'.ENS!ON BIC5,5,50~),H2(5,5,5PPJ,b3(5,5,50D),GQ(5,5,5DD), 

*CC5,9,Sf!(;J 
COMMOU NL, ;',J l 



C ZERAG~i4 DAS ~nTRIZES C 
DO 101! Jt:J ,5,•0 
DO 10:1 Jt:1,5 
DO lü\/ Kl=l,9 

!Oi} C(IJ,KJ,Jl):1) 0 

e MONTAGEf! DA PRIMEIRA COLUNA DAS MAIRIZES e 
DO 191 ,IJ::t,,'<;PI 
DO tet JJ:1,5 
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101 C([1 1 !,JlJ::[ílt(I1,l,J1l+9!Cil,2,Jll+a1 (11,3,J!)+Bt(Il,a,JJ 
* ) t [l J C l 1 , 5 , J 1 l • B 2 (l 1 , 1 , J 1 l + e. 2 C I l , 2 , J 1 J + P., 2 ( l 1 , 3 , J l ) + !3? ( I l , i.i , 
•Jl)+U2(Il,5,Jl)tU3(11,1,Jl)tB3(Il,2,J!)+83CI1,3,JIJ+G,CI1, 
Hl , J 1 J H'3 ( I ! , S , J 1 ) + P, q ( 1 1 , 1 , J 1 ) t 8 !i ( l l , 2 , J 1 ) + t5 t1 ( 1 1 , 3 , J 1 l t E ü ( I l 
•,4 1 Jll+R4(11,5,Jl))/(•Q.) 

C 140NTAG[U DA S~GUNDA A DUJNT4 COLU~AS DA ~ATRIZ C 
DO \1,2 J!=!,'.iPI 
DO _102 Kl::2,5 
DO 102 Il=l,5 

1 'l 2 C CI 1 , K 1 , J 1 J :: C H 1 ( I 1 , K 1 - 1 , J ! ) + 'l 2 ( I ! , K \ - l , J l ) t i3 3 ( I l , K 1 - l , ,) i J t b 
*4(11,K!•l,Jl))/~. 

C ~ONTAGEM DA SEXTA A NONA COLUNAS DA ~ATRIZ e 
DO 103 Jl=l,,WI 
DO 103 Il=l,5 
C C I 1 , t, , ,J t l :: ij l ( I l , 5 , J 1 ) I Q • 

CCI1,7~Jll=~2(I1,5,Jll/4 .• 
C (I 1 , 8, J ! l =t.<:H I 1, 5, J I l / ü, 

103 C(ll,9,JJ)::B4CI\,5,J!J/Q, 
RETUR!J 
END 

e ***~***********·**-~~*~*****•*******'~~·~*~··-~**j•~+*~~,-
c 
C SUBPO T l 11,\ QUE !1Cl!H t, :, "1/1. T'-' I l GLOf;iü.. E U'·1A t.1 A. nn l [)E t,PON 
C TADORES UTILIZANDO TfCNICI O[ ESPARSJDADL 
e 
e ************~*~·•~~***•******•********~~***~·~****~•~*1*~* 

S lJ B R O l !T H; E ARMA ( f.! P l , '·J A. , r: , ;J l , D , D A ) 
Dif,EílSIO:-, rJA < 110r,0), C C 5, <i, 51l<i), VT ( S·Jí• l, D C 5,1;}, 9) 

.INTEGER CA(50a,<il 
COf.FJ.Ot..r IJL.,t.!I 

C ZERAGEII DAS MATRIZES E DO VETOR OE TRABALHO 
DO 120 I:1 1 5,•0 
VT(I)::0 0 

DO 120 J=l,<i 
DCI,JJ:(), 

120 DA(I,J):c, 
C MONTAGEM DA DIAGONAL PRINCIPAL NA PRI~EJRA COLUNA DE DCT,JJ 

DO 1.2':\ J:1,NPI 
D C I, 1) =e ( 3, 1 , I) +e ( ~, 1, I l 

128 011.CI, 1 J=I 
NESPt,R:r. 

C . 110NTAGF'·l DOS TERt,10S CORRESPOtW[NT[S AOS f'OfHOS DE CL11HROLL 
C· DE CAD,, LI<-.JH~ DO SISTU1A GLOBAL 1.JO VfTOR CE TRAtlAU!O, O Vf 
C TOR VT E AP'·1A.Zl"l/l.ll0 ;JA MESMA ARE/, ~ESFRV.l.!)A AO vfTOP DIST 
C UTILIZ1\00 UA SIH:lRDTI!lf, C.~TA.R 

DO 121 I=1,ilPI 



DO 122 K:1,8 
l<K=!l..,(I•!)+K 
J:iJ A ( KK l 
IF(J-;,ipJ) 123,123,122 

123 VT(J):VT(Jl+CC3,Kt1,I)+C(4,Ktl,I) 
GOTO 122 

122 cornrr,iuE 

111 

C TPANSFERE~CIA DO VETOR DE TRABALHO PARA A LINHA CGPRESPUM 
C DENTE DA ~ATflIZ GLOBAL ,CílNDENSANOü OS VALORES riAO NIJLOS A 
C E50UtRD1 ,A PARTIR DA SFGUNDA COLUNA. MOl!TAGEM S[Ml1LTAIJEA 
C DA MATRIZ GE APONTADORES, 

JJ=l 
DO 1211 M:1,;.JPI 
IF(VT(M)) 125,124,125 

125 COiJTJNUE 
JJ.:JJ+l 
D C I, JJ) :::;/T (:J.J 

DA(I,JJ):M 
VT (M) ::) • 
NESPAR:',ES<='AP,t l 

1211 CO:Hl!füf. 
121 COfJTF,uE 

e CALCIJLI) E r:,;PRESSAO DO GPAIJ DE ESPtRSIDAOI: 
GE=CFLOAT(('1PI••2•NESPAR~NPl)•IOO))/(~PI••2l 
i•,RITEC\I, 1é'9) GE 

1?9 FORMAT(//,2X,9Q(6:õ),//,2X,6GRAU DE ESP4RSJD!DE :õ,Fb,2, 
* 1X,õP[1i< Cf>1T(1ô,.//) 

e PRF~APArAo QAS ~ATRIZES D(l,Jl E Di(l,Jl PAPA RESOl.UCAíl PE 
C LO '<ETüDO Cf. GI.USS-SEIDEL, LEVANf:0 E'\ cor:T:\ FSP~PSJOADE 

DO t 31' N::1, :,PI 
DO L>l i'·:1, 9 
lF(DACN,~),NE,O) GOTO 131 
DA ( N, 1 J :·,1-J 
GOTO 132 

131 COi·;TJi~UE 
132 CO!,Tl!l:UE 

I F ( D ( N, 1 ) , U 1: , :) ) fJ {1,i I I ) : l , / [' UJ , l ) 
130 COiJTINUE 

RETURN 
END 

e *******~***~+~i***~~~·*~*******~**·*·~**~~-***•******••***~* 
e 
C SUBROTJ~A 0Uf MONTA O VETOR Df TfHMOS INDEPENDENTES DO SIS 
C TEMA GLOBAL A PARTIR DO VETOR DE CARGAS OU Oh SDlLi(AO DO 
C PRIMEIRO PASSO DE CALCULO E DAS CONDICDES DE CONTORNO 
e 
C ******************tA*+~*****~***~••**~*~~+~********~***1*A* 

SUBROIJTINE VEI~DCB,NA,NPJ,CC,C) 
D1MfN3J0N 6(50ü),NA(40DDJ,CC(20D),C(5,9,50D) 
Cfül'~Oti NL,NI 
DO 142 I=1,Ni'T 
DO 1.4? K:t,e 
KK:fl*CI~t )+K 
J:NA(KK) 



IF(J-NPl)142,1q2,1aq 
IQQ B(I):B(J)•CC3,K+1,ll•CCCJ•NPI)•C(a,K+l,I)•CCCJ-NPIJ 
1a2 COtHHJUE 

RElURN 
ENO 
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e *******·***********·**********~*1**********************•*** 
e 
C SUHPOTlNA Oti( RESOLVE., PFLO f·H:lfJl'O JlEPA.TlVO OE GAUSS-SEI 
e DEL, SlSTE!'AS l)f. EOuACOES Al<VAZf:!,f.t)OS co:,: TE(l.;J(ô. DE ESPf-R 
C SI O.ADE 
e 
C **-****~~k****A•*~~*************-***t~A~~-*~***~•**~****•*** 

SUBPOUTl\E GAliSE(NPI,U,DA,TOLfP,R,SOL,PART) 
DI~EfiSION DC5no,9),P(5UOJ,SOL(50C) . 
JNl[GER DA(5ü0,9) 
C-On10N UL,,,I 
RELAX:1.3 
NCYC=NPI/?. 
IF(NCYC.LT.Sn) NCYC=5D 
JF(NPI.EQ.1) GO 10 166 
DO !óú N:1,,~PI 

li,11 SOL(N):P:tPT 
DO 161 i<:1,fJCYC 
SU!'=G. 
SlH·1D=O. 
DO 16? N::J ,tjPf 
fX :fl (N) 
NUM:DA(N,1) 
00 163 M:2jNUM 
L=DA(N,M) 

lb3 FX:FX-0(\,~l*SOL(L) 
DX:D(N,l)•FX•SOL(N) 
SUL(N)::SOL(N)+RE.LAX•DX 
SU!•\:SUt,;+ r> flS ( D X) 

SUHD:SUMD+t85(S0L(N)) 
ló2 COiHHiUE 

NQ::Nc 
IF(SUM.LT.3UHD•TOLEPJ GOTO 164 

J 61 corn H,UF 
ló.'.! CO/·illMl'E 

WRITE(Hl,tb5) ~D,SUM,SUMD 
165 FOR~AT(//,4X,õTESTF DE CONVFRGENCJaõ,//,2X,I5,2Fl5.4,//) 

GO TO ló7 
166 SOL(l):D(!,1)•11(1) 
167 COl;TINUE 

P[TURN 
(l·JD 

( ~*******•~t*~~**~**~•·***~~******~~**~~A***********+***~**+* 
e 
C SUBRUTI~A QUE CALCULA OS ESFORCOS NOS POHTOS DA MILHA HO CA 
C SO DE PLACAS OU AS TENSOES NG CASO DE CHAPAS, 
e 
e ****~***~*i·*******~~**t**********•·*·*~~~******~*******~*~* 

SUBROUTINE ESFOR(NPI,Gl,G2,G3,RF,CP,ID,wP,SOL2,CC2,X!",Y0, 
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*XYM,NA,C,X,Y,O) . 
D I ! \f.JJ SI O:; G l ( 5 Í) o ) , G?. ( 5 ti o ) , G 3 ( 51) 11 J , « P C 4 () /J ü ) , SOL 2 C 5 •j 0 ) , C C 2 ( 

* 2 !H) J , )( !'( 5 o -1) , Y ;q 50 Q ) , X Y t-1 ( 5 n O ) , ,., A ( ü !) h II J , C ( 5, 9, 51) 1)) , X ( 5 ,, G) , 
*Y(500J 
cow,,ciH ,;L,,!I 

C ZERAGEM DOS VETORES OUE CílMPOEM AS PANCELAS DOS [SFURCUS OU 
C TENS0ES E DOS VETORES DE ESFOHCOS OU TENSOES. 

DO 200 l :1, Süt• 
Gl_CI J:o. 
G2(IJ:í,,. 
G3(I):r,. 
)(1-J (I) :(;. 
YH(Il=ü, 

200 XYM(I):('. 
C ZERAGE~! DO VETOR AUXILIAR OU[ CONTE~ A SOLUCAO 2 E AS CUN 
C OICDES DE CONTOHNO; 

DO 201 J:1,4(•0<! 
201 WP(I)::t;. 

C MONTAGEM 00 VETOR AUXILIAR 
DO 203 I::! ,•vPJ 
DO 2!J3 K:1, (! 
t<1<:::01<(I-J )tK 
J:i-!A(KK) 
IF(J-NP!)20U,?üU,205 

204 ~P(KK):SUL2(J) 
GOTO 2~3 

205 ~P(KK)::CC2(J-~PI) 
GO TU 2V3 

2CT3 CONTINUI: 
C MONTAGEM DílS VFTORES PAPC~LAS 0 

DO 202 I:1,,·,PI 
Gl(I)=C(3,!,IJ•SOL2(1) 
G2(Il=CC~,1,l)•S0L2Cll 

202 G3CJ):C(5,l,IJ•S0L2CI) 
l)(l 2()6 J;;1,•·Jf'l 
D02ú6K=1,-~ 
!5K:H*(l•J )tK 
Gl(J)=Gl(I)+l(3,K+!,J)1tP(KK) 
G2CI)=G2(I)+Cl~,K+1,I)*hP(KKl 

20b G3(l)~Gl(l)+C(5iK+J,l)*WP(KK) 
C CALCULO E IMPRESSAO DOS ESFOPCUS OU TENSOES, 

IF(TO) 2,;7,212,2117 
2•17 CO!HINUE 

DO 208 I=l ,>\/PI 
XM(l):(-RF)•(Gt(J)+CP•G2(I)l 
YM(I)=(•RFJ•(G2(I)tCP•Gl(I)) 

20ll xn~(I):PF*(1.-CP)*G3(!) 
;m I T [ (ri I , 2 ,: q l 

2D9 FORMAT(//,5X,bPTOõ,bX,ílXõ,9X,õYõ,12X,õWõ,14X,õMXõ,13X, 
*ôMYõ,12X,6~XYb,//) 

GOTO 220 
2 J 2 C OiH JrJUf. 

DO 2!3 I:1_,'·!PI 
Xi'<CI)=G2(Il 



r 

XYM(J):-Gé',(I) 
lf(Q) 21a,21s,21a 

215 Y!~(I):Gt(J) 
GOTO 213 

214 YM(I):Gl(JJ•C*Y(I) 
213 CONTINUE . 

i'JRITElNI ,216) 
21b FORMAT(//,SX,aPTOõ,&X,õXõ,QX,õYõ,J2X,õFTõ,1QX,5TX6,l3X, 

*ÕTYõ,12X,õTXYô,//) 
220 CO:HFiUE. 

00 ?.10 IC=l ,t!FI 
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210 ~RITE(IJl,211) 1c~xc1c),Y(ICl,SOL2(1C)~XM(IC),Y~(IC),XYM(IC) 
211 FORMAT(1HJ,I5,2Fl0,3,4Fl5,7) 

RETURN 
E.ND 

e * * * * * * * + * * * * * * * * * * * ~ * • * * * ~ * • * * e 
e 
C PROGRAMA PRINCIPAL 
e U"'! ,~onu.o DE /·\ALHA IRHEGULAR NO \fETODO DAS DIFFP(h!CftS f-H,I 
e TAS-TESF DE MESTRaDO-MOAC[R NEYNE FILHO 
c 
e 
e * * * * * * ~ ~ * • * * * ~ # • * * • ~ ~ ~ • ~ * * * * l * 

DI1·1€f1SJ(1'i X (5():! l, Y (500), CC l (200), cc2 (200), XP ( ll('(\(! l, YP ( ~[•()(•) 
*,NA(an0n),DIST(511n),DORO(Scn),Al(5,5,50n),~2(5,5,5n11),té',(5, 
* s , s o 1q , r, :. e s , s , s o n , ,:; e s J , H e " i , e ( s , 9 , i; n n ) , í) e "o .-. , 9 J , s '" L I e s ,-, n , 
.. SOL 2 C 5 ,1 /\ ) , C 1 ( 5 ..J, i ) , G 2 ( 5 (\/\ ) , G:,, ( 5 O r, l , ,·, P ( 4 O O O J , X\; ( 5 iJ ( ) , Y 1·1 ( 5 !' t ) , 
.. x v r 1 e 5 ro;, J , r 1 r 12 '.l J 

INTEGER DA(SOD,9) 
COMMON NL,'<l 
NL::2 
NI=5 

C CHAMl,DA DA SUBP.OTHJil DE LEITURA 
C A L L L E~' ( I D , CP , R F , r ! , ri P I , N PC. , N PS , t; 1 , N r; , /-j E S P , E S P , X , Y , tJ , C C 1 , 

*CC2,PA!!Tl,P~RT2,TOLERl,TOLER2,NEST,TIT) 
e CHA~ADA uA SU~ROTIIIA GuE GERA AS caogo[NADAS DOS PONTOS DA 
C MALHA NO TRECHO EM QUE ESTA POSSA SER REGULAR. . 

CALL GERA(Nl,NG,•IFSP,fSP,X,Y) 
C CHAMADA DA SUBROTl~A ílUE FSCílLHE OS PONTOS DE CONTROLE OE 
C CADA UN DOS PO~TOS lliTERNOS DA MALHA 

CALL CATAR(N,qrJ,~PS,X,Y,XP,YP,NA,DlST,DORD) 
C CHAMADA DA SUBROTIN, QUE MONlA O VETOR DE CARGAS 

CALL CARGA(~PI,DORD,G,ID) 
C CHA~ADA DA SUYROTl~A ílUE MQ~T~ AS MAlRlZES UE CONTROLF CE 
C CADA ur,1 i)ílS POiiTOS Ji-JTt.RNOS DA M/>LHA 

CALL MACON(NPJ,X,Y,XP,YP,A\,.A?.,A3,4ll) 
C CHAMAOt, DA SUflROTIP•\ (;Uf. INVERlE AS V.ATRIZES DE COf!TRtJLE OE 
C CADA UM DOS PO!•TOS INTERNO$ DA MALHA 

CALL 1NV(NPI,Al,A2,A3,AQJ 
C CHAMADA DA SU6POTI~~ GUE MONTA AS ~ATRIZES DOS COFFIClfNTES 
C [)[ DERI V,,DAS D[ CADA u~; DOS ror,nos ! 'Jl ERr,jQ!) DA 1·'.,\Ll!!.s 

CALL CUDEV(NPI,Al,A2,A3,AG,C) 
C CHAMADA DA ~UB!IOTliiA 4UE MONTA O SISTEMA GLOBAL COM ESPARSI 



e 

e 
e 

c 
e 

e 
e 

300 
3D2 
3D 1 

500() 

e 
e 

e 

DADE E A MATRIZ DF APONTADORES 
CALL •R~A(l;PJ.~~.c,n1sr,o,01J 
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CHM!AD.A DA. SU~1f,:'1TII;;, GUE W•tHA O \/t.TDR OE TEP'~üS IhD[P[N 
DEHTfS DO ~Pl~EIPO PASSO 9E CALCULU, 
CALL liE J llD (D()Rf,, tJA, NP J, CC 1, C) 
CHAMADA DA SU3ROTI11A UE ~ESOLUCAO DO SISTEMA GLOBAL PAµA O 
PRJME!PO PASSO OE CALCULO, 
CALL G~USE(MPI,D,O~,TDLfPl,DílRD,SOLJ,P~RTI) 
CH/.MAflt. DA SUti!<OT!f,/1 GUE 'iO/Jl A O VETOR OE TEPMCS Jt:DfYEI, 
DENTES DO SEGUN~O PASSO Of CALCULO, 
IF(IO) 3ç11,3"1,3on 
DO 302 I=t,•·,PI 
SOL 1 (I) =SOL! (I) / (-RF J 
C Ol··il I UUE 
nRITE(~I,5000) (SOLl(JJ,I=l,NPI) 
FORMAT('lF1 ü,i!J 
CALL VEI~D(S0LJ,NA,NP],CC2,C) 
CHAMAUA DA SUBR0Tll1A UE RESOLUCAC UO SISTEMA GLOBAL PARA O 
SEGUNDO PASS!J OE CALCULO, 
CALL GAUSF.: (IJPI ,ri,f)A, T0l.Ei-:2,S0L1, 50L2,PAPT2) 
CHAMi\D,, D~ SIJt!F:GTii-:4 QUE CALCULA ç;; ':SFORC•JS OU TEHSOES, 
CALL ESFOR(NPI,Gl,G2,G3,PF,CP,IO,~P,SOL2,CC2,X~,YM,XY~,~A, 

*C,X,Y,QJ 
COtH FWE 
STOP 
END ... ~. ,• ,· . ' -. 
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