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.RESUMO 

Com a utilizaçio da teori~ da elastictdade ltnear e 

dos pri·ncfpios vari·aci·onats de energi·a, deduziram-se as equaçoes 

e as condições de contorno da teori·a cl ãssica de Kirchhoff-Love e 

da teoria refinada de Rei·ssner. 

As expressões analfticas da flecha e dos esforços re­

sultantes foram deduzidas para placas retangulares submetidas a 

carregamentos transversai~ uniformemente distriburdos e condições 

de contorno nos quatro bordos, dadas por: 

Caso 1 - quatro bordos sifflplesmente apoiados. 

Caso 2 - dois bordos //simplesmente apoiados e dois 

bordos// engastados. 

Caso 3 - dois bordos //simplesmente apoiados e dois 

bordos// livres. 

Os resultados numêricos sio apresentados em tabelas e 

grifices e foram obtidos a partir da programaçio das expressoes a 

nalfticas. 

A anilise dos resultados numêricos obtidos pelas duas 

teorias permite estabelecer valores para a relaçio h/a, onde h e 

a espessura da placa e a um lado da placa, a partir do qual nao e 

mais vilido utilizar a teoria clissi'ca de Kirchhoff-Love. 

Sio analisadas as pertubações existentes junto aos 

bordos e cantos da placa, oriundas da diferença existente entre 
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as duas teorias, quanto ao numero de condições de contorno por 

bordo. 

As equaçoes da Teoria de Hencky sao apresentadas no 

apêndice A. 
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ABSTRACT 

Equations and boundary conditions from the classical 

theory dueto Kirchhoff-Love and the refined Reissner theory were 

obtained by using the linear theory of elasticity and standard 

energy variational principles. 

Analytical expressions of deflections and resultant 

stresses are treated for rectangular pl ates subjected to transverse 

uniformly distributed loadings considering the following boundary 

conditions: 

Case 1 - Four simply supported edges. 

Case 2 - Two simply parallel supported edges and two 

par~lel clamped edges. 

Case 3 - Two simply par~lel supported edges and two 

parallel free edges. 

We obtain numerical results which are presented in 

tables and graphs from a digital program by using analytical 

expressions. 

The analysis of the numerical results that we 

obtained by both theories allow us to stablish certain values for 

the relation h/a where h is the thickness of the plate and 2 the 

lenght of a side of the plate, from here on is not possible to 

use any more a classical theory dueto Kirchhoff-Love. 
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We analyse the perturbations which appear near to the 

boundary and corners of the plate, which arose from the difference 

between the two theories, according to the number of boundary 

conditions per each boundary. 

The equations of Hencky's theory are presented in 

appendix A. 
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I N T R O D U Ç A O 

Nas teorias que estudam as placas elisticas e, parti­

cularmente, n•s que tratam do problema da flexão em placas subme­

tidas a carregamentos transversais, i tmportante sabe~ o que se 

entende por uma placa delgada com pequenos deslocamentos transver 

sais. 

Geralmente considera-se que as relações wmax.~ eh/a• 

onde wmax. e a flecha mixima, h a espessura da placa e a um la­

do da placa, definem o que seja uma placa delgada com pequenos des 

locamentos transversais (flechas). 

da quando: 

Segundo McFARLAND [2] e BARES [4] uma placa e delgª 

h < 0,05 
a 

e 
h 

~ 0,20 respectivamente. 
a 

Segundo McFARLAND [2] '.; BARES [ 4],,SZILARD [3] uma 

placa com pequenos deslocamentos transversais satisfaz a relação: 

wmax. 1h < l wmax. 1h < 0,20 e 

wmax.~ < 0,20 respectivamente. 

Neste trabalho considera~se vãlido utilizar a teoria 

para pequenos deslocamentos transversai's (Small-Deflection Theory), 

desde que seja sati'sfeita a relação wmix 1h < 0,200 (ver SZILARD 

'[3], pig. 340). 
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Entretanto, a consideração da placa ser delgada ê ana 

lisada para os três casos estudados, comparando os resultados nu­

mêricos obtidos para flechas e esforços resultantes pela teoria 

clássica de Kirchhoff-Love e pela teoria refinàda de Eric Reissner. 

As simplificações existentes nas hipóteses básicas da 

teoria clássica de Kirchhoff-Love, conduzem a uma equação difere~ 

cial parcial de quarta ordem e, consequentemente, necessita-se de 

apenas duas condições de contorno por bordo. 

A não satisfação de três condições de contorno por bor 

do, pela teoria clássica de Kirchhoff-Love, ê fundamentalmente d~ 

vida a consideração de deformações cisalhantes transversais nulas, 

isto e, Yxz = Yyz = O. 

Investigações feitas por alguns autores deram origem 

a teorias mais refinadas que conduzem a problemas de integração 

de sexta ordem e, consequentemente, a satisfação de três condições 

de contorno por bordo. Destas teorias as mais conhecidas são de­

vidas a E. Reissner (194'5.), H. Hencky (1947) e A. Kromm (1955). 

No decorrer deste trabalho desenvolve-se a teoria clás­

sica de Kirchhoff-Love e a teoria refinada d~ Reissner. 
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Cf.PlTULO·I 

TEORIA DA ELASTICIDADE LINEAR E PRINCIPIOS 

VARIACIONAIS DE ENERGIA 

1.0 - Introdução 

Na dedução das equaçoes que resolvem o problema da fl~ 

xao em placas com pequenos deslocamentos pela teoria clissica e de 

Reissner, utiliza-se a Teoria da Elasticidade Linear para peque­

nos deslocamentos e os Princfpios Variacionais de Energia, tais 

como: 

a) Princfpio dos Tra·bal hos Virtuais; 

b) Princfpio da Energia Potencial Mfnima; 

c) Princfpio Generalizado da Energia Potencial Mfnima; 

d) Princfpio de Hellinger-Reissner. 

Nos parigrafos seguintes apresenta-se um resumo da 

Teoria da Elasticidade Linear para pequenos deslocamentos e dos 

Princfpios Variacionais de Energia (Ver WASHIZU [6] e LIMA ~o]). 

1.1 - Teoria da Elasticidade Linear para Pequenos Deslocamentos em 

Coordenadas Cartesianas Retangulares 

a) Introdução 

Na teoria da elasticidade para pequenos deslocamentos 
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as componentes de deslocamento ü, v e w de um ponto qualquer do 

corpo são consideradas pequenas, o que justtfica a linearização 

das equações que governam o problema. 

As equações governantes são sumarizadas a seguir: 

b) Tensões 

O estado de tensão interna para um ponto do corpo es­

iã definido por nove componentes de tensões: 

cr X TYX Tzx 

TXY ªy Tzy 

Txz Tyz cr z 

que devem satisfazer as equaçoes de equilibrio: 

âcrx 
+ ~ + 

âTzx 
+ b o = ax ay az X 

~ ~ ~ - em V + + + by = o ax ay az 

âTxz ÔTyz 
+ 

acr z 
+ ii z = o (1.1.1) +--ax ay az 

e Txy = Tyx; Txz = Tzx; Tyz = Tzy · 

- -Sendo bx, by e bz as componentes das forças de massa. 

c) Deformações 

O estado de deformações para um ponto e definido por 
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seis componentes de deformação: 

Yxz Yyz 

d) Relações Deformação-Deslocamento 

Na teoria de pequenos deslocamentos as relações defor 

mação-deslocamento são dadas pelas expressoes: 

av = 
aw 

= au = ax ay az 

= ~ + au 
ax ay 

= au + ~ 
a z a x 

(l.l.2) 

e) Relações Tensão-Deformação 

Na teoria de pequenos deslocamentos, as relações ten 

são-deformação são dados em forma linear e homogineas pela expre! 

sao: 

{e,} = [A] {E:} em V (l. l.3) 

onde 

e, X "x 

e, f:.y y 

{e,} = e, z e { f:.} = f:. z 

Tyz Yyz 

Tzx Yzx 

TXY Yxy 
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[A] e uma matriz simétrica, conheci.da como matriz el ãsti ca. 

Invertendo;tem~se 

{E} = [B] {a} em V (1.1.4) 

Para um material isotrõpico, o numero d.às constantes e 1 ãs ti c as i n 

dependentes reduz-se a duas , e as relações tensão-deformação são 

dadas por: 

= 2G Gx + 
V (E + + EzD = Gyyz ªx l-2v X Ey Tyz 

= 2G Gy + 
V (E + + EzU Gyzx ªy Ey T = 

l-2v X zx 

= 2G ~ + 
V (E + + EzU Gyxy a Ey TXY = z z l-2v X 

com G E (1.1.5) = 2(l+v) 

ou, 

1 
Gx - {a + ªzU 

1 
EX = V Yyz = Tyz E y G 

1 
Gy (ax + ªzU 

1 
Ey = - V Yzx = Tzx E G 

1 
Gz (ax + ªyU 

1 (1.1.6) Ez = - V Yxy = TXY E G 

f) Condições de Contorno 

A superfície S de um corpo pode ser dividida em duas 

partes do ponto de vista das condições de contorno: a parte S so 
a 
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bre as quais as condições de contorno são prescritas em termos de 

forças externas e a parte Su sobre as quais as condições de con­

torno são prescritas em termos de deslocamentos. 

Designando as componentes das forças externas prescr! 

tas, por unidade de ãrea da superfície de contorno, por i\, iiy' ji
2

; 

as condições de contorno mecânicas são dadas por 

em 5cr (l.1.7) 

'onde, 

(1.1.8) 

,e R., m, n s ao os cose nos diretores da normal uni tãri a r ã fron­

teira. 

R. = cos(x, r) m = cos(y, r) n = cos(z, r) 
(l.1.9} 

Chamando as componentes dos deslocamentos prescritos 

por u, v e w, as condições geométricas são dadas por 

- - -u, = u V = V w = w (1.1.10) 

Desde que, as equaçoes que governam o problema tem for 

ma linear e válido utilizar o princípio da superposição. 
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1.2 - Princfpjo dos Tfabalhos Virtuais 

O Princfpio dos Trabalhos Virtuats conduz a minimiza­

çao do funcional: 

Ex + ..• + 'yz Yyzl dV - J (bx u + byv + b2 w) dV -

V 

f (pxu + pyv + pzw) dS 

so 

E pode ser enunciado como: 

(1.2.1) 

"A soma dos trabalhos virtuais realizados pelas for­

ças externas e internas, quando o corpo é submetido a deslocamen­

tos arbitrários infinitesimais virtuais, satisfazendo as condiçoes 

geométricas prescritas de contorno, é zero''. 

As grandezas livres para variar no funcional II sao os 

deslocamentos e as deformações em V e S0 • 

Segue, da própria formulação do princípio dos traba­

lhos virtuais, que: 

6 U = 6 V = óW = 0 em Su (1.2.2) 

1.3) - Princípio da Energia Potencial Mínima 

O Princípio da Energia Potencial Mínima e obtido do 

Princípio do Trabalho Virtual, considerando-se que (Ver LIMA [go] ): 

a) Seja possível construir uma função positiva definida 

U (Ex' Ey' ... , yyz), chamada Energia de Deformação por unidade 
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de volume, a partir das relações tensões-deformações dadas. 

- -b) As forças de massa (bx, by' b
2
), forças de superfície 

(px, Py• p
2

) e os deslocamentos prescritos (Ü, v, w) permaneçam i 

nalterados durante a variaçio das grandezas nio prescritas; isto 

e, as forças de corpo e as forças de superfície podem ser obtidas 

a partir das funções potenciais: 

- </> = b U + b V + b W 
X Y Z 

- $ = pxu + pyv + p
2
w (1.3.1) 

com sua primeira vartaçio dada por: 

-
- õ<f, = bxõu + byõv + b

2
ów 

- õ$ = pxóu + pyóv + p
2

ów 

c) As componentes das deformações satisfaçam as condições de 

compatibilidade, isto e, possam ser derivadas a partir deu, v e w 

pelas relações deformações-deslocamentos. 

d) As componentes u, v e w dos deslocamentos satisfaçam as 

condições cinemãticas de contorno. 

O Princípio da Energia Potencial Mínima afirma que, com 

base nas condições acima o estado de deformaçio real do corpo po­

de ser obtido pela minimizaçio do funcional definido por: 

II = J u (i:) dV -
J 

(iixu + b V + ii w) dV -
f (pxu + y z 

V' V sa 

+ PyV + pzw) dS {l.3.2) 
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1.4 - Genera.lização do Princípi'O da Energia Potencial Mínima 

O Princípio da Energia Potencial Mínima pode ser gen~ 

ralizado colocando-se as condições (c} e (d} dentro do funcional 

com auxílio de multiplicadores de Lagrange. 

Prova-se que os multiplicadores de Lagrange, citados 

acima, têm dimensões de tensão e de força (Ver WASHIZU [6] e LIMA 

[20] ) · 

Então o funcional escreve-se: 

11 6 = J U ( e) dV -
V 

J (bxu + byv + b 2 w) 
V 

dV - f { cr ( e: : - l..!!.) + x x ax 
V 

J Ou - ii)px + (v - v)py + (w - w)pJ dS 

Su 

Ou, reagrupando: 

(1.4.l} 

11 G = J { u (e:} - (E:xºx + ••• + Yyz 'yzl + Gx :~ + .•. + 'yz(:; + :~u 
V 

- (bxu + byv + b2w)} dV - f (~xu + pyv + ~2w) dS 

ser 

-I [(u - ii)px + (v - ii)py + (w - w)pJ dS 

Su 

(1.4.2) 
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As grandezas ltv~es para vartar no funcional sao as 

tensões Cºx•···• Tyzl' as deformaçõ·es (e:x, ... , Yyz), os desloca­

mentos {u, v, w) e as forças externas atuantes em Su (Px• Py• p~, 

com nenhuma condição adicional prescrita. 

1.5 - Princípio de Hellinger-Reissner 

Satisfeitas as relações do tipo: 

= o - () y 
au 

= Ü , ••• , - Tyz 
ay yz 

= o 

(l.5.1) 

que surgem quando se toma a primeira variação de (l.4.1), as de­

formações (e:x' e:y•· .. , Yyzl não serão mais variãveis independentes 

e estarão dadas pelas relações tensões-deformações. 

Define-se Energia Complementar pela expressao: 

J íl (o) dV 

V 

= f (ox e:x + .•• + Tyz Yyz) dV - J U (e:) dV 

V V 
(1.5.2) 

com n(o) sendo~ Energia Complementar por unidade de volume. 

Introduzindo-se no funcional dado em (l.4.2) a defini 

çao acima e integrando por partes obtim-se: 

J íl (o) dV + ( o ªºx ãTyX ãTzx 
+ b ) - li R = (- + ay'" + az u + ax X 

V 

ãT XY ªº y hzy 
+ b yl 

ªTxz ãTyz ªº z b z) ~ dV + (- + + V + (- + + + -
ax ay az ax ay az 
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- J Qpx - i\l u + (Py - Py.l- V + (p 2 - i\) ~ dS -

S cr· 

(p u + p V+ p ~). dS 
· X y Z (l.5.3) 

As grandezas livres para variar no funcional sao as 

tensões (crx' ºy•···• 

externas atuantes em 

T ), os deslocamentos yz 

Su (px, Py• Pzl· 

(u, v, w) e as forças 
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. e A p r Tu Lo II 

TEORIA CLÃSSICA PARA FLEXÃO DE PLACAS 

DELGADAS (KIRCHHOFF-LOVE) 

2. 1 - Introdução 

Neste capítulo sao deduzidas as expressoes fundamen­

tais da teoria clãssica. 

Usa-se basicamente, a Teoria da Elasticidade para pe­

quenos deslocamentos e o Princípio dos Trabalhos Virtuais, para a 

dedução da equação diferencial das placas delgadas e suas condi­

ções de contorno. 

2.2 - Hipóteses Bãsicas 

A teoria para pequenos deslocamentos baseia-se no fa 

to de que as flechas são pequenas comparadas com a espessura da 

placa. 

As hipóteses bãsicas da Teoria Clãssica sao: 

a) A superfície media da placa e considerada como superfí­

cie neutra. 

b) As tensões normais na direção transversal da placa sao 

pequenas comparadas com as outras tensões, portanto sao negligen­

c~adas (cr
2 

= O). 

c) Os segmentos normais a superfície media da placa antes 
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da deformação, permanecem normais a esta superfície média depois 

da deformação (y • y • O, hip6tese de Kirchhoff-Love). . .. · xz yz 

d) O material da placa ê considerado homogêneo, isotr6pico 

e hookeano. 

r importante fazer comentãrios das hip6teses bãsicas 

mencionadas acima. 

Hip6tese (a): 

Esta hip6tese nao é vãlida para placas delgadas com 

grande deslocamentos, comparados com a espessura da placa (Large 

Deflections). 

Porem, quando a superfície média da placa e uma super 

fície desenvolvíve~. a hip6tese continua vãlida mésmo para grandes 

deslocamentos. 

Hip6tese (b): 

Esta hip6tese torna 0 se inexata, para placas delgadas, 

na vizinhança de carregamentos concentrados. 

Hip6tese (c): 

Esta hip6tese nao implica que a deformação cisalhante 

transversal seja necessariamente nula, mas que sua contribuição 

para a deformação da placa ê desprezível. 

Deve-se notar que, sempre para placas delgadas, esta 

hip6tese leva a resultados errados em certas regiões, tais como 

nas proximidades de cantos ou perto de orifícios com diãmetro da 

ordem de grandeza da espessura da placa. 
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2.3 - Equaçõés da Teoria Clissica 

Inicialmente são deduzidas, com auxflio das hipõteses 

bisicas, as relações deformação-deslocamento da teoria clissica e 

posteriormente com o auxflio do Princfpio dos Trabalhos Virtuais 

a equaçao diferencial das placas delgadas e suas condições de con 

torno. 

a) Relações Deformação-Deslocamento 

Sejam u(x, y, z) , v(x, y, z) e w(x, y, z) os desloc! 

mentos de um ponto qualquer do interior da placa nas direções x,y 

e z. 

Pelas hipóteses bisicas conclui-se que: 

w(x, y, z) = w{x, y) 

Com auxflio das figuras 1, 2 e fazendo uso da hipóte­

se (c) tem-se: 

sen <I> = u 
z u = - z sen <1> 

sen = V 
CI v = - z sen ex z 

Como as flechas sao pequenas pode-se escrever: 

-se n <1> ta n <1> 

-sena tan ex 

Utilizando a interpretação geomitrica da derivada 

parcial, tem-se: 
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11) 

w 

z 

SUPERFICIE MÉÜIÀ' L__:_:~.:;;:,,:;~:::,__..:.:;=~:::-'--_....-- X 

ANTES DA DEFORMÂCÃ0 

Fig. l 

4 

'w 
l 

L__;S::,:U~P:..:E:!cRc:..F~Í.C:.::I E;;._.!!M!.=É~D.!!I A;,....__ _ _,__ y 
ANTES DA DEFORMACÃO 

Fig. 2 
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tan aw tan aw 
4> = - e Cl - -ax ay 

Logo, 

z aw u = - ax 
e w = w(x, y) 

V - z aw = ay (2.3.1) 

Usando as relações deformação-deslocamento dadas em 

(1.1.2) 

a2w 2 a2w . :: " (~ EX - - - z Ez z + -) 
ax2 ( 1 -v ) ax 2 ay2 

Ey = - z a2w 
= o Yxz ay2 

= - 2z a 2w. = o Yxy axay Yyz 

(2.3.2) 

E'. importante notar que a simples substituição das ex-

pressoes obtidas para os deslocamentos nas relações deformação-des 

locamento da teoria da elasticidade linear, resultou nas expre~ 

soes Yxz = Yyz = O; mas deve-se observar que estas deforma-

çoes, assim como a tensão a
2

, existem, porém são desprezíveis. 

b} Relações Tensão-Deslocamento 

As tensões ªx• ªy e Txy sao obtidas substituindo-se as 

expressoes de ex' ey' e
2 

e Yxy em (1.1.5). 
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substituição de ªx' ªy e 
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e 'yz sao obtidas a partir da 

nas equações de equilibrio (1.1.1.); 

sendo que na teoria clãssica considera-se a ·= O. z 

= 
a2w + \) ,,--) ; 
ay2 

= o 

E a 2w a 2w 3 a 3w 
cr y = . z ( V --+ -) Txz = lQ. .(~ + ) . 

(l-v2) ax2 ay2 2h ax3 axay2 

-~ - ( 2hz /J 
E a2 w 30 a 3w 3 

TXY = . z ; Tyz = ( + -ª--.J'.!..) ; 
{l+v) axay 2h ayax2 ay3 

~ - ( 2hz )2] 

(2.3.3) 

c) Relações Esforço Resultante-Deslocamento 

Na solução de problemas de placas as tensões sao nor­

malmente substituídas pelos seus correspondentes esforços resultan 

tes por unidade. de comprimento, isto e: 

M = 
X 

h/2 -

J 
a .z d z x,_ 

-h12 

h,2 
M =J cr.:Zdz y y. 

-h12 

; 
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Substituindo-se as expressaes de (2.3.3) nas expres-

soes anteriores, tem-se: 

a2w - D (- + V 
ax2 

li 3 cry 
D ( V 

a2w a2 w 
My = (TI) = - -+ -) z ax2 ay2 

Mxy 
h3 'XY D (1-v) a2 w = (TI) = -z axay 

= (~) 'XZ 
3 . 2' 

Q- ,~,21] 
= - D a 

ax 
2 

( 2-....!!. + 
ax 2 

a a2 w 
= - D ay (ax2 

d) Equação Diferencial 

II 

Substituindo (2.3.2) em (l.2.1) tem-se 

J (p
1

u + pyv + p
2
w) dS 

s cr 

Variando o funcional (2.3.5), 

(2.3.4) 

(2.3.5) 



ô II = J {cr X ô 

V 
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ex+ ªy ô cy + Txy ô Yxyl dV ~ f (bx ôU 
V 

+ 

by ôV + b2 ôw) dV - J (~x ôu + Py ôv + p
2 

ôW} dS 

scr (2.3.6) 

Substituindo (2.3.2), (2.3.4) na 1ª integral de ôll e 

usando a identidade de Green, tem-se 

J ( cr x ô ex + cr y ô e y + T xy ô y xy) d V = 

V 

J Or4xi + Mxym) ô :; + 

e 

+ ( M t xy 

aMxy 
+ (--

ax 

+ Mym) ô :; J ds + J Q aMX aMxy 
ô aw -+ ayl -a;,x ax 

A 

aMy 
ô aw] dA + -) 

ay ay 

Para 2ª integral de ôll, tem-se: 

-I b z ôW dV 
V 

e 

+ht,! 

J b2 d~= p(x, y) 

-h12 

= - I p ( X ' y) ô w dA 
A 

+ 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

Finalmente utilizando (1.1.8) e (2.3.4) na 3ª integral 

de ô!l tem-se: 
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T xyt 
1 2 -

Mym) Py -- + ºy~ - {_h3). z .(Mxyt + 

2 - - 3 ~ - ( 2hz ) J ( Q X t Pz = Txzt + Tyz m - 2h 

f (i\ óu + iiy óv + i\ ów) dS 

Sa 

+ Qym) 

ó 2.!!. • ds dz + 
ax Mym) ó 2.!!. ds dz ay 

-
+ Q m) ów ds y 

Das expressoes dadas em (2.3.4) segue que: 

Qx 
aMx aMxy 

= +--
ax ay 

Qy 
aMxy aMy 

= --+ 
ax ay 

Substituindo (2.3.10) em (2.3.7) 

+ 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

f ( a X ó E X + a y ,s E y + T xy ó y xy) d V 

V 

M m)ó 2.!!. + xy ax 
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+ (M .e. + M m) ô aw] ds + f (Q ô · xy y ay · x 

A 

~ + Q ~) dA a x Y 
O 

ay 

(2.3.11) 

Usando a identidade de Green: 

~ + Q ô ~) dA = f ( Q .e. + 
ax y ay x 

e 

+ l9_) ôW dA 
ay 

Q m) ow ds -y f 
( aQx + 

ax 
A 

(2.3.12) 

Definindo Qr = Qx.e. + Qym e substituindo (2.3.12) 

(2.3. 11) tem-se: 

em 

f (axô Ex+ ªyº i;y + Txy ô Yxy) dV = 

V 

f 8Mx.e. + Mxyin) ô ;~ + 

e 

aQy 
ayl óW dA 

(2.3.13) 

Substituindo (2.3.8), {2.3.9) e (2.3.13) em (2.3.6) 

tem-se: 

I 
aQx aQy 

óll = - (- + - + p) ÔW 
ax ay 

A 



- f GMi + MXY·m) ô 

Cu 
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aw + ( M 1. + M m) ô 2!!.. - Q ô~ ax · xy y · ay r ".J ds = O 

(2.3.14) 

Definindo Mxr = M z + M m· M = M 1. +Mm e util_i x xy ' yr xy y 
zando as relações: 

ª=i-ª--mª ax ar as 

na expressao (2. 3. 14) tem-se 

ô lI = 

' 
-ª- :nm .1... + i a ay ·· ar as (em e l , 

M m) - (M i + yr xr 

( Q r - Q r) ô w} d s - I 1( Mx ri + M m) ô 2!!. + ( M i - M m) ô ~ ws ~ Yr ar yr · xr • 
Cu 

- Qr ô~. ds = O 

Definindo: 

Mr = M .1.+ M m , M = M i - M m, integrando por xr yr rs yr xr 
partes o segundo termo da integral em Cu e utilizando as condições 

de contorno em Cu: 

ÔW = Q = o (2.3.15) 

t.em-se: 
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t (aQx ~ p) 6W dA ~• 
f GMr - Mr) 6 

aw + -·+ + -
·· ax ,ay ar 

Ca 

(Mrs - Mrs) 6 
aw (Q - Qr) ô~ ds = o (2.3.16} 
as r 

Integrando, o termo f (Mrs - M~s) ô~~ ds por par­

Ca 
tes, tem-se: 

f 
( M -rs 

eª 

(M -rs 

. ds (2.3.17) 

Substituindo (2.3.17) em (2,3.16} 

ô n = f ( ªa~x + ªa~ + p) ôw dA - J { ( f\ - Mr) ô !~ + 

A. Ca 

(2.3.18} 

O termo final de (2.3.18) representa forças concentra 

das atuando no extremos de eª e na direção de + z. 

Sendo ôW e ô ~ arbitrãrios em A e C~ , tem-se: ar v 

aQ aQ · 
_x + __l_ + p (x, y) = O 
ax ay 

em A (2.3.19) 
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aMrs 

Qr + ;is· 
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-
aMrs 

= Q,r t -·­
il s 

em (2.3.20) 

onde (2.3.19) ê a equaçao de equilíbrio e (2.3.20) as condições 

mecânicas de contorno. 

tem-se 

As condições geométricas de contorno sao dadas por: 

w = w e aw aw 
= ar ar (2.3.21) 

Substituindo (2.3.10) em (2.3.19) e utilizando (2.3.4), 

+ 2 
p(x, y) 

D ( em A) (~.3.:22) 

A equação (2.3.22) e a equaçao diferencial das placas 

submetidas a carregamentos transversais. 

Esta ê uma equação diferencial parcial linear do tipo 

elítico com coeficientes constantes, não homogênea, de quarta or­

dem. 

§) Condições de Contorno 

Embora, na dedução da equaçao diferencial das placas 

delgadas submetidas a carregamentos transversais, tenha-se chega­

do a duas condições de contorno por bordo (ver equações (2.3.20) 

e (2.3.21)), sabe-se que as condições físicas reais do problema 

conduzem a existência de três condições de contorno por bordo. 

A inconsistência existente entre as condições físicas 

e as condições matemãticas (equação diferencial linear de 4~ or 
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dem}, decorrente do fato de ter-se desprezado as deformaçBes cisa 

lhantes transversat~ y e y (htp6t~se (c)), foi discutida por . xz yz 
diversos autores, entre eles: Ki rchhoff, Kelvin and Ta it, Rayleigh 

e Boussinesq. 

Kirchhoff, analisando o caso de bordo livre, concluiu 

que as duas condiçBes de contorno dadas pelo esforço cortante Qr 

e momento torçor Mrs podem ser condensadas em uma s6, isto e: o mo 

mento torçor dado por Mrs ds i estaticamente equivalente a um bi­

nãrio cuja força tem intensidade Mrs e cujo "braço" tem comprime~ 

to ds. Daí segue que a distribuição de momentos torçores Mrs ao 

longo do bordo, i estaticamente equivalente a uma distribuição de 
aMrs 

esforços cortantes de intensidade Q = --r as 

Portanto, a condição de contorno condensada e dada por: 

V = Q r r 
aMrs 

+-­as 

Como conseqüincia da equivalincia entre a distribui­

çao de momentos torçores e a distribuição de esforços cortantes, 

surgem nos cantos das placas retangulares reaçBes concentradas de 

intensidade igual a 

R = 2M e xy 
a2 w =-2D(l-v) axay 

(ver termo final da equação 2.3.18). 

As condiçBes de contorno usuais sao dadas por: 
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1) Bordo Simplesmente Apoiado 

w(x,y)=O 

2) Bordo Engastado 

w(x, y) = O 

3) Bordo Livre 

e 

e 

e 

aw (x,y)=O ar 

(2.3.23) 

{2.3.24) 

(2.3.25) 

Outras condições podem S'e,r definidas, como mostra a re 

ferênci a [3]. 
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CAP (TU LO III 

TEORIA DE REISSNER PARA FLEXÃO DE PLACAS 

3. 1 - Introdução 

1 

Neste capftulo são deduztdas as equações fundamentais 

da teoria de Reissner. 

Usa-se basicamente a Teoria da Elasticidade para pe­

quenos deslocamentos e o Princfpio de Hellinger-Reissner, deduzi­

do anteriormente. 

3.2 - Equações de Eguilfbrio: 

Considera-se que o elemento de placa mostrado na fig. 

3 esteja submetido a um carregamento por unidade de irea, p(x, y), 

atuando na superfície média do elemento. 

brio. 

Considera-se que o elemento de placa esteja em equtlf 

As resultantes de tensões sao definidas por: 

+hk 

M xy = J -r xy z d z 

-h; 2 



(\J 

' .e 

(\J 

' .e 

Mx 

/ 
/ 

·x 

ax 

/, 
Mx / 1 

/ 
/ lox, 

Myx· Qf 

z 

y 

My 

Mx 

(+) 

X 

1 l ! 
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p(x, y J 

y,v 

<lMY dy ./ M1y,t; ~-y 
! 

My 

Fig. 3 

z 

X 

z 

y 

. l 
~xz 

l Qy 

Qx (+) Fig. 

;/ 

/ 

-Myx M x.,.d__ 'dy 
Y . - ay. 

::iMxv d Mxy+.~ x 

Qxt-~dx 
ax 

X,U, 

y 

)Mxy 

( +) 

4 
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r· /'"" )'"" M = Tyx z dz Qx = T dz Qy = Tyz dz yx xz 

-h12 -h; -h12 2 

(3.2.1) 

Porém, como Txy = Tyx' segue: Mxy = Myx 

Utilizando-se do fato de que, na Teoria da Elasticid 2 

de para pequenos deslocamentos, as deformações tem efeito negli 

genciãvel sobre as condições de equilíbrio, as equaçoes de equi­

líbrio são deduzidas supondo-se que a superfície média da placa 

deformada permaneça plana. 

As equações são deduzidas utilizando-se as expressoes: 

I (Forças na Direção z) = O 

I (Momentos em relação ao eixo x) = O 

I (Momentos em relação ao eixo y) = O 

Logo: 

aQx 
+ 

aQx 
+ p(x, y) o ax ay = 

aMx 
+ 

aMxy 
Qx o - = ax ay 

aMxy aMy - Qy = o (3.2.2) --+ ax ay 
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observando-se que nas duas ~ltimas expressoes desprezou-se o mo­

mento da carga p(_x, y) e os momentos devidos a variação dos cor-

3.3 - Dedução das Expressões para Txz' Tyz e cr
2 

Considera-se que: 

a) as tensões ªx' ªy e T variam linearmente xy 
espessura da placa, isto e: 

z 

z 

12Mxy 
= ( 3 ) z 

h 

ao 

b) as condições de contorno nas faces da placa sao: 

= p(x, y) para z = h/2 

= o para z = - h/2 

= o para z = + h/2 

longo da 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

Substituindo as equaç6es (3.3.1) nas equaçoes de equi 

líbrio das tensões internas (1.1.1), desprezadas as forças de mas 



sa tem-se, 

(l ~) 
h 

32 

aMx ~ 
(""ãx + ay ) 

~ ~ ( ay + a x ) 

ôTzx 
• z + = o az 

Utilizando as equaçoes (3.2.2) tem-se: 

ôTzx 
az = - (24) Q h .J X z 

dT zy = 

az 

Integrando cada uma das expressoes obtidas e utilizaD 

do as equações de contorno (3.3.2) segue: 

3Qx li - (2hzl2] Txz = 2h L'. 

T = 3Qy li - (2hz/J 
yz 2h L'. (3.3.3) 

Substituindo-se as expressoes (3.3.3) na equaçao: 

ªªz •Txz ôTyz 
+ ~- + = o az ax ay 

e utilizando-se da primeira das equaçoes de (3.2.2) segue: 
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Integrando a expressão acima com o uso de (3.3.2} 

tem-se 

(3.3.4) 

3.4 - Equações de Reissner 

A Energia Complementar para um material homogêneo, i­

sotrÕpico e hookeano, pode ser expressa em função das tensões,is­

to ê: 

J íl(cr) dV = 2
1
E J G~ + ªy

2 + a 
2 - 2 \i ( a a + a a + a a ) + 
Z X y X Z y Z 

V V 

+ 2(1 + v) . (T 2 + 2 + T2 i1 dV 
XY T XZ y Z '._J (3.4. l) 

Substituindo as expressoes das tensões dadas em (3.3. l) 

e (3.3.3) na expressão acima e integrando-se ao longo de z tem­

se: 

J,n(cr) dV = i 
V 

r Elh23 
.A 

f a; dz 

y 

(3.4.2) 
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Desprezando-se as forças de mass?, o funcional dado em 

(_l.5.3) pode ser escrito: 

- ll R = f íl(o) dV 

V 

a1yx a1 2x a1xy aoy 
+ --)u + (-- + 

ay az ax ay 

+ (Pz - Pz) ~ dS - I (Px u + Py V + Pz w) dS 

Su 

V + 

(3.4.3) 

Substituindo-se as expressoes dadas em (3.3.1),(3.3.3), 

(3.3.4) e (l.1.8) na expressao acima, tem-se: 

. ( l 

+ 

=fíl(o)dV+ 

V 
I r. aMx + aMxy 

L( ax ay 

N 

aMxy aMy ( l ~V z) 
(---"ãx + - - Q ) + 

ay Y h3 

_ Qx) . (12uz) 
7 + 

aQx aQy 
p) (ax + -- + . ay 

4220 dV - J {Qr\i+ M m ) - (M !l + M mU - -) . 
h2 xy X xy 

sa 

+ GM !I, + My m) - P\y !I, + M mu . (12vz) + xy y h3 

+ QQx !l + 
- -

mi] 
3w 4z 2 

Q m) - (Qx !I, + Qy . 
2h 

( l - -) y h2 

3w 
2h 

(12uz) 
h3 

+ 

} dS -
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+ 

( Q Q ) 3w • (.1 - 4hz22 );-"] d s· + Xi+ Y m • 2h ~ (3.4.4) 

+ty2 

J íl(cr) I 8ªMx 
aMxy _ 

Qx) • I ( l ~LI) z dz - li R = d'V + (- + + ax ay 
V A -h/2 

+h/2 
aMxy ~ 

Qy) • I (,2v, z dz + 
aOx aOy 

p) + (-- + - (-+-+ 
ax ay tiT ax ay 

-h12 

I
+~: 

. , TI 
-hf2 

( l -

hf2 . 

J 
l2u í, . ( hJ) . z d z + 0 M xy 

-h12 

h/2 

i+ My m) - (Mxy i+ My mn.f (1
~3vl z dz + 

-h,Q 

- f . 8Mx i + Mxy 

cu 

(1-
422

) dz}. ds 
h2 

h/2 

m).J t\2
3Ü) z dz + (Mxyt+ My 

-h;2 

hf2 

m).J ,1:3vl z dz + 

-h;2 . 
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/

h/2 2 

+ CQX .9. + Oym), :;c1 - 4
h~) dz] ds 

-h/2 

(3.4.5) 

Os deslocamentos generalizados da placa ªx ay e WR 

sao definidos a partir das expressões abaixo: 

hf2 h12 (,' / ªx u dz = MX ªx ; 1 ªy V dz = M ay ;· u dz = Mxy 8x y xy 

-h/2 -h/2 -h/2 

(" (" (" T v·, dz = Mxy ay Txz w dz = Qx WR •· Tyz w dz = Qy WR xy 

-h/2 -h/2 -h/2 

(3. 4.6) 

Substituindo (3.3.1) e (3.3.3) em (3.4.6), tem-se: 

(3.4.7) 

~x e ;y são as rotações das normais ~~ plano médfo da placa, 
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wR representa o valor midjo, tomado ao longo da espessura da pla­

ca, dos deslocamentos transversais dos pontos da placa. 

Substituindo (~.4.7) em (3.4.5): 

= I íl (a) d V. + I [( aa:x + 

V A 

pJwJ dA-J {OMxt+ 

Ca 

-
t + M m) • 8x xy 

(3.4.8) 

As quantidades sujeitas a variação em (3.4.8) sao: 

Fazendo a variação do funcional dado em (3.4.8) e u­

sando a identidade de Green tem-se: 

J 
aMx 

- ôTIR = {(""ã"i( + 

A 
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~ -

ª8
x + f-12 [i - -} ôM {M + M ) - {l + v) Mx 

ax x Eh 3 x y ~ - + 

+ [24(l+v) M _ asx asy;-i 
Eh3 xy {ay + ax~ ôMxy 

+ Í J.L . (1 + v)h
2 

Q 
L Eh 3 5 x 

awR Q [ 12 { 1 + v) h 2 Q - ( º + awR U ô Q } - {B + -) ôQ + - • ., 
x ax x Eh 3 5 Y · Y ay Y 

• dA + r [(oMx t + ôMxy m){sx - iix) + (ôMxy t + õMY m){sy- iiy) 

Cu 

(3.4.9) 

Então de (3.4.9), com a utilização do cálculo variaci 

ona 1, segue que: 
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i ) CondiçBes de equil1brto em A: 

aMx aMxy 
- Q o +-- = ax ay X 

aMxy aMy 
Qy o --+ - = ax ay 

aQx 
+ 

aQy 
+ o - p = ax ay 

i i ) Relações Força - Deslocamento: 

R[(M + My) - (1 + v) My 
_ vh 2 

Eh3 X 

...11..[(M + M ) (1 + v) M --
Eh3 X y X 

24(l+v) 
l\y 

asx asy 
(- + axl Eh3 ay 

12(1 +v} h2 
Q - (Sx + 

Eh3 5 
. 

X 

12{l+v) h2 
Q - (S + . 

Eh3 5 y y 

i i i ) No contorno C : u 

WR = WR 

Sx = Sx 

sy = sy 

10 

vh 2 
10 

awR 
axl 

SWR 
ay) 

PJ 
BSx - ax 

PJ 
BSy 

- ay 

(3.4.10) 

= o 

= o 

= o em A 

= o 

= o 
(3.4.11) 

(3.4.12} 
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iv) No contorno e 
a 

M )!, + Mxy m = MX )!, + Mxy m X 

M xy )!, + M ·m y = M xy )!, + My m 

Qx )!, + Qy m = Qx R. + Qy m (3.4.13) 

De (3.4.11) segue que: 

Relações Força - Deslocamento 

as as 2 
MX = D(_.l. + V _.l.) + vh p 

ax ay 10(1 - v) 

M D(v 
asx asy vh 2p = -+ ay) + y ax 10(1 - v) 

Mxy 
(1-v)D asx a By 

= 2 (- + axl ay 
em A 

Sx 
awR h2 

Qx = - - + 
ax 5D(l - v) 

awR h2 
Qy By = - -+ ay 5D(l - v) 

(3.4.14) 

O sistema de oito equaçoes diferenciais parciais lin~ 

ares de 1!! ordem, dado por (3.4.10) e (3.4.14), juntamente com as 

condições de contorno em C e C , dadas em (3.4.12) e (3.4.13),re 
. u a -
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solve o problema de flexio em placas com pequenos deslocamentffi se 

gundo a teoria de Rei~sner. 

O sistema dado pelas oito equaçoes diferenciais linea 

res de 1! ordem conduz naturalmente a tris condiçües de contorno 

por bordo, existindo assim uma coerincia entre as condiçües físi­

cas e matemãticas de contorno. 

Este sistema pode ser condensado em um outro de tris 

equaçoes diferenciais parciais, porém aumentando a ordem do siste 

ma, ~fim de que continuem sendo satisfeitas tris condiçües de con 

torno por bordo. 

Entio, substituindo ªx e ay nas expressoes de Mx' M y 

e Mxy segue: 

vh 2p h2 aQX aQy a2w a2 WR 
r1x = + (ax" + .\) ay) - D(--R + \) -) 

10(1-v) 5(1-v) ax 2 ay2 

· vh 2p h2 aQX aQY a2 w a2 w 
M + ( \) D ( v 

R __ R) = -- + -) - --+ y 10(1-v) 5(1-v) ax ay ax2 ay2 

Mxy 
h2 aQX aQy 

D{l-v) 
a2 WR 

= (- + -) -
10 ay ax axay 

Utilizando a terceira equaçao dada em (3.4.10) tem-se: 

h2 aQX vh 2 a2 w a2 w 
MX = p - D{-. _R + \) _R) 

5 ax 10(1 - v) ax2 ay2 

My 
h2 aQy vh 2 

D ( v 
a2 WR a2 WR 

= - p - --+ -) 
5 ay 10(1 - v) ax2 ay2 
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aQ aQ a211R 
(~ + _JI_) - D (.1 ~ v) 

ay ,ax axay (3.4.15) 

Substituindo (3.4.15) nas duas primeiras equaçoes de 

(3.4.10) tem-se: 

Q - h2 2 h2 ap 
D a 2 

To 'v Qx + = - 'v w R X 10(1-v) ax ax 

2 h2 
'v2W Qy 

~· h 2 lE D • - - 'y Q + = -1 O Y 10(1-v) ay ay R 

Derivando a primeira equaçao acima em relação a x, a 

segunda em relação a y e uti 1 i zando a terceira equação de ( 3. 4. 1 O) 

tem-se: 

do por: 

Qx 

Qy 

com k = 2 - V 

~ 

O novo sistema de equaçoes diferenciais parciais e da 

h2 
'v2Q + 

h2 ap 
D a 2 - = - 'v WR 10 X 10(1-v) ax ax 

(a) 

h2 2 h2 ap 
D a , 'v 2 - 'v Qx + = - _, w 

10 1 O ( 1 - V) ay ay R ( b) 

D 'v4W + kh 2 2 
- 'y p = p R 10 

( c) 

(3.4. 16) 
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3. 5 - Condiç~es de Contorno 

Mostrou-se, no parigrafo anterior, que:na teoria de 

Reissner cada bordo satisfaz a tris condições de contorno. 

Em placas retangulares as condições de contorno usuais 

sao: 

Bordo Simplesmente Apoiado 

o M o ( 1 ) o (a) WR = = ªs = r 

WR = o Mr = o Mrs = o (b) 

Bordo Engastado 

WR = o ( 1 ) 
ªr = o ( 1 ) 

ªs = o 

Bordo Livre 

Mr = o Mrs = o Q(l) = Q 
r 

No caso de bordo simplesmente apoiado a condição de 

contorno exata idada por {b). 

Utilizando a condição de contorno exata, alguns auto­

res obtiveram a solução analítica para a flecha e os esforços re­

sultantes em placas retangulares com os quatro bordos simplesmente 

(1) - Estas condições de contorno sao conhecidas como naturais, pe 
lo fato de surgirem naturalmente do funcional no processo de mini 
mização do mesmo. 
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apoiados {_Ver GIRKMA.NN [8] e CA~LEX _and LANGHAAR O 5]). 

A condição aproximada dada em (a) ê utilizada em al­

guns artigos que estudam o assunto - (.Ver SALERNO and GOLDBERG 

03] e KOELLER and ESSENBURG [i4]) - e será a adotada no decorrer 

deste trabalho. 

A utilização, nos bordos simplesmente apoiados,da con 

dição de contorno aproximada conduz a uma mudança no cálculo da 

reação de apoio, isto ê: sendo o momento torçor diferente de zero; 

a reaçao de apoio de bordos simplesmente apoiados será dada pela ex 

pressao 

= 

Convêm lembrar que no caso de placas retangulares com 

os quatro bordos simplesmente apoiados, esta consideração conduz 

a existência de reações concentradas nos cantos da placa, seme­

lhante a teoria clássica, em contradição com as reações distribuf 

das, encontradas quando se utiliza a condição de contorno 

( Ver GI RKMANN [8] , pág. 204 - Fig. 124 ou CARLEY and 

[1 s] ) . 

exata 

LANGHAAR 
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e A P r Tu Lo IY 

EXPRESSOES ANALfTICAS DAS FLECHAS E DOS 

ESFORÇOS RESULTANTES 

4.1 - Introdução: 

Neste capítulo sao deduzidas as expressoes analíticas 

das flechas e dos esforços resultantes em placas, para a teoria 

clãssica (Kirchhoff-Love) e teoria de Reissner. 

O carregamento atuante e considerado constante, uni­

formemente distribuído ao longo de todo domínio da placa e orien­

tado no sentido do eixo z. 

N 

' .o 

y 

~-

i 
1 

Isto é: 

p(x, y) = em A. 

Os casos estudados sao.dados pelas figuras 5, 6 e 7. 

X 
,. 

a Fig: 5 
1 



N 

' .o 

N 

' .o 

N 

' 

y 

y 
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a Fig. 6 

-"L-L-------l-----­
N 

' .o 
-~-~------ ! 

a 

Z,W 

a 

x 

Fig. 7 

p(x,y) 

X 

fig. 8 
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Convêm. observar que a solução rigorosa do problema de 

placas euro problema de valor de contorno da ffsica matemitica. 

As equações dadas por (2.3.22) e (3.4.16c) tem suas 

soluções escritas como: 

onde, 

wh(x, y) = solução geral da equaçao homogênea. 

wp(x, y) = solução particular da equaçao nao homogênea. 

O fato das equaçoes (2.3.22) e (3.4.16c) serem linea­

res e que torna esta superposição possfvel. 

Usa-se, para a solução das equaçoes (2.3.22) e (3.4.16c), 

o mêtodo de Lêvy. 

Salienta-se que algumas condições devem ser satisfei­

tas afim de que o mêtodo de Lêvy seja aplicado, isto e: 

a) dois dos bordos opostos da placa sao simplesmente 

apoiados (ver fig. 8); 

b) o carregamento transversal, nos casos estudados,tem 

a mesma distribuição em todas as seções paralelas ao eixo x, (ver 

fig. 8); 

e) a solução particular w (x, y) ê obtida consideran-. p 

do a placa como infinita em uma direção (no caso b - •). 

A condição c) implica que a solução ê s5 em uma varii 
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vel (no caso, na vari.ãvel x). 

4.2 - Teoria Clássica 

a) Flecha 

A equaçao (2.3.22) com as respectivas condições de CO!) 

torno resolve o problema da flexão de placas delgadas com peque­

nos deslocamentos. 

Aplicando o método de Lêvy, considerando que a parte 

do contorno da placa definida pelas retas .y = + b;2 e y = - b;2 

(ver fig. 8) possuem condições arbitrãrias d~ contorno, porem si­

métricas com relação ao eixo x, obtem-se: 

1 4po 
= D I senµx 

m aµ5 

Então, 

w(x, y) 

mrr comµ= -a 

m = 1,3,5, ... 

senµx 

m = 1,3,5, ... (4.2.1) 

Da expressao da flecha obtem-se as expressões doses­

forços, isto ê: 

b) Momentos 

MX (X, y) = - D 
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M X (x, y) = l [c1 - v) 
m 

My (X, y) 

4poo - 2vC3µCOShµy + ~3 senµX 
aµ 

My (x, y) = - D (v 

=í[(v-1) 
m 

4po ~ - 2C3µCOShµy + v senµX 
aµ3 

Mxy (X, y) 
a2 w =-D(l-v) 
axay 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

Mxy (x, y) = (v - l) l (C 2µ2senhµy + C3µsenhµy + C3µ
2ycoshµy) cosµx 

m 

m = 1,3,5, .. , (4.2.4) 

e) Cortantes 

Qx (x, y) ª2 w 2 
= - D a ( + ~) 

ax ax2 · ay2 

Qx (x, y) (4.2.5) 

QY (x, y) 
2 

= - D a (_~ + 
ay ax2 
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2 Q
1 

(x, y)_ - - [ 2C 3µ senhµy , senµx 
m 

m = l , 3 ,'5 , ... (4.2.6) 

d) Reações de Apoio 

As reações de apoio sao dadas pelas expressoes: 

R (X• y) (Q + 
aMxy 

( X • y) = ayl X X v (x, y) E e 
cr 

R (X• y) (Q + 
aMyx 

(X' y) = axl y y v(x, y) <; e 
cr 

Logo, 

[
4Po _ 2 3 

Rx (x, y) = r aµ 2 2µ C3coshµy + (v - l) . (C 2µ coshµy + 

Ry (x, y) 
2 3 2C 3µ senhµy - (v - l) . (C 2µ senhµy + 

Nos bordos da placa, 

Rx(a,y)= - R 
X 

(o. y) 
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= t ~· 
m 

m = 1,3,5, ... (4.2.7a,b) 

No caso de y = ± b/2 serem bordos engastados tem-se: 

Reações Totais 

As reações em cada um dos quatros bordos sao dadas por: 

aMxy 
+ ~) (O, y) dy 

+bf2 

J 
aMxy 

= ( Q X + ~) ( a , y ) dy 

-b12 

,. , -

' 

R I :(Qy aMyx 
(x, b/2) dx = + --) 

Y)i ax 

R = R 
Y1 Y2 

Jª (Qy RY2 
aMyx 

(x, - b; 2) dx = + --) ax 
o 

Logo, 
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Rx 2 ~ 4po b) + 2 (J - v) (C2µ 2 senha = (4C 3µsenha - - 2 . . + 
1 m aµ 

+ C3µsenha + c3µacosha8 

R- l t 4C 3µsenha + 2 (1 - v) 2 = . (C 2µ senha+ C3µsenha + 
Y1 m 

+ C3µaCOSh~ 

m=l,3,5 ... (4.2.8 a,b} 

Então a reaçao total e dada pela expressao: 

R -- }: tª Po b - ·a ( 1 - ". ) . ( e 2 h e h e h U v 2µ sena+ 3µsen a+ 3µacos a 
T m µ2a 

m = 1,3,5, ... (4.2.9} 

Observa-se na expressao (4.2.9} que a reaçao total nao 

e igual ao carregamento distribuído atuante multiplicado pela area. 

o termo (4.2.9) corresponde a 

dx dy (carregamento atuante). 

O termo restante em (4.2.9} corresponde a soma das r~ 

açoes concentradas que surgem nos quatro cantos da placa retang~ 

1 ar. 
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e) Determtnaçio das constantes 

e.1} ~ Q~~tfo 6ord6s simplesmente apoi~dos 

(l = 

y 

-~·----------, 

X 

_,___·-'-. ---------
o 

Fig .. 9 

w(x, y) 1 = O w(x, y) 

X= 0, a 

Mx(x, y) 1 = O 
X = 0, a 

Entio, 

1 
cosha 

1 b 
sha (C 3 2 senha 

b 
µ 2 

= o 
y = + b/2 

1 
y=+ 

= o 
b/2 
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e.2) - Dois bordos paralelos si~plesmente apoiados e 

dois bordos paralelos engastados 

"' ' .D 

"' ' _Q 

y 

X 

o 

Fig.10 

w(x, y) 1 = O w(x,y) =O 

X= 0, a Y = t b/2 . 

Mx(x, y) 1 = O aw(·x y) = o ay . , 
X = 0, a y = + b/2 

Então, 

senha 
2a + senh2a 

1 b 4po (C 3 senha+~) 
cosha 2 aµ5 
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e.3) - Dois bordos paralelos stmplesmente · apoiados e 

doi·s 'b"ordos p·a·ra:lel os· livres 

y 

X 

o 

Fig; 11 

w(x,y)j =O My(x, y) = O 

X = Ü, a y = "!: b/2 

Então, 

= o 
O, a 

Q ( y) + aMyx (x, y) y x' ax 

4p
0 v senha 

Kaµ4 

[2cosha -
4po 

(v - 1 )asenha] µC 3 - -
3 

v 
aµ c2 = ---------,~-----'--

( v -1 )µ2cosha 

( V + 3) 
= a{v - 1) + senh2a 

2 

1 = o 
y = "!: b/2 
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4.3 - Teorta de Reissner 

Foram deduzidas no capitulo 3, as equaçoes que, junt1 

mente com as condições de contorno, resolvem o problema da flexão 

de placas pela teoria de Reissner. 

As equações estão dadas em (3.4.16. a,b,c), formando 

um sistema de equações diferenciais parciais lineares que envol­

vem a flecha Wfi.(X, y) e as duas forças cisalhantes Qx(x,y)e Qy (x,y). 

Transcrevendo o sistema dado em (3.4.16 a,b,c) tem-se: 

Q - h2 2 h2 ap 
D a 2 

10 V Qy + = - V WR y 10(1 - v) ay ay 

D v4w + h2 2 
-V p = p R lo 

Inicialmente resolve-se a equação ~.4.16 c) do siste­

ma. 

Os casos estudados, tanto de carregamento como de con 

dições de contorno, são iguais ao da teoria clássica. 

Logo, p(x, y) = em A 

Então a equaçao (3.4.16 e) pode ser escrita: 

(4.3.1) 
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a) Flecha 

Apesar da equaçro (4.3.l) ser semelhante a equação da 

teoria clãssica, a solução do tipo Livy apresentada para a teoria 

clãssica não pode ser aplicada na equação (4.3.1). 

Uma solução para (4.3.1) deve satisfazer a duas condi 

çoes: 

1. 1 ;! o 
X = Ü, a 

(a curvatura deve refletir o efei 
to do cisalhamento) 

2. A solução para uma placa infinita deve ser obtida a 

partir da solução para placa finita .. 

A partir das condições acima constroi-se umi solução 

tipo Livy modificada, dada pela expressão: 

WR (x, y) 

onde µ = mrr 
e -a 

= Po [I 96 y (y) 
24D m aµ5 

6kh
2 

2 J senµx+ 
5 

(ax-x) 

m = 1,3,5, ... (4.3.2) 

k = 2 - V 

] - V 

Desenvolvendo o carregamento atuante, p(x, y) = p
0 

em A, 

em sirie de Fourier, tem-se: 

4Po "I' _1 p(x, y) = a l µ senµx 
m 

m = 1,3,5, ... (4.3.3) 

Substituindo-se (4.3.2) e (.4.3.3) em (4.3.1) obtem-se: 



4y g_ 
d,Y4 

cuja soluçao geral é: 
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2µ2 d2Y 4 4 
dy2 + µ y -= .µ 

Y(y) = c5coshµy + c6µysenhµy + c7senhµy + C8µycoshµy + 1 

(4.3.4) 

Desenvolvendo em série de Fourier a funçao f(x) = x2-ax 

definida no intervalo O~ x ~ a, tem-se: 

f(x) = x2 - ax = 
8,; _1 
a L senµx 

m µ3 

m = 1,3,5, ... (4.3.5) 

Substituindo-se (4.3.4) e (4.3.5) na expressao (4.3.2) 

e usando-se a simetria. em relaçao ao eixo x, tem-se: 

WR (x, y) Po ,; [ 96 = ~ L ~ (C 5coshµy 
24D m aµ5 

+ C6µysenhµy + 1) 

+ 48kh2] senµx 
5aµ3 

b) Cortantes 

m = 1,3,5, ... 

+ 

(4.3.6) 

O sistema formado pelas equaçoes (3.4.16 a,b) pode ser 

resolvido pela soma de uma soluçao particular do sistema com aso 

luçao do sistema homogêneo, isto ê: 
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Qx ·- Qxp + Q,xh ' ......... ~/ .... '. 

Qy = QYP + QYh 

Assume-se, as expressoes abaixo, como solução parti­

cular do sistema: 

Qxp D 
a,iwR kh 2 ap 

= - -ax 10 ax 

av 2w .kh 2 ap 
Qyp D R (4.3.7 a , b) = - - lo ay ay 

Substituindo-se (4.3.2} e p(x, y) = p
0 

em (4.3.7 a,b} 

tem-se: 

Qxp l [ 4po - 2c 6coshµyU = - (1 . COSµX 
m aµ2 

Qyp l (-
8po 

c6senhµy) = senµx 
m aµ2 

m = 1,3,5, ... (4.3.8 a , b) 

Reissner demonstrou que a solução do sistema homogêneo 

pode ser dada pelas expressões: 

- ·.li 
ay e 

onde 4> = 4>(x, y) e uma função de tensão. 

= - ~ª4> 
ax 
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Substituindo-se nas expressões de Q e Q tem-se: 
X y 

Q = 2 ( - 8po 
Y m aµ2 

c6 . senhµy) . senµx - !! 
m=l,3,5, ... 

Substituindo-se (4.3.9 a,b) em (3.4.16 

Logo, 

2 a (. - .b.... "2•) = o 
ay 1 O 

2 a ( q, - .b.... "2•) = o 
ax 1 O 

h2 2 • - ~ v • = C (constante) 10 

Assumindo C = o tem-se: 

(4.3.9 a,b) 

a , b) obtem-se: 

(4.3.10) 

A equaçao (4.3.10) e do tipo elítico, ou mais precis~ 

mente, uma equaçao de Laplace nio homogénea (equaçao de Poisson). 

Um dos métodos usados para a resoluçao de equações di 

ferenciais parciais lineares e o conhecido Método da Separaçao de 
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Variãveis. 

Convim. lembrar que certas condiç6es devem ser satis­

feitas para a aplicação do.mitodo a problemas em duas variãveis 

x e y. (Ver WEIN!l'ERGER [5]). 

Sabe-se que os bordos definidos pelas retas x = O e 

x = a sao simplesmente apoiados, logo tem-se que: 

como 

tem-se: 

1 = o logo: 
X = 0, a 

= o 
X = 0, a 

Qy 1 = o 
X = 0, a 

Portanto de (4.3.9 b) segue: 

~ {O, y) = O e 1.1 (a, y) = O 
ax ax 

(4.3.11) 

Fazendo :'4J{x, y) = A(x) . B(y) e substituindo em (4.3.10) 

A"(x) • B(y) + A(x) • B"(y) - .!Q A(x) . B(y) = O 
h2 

A" (X) B" (y) 10 À2 (À 1' o) = + - = -
A( x} B ( y) h2 

Então, 

A" ( x) + À
2A(x) = o 

B" (y) - n2B(x) = o (4.3.12 a,b} 
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com .2 11 = 1 O . -+ 
h2 

À2 

De (4.3.11) segue que: 

A' (O) = o e A' (a) = o (4.3.13) 

Resolvendo (4.3.12 a) tem-se: 

de (4.3.13) segue: 

A
1

(0) = O 

A'(a)=O n = 1,2,3, ... 

Logo, 

A solução de (4.3.12 b) escreve-se: 

com 

Portanto, 

<l>n (x, y) = (C 1 senh.11y + c2 coshi:i,1) cOSÀX 



tem-se: 

Então, 
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$ ( x ' y) = l $ n (x ' y ) 
n 

n = 1,2,3, .•• (4.3.14) 

Substituindo-se (4.3.14) em (4.3.9 a,b) tem-se: 

Qx (x, y) COSµX + 

m = l ,3,5, ... 

+ l n(C 1coshny + c2senhijy) cos1x 
n 

QY (x, y) = l (-
m 

n = 1,2,3, ... 

Bpo 
- 2 c6senhµy) . senµx 
aµ 

+ 

m = 1,3,5, ... 

+ l l(C 1senhny + c2cosh~y) senlx 
n 

n = 1,2,3, ... 

(4.3.15) 

(4.3.16) 

Em virtude da simetria de eixos .e de carregamento 

i) Qy(x,y)=-Qy(x,-y) (função ímpar) 

i i) Qx (x, y) = - Qx (a - x, y) 



Logo: 

Então, 
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i } i,mplica e = o 
'2 . 

i i ) i mp 1 i ca n = 1 , 3, 5, ... 

_. [ 4po l 
Qx (x, y) = ~ aµ

2 
(1 - 2C 6coshµy) + nc 1 . cosh,;iYJ cosµx 

m=l,3,5, •.. (4.3.17) 

m = 1,3,5, ••. (4.3.18) 

Observa-se que as equaçoes (4.3.17} e (4.3.18) satis­

fazem a terceira equação de (3.4.10). 

e) Momentos 

Substituindo-se (4.3.6), (4.3.17) e (4.3.18) em (3.4.14) 

tem-se: 

c.1) - Mx (x, y) 

MX {x, y) 

4po ~ J - - ((v -1) c5 + 2vC
6

} coshµy + (v-1} c
6

µysenhµy - 1 } 
a µ-3 

• senµx 

m = 1,3,5, ..• (4.3.19) 
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c. 2 t - M (x' y) y 

2 h2 
M (x' y) l { - 8h Po c6coshµy + ,wc 1 coshny -- . y m 5aµ 5 

m = 1,3,5, ... (4.3.20) 

c.3) - Mxy (x, y) 

Mxy (X, y) = l { -
m 

m = 1,3,5, ... (4.3.21) 

d) Reações de Apoio 

Observou-se no capítulo III (parágrafo 5), que a nao 

satisfação da condição de contorno exata em bordos 

poiados, conduz a utilização da expressão Rr = Qr 

simplesmente e 
aMrs 

+ -- no lu­as ' 
gar de Rr = Qr' na determinação da reação de apoio nestes bordos. 

Nos bordos engastados utiliza-se a expressao Rr = Qr' 

na determinação da reação de apoio. 
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Entio, analtsando os tris casos tem-se: 

a) Caso l 

Rx (o' y) Qx (o' y) 
aMxy 

(o. y) = +--
ay 

Rx ( a ' Y) = Qx (a, y) + 
aMxy 

(a, Y) ay 

Ry (x, b/2) 

aMyx 
= Qy (x, - b/2) + ax (x, - b/2) 

b) Caso 2 

R (O, y) Qx (O ,,y) 
aMxy 

( o • y) = +--
X ay 

Rx (a, Y) = Qx ( a ' Y) +~ ( a ' Y) ay 

R (X' b/2 ) = Q (x, b/2) y y 

Ry ( X ' - b!z ) = Q y (x,-b;2 ) 

e) Caso 3 

Rx (o. y) = Qx (O, y) 
aMxy 

(O' y) +--
ay 

Rx (a' Y) = Qx (a, y) 
aMxy 

(a' Y) +--ay 
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e) Determtnaçio das Constantes 

awR 
ll = --Y ay 

e. l) - ·Quatro' lío'r'dos' simplesmente apoiados 

wR(x, y) 

Mx(x, y) 

h2 
5D(l-v) 

Logo, 

cl 

C5 

c6 

N 

' .o 

y 

-·!--------, 

___ ._ _____ _. 

o 

Fig. 12 

= o 
X = 0, a 

1 

= o 
X = Ü, a 

X 

wR(x, y) = 
y = :!: 

My(x, y) = 
y = :!: 

Qy 
1 

o 
awR h2 

= ll = - -x ax 5D(l -v) 
X = 0, a 

= o 

= 1 
[1 + k,/h 2 

+ (1 ta
2
n h (lj 

coshC1 10 

1 = 
2coshll 

o 
b/2 

o 
b/2 

Qx = o 
y = :!: bf2 



com (l = .!!! 
2 
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e.2) - Dois bordos paralelos simplesmente apoiados e dois 

bordos paralelos engastados 

wR(x, y) 

Mx(x, y) 

IÍY (X, y) 
• 

Logo: 

cl 

C5 

{\) 

' -" 

1 

1 

1 

= 

= 

y 

= o 
X = 0, a 

= o 
X = 0, a 

= o 
X = 0, a 

4Po 
a 2 µ ,.n 

1 -
cosha 

X 

a 

Fig. 13 

wR(x, y) = o 
y = + b/2 

B X {_x , y) = o 
y = :!: b/2 

By (X, y) = o 
y = :!: b/2 

1 (-2C 6cos,ha - 1) . 
cosh(~b) 

(C 6asenha + 
kh2µ2 

1 ) + 
10 
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com, 

E 

tanh ( !lE.) 2 . 

E = Í(_l + L 11 4 
senha + 1 

µ4 
a 

cosh 
cosha . 

5µn(l - v) 

• tanh (2bl] 

c.3) - Dois bordos paralelos simplesmente apoiados e dois 

bordos paralelos livres 

y 

N 
. ' .o 

+----+--------+----
N 

X 

"' -'----.1...---·---· 

o 

Fig. 14 

wR(x, y) [ = O 
X = Ü, a 

Q y (x, y) 1 · = O 

y = ! bf2 

Mx{x, y) 1 = O My(x, y) = O 

~ = O, a y = + b/2 

fly(x, y) 1 = O Mxy (x, y) = O 

X = Ü, a y = + b;2 
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F = 

Logo, 

e, = 
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senha 

senh(1b) 

= (1 +v) - (1-_v) acotgha C 
C5 (1-v) • 6 

vn 2h2 

l O F · cosha 

[l- qtanha J+( 3 +v)­
µtanh(1bl 

2a(l -v) 
senh2a 
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e A p r T u L Q y 

RESULTADOS NUMtRICOS DA TEORIA CLÃSSICA E 

DA TEORIA DE REISSNER 

5. l - Introdução 

Neste capítulo sao apresentados, através de tabelas e 

grãficos os resultados numéricos obtidos pelas teorias clãssica e 

de Reissner. 

Obtem-se uma maior versatilidade nas tabelas, util i -

zando-se os coeficientes adimensionais definidos abaixo: 

= 
w(x, y) ou (l 

wR(x, y) 
" = 

p ª4/ 4 
o D Poª / D 

Mx(x, y) My(x, y) Mxy(x, y) 
Àx = Ày = ; Àxy = 

P a2 P a2 P a2 o o o 

Gx ( x, y) Gy (X, y) 
Yx = Yy = 

Poª Poª 

Rx{x, y) Ry (X, y) 
PX = Py = 

Poª Poª 

(os esforços sao dados por metro) 

Os parãmetros de entrada nas tabelas sao: 
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coeficiente de Poisson (v) 

Relação b/a 

Relação h/a 

coeficiente de Poisson {v) 

Relação b/a 

{Reissner) 

} (Clássica) 

A relação h/a representa a influência da espessura da 

5.2 - Resultados Numêricos 

a - Introdução 

As fórmulas analíticas obtidas nos capítulos anterio­

res para a teoria clássica e de Reissner foram programadas obten 

do-se, como resultado, valores numéricos para as flechas, momen­

tos, cortantes e reações de apoio. 

Devido a existência, nos casos estudados de uma dupla 

simetria, os valores numéricos das flechas e dos esforços resul­

tantes foram obtidos em pontos pertencentes a um quarto da placa. 

b - Convergência 

O estudo da convergência das séries que representam as 

expressoes analíticas das flechas e esforços resultantes dados p~ 

la teoria de Reissner, ê feito para os valores máximos assumidos 

pelas expressões analíticas, no domínio da placa. 

A convergência ê analisada, nos três casos estudados, 
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para a relação h/a = 0,050 , b/a = 1 e v = 0,3, 

A seguir são apresentadas tabelas que mostram os valo 

res numéricos assumidos pela flecha e esforços resultantes para di 

versos nüm~ros de termos das séries. 

Caso 1: 

b/a = 1 ( \) = 0,3) 

NQ de T. lOOct{I) 1 0Ã X 
{I) 10Ã ,(!) lOÃ (3) ' ( 2) ' ( 4 ) 

y . xy Yx Yy 

3 O, 411 0,482 O, 480 ) O ,320 ,, O, 304": -0,343 

5 O ,411 0,480 0,480 0,322\ 0,318 -0,340 

1 O O ,411 0,479 0,479 O, 323 0,328 -0,337 

20 O, 411 0,479 0,479 0,322 0,333 -0,;338 

50 O, 411 0,479 0,479 0,322 0,336 -0,338 

100 O ,411 0,479 0,479 0,322 0,337 c0,338 

200 O, 411 0,479 0,479 O, 3 21 0,337 -0,338 

300 O ,411 0,479 0,479 O, 3 21 0,337 -0,338 

400 O ,411 0,479 0,479 O, 3 21 0,337 -0,338 

500 0,411 0,479 0,479 O, 3 21 0,338 -0,338 

y 

3 
-

2 
-

X 

_I~_ a 

-Fig. 15 
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Caso 2: 

b/a = 1 (v = 0,3) 

NQ de T. lOOa(I) lOÀx (1) lOÀ ·( 4 ) Àxy Yx yy y 

3 O, 199 0,251 -0,694 O, 1 39 O , 21 2 -0,517 

5 0,199 0,249 -0,693 O, 1 39 0,226 -0,512 

10 O, 199 0,248 -0,692 0,140 0,236 -0,509 

20 0,199 0,249 -0,692 O, 140 O , 2 41 -0,509 
50 O, 199 0,249 -0,692 0,140 0,244 -0,509 

100 0,199 0,249 -0,692 O, 1 41 0,245 -0,509 

200 O, 199 0,249 -0,692 O, 141 0,245 -0,509 
300 0,199 0,249 -0,692 0,142' 0,245 -0,509 

400 0,199 0,249 -0,692 O, 14 2 0,246 -0,509 

500 0,199 0,249 -0,692 O, 14 2 0,246 -0,509 

y 

2 
.o 

X 

a 

Fig. 16 
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Caso 3: 

b/a = 1 (v = 0,3) 

NQ de T. lOa.('+) Àx 
( " ) 10Ãy 

( l ) 
'À iy Yx 

( 2) 

3 O, 1 5 2 0.130 0.266 -o. 1 89 0,433 

5 O, 1 5 2 0.129 0.265 -o. 1 89 0.446 

10 O. 1 5 2 O. 1 2 9 0,265 -0.190 0,457 

20 O, 1 5 2 0.129 0.265 --0,190 0.462 

50 0,152 O, 129 0.265 -0,190 0.465 

100 0,152 O , 1 29 0,265 -0,191 0.466 

200 0.152 0.129 0.265 -o, 191 0.466 

300 0,152 0.129 0.265 -0,191 0.466 

400 O, 152 O, 129 0.265 -0,192 0.466 

500 O, 152 O, 129 0,265 -0,192 0.466 

y 

3 4 ~-•-----·---·-·--·-

2 l 
X 

___ ..._ ___ ·--·---
a 

Fig. 17 

Analisan~o~se os tris casos conclui-se que: 

Flechas - a sirie converge muito rapidamente e uma precisio 

suficiente i obtida tomando-se os dois primeiros termos da sirie. 
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Momentos fletores ~ a sérte conyerge rapidamente e uma pre­

cisão suftctente é pbtida tomando-se os cinco primei·ros termos da 

série. 

Momentos Torçores - a série converge rapidamente e uma boa 

precisão é obtida tomando-se os cinco primeiros termos da série. 

Esforços Cortantes - a série do esforço cortante (y
1

) con­

verge com uma boa precisão, tomando-se os vinte primeiros termos 

da série, porem a série do esforço cortante (yx) converge lenta­

mente e uma boa precisão e obtida tomando-se um número de termos 

maior ou igual a cem. 

c - Tabelas 

As tabelas apresentadas a seguir fornecem os valores 

mãxtmos e as variações, ao longo de retas paralelas aos eixos x e y 

da placa, das flechas, momentos, cortantes e reações de apoio. 

A comparação dos resultados obtidos neste trabalho PQ 

de ser feita consultando-se as referências [1 J , [3], [4] e O 3], 

entre outras. 

Caso l - Referência [13] (v = 0,3) 

h/a 100Clmãx. 
( 1 ) 

10Ãymãx. 
( 1 ) 

lOÀymãx. 
( 1 ) b/a 

0,005 0,406 0,479 0,479 
0,010 0,406 0,479 0,479 1 
0,050 O, 411 0,479 0,479 
0,100 0,424 0,481 O, 481 
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TABELAS 



Valores Mãximos (v = 0,3) 
h/a 

lOOci _(l) 10Ã _{l) lOÃ _(l) 10Ã _{ 3 ) ( 2) ( 4 ) ( 2 ) ( 4) 
b/a 

max. xmax. ymax. xymax. Yxmãx. Yymãx. Pxmãx. Pymãx. 

0,005 0,406 0,479 0,479 0,325 0,338 0,338 0,420 0,420 

0.010 0.406 0.479 0.479 0,325 0,338 0,338 0,420 0,420 
. 

0.025 0,407 0,479 0,479 0,324 0,338 0,338 0,420 0,420 

0,050 O ,411 0,479 0,479 0,321 0,338 0,338 0,420 0,420 

0,075 0,416 0,480 0,480 O , 31 6 0,338 O, 338 . 0,420 0,420 
-f 

O, l 00 0,424 0,480 0,480 O, 311 0,338 0,338 0,420 0,420 :,,. 
co . ,,., 

0,125 0,434 0,481 0,481 0,308 0,338 0,338 0,420 0,420 1 r-
:,,. 

O, 1 50 0,446 0,482 0,482 0,305 0,338 0,338 0,420 0,420 ~ 

O, 1 7 5 0,461 0,483 0,483 0,302 0,338 0,338 0,420 0,420 

0,200 0,478 0,485 0,486 0,297 0,338 0,338 0,420 0,420 < 
"' ..... 
~ ex, 

0,250 O, 51 8 0,488 0,488 0,287 0,338 0,338 0,420 0,420 o .. .., 
0,300 0,567 0,492 0,492 0,274 0,338 0,338 0,420 0,420 C1) 

u, 

T.Class:,. 0,406 0,479 0,479 0,325 0,338 0,338 0,420 0,420 :.:: 
"'1 
>< ~. 

y 3 
o 
u, 

3 4 

a 1 
1 



Variação do coeficiente a ao longo da reta y = o 

h; (lOOn) (v = 0,3) b; a x=O,lOa x=0,15a x=O, 20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x= O, 40a x=0,45a x=0,50a a 

0,005 0,132 O, 19 2 0,246 O, 294 0,334 0,365 0,388 0,402 0,406 
' 

0,010 O, 1 32 0,192 O ,.2 46 O, 294 0,334 0,365 0,388 0,402 0,406 
' 0,025 O , l 3 2 0,192, 0,247 0,295 0,335 0,366 0,389 0,403 0,407 

0,050 O, 1 33 O, 19 4 0,249 O, 29 7 0,338 0,369 0,392 0,406 O , 411 

0,075 O, 136 O, 19 7 0,253 0,302 0,342 0,374 0,398 0,412 0,416 

0,100 O, 1 39 0,202 0,258 0,308 0,349 0,382 0,405 0,419 0,424 
•· 

0,125 O, 143 0,207 0,265 0,316 0,358 0,391 O, 41 5 0,429 0,434 l ..... 
0,150 O, 147 0,214 0,273 0,325 0,368 0,402 0,427 0,442 0,446 )> 

e:, 
. ' . l'T1 

O, 1 7 5 O, 1 5 3 0,222 0,283 0,336 0,381 0,416 0,441 0,456 0,461 
' 

r 
)> 

0,200 O, 160 0,231 O, 29 5 0,350 O, 39 5 O, 431 0,457 0,473 0,478 N ...... 
<l) 

0,250 O, 1 7 6 0,253 0,322 O, 381 0,430 0,468 0,496 0,512 0,518 

0,300 0,195 0,280 0,355 0,419 0,472 O, 51 4 0,543 O, 561 0,567· 
...., 
~ 

n, 
T,Clãss. O, 1 32 O, 19 2 0,246 0,294 0,334 0,365 0,388 0,402 0,406 n 

:::,-

"' 

y 

"II'", ----.---+---x-(-'-y=_O_l_ 

a 



Variação do coeficiente Ãx ao longo da reta y = O 

h; {l0Ãx) {v = 0,3) 
b/ a .. 

x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a a 
' 

0,005 0,209 0,284 0,343 0,389 0,424 0,449 0,466 0,476 0,479 

0.010 0,209 0,284 0,343 O, 389 0,424 0,449 0,466 0,476 0,479 

n íl25 0.209 O 284 0.343 0.389 0,424 0,449 O, 46:6 0,476 0,479 

0.050 0.209 0,284 0,344 0,389 0,424 0,449 0,466 0,476 0,479 -i .,,. 
CX) 

0,075 0,209 0,284 0,344 0,390 0,424 0,450 0,467 0,467 0,480 

0,100 O , 21 O 0,285 0,344 0,390 0,425 0,450 0,467 0,477 0,480 

. ,.,., 
r 
)> 

w 

0,125 0,210 0,285 0,345 0,391 0,426 O, 451 0,468 0,478 0,481 l 

O , l 50 0,210 0,286 0,345 O, 392 0,426 0,452 0,469 0,479 0,482 :;: 
o 

O. l 7 5 O. 211 0.286 0.346 0.392 0.427 0,453 0,470 0,480 0,484 3 
n, 
::, CX) 

0.200 O . 211 o.287 ·o.347 O. 39 3 0,429 0,454 0,472 0,482 0,485 <+ o 
o 

0.250 O. 21 2 O. 289 0.349 0.396 0,431 0,457 0,475 0,485 0,488 . .,, 
~ 

0.300 0-214 O . 291 0.352 0.399 0,435 0,461 0,479 0,489 0,492 n, 
<+ 

T.Clâss. 0.209 0.284 0.343 0.389 0,424 0,449 0,466 0,476 0,479 o .... 

y 

{ 1------1----x ,__:(.:__::_Y ,o.:__) 

o 



Variação do coeficiente Ãxy ao longo da reta y=+ b/2 

h/ ( 1 O Ã xy) b/ 
a a 

x=O x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a 

0,005 0,325 0,295 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 O ,041 

0,010 0,325 0,295 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041 

0,025 0,324 O, 29 5 0;267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041 
--i 

O 050 0-321 0-294 0.267 0.235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041 "' o:, 

0.075 O . 3 l 6 0.293 0.266 0.234 0.199 0,162 0,122 0,082 0,041 
,..., 
r 

"' 
0.100 O 31 O O 292 0.265 0.233 0.198 O , 1 61 0.122 0.082 0.041 .;,. 

O , 125 0,301 0,290 0,264 0,232 0,198 0,160 0,122 0,082 O ,041 , 
O , 1 50 O, 290 0,288 0,262 0,231 0,197 0,160 O, 1 21 O ,081 0,041 3: 

o 

O, 1 7 5 0,278 0,285 0,260 0,230 O, 19 5 O, 1 59 0,120 O, 081 0,041 3 
CD 
::, co 

0,200 0,264 0,282 0,258 0,228 O, 19 4 0,158 0,120 0,080 0,040 ... ~ 

o 

0,250 0,229 0,275 0,252 0,224 O , 191 0,155 O , 11 8 0,079 0,040 --i 
o 

0,300 O, 187 0,266 0,246 0,218 0,187 0,152 O, 116 0,078 0,039 . -s 
'° 

T. Clãss. 0,325 O, 29 5 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 O ,041 o 
. -s 

y 

(y=+b/2) 

,[ 1--------+----x 

a 



Variação do coeficiente Yx ao longo da reta y = o 

x=O x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a 

T.Clâssica 0.338 0,246 0,206 0,170 O, 1 36 0,106 0.078 0,051 0.025 
T.Reissner 0.338 0,246 0,206 0,170 0,136 0.106 0.078 O ,o 51 0,025 

Variação do coeficiente Yy ao longo da reta y = bf2 

x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a 

T.Clâssica O. 1 71 O. 21 8 0.254 O. 2 81 0.303 0.318 0.329 0.336 0,338 
T.Reissner O, l 71 0,218 0,254 O, 281 0,303 0,318 0,329 0,336 0,338 

Obs.: Neste caso os valores dos esforços cortantes coi·ncidem para as duas teorias. 

y 

(y=b/2) 

o[l--------+---•x--'( yc_=_O_) 

a 

b;a 

1 

b; a 

1 . ,,, 
VI 

. ..., 
o 

. "'l 
,n 
o 

n 
o 

. "'l 
<+ 
"' ::, 
<+ 
(D 

ex, 
N 



Variação do coeficiente Py ao longo da reta y = + b/2 
(v=0,3) b/ 

a 
x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a 

e 

.Clássica 0,220 0,278 0,322 0,355 0,380 O, 399 O, 411 0,418 0,420 l e . . Reissner 0,220 0,278 O, 322 0,355 0,380 0,399 O , 411 0,418 0,420 ' 1 

Resultante das Reações de Apoio -1 
:,,, 

h/a q, X cp y <I> c b;a 
e:, 

. "' 
y r-

':,,, 

0.005 0.315 O. 31 5 0,065 m 

0.025 0.315 O • 31 5 0,065 o 

'O, O 50 0,314 0.314 0,064 
::o 00 
<D w 

"' O, l 00 0.312 0.312 0.062 
,,., 
"'1 

O. l 2 5 0.310 0.310 0,060 l 
o 

e. 
0.150 O. 308 0.308 0.058 <D 

0.175 0.306 0.306 0.056 Ry2 
X :,,, 

'O 
o 

0.200 0.303 0.303 0.053 ~. 
o 

rr.c 1 ã s s . O. 31 5 0.315 0.065 

1 R 1 1 R 1 
2 Rc Ry1 Rc = = q, X p o a • X1 X2 

IRcl = 
<I> c Poª2 e RT = ( 2<t,x + 2<t, . 4<t, c) Poª2 y 

1 R 1 = 1 R 1 = cp y P a 2 
Y1 Y2 o • 



Valores Mãximos ( \) = 0,3) 
h/ 

l ºº" _(1.) 10>. _(l) l º" _(4) 10>. _{ 4) l º" _(1) ( 2) ( 4) 
b/ 

a 
l º" - a 

max. xmax. ymax. xmax. ymax. xymax. Yxmãx. Yymãx. 

0,005 0,192 0,244 -0,698 -0,210 0,332 0,144 0,244 -0,516 

0,010 O , l 9 2 0,244 -0,698 -0,209 0,332 0,144 0,244 -0,515 

0.025 O. 194 0,245 -0,697 -0,209 0,333 O, 143 0,244 -0,513 

0.050 0.199 0,249 -0,692 -0,207 0,333 0,142 0,246 -0,509 

0.075 0.208 0.254 -0,685 -0,204 0,334 O , 1 41 0,247 -0,505 
--1 

0.100 0.220 0,262 -0,673 -0,199 0,336 O, l 39 0,249 -0,500 _:,:,. 
CD 

O. 1 2 5 0.235 O , 2 71 -0,659 -0,193 0,338 O, 1 3 7 O, 2 51 -0,493 1 
' rr, ,--

:,,,, 

O. l 50 0.254 O, 282 -0,642 -0,186 0,339 0,135 0,254 -0,486 ..... 
O . l 7 5 0.275 0,294 -0,623 -0,178 0,341 O , 1 3 4 0,257 -o ,479 

0.200 O, 29 8 0,307 -0,602 -0,169 0,343 0,135 0,260 -0,471 < (X) 

Ili 
_,,. 

~ 

0.250 0.353 0.334 -0,557 -0,148 0,348 O, 14 3 0,267 -0,454 o .... 
0.300 O, 41 6 0,362 -0,551 -0,126 0,354 0,152 0,274 -0,438 n, 

"' 
T.Clãss. 0.192 0,244 -0,698 -0,210 0,332 0,144 0,244 -0,516 3: 

Ili 1 
X ~. 
3 
o 

y V> 

3 4 . . , . , . . 

2 1 

X 

-
{ 

. /,,,, '· / / / // / / /,' 
p 



h/ a 

0.005 
0.010 
0,025 

0.050 
0,075 

O. l 00 
0.125 
0.150 

O. l 7 5 
0.200 
0.250 
0.300 

T.Clãss. 

Variação do coeficiente a ao longo da reta y = O. 
(lOOn) (\)=0,3) 

x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a 

0.065 0,094 O, 1 20 O, 1 42 0,160 

0.065 0,094 O, 1 20 O, 142 0,160 

0.066 0.095 O, 121 O, 1 43 O, 1 61 

0.068 0,098 O, 1 24 O, 14 7 0,166 

O, 071 0,102 O, l 30 0,154 0,174 

0.075 O. l 09 0.138 0,163 0,184 

0.081 O, 117 0,148 O, l 75 0,197 

0.088 O, 126 0,160 O, 189 0,212 

0.095 O, 137 O, l 7 4 0,204 0,230 

O. l 04 O, l 49 O, 189 0,222 0,250 

0.124 0.178 0,224 0,264 0,296 

0.148 O. 211 
.. 

0,266 0,312 0,350 

0.065 0.094 0,120 O, 142 0,160 

y 

.o[--t--------+-----'-'-( Y__::_:._= O )_ 
. X 

a 

x=0,35a 

0,174 
0,174 
O, 1 76 
O, 180 
O, 189 

0,200 
0,214 
O ,230 
0,250 
O, 271 
O, 321 
0,379 
O, l 74 

x=0,40a x=0,45a 

O, 1 84 0,190 
0,184 0,190 
O, 1 86 0,192 

O, 1 91 O , 197 
0,199 0,205 

O, 211 0,218 
0,226 0,233 

0,243 O, 2 51 

0,264 0,272 
0,286 0,295 

0,339 0,349 
0,400 0,412 

0,184 0,190 

bla 
x=0,50a 

0,192 
O, 19 2 
0,194 
0,199 
0,208 

0,220 
0,235 l -1 

)> 

0,254 a, 
. rr, 

0,275 r 
)> 

0,298 co co 
(.11 

0,353 ...,, 
0,416 ~ 

CD 

O, 19 2 n 
::,-

"' 



. 

Variação do coeficiente Àx ao longo da reta y = O. 

{lOÀx) (v=0,3) 

x=O, lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a 

0,005 0,135 O, 17 5 0,203 O, 2 21 0,232 0,238 0,242 0,243 0,244 
0,010 0,135 0,175 0,203 O, 2 21 0,232 0,238 0,242 0,244 0,244 
0,025 0,135 0,176 O, 203 0,222 0,233 O ;239 0,243 0,245 0,245 
0,050 0,136 0,178 0,206 0,224 O, 236 0,243 0,246 0,248 0,249 
0,075 0,138 O, l 80 0,209 0,228 O, 241 0,248 0,252 0,254 0,254 -1 

:,:,, 

0,100 O, l 41 . / O, l 84 0,214 0,234 0,247 0,255 0,259 O, 261 0,25g e:, 
. ,.., . 

r 
0.125 O. l 44 O. 189 O, 220 ., 

0,241 0,255 0,263 0,268 0,270 O, 2 71 l .J:> 

0.150 O. l 48 O, 194 0,227 0,249 0,264 0,273 0,278 0,281 "' 0,282 
O. l 7 5 O. l 5 2 0.200 0,234 0,258 0,274 0,284 0,290 0,293 0,294 :.: o, 

0.200 O. l 56 0.206 0,242 0,267 0,284 0,295 0,302 0,306 0,307 
o "' 3 
C1> 

0,250 O, 164 O, 21 8 0,258 0,286 0,306 0,320 0,328 0,332 0,334 ::, ... 
0,300 0,173 O , 2 31 0,275 0,307 O, 329 0,345 0,355 0,360 0,362 o 

..,, 
T.Clãss. 0,135 O, l 7 5 0,203 O, 2 21 0,232 0,238 0,242 0,243 0,244 ~ 

C1> ... 
o 

. "1 

y 

[

.. (y=o) 

.e ··t". ---,-----t---x---'---

o 



Variação do coeficiente Ày ao longo da reta X= a/2 

h;a y=O y=O ,2b; 2 y=O ,3b;2 y=O ,4b;2 y=O ,6b;2 y=O, 7b;2 y=O ,8b/2 y=O ,9b/2 y=l ,Ob/2 b;a 

0.005 0.332 0,302 0,262 0,205 0,024 -0,105 -0,265 -0,462 -0,698 

0.010 0.332 0.302 0.262 0.205 0,025 -0,105 -0,265 -0,462 -0,698 
0.025 0.333 0.302 0.263 0,205 0,025 -o, 1 04 -0,264 -0,461 -0,697 
0,050 0,333 0,303 0,264 0,206 0,027 -0,102 -0,262 -0,458 -0,692 

0,075 0,334 0,304 0,265 0,208 0,030 -0,099 -0,258 -0,453 -0,685 

O, 1 00 O, 336 0,306 0,267 0,210 0,033 -0,094 -0,253 -0,446 -0,673 
-i 
:,,, 
CC 

O, 125 0,338 0,308 0,269 0,213 0,037 -0,089 -0,246 -0,436 -0,659 l 
. ,.,, 
r-

O, 150 O, 339 O, 31 O 0,272 0,216 0,042 -0,082 -0,237 -0,424 -0,642 
:,,, 

~ 

O, 1 7 5 O, 341 O, 312 0,274 0,219 0,048 -0,075 -0,227 -0,410 -0,623 o 

0,200 0,343 O, 31 5 0,227 0,223 0,054 -0,067 -0,216 -0,395 -0,602 ex, 

3 
.... 

0,250 0,348 O, 320 0,284 O, 2 31 0,067 -0,049 -o, 191 -0,361 -0,557 o 
3 
(1) 

0.300 0.354 0.327 0.292 0,241 0,083 -0,028 -0,163 -0,325 -0,511 :::, ,.,. 
T.Clãss. O, 332 0,302 0,262 0,205 0,024 -0, 105 -0,265 -0,462 -0,698 o 

.,, 
~ 

(1) ,.,. 
o 

y (x,a/2) . ""I 

, , , , , , , , , / .. .,,.,, 

{ X 

,, ,, ,, ,, , ,, , , ,, /////; 

a 



Variação do coeficiente lxy ao longo da reta x = O (v=0,3) 

h; (lOlxy) b; 
a 

y =O, 1 b;
2 

y=O ,2b/ y=O ,9b;
2 

a 
y=0,4b/2 y =O, 5b;

2 
y=0,6b;2 y=O, 7b;

2 
y=0,8b/2 y= 1 , Ob/ 

2 2 

0,005 0,032 0,064 O, 11 6 0,134 0,144 O , 1 41 0,123 0,080 0,005 

0,010 0,032 0,064 O , 11 6 0,134 0,144 O, 1 41 0,123 0,080 0,010 

0,025 0,032 0,064 O, 11 6 0,134 0,143 O, 1 41 0,123 0,080 0,024 

0,050 0,032 0,063 O, 116 0,133 0,142 O, l 40 O, l 21 0,080 0,044 
. 

n n1~ 0.032 0.063 O. 114 0,132 O, 141 0,138 O, 119 0,084 0,062 
--1 
)> 
o:, 

O, 1 00 0,032 0,062 O, 11 3 O, l 30 0,139 0,136 O , 119 0,091 0,076 ,.,, 
r 

O. 125 O ,o 31 0,061 O , 11 1 0,128 0,137 O, l 3 5 O , l 21 0,099 0,087 1 
)> 

~ 

0,150 0,031 0,060 O, 11 O O, 126 O, l 3 5 0,134 0,123 0,107 0,099 ~ 

O, l 7 5 0,030 0,059 O, 1 08 O, 124 0,134 0,134 0,126 O, 116 0,100 o:, 
:;:: o:, 

0,200 0,030 0,058 O, l 06 0,123 O, 132 0,135 O, 130 0,123 0,103 o 
3 

0.250 0;029 0,056 O, l 03 O, 120 O, l 31 O, l 3 7 O , l 3 7 0,137 0,100 
(1) 
::, 
rt-

0,300 0;028 0,054 0,100 O, 118 O, 1 31 0,140 O, 144 O, l 46 0,087 o 

T.Clãss. 0,032 0,064 O, 11 6 0,134 0,144 O, 141 0,123 0,080 o --1 
o . ., 
'° 

(X: 0 
o 

. ., 
y 

, , / /' , , ,, 

{ X 

' '/ / / /,, ,,,,,,.//, 

a 



Variação do coeficiente Àxy ao longo da reta y = b/2 

h/ ( ] Q Ü À Xy ) ( V = 0 , 3 ) b/ 
a a 

x=O x=O,lOa x=O, 15a x=0,20a x=0,25a X=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a 

0.005 0,005 0,004 O, O O 3' 0,002 0,002 0,002 0,001 O ,001 0,000 

o.aos 0,051 0,037 O·º 31 0,025 0,020 0,016 0,012 0,007 0,004 

0,010 O. 1 00 0,074 0,062 O, 051 0,040 O, 031 0,023 0,015 0,007 

0,025 0,240 O, 186 O, 1 5 5 0,127 O, 1 O 1 0,078 0,057 0,037 0,018 

0.050 0,445 0,370 O, 312 0,256 0,205 0,158 O , 11 5 0,075 0,037 -1 
)> 

0,075 0,617 0,546 0,465 0,386 O, 311 0,241 0,176 O , 11 5 0,057 "' tT1 .... 
O. 100 0,757 0,708 0,612 0,512 0,416 0,324 0,238 0,156 0,077 1 )> 

0,150 0,948 O, 989 0,873 0,745 0,614 0,485 0,360 0,237 O , 11 8 ~ 

N 

0.200 1 , O 2 6 1 , 208 1 , 084 0,938 0,783 0,625 0,467 0,310 0,154 o, 

0,250 0.997 1 , 3 70 1 , 244 1 , 089 0,917 0,738 0,554 0,370 0,185 :;:: "' o 

0.300 0,867 1 , 4 77 1 , 3 5 7 1 , 19 8 1 , O 1 6 0,822 0,621 0,415 0,208 
-3 
• <l> 
•:J 

T. Clãss. o o o o o o o o o . ... 
o 
-1 
o ... 

o(} 

o ... 
y 

{.!" "-'-''-"-'"""-,.._."""-"""'"-'-------X --- ( Y a + b/2) 

a 



Variação do coeficiente Yx ao longo da reta x= O {v=0,3) 
h;a 

y=O y=0,2b;2 y=0,4b;2 y=O, 5b;2 y=0,6b;2 y=0,7b;2 y=0,8b;2 y=O, 9b;
2 y=l ,Ob;2 

b;a 

0.005 0.244 0,231 O, 1 88 0,154 0,109 0,050 -0,027 -0,134 o 
0.010 0,244 0,231 O, 188 O, 1 54 O, 1 09 0,051 -0,027 -0,134 o 
0.025 0,244 0,231 O, 1 89 O, 1 5 5 O, 11 O 0,052 -0,025 -0,131 o 
0.050 0.246 0.232 0,190 O. 1 56 O, 11 2 0,054 -0,021 -0,112 o 
0.075 0.247 0,234 O, 19 2 O, 1 59 O , 11 5 0,059 -0,012 -0,083 o -i 

:,,. 
0,100 0,249 0,236 0,195 O, 162 O, 119 0,065 0,008 -0,055 o co 

' f'Tl 

O, 125 0,251 0,238 0,198 O, 166 0,124 0,073 0,016 -0,030 
r o 1 :,,. 

0,150 0,254 0,241 0,201 O, 1 70 0,130 0,082 O ,031 -0,009 o ~ 

·w 

O, 1 7 5 0,257 0,244 0,206 O, 17 5 0,137 0,093 0,045 0,008 o 
0,200 0,260 0,248 0,210 O, 1 81 0,145 0,103 0,059 0,022 o f'Tl \D 

V> o 

0,250 0,267 0,255 0,220 0,193 0,160 O , 1 2 3 0,083 0,044 o 
·-'t, 
o ,. 

0,300 0,274 0,263 0,230 0,205 0,175 O, 140 O , 1 O 1 0,060 o o(") 

o 
T.Clãss. 0,244 O , 2 31 O, 1 88 0,154 O, 1 09 0,050 -0,027 -0,134 -0,326 ("') 

o , 
rt 

( X•Ü) ·"' ::,· 
y rt 

C1) 

a 



Variação do coeficiente Px ao longo da reta X = 0 

h; (v=0,3) b; 
a a 

y=O y=0,2b/2 y=0,4b/2 y=0,5b;2 y=0,6b/2 y=O, 7b;2 y=0,8b/2 y=O ,9b;2 y = 1 , Ob;2 

0,005 0,310 0,291 O , 2 31 0,182 O, 117 O, 031 -0,085 -0,249 O ,09 5 

0,025 O, 31 O 0,291 0,232 O, 183 O, 11 8 0,032 -0,083 -0,245 0,047 

0,050 O, 311 0,292 0,232 O, 1 84 O, 1 20 0,034 -0,079 -0,215 -0,095 

0,100 O , 31 3 0,294 0,236 0,188 O, 126 0,046 -0,047 -0,114 -0,653 -i 

0,125 0,314 0,296 0,238 0,192 O , 1 31 0,057 -0,024 -o ,071 -1 ,068 1 
:,,, 

"' . fT1 

0,150 0,316 0,298 0,241 0,196 0,138 0,070 0,001 -0,036 -1 ,576 r-
:,,, 

O, 1 7 5 O, 31 8 0,300 0,245 0,201 O, 14 7 0,085 0,024 -0,008 -2,175 ~ .,,. 
0,200 0,320 0,302 0,249 O, 208 0,157 O, 1 00 0,045 0,014 -2,865 

T.Clãss. 0,310 0,291 0,231 O, 182 O, 11 7 O, O 31 -0,085 -0,250 -0,555 ;;o <O 
<D ~ 

"' <(") 

"'1 o 

o. 
<D 

:,,, 
"C 

( X =O) 
o ~. 

y o 

• 

o 



Variação do coeficiente Py ao longo da reta y = bf2 

h;a (v =0,3) b/á 

x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a 

0.005 -0,291 -0,362 -0,413 -0,449 -0,476 -0,494 -0,507 -0,514 -0,516 
O , O 1 O -0,290 -0,361 -0,411 -0,448 -0,475 -0,494 -0,506 -0,513 -0,515 
0,025 -0,284 -0,356 -0,407 -0,445 -0,472 -0,491 -0,503 -0,511 -o, 51 3 
0,050 -0,271 -0,346 -0,399 -0,438 -0,466 -0,486 -0,499 -0,507 -0,509 

-1 

0,075 -0,260 -0,334 -0,389 -0,430 -0,460 -0,480 -0,494 -0,502 -0,505 :,,. 
o, 

0,100 -0,249 -0,324 -0,379 -0,421 -0,452 -0,474 -0,488 -0,497 -0,500 ' l'T1 
r-
:,,. 

O, 1 2 5 -0,240 -0,314 -0,370 -0,412 -0,443 -0,466 -0,482 -0,490 -0,493 1 ~ 

O, l 50 -0,233 -0,305 -0,360 -0,403 -0,435 -0,458 -0,474 -0,483 -0,486 
e.,, 

O, 1 7 5 -0,226 -0,297 -0,352 -0,394 -0,426 -0,450 -0,466 -0,476 -0,479 

0,200 -0,221 -0,290 -0,344 -0,386 -0,418 -0,442 -0,458 -0,468 -0,471 
. ;;o 

'° "' "' "' ·"" 0,250 -0,211 -0,277 -0,329 -0,370 -0,402 -0,425 -0,442 -0,452 -0,454 "'1 
o 

0,300 -0,203 -0,266 -0,316 -0,356 -0,387 -0,410 -0,426 -0,435 -0,438 o. 
"' T.Clãss. -0,293 -0,363 -0,414 -0,450 -0,477 -0,495 -0,507 -0,514 ~o,516 :,,. 
-o 
o 

y .~. 
o 

{l",-::.:,.::""'-...,;_.""'-".,,_._._._.'"'-___ X ( y e + b/2 ) 

a 



Valores Máximos (v=0,3} 

h/a lOa _(1+) 10a _(l) ( .. ) ( l ) 10Ã _(l) ( 2 ) ( 2) b/ 
Àxmãx. Àxmãx. Yxmãx. Pxmãx. a 

max. max. ymax. 

0,005 0,150 O , 1 31 O, 1 31 0,122 0,270 0,468 0,445 

0,010 O, 150 O , 1 31 O, 1 31 0,122 0,270 0,468 0,445 
0,025 O , 1 51 O, 1 31 O, 130 O, 122 0,268 0,468 0,443 

0,050 O, 152 O, 132 O, 129 0,122 0,265 0,466 0,442 

0,075 0,154 O, 1 3 3 0,128 O, 122 0,262 0,466 0,441 -1 

O, 100 0,156 0,134 0,128 0,122 0,258 0,464 0,437 
:,:. 

"" "' 0,125 0,158 O, 1 36 0,127 O , 1 2 2 0,255 0,463 0,435 1 
,-
:,:. 

O, 150 O , 1 61 0,138 O , 1 2 6 0,123 0,251 0,462 0,432 ~ 

O) 

O, 1 7 5 0,164 O, 140 O , 1 2 5 0,123 0,248 0,461 0,430 

0,200 0,168 0,143 0,124 0,123 0,244 0,460 0,427 

0,250 O, 176 O, 1 50 O , 1 2 3 O , 123 0,236 0,458 O, 4 25 

<: <O 

"' w 
~ 

o 

0,300 O, 186 0,159 O, 1 21 0,124 0,227 0,457 0,423 
.... 

CI) 
V, 

T. Clãss. O, 150 O, 1 31 O, 1 31 0,122 O, 271 0,468 0,445 ::s: 
"'1 
>< ~. 
3 
o 

y .V, 

3 4 

[ 
·-·---·-· 

~ .·2~.=~--~~~--~~.--+~~--x-
a 



Variação do coeficiente e1 ao longo da reta y = O 

h/a {lOe1) (v=0,3) 
b/a 

x=0,10,a x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a X=0,50a 

0,005 0,041 0,060 0,078 0,093 0,106 O, 117 0,125 O, 129 O, 1 31 
0.010 0.041 0,060 0,078 0,093 O, 1 06 O, 11 7 · 0,125 0,129 O , 1 31 
0,025 O, O 41 0,060 0,078 0,093 0,107 O , 11 7 0,125 0,130 O, 1 31 
0.050 0,041 0,061 0,078 0,094 O, 1 O 7 O, 118 O, 126 0,130 0,132 
0,075 0,042 0,061 0,079 0,095 O, 108 O, 11 9 0,126 O , 1 31 0,133 
0,100 0,042 0,062 0,080 0,096 O, 109 O, 1 20 0,128 O, 1 32 0,134 

--1 
O. 125 0,043 0,063 O, 081 0,097 O, 11 O O, 1 21 O, 1 29 0,134 O, 1 36 1 :,,, 

e:, 

0.150 0,044 0,064 0,082 0,098 O, 112 O, 1 2 3 O, 1 31 0,136 0,138 
. rr, 
,-
:,,, 

O. 1 7 5 0,045 0,065 0,084 O, 1 00 O, 11 4 0,126 O , 134 0,139 0,140 ~ 

0.200 0,046 0,066 0,086 O, 102 O, 117 0,128 O, 136 0,142 0,143 
..... \O .... 

0.250 0,048 0,070 0,090 O, 1 08 0,123 0,134 O, 143 O, 148 0,150 ..,, 
0,300 0,051 0,074 0,095 O, 11 4 O, 1 30 0,142 O , 1 51 0,157 

~ 

O, 1 59 C1) 

n 
T.Clãss. O, 041 0,060 0,078 0,093 0,106 O, 117 0,125 0,129 O, 1 31 ::r 

"' 

y 

•It--.-=--•=-.. -. _· +---x-(-=------y =O_J 

' 
a 



Variação do coeficiente a ao longo da reta y = b;2 
h/ (10a} (v=0,3) b/ 

a a 
x=O,lOa x=O, 15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a 

0.005 0.047 0,069 O ,089 0,107 O, 122 0,134 O, l 43 0,148 0,150 

0.010 0.047 0,069 0,089 0,107 0,123 0,134 0,143 O, 1 49 0,150 

0.025 0.047 0,069 0,090 0,108 0,123 O, 1 3 5 O, 1 44 O, 1 49 O, 1 51 

0.050 0,048 0,070 0,090 O, 108 0,124 0,136 O, 145 0,150 O, 1 52 

0.075 0.048 O ,o 71 0,091 O, 11 O O , 125 0,137 O, 146 0,152 0,154 

0.100 0.049 0,072 0,093 O, 111 0,127 0,139 0,148 O, l 54 0,156 

O. 1 2 5 0,049 0,073 0,094 O, 113 0,129 O , 141 O , 1 51 O, l 5 6 O, l 58 1 
-i 
;e. 
co 

0,150 0.051 0,074 0,096 O, 115 O , 1 31 0,144 O , 1 5 3 O, 1 59 O, l 61 ,,, 
r 

O . l 7 5 0,052 0,076 0,098 O, 117 0,134 0,147 0,156 0,162 0,164 
;e. 

~ 

0.200 0.053 0,078 0,100 O, 120 0,137 O, 1 50 0,160 0,166 0,168 co <D 
lT1 

0.250 0.056 O ,082 O, 1 06 O , 1 26 0,144 0,158 0,168 0,174 O, 1 76 ..,, 
0.300 0.060 0,087 O, 11 2 0,134 O , 1 5 2 O, 16 7 0,178 O, 184 O, 186 ~ 

n, 

T.Clãss. 0.047 0.069 0,089 0,107 0,122 0,134 0,143 0,148 0,150 
n 
:,-

"' 

l
. ·-·-·-·-·-~---(y,b/2) 

.n ... !--.~~-. ==-.==-.==-+-----X 



Variação do coeficiente Ãx ao longo da reta y = o 
h/ (v=0,3) b/ 

a a 
x=O,lüa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a X=0,40a x=0,45a x=0,50a 

0.005 0.044 0.063 0.078 0,092 O, 1 O 3 O, 11 2 O , 11 8 O , 1 21 O , 1 2 2 

0.010 0.044 0.063 0.078 0.092 0.103 O, 11 2 O, 11 8 O , 1 21 0,122 

0.025 0.044 0.063 0.078 0,092 O, 1 O 3 O, 11 2 O, 11 8 O, 1 21 0,122 

O. O 50 0.044 0.063 0-078 0.092 O. 1 O 3 O, 11 2 O, 11 8 O , 1 21 O, 1 2 2 

0.075 0.044 0.063 0.078 0,092 O, 103 O, 11 2 O, 11 8 O , 1 21 O , 122 -1 
.:t> 
o:, 

O 100 0.044 0-063 0.078 0.092 O, 1 O 3 O , 11 2 O, 118 O , 1 21 O , 1 2 2 . ,.., 
r 

0.125 0.044 0.063 0.078 0,092 0,103 O , 11 2 O, 11 8 O, 1 21 0,122 1 :t> 

~ 

0.150 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 O, 11 2 O, 11 8 O , 1 21 O, 1 2 3 "' 
0,175 0,044 0,063 0,079 0,092 O, 1 O 3 O, 11 2 O, 11 8 O, 1 2 2 0,123 

0,200 0,044 0,063 0,079 0,092 0,103 O , 11 2 O, 11 8 0,122 0,123 
::;: "' o O'I 
3 

0,250 0,044 0,063 0,079 0,092 0,104 O, 11 2 O, 11 8 0,122 0,123 Cl) 

~ 

0,300 0,045 0,063 0,079 0,093 O, 104 O, 11 3 O, 11 9 0,123 0,124 
,... 
o 

T. Clãss. 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 O , 11 2 O, 118 O, 1 21 0,122 
...., 
~ 

Cl) ,... 
·O 

y ..... 

tt-•==-•~--=-· -.~-~-. _· +---x-(:_zy_:::::_0!._) 

a 



Variação do coeficiente Xx ao longo da reta y = b/2 

h/ {v=0,3) b/ 
a a 

x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a x=0,50a 

0.005 0.047 0,067 O ,084 0,098 O, 11 O O, 119 0,126 0,130 O , l 31 

0.010 0.047 0,067 0,084 0,098 O , 11 O O , 11 9 0,126 O, l 29 0,131 

0.025 0.047 0,066 0,083 0,098 O, l 09 O, 118 O , l 2 5 0,129 0,130 

0.050 0.046 0.066 0,083 0,097 O, l 09 O, 11 8 0,124 0,128 O, l 29 

0.075 0.046 0,065 0,082 0,096 0,108. O , 11 7 O, 123 0,127 0,128 
-1 

O. l 00 0.046 0,065 O, 081 0,096 0,107 O, 116 0,122 0,126 0,128 

O . l 2 5 0.045 0.064 O, O 81 0,095 O, l 06 O, 116 0,122 0,126 0,127 l 

> 
"' 'l"'1 ,... 
> 

O. 150 0-045 0.064 0,080 0,094 0,106 O, 114 O, l 21 0,125 O, l 26 

0.175 0.044 0.063 0,080 0,094 0,105 O , 11 4 0,120 0,124 0,125 
N 
o 

0.200 0-044 0.062 0,079 0,093 0,104 O, 113 O, 119 0,123 0,124 

0.250 0.043 0.061 0,078 0,091 0,102 O, 111 O, 11 8 O, l 21 0,123 
"' :.:: ...... 

o 
3 
CD 

0.300 0-042 0.060 0,076 0,090 0,104 O , 11 O O, 116 0,120 O, l 21 

T.Clãss. O .047 0.067 0,084 0,098 O, 11 O O , 11 9 0,126 0,130 O, l 31 

::s 
<+ 
o ,, 
~ 

CD 
<+ 
o 

y . ""l 

{t---~~----~.~--~-~---~~. ·_-::_-_-...,-.. ---,-( y, b/2) 

a 



Variação do coeficiente Ày ao 1 ongo da reta x = ª12 

h/ (lOXY) {v=0,3) b/ 
a y=O, 7b;2 

a 
x=O x=0,2b/2 y=O ,3b/2 y=0,4b/2 y=O, 5b/2 y=0,6b/2 y=0,8b/2 y=0,9b/2 

0,005 O ; 2 7'0. 0,262 0,250 0,234 0,213 O, 186 O, 1 51 0,109 0,058 

0,010 0,270 0,261 0,250 0,234 0,212 0,184 0,150 O, 1 08 0,057 

0,025 0,268 0,259 0,248 O, 2 31 0,209 O , 1 81 0,146 O, 1 O 3 O, O 51 

0,050 0,265 0,256 0,244 0,227 0,204 O, 1 7 5 0,139 0,095 0,043 

0,075 0,262 0,252 0,240 0,222 O, 199 O, 169 0,132 0,087 0,036 -l 
;e,, 

"" 0,100 0,258 0,248 0,236 0,218 0,194 0,163 0,125 0,080 0,030 1 l'Tl ,.... 
O, 1 2 5 0,255 0,245 0,232 0,213 0,188 O , 1 5 7 O, 11 8 0,073 0,027 

;e,, 

N 

O, 1 50 O, 2 51 0,241 0,227 O, 208 0,182 O, 1 50 O, 111 0,067 0,624 ~ 

0,175 0,248 0,237 0,223 0,203 0,177 O, 1 44 O, 1 O 5 0,062 0,021 

0,200 0,244 0,233 O, 218 O, 19 8 O , 1 71 0,138 0,099 0,058 0,019 
:.:: "' o co 
3 

T.Clãss. 0,271 0,262 O , 2 51 0,235 O, 21 4 O, 187 O, 1 52 O, 111 0,060 <D 
::, .... 
o 
..., 
~ 

<D ... 
o 

y ( X ca/2) 
. .., 

{ 
·-·-

X 

·-·-· 
a 



h/ 
a 

0.005 
0.010 
0.025 
0.050 
0,075 
0,100 
O, 1 2 5 
0,150 
O, 1 75 
0,200 
0,250 
0,300 

T.Clãss. 

Variação do coeficiente Ãxy ao longo da reta X = 0 

y=0,2b/2 

-o .024 
-0.024 
-0.025 
-0.026 
-0,027 
-0,028 
-0,029 
-0,031 
-0,032 
-0,034 
-0,037 
-0,040 

-0,024 

y=0,3b/2 

-0.038 

-0.038 
-0.039 
-0,040 
-0,042 
-0,044 

-0,046 
-0,048 
-0,050 
-0,052 
-0,057 

-0,060 

-0,038 

( x=O) 

y 

(101'xyl 

y=O ,4b/2 y=O ,5b/2 y=0,6b/2 

-0.053 -0.071 -0.093 

-0.054 -o 072 -0.093 

-0.055 -0.073 -0.093 
-0,056 -0,076 -0,098 

-0,059 -0,079 -0,102 

-0,061 -0,082 -0,106 

-0,064 -0,086 -O, 11 O 

-0,067 -o, O 89 -0,114 

-0,070 -0,092 -o, 116 

-0,073 -0,095 -O, 118 

-0,078 -0,099 -0,122 

-0,082 -0,104 -0,124 

-0,053 -0,071 -0,092 

.af ···!-----·--·------+-·-·--

x' 

'--·-·--· • 
a 

(v = 0,3) 

y=0,7bf2 y=O ,8bf2 y=O ,9b/2 

-o. 11 8 -0.150 -0,190 

-o .119 -0.151 -0.192 

-0.122 -0.154 -0.195 · 

-0,126 -0,160 -0,192 

-o, 131 -0,163 -o, 1 80 

-0,135 -0,163 -0,165 

-0,138 -0,161 -0,152 

-o , 1 39 -0,157 -0,141 

-0,140 -0,153 -0,132 

-0,140 -0,149 -0,125 

-0,139 -0,143 -0,114 

-0,138 -0,138 -0,109 

-o, 118 -0,150 -o , 1 89 

h/ 
a 

y=l ,Obf2 

o 
o 
o 
o 

-i o :,,,. 
to 

o . IT1 ,... 
:,,,. 

o 
N 

o N 

o \O 

3: \O 

o o 
3 
n, 

o ::, 
r+ 

o o 

-i 
-0,240 o 

. -s 
,<"') 

o 
. -s 



Variação do coeficiente Àxy ao longo da reta Y = b/2 

( 1 O À xy) ( \) 0,3) b;a 

x=O x=O,lOa x=0,15a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a 

T.Clãssica -0,240 -0,221 -0,203 -0,180 -0,154 -0,126 -0,096 -0,065 -0,033 1 
T.Reissner o o o o o o o o o 

-1 
)> 
o:> 

' l"'1 
õ 
)> 

N 
w 

y ~ 

:;: o 
o o 
3 

"' (y=b/2) 
::, .... 
o 
-1 
o 

. ., 
<(') 

o 

•[1-----·=·.-·---+-·--·-.·~x 
' 

o ' ., 



Variação do coeficiente Yx ao longo da reta X = 0 
h (v=0,3) b 
la 

y=l ,Ob12 
la 

y=O y=O,lb12 y=0,2bf2 y=O, 3b12 y=0,4b12 y=O,!ib12 y=0,8b12 y=0,9b12 
-. 

0,005 0,468 0,468 O, 46 7 0,465 0,462 0,452 0,436 0,424 15,718 
0,010 0,468 0,468 0,466 0,464 O, 461 0,452 0,436 0,424 8, 115 
0,025 O, 468 0,467 0,466 0,464 0,461 0,451 0,434 0,427 3,554 
0,050 0,466 0,466 0,465 0,463 0,459 0,449 0,435 0,487 2,035 
0,075 0,466 0,465 0,464 0,461 0,458 0,448 0,446 0,550 1 , 5 3 O --f 

)> 

0,100 0,464 0,464 0,462 0,460 0,457 0,447 0,463 0,590 1 , 27 8 "' . rr, 
r-

0,125 0,463 0,463 0,461 0,459 0,456 0,448 0,480 O ,.611 1 , 1 2 7 1 
)> 

N 
O, 1 50 0,462 0,462 0,460 0,458 0,455 0,450 0,495 O, 6 21 1 , 027 """ 
O, 17 5 0,461 0,460 0,459 0,457 0,454 0,454 0,506 · O ,625 0,955 
0,200 0,460 0,459 0,458 0,456 0,454 0,457 0,515 0,626 0,902 

. rr, ~ 

V> o ...., ~ 

0,250 0,458 0,458 0,457 0,456 0,456 0,465 0;527 o., 6 2 2 0,828 o 
. "1 
,o 

0,300 0,457 0,457 0,456 0,456 0,458 O, 4 71 0,534 0,615 0,778 o 

T.Clãss. 0,468 0,468 0,467 0,465 0,462 0,452 0,437 0,424 0,404 ("") 

o 
• "1 

ri" 
(X= 0) 

y 
ll> 
::, 
ri" 
Cl) 

"[.r---·-__ ·-__ ·-.---t·-__ ·-.· -. 

a 



Variação do coeficiente Yx ao longo da reta y = O (v=0,3) 

h/ b/ 
a x=O x=O,lOa x=O, l 5a x=0,20a x=0,25a x=0,30a x=0,35a x=0,40a x=0,45a a 

0.005 0.468 0.370 0,322 0,275 0,228 O, 1 82 0,136 0,090 0,045 

0.010 0.468 0,370 0,322 0,274 0,228 O, 1 82 o·, 136 0,090 0,045 

0.025 0.468 O. 369 O, 321 0,274 0,227 O, 181 0,136 0,090 0,045 

0.050 0.466 0,368 0,320 0,273 0,227 O , 1 81 0,135 0,090 0,045 

0,075 0.466 0,367 0,320 0,272 0,226 O, 1 80 0,135 0,090 0,045 
--l 

O. 100 0.464 0,366 O, 319 0,272 0,225 O, 1 80 0,134 0,089 0,045 ;e. 
o:, 

O . 1 2 5 0.463 0,365 0,318 O, 2 71 0,224 0,179 0,134 0,089 0,044 1 
..., 
r-
;e. 

0.150 0.462 0,364 O, 31 7 0,270 0,224 0,178 0,133 0,089 0,044 
N 

0.175 0.461 0.363 0.316 0,269 0,223 0,178 0,133 0,088 0,044 t.n 

0.200 0.460 0.362 O, 31 5 0,268 0,222 O, 177 0,132 0,088 0,044 . ..., -
0.250 0.458 0.360 0,313 0,267 O, 221 0,176 0,132 0,088 0,044 

V, o . ..., N 
o 

0.300 0.457 0.359 0,312 0,266 0,220 O, 1 76 O, 1 31 0,087 0,044 . ., 
.,o 

T Clãss. 0.468 O, 370 0,322 0,275 0,228 O, 182 0,136 0,090 0,045 o 
n 
o . ., .... 
"' ::, .... 
(l) 

y 

{1--:=-=--•~:~·-.~-_-·=. ~-.-1----x....'.(y?..:.•:.:::.O.,__) 

a 



Variação do coeficiente Yy ao longo da reta X = a/2 . •. 
h/ {lOyy) (v = O, 3) b/ 

a a 

y=O,lb y=O ,2b/2 y=0,3bf2 y=0,4bf2 y=O ,6b;2 y=0,7bf2 y =0 ,8b;2 y=0,9b;2 y=l ,Ob/2 
. 

0.005 -0,049 -0,098 -0,150 -0,206 -0,330 -0,401 -0,479 -0,564 o 

0,010 -0,049 -0,099 -0,151 -0,207 -0,332 -0,403 -0,481 -0,567 o 

0,025 -0,050 -0,101 -0,154 -0,210 -0,337 -0,409 -0,489 -0,575 o 

0,050 -o ,051 -0,104 -0,158 -0,216 -0,346 -0,421 -0,501 -0,562 o 
-1 

0.075 -0,053 -0,107 -0,163 -0,223 -0,356 -o ,431 -0,505 -0,521 o 

0.100 -0,054 -0,110 -0,168 -0,229 -0,365 -0,438 -0,499 -0,474 o 

)> 
to . ,,, 
,--
)> 

0.125 -0,056 -0,113 -0,173 -0,236 -0,372 -0,440 -0,485 -0,430 o 1 

0.150 -0,058 -0,117 -0,178 -0,242 -0,377 -0,438 -0,467 -0,391 o 
N 

"' 
O , 1 7 5 -0,059 -0,120 - O, 1 82 -0,247 -0,378 -o ,431 -0,447 -0,358 o . ,,, ~ 

V> o 
0.200 -0,061 -0,123 -o, 1 86 -O ,251 -0,377 -0,423 -0,426 -0,329 o ...., w 

o 

0.250 -0,063 -0,127 -0,191 -0,255 -0,369 -o , 401 -0,387 -0,288 o 

0,300 -0,065 -0,129 -0,193 -0,255 -0,356 -0,376 -0,352 -0,247 o 

. ., 
..-, 
o 
('") 

T.Clãss. -0,048 ~o,098 -0,150 -0,204 -0,328 -0,398 -0,476 -0,562 -0,655 o 
. ., ... 
"' ::, 

y 
(x =o/2) 

... 
CT> 

O[I----+·-·----+-·-· -X 

, 
o 



h/ 
a 

0,005 
0,025 
0,050 
0,100 
0,125 

O , 1 50 
O, 1 75 
0,200 

T.Clãss. 

E 
" ()) 

E 
8, 
()) 
~ 
~ 

o 
u 
o 

"O 
o 

11 
& 
U) 

Variação do coeficiente Px ao longo 
(v=0,3) 

y=O y=O, 1. b;2 y=O, 2b;2 y=O ,3b;2 y=O, 4b;2 y=O ,6b;2 

0,445 0,444 0,441 0,436 0,428 0,405 

0,443 0,442 0,439 0,434 0,427 0,403 

0,442 0,441 0,437 0,432 0,424 0,399 

0,437 0,436 0,433 0,427 0,419 0,394 

0,435 0,434 0,430 0,424 0,416 0,395 

0,482 O , 4 31 0,428 0,422 0,414 0,399 

0,430 0,428 0,425 0,419 0,412 0,405 

0,427 0,426 0,423 0,418 0,412 O, 411 

0,445 0,444 0,441 0,436 0,429 0,406 

1 Rx 1 = 
l 

·--·--·--·--·· 1 Ryl 1 = 

Rc X 

1 
-l--·-·-·-·-
tRx 1 a Rx2 

Rc Rc 

da reta x = O 

b/ 
a 

y=0,8tr2 y=O, 9b;2 y=l ,Ob;2 

0,365 0,334 30,913 

0,361 0,340 6,626 

O, 361 0,458 3,706 

O, 41 5 0,663 2,649 

0,449 O, 706 2,688 1 
-i 
:,,, 
CC 

0,478 0,728 2,903 ..., 
r 

0,501 0,737 3,250 
:,,, 

N 

0,519 0,739 3,708 ..... 

0,366 0,335 0,283 ~ 
' ;o o 

(D .i,,. 

"' o(') 

IRx 1 = <j> X p
0

ab 
2 

p ª2 IRcl = <P c o 

"'1 
o 

o. 
(D 

1 RY2 1 = <Py poab 
:,,, 
-e 
o ~. 
o 

T. Clãssica T. Reissner 

<Px ·o, 4 04 0,500 

<Py o o 
<P c 0,096 o 
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FLECHAS 

T. Reissner 

"' L-.--.==:i===::i::==r=I~l-1-----T. Clássico 
o 
st 
ô 

1 
' 

1 

1 

,___; 

"'' 

1 

st st "' (1) i o =i N "' st <D/ ~! st st ;j'' si; st si; st: 
ô •' ô ó' ó' o o o o 

i 
1 

0.025 0.050 0,075 0.100 0,125 0,150 0,175 0,200 

Gráfico! -h/a x flecha máxima(b/a=lev"=0,3)-Caso 1 

T. Reissner 

N 

m ~--=+=====L----l----i----+---l---+---- T e 1ássico 
ó 

st 

!I 
(1) 01 ~I <t lfl (1) 

a, 2; N, lfl l'--1 m 

61 
":! N' N 

ó 
., 

Ó! ó o o 

0.025 0,050 0,075 0.100 0,125 0,150 0,175 0,200 

GrÓfico2- h/a x flecha max1ma ( b/a = I er=-0,3 )-Caso 2 
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I T. Re,ssner 

1 
TCIÓssí " 

1 ! 1 

1 ' 
' 

ca 

' ' 
N ..-1 (!) 

~1 
.,. 

ll) 1 

"' '° IQI tQ (!) (!) ~I 
cr 6 6 ó o o "I 

1 

1 ºi 1 
1 • 1 . 

0.025 0,050 0.075 0.100 0,125 0.150 0,175 0.200 h;a 

Gráfico 3 - h/o x flecho máximo ( b/o = 1 e { =0,3 )- Coso 3 
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MOMENTOS FLETORES 

rTReissner 

1-------------.-------,---.,--'==i---~-~- T Clássica 
1 

1 1 

1 1 1 1 

1 

i 
0.025 0.050 0,075 º·'ºº 0.125 

' ' :;si ... 
ó !\ 

i 1 

0,/50 0,/75 0.200 

GrÓfico4-h/a x mom.fletor Mx móx.(b/a=leV=0,3)-Caso 1 

~T.Reissner 
1 ::l 

01-------.....---.====e=====i=='==i-----
1 

' ' ' 
1 

T. C/dssica 

1 1 
' 

' 1 

~I <r <D CO' m, 
~I "'i 

r<l "' "' 

ªI 
.... 

ól "' "'' r<l "! 1 
ó ó o Oi 

1 1 i 1 

0,025 0.050 0,075 0.100 0,125 0,/50 0,175 0.200 h;a 

( -1- ) 

Gráfico 5- h/i:l.x mom.fletor My máx.(b/a=l,ev'=0,3)-Caso 2 



st 
st 
C\l 

o 

" o 
E 

~ 

o 

109 

1 

T. Reissner 
~ 

1 : 1 

1 1 

T Clássico 
! 

a, st 

~I 
C\l stl I'-

st I{) I'- co ~! o 
N N N N o<) 

ô ó ô ô ô 

1 

i 

1 i 
0,025 0,050 0.075 0,100 0,125 0,150 0.175 0.200 h/a 

\+) 
Gráfico6-h/a x mom.fletor Mx máx. (b/a = le{=0,3)-Caso 2 

1 tReissner 
1 

mr-----r-:i===r====r==~===jl=---TC/óssica 
9 1 

1 
1 

~! l\31 i<) a, 

li 
i<) N 

I'- I{) N o 
"' "' "'' "' "' oi ôi ô 
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o o 
'j '1 ' ' ' ' 

1 1 
1 

1 i 1 1 
0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0.150 0.175 0.200 h/o 

\-) 
G-áfico 7- h/a x mom. fletor M y máx. ( b/a = 1 ev'=0,3 )-Caso 2 

>:' ~-
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.-----i, T Reissner 
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1 T Clássica 

l 
1 

1 

' 

1 
! 

1 

1 

o m ~I :;; 1 
<1) U,' ~I ~ (\J (\J ~: 

ó ó 61 ó ól 1 ' 

1 

1 
1 1 1 ' 
0,025 0.050 0.075 º·'ºº 0,125 0.150 0.175 0,200 h/o 

Gráficos·~ h/a x rnorn. fletor Mx rnóx. ( b/a = 1 e v'= 0,3)- Caso 3 

r--l> T. Reissner 

T.CIÓssico i ! 1 

1 

1 

1 ' ' 
1 

' 
' ., 

(\J (OI ., (O <t: 
<1) <1) U"li ., ., <t <t 
"' (\J (\J' "' "' "' (\J 

ó 6 ó] ó o 6 ó 

i 1 

1 

1 i 
0.025 0.050 0.075 0,100 0,125 0,150 0.175 0,200 

h/o 

GrÓfico9-h/a x rnorn.fletor My rnáx. (b/a=ler=0,3)-Caso3 



'° (\J 

"' ó 

111 

MOMENTOS TORÇORES 

,.. 
>< 

-< (-·-) Teoria Clássico 
Q ( - ) Teoria de Reissner 

h/a•0.200 .-----

i 

1 

QI 

ól 

o 
'° o 

o 
Q 
ó 

o 
'° o 
ó 

y 

T 
1 

y= b/2 
----,.-1-----~--''-

<!" 
<D 
N 

o 
1 l!---0-~ 

X 

( y=b/2) 

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0.40 0.45 0,50 x10 
(x•O) 

Gráfico 10 · variação de M xy ao longo y 

de y = b/2 para cada h/a ( b/a = l e v =0,3) 

r-i> h /a• 0.200 

T 

1 

.ai!--~~----!!--~ 
X 

o 

h/o=0,010 

(x•O) 

0.10 0.20 o.30 0.40 o.5o o.so 0.10 o,eo o.90 1.00 Y/( b/2) 

Gráfico 11 · variação de Mxy ao longo de x =O para cada h/a 
(b/a = 1 eV" =0,3) 
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y 

h/a =0,200 o 

h/a=O.O 50 

1 1 

-+_J_ _ _L 
i 

_ _J__l 

>, 

X ...._ 

º 

8 
"' o 

o 
fü 
ó 

o 
o 

o.os 0,10 0,15 0.20 0,25 0.30 0,35 0.40 0.45 0.50 

GícÍfico 12· varia cão de Mxy ao longo 

de y = b/2 para cada h/a.(b/a =le { =0,3) 

-, 
' 

.o 

h/a =0,050 

( X •O) 

y 

o.KJ 0.20 0,30 o.40 o.so o.so 0.10 o.ao 0,90 1.00 

a 

Gráfico 13 · veiriacõo de M xy ao longo de x =O para cada h/a 
(b/a = ler=0,3) 

( y = b/2 

x/o 

X 

(x =O) 
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ESFORÇOS CORTANTES 

(--) Teoria Clássica 

(- ) Teoria de Reissner 

>-

~'c:3'xR 

~T-
1 

-L 

1 

a 

0,05 0.10 0.15 0.20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0.50 

Gráfico 14 - variação de Qx ao longo de y =O para cada h/a 
( b/a = 1 e ( =0,3) 

X 

(y:Q) 

(y:0) 

IT Reissner 

;:!: L----~--...-===a==:::::r===+===i:~=+------T!c.~C~lci•ssica "! 
o 

(!) ,._ (j)!' 

~I 
sr- I'- º' sr- sr- stl <{) l(J e.o! 

C\J C\J "!1 C\J C\J: 

o ºI º' º' ó ó ô 

0.025 0,050 0.015 o.roo 0.125 0,150 0.175 0.200 

Gráfico 15- h/a x esf. cortante Qx máx. ( b/a = 1 e ( = 0,3) 
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0.10 0,20 0,30 0.40 

h/a = 0.050 

(x=O ) 

y 

0.80 0.90 1.00 

Gráfico 16- vorioçõo de Qx oo ,longo~ 
de x =O poro cada h/o (b,ti = 1 ev=0,3) \ 

,-------,> T. R e,ssner 

! 

1 
1 
1 

1 1 ' 

1 

~I 
' ' O"> lO o ~i lll' O">' ic:] Ss, o o ,.._ 

lO ,,., . <t, ... st: .,., 
6 ó ó ói -, -, oi o. O, 

'; ' ' ' '' . ' ' . ' i 

j ! ' 

i i 1 ! . . 

0.025 0,050 0.075 0,100 0.125 0,150 0,175 0.200 

( x=O) 

Y/( b;2) 

T. Clássica 

h;a 

Gráfico 17-h/a x esf. cortante Qy máx. ( b/a = 1 e v = 0,3) 

X 
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0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 •10 

Gráfico 18-vorioçõo de Qx ao longo de y =O poro cada h/a 
,,, lb/a=lef=0,3) ,.. 
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§ 
o 
' 
o o 
"' ó 
' 

~ 
ó 
' 
o o 
"' o 
' 
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' 

y 
x=a12 

-.. 
.o 

j__ 

h/a=0,050 a 

(x=a/2) 

0,10 0,20 0,30 0,40 0.50 0,60 0,70 0,80 0.90 1.00 Y/(b/2) 

Gráfico 19 - variocõo de Qy ao longo de x =a/2 paro cada h/a 
lb/a=lev=0,3) 

X 
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-1 ·· ~-----
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;,., J_ t------·-
- o _ _____j 

o 
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1 

o o "'~ 

1 
1 

o U) 

º·~ h/o=0,050 • "' o 1~ 

o o _J U) ---ô ! 1 i 1 
1 

. -

1 

1 
1 

1 

1 
1 ' i 

' 

1 1 1 1 i 1 1 1 i (x=O) 

0,10 0,20 0,30 0.40 0.50 0,60 0,70 0,80 0,90 '·ºº Y/( b/2) 

Gráfico 20-variação de Qx ao longo de x=O para cada h/a 

(b/a = !e v =0,3) 



o 
o 
(\J 

ô 

o 

º ô 

117 

REAÇÕES DE APOIO y 

h/o =0,200 

___...-r-----r--"~ -"i 

L._______, 

o.os 0.10 0.15 0.20 0,25 0.30 0,35 0,40 0.45 0,50 

Rc=0,0650 p
0

a2(Tclássico J 
2 Rc=0,0619 p

0
o (h/o=0,100) 

y 

....._. --º~-------1 
• 

(-·-·) t Clássico 

(- ) T. Re,ssner 

(y=b/2) 

X/o 

>, 

(\... Gráfico 21- variação de Ry ao longo de i 

-"I 
1 

o o 
"' 

Y = b/2 ( b/a = 1 e v =0,3) 

'? h/a=0.100 
o 

gt .,. 
'? 

~ 
6 
• 

o 
&l 
ô 
• 

o 

º ô 
• 

0,05 0,10 0.15 0,20 0.25 0.30 0,35 0.40 0.45 0.50 

(-·-) T. Clássico 

(- ) T. Reissner 

X/o 

Grâfico 22 -variação de R y ao longo de y = b/2 para cada h/a 

( b/a = 1 ev =0,3) 

X 

X 
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0.10 0.20 0::0 0.40 0.50 0.60 

h/o= 0,050 

o 
" >< 

\ 
\ 

o 

Gráfico23-variacãodeRxao longo de x=o para 
cada h/a ( b/a = lei/= 0,3) 

(x=O) 
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5.3 - Anãlise dos Resultados 

Os objetivos principais deste parãgrafo sao: 

1) Analisar a influência da espessura da placa, dada 

pela relação hh, nos valores das flechas e dos esforços resultan 

tes, comparando os resultados obtidos nas duas teorias e determi­

nando assim, o intervalo de variação da relação h/a a partir do qual 

nao e mais vãlido considerar a placa como delgada. 

2) determinar as conseqüências decorrentes da escolha 

da condição de contorno aproximada nos bordos simplesmente apoia­

dos. 

A comparaçao dos resultados numéricos obtidos nas duas 

teorias ê feita a partir da definição, para as flechas e os esfor 

ços resultantes, das relações abaixo: 

cl = 
cic 

CIR 

Yyc Pyc 

e dos gráficos apresentados a seguir. 

Considera-se a placa como delgada quando as relações 

definidas acima forem menores ou iguais a \10. 

A anãlise e feita para placas que satisfazem as rela-

çoes b/a = 1 e v=0,3. 
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5.3.1 - Flechas (Grãficos 1, 2 e 3) 

No quadro abaixo, observa-se que para h/a variando de 

0,050 a 0,200 a relação "Rl"c varia de 1,2% a 17,7% no caso 1; 

3,8% a 55,6% no caso 2 e 1,3% a 11,8% no caso 3. 

h/a 0,050 0,075 0,100 O , 1 25 0,150 O , 1 75 0,200 Caso 

c ( 1) 
1 1 , O 1 2 1 , 025 1 , 044 1 , O 6 7 1 , 09 8 1 , 1 36 1 , 1 7 7 1 

c ( 1) 
1 1 , 038 1 , 084 1 , l 4 8 1 , 2 2 8 l , 323 l , 432 1 , 556 2 

c ( 1) 
1 1 , O 1 3 1 ,024 l , 03 7 1 , O 5 3 1 ,O 7 2 1 , 09 3 1 , 118 ·3 

Pelo critério adotado, a placa e delgada para os se­

guintes valores de h~: 

caso 1 : h /a < o , 1 5 o 

Caso 2: h/a < O ,085 

Caso 3: h/a < 0,175 
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5.3.2 - Momentos Fletores (Griftcos 4, 5, 6, 7, 8 e 9) 

a) c2 f 1 l - centro da placa 

h/a 0,050 0,075 0,100 o',125 0,150 0,175 0,200 Caso 

c2 1 , 000 1 , 002 1 , 002 1 ,004 1 , 006 1 ,008 1 , O 1 2 1 

c2 1 ,020 l , 041 l ,07 4 l , 111 l , l 5 6 l , 20 5 l , 258 2 

C2 0,999 0,999 0,999 l , 000 l , 001 1 , 002 1 , 002 3 

A placa i delgada para os seguintes valores de ~a, 

b) c2 
( 4 ) -

h/a 0,050 

c2 0,986 

c2 0,987 

Então, 

Caso 1 : h/a < 0,200 -
Caso 2: h/a < - 0,125 

Caso 3: h/a < 0,200 -

centro do bordo engastado ou 

0,075 O, l 00 O, 125 0,150 

O, 9 71 0,948 0,919 0,886 

0,980 0,973 0,967 0,960 

Caso 2: h/a < 0,200 

Caso 3: h/a < 0,200 

0,175 

0,848 

0,954 

livre 

0,200 Caso 

0,805 2 

0,947 3 
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c) c3(l} - centro da placa 

h/a 0,050 

C3 l , 000 

C3 1 , 003 

C3 0,977 

Logo, 

d) C3 
( 4 ) -

h;a O ,050 

C3 O , 9 91 

C3 0,977 

Logo, 

0,075 0,100 0,125 O, 1 50 0,175 

1 , 002 1 , 002 1 , 004 1 , 006 1 , 008 

1 ,006 1 , O 1 2 1 , O 1 8 1 , 021 1 , 027 

0,966 0,954 O, 9 41 0,928 0,915 

Caso 1 : h/a < 0,200 -
Caso 2: h/a < 0,200 -
Caso 3: h/a < 0,200 -

centro do bordo engastado ou 

0,075 0,100 O , 1 2 5 O , 1 50 

O, 981 0,964 0,944 0,920 

0,966 0,954 O , 9 41 0,928 

Caso 2: h/a < 0,200 

Caso 3: h/a < 0,200 

0,175 

0,893 

0,915 

0,200 Caso 

1 , O 1 2 1 

1 , 033 2 

0,903 3 

livre 

0,200 Caso 

0,862 2 

0,900 3 

5.3.3 - Momentos Torçores (Grificos 10, 11, 12 e 13) 

A condição aproximada tem grande influência nos resul 

tados numêricos dos momentos torçores, visto que a condição exata 

i m p 1 i c a em M xy = O . 
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Os grificos apresentados dio uma boa idêta desta in-

fl uênci.a. 

a) Grifico 10 (Caso 1) 

t interessante observar que a utilizaçio da condiçio 

aproximada conduz a uma boa concordância nos valores numêricos da 

dos pelas duas teorias; existe porêm, perto dos cantos da placa, 

uma pequena variaçio nos valores da teoria de Reissner. A condi­

çao exata· (Mxy = O) discorda frontalmente com a teoria clãssica. 

b) Gráfico 11 (Caso 2) 

Neste caso, hã uma boa concordância nas duas teorias 

para valores de hh ~ 0,050. Existem variações nas regiões pr5xi 

mas ao canto da placa, principalmente para h/a > 0,050. 

A condiçio exata (Mxy = O) ê discordante com a teoria 

clãssica. 

c) Grãfico 12 (Caso 2) 

Ao longo deste bordo, quando a relaçio h/a _,. O o mo­

mento torsor (Mxyl _,. O. Hã portanto uma concordância com ateo­

ria clãssica, para pequenos valores de ti/a. 

t importante observar que neste bordo as condições de 

contorno sio satisfeitas exatamente. 

d) Grãfico 13 (Caso 3) 

As duas teorias concordam para pequenos valores de h/a· 

Existe uma variaçio na vizinhança do conto da placa, motivada pe-
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la condição de bordo livre (M = O) . . xy . 

5.3.4 - Esforços Cortantes (Grãficos 14, 15, 16, 17, 18, 19 

e 20) 

Analogamente ao momento torsor, as variações existen 

tes ocorrem sempre na vizinhança dos cantos da placa. 

a) Valores Mãximos (Grãfico 15) 

h/a 0,050 0,075 O, l 00 O, l 2 5 0,150 O , l 7 5 0,200 Caso 

c (2) 
4 l l l l l l l l 

c (2) 
4 l , 005 l , O l 2 l , 020 l , 030 l , 040 l ,o 52 l, 06 5 2 

C4 
( 2) 0,996 0,994 0,991 0,989 O ,986 O, 984 0,981 3 

Logo, 

Caso l : h/a < 0,200 -

Caso 2: h/a < 0,200 -

Caso 3: h/a < 0,200 -

b) Valores Mãximos (Grãfico l 7 ) 

h/a 0,050 0,075 0,100 O, 12 5 O, l 50 0,175 0,200 Caso 

C5 
( 1 ) l , 000 l , 000 l , 000 1 , 000 l , 000 1 , 000 l , 000 1 

C5 
( 4) O, 986 0,978 0,968 0,956 0,942 0,928 0,912 2 

Logo, 
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Caso 1: h/a < O ,200 

Caso 2: h;a < 0,200 

c) Grãfico 14 

As duas teorias coincidem, qualquer que seja a relaç~ 

d) Grãfico 16 

As duas teorias tem uma boa concordância ao longo de 

quase todo o bordo, havendo discordância junto aos cantos da pla­

ca. 

Este fato e uma conseqHincia natural da condiçiode con 

torno, isto e: 

5D(l - v) oJ 1 

y = b/2 

= o 

porem, = o entio = o 

e) Grãfico 18 

As duas teorias concordam muito bem. 

f) Grãfico 19 

Hã uma boa concordância para valores de hh ! 0,075 , 

ao longo de quase todo bordo, existindo discordância junto aos CO!) 

tos da placa devido a condição de contorno Qy=O (bordo livre). 
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g) Grãfico 20 

Ao longo deste bordo, o esforço cortante tem uma boa 

aproximação para valores h/a ~ 0,050. Existe uma grande variação 

na vizinhança do canto da placa. 

5.3.5 - Reações de Apoio (Grâficos 21, 22, 23 e 24) 

As reações de apoio, dadas pela teoria de Reissner,em 

bordos simplesmente apoiados, sofrem grande influência da condi­

ção de contorno aproximada (Ver capitulo III, pa~ãgrafo 3.5). 

Analogamente aos esforços cortantes e momentos fletores, as rea­

ções de apoio sofrem variações junto aos cantos das placas. 

a) Grãfico 21 

Neste grãfico hã uma perfeita concordância entre as 

duas teorias ao longo do apoio. As reações concentradas dadas p~ 

la teoria de Reissner, conseqUência da condição aproximada, sao me 

nores do que as dadas pela teoria clássica. 

Salienta-se que a condição de contorno exata conduz a 

reaçoes distribuidas perto dos cantos das placas. 

b) Gráfico 22 

Para valores crescentes de h/a as curvas da teoria de 

Reissner afastam-se da curva da teoria clássica. 

c) Grãfico 23 

O grâfico mostra que para pequenos valores de h/a, e-
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xiste uma boa concordância entre as duas teorias ao longo de qua­

se todo bordo, exceto perto do canto da placa. 

Para valores crescentes de hh as variações no canto 

aumentam. 

d) Grãfico 24 

Na teoria clãssica existem nos cantos das placas rea­

çoes concentradas que na teoria de Reissner são distribuídas. Ao 

longo do apoio, exceto junto ao canto, as duas teorias convergem 

a medida que h/a diminue. 



129 

e o N e L u s o E s 

A teoria clãssica de Kirchhoff-Love, cujas hipóteses 

encontram-se no capitulo II, não permite avaliar o efeito da es­

pessura da placa sobre os valores das flechas e esforços resulta~ 

tes, considerando então a placa como delgada. As teorias mais re 

finadas, em particular a teoria de Reissner,permitem tal avalia­

çao. 

A comparaçao dos resultados obtidos pelas duas teorias, 

feita no parãgrafo 5.3, mostra que o ,intervalo de variação da re 

lação h/a, dentro do qual ê vãlido considerar a placa como delga­

da, depende dentre outras coisas, fundamentalmente da variãvel de 

comparaçao escolhida, isto ê: a flecha, o momento fletor, etc ... 

Tomando como variãvel de comparaçao a flecha,conclui­

se que: 

Caso l : 

h/a < O, 1 50 

Caso 2: 

h/a < O ,085 

Caso 3: 

h/a < 0,175. 
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Considerando o momento fletor como variãvel de com 

paraçao conclui-se que, a exceção do momento MY no centro da 

placa (grãfico 6), os resultados obtidos pela teoria clãssica de 

Kirchhoff-Love (placas delgadas) podem ser utilizados pelo menos 

atê h/a ~ 0,200. 

As condições de contorno dadas pela teoria de Reissner 

são responsãveis pelas variações que ocorrem nos valores dos mo­

mentos torçores e esforços cortantes, ao longo dos bordos e na vi 

zinhança dos cantos da placa. Para os momentos torçores, a utili 

zaçao no bordo simplesmente apoiado da condição aproximada ê res­

ponsãvel pela boa aproximação existente entre as duas teorias,ne~ 

tes bordos. O mesmo não ocorre no bordo engastado (grãfico 12) e 

livre (tabela 23), onde a condição exata conduz os momentos torçQ 

resa valores distintos. Exceto no caso 1, onde os valores nume­

ricos coincidem exatamente em todo domínio da placa, o esforço cor 

tante tem uma razoãvel aproximação, existindo porem variações em 

regiões vizinhas aos bordos engastados e livres, como mostram os 

grãficos 16, 19 e 20. 

Nas reaçoes de apoio, a condição de contorno aproxima 

da conduz, no caso 1, a reações concentradas nos cantos da placa 

em substituição as reações distribuídas dadas em [8]. No caso 2, 

quando h/a cresce, as reações nos bordos engastados decrescem e 

nos bordos simplesmente apoiados crescem, existindo variações perto 

do canto da placa. Um fato importante ocorre no caso 3, onde a 

reação concentrada dada pela teoria clãssica, distribui-se na re­

gião junto ao canto. 
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Finalmente sugere-se para um futuro trabalho, o de­

senvolvimento de uma teoria para placas espessas, (ver L.H. DONNELL 

[16], C.W. LEE and L.H. DONNELL [17] e C.W. LEE [18]), compara!) 

do-se os resultados obtidos com os existentes em outras teorias 

(Kirchhoff-Love, Reissner, Kromm, Hencky, etc ••• ), bem como a 

utilização de programas de elementos finitos para placas (LIMA 

[20] e BIGNON [19]). 
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A P t N D I C E A 

TEORIA DE HENCKY 

Como ocorrem nas teorias mais refinadas, a teoria de 

Hencky conduz a um sistema de equações diferenciais parciais que 

implica em três condições de contorno por bordo. 

As hipóteses bâsicas da teoria são: 

a) o efeito da deformação transversal e desprezado (Ez =O). 

b) as tensões cizalhantes transversais Txz e Tyz são funções 

independentes de z, isto ê, somente o valor médio das ten 

sões ao longo da espessura da placa e levado em conta. 

c) os deslocamentos u e v sao funções lineares dez. 

As equaçoes que governam o problema sao obtidas a pa~ 

tir do principio dos deslocamentos virtuais (Principio de Lagrange). 

A seguir escreve-se as relações necessãrias para o 

desenvolvimento da teoria de Hencky. 

1) Relações Tensão-Deformação 

ºx = 

T XY = 2 (l+") Y xy 
E E 

2(1+") Yyz 

E 
2(1+\)) 

( A • l ) 
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2) Relações Deformação-Deslocamento 

Yxy = 

au 
ax 

~+ ay . 
av 
ax Yxz 

av 
ay 

= ~+ aw 
az ax 

3) Relações Tensão-Deslocamento 

E (~ + 2-.':'.) 
Cf X = V Cf y = 

1 2 ax ay 
- V 

T XY = E (~ + ~) 
2(1 + v) ay a x 'xz = 

E (~ + 2!!.) 
2{l+v) az ay 

= 2-.':'. + aw 
Yyz az ay 

E {v au + ~) 
2 ax ay ( 1 - V ) 

E (~ + 2!!.) 
2(l+v} az ax 

(A. 2} 

(A.3} 

As componentes dos deslocamentos sao dadas na teoria 

de Hencky por: 

u = z "'x{x,y) V = z "'y(x,y) w = w(x,y) (A. 4) 

Logo, 

E a "'x ª"'y 
cr X = z (ax + V ay) 

1 - v2 

E (v 
a "'x _:'.'},_ 

Cf y = z --+ ay } l - v2 ax 



T xy 

'xZ 

E 
= 

2 ( 1 + v) 

a wx 
z (- + 

·ay 

= E (w + aw) 
2(1 + v) 'X ilX 
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'y = E ( w + aw) 
2 (1 +v) Y ay 

(A. 5) 

Observa-se em (A.5) que as tensões 

pendem dez, conseqüência de (A.4), e portanto 

, e, nao de-xz yz 
as condições de CO!} 

torno 'xz = 'yz = O em z = :t h; 2 não podem ser satisfeitas. Hencky 

observa que tal fato deve ser levado em conta, quando se utilizar 

o princípio dos deslocamentos virtuais para a obtenção das equa­

çoes que governam o problema estudado. 

Usa-se na dedução das equações, as notações dadas a­

baixo: 

XP, YP, ZP - componentes do carregamento externo atuando 

nas superfícies da placa. 

Sx, SY, S
2 

- componentes de tensões nas superfícies da pli! 

ca. 

s = ªx i + 'xy m + 'xz n X 

s = y T YX i + ªy m + T y z n 

s = z 'zx i + 'zy m + ªz n (A. 6) 

onde t, me n são os co-senos diretores da normal unitária a fron 

teira. 
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Da teoria da elasticidade segue 

ªªx ~ ÔTZX 
X = + + 

ax ay az 

y = 
ÔTXY 
--+ _:_'.i,_ ÔT zy 

+ --
ax ay az 

z = 
ÔTXZ ~ ªª z .. (A. 7) --+ + ax ay az 

onde X• y e z sao as componentes das forças de massa. 

Hencky utiliza o princípio dos deslocamentos virtuais, 

no qual a variação da energia potencial total de um corpo elásti­

co em equilíbrio anula-se, isto é: 

J 
1( S - X ) ô u + ( S - Y ) ô v + ( S - Z ) ô~ dA L'. X p y p Z p :_j 

A 

- f (X ôu + Y ôv + Z ôw) dV = O 

V 

(A.8) 

Considerando que o carregamento p(x,y) atue somente em 

z=- h;2 , então 

(A.9) 

Utilizando (A.5), (A.6) e (A.9) em (A.8) tem-se, 
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I Q•xz ôu)jz=+ - l T XZ QU) 1 + ( T ÔV) 1 . yz 

h/2 z = - h;2 z: + h;2 A 

- ( 'y z ô V) 1 - p ô~ dA - I (X ÔU + Y ôV + Z ôW) dV 

z: - h/2 . V 
(A.10) 

Sabe-se de (A.5) que, 

: E (w + ~) 
2(1 + v) x a x 

= E (w + aw) 
2(1 +v) Y ay 

(A.11) 

de (A.4) segue que 

ÔU = z ô wx e ôV : z ô ·W ' y logo 

ôul + h ô = w 
2 X ôvl + h ô = w - 2 y ÔW 1 = ôW 

z = + h/2 z = + h/2 z = + h/2 

(A.12) 

Substituindo (A.11) e (A.12) em (A.8), tem-se: 

I [ Eh ( + ~) ô 
2(l+v) wx ax 

A 

w + Eh (w + ~) ô 
x 2(1+v) Y ay wy 

J
+h/2 

- p ôW - (X ô wx + Y 

-h12 

ô wy + Z ôW) d~ dA : O 

(A.13) 
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Então, do cãlculo variacional segue 

Eh (w + ~) _ 
2(l+v) x ax 

Eh 
2(l+v) (wy J

+h/2 

+ ~) - z dz = O ay 

Porém, 

+h;2 

J Xz dz 

- hfz 

+hf2 

f Yz dz 

-h/2 

+h/2 

J z dz = 

-h/2 

-h/2 

+h/2 

p + J Z dz = O 

- hf2 

I +h;ª2ª X ªTxy 
= (- + ay) ax 

-h/2 

z dz 

+ h/"" 
J T 30 = (~ + -1'.) z dz 

ax ay 
-h/2 

h 
3T xz ~ (-- + ay ) ax 

(A. 5) segue que 

ªªx +3 
2 2 

E [~ + 
( 1 - V) a wx 

+ 
(] + V) - = z 

ax ay l 2 ax 2 2 ay2 2 
- V 

3TXy aay E [ a2w ( 1 - V) a2w (] + V) --+ = z __ y + __ y + 
ax ay 1 2 ay2 2 ax 2 2 - V 

(A.14) 

(A.15) 

2 
d Wy] 
axay 

a2 w J 
axa; 



w 
X 

wy 

"'xz + "'yz = ~-E~ 
ax ay 2{l+v) 

138 

a w 2 ___)f_ + V w ) 
ay 

Substituindo (A.16), (A.15) em (A.14), obtém-se 

aw h2 a2w (] - V) a2 w (] + V) a2 w 
(--X+ X y o + - - 2 

--·+ 
2 a x ay l = ax 6 ( l - v) ax2 ay2 

+~ 
h2 32 w 

( 1 - V) a2 w (] + V) a2 w 
( _::_____t + __ y X o + axayl = 2 ax2 2 ay 6 ( l - v) ay2 

Eh awx ~ 
2( l + v) ( aT + ay + v2w) + p = O 

(A.16) 

• 

• 

(A.17) 

O sistema de três equaçoes diferenciais parciais nas 

. -var, avei s w 
X' 

w e w dado em (A.17) resolve o problema proposto p~ y 
la teoria de Hencky. 

o sistema (A.17) pode ser substituído por outro equi-

valente, isto e: 

~- h2 ª2 w (] - V) a2 w (] + V) a2 wy] + [ X + X + o wx a7 ay2 = ax 6 (1 - v} 2 2 axay 

+ aw _ h2 [ a2w (] - V) a2 w (] + V) a2 w J w 
~+ 

__y + 
2 axa; = o y ay 6 (1 - v) ax2 

Dv 4w 
h2 

'12 p (A.18) = p -
6 ( l - v) 

Observa-se que Hencky nao introduziu na sua ·.teoria con 

ceitos de momentos e forças cortantes. 

A teoria de Hencky conduz resultados menos exatos do 
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que a teoria de Reissner. Uma extensão da teoria de Hencky e da­

da por VLADIMIR PANC [7]. 
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N O T A Ç li O 

As principais notações apresentadas no texto são dadas 

lados da placa 

forças de massa 

linha do contorno 

parte da linha do contorno onde os deslo­
camentos são prescritos. 

parte da linha do contorno onde as tensões 
são prescritas. 

rigidez a flexão da placa 
2 12(1-v) 

E 

G E = 
2(l+v) 

h 

i' m, n 

MX, My 

Mxy 

p(x, y) 

Po 

mõdulo de elasticidade 

mÕdulo de elasticidade transversal 

: espessura da placa 

cosenos diretores da normal a superficie 

momentos de flexão 

momento de torção 

carregamento externo atuante 

carregamento uniformemente distribuido 



s 

s 
a 

u ( E) 

U, V, W 

w(x, y) 

,5 
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componentes das forças externas por unida 
de de ãrea. 

esforços cortantes 

reaçao concentrada no centro da placa 

reaçoes distribuídas ao longo dos eixos 
x=O e x=a 

reaçoes distribuídas ao longo dos eixos 

y = :!: b;2 

superfície de contorno 

parte da superfície e de contorno onde os 
deslocamentos são prescritos. 

parte da superfície de contorno onde as 
tensões são prescritas. 

energia de deformação por unidade de volu 
me. 

deslocamento de um ponto genérico da pla­
ca, nas direções x, y, z respectivamente. 

flecha (teoria clãssica) 

flecha (teoria de Reissner) 

rotações 

deformações cisalhantes 

variação 

deformações normais 



V 

íl{o) 

ºx' ºy' ºz 
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coeftciente de Poisson 

energia complementar por unidade de volume 

tensões normais 

tensões cisalhantes 


