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"RESUMDO

Com a utilizacado da teoria da elasticidade Jlinear e
dos princTpios variacionais de energia, deduziram-se as equagoes
e as condigOes de contorno da teoria classica de Kirchhoff-Love e

da teoria refinada de Reissner.

As expressdes analiticas da flecha e dos esforgos re-
sultantes foram deduzidas para placas retangulares submetidas a
carregamentos transversais uniformemente distribuidos e condigdes

de contorno nos quatro bordos, dadas por:
Caso 1 - quatro bordos simpiesmente apoiados.

Caso 2 - dois bordos //simpliesmente apoiados e dois

bordos// engastados.

Caso 3 - dois bordos //simplesmente apoiados e dois

bordos// 1ivres.

0s resultados numericos sdo apresentados em tabelas e
graficos e foram obtidos a partir da programagdo das expressdes a
naliticas.

A analise dos resultados numericos obtidos pelas duas

teorias permite estabelecer valores para a relagao h/a, onde h e

my

a espessura da placa e a um lado da placa, a partir do qual ndo

mais valido utilizar a teoria classica de Kirchhoff-Love.

S3o analisadas as pertubagoes existentes junto aos

7bordos e cantos da placa, oriundas da diferenga existente entre



as duas teorias, quantoc ao numero de condigdGes de contorno por

bordo.

As equagGes da Teoria de Hencky sdo apresentadas no

apendice A,



ABSTRACT

Equations and boundary conditions from the classical
theory due to Kirchhoff-Love and the refined Reissner theory were
obtained by using the linear theory of elasticity and standard

energy variational principles.

Anaiytical expressions of deflections and resultant
stresses are treated for rectangular plates subjected to transverse
uniformly distributed loadings considering the following boundary

conditions:
Case 1 - Four simply supported edges.

Case 2 - Two simply paraﬂel'supported edges and two

parallel clamped edges.

Case 3 - Two simply parallel supported edges and two

parallel free edges.

We obtain numerical results which are presented 1in
tables and graphs from a digital program by using analytical

expressions.

The analysis of the numerical results that we
obtained by both theories allow us to stablish certain va1desfbr
the relation h/a where h is the thickness of the plate and a the
‘lenght of a side of the plate, from here on is not possible to

use any more a classical theory due to Kirchhoff-Love.



vi

We analyse the perturbationS'which appear near to the
boundary and corners of the plate, which arose from the difference
between the two theories, according to the number of boundary

conditions per each boundary.

The equations of Hencky's theory are presented in

appendix A,



INTRODUGE RO

Nas teorias que estudam as placas elasticas e, parti-
cularmente, nas que tratam do pfoblema da flexao em placas subme-
tidas a carregamentos tfansversais, e importante saber o0 que se
entende por uma placa delgada com pequenos deslocamentos transver

sais.
Geralmente considera-se que as relagoes wmﬁx.hl e h/a’

onde wmax. & a flecha maxima, h a espessura da placa e a um la-
do da placa, definem o que seja uma placa delgada com pequenos des

locamentos transversais (flechas).

Segundo McFARLAND [2] e BARES [47] uma placa e delga

da quando:

h 0,05 e

. < 0,20 respectivamente.

h
a

Sequndo McFARLAND [27] % BARES [ 4], SZILARD [3] uma

placa com pequenos deslocamentos transversais satisfaz a relacao:
Wmax., < 1 s wmax., < 0,20 e

wmax., < 0,20 respectivamente,

R Neste trabalho considera-se valido utilizar a teoria

para pequenos deslocamentos transversais (Small-Deflection Theory),

desde que seja satisfeita a relagEo wméxyh < 0,200 (ver SZILARD

~[(3], pag. 340).



Entretanto, a consideragﬁo da p1aca ser delgada @ ana
lisada para os tres casos estudados, comparando os resultados nu-
mericos obtidos para flechas e esforcos resultantes pela teoria

classica de Kirchhoff-Love e pela teoria refinada de Eric Reissner.

As simplificacO0es existentes nas hipoteses basicas da
teoria classica de Kirchhoff-Love, conduzem a uma equagao diferen
cial parcial de quarta ordem e, consequentemente, necessita-se de

apenas duas condigoes de contorno por bordo.

A n3do satisfacao de tres condicoes de contorno por bor
do, pela teoria classica de Kirchhoff-Love, & fundamentalmente de
vida a consideracao de deformagoes cisalhantes transversais nulas,

isto e, Yy, = sz = 0.

InvestigagOes feitas por alguns autores deram origem
a teorias mais refinadas que conduzem a problemas de 1integragao
de sexta ordem e, consequentemente, a satisfacdo de tres condicoes

de contorno por bordo. Destas teorias as mais conhecidas sao de-

vidas a E. Reissner (1945), H. Hencky (1947) e A. Kromm (1955).

No decorrer deste trabalho desenvolve-se a teoria clas-

sica de Kirchhoff-Love e a teoria refinada de. Reissner.



TEORIA DA  ELASTICIDADE LINEAR E PRINCIPIOS

VARTACIONAIS DE ENERGIA

1.0 - Introducgao

Na deducao das equagoOes que resolvem o problema da fle
xao em placas coé pequenos deslocamentos pela teoria classica e de
Reissner, utiliza-se a Teoria da Elasticidade Linear para peque-
nos deslocamentos e os Principios Variacionais de Energia, tais

como:
a) Principio das -Trabalhos Virtuais;
b} Principio da Energia Potencial Minima;
c) Principio Generalizado da Energia Potencial Minima;
d) Principio de Hellinger-Reissner. |
"Nos paragrafos seguintes apresenta-se um resumo da

Teoria da Elasticidade Linear para pequenos deslocamentos e dos

Principios Variacionais de Energia (Ver WASHIZU {6 e LIMA [20] ).

1.1 - Teoria da Elasticidade Linear para Pequenos Deslocamentos em

Coordenadas Cartesianas Retangulares

a) Introducao

Na teoria da elasticidade para pequenos deslocamentos



as componentes de deslocamento u, v e w de um ponto qualquer do
corpo sao consideradas pequenas, o que justifica a Tlinearizacgao

das equacGes que governam o problema.

As equacoes governantes sao sumarizadas a seguir:

b) Tensoes

0 estado de tensao interna para um pdnto do corpo es-

ta definido por nove componentes de tensoes:

X yX ZX
T o T
Xy Y y
Txz Tyz 92

que devem satisfazer as equacgGes de equilibrio:

X0 3T T
39x , °Tyx . 3Tzx

= + b =0
ax 3y 3z X
doxy , %9y , 3Tzy b= em V
ax t oy t ez v by =0
3G -
txz , Pyz 2%z § (1.1.1)
X ay 82 z
€ Txy = Tyx * Txz T Tzx Tyz T Tzy ot
Sendo Bx’ By'e Bz as componentes das forgas de massa.

c) Deformacoes

0 estado de deformacoes para um ponto e definido por



seis componentes de deformagdo:

Yyz

d) Relacoes Deformacao-Deslocamento

Na teoria de pequenos deslocamentos as relagoes defor

magao-destocamento sao dadas pelas expressoes:

€x X y 3y z z
av ., au U, AW BW | Jv
T = — ot — = e o e
Yxy = 3x T oy Yzx T 3z T X Yyz T3y 7 %z

(1.1.2)

e) Relacoes Tensao-Deformagao

Na teoria de pequenos deslocamentos, as relagoes ten

sao-deformagao sao dados em forma linear e homogenea: pela expres

sdao:
ta} = [AT (e} em v (1.1.3)
onde
Er (e, ]
%y Sy
{o} =C o, > e {e} =¢ e, >
Tyz Tyz
TZX YZX :
Xy Txy




[A] & uma matriz simetrica, conhecida como matriz elastica.

Invertendo.tem=se

{e} = [B] {o} em V (1.1.4)

Para um material isotrdpico, o nimero das constantes elasticas in

dependentes reduz-se a duas, e as relagoes tensao-deformagao sao

dadas por:
- [ v V] -
s, = 26 ex + T3 (ex + e+ EZ) b Tyg T Gsz
— B U ] —
%y T 26 &y T T2 (e + ey * Ezl_ s Tx T Bygy
_ v \ ] -
g, = 26 e, + =29 (ax + €y + EZ}_ STy T nyy
com G = E (1.1.5)
2(1+v)
ou,
1 T | _ 1
ex TTE Ox TV ey o sy, T Ty,
€ = —l—- -; - (0- + g )-H = —.l..._. T
y E Ly X z > Yax G | 2X
E. = 1 ; - v (o, + 0 )— ; - T, (1.1.6)
z E z P x y'l o Yxy G Xy s

f) Condicoes de Contorno

A superficie S de um corpo pode ser dividida em duas

partes do ponto de vista das condicoes de contorno: a parte SU S0



bre as quais as condigoes de contorno s3o prescritas em termos de
forgcas externas e a parte Su sobre as quais as condigcoes de con-

torno sao prescritas em termos de deslocamentos.

Designando as componentes das forgas externas prescri

tas, por unidade de area da superficie de contorno, por 5x’ ﬁy, P,s
as condigoes de contorno mecanicas sao dadas por
px = px L) py = py ] pz = PZ, em SU (]..[.7)
‘onde,
px = ze + Txy + szn
= + g m + n
Py = Txy* ¥ 9y “yz
P, = Tou% Ty M o, (1.1.8)

€ L, m, n sSao 0s cosenos diretores da normal unitiria T 3 fron-

teira.

£ = cos(x, T') 3 m=cos{y, T) ; n =cos{z, T)
(1.1.9)

Chamando as componentes dos deslocamentos prescritos

por u, v e w, as condicoes geométricas sao dadas por
U=u 3 V=V 5 Ww=u em S (1.1.10)

Desde que, as equagoOes que governam o problema tem for

ma linear e valido utilizar o principio da superposicio.



1.2 ~ Principio dos Trabalhos Virtuais

0 Principio dos Trabalhos Virtuais conduz a minimiza-

¢ao do funcional:

n = [ (cx gyt oee. b T ¥Y,,) d¥ - J (b, u+b v+ bzw) dav -
v v

v + pw) dS (1.2.7)

- [ (Pu + 7,

36

E pode ser enunciado como:

"A soma dos trabalhos virtuais realizados pelas for-
cas externas e internas, quando o corpo & submetido a deslocamen-
tos arbitrarios infinitesimais virtuais, satisfazendo as condigles

geometricas prescritas de contorno, € zero".

As grandezas livres para variar no funcional 1T saoos

deslocamentos e as deformagoes em V e S;.

Segue, da propria formulacao do principio dos traba-

Thos virtuais, que:

Su

8V sw = 0 em Su (1.2.2)

1.3)- Principio da Energia Potencial Minima

0 Principio da Energia Potencial Minima & obtido do

Principio do Trabalho Virtual, considerando-se que (Ver LIMA [20]):

a) Seja possivel construir uma funcao positiva definida

U(sx, £ z), chamada Energia de Deformagao por unidade

y? ottt Yy



de volume, a partir das relacOes tensoes-deformagOes dadas.

b) As forgas de massa (Bx, b, Bz), forgas de superficie

y.
. ﬁz) e os deslocamentos prescrites {u, v, w) permanecam i

(By» By
nalterados durante a variagao das grandezas nao prescritas; isto
e, as for¢as de corpo e as forgas de superficie podém ser obtidas

a partir das fungoes potenciais:

“$ = puU+ PV A+ DW ' (1.3.1)

- 8§66 = b _6u + b v + b_&w

- &y p su + pyav + P, oW
c}) As componentes das deformacoes satisfagam as condigoes de

compatibilidade, isto e, possam ser derivadas a partir de u, v ew

pelas relacoes deformagoes-deslocamentos.

d) As componentes u, v e w dos deslocamentos satisfagam as

condicoes cinematicas de contorno.

0 Principio da Energia Potencial Minima afirma que, com
base nas condig¢oes acima o estado de deformacdo real do corpo po-

de ser obtido pela minimizagao do funcional definido por:

m = [ u (e) dy - J (Bxu + Byv + Bzw)-dv - I (pu +

X
v ) Sg

+ BV o+ pw) ds (1.3.2)
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1.4 - Genera]izagﬁo do Principio da Energia Potencial Minima

0 Principio da Energia Potencial Minima pode ser gene
ralizado colocando-se as condigoes (c) e (d) dentro do funcional

com auxilio de multiplicadores de Lagrange.

Prova-se que os multiplicadores de Lagrange, citados

acima, tem dimensBes de tensao e de forga (Ver WASHIZU [ ] e LIMA
[20])-

Entao o funcional escreve-se:

e = J ¥ (;) dv - J (Bxu + Byv + Bzw) dv - J {Ux(gx'_ %%) +
v v v

pU+ D v+pzw)dS—

' - v - (3W 3V -
oy(ey ay) +...4 T2 [}yz (ay * 337 {l}dv J X

(
SU
- J I:(u - ﬁ)px + (v - T()py + {w - ﬁ)p;| ds (1.4.1)

Su

Ou, reagrupando:

1 3

' ] au SW o, 3V
v

=]
i}

[@u - G)px + (v - U)py + (w - ﬁ)p;} ds (1.4.2)

1
Sy
v

u
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As grandezas livres para variar no funcional sao as

tensoes (p&,..}, ), as deformacdes (ex,...; }, os desloca-

Tyz Tyz

mentos (u, v, w) e as forgas externas atuantes em Su (px, py, pg,

com nenhuma condi¢ao adicional prescrita.

1.5 - Principio de Hellinger-Reissner

Satisfeitas as relagdes do tipo:

(1.5.1)

que surgem quando se toma a primeira variagao de (1.4.1), as de-

formagoes (eys Eyonees Yy ) nao serao mais variaveis independentes

Y yz
e estarao dadas pelas relacoOes tenstes-deformagoes.

Define-se Energia Complementar pela expressao:

[ 2 (g) dV¥ = [ (ox ﬁx +...¢% Tyz sz) dv - [ U (g) dV
v v y
(1.5.2)

com @(o)} sendo a Energia Complementar por unidade de volume.

Introduzindo-se no funcional dado em (1.4.2) a defini

¢ao acima e integrando por partes obtém-se:

‘ A0y BTyx BTZX -
- Mg = J Q (o) dV + I [Eax + 3y o bx) u +

v v

9T 1] a1 - 3t 3T aa -
(e Y _ By h )y (=22 I 24 b ) w| dV -
ax 3y 3z ¥ T ax 3y 32 z
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- J (p, @+ p, ¥+ p, @) dS (1.5.3)

As grandezas livres para variar no funcional sao as

tensoes (ox, g ), os deslocamentos (u, v, w) e as forgas

y,-oo’ Tyz

externas atuantes em 5 (px’ py’ pz).
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"CAPTTULO 1II

TEORIA CLASSICA PARA FLEXEC DE PLACAS

DELGADAS (KIRCHHOFF-LOVE)

2.1 - Introducao

Neste capitulo sao deduzidas as expressoes fundamen-

tais da teoria classica.

Usa-se basicamente, a Teoria da Elasticidade para pe-
quenos deslocamentos e o Principio dos Trabalhos Virtuais, para a
deducao da equagao diferencial das placas delgadas e suas condi-

¢bes de contorno.

2.2 - Hipoteses Basicas

A teoria para pequenos deslocamentos baseia-se no fa
to de que as flechas sao pequenas comparadas com a espessura da

placa.

-

As hipoteses basicas da Teoria Classica sao:

a) A superficie media da placa € considerada como superfi-

cie neutra.

b) As tensoes normais na diregao transversal da placa sao
pequenas comparadas com as outras tensoes, portanto s3o negligen-

ciadas (cz = 0).

c) Os segmentos normais a superficie média da placa antes
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da deformagao, permanecem normais a esta superficie média depois

da deformagao t*xz = Yy, * 0, hipotese de Kirchhoff-Love).

d) 0 material da placa & considerado homogeneo, isotropico
e hookeano.
E importante fazer comentarios das hipoteses basicas

mencionadas acima.

Hipotese (a):

Esta hipOtese nao & valida para placas delgadas com
grande deslocamentos, comparados com a espessura da placa (Lafge
Deflections).

Porem, quando a superficie m&dia da placa & uma super
ficie desenvolvivel, a hipOtese continua valida mesmo para grandes

deslocamentos.

Hipotese (b):

Esta hipotese torna-se inexata, para placas delgadas,

na vizinhanga de carregamentos concentrados.

Hipotese (c):

Esta hipotese n3ao implica que a deformacao cisalhante
transversal seja necessariamente nula, mas que sua contribuicgao
para a deformagdo da placa & desprezivel.

Deve-se notar que, sempre para placas delgadas, esta
hipotese leva a resultados errados em certas regioces, tais como
nas proximidades de cantos ou perto de orificios com diametro da

ordem de grandeza da espessura da placa.



15

2.3 - EquagOes da Teoria Classica

Inicialmente sao deduzidas, com auxilio das hipoteses
basicas, as relacdes deformacdo-deslocamento da teoria classica .e
posteriormente com o auxilio do Ptinchio dos Trabalhos Virtuais
a equacao diferencial das placas delgadas e suas condigoes de con

torno.

a) Relacoes Deformacao-Deslocamento

Sejam u{x, y, z) , v(x, y, z) e w(x, y, z) os desloca
mentos de um ponto qualquer do interior da placa nas direcoes x,y

e z.

Pelas hipoteses basicas conclui-se que:

wix, y, z2) = w(x, y]
Com auxTlio das figuras 1, 2 e fazendo uso da hipate-

se (c) tem-se:

sen ¢ zZ sen ¢

1l
1
~|e
[~y
1
I

sen a Z sen o

1}

1
n]<
<
n

1

Como as flechas sao pequenas pode-se escrever:

it

sen ¢ tan ¢

tan o

sen o

Utilizando a interpretacdao geometrica da derivada

parcial, tem-se:
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tan ¢ = khul e tan o = LA
ax Ay
Logo,
We - 2 AW
3X

(2.3.1)

Usando as relagoes deformagao-deslocamento dadas em

(1.1.2)

2 2 2
3 W v 3 W 3 W
€ = - 7 — e = z (/5 + —5)
X ax?2 z (1-v) 3x2 ay2
2
- 9w -
Ey = z —-—-—ayz Yy 2 0
2
3w,
= =2 . =0
YXY X3y YYZ
' (2.3.2)

E importante notar que a simples substituigao das ex-
pressoes obtidas para os deslocamentos nas relagdes deformagao-des

Tocamento da teoria da elasticidade linear, resultou nas expres

-

soes = = 0; mas deve~-se observar que estas deforma-

o Yxz T Yyz
¢oes, assim como a tensao o,» existem, porem sao despreziveis.

b) Relacb6es Tensao-Deslocamento

As tensoes Oy cy e rxy sao obtidas substituindo-se as

expressoes de e_, €., € e

% y ; Yxy em {(1.1.5).
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As tensoes o a i i
: 7* Tyz & Tyz sao obtidas a partir da

substituicao de Iy Iy e Tyy nas equacoes de equilibrio (L1.L);

sendo que na teoria classica considera-se G, = 0.

E 2 %w 3 2w
G = . — .2 (—F + V=) 5 o = 0
X (1-v2) ax2 ay? z
2 3 3
g = - £ . (u.a._w.-}-g._w)’r :-é.p..(aw.;.aw).
y (1-v2) ax2  ay? Xz 2h “3x3  axayl
2
1
. .. B, 2% .. = .30 ad%w a3w}”1
Xy (1+v) IX3Y > oyz 2h ‘aysx?2  ay3’ 7
2
2
o - &)
(2.3.3)

c) Relacoes Esforgco Resultante-Deslocamento

Na solucao de problemas de placas as tensoes sao nor-
malmente substituidas pelos seus correspondentes esforgos resultan
tes por unidade. de comprimento, isto &:

WZ

hyo h&
M = [ cx} dz ; M = [ cy.;dz 3 Mxy = rxy,gdz

-hyo -hyp -hys

h/o hyo
Q. = J Tys dz 3 Q = J Ty2 dz

“hy “hp
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Substituindo-se as expressoes de (2.3.3) nas expres-

soes anteriores, tem-se:

h3

= Ix _ . p (2w 3w
e = 37) 3 bzt w2
h3, oy 32w | atw
= —— —— = - + —
My = Gz) 3 PRt 2
3 T 2
Y e XY oo
Mxy - (12) z D {1-v) axay
Q= (gﬂ) =-p L (LM, EEE)
X 377 3 X BXZ ay2
E-f )]
2 2
_ (2h __p 2 (Bw, Fw
y =G - "3y Gxz * oy
l: :I (2.3.4)

d) Equacao Diferencial

Substituindo (2.3.2) em (1.2.1) tem-se

n = J (oxex + cysy + Tnyxy) dv - J (bxu + byv + bzw) dv
v v

-[(bu+ﬁv+6w)ds (2.3.5)

Variando o funcional (2.3.5),
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§I = J (Ux 8 e, t oy § Ey'+ rxy § ny) dy - J (bx du  +
v v

b. &V + Bz sw) dv - J (P, 6u+p

y 8V + p, 5y) ds
S

Y
g (2.3.6)

Substituindo (2.3.2), (2.3.4) na 12 integral de &1 e

usando a identidade de Green, tem-se

- ] aw
J (oxﬁ e, * oya €y + Txy6 ny) dv [ [}sz + Mxym) 8 ~ V
) C

- aM aM
W X Xy W
+ (Mxyg + Mym) 8 ay]ds + J [@ —= + 5y ) 8 X +
A

oM oM ~
P (X Yy 5 M g (2.3.7)
X 3y 5y

Para 22 integral de sm, tem-se:

+hp
b, = b, =0 e J b, dz = p(x, y)
_h/2
- [ b, sw dv = - J p(x, y) cw dA (2.3.8)
v A |

Finalmente utilizando (1.1.8) e {2.3.4) na 32 integral

de 601 tem-se:

- - - _ -lg - -
p, = o % + rxym = (h3).z.(sz + Mxym)
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y Xy Y "3 Xy y
P.=T, 2t T =3 I —( );}(Q g+ Q m)

z Xz yz 2h

- (p, 6u + p, év + p_ 6w) dS = (lﬁ) (M g+ M m)
X z h3 Xy
SO’ SO’
KLl 12y 22 fo 24 7 3
Y ds dz + J (h3).z '(Mxy m) & ay ds dz
S

) ,
3 2 o A v
- J 2n [} '(ﬁf):J(sz +Qum) sw ds dz = J [}sz +

Moo, _3_\1 [ ! oW _ ; "
M!ym),a (M + M m) & (Qxa + Qym) swj] ds

3x y ay
(2.3.9)
Das expressoes dadas em (2.3.4) segue que:
aM aM
Q =%, ¥y
X 3 X ay
aM aM :
Q = Xy + 24 s (2'3'10)
y X ay

Substituinde (2.3.10) em (2.3.7)

J (o, 6e, * UyG €y + Ty nyy) dv = - J [kM L+ M m)a AE +

v c
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w . . oW W
+ ¢ + M = d _— _—
(Mxy ym) § ay’ s + J (Q ¢ + Qy 8 3y) dA
A

ax
(2.3.11)
Usando a identidade de Green:
(Q. & L1 Q & 3E) dA = (Q e + Q_m) sw ds - (395
X X Yy © a8y X y axX
A C A
+ 39y s an (2.3.12)
3y .3,

Definindo Qr = sz + Qym e substituindo (2.3.12) em
(2.3.11) tem-se:

[ (cxa e, + cya €y + Tyy ayxy) dvy = [ (sz + Mxym) 8§ =x *
v C
3Q 3Q
: 3w _ X Y
+. (Mxyz + Mym) 8 3y Qr w| ds J (ax + m ) 6w dA
A
(2.3.13)

Substituindo (2.3.8), (2.3.9) e (2.3.13) em (2.3.6)

_ BQX aqy Y Y 3
§T = - J (5% *5y tPIow dA -[ {[men+ Myym) = (Me+ Mxymi]G
CU

=

-+
x

+ [}Mxyi + Mym) - (ﬁxyﬂ + ﬁymi] s %g - (Qr - Qr) swlids -
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-1 oW _ =
J [(._MXH May™ & 3% * Myt + M m) s 2y Q’f gw| ds = 0
Gy

(2.3.14)

Definindo Mxr = wa + Mxym; Myr Mxyz + Mym e ut1]l

zando as relagoes:

i = _a... - .....a_ =3 i
X T m3s 3y j‘ar e s (em (),
na expressao (2.3.14) tem-se
- x L 2y dA M Mom nos
s = - [ % T sy tP) oW B I {[} xpt My - (MR
A Cq ,

- {(Q_-Q - v - L.
(Q.- Q,) sw} ds [ [EMxrz LORURS R RUNEE NS
Cu
- Qr swj.ds = 0
Definindo:
= . = L - m i
Mp = Mpp2t MM M Mp M .M integrando por

partes o segundo termo da integral em C, e utilizando as condigoes

de contorno em Cy:

sw =0 &% = ¢ {2.3.15)

tem-se:
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§I = = [ (395-+ Egl+ p) éw dA - [ [@Mr - ﬁr) § KA

8x Ay ar
A Cy
y ow ~ 2 _
sM - M) e - (R, - Q) ew| ds =0  (2.3.76)
Integrando, o termo [ (Mrs - ﬁ;s) 8 3% ds, por par-
Co
tes, tem-se:
- - aM aﬁ
3W _ . _ rs _°"rs
J (Mrs' Mrs)6 35 45 *© (Mrs Mrs)éwl I ( 3s 3% )
CG CO’ CG
. ds (2.3.17)
Substituinde (2.3.17) em (2.3.16)
aQ aQ -
§n = - [ (75§ + 75% + p} éw dA - J {(Mr - Mr) 8 %% +
A. : Co'

+ [(Q. + aMrs) - (Q. + aMrS) 6w}rds - (M. - M) &w
r 3s r 3s * rs rs c
g

(2.3.18)

0 termo final de (2.3.18) representa fotgas concentra

das atuando no extremos de C; e na direcao de + z.

Sendo éw e 3§ %% arbitr&rios em A e C, , tem-se:
2Q aQ :
XY 4 p(x, y) =0 em A (2.3.19)

3x ay
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Y : BMrs_ _ = B?‘?]rs
L SR em C, (2.3.20)

onde (2.3.19) e a equagao de equilibrio e (2.3.20) as condigGes

mecanicas de contorno.

As condigoes geometricas de contorno sao dadas por:

1
@
=
Qr
1

o

(2.3.21)

=
n
=
m
|
n
|

em

Q2
=
a2
~
S

Substituindo (2.3.710) em (2.3.719) e utilizando(2.3.4),

tem-se

4, 4 4
% + 2 g " 3 L p(xa y) (em A) (2.3222)
ax axcays oy

A equacao (2.3.22) e a equagao diferencial das placas

submetidas a carregamentos transversais.

Esta e uma equacao diferencial parcial linear do tipo
elTtico com coeficientes constantes, ndo homogenea, de quarta or-

dem.

g) Condicoes de Contorno

Embora, na dedugao da equacao diferencial das placas
delgadas submetidas a carregamentos transversais, tenha-se chega~
do a duas condigoes de contorno por bordo (ver equagoes (2.3.20)
e {2.3.21)), sabe-se que as condigoes fisicas reais do problema

conduzem a existencia de tres condig¢Ges de contorno por bordo.

A inconsistencia existente entre as condigoes fisicas

. -— - - -— - - ] a
e as condigoes matematicas (equacao diferencial linear de 4% or



26

dem), decorrente do fato de ter-se desprezado as deformagﬁes cisa
lhantes transversais y e Yyy (hipotese (c)), foi discutida por
diversos autores, entre eles: Kirchhoff, Kelvin and Tait, Rayleigh

e Boussinesq.

Kirchhoff, analisando o caso de bordo livre, concluiu

que as duas condigoes de contorno dadas pelo esforgo cortante Qr

e momento torgor M, podem ser condensadas em uma sO, isto e: omo

s
mento torgor dado por Mrs‘ds e estaticamente equivalente a um bi-
nario cuja forca tem intensidade Mrs e cujo "brago" tem comprimen
to ds. Da7 segue gue a distribuicao de momentos torgores Mrs ao
longo do bordo, € estaticamente equivalente a uma distribuicao de

oM
esforgos cortantes de intensidade .Qr = a:s

Portanto, a condigao de contorno condensada e dada por:

aMpg
r r s

Como conseqliencia da equivalencia entre a distribui-
¢ao de momentos torcores e a distribuigao de esforgos cortantes,
surgem nos cantos das placas retangulares reagoes concentradas de

intensidade igual a

2
- = - B 3 W
R, = 2M,, 20 (1-v) 35

{ver termo final da equacgao 2.3.18).

As condi¢des de contorno usuais sao dadas por:
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1} Bordo Simplesmente Apoiado

w(x, ¥y) =0 e Mr(x, y) =0 (2.3.23)

2) Bordo Engastado

a»
=

wix, y) = 0 e > (x, ¥y} =0 (2.3.24)

3) Bordo Livre
=0 Mrs _ g 2.3.25
Mr(x: .y) - € QT' 35S - ( A )

Outras condigoes podemser definidas, como mostra a re

ferencia [ 37].
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cAPTITULO III

TEORIA DE REISSNER PARA FLEXAO DE PLACAS

3.1 - Introducao

e - — ! -
Neste capitulo s3ao deduzidas as equagOes fundamentais

da teoria de Reissner.

Usa-se basicamente a Teoria da Elasticidade para pe-
quenos deslocamentos e o Principio de Hellinger-Reissner, deduzi-

do anteriormente.

3.2 - Equagoes de Equilibrio:

hY

Considera-se que o elemento de placa mostrado na fig.
3 esteja submetido a um carregamento por unidade de area, p(x, y),

atuando na superficie media do elemento.

Considera-se que o elemento de placa esteja em equili

brio.
As resultantes de tensdes sao definidas por:
+h@ +@? +m2
Mx = o, z dz 3 My o z dz 3 Mxy = rxy_zdz

~hp -ty, -hy,



Mxy

29

pix,y)
¥aV

Q Qx
: / v % &
=
Y N ' x,u',_
o yd
P e
Fig. 3
z
b
ay *
‘ J T;;7
: D,
My jl /4 Mxy
z
(+)
¥

N

My.

Tyx
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thy thy, thy,
Myx = Tyx z dz 3 Qx = Tyz dz ; Qy = Tyz dz
~hy, hy )
(3.2.1)
Porem, como Txy = Tyx’ segue: Mxy = Myx

Utilizando-se do fato de que, na Teoria da Elasticida
de para pequenos deslocamentos, as deformagoes tem efeito negli
genciavel sobre as condigoes de equilibrio, as equacgoes de equi-
17brio sao deduzidas supondo-se que a superficie meédia da placa

deformada permaneca plana.

As equagOes sao deduzidas utilizando-se as expressdes:

Y (Forgas na Diregao z) =0

§ (Momentos em relagdo ao eixo x) = 0
} (Momentos em relac3o ao eixo y) = 0
Logo:
%g? t oy * P(X, y) =0
My Mgy o
39X ay X
Mxy , My | 0 =0 |, (3.2.2)

X Dy y
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observando-se que nas duas Ultimas expressdes desprezou-se o mo-
mento da carga p(x, y) e os momentos devidos a variacao dos cor-

tantes Qx e Qy.

T e o

3.3 - Deducao das Expressoes para Tyz? yz 7

Considera-se que:

a) as tensoes Oy Ty e Txy variam linearmente ao longo da
espessura da placa, isto e:

12M,
O'X = h3 z
12M
_ y
s —Y) 2
y 03
12M,
y
Sy T 3 z (3.3.1)

b) as condicoes de contorno nas faces da placa sdo:

o, = p{x, ¥y) para z = hy,
o, = 0 para z = - h&
Txz = Tyz © 0 para z = + hy, (3.3.2)

Substituindo as equagoes (3.3.1) nas equacoes de equi

1ibrio das tenstes internas (1.1.1), desprezadas as forcas de mas
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sa tem-se,

(. 3) + ) - Z +
h 3X dy 3z
aM aM 3
() (L 22 e T2 g
h3 Yy 3x 3z

Utitizando as equacoes (3.2.2) tem-se:

3Tzx _ _ 12

57 (;g) Q, 2
9T

zy _ 12

3z h3) Qy z

Integrando cada uma das expressoes obtidas e utilizan

do as equacoes de contorno (3.3.2) segue:

Txz ° iZghi E - (ghz)z:}

3Q 2
yz TEZ E B (%%):} (3.3.3)

Substituindo-se as expressoes (3.3.3) na equagao:

T

30 3T 9T
z . Xz YZ _ g
2z Ix 3y

e utilizando-se da primeira das equagoes de (3.2.2) segque:
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b, 2
-]

Integrando a expressao acima com o wuso de (3.3.2)

tem-se

(2, _z 1 .z v 3.3.4
R (hi2) 3 ‘(hm)] o

3.4 - Equagoes de Reissner

A Energia Complementar para um material homogeneo, i-
sotropico e hookeano, pode ser expressa em fun¢ao das tensdes,is-

to e:

1 2 2 2 .
J Q(o) dV = >F J EJX + o t o, - 2y (oxcry + o0, + cycz) +
v v

2

+ 2(1+v) . (Txy

2 2
P, t Tyz):l dv | (3.4.1)

Substituindo as expressoOes das tensoes dadas em (3.3.1)

e (3.3.3) na expressao acima e integrando-se ao longo de z tem-

se.
| (o) dV = & a2 [(Mxﬂq )2+ 2(1+v)(M§ "M M)+ (+3) 2,
1 2 | gp3 Y Y y 3
v A
(02 + 02) - vh’ (M, + M )]. dA + L 2 4 3.4.2
T Ty 5 P Uik T 0yl 56 | 97 42 (3.4.2)

v
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Desprezando-se as forgas de massa, o funcional dado em

(1.5.3) pode ser escrito:

_ ch aryx arzx arxy acy Bsz
- T, = J Qo) dV + J [géx + 3y + = Yu + X + 3y = ).
) v

9T 3Tyz 90 - - |
v + aiz + y Z :} dv - f [pr- P lu+ (py' py) v +

W) dS (3.4.3)

Substituindo-se as expressoes dadas em {3.3.1),(3.3.3),

(3.3.4) e (1.1.8) na expressao acima, tem-se:

My oM
-HR=[9(G dv+[[(ax a”-Qx)-(—r]i"Z) +

L)
aMyy My 12vz aly  3Qy 3w
st 5y " Qy) < | =3 )t 5t 5y P -

2 - —
(1 Eﬁr) dv - ‘ '{[EMX g+ Mxyrn) - (M 2+ M m{] . (}Zuz) +

+

v Y 12vz
[@Mxy %+ My m) - (Mxy 2+ My mi} . 3 ) +

+

EQXJH»Qy) (Q 2+Qyj (1-2)}ds—
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1
——
=
>
F ;
+
=
b
A
=1

12uz 12vz
™ G Uy ey ) (R
SU
F QL L Qo m .3 (- fﬁ%fii] ds (3.4.4)
X Y Z2h 2 s
+hyo
aM aM
-nR—JQ(c)d~V+JEBXX B;Y-QX)'J(%)ZdZ+
v A -hp
+hyo
aMyy . 3My 12v aQy . 2Qy
(ax ay-Qy)' (—-3‘)Zdl+('3—+T+P)
-h/p
+h/2 )
3w 4z iy iy
. — (1 - =) dz| dA - {EM 2+ M m) - (M, &2 + M_ m)
[ 12 h2 J X Xy X Xy :I
-h/2 CU
h/2 : h/p
12u y by " 12v
. l (—h3—) .z dz + [(Mxy 2+ My m) - (Mxy 2+ My milJ (—hg—) z dz +
_h/2 . 'hﬁ
h/2 )
+ [EQX L+ Q m) - (6X 2+ ﬁy mi} . J %% (1- %ﬁ?’ dz } . ds -
: -h/o
o o
- J '[(Mxn+ Mxy m). _%)_ z dz + (._Mxya + M‘y m). (_1—‘3!
Cy. “h2

h3)zdz+
N2
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by,
+Q 2t Qo m) . |2 422, dz:] ds (3.4.5)
y M on T |
.-h/2

0s deslocamentos generalizados da placa &g B, €& Wp

sao definidos a partir das expressoes abaixo:

1
]

hy2 h/o hyo
o, u dz = Mx By ; [ o, vV dz My By 5 J T u dz M By

Y Xy Xy
~h/y -h/o -hys
h/2 h/2 h/2
Txy vwdz = Mxy By E Tyy w dz = Qx WR ;— Tyz w dz = Qy wR
_h/2 "h/z -h/2

(3.4.6)

Substituindo (3.3.1) e (3.3.3) em (3.4.6), tem-se:

hyo hyo
= ]—2 = .]_g
B, = { u z dz s By (h3 J v z dz

X h3
-h/2 'h/é

wp = , ’:1-( } :| dz, (3.4.7)
h/2

- CoLl . o . o
By © By s30 as rotacoes das normais ao plano medio da placa,
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w, representa o valor medio, tomado ao Tongo da espessura da pla-

R
ca, dos deslocamentos transversais dos pontos da placa.

Substituindo (3.4.7) em {3.4.5):

My aMyy Myy My
Tp = [ 9(o) dV. + J [kax e N T T
v

20, a0y _
By * (—57'+ —— + p) w:] dA - ’ {[}Mx BN my - (M, ¢+

+ Mxy mi}sxi+ [}Mxy L+ My m) - (Mxy 2+ M.y mi} By +

ko) |

[}Qx L4 Qm) - (Q, ¢ + ﬁy mi]wR}ds - J [}Mx L4 Mmoo B,

+ (Mxy L+ My m) éy + (Qx %+ Qy m) ﬁé}.ds (3.4.8)

As quantidades sujeitas a variagao em (3.4.8) sao:

M M

x! ] st st Bx: B e WR

M
y:oUxy

Fazendo a variagao do funcional dado em (3.4.8) e u-

sando a identidade de Green tem-se:

oMy My X aM

- - - y ky -

GHR [ i X * ay Q ) - 68X o ax * ay Qy)
A
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aQx  2Qy [ vh?
.6 —2 4 —L = tm, + M) - Q M, S p| -
8y * Iy oy fP)AGWR‘ ¥ { (! yl - (T#vdM == p

2 o8B
X 12 \ vh Y
-~ —= - - X - &M +
X } 6Mx + { 13 I(Mx + My) (1 +v) Mx 10 p’ ETa } y

28(1+v) ,, 35x 33y)] 12 (1+v)h? )
Eh3 Xy __Eh3 ' 5 X
awR)] s, 12 (1+v)h? 0 - BWR)]
End 5 y

dA + J [:(GMX L+ aMxy m)(sx - 3x) + (_amxy .+ 5My m)(sy-s )

Cy

+ (tsQx L+ aQy m)(wR - ﬁR) ds - J {[}Mx_g + Mxy m) - (ﬁx L+
C

g

+ Mxy mi} 58, + [@Mxy 9 + My m) - (Mxy % + My mi] asy +

-

[(Qx L+ Oy m) - (Q, & + Qy mﬂ swpt ds = 0 (3.4.9)

X

Entao de (3.4.9), com a utilizagdo do calcule variaci

onal, seqgue que:
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i) CondigGes de equilibrio em A:

aMy aMxy
% Y Qx =0
M aM
Xy . y Q =0
ax 3y ¥
80y aQy
—-BT + F + p = 0 (3.4.]0)

ii) Relacoes Forga - Deslocamento:

I 2 38
12 _ vh _ 3By _
-E"r _(MX + M_Y) (1+ \J) My 10 p_ ETE 0
B 2 1 3B
12 ) _ vh A A
EF_-(MX + My) (1+v) Mx 10 g_ 5 0
aB 9B
281 +v) (=X + ) = 0 em A
En3 Xy ay X
2 W
T2{1+v) h™ 4 . (B + —Fy = 0
Eh3 5 X X 3x
12(1 2 Bw
__L_iéﬁl . h- Q. - (B + __5) = 0
Eh 5 Y Y oy

(3.4.11)

iii)} No contorno Cu:

WR = wR
BX = BX
B, = B

Y y (3.4.12)
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iv) No contorno CG :

Mx L+ Mxy m = Mx 2+ Xy m
Mxy L+ My m = Xy g 4+ My m
Qx g+ Qy m = Qx L+ Qy m (3.4.13)

De (3.4.11) segue que:

Relacoes Forca - Deslocamento

aB a8 pa
X 3X 3y 10(1 - v)
a8 3B 2
Moo= p(v ==+ =Yy + —0P
y ax 3y 10(1 - v)
_(1-v)p 2Bx 3By em A
Mxy - 2 ( Y T )
. . awR h2 ]
X aX 5D(1 -v) X
aw 2
B, = - R+ L Q
y 3y 50(1 -v) Y

(3.4.14)

0 sistema de oito equagoes diferenciais parciais line
ares de 12 ordem, dado por (3.4.10) e {3.4.14), juntamente com as

condigoes de contorno em C, © Co, dadas em (3.4.12) e (3.4.13),re
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solve o problema de flexao em placas com pequenos deslocamentos se

gundo a teoria de Reissner.

0 sistema dado pelas oito equagoes diferenciais linea
res de 12 ordem conduz naturalmente a tres condi¢goes de contorno
por bordo, existindo assim uma coeréncia entre as condigoes fisi-

cas e matematicas de contorno.

Este sistema pode ser condensado em um outro de tres
equacOes diferenciais parciais, porem aumentando a ordem do siste
ma, afim de que continuem sendo satisfeitas tres condigoes de con
torno por bordo.

x’

Entao, substituindo B, © By nas expressoes de M My

a Mxyrsegue:

2 2 2Q a0 w W
Moo= dhp R T Ty L R, I0R
X T 0(1-v)  5(1-v) & oax 3y 3x2 ay?
2 2 3Q 5Q 52 w 32 w
M =_vh'p h (v —% + ¥y - by R . R)
y -[O(-l '\)) 5(] '\)) IX | ay axz Byz
_ hz an 3Qy aZWR
V-l } - D(1-v) —
Y 10 oy 3 axay

Utilizando a terceira equacao dada em (3.4.10) tem-se:

a2

2 »Q, 2 . W W
Mx = h x| vh p - D R + v R)

2 3Q 2 32 w 32 w
M = _h___ y Vh p - D(\) R + R)



42

2 2
_he 30y 20y 3" W

Substituindo (3.4.15) nas duas primeiras equagdes de

(3.4.10) tem-se:

2
_ho 2 __h" 3P, _p 2 2
T TN Ty T e TR

2 2
zh_ g2 —_h_ 3. _ 53 2
%y 10 RV I TE e D3y ¥ ¥R

Derivando a primeira equagao acima em relacao a x, a

segunda em relagao a y e utilizando a terceira equacaode (3.4.10)

tem-se:
D vtw, = p - kn? v? com k= &=V
R=P 70 VP T-v
0 novo sistema de equagoes diferenciais parciais & da
do por:
2 2
_h g2 _h®™ % _ 458 2
G TRt Ty T P TR (2)
2 2
he 2 h op 3. o2
- v — = = _
A T RS T Ta ey ey "y T MR (b)
2
D v4wR ¢y KhDog2, o (c)

(3.4.16)
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3. 5 - Condicoes de Contorno

Mostrou-se, no paragrafo anterior, querna teoria de

Reissner cada bordo satisfaz a tres condicGes de contorno.

Em placas retangulares as condigoes de contorno usuais

Bordo Simplesmente Apoiado

- _ (1 _
wp = 0 M. =0 By ' = 0 (a)
wp = 0 Mo=0 M =0 (b)

wp = 0 351) =0 Bél) =0

Bordo Livre

r rs

No caso de bordo simplesmente apoiado a condigao de

contorno exata e dada por (b).

Utilizando a condigcao de contorno exata, alguns auto-
res obtiveram a solucao analitica para a flecha e os esforgos re-

sultantes em placas retanguiares com os quatro bordos simplesmente

{1) - Estas condigoes de contorno sao conhecidas como naturais, pe
lo fato de surgirem naturalmente do funcional no processo de mini
mizagao do mesmo.
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apoiados (Ver GIRKMANN [8] e CARLEY and LANGHAAR [151).

A condicao aproximada dada em (a) & utilizada em al-
guns artigos que estudam o assunto - (Ver SALERNO and GOLDBERG
[13] e KOELLER and ESSENBURG [14]) - e serd a adotada no decorrer

deste trabaiho.

A utilizagdo, nos bordos simplesmente apoiados,da con
digao de contorno aproximada conduz a uma mudanca no calculo da
reagao de apoio, isto &: sendo o momento torc¢or diferente de zero,
a reagao de apoio de bordos simplesmente apoiados serE dada pela ex
pressao

Q BMI"S
r r as

Convem lembrar que no caso de placas retangulares com
0s quatro bordos simplesmente apoiados, esta consideragao conduz
a existencia de reagbes concentradas nos cantos da placa, seme-
Thante a teoria classica, em contradicao com as reagaes'distribuf
das, encontradas quando se utiliza a condig¢do de contorno exata

(Ver GIRKMANN EB], pEg. 204 - Fig. 124 ou CARLEY and LANGHAAR
s]).
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cAPTTULO 1y

EXPRESSOES ANALTTICAS DAS FLECHAS E DOS

ESFORCOS RESULTANTES

4.1 - Introducao:

Neste capitulo s3o deduzidas as expressoes analiticas
das flechas e dos esforcos resultantes em placas, para a teoria

classica (Kirchhoff-Love) e teoria de Reissner.

0 carregamento atuante e considerado constante, wuni-
formemente distribuido ao longo de todo dominio da placa e orien-

tado no sentido do eixo z.

Isto e:

p(x, ¥) = p em A.

0s casos estudados sao. dados pelas figuras 5, 6 e 7.

b/2

b/2
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Convem observar que a solugao rigorosa do problema de

placas e um problema de valor de contorno da fisica matematica.
As equagoes dadas por (2.3.22) e (3.4.16c) tem suas
solugoes escritas como:
Wixs y) = wplx, y) + W (x, y)

onde,

wh(x, y) solucao geral da equacao homogenea.

solucao particular da equacao nao homogenea.

i

wp(x, y)

0 fato das equagoes (2.3.22) e {3.4.16c) serem linea-

res € que torna esta superposicao possivel,

Usa-se, para a solugao das equagoes (2.3.22) e(3.4.16¢),

o metodo de Levy.

Salienta-se que algumas condicoes devem ser satisfei-
tas afim de que o metodo de Lévy seja aplicado, isto é:

a) dois dos bordos opostos da placa.sao simplesmente
apoiados (ver fig. 8);

b} o carregamento transversal, nos casos estudados, tem
a mesma distribui¢ao em todas as segOes paralelas ao eixo x, {ver

fig. 8):

c) a solugao particular wp(x, y) e obtida consideran-

do a placa como infinita em uma direcao (no caso b — =),

A condigao c) implica que a solugao & sO em uma varig
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vel (no caso, na variavel x).

4.2 - Teoria Classica

a) Flecha

A equacao (2.3.22) com as respectivas condigoes de con
torno resolve o problema da flexao de placas delgadas com peque-

nos deslocamentos.

Aplicando o metodo de Levy, considerando que a parte

do contorno da placa definida pelas retas y = + b/2 e y = - b/2

{ver fig. 8) possuem condigaes‘arbitririas de contorno, poréem si-
metricas com relacao ao eixo x, obtem-se:

wh(x, y} = % ; (Czcoshuy + C3ysenhuy) senux
wp(x, y) = % % g%%_senux , com y = %ﬂ
m=1,3,5,
Entao,
wix, y) = % % (Czcoshuy + Caysenhuy + g%%) senpx
m=1,3,5,... (4.2.1)

Da expressao da flecha obtem-se as expressoes dos es-

forgos, isto e:

b) Momentos

2 pa
M. (x, y) =-D (2 ¥ 4+, &¥
X 3x2

ay?
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Me (6 y) = T [(1=9) Cpuleoshuy + (1 -v) Coulysentuy -
m .
- ZvC3ucoshuy + EE%] senpx (4.2.2)
ap
2 2
M, (x, ¥) = - D (v 25+ &)
y ax2  ay?
- 2 2
My (x, y) =]} [}v -1) Czu coshuy + {(v~-1) C3u ysenhpuy -
m .
4pg
- 2C3ucoshuy + v| senux (4.2.3)
au3
2
_ - 3° w
Mxy (X, .Y) = D (] \’) axay
Mxy (x, ¥)=(v-1) } (Czuzsenhpy-$C3usenhﬁy-+c3p2ycoshuy) COSuX
‘m
m=1,3,5,..: (4.2.4)
c) Cortantes
2., A2
= - p O ("MW, W
4p, 2
Q, (x, ¥) =) {(—= - 2y Cjcoshuy) cosux (4.2.5)
X £ ap?
2 2
3 ,9%wW 3¢ W
= - — —_—
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Qy (x, y) =,-,z-2C3p25enhyy . senux
mn ' ‘
m=1,3,5,... (4.2.6)

d) Reacoes de Apoio

As reacOes de apoio sao dadas pelas expressoes:

aM

_ Xy .

R, (x5 ¥) = (Q, + T ) (x5 ) v (%, y) € C_
oM

- yX

Ry (x5 y) = (Q, + —3) (x, ) v (x, y) € C,
Logo,
4
R, (x, y) =} {—E% - 2u2C3coshuy + (v-1) . (C2u3coshuy +
m ap .

+

2C3p2COShuy + C3u3ysenhpy{J . COSuX

H

Ry (x, ¥) 7 [— 2C3uzsenhpy -(v-1) . (CZpSSenhuy +
m

+

C3uzsenhuy + C3u3ycoshuyi] . senux

Nos bordos da placa,

4p 2
Ry (25 9) = = Ry (0, y) =] o7 7 B Cgeoshuy + (v-T)

(C2p3COShuy + 2C3u2coshuy + C3u3ysenhuyi].(- 1)
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Ry (%, b/p) = = Ry (X, = b/p)

. senha + C3u25enha

No caso de y
Ry (x, by2) = - Ry (x.,

Reacoes Totais

As reagoes em cada um

+b/2 aMxy
Rx] = | (Q ¢+ 3y Y (0, ¥
-bf?
+bf2 v
sz = [ (Q, + —3;1).(a, y
..b/z
a
aM
Ry ” J (Q, + —3) (x: b
; 0
a
aM
- yXx _
RYQ B J (Qy T I > (x,
0

Logo,

3 [} 2 u%senha (v-1) . (Cpu’
m

2
+ C3u aCOShui] senux
m=1,3,5,... (4.2.7a,b)

serem bordos engastados tem-se:

= Qy (x, byp) = - Qy (x, - b/a)

dos quatros bordos sao dadas por:

} dy

R, = <R

x_l x2
) dy

f.‘!-l ]
/2) dx

R = -R

S Y
byn) dx
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=
1

, 4
Xa = Z |:(4C3}159nh-°‘ = "'E)'g' . b-)..+ 2 (_] -v) . (_C2u2 senha +
1 m i ap )

+ Causenha + C3uacosha):l

2
R‘y1 = % [} 4C3usenha + 2 (1-v) . (CZ” senha + Csusenha +
+ C3uaCOShOZ|
m=1,3,5... (4.2.8 a,b)
Entao a reacao total e dada pela expressao:
Re = (Ryq = Ryad + (Ryq - Ryp)
8p,b : 2
Re =) |—2— - 8 (1-v) . (C,u"senha + C,usenha + C,pacosha)
T - 12a 2 3 3

m=1,3,5,... (4.2.9)

Observa~se na expressao (4.2.9) que a feagﬁo total nao

e igual ao carregamento distribuido atuante multiplicado pela area.

8
0 termo 7§

de (4.2.9) corresponde a

a by
J ’ po(x, y) dx dy (carregamento atuante).
0 ‘b/z

0 termo restante em (4.2.9) corresponde a soma das re
agoes concentradas que surgem nos quatro: cantos da placa retangu

lar.
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e) Determinacao das constantes

e.1) - Quatro bordos simplesmente apoiados

h/2

b/2

=
—
>
<
—
1]
o
2
——
>
-
R
]

=

x
——
b3
e
St

Y

Il
n O
=

&
—~
>
~
n

2pg 1
3 au4 ' cosha

1
2 * ~ Tosha (O3 Emsenha * )

(]
1]

b/7

b/2



54

e.2}) - Dois bordos parale]os simplesmente apoiados e

it Lt L 4
N
o X
3
s
a
Fig. 10
wix, y) ! =0 wix, y) ] =0
x=0, a y=1t bfp
. _ AW - =
MX(X, .V) I =0 W(.xs Y) i =0
x=0, a y=+ bp
Entao,
C. = 8pg senha
3 aud " 20+ senh2a
1 b 4pg
C, = - C, = h ——2
2 cosha (C3 7 senha + ap5’
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e.3) - Dois bordos paralelos simplesmente ‘apoiados e
doi's bordos 'p;a‘ir‘a‘l"ei'o"s'"'l'i'v'r'es_
')
.o T
A
N —
Q X
.D S—— —
Qa
Fig: 11 : “
wix, y) | =0 M, v) | =0
x=0, a Y=t by
aM
M (s y) ‘ =0 Q, (x5 ¥) + = (x5 ¥) = 0
x 0, y=1% by
Entao,
4p
C3 = v senha
Kau4
4

Po
3

v

t2cosha - (v -])asenhQ]uC3—
au
C -

(v -1 )uzcosha

(v +3)

com, K = a{v-1) + senh2a



56

4.3 - Teoria de Reissner

Foram deduzidas no cap?tu]o 3, as equacdes que, junta
mente com as condicoes de contorno, resolvem o problema da flexao

de placas pela teoria de Reissner.

As equagoes estao dadas em (3.4.16. a,b,c), formando
um sistema de equacoes diferenciais parciais lineares que envol-

vem a flechawgp(x, y) e as duas forcas cisalhantes Qx(x,y)er(x,yL

Transcrevendo o sistema dado em (3.4.16 a,b,c) tem-se:

2 2
_h® 2 h 3 _ _ 3 2
Q - 15 VO * To(1 3] 3% D 5% 7wy
2 2 3
h 2 h p 3 .2
__V 4 —_—— = - —
Yow Yt won Ty P oy TR
2 .
4 he 27
D v wp ¥ 5T vVip = p

Inicialmente resolve-se a equacao (3.4.16 c) do siste-

ma.

Os casos estudados, tanto de carregamento come de con

digoes de contorno, sao iguais ao da teoria classica.

Logo, p(x, y) = p, em A

Entao a equac¢ao (3.4.16 c) pode ser escrita:

D v Wp = p(x, ¥) (4.3.7)
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a) Flecha

Apesar da equacdo (4.3.1) ser semelhante a equacdo da
teoria classica, a solugao do tipo Levy apresentada para a teoria

classica nao pode ser aplicada na equacao (4.3.1).

Uma solucao para (4.3.1) deve satisfazer a duas condi

coes:
2
aWR

> #0 (a curvatura deve refletir o efei
X

x=0, a to do cisalhamento)

2. A solucao para uma placa infinita deve ser obtida a

partir da solucao para placa finita.

A partir das condigoes acima constroi-se uma solucao

tipo Levy modificada, dada pela expressao:

2
wo (%, y) = —p&— [{ 35 y(y) senux + EES“— (ax-xz):l

m
m=1,3,5,... (4.3.2)
onde yu = %g g k = % ::

Desenvolvendo o carregamento atuante, p(x,y) = Py €m A,
em serie de Fourier, tem-se:
Po o 1
p(x, y) = — [  senux
m
m=1,3,5,... (4.3.3)

Substituindo-se (4.3.2) e {4.3.3) em (4.3.1) obtem-se:
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4 ' 2
g...-...Y.- - 2u2 .d_._Y_ + }14Y = d'u4

d¥4 dyz

cuja solucao geral e:

Y(y) = C5coshpy + C6uysenhuy + C7senhpy + Cguycoshuy + 1

(4.3.4)

Desenvolvendo em série de Fourier a fungdo f(x) = x%-ax

definida no intervalo O<x<a, tem-se:

f(x) = x? - ax = - g

(4.3.5)

Substituindo-se (4.3.4) e (4.3.5) na expressao (4.3.2)

e usando-se a simetria em relacao ao eixo x, tem-se:

Po [ 96
W Xy V) 8 —— —— (C.coshuy + C.uysenhuy + 1
p (0 y) =g T =5 (6 6 )
2__._
4 48kh senux
5au3—
m=1,3,5,

b) Cortantes

+

(4.3.6)

0 sistema formado pelas equagoes {3.4.16 a,b) pode ser

resolvido pela soma de uma solugao particular do sistema com a so

lugao do sistema homogéeneo, isto e:
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Wan!
]
V]

+ R
X Xp . QXh'””“-'

Assume-se, as expressoes abaixo, como solugao parti-

cular do sistema:

- ov2wp  kn? dp
QXP B 3 X 10 ax
2
avew el 3
Qg =-0D R _kh- °p (4.3.7 a,b)
yp ay 10 ay

Substituindo-se (4.3.2) e p(x, y) = p, em (4.3.7 a,b)

tem-se:

.Q ) EEQ (1 -2C_coshuy) £os
= - coshuy l . UX
Xp o auz 6
Q 7 Po c huy)
= - r— S R
yp = L 2 % enhuy senpx

m=1,3,5,... (4.3.8 a,b)

Reissner demonstrou que a solugao do sistema homogeneo

pode ser dada pelas expressoes:

= ‘M = = .?.i
Qe 3y € th kY

onde ¢ = ¢(x, y) € uma funcdo de tensao.
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Substituindo-se nas expresstes de Qx ] Qy tem-se:

4pg 9¢
= ——= {1~ 2C_cosh ] cosSux + —
Qx % auz ( 6 nY H oy
8pg ad
Q, =) (- — . C. . senhuy) . senux - =
Yoo apl 6 ax
m=1,3,5,... ~ {4.3.9 a,b)

Substituindo-se (4.3.9 a,b) em (3.4.16 a,b) obtem-se:

2
3 h 2
2oy -y - 0
ay(rb ) ¢)

2
3 h 2
3 X (¢ 10 ve) 0

Logo,
2

g - L V2¢ = C ({constante)

Assumiﬁdo C =0 tem-se:
¢ = = V¢ = 0 (4.3.10)

A equagao (4.3.10) e do tipo elitico, ou mais precisa
mente, uma equacao de Laplace nao homogenea (equacao de Poisson).

Um dos metodos usados para a resolucao de equagoes di

ferenciais parciais lineares & o conhecido Metodo da Separacao de
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Yariaveis.

Convém lembrar que certas condigoes devem ser satis-
feitas para a aplicacao do.método a problemas em duas variaveis

x e y. (Ver WEINFERGER [51).

Sabe-se que 0s bordos definidos pelas retas x =0 e

X = a sao simplesmente apoiados, logo tem-se que:

W 2
R _ h Q [ -0
3y 5D{(1 -v) ¥
x=0, a
R 0 ] Q \ 0
—_— = s 0 . =
como 5 go y
x=0, a x=0, a
Portanto de (4.3.9 b) segue:
39 =0 3¢ =0 .3.11
— (0, ) e - (2, %) (4.3.11)
Fazendo ‘¢(x, y) = A(x) . B(y) e substituindo em (4.3.10)
tem-se:

AT(x) - Bly) + A(x) . B'(y) - 23 A(x) . B(y) = 0
AY(x) _ _B'y) 10 _ _ 2
A0 Bly) Rz (A #90)
Entao,
A" (x) + A%A(x) = 0
B"(y) - n°B(x) = 0 (4.3.12 a,b)
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2

)
vt

com a2 =10y,

h 2

De (4.3.11) seque que:

(4.3.13)

A'(0) =0 e A'(a) =0
Resoivendo (4.3.12 a) tem-se:
A(x) = Dy coshax + 02 Senix
de (4.3.13) segque:
A'(0) = 0 VDZ=0
A'{a) =0 Aa = nIl n=1,2,3,...
Logo,

An(x) = D] COSAX

A solugdao de (4.3.12 b) escreve-se:

Bn(x) = Dy senhny + D4 coshgy

Portanto,

¢n(x, y) = (C] senhny + C2 coshny) cosax
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Entao,

o(x5 ¥y) =} o,(x, ¥)
n

n=1,2,3,... (4.3.14)

Substituindo-se (4.3.14) em (4.3.9 a,b) tem-se:

Q, (x, y) = ) — 4p° (1- chcoshuy) cospux +
m apl

m=1,3,5,...

+ ] ﬁ(C]coshny + Czsenhﬁy) COSAX
n

n=1,2,3,... (4.3.15)

(x, y) = Z (- Cssenhuy) . senux +
u

m=1,3,5,...

+ ¥ A(Cysenhny + C,coshny) senxx
n

n=1,2,3,... © (4.3.16)

Em virtude da simetria de eixos e de carregamento

tem-se:

- Q, (x5 -¥) (fungao Tmpar)

i) Qy (X, ¥) y

i) Q, (x,¥y) =-0Q (a-x,y)
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Logo: i) implica CZ'= 0

ii} dmplica n = 1,3,5,...

Entao,

4
Q. (x, y) =7 [:—32 (1 -2C_coshuy) + nC, . coshni} cCoOSuxX
X m au2 6 1 w

m=1,3,5,... (4.3.17)

' 8p ,
Q, {x, y) =} [} —3 Ce . senhuy + uC1senhp%} senux
Y m auZ

m=1,3,5,... (4.3.18)

Observa-se que as equagoes (4.3.17) e (4.3.18) satis-

fazem a terceira equacao de (3.4.10).

¢) Momentos

Substituindo-se (4.3.6), (4.3.17) e (4.3.18) em (3.4.14)

tem-se:

c.1) - M (x, )

8h<p h2
) ne
. C. . cosh -

5au 6 ny

Mx (x, ¥y) =] { Cjcoshny -
m

4p0

- ;:3 [}(v - 1) Ce+ 2vC6) coshuy + (v-1) Csuysenhuy - ] }

. senpx

m=1,3,5,... (4.3.19)
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c.2) - My (x, y)

y (x, y) _.E {- San ._Cﬁcos Ly + = nuC1coshny -
4p0
- ———-[}(1 - v} C5 + 266) coshuy + {1 -v) Cspysenhuy - é} +
au3
2
2h
+ Po v } . senux
Sau _
m=1,3,5,... (4.3.20)
C 3) - MX_Y (xs .Y)
2
| 8poh he , 2 . 2
= - . +  —
My (x, ¥) % { S Cgsenhuy + 35 + u)
4p0(] -V)
C-I . senhny - T . [(CS + CG) senhuy +
+;C6@ycoshuy } cosux
m=1,3,5,... (4.3.21)

d) Reagoes de Apoio

Observou-se no capitulo III (paragrafo 5), que a ndo
satisfagao da condigao de contorno exata em bordos simplesmente a

poiados, conduz a utilizacao da expressao Rr = Qr + rYe

gar de R} = Qr’ na determinagEo da reagao de apoio nestes bordos.

Nos bordos engastados utiliza-se a expressao Rr = Qr’

na determinacdo da rea¢ao de apoio.



Ent3o,

a) Caso 1

b) Caso 2

y)

b/2) = @, (% bj2) +

- bsp) = Q, {x, - bsp) +

Y)

y)

analisando os.

bs2)
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Q, (0, y) +

Q, (a, y) +

M

QX (Os”y) +

tres

Xy
ay

aMyy
3y

2Myy
2y

casos tem-se:

(0, y)

(a, y)

My
ax

oMy x
3 X

(0, y)

aM
Q, (a, y) + —;fl (a, v)

= Qy (X, b/2)

-b/2) =Q_‘/ (X, 'b/2)

y)

y)

- Q, (0, y) +

Q, (3, y) +

3Myy
3y

3y

(0, y)

(a, y)

(x, b/Z)

(x, = byp)



67

e) Determinagao das Cons;antes

e.1) - Quatro bordos simplesmente apoiados

¥
N
o X
4]
Fig. 12
wo(xs y) ’ =0 wp (X, ¥) [ =0
x=0, a y=+ by
M (x5 ¥) ‘ =0 My(x, y) I =0
x=0, a y =+ by
3y 50(1 -v) ¥ X 3x 50(1 -v) X
x=0,a y=4% by
Logo,
C] =0
e o 1 E . kuln? utanhaJ
5 cosha 10 2
c, = — 1

6 2cosha
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- ub
com o 2

e.2) - Dois bordos paralelos simplesmente apoiados e dois

bordos paralelos engastados

y
VI IV CLL
1y
o X
- Vv AL
a
Fig. 13
wp (X, y) ' =0 wp (X, ¥) l =0
x=0, a y=+t by
M (X, ¥) [ =0 B, (x5 ¥) , =0
x=0, y=1+ by
2 = » = {
(x> ¥) ’ 0 By (Xs ¥) |
L x:O,a y-_—i‘b/z
Logo:
. 4
Cqy = 2? ) ! — . (2Cgcosha - 1)
autn cosh(%;)
1 ' knéy?
C. = - c
: — (Cgosenha + T 1}
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2 2 2
L . (14 khZ [,tqnhaf;m——llu——_ tanh(ﬁg_‘
S 0 T (1 - v) 2
6 ‘ . £
com,
2 2
E = [}—L + ___ﬁh____) senha + 4 ., —o  _ __2h cosha .
. u 5u8(1 - v) p4  cosh Sun(1 - v)

. tanh (%)]

¢.3) - Dois bordos paralelos simplesmente apoiados e dois

bordos paralelos livres

y
[aV]
©3
o X
0
]
Fig. 14
uplxs v) | =0 0, (¢, y) | =0
x=0, y=1+ by
M (x, vy | =0 m,(xo vy | =0
x=0, a y=t bpp
By(..xs .Y) ’ = 0 Mxy(.x: .y) l =0



Logo,
C = E..p_q. C Ser’iha
1 R b
au senh (%)
C_ = L] +v) - (1-_v) acotgha
5 (1 -v) )
c - vn2h2

com,
2

5

Fo 2y
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6 10 F cosha

h2

utanh(%?)

E __ntanha ] . (3“) i

6
2a(l -v)
senh?a
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CAPTTULLO vV

RESULTADOS NUMERICOS DA TECRIA CLASSICA E

DA TEORIA DE REISSNER

5.1 - Introducido

Neste capitulo s3o apresentados, atraves de tabelas e
graficos os resultados numericos obtidos pelas teorias classica e

de Reissner.

Obtem-se uma maior versatilidade nas tabelas, wutili-

zando-se 0s coeficientes adimensionais definidos abaixo:

wp{x, ¥y
= ﬁlﬁ:zll ou a = —E——Z——l
Pod /p Pod /p
M, (X, M., {x, M X,
. METID . x( y) L, . xy (X ¥)
X b a2 y b a2 Xy b al
0 0 0
) Qp(x, ¥) ) _ Qy(xs ¥)
Tx p,a ? Ty P2
, Rx{x, ¥) ) Ry (x, y)
_ ——_———— ) ' p - — e ———
X P, y p,a

(os esforgos sao dados por metro)

Os parametros de entrada nas tabelas sio:
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coeficiente de Poisson (v)-

ReTagEotya (Reissner)

Relacao hy,

coeficiente de Poisson (v)
_ (Classica)
Relagao by,

A relacdo h/; representa a influencia da espessura da

placa.

5.2 - Resultados Numericos

a - Introducdo

As formulas analiticas obtidas nes capitulos anterio-
res para a teoria classica e de Reissner foram programadas obten
do-se, como resultado, valores numericos para as flechas, momen-

tos, cortantes e reacgoes de apoio.

Devido a existencia, nos casos estudados de uma dupla
simetria, os valores numéricos das flechas e dos esforgos resul-

tantes foram obtidos em pontos pertencentes a um quarto da placa.

b - Convergencia

0 estudo da convergencia das séries que representam as
expressoes analiticas das flechas e esforgos resultantes dados pe
la teoria de Reissner, € feito para os valores maximos assumidos

pelas expressoes analiticas, no dominio da placa.

A convergencia e analisada, nos tres casos estudados,
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para a relagao hj; = 0,050 , by =1 e v =0,3.

A seguir sao apresentadas tabelas que mostram os valo
res numericos assumidos pela flecha e esforgos resultantespara di

versos numéros de termos das series.

Caso 1:
b/a = 1 (v = 0,3)
ne de T. 1000010 103, ) [1oa g0 1100, BN 3 020 ]y ()
3 0,411 | 0,482 | 0,4807/| 0,320.] 0,304"| -0,343
5 0,411 0,480 { 0,480 | 0,322%| 0,318 | -0,340
10 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,323 | 0,328 | -0,337
20 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,322 | 0,333 | -0;338
50 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,322 | 0,336 | -0,338
100 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,322 | 0,337 | -0,338
200 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,321 | 0,337 | -0,338
300 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,321 | 0,337 | -0,338
400 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,321 | 0,337 | -0,338
500 0,411 | 0,479 | 0,479 | 0,321 | 0,338 | -0,338

»>— &
2 |
fa) ”r— 2 2

Fig. 15
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Caso 2:
bfa = 1 (v = 0,3)
vo de T.[100a M 10x, () lron ) g )y Y,
3 | 0,199 | 0,251 | -0,694] 0,139 | 0,212 | -0,517
5 | 0,199 | 0,249 | -0,693] 0,139 | 0,226 | -0,512
10 | 0,199 | 0,248 | -0,692] 0,140 | 0,236 | -0,509
20 | 0,199 | 0,249 | -0,692] 0,140 | 0,241 | -0,509
50 | 0,199 | 0,249 | -0,692] 0,140 | 0,244 | -0,509
100 | 0,199 | 0,249 | -0,692] 0,141 | 0,245 | -0,509
200 | 0,199 | 0,249 | -0,692| 0,141 | 0,245 | -0,509
300 | 0,199 | 0,249 | -0,692] 0,142 | 0,245 | -0,509
200 | 0,199 | 0,249 | -0,692| 0,142 | 0,246 | -0,509
500 | 0,199 | 0,249 | -0,692] 0,142 | 0,246 | -0,509

g

S

Fig. 16
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Caso 3:
byy = 1 (v = 0,3)
(u) (%) (1) . (2)
NO de T.| 10« Ay 10xy Kxy Yy

3 0,152 | 0,130 | 0,266 | -0,189| 0,433

5 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,189| 0,446
10 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,190| 0,457
20 0,152 | 0,129 | 0,265 |- -0,190| 0,462
50 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,190| 0,465
100 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,191| 0,466
200 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,191| 0,466
300 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,191| 0,466
400 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,192| 0,466
500 0,152 | 0,129 | 0,265 | -0,192| 0,466

/|
____fi______:L_______
2 |
Enl ‘ ‘ N ——
X
a
Fig. 17

Analisando=se os tres casos conclui-se que:

Flechas - a serie converge muito rapidamente e uma precisao

suficiente & obtida tomando-se os dois primeiros termos da serie.
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Momentos Fletores - a serie converge rapidamente e uma pre-
cisdo suficiente e obtida tomando-se 0s cinco primeiros termos da

serije.

Momentos Torgores - a serie converge rapidamente e uma boa

precisao e obtida tomando-se os cinco primeiros termos da serie.

Esforcos Cortantes - a serie do esforco cortante (yy) con-
verge com uma boa precisdao, tomando-se o0s vinte primeiros termos
da série, porem a seérie do esforgo cortante (v,) converge Tlenta-
mente e uma boa precisdao e obtida tomando-se um numero de termos

maior ou igual a cem.

¢ - Tabelas

As tabelas apresentadas a seguir fornecem os valores
maximos e as variagoes, ao longo de retas paralelas aos eixos Xxey

da placa, das flechas, momentos, cortantes e reacoes de apoio.

A comparagao dos resultados obtidos neste trabalho po
de ser feita consultando-se as referencias [17], [3], [4] e [13],

entre outras.

Caso 1 - Referéncia [13] (v = 0,3)
/4 ]Oouméx.(l) ]Okymﬁx.(l) TOAyméx.(l) ®/a
0,005| 0,406 0,479 0,479
0,010/ 0,406 0,479 0,479 ;
0,050| 0,41 0,479 0,479
0,100| 0,424 0,481 0,481
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TABELAS



Valores Maximos

(v = 0,3)

hy, - b
: ‘UOumfﬁ? 10Axm£g9 loxym;;) ]kaymES?.Yxméi?) megif) pxmii?) pyméi?) e
0,005 0,406 0,479 0,479 0,325 0,338 0,338 0,420 0,420
0,010 0,406 0,479 0,478 0,325 0,338 0,338 0,420 0,420
0,025 0,407 0,479 0,479 0,324 0,338 0,338 0,420 0,420
0,050 0,411 0,479 0,479 0,321 0,338 0,338 0,420 0,420
0,075 0,416 0,480 0,480 0,316 0,338 0,338 | 0,420 0,420
0,100 0,424 0,480 0,480 0,311 0,338 0,338 0,420 0,420
0,125 0,434 0,481 0,481 0,308 0,338 0,338 0,420 0,420 1
0,150 0,446 0,482 0,482 0,305 0,338 0,338 0,420 0,420
0,175 0,461 0,483 0,483 0,302 0,338 0,338 0,420 0,420
0,200 0,478 0,485 0,486 0,297 0,338 0,338 0,420 0,420
0,250 0,518 0,488 0,488 0,287 0,338 0,338 0,420 0,420
0,300 0,567 0,492 0,492 0,274 0,338 0,338 0,420 0,420
T.Class:! 0,406 0,479 0,479 0,325 0,338 0,338 0,420 0,420
|

3 4

-+

2 I

o -

SOWLXR] S3J0]Rp -

I ¥138VL

-
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Variacao do coeficiente o« ao longo da reta y = 0
n (100¢) v = 0,3 Y

a x=0,10a [x=0,75a |x=0,20a |x=0,25a [ x=0,30a|x=0,35a|x=0,40a| x=0,45a {x=0,50a .a
0,005]| 0,132 0,192 0,246 0,294 0,334 0,365 0,388 0,402 0,406
0,010 0,132 0,192 0,246 0,294 0,334 0,365 0,388 0,402 0,406
0,025 0,132 0,192.| 0,247 0,295 0,335 | 0,366 0,389 0,403 0,407
0,050 | 0,133 0,194 0,249 0,297 0,338 0,369 0,392 0,406 0,411
0,075 0,136 0,197 0,253 0,302 0,342 0,374 0,398 | 0,412 0,416
0,100] 0,139 0,202 0,258 0,308 0,349 0,382 0,405 0,419 0,424
0,125) 0,143 0,207 0,265 0,316 0,358 0,391 0,415 0,429 0,434 | 1
0,150 0,147 0,214 0,273 0,325 0,368 0,402 0,427 0,442 0,446_‘
0,175} 0,153 0,222 0,283 0,336 0,381 0,416 0,441 0,456 0,461
0,200 0,160 0,231 0,295 0,350 0,395 0,431 0,457 0,473 0,478
0,250 | 0,176 0,253 0,322 0,381 0,430 0,468 0,496 0,512 0,518
0,300 0,195 0,280 0,355 0,419 0,472 0,514 0,543 0,561 0,567
T.Class.| 0,132 0,192 0,246 0,294 0,334 0,365 0,388 0,402 0,406

eysatd - z yliavl

(y=0)

6L



Variagao do coeficiente Ay ao longo da reta y =0

h/a (102,) (v=0,3) “

x=0,10a [x=0,15a |x=0,20a {x=0,25a |x=0,30a |x=0,35a x=0,40a [x=0,45a|x=0,50a |
0,005| 0,209 | 0,284 { 0,343 [ 0,389 | 0,424 | 0,449 | 0,466 | 0,476 | 0,479
0,010| 0,209 | 0,284 | 0,343 | 0,389 | 0,424 | 0,449 | 0,466 | 0,476 | 0,479
0,025| 0,209 | 0,284 | 0,343 | 0,389 | 0,424 | 0,449 | 0,466 | 0,476 | 0,479
0,050 | 0,209 | 0,284 | 0,344 | 0,389 | 0,424 | 0,449 | 0,466 | 0,476 | 0,479
0,075| 0,209 ! 0,284 | 0,344 | 0,390 | 0,424 | 0,450 | 0,467 | 0,467 | 0,480
0,700| 0,210 { 0,285 | 0,344 | 0,390 | 0,425 | 0,450 | 0,467 | 0,477 | 0,480
0,125| 0,210 | 0,285 | 0,345 | 0,391 0,426 | 0,451 0,468 | 0,478 | 0,481
0,150| 0,210 | 0,286 | 0,345 | 0,392 | 0,426 | 0,452 | 0,469 | 0,479 | 0,482
0,176 0,211 0,286 | 0,346 | 0,392 | 0,427 | 0,453 | 0,470 | 0,480 | 0,484
0,2001 0,211 0,287 (0,347 ! 0,393 | 0,429 | 0,454 | 0,472 | 0,482 | 0,485
0,250| 0,212 | 0,28% | 0,349 | 0,396 | 0,431 0,457 | 0,475 | 0,485 | 0,488
0,300] 0,214 | 0,291 0,352 | 0,399 | 0,435 | 0,461 0,479 | 0,489 | 0,492
T.Class.| 0,209 | 0,284 | 0,343 | 0,389 | 0,424 | 0,449 | 0,466 | 0,476 | 0,479

40394 ojusmoy - £ Y13Vl
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Variag¢ao do coeficiente 2

ao longo da reta y =+ b/p

Xy
h/a (10xxy) |

x=0 x=0,10a {x=0,15a |x=0,20a [x=0,25a |x=0,30a |x=0,35a |x=0,40a|x=0,45a
0,005 0,325 0,295 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041
0,010 0,325 0,295 0,267 0,235 0,200 0,162 [-0,123 0,082 | 0,041
0,025] 0,324 0,295 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041
0,0501! 0,321 0,294 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041
0,075] 0,316 0,293 0,266 0,234 0,199 0,162 0,122 0,082 0,041
0,100] 0,310 0,292 0,265 0,233 0,198 0,161 0,122 0,082 0,041
0,125 0,301 0,290 0,264 0,232 0,198 0,160 0,122 0,082 0,041
0,150| 0,290 0,288 0,262 0,231 0,197 0,160 0,121 0,08] 0,041
0,175 0,278 0,285 0,260 0,230 0,195 0,159 0,120 0,081 0,041
0,200]| 0,264 0,282 0,258 | 0,228 0,194 0,158 0,120 0,080 0,040
0,250| 0,229 0,275 0,252 0,224 0,191 0,155 0,118 0,079 0,040
0,300 0,187 0,266 0,246 0,218 0,187 0,152 0,116 0,078 0,039
T.Class.| 0,325 0,295 0,267 0,235 0,200 0,162 0,123 0,082 0,041

4035401 03UBWON - ¥ Y138Y1
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Variacao do coeficiente v, a0 longo

da reta y =0

by

x=0 {x=0,10a|x=0,15a|x=0,20a|x=0,25a|x=0,30a|x=0,35a|x=0,40a|x=0,45a| 2

T.Classica| 0,338 0,246 0,206 0,170 0,136 0,106 . 0,078 0,051 0,025 1
T.Reissner| 0,338 0,246 0,206 0,170 0,136 0,106 6,078 0,051 0,025

Variagao do coeficiente Yy ao longo da reta y =bys
. b

x=0,10a |x=0,15a|x=0,20a|x=0,25a|x=0,30a |[x=0,35a|x=0,40a|x=0,45a|x=0,50a Q

T.Classica| 0,171 0,218 0,254 0,281 0,303 0,318 0,329 0,336 0,338 1
T.Reissner| 0,171 0,218 0,254 0,281 0,303 0,318 0,329 0,336 0,338

Obs.:

|

{y=bs2)

‘ (y=0)

Neste caso os valores dos esforgos cortantes coincidem para as duas teorias.

33Ue14d07 0340453 - § ¥13gyl
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Variagao do coeficiente p

Y

ao‘longo da reta y =+ b/

(v=0,3) b/
x=0,10a{x=0,15a{x=0,20a|x=0,25a|x=0,30a!x=0,35a|x=0,40a|x=0,45a|x=0,50a |
T.Classical 0,220 0,278 0,322 0,355 0,380 0,399 0,411 0,418 0,420 1
T.Reissner| 0,220 | 0,278 | 0,322 | 0,355 | 0,380 | 0,399 | 0,411 | 0,418 | 0,420
Resultante das Reagoes de Apoio
h/a *x ¢y c b/a y
0,005 0,315 0,315 0,065
0,025 0,315 0,315 0,065 . a /
) / /
0,050 0,314 0,314 0,064 | :
0,100 | 0,312 | 0,312 | 0,062 ]
0,125 0,310 0,310 0,060 1 | o
C
0,150 0,308 0,308 0,058 Q ! l —
0,175 | 0,306 { 0,306 | 0,056 1 Re TRy
0,200 0,303 0,303 0,053 :
T.Llass.! 0,315 0,315 0,065 s ’ ) Rx2
l Rxi I ]
_ 2 Re Ry1 Re
Ry 1= R 1= 0, pgat
2 2
IRGl = o, Pa"™ & Ry = (20, + 26, - 46.) pga
2
R R = s

otody ap oedesy - 9 y13gyl
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i Valores Maximos (v = 0,3)

/2 100°‘m'a'(x1.') ]Oxxmfi(xl.) m)‘ymé'(:.) ‘%ma(:.) m)‘yma'(xi.) mlxyméb(. YmexSZ) meé'qu)
0,005 0,192 0,244 -0,698 -0,210 0,332 0,144 0,244 -0,516
0,010 0,192 0,244 -0,698 ~-0,209 0,332 0,144 0,244 -0,515
0,025 0,194 0,245 -0,697 -0,209 0,333 0,143 0,244 -0,513
0,050 0,199 0,249 -0,692 -0,207 0,333 0,142 0,246 -0,509
0,075 0,208 0,254 -0,685 -0,204 0,334 0,141 0,247 -0,505
0,100 0,220 0,262 -0,673 -0,199 0,336 0,139 0,249 -0,500
0,125 0,235 0,271 -0,659 -0,193 0,338 0,137 0,251 -0,493>
0,150 0,254 0,282 -0,642 -0,186 0,339 0,135 0,254 -0,486
0,175 0,275 0,294 -0,623 -0,178 0,341 0,134 0,257 -0,479
0,200 0,298 0,307 -0,602 -0,169 0,343 0,135 06,260 -0,471
0,250 0,353 0,334 -0,557 -0,148 0,348 0,143 0,267 -0,454
0,300 0,416 0,362 -0,551 -0,126 0,354 0,152 0,274 -0,438
T.Class.] 0,192 0,244 -0,698 -0,210 0,332 0,144 0,244 -0,516

y
,;ifzno'/:y.n/// Z
2 o
Fa) » : G —

T,

PSS LELL S
a
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Variacao do coeficiente o ao longo da reta y=0.

eYda |4 - g yiIgyvl

h_/ (100c) (v=0,3)

a /a
B 7 x=0,10a [x=0,15a |x=0,20a [{x=0,25a |x=0,30a |x=0,35a |x=0,40a [x=0,45a|x=0,50a
0,005 0,065 0,094 0,120 0,142 0,160 0,174 0,184 0,190 0,192
0,010] 0,065 0,094 0,120 0,142 0,160 0,174 0,184 0,190 0,192
0,025] 0,066 0,085 0,121 0,143 0,161 0,176 0,186 0,192 0,194
0,050 0,068 0,098 0,124 0,147 0,166 0,180 0,191 0,197 0,199
0,075 0,071 0,102 0,130 0,154 0,174 0,189 0,199 0,205 0,208
0,100] 0,075 0,109 0,138 0,163 0,184 0,200 0,211 0,218 0,220
0,1251| 0,081 0,117 0,148 0,175 0,197 0,214 0,226 0,233 0,235
0,150 | 0,088 0,126 0,160 0,189 0,212 0,230 0,243 0,251 0,254
0,175] 0,095 0,137 0,174 0,204 0,230 0,250 0,264 0,272 0,275
0,200 0,104 0,149 0,189 0,222 0,250 0,271 0,286 0,295 0,298
0,250 | 0,124 0,178 0,224 0,264 0,296 0,321 0,339 0,349 0,353
0,300 0,148 0,211 | 0,266 0,312 0,350 0,379 0,400 0,412 0,416
T.Class., 0,065 0,094 | 0,120 0,142 0,160.1 0,174 0,184 0,190 0,192

‘|
o {y=0)

e
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Variacdao do coeficiente A, 2o longo da reta y =0.

(10)\x) (v=0,3)

x=0,10a |x=0,15a |x=0,20a [x=0,25a {x=0,30a |x=0,35a [x=0,40a (x=0,45ax=0,50a
0,005] 0,135 0,175 0,203 0,221 0,232 0,238 0,242 0,243 0,244
0,010 0,135 0,175 0,203 0,221 0,232 0,238 0,242 0,244 0,244
0,025| 0,135 0,176 0,203 0,222 0,233 0,239 0,243 0,245 0,245
0,050| 0,136 0,178 0,206 0,224 0,236 0,243 0,246 0,248 0,249
0,075{ 0,138 | 0,180 0,209 0,228 0,241 0,248 0,252 0,254 0,254
0,100] 0,141 0,184 | 0,214 0,234 0,247 0,255 0,259 0,261 0,262
0,125 0,144 0,189 0,220 1 0,241 0,255 0,263 0,268 0,270 0,271
0,150 0,148 0,194 0,227 0,249 0,264 0,273 0,278 0,281 0,282
0,175] 0,152 | 0,200 0,234 0,258 0,274 0,284 0,290 0,293 0,294
0,200} 0,156 0,206 0,242 0,267 0,284 0,295 0,302 0,306 0,307
0,250] 0,164 0,218 0,258 0,286 0,306 0,320 0,328 0,332 0,334
0,300 0,173 0,231 0,275 0,307 0,325 0,345 0,355 0,360 0,362
T.Class.| 0,135 0,175 0,203 0,221 0,232 0,238 0,242 0,243 0,244

a

e A7

{y=0q)

40394 03UBWOR - § YI39YL
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Variacao do coeficiente i

ao longo da reta X =a/p

hy, - by

y=0 y=0,2w2y=0,3w2y=0,4w2y=0,6w2y=0,7w2y=0,8w2y10,9w2y=1,0w2 a
0,005] 0,332 0,302 0,262 0,205 0,024 -0,105] -0,265| -0,462| -0,698
0,0101 0,332 0,302 0,262 0,205 0,025 -0,105| -0,265| -0,462| -0,698
0,0251] 0,333 0,302 0,263 0,205 0,025 -0,104| -0,264| -0,461| -0,697
0,050 0,333 0,303 0,264 0,206 0,027 -0,102| -0,262} -0,458| -0,692
0,075 0,334 0,304 0,265 0,208 0,030 -0,099| -0,258] -0,453| -0,685
0,100 0,336 0,306 0,267 0,210 0,033 -0,094|( -0,253] -0,446| -0,673

0,125] 0,338 0,308 0,269 0,213 0,037 -0,089| -0,246| -0,436| -0,659 1
0,150] 0,339 0,310 0,272 0,216 0,042 -0,082| ~0,237| -0,424| -0,642
0,175] 0,341 0,312 0,274 0,219 0,048 -0,075( ~0,227{ -0,410| -0,623
0,200 0,343 0,315 0,227 0,223 0,054 -0,067| -0,216| -0,395| -0,602
0,250] 0,348 0,320 0,284 0,231 0,067 -0,049| -0,191| -0,361| -0,557
0,300] 0,354 0,327 0,292 0,241 0,083 -3,028| -0,163] -0,325| -0,511
T.Class.| 0,332 0,302 0,262 0,205 0,024 -0,105| -0,265) -0,462| -0,698

{x=0/2)

L

T

i

4023|4 03UBWON - 0 Y139Vl
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Variacao do coeficiente Xxy ao longo da reta x=0 (v=0,3)

h/a {10xxy) b
y=0,1b/2 ;,/=0,2b/2 y=0,4b/2 y=0,5b/2 y=0,6b/2 _y=0,7b/2 y=0,8b/2 y=0,9b/2 y=1 ,Ob/z
0,005{ 0,032 0,064 0,116 0,134 0,144 0,141 0,123 0,080 0,005
0,010 0,032 0,064 0,116 0,134 0,144 0,141 0,123 0,080 0,010
0,025} 0,032 0,064 0,116 0,134 0,143 0,141 -| 0,123 0,080 0,024
0,050 0,032 0,063 0,116 0,133 0,142 0,140 0,121 0,080 0,044
0,075 0,032 | 0,063 0,114 0,132 | 0,141 0,138 0,119 0,084 0,062
0,100 0,032 0,062 | 0,113 0,130 0,139 0,136 0,118 0,091 0,076
0,125{ 0,031 0,061 0,111 0,128 0,137 0,135 0,121 0,099 0,087 1
0,150! 0,031 0,060 0,110 0,126 0,135 0,134 0,123 0,107 0,069
0,1751 0,030 0,059 0,108 0,124 0,134 0,134 0,126 0,116 0,100
0,200] 0,030 0,058 0,106 0,123 0,132 0,135 0,130 0,123 0,103
0,250] 0,029 0,056 0,103 0,120 0,131 0,137 0,137 0,137 0,100
0,300) 0,028 0,054 0,100 0,118 0,131 0,140 0,144 0,146 0,087
T.Class.| 0,032 0,064 0,116 0,134 0,144 0,141 0,123 0,080 0.
(x=0

LELLL i
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Variag¢ao do coeficiente Ay

ao longo da reta y= WZ

h/a (100Axy) y(v= 0,3)

x=0 x=0,10a |x=0,15a {x=0,20a {x=0,25ax=0,30a [x=0,35a{x=0,40a|x=0,45a
0,005/ 0,005 0,004 0,003 0,002 0,002 0,002 0,001 0,001 0,000
0,005] 0,051 0,037 0,031 0,025 0,020 | 0,016 0,012 0,007 0,004
0,010¢ 0,100 0,074 0,062 0,051 0,040 0,031 0,023 0,015 0,007
0,025 0,240 0,186 0,155 0,127 0,101 0,078 0,057 0,037 0,018
0,050 0,445 0,370 0,312 0,256 0,205 0,158 0,115 0,075 0,037
0,075 0,617 0,546 0,465 0,386 0,311 0,241 0,176 0,115 0,057
0,100]| 0,757 0,708 0,612 0,512 0,416 0,324 0,238 0,156 0,077
0,150 0,948 0,989 0,873 0,745 0,614 0,485 0,360 0,237 0,118
0,200 1,026 1,208 1,084 0,938 0,783 0,625 0,467 0,310 0,154
0,250/ 0,997 1,370 1,244 1,089 0,917 0,738 0,554 0,370 0,185
0,300| 0,867 1,477 1,357 1,198 1,016 0,822 0,621 0,415 0,208
T.Class. 0 0 0 0 0 0 0 0 0

liliis il (y=+b/2)
Fal .———-

405401 03UdwOK - Z| Y134Vl
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Variagao do coeficiente Y, a0 longo da reta x=0 (v=0,3)
h/a _ _ | — by,
- y=0 y-O,Zb/2 y=0,4b/2 y=0,5b/2 y=0,6b/2 y=0,7b/2 _y=0,8b/2 y-=0,9b/2 y=1 ,Ob/2
0,005] 0,244 | 0,231 0,188 | 0,154 [ 0,109 | 0,050 -0,027| -0,134 0
0,010 0,244 | 0,231 0,188 | 0,154 | 0,109 0,051 -0,027| -0,134 0
0,025| 0,244 | 0,231 0,189 0,155 | 0,110 | 0,052 -0,025| -0,131 0
0,050) 0,246 [ 0,232 | 0,190 | 0,156 0,112 0,054 -0,021] -0,112 0
0,075 0,247 | 0,234 | 0,192 | 0,159 | 0,115 | 0,059 -0,012| -0,083 0
0,100 0,249 | 0,236 | 0,195 | 0,162 | 0,119 0,065 0,008| -0,055 0
0,125 0,251 0,238 [ 0,198 | 0,166 | 0,124 | 0,073 0,016 -0,030 0 1
0,150] 0,254 0,241 0,201 0,170 0,130 0,082 0,031 -0,009 0
0,175] 0,257 | 0,244 | 0,206 0,175 | 0,137 | 0,093 0,045 0,008 0
0,200} 0,260 | 0,248 | 0,210 0,181 0,145 0,103 0,059 0,022 0
0,250 0,267 | 0,255 | 0,220 0,193 | 0,160 0,123 0,083 0,044 0
0,300 0,274 | 0,263 | 0,230 | 0,205 | 0,175 0,140 0,101 0,060 0
T.Class.| 0,244 |- 0,231 6,188 | 0,154 | 0,109 0,050 -0,027| -0,134| -0,326
(x=0)}

g

T

e

a
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Variagao do coeficiente py 80 Tongo da reta x=0
h =0,3 b
/4 (v ) /
y=0  |y=0,2b/,|y=0,4bs,|y=0,5by,|y=0,6bs|y=0,7bs|y=0,8b/5|y=0,9b,|y=1,0bs,
0,005 0,310 0,291 0,231 0,182 0,117 1 0,031 -0,085} -0,249 0,095
0,025 0,310 0,291 0,232 0,183 0,118 0,032 -0,083| -0,245| -0,047
0,050 0,311 0,292 0,232 0,184 0,120 0,034 -0,079) -0,215} -0,095
0,100 0,313 0,294 0,236 0,188 0,126 0,046 -0,047| -0,114| -0,653
0,125] 0,314 0,296 0,238 0,192 0,131 0,057 -0,024| -0,07%¢ -1,068 ]
0,150/ 0,316 0,298 0,241 0,196 0,138 0,070 0,001 -0,036| -1,576
0,175] 0,318 0,300 0,245 0,201 0,147 0,085 0,024 -0,008t -2,175
0,200 0,320 0,302 0,249 0,208 0,157 0,100 0,045 0,014 -2,865
T.Class.| 0,310 0,291 0,231 0,182 0,117 0,031 -0,085| -0,250| -0,555
(x=0)
N VPP IIIIIIINII IV .
£ S—

LA e

a
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VYariacao do coeficiente p

ao longo da reta y =byy

LSS SS

q

hyy (v =0,3) by,
x=0,10a |x=0,15a [x=0,20a |x=0,25a |x=0,30a|x=0,35a {x=0,40a |x=0,45a |x=0,50a
0,005{ -0,291| -0,362| -0,413| -0,449| -0,476| -0,494| -0,507| -0,514| -0,516
0,010 -0,290{( -0,361| -0,411; -0,448] -0,475| -0,494| -0,506| -0,513| -0,515
0,025| -0,284) -0,356| -0,407| -0,445| -0,472( -0,491} -0,503| -0,511| -0,513
0,050 -0,271| -0,346| -0,399| -0,438} -0,466| -0,486| -0,499] -0,507| -0,509
6,075 -0,260| -0,334| ~-0,389| -0,430| -0,460( -0,480}| -0,494]| -0,502| -0,505
0,100| -0,249| -0,324} -0,379} -0,421| -0,452| -0,474| ~0,488]| -0,497| -0,500
0,125( -0,240| -0,314| -0,370} -0,412| ~0,443| -0,466| -0,482| -0,490| -0,493 1
0,150| -0,233| -0,305| -0,360} -0,403( -0,435| -0,458| -0,474( -0,483| -0,486
0,175 -0,226| -0,297| -0,352} ~-0,394( -0,426} -0,450| -0,466( -0,476| -0,479
10,200 40,221 -0,290| -0,344| -0,386| ~0,418] -0,442| -0,458| -0,468( -0,471
0,250 -0,211| -0,277| -0,329( -0,370| -0,402| -0,425| -0,442| -0,452| -0,454
0,300} -0,203| -0,266} -0,316( -0,356 -0,387| -0,410| -0,426| -0,435| -0,438
T.Class.| -0,293| -0,363| -0,414| -0,450| -0,477| -0,495| -0,507( -0,514| =0,516
|
PO IET DN ENNA (\/:"'b/Z)
L e f—
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Valores Maximos

(v=0,3)

h b
/a Toamﬁi?) ]O“miif) Axmixfh) Axméxfl) 10Aym£;) Yxm&xfz) xmaxf2) /a
0,005 0,150 0,131 0,131 0,122 0,270 0,468 0,445
0,010 0,150 0,131 0,131 0,122 . 0,270 0,468 0,445
0,025 0,151 0,131 0,130 0,122 0,268 0,468 0,443
0,050 0,152 0,132 0,129 0,122 0,265 0,466 0,442
0,075 0,154 0,133 0,128 0,122 0,262 0,466 0,441
10,100 0,156 0,134 0,128 0,122 0,258 0,464 0,437

0,125 0,158 0,136 0,127 0,122 0,255 0,463 0,435 1
0,150 0,161 0,138 0,126 0,123 0,251 0,462 0,432
0,175 0,164 0,140 0,125 0,123 0,248 0,461 0,430
0,200 0,168 0,143 0,124 0,123 0,244 0,460 0,427
0,250 0,176 0,150 0,123 0,123 0,236 0,458 0,425
0,300 0,186 0,159 0,121 0,124 0,227 0,457 0,423
T.Class 0,150 0,131 0,131 0,122 0,271 0,468 0,445

|

¢ —

O .2 ‘ S
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Variacao do coeficiente o ao longo da reta y=0

h/a (]00') (V=0a3) b/a
x=0,10a |x=0,15a |x=0,20a [x=0,25a |x=0,30a |x=0,35a |x=0,40a |x=0,45a |x=0,50a
0,005] 0,047 0,060 0,078 0,093 0,106 0,117 0,125 0,129 0,131
0,010] 0,041 0,060 0,078 0,083 0,106 6,117 [(-0,125 | 0,129 0,131
0,025] 0,041 0,060 0,078 0,093 0,107 0,117 | 0,125 0,130 0,131
0,050 0,041 0,061 0,078 0,004 0,107 0,118 0,126 0,130 0,132
0,075( 0,042 0,061 0,079 | 0,095 0,108 0,119 0,126 0,131 0,133
0,700 0,042 0,062 0,080 0,096 0,109 0,120 0,128 0,132 0,134
0,125 0,043 [ 0,063 0,081 0,097 0,110 0,121 0,129 0,134 0,136 1
0,150 0,044 0,064 0,082 0,098 0,112 0,123 0,131 0,136 0,138
0,175| 0,045 0,065 0,084 0,100 0,114 0,126 0,134 0,139 0,140
0,200 0,046 0,066 0,086 0,102 0,117 0,128 0,136 0,142 0,143
0,250] 0,048 0,070 0,090 0,108 0,123 0,134 0,143 0,148 0,150
0,300]| 0,051 0,074 0,095 0,114 0,130 0,142 0,151 0,157 0,159
T.Class.| 0,041 0,060 0,078 0,093 0,106 0,117 0,125 | 0,129 0,131

eyoald - /1 y13avl

(y=0)
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Variagao do coeficiente o ao lTongo da reta y =by,

eyds |4 - 81 yI139vL

h/a (10a) (v=0,3) b/a

x=0,10a |x=0,15a [x=0,20a {x=0,25a |x=0,30a |x=0,35a|x=0,40a |x=0,45a |x=0,50a
0,005]| 0,047 0,069 0,089 0,107 0,122 0,134 0,143 0,148 0,150
0,010 0,047 0,069 0,089 0,107 0,123 0,134 0,143 0,149 0,150
0,025 0,047 0,069 0,090 0,108 0,123 0,135 0,144 0,149 0,151
0,050 0,048 0,070 0,090 0,108 0,124 0,136 0,145 0,150 0,152
0,075 0,048 0,071 0,091 0,110 0,125 |- 0,137 0,146 0,152 0,154
0,100] 0,049 0,072 0,093 0,111 0,127 0,139 0,148 0,154 0,156
0,125| 0,049 0,073 0,094 | 0,113 0,129 0,141 0,151 0,156 0,158 1
0,150]| 0,051 0,074 0,096 0,115 0,131 |.0,144 0,153 0,159 0,161
0,175( 0,052 0,076 0,098 0,117 0,134 0,147 0,156 0,162 0,164
0,200 0,053 0,078 0,100 0,120 0,137 0,150 0,160 0,166 0,168
0,250 0,056 0,082 0,106 0,126 0,144 0,158 0,168 0,174 0,176
0,300] 0,060 [ 0,087 0,112 0,134 0,152 0,167 0,178 0,184 0,186
T.CTass. | 0,047 0,069 0,089 0,107 0,122 0,134 0,143 0,148 0,150

|
—_— (y=b/2)
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h

Variagao do coeficiente » a0 longo da reta y=20

/4 (v=0,3) b/a
x=0,10a [x=0,15a [x=0,20a {x=0,25a |x=0,30a [x=0,35a |x=0,40a|x=0,45a |[x=0,50a
0,005} 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122
0,010} 0,044 0,063 0,078 | 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122
0,025 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122
0,050 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122
0,075 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122
0,100 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122
0,125| 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122 1
0,150 0,044 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,123
0,175| 0,044 0,063 0,079 0,092 0,103 0,112 0,118 0,122 0,123
0,200} 0,044 0,063 0,079 0,092 0,103 0,112 0,118 0,122 0,123
0,250} 0,044 0,063 0,079 0,092 | 0,104 0,112 0,118 0,122 0,123
0,300] 0,045 0,063 0,079 0,093 0,104 0,113 0,119 0,123 0,124
T.Class.| 0,044 | 0,063 0,078 0,092 0,103 0,112 0,118 0,121 0,122

{y=0}

403314 ojuswWOl - 61 yI3aVl
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Variag@o do coeficiente A, ao longo da reta y = by

3 | (v=0,3)

x=0,10a {x=0,15a [x=0,20a |x=0,25a [x=0,30a x=0,35a [x=0,40a |x=0,45a |x=0,50a

0.005| 0,047 | 0,067 | 0,084 | 0,098 | 0,110 | 0,119 0.126 | 0,130 | 0,131

0,010 ] 0,047 0,067 0,084 0,098 0,110 0,119 0,126 0,129 0,131

0,025 0,047 0,066 0,083 0,098 0,109 0,118 0,125 0,129 0,130

0,050] 0,046 0,066 0,083 0,097 0,109 0,118 0,124 0,128 0,129

0,075 0,046 0,065 0,082 0,096 0,108 | 0,117 0,123 0,127 0,128

0,100 ] 0,046 0,065 0,081 0,096 0,107 0,116 0,122 0,126 0,128

0,125| 0,045 0,064 0,081 0,095 0,106 0,116 0,122 0,126 0,127

0,150/ 0,045 0,064 0,080 0,094 0,106 0,114 0,121 0,125 0,126

0,175 0,044 0,063 0,080 0,094 0,105 0,114 0,120 0,124 0,125

0,200 0,044 0,062 0,079 0,093 0,104 0,113 0,119 0,123 0,124

0,250 0,043 0,061 0,078 0,091 0,102 0,111 0,118 0,121 0,123

0,300] 0,042 0,060 0,076 0,090 0,104 0,110 0,116 0,120 0,121

T.Class.| 0,047 0,067 0,084 0,098 0,110 0,119 0,126 0,130 0,131

[ o — — AR —— _F-__'-(y=b/2)
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Variacao do coeficiente Ay

ao longo da reta x =2a/y

h/ (101y) (v=10,3)

a x=0 x=(),2la/:2 yéo,3b/2 y=0,4flb/2 3,r=(),5b/2 y_=0,6b/2 y'=0,7'b/2 y=0,8b/2 y=0,9b/2
0,005 0,270 0,262 0,250 0,234 0,213 0,186 0,151 0,109 0,058
0,010 0,270 0,261 0,250 0,234 0,212 0,184 0,150 0,108 0,057
0,025| 0,268 0,259 0,248 0,231 0,209 0,181 0,146 0,103 0,051
0,050| 0,265 0,256 0,244 0,227 0,204 0,175 0,139 0,085 0,043
0,075] 0,262 0,252 0,240 0,222 0,199 0,169 0,132 0,087 0,036
0,100] 0,258 0,248 0,236 0,218 0,194 0,163 0,125 0,080 0,030
0,125] 0,255 0,245 0,232 0,213 0,188 0,157 0,118 0,073 0,027
0,150 0,251 0,241 0,227 0,208 0,182 0,150 0,111 0,067 0,624
0,175]1 0,248 0,237 0,223 0,203 0,177 0,144 0,105 0,062 0,021
0,200 0,244 0,233 0,218 0,198 0,171 0,138 0,099 0,058 0,019
T.Class.| 0,271 0,262 0,251 0,235 0,214 0,187 0,152 0,111 0,060

(x=ar2)

- . Y S——— 0 ——— v— )
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Variacdo do coeficiente 2

ao longo da reta x=0

Y

/a ('IOAxy) (v=0,3)
y=0,2b/7|y=0,3b/p|y=0,4b/p|y=0,5b/p}y=0,6b/p|y=0,7b/p1y=0,8b/5:y=0,9bp y=1,0b/s
0,005| -0,024| -0,038| -0,053; -0,071{ -0,093| -0,118| -0,150} -0,130 0
p,0104 -0,024| -0,038} -0,054| -0,072| -0,093} -0,119 -0,151| -0,192 0
0,025| -0,025| -0,039| -0,055| -0,073]| -0,093]| -0,122| -0,154| -0,195] 0
0,050 | -0,026| -0,040| -0,056 -0,076| -0,098| -0,126| -0,160f -0,192 0
0,075| -0,027| -0,042| -0,059| -0,079| -0,102| -0,131| -0,163| -0,180 0
0,100| -0,028| -0,044| -0,061( -0,082| -0,106| -0,135| -0,163| -0,165 0
lo,125| -0,029] -0,046| -0,064| -0,086| -0,110| -0,138| -0,161| -0,152 0
0,150 -0,031| -0,048| -0,067| -0,089| -0,114| -0,139} -0,157| -0,141 0
0,175| -0,032| -0,050| -0,070| -0,092| -0,116| -0,140| -0,153| -0,132 0
0,200| -0,034| -0,052| -0,073| -0,095| -0,118]| -0,140| -0,149} -0,125 0
0,250 -0,037| -0,057| -0,078] -0,099| -0,122| -0,139| -0,143) -0,114 0
0,300| -0,040| -0,060| -0,082| -0,104| -0,124| -0,138} -0,138) -0,109 0
TClass.| -0,024| -0,038| -0,053| -0,071| -0,092| -0,118| -0,150] -0,189] -0,240
{x=0}

105401 OjuBWOW - 2Z Y13Vl
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Variacao do coeficiente Ay

ao longo da reta ¥ =byp

y
(IOAxy) _ (v 0,3) b/a
x=0 x=0,10a|x=0,15a|x=0,20alx=0,25a|x=0,30a|x=0,35a{x=0,40a|x=0,45a
T.Classical| -0,240| -0,221| -0,203| -0,180| -0,154} -0,126| -0,096]| -0,065| -0,033 1
T.Reissner 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y
o {y=br2)
al
X
[a]

Joﬁdol OJUDWON - £2 v1jav1
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Variagao do coeficiente Yy 20 longo da reta x=0

h - {(v=0,3)
/a /a
y=0 y=0,1w2|y=0,2q2 y=0,3qk y=0,4qQ y=0,6q2 y=0,8q% y=0,9q% y=]’0W2

0,005! 0,468 | 0,468 | 0,467 0,465 0,462 0,452 0,436 0,424 15,718
0,010 0,468 | 0,468 ! 0,466 0,464 0,461 0,452 0,436 0,424 8,115
0,025} 0,468 | 0,467 0,466 0,464 0,461 0,451 0,434 0,427 3,554
0,050 | 0,466 0,466 0,465 0,463 0,459 0,449 0,435 0,487 2,035
0,075 0,466 0,465 0,464 0,461 0,458 0,448 0,446 0,550 1,530
0,100 | 0,464 0,464 0,462 0,460 0,457 0,447 0,463 0,590 1,278
0,125] 0,463 0,463 0,461 0,459 0,456 0,448 0,480 0,611 1,127 1
0,150} 0,462 0,462 0,460 0,458 0,455 0,450 0,495 0,621 1,027
0,175 0,461 0,460 0,459 0,457 0,454 0,454 0,506 | 0,625 0,955
0,200]| 0,460 0,459 0,458 0,456 0,454 0,457 0,515 0,626 0,902
0,250 0,458 0,458 0,457 0,456 0,456 0,465 04527 0,622 0,828
0,300 0,457 0,457 0,456 0,456 0,458 0,471 0,534 0,615 0,778
T.Class.| 0,468 0,468 0,467 0,465 0,462 0,452 0,437 0,424 0,404

y

{x=0)

§ b ¢ —— — — -
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Variacao do coeficiente Y, a0 longo da reta y=20

{v=0,3)

h b
/a x=0 |x=0,10a |x=0,15a |x=0,20a |x=0,25a |x=0,30a |x=0,35a|x=0,40a|x=0,45a /a

0.005{ 0,468 | 0,370 | 0,322 | 0,275 | 0,228 | 0,182 | 0,136 | 0,090 [ 0,045

0,010/ 0,468 | 0,370 | 0,322 | 0,274 | 0,228 | 0,182 | 0,136 | 0,090 | 0,045

0,025| 0,468 | 0,369 | 0,321 | 0,274 | 0,227 | 0,181 | 0,136 | 0,090 | 0,045

0,050 0,466 | 0,368 | 0,320 | 0,273 | 0,227 | 0,181 | 0,135 | 0,090 | 0,045

0,075| 0,466 | 0,367 | 0,320 | 0,272 | 0,226 | 0,180 | 0,135 | 0,090 | 0,045

0,100 0,464 | 0,366 | 0,319 | 0,272 | 0,225 | 0,180 | 0,134 | 0,089 | 0,045

0,125! 0,463 | 0,365 | 0,318 | 0,271 | 0,224 | 0,179 | 0,134 | 0,089 | 0,044 1

0.150| 0.462 | 0,364 | 0,317 | 0,270 | 0,224 | 0,178 | 0,133 | 0,089 | 0,044

0,175| 0,461 | 0,363 | 0,316 | 0,269 | 0,223 | 0,178 | 0,133 | 0,088 | 0,044

0,200/ 0,460 | 0,362 | 0,315 | 0,268 | 0,222 | 0,177 | 0,132 | 0,088 | 0,044

0,250 0,458 | 0,360 | 0,313 | 0,267 { 0,221 | 0,176 | 0,132 | 0,088 | 0,044

0.300! 0,457 | 0,359 | 0,312 | 0,266 | 0,220 | 0,176 { 0,131 | 0,087 | 0,044

TClass. 0,468 | 0,370 | 0,322 | 0,275 | 0,228 | 0,182 | 0,136 | 0,090 | 0,045

(y=0)
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Variacao do coeficiente Yy

ao longo da reta x=a/, -

h/a | (]OYy) (v =.0,3) _

y=0,1b |y=0,2b/p|y=0,3bs, |y=0,4bsy |y=0,6bs y=0,7bsy |y=0,8bs, 1y=0,9by y=1,0by,
0,005| -0,049| -0,098| -0,150| -0,206| -0,330| -0,401| -0,479) -0,564 0
0,010 -0,049| -0,099{ -0,151| -0,207| -0,332| -0,403| -0,481| -0,567 0
0,025| -0,050} -0,101| -0,154| -0,210| -0,337| -0,409| -0,489] -0,575 0.
0,050} -0,051| -0,104| -0,158| -0,216| -0,346| -0,421| -0,501| -0,562 0
0,075| -0,053{ -0,107| -0,163| -0,223| -0,356] -0,431] -0,505 -0,521 0
0,100/ -0,054| -0,110| -0,168| -0,229| -0,365| -0,438| -0,499 -0,474 0
0,125| -0,056| -0,113} -0,173| -0,236| -0,372| -0,440 -0,485| -0,430 0
0,150| -0,058| -0,117| -0,178| -0,242| -0,377| -0,438| -0,467 -0,391 0
0,175| -0,059| -0,120} -0,182] -0,247| -0,378| -0,431| -0,447)| -0,358 0
0,200] -0,061| -0,123| -0,186| -0,251 -0,377| -0,423| -0,426| -0,329 0
0,250| -0,063| -0,127| -0,191| -0,255| -0,369; -0,401| -0,387 -0,288 0
0,300| -0,065| -0,129| -0,193| -0,255| -0,356| -0,376| -0,352 -0,247 0
T.Class.| -0,048| -0,098| -0,150] -0,204| -0,328| -0,398| -0,476| ~0,562 -0,655

vl {(x=0/2)
o —

37UR3409 054033 - 92 Y134Vl

£0L



Variacao do coeficiente Py a0 longo da reta x=0
h/ (v=10,3) b
a
y=0 y=0,?W2 y=0,2bp1y=0,3bp y=0,4bpy |y=0,6bp|y=0,8l,|y=0,9b y=1,0bp
0,005} 0,445 0,444 0,441 0,436 0,428 0,405 0,365 0,334 30,913
0,025| 0,443 0,442 0,439 0,434 0,427 0,403 0,361 0,340 6,626
0,050 0,442 0,441 0,437 0,432 0,424 0,399 0,361 0,458 3,706
0,100} 0,437 0,436 0,433 0,427 0,419 0,394 0,415 0,663 2,649
0,i25¢ 0,435 0,434 0,430 0,424 0,416 0,395 ' 0,449 0,706 2,688
0,150 0,482 0,431 0,428 0,422 0,414 0,399 0,478 0,728 2,903
0,175 0;430 0,428 0,425 0,419 0,412 0,405 0,501 0,737 3,250
0,200 0,427 0,426 0,423 0,418 0,412 0,411 0,518 0,739 3,708
T.Class.| 0,445 0,444 0,441 0,436 0,429 0,406 0,366 0,335 0,283
3 » IRy | = IR, | = ¢, poab
£
g R = ¢
s R = = [
; Ry L= 1Ry = 0y poad
S |
o h)
5. a2
= g X ER—
A ; YRe Rc X
! T. Classical|T. Reissner
/ iF“‘ ] a / Rx2 Ox 0,404 0,500
I 7
¢
Rec . Re Y q 0
Pe 0,096 0

orody ap oedesy - sz yI3gvl

v0l
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5.3 - Analise dos Resultados

0s objetivos principais deste paragrafo sao:

1) Analisar a influéncia da espessura da placa, dada

pela relacao hy, , nos valores das flechas e dos esforgos resultan

tes, comparando os resultados obtidos nas duas teorias e determi-

nando assim, o intervalo de variacao da relacdo h/; a partir do qual

nao e mais valido considerar a placa como delgada.

2) determinar as conseqléncias decorrentes da escolha
da condigao de contorno aproximada nos bordos simplesmente apoia-

dos.

A comparacao dos resultados numericos obtidos nas duas
teorias € feita a partir da definicdo, para as flechas e os esfor

¢cos resultantes, das relacoes abaixo:

o A A Y
C] = -&-B. ’ C2 = .ALR » C3 = TLE 3 C4 = ......ﬁ .
c Xc ye Txc
Y p p
CS = .._LR. N c6 = LR s c7 = ....aLR
Yyc Pxc Pyc

e dos griaficos apresentados a sequir.
Considera-se a placa como delgada quando as relacoes
definidas acima forem menores ou iguais a 1,10.

A analise e feita para placas que satisfazem as rela-

¢oes bs,=1 e - v=0,3.
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5.3.1 - Flechas (Graficos 1, 2 e 3)

No quadro abaixo, observa-se que para hy, variando de

0,050 a 0,200 a relacao ap /o, varia de 1,2% a 17,7% no <caso 1;

3,8% a 55,6% no caso 2 e 1,3% a 11,8% no caso 3.

h/a [0,050]0,075|0,100(0,125|0,150({0,175{0,200)Caso

cl(l) 1,01241,025|1,044|1,067|1,098|1,136(1,177 1

cl(l) 1,038|1,084(1,148|1,228(1,323|1,432|1,556 2

c](l) 1,013|1,024(1,037{1,053(1,072{1,093}1,118} "3

Pelo criterio adotado, a placa & delgada para os se-

guintes valores de hy :

Caso 1: h/a < 0,150
Caso 2: }Va < 0,085

Caso 3: rva < 0,175
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5.3.2 - Momentos Fletores (Graficos 4, 5, 6, 7, 8 e 9)

a) cz(l) - centro da placa

h/y |0,050{0,075{0,100|0,125|0,150(0,175|0,200(Caso
1,000{1,002|1,002|1,004(1,006|1,008(|1,012] 1

c
2
cp [1,020(1,041)1,074(1,111}1,156{1,205]|1,258} 2

¢2 10,999(0,999|0,999{1,000({1,0071|1,002|1,002} 3

A placa e delgada para os seguintes valores de hya ,

Caso 1: hy; < 0,200
Caso 2: h/, < 0,125
Caso 3: by, < 0,200

b) cz(“) - centro do bordo engastado ou livre

h/a ]0,050{0,075(0,100/|0,125 0,150 0,175]0,200(Caso
co 0,986(0,971|0,948|0,919|0,886{0,848(0,805| 2
Co 0,987(0,980|0,973(0,967|0,9600,954(0,947| 3

Entao,

Caso 2: }Va < 0,200

Caso 3: h/a 0,200

A
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c) c3(1) - centro da placa

h/a 0,050)0,075(0,100(0,125|0,150(0,175|0,200|Caso
Cq 1,000/1,002(1,002(1,004|1,006;1,008|1,012| 1

€3 11,0031,006(1,012|1,018{1,021{1,027|1,033] 2
Cy 10,977{0,966(0,954{0,941/0,928(0,915(0,903| 3

Logo,
Caso 1: hy, < 0,200
Caso 2: hy; < 0,200
Caso 3: hfy < 0,200
d) c3(“) - centro do bordo engastado ou livre

h/a 0,050(0,075{0,100(0,125|0,150(0,175|0,200]|Caso
Cs3 0,991(0,98170,964(0,944(0,920|0,893|0,862| 2

3 0,977|0,96640,954(0,941|0,928|0,915)0,900| 3

Logo,

Caso 2: hy, 0,200

1A

Caso 3: h/a

1A

0,200

5.3.3 - Momentos Torcores (Graficos 10, 11, 12 e 13)

A condigao aproximada tem grande influencia nos resul
tados numericos dos momentos torgores, visto que a condicado exata

implica em Mxy= 0.
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0s graficos apresentados dao uma boa ideia desta in-

fluencia.

a) Grafico 10 (Caso 1)

E interessante observar que a uii1izag§o da condicgao
aproximada conduz a uma boa concordancia nos valores numericos da
dos pelas duas teorias; existe porem, perto dos_cantos da placa,
uma peguena variac¢ao nos valores da teoria de Reissner. A condi-

cao exata (M_ =0) discorda frontalmente com a teoria classica.

Xy

b) Grafico 11 (Caso 2)

Neste caso, ha uma boa concordancia nas duas teorias
para valores de hy, < 0,050. Existem variagoes nas regides proxi

mas ao canto da placa, principalmente para h/y > 0,050.

A condigcao exata (M, =0) e discordante com a teoria

Xy
classica.

c) Grafico 12 (Caso 2)

Ao Tongo deste bordo, quando a relagao h/fy — 0 o mo-
“mento torsor (Mxy) — 0. Ha portanto uma concordancia com a teo-
ria classica, para pequenos valores de hfa .

E importante observar que neste bordo as condicOes de

contorno sao satisfeitas exatamente.

d) Grafico 13 (Caso 3)

As duas teorias concordam para pequenos valores de ly,.

Existe uma variacao na vizinhanga do conto da placa, motivada pe-
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la condigao de bordo livre (Mxy= 0).

5.3.4 - Esforgos Cortantes (Graficos 14, 15, 16, 17, 18, 19
e 20)

Analogamente ao momento torsor, as variagoes existen

tes ocorrem sempre na vizinhanca dos cantos da placa.

a) Valores Maximos (Grafico 15)

h/a 0,050(0,075|0,100(0,125/0,150({0,175|0,200|Caso

C4(2) 1 1 1 1 1 1 1 1

¢, (?)

1,005(1,012{1,020]1,030{1,040{1,052/1,065 2

c,(210,996]0,994{0,991]0,989 0,986 0,984 0,981 | 3

Logo,
Caso 1: hy; < 0,200
Caso 2: h/, < 0,200
Caso 3: hy, < 0,200

b) Valores Maximos (Grafico 17)

h/a 10,050 0,075{0,100|0,125]0,150{0,175}0,200]|Caso

cs(l) 1,000|1,000(1,000{1,000}1,000(1,000/1,000 1

(+) 0,986(0,978|0,968{0,956(0,342|0,928|0,912 2

Cg

Logo,
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Caso 1:!ya

1A

0,200

Caso 2:IVa 0,200

(Al

c} Grafico 14
As duas teorias coincidem, qualquer que seja a relacao

h/a -

d) Grafico 16

As duas teorias tem uma boa concordancia ao longo de
quase todo o bordo, havendo discorddncia junto aos cantos da pla-

ca.

Este fato.é uma conseqgliencia natural da condigaode con

torno, isto e:

y=b/2 | .V=b/2

e) Grafico 18

As duas teorias concordam muito bem.

f) Grafico 19

Ha uma boa concordancia para valores de hy, < 0,075 ,
ac longo de quase todo bordo, existindo discordancia junto aos con

tos da placa devido a condicao de contorno Qy =0 (bordo Tivre).
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g) Grafico 20

Ao longo deste bordo, o esforco cortante tem wuma boa
aproximacao para valores h/a < 0,050. Existe uma grande variagao

na vizinhanga do canto da placa.

5.3.5 - ReacOes de Apoio (Graficos 21, 22, 23 e 24)

As reacgoes de apoio, dadas pela teoria de Reissner,em
bordos simp]esmente apoiados, sofrem grande influencia da condi-
cao de contorno aproximada (Ver capitulo III, iparagrafo 3.5}.
Analogamente aos esforgos cortantes e momentos fletores, as rea-

goes de apoio sofrem variacoes junto aos cantos das placas.

a) Grafico 21

Neste grafico ha uma perfeita concordancia entre as
duas teorias ao longo do apoio. As reagoes concentradas dadas pe
1a teoria de Reissner, conseqliencia da condigcao aproximada, $ao me

nores do que as dadas pela teoria classica.

Salienta-se que a condigao de contorno exata conduz a

reagoes distribuidas perto dos cantos das placas.

b} Grafico 22
Para valores crescentes de hy; as curvas da teoria de
Reissner afastam-se da curva da teoria classica.
c) Grafico 23

0 grafico mostra que para. pequenos valores de h/a » e-
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xiste uma boa concordancia entre as duas teorias ao longo de qua-

se todo bordo, exceto perto do canto da placa.

Para valores crescentes de hy, as variagoes no canto

aumentam.

d) Grafico 24

Na teoria classica existem nos cantos das placas rea-
coes concentradas que na teoria de Reissner s3ao distribuidas. Ao
longo do apoio, exceto junto ao canto, as duas teorias convergem

a medida que h/, diminue.



129

CONCLUST E S

A teoria classica de Kirchhoff-Love, cujas hipdteses
encontram-se no capitulo II, niao permite avaliar o efeito da es-
pessura da placa sobre os valores das flechas e esforgos resultan
tes, considerando ent3o a placa como delgada. As teorias mais re
finadas, em particular-a teoria de Reissner,permitem tal avalia-

gao.

A comparacao dos resultados obtidos pelas duas teorias,
feita no paragrafo 5.3, mostra que o :intervalo de variagao da re

lagao h/,, dentro do qual & valido considerar a placa como delga-

da, depende dentre outras coisas, fundamentalmente da variavel de

comparagao escolhida, isto e: a flecha, o momento fletor, etc...

Tomando como variavel de comparacao a flecha,conclui-

se que:

Caso 1:

hfy < 0,150
Caso 2:

h/a < 0,085
Caso 3:

h/a < 0,175.
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Considerando o momento fletor como variéve1 de com
paragﬁo conclui-se que, a excecao do momento My no centro da
placa (grafico 6), os resultados obtidos pela teoria classica de
Kirchhoff-Love (placas delgadas) podem ser utilizados pelo menos

ate hyy < 0,200,

As condicoes de contorno dadas pela teoria deReissner
sao responsaveis pelas variagOes que ocorrem nos valores dos mo-
mentos torcores e esforcos cortantes, ao longo dos bordos e na vi
zinhanca dos cantos da placa. Para os momentos torgores, a utili
zacao no bordo simplesmente apoiado da condigdao aproximada e res-
ponsavel pela boa aproximagac existente entre as duas teorias,nes
tes bordos. O mesmo n3io ocorre no bordo engastado {grafico 12) e
1ivre (tabela 23), onde a condicao exata conduz os momentos torgo
res a valores distintos. Exceto no caso 1, onde os valores nume-
ricos coincidem exatamente em todo dominio da placa, o esforgo cor
tante tem uma razoavel aproximagao, existindo porem variagOes em
regioes vizinhas aos bordos engastados e livres, como mostram os

graficos 16, 19 e 20.

Nas reacoes de apoio, a condigaoc de contorno aproxima
da conduz, no caso 1, a reacoes concentradas nos cantos da placa
em substituicio as reacdes distribuidas dadas em [8]. No caso 2,
quando hya cresce, as reacoes nos bordos engastados decrescem e
nos bordos simplesmente apoiados crescem, existindo variagoes perto
do canto da placa. Um fato importante ocorre no caso 3, onde a
reac3o concentrada dada pela teoria classica, distribui-se na re-

gido junto ao canto.
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Finalmente sugere-se para um futuro traba]ho, 0o de-
senvolvimento de uma teoria para placas eSpessas,(ver L.H, DONNELL
[16], C.W. LEE and L.H. DONNELL [17] e C.W. LEE [18]), comparan
do-se os resultados obtidos com os existentes em outras teorias
(Kirchhoff-Love, Reissner, Kromm, Hencky, et;...), bem como a

utilizagao de programas de elementos finitos para placas {LIMA

[20] e BIGNON [19]).
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APENDICE A

TEORIA DE_ HENCKY

Como ocorrem nas teorias mais refinadas, a teoria de
Hencky conduz a um sistema de equagoes diferenciais parciais que

implica em tres condi¢bes de contorno por bordo.

As hipoteses basicas da teoria sio:
a) o efeito da deformagao transversal e desprezado (e,=0).

b) as tensoes cizalhantes transversais Tz & Tyg sao fungoes

independentes de z, isto &, somente o valor medio das ten

soes ao longo da espessura da placa e levado em conta.

¢c) os deslocamentos u e v sao func¢des lineares de z.

As equacdes que governam o problema sdo obtidas a par

tir do principio dos deslocamentos virtuais (Principio de Lagrange).

A seguir escreve-se as relag0es necessarias para 0

desenvolvimento da teoria de Hencky.

1) RelacgoOes Tensao-Deformacao

E E E
xy T 20w v Txz T 20wy Yxzo Tyz T 3qay Tz

(A.1)



133

2) Relacgoes Deformacao-Deslocamento

£ = -a_ £ = E—V- E = ﬂ
X IX y 3y z dz
. Bu . av _du, ow _ 3V, 2w
Yy T 3y Tt oax Yxz T 3z ¥ ax Yyz T3z T By
(A.2)
3) Relagoes Tensao-Deslocamento
E au 3V E U 3V
o, = (— + v =) o, = (v — + —)
X 1 _v2 9 X 2y y (]_vz) X 3y
E U AV E Ju IwW
= _— e — = —— o m——
Txy 2(1 +v) (ay ax) Txz 2(1+v) (BZ ax)
T = _.E._._ (i! + ﬂ (A.3)
yz 2(1+v) ‘0z 3y

As componentes dos deslocamentos sao dadas na teoria

de Hencky por:

u =1z mx(x,y) vV = 2 my(x,y) W= w(x,y) (A.4)
lL.ogo,
s _ E (wa Bmy)
X 1 - v2 % EN
Jw Jw
g = E Z (\J _X + _._l)
A Y aX 3y
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- Z
XY 2(V+v) "oy ax

E W £ 3w
= 4+ — = + —
TxZ 20.+v)(qx 3X Ty 2(]+v)(my 3Y)
(A.5)
Observa-se em (A.5) que as tensoes Tyg © Y2 nao de-

pendem de z, conseqliencia de (A.4), e portanto as condicoes de con

torno =
Txz = Tyz

=0 em z = + h/, ndo podem ser satisfeitas. Hencky
observa que tal fato deve ser levado em conta, quando se utilizar
o principio dos deslocamentos virtuais para a obtencio das equa-

¢Ges que governam o problema estudado.
Usa-se na dedugao das equagdes, as notacoes dadas a-

baixo:

X , Y Z - componentes do carregamento externo atuando

nas superficies da placa.

Sx’ Sy, SZ - componentes de tensoces nas superficies dapla
ca.
Sx = 0y L+ Txy m + Ty 0
S-y = Tyx 2+ Uy m + Tyz n
SZ = T, b F T2y m+ g, n , (A.6)

onde 2, m e n sao os co-senos diretores da normal unitaria a fron

teira.
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Da teoria da elasticidade segue

0 T aT
y = X . yx . ZX
axX oy 9z
3T 3ag 3T
Y = Xy + Y + y
X 3y 3z
91 atT ag
7 = X2, Yz, .  Z- (A.7)
IX 3y az

onde X, Y e Z sao as componentes das forgas de massa.

Hencky utiliza o principio dos deslocamentos virtuais,
no qual a variacao da energia potencial total de um corpo elasti-

co em equilibrio anula-se, isto e:

S - - -

J [@ X Xp) su + (Sy Yp) v + (Sz Zp) sw| dA
A

- [ (X 6u + Y 86v + Z sw) dV = 0 (A.8)
v

Considerando que o carregamento p{x,y) atue somente em

z=- hp , entao

H

Xp(;:=t h/s ) 0, Yp(z= t hyp) =0, Zp(z=-+}y2)z.0,

Zp(z:- hfo ) -p (A.9)

Utilizando (A.5), (A.6) e (A.9) em (A.8) tem-se,
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[ ETXZ su) - (7, au),t | + (1, ov) -
A zZ=+ hfz z == h/z z=+ h/2
- (Tyz 5v). -p dg} dA - J (X su + Y sv + Z sw) dV
Z=-h/ B (A.10)
Sabe-se de (A.5) que,
szl = Z]E (Lux + %\%
Z=‘|_' h/2 ( +\’)
E W
T = (v, + =) (A.11)
yzi + 1y, 2(1+v} Y 3y
de (A.4) seque que
6u =26 au e §v =z 6§ w, 6, 1090
su = + % § w, o, 8V = + % $ oy sw = &w
z=1t hyy Z=+ h/2 z= 1t hyy
(A.12)

Substituindo (A.11) e (A.12) em (A.8), tem-se:

Eh aw Eh aw
J (wx+§§)6mx+ (wy+§;)6my

A1 +v) 2(1+v)
A

+h/2
- p dw - (X & o, + Y ¢ wy + 7 §w) dg] dAd = 0

-h
2 (A.13)



Ent3o, do calculo variacional

Eh
2(1+v)

Eh
2(1+ v}

Porem,

de (A.5) segue que

acx N Brxy ) E
X ay 1 -v
BTxy N ch i} E
X ay 1-v

(o,

“y
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1]
J

’_azw

segue
+h/2
¢ 2y ‘ z dz = 0
3x
_h/2
+h&
LA J Z dz =0
oy
'h/2
+m@
Z dz =0
-hyp
30y Brxy)  dz
ax 3y

2 2
x , (1=v) D (1+y) 2

2 2

2

.7 2 -
poy , (1-v) 2%uy  (14y) Puy

2 2

(A.14)

(A.15)
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3T Jw 3w

9T
Xz yz E X v 2
+ = + + v A.
ax 3y 2{1+v) (ax Y W) (R.T6)
Substituindo (A.16), (A.15) em (A.14), obtem-se
2 2 2
o v _hT B (ev) T (s Ty
X 3 6(1-v) = ax? 2 3y2 2 axay ’
aw h® 32”y (-v) P8y (14y) e
w o+ 2= - ( + + =) =0 ,
y Y 6(1-v) ay2 2 v 2 IX3Y
Eh amx awy 2 _
2 +y (X Ty W AR =0 (A-17)

0 sistema de tres equagbes diferenciais parciais

ifaveis o_, o
var x> Yy
Ta teoria de Hencky.

0 sistema (A.17) pode ser

valente, isto e:

nas

e w dado em (A.17) resolve o problema proposto pe

substituido por outro equi-

2 2
, W _ _h? PO (mw) B0 (k) Peyy
“x T X T 5(1-v) 5 X2 2 3y2 2 axay_|
w 4+ W h? azmy + (1 -v) 32my + (1+v) 32wx] =0
y 3y 6(1 - v) ay2 Z axl 2 X3y
Dv4w = p - n? vzp (A.18)
6(1 - v) )
Observa-se que Hencky nao introduziu na sua-teoria con
ceitos de momentos e forgas cortantes.

A teoria de Hencky conduz

resultados menos exatos do
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que a teoria de Reissner. Uma extensdo da teoria de Hencky & da-

da por YLADIMIR PANC [7].
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NOTAGCKDO

As principais notacoes apresentadas no texto sao dadas

a sequir:
a, b :
bx’ by’ bZ
C
C
‘u
C
g
0 - __EN3 ,
T ot 2y )
12(1=-v")
E :
. E
2(1 +v)
h
2, My N
Mx’ My H
Mxy :
p(xs ¥) :

lados da placa

forcas de massa

linha do contorno

parte da linha do contorno onde os deslo-
camentos sao prescritos.

parte da linha do contorno ondeas tensoes
sao prescritas.

rigidez a flex3ao da placa

modulo de elasticidade

modulo de elasticidade transversal

espessura da placa
cosenos diretores da normal 3 superficie

momentos de flexao

momento de torgaoc

carregamento externo atuante

carregamento uniformemente distribuido



U(e)

U, v, W
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componentes das forgas externas por unida
de de area.

esforgos cortantes .
reagao concentrada no centro da placa .

reacoes distribuidas ao longo dos eixos
x=0 e x=a

reagoes distribuidas ao longo dos eixos
y='i’ b/2

superficie de contorno

parte da superficie e de contorno onde os
desiocamentos sao prescritos.

parte da superficie de contorno onde as
tensdoes sao prescritas.

energia de deformagao por unidade de volu
me .

deslocamento de um ponto generico da pla-
ca, nas direcoes x, y, z respectivamente.

flecha (teoria classica)

flecha (teoria de Reissner)
rotacoes
deformagoes cisalhantes

variagao

deformagoes normais
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coeficiente de Poisson
energia complementar por unidade de volume

tensoes normais

tensoes cisalhantes



