
ELEMENTOS FINITOS PARA FLEXAO DE 

PLACAS COM CAMPO DE TENSÕES ASSUMIDO 

Edison Castro Prates de Lima 

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇAO DOS PROGRAMAS DE 

PÕS-GRADUAÇAO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JA

NEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSÃRIOS PARA A OBTENÇAO DO 

GRAU DE MESTRE EM CIÊNCIA (M.Sc.) 

Aprovada por: 

RIO DE JANEIRO 
ESTADO DA GUANABARA - BRASIL 

NOVEMBRO DE 1972 



A meus pais e· 

irmãos 

; . 



i i . 

AGRADECIMENTOS 

Ao professor Paulo Alcántara Gomes, pela grande so 

licitude e atenciosa orientação prestada. 

Ao professor Fernando Luiz Lribo s; Carneiro, pelo 

estimulo, compreensão e apoio dispensado em todas as etapas d~ste 

trabalho. 

Ao Corpo Docente da COPPE, na pessoa de seu Dire-

tor, professor Alberto Luiz Coimbra, pelo apoio e incentivo aos 

cursos de Põs-Graduação. 

Ao professor Pablo Gaston Bignon pela amizade e su 

gestão do tema deste trabalho. 

Ao professor José S. Gomes Franco da Escola de En

genharia da UFRGS, pelo exemplo e orientação no periodo de forma

çao. 

~ Helena, pela confecção grãfica deste trabalho. 



i i i . 

SINOPSE 

No presente trabalho e apresentado o desenvolvimen 

to de dois tipos de elementos finitos baseados no modelo hibrido 

de Pian para flexio de placas com um campo de tens6e~ assumido:o 

primeiro, adotando a Teoria de Reissner para flexio de placas mo

deradamente espêssas considerando o efeito da. deformaçio devido 

ao esfôrço cortante, e o segundo, utilizando a Teoria Clâssica p~ 

ra flexio de placas delgadas. 

Desenvolve-se ainda, como uma variante do primeiro, 

um elemento para anâlise de ''placas sandwich''. 

No apêndice sio apresentadas as listagens das sub

rotinas em linguagem FORTRAN para os elementos analisados sendo 

possível, desta forma, a sua inclusio em qualquer programa automã 

tico destinado a anâlise de estruturas pelo método dos elementos 

finitos. 
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ABSTRACT 

lhe development of two Hybrid Pian's formulation 

of the finite element method based on assumed stress distribution 

and applicable to plate-bending problem is presented. lhe former 

makes use of Reissner's theory for bending of "moderately 

plates and the latter is based on the customary theory of 

elastic plates. 

thic~' 

thin 

As an application of the first formulation an 

element for "sandwich plates'' is developed. 

Listing of FORTRAN subroutines were included in 

the APPENDIX. They can be used by any automatic program for 

structural analysis by finite element method. 
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SIMBOLOGIA 

Matriz coluna 

O sinal - indica que X e uma matriz 

Matriz transposta da matriz X 

Vi i • 

O sinal - indica que X e uma quantidade prescrita 

Coeficiente de Poisson 

MÕdulo de Young 

MÕdulo de Elasticidade Transversal 

Rigidez a flexão de uma placa 

Energia de deformação por unidade de volume 

Energia complementar por unidade de volume 

Multiplicadores de Lagrange 

ºx' ºy··· Tensões 

Ex' Ey··· Deformações 

u,v,w Deslocamentos 

bx,by,bz Componentes das forças de massa por unidade de volume 

Px,Py,Pz Componentesdas forças externas por unidade de irea 

i,m,n Cosenos diretores da normal ao contorno orientada para 
fora do mesmo. 

S Contorno 

S
0 

O conjunto das direções dos pontos do contorno em que 
as condições estão prescritas em termos de forças 

p(x,y) 

O conjunto das direções dos pontos dri contorno em que 
, 

as condições estão prescritas em termos de deslocamen
tos 

Carga por unidade de area 



f 

viii. 

Carga uniformemente distribuida por unidade de ãrea 

Espessura de uma placa homogênea ou espessura do nücleo 
de uma placa sandwich 

Espessura das faces de uma placa sandwich 

Momentos fletores 

Momento de torção 

Esforços cortantes 
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I - INTRODUÇ/10 

O problema da flexão de placas tem sido abordado 

por, praticamente, todos os tipos de métodos de elementos finitos. 

Os primeiros elementos desenvolvidos compreendiam sõmente elemen

tos retangulares, e as soluções obtidas pelo metodo dos desloca -

mentos {baseado no Principio da .Enêrgi~ Potencial Minima) con

vergiam para a solução exata, apesar de que as funções de interpo 

lação não satisfizessem completamente as condições de compatibili 

dade na fronteira entre dois elementos. Entretanto, quando foram 

testados elementos triangulares tornou-se evidente que as funções 

de interpolação não compativeis poderiam conduzir a resultados 

que nem sempre convergiam para a solução exata. Então, enquanto 

um determi~ado niimero de investigadores estiveram desenvolvendo 

modêlos de deslocamento compativeis para anãlise de placas, ou

tros modelos começaram a ser testados. Pian (ref. 7,8,9) esten

deu o modelo hibrido com campo de tensões assumido·_ do estado pl! 

no de tensões para os problemas de flexão de pl~cas, usando ele

mentos retangulares. Serven e Taylor (ref. 21) aplicaram o mesmo 

metodo usando tanto elementos retangulares como elementos triang~ 

lares. Herrmam (ref. 18) resolveu_oproblema da flexão de placas 

através de um metodo de elementos finitos baseado no principio de 

Reissner. Finalmente Fraeijsde Venbeke (ref. 22) usou o metodo --
das forças para os problemas de flexão de placas. 

Um outro ponto a ser mencionado consiste na inclu

sao do efeito da deformação devido ao esfôrço cortante na flexão 

de placas. Alguns trabalhos nesse sentido;-" foram apresentados 
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em literatura recente, mas nao tem sido objeto de estudos mais de 

talhados. Smith (ref. 16) incluiu o efeito da deformação devido 

ao esfôrço cortante no desenvolvimento de um elemento retangular 

para placas moderadamente espêssas, utilizando a Teoria de Love e 

usando polinômios de interpolação do sêtimo grau para assegurar-a 
...._ ...... " J'·- , 

compatibilidade entre os elementos. Foram resolvidos 4 exe_mplos, 

sendo que para o caso de uma placa simplesmente apoiada com uma 

carga uniformemente diitribuida por unidade de irea e uma relação 

espessura/vão de 0,1 a anãlise deu um aumento para a flecha no 

centro da placa de 3,5% sobre o valor obtido pela Teoria Clissica 

para placas delgadas. A teoria de Reissner (ref. 12) dã um aumen 

to de 4,4% para este caso. 

Anderheggen (ref. 17) desenvolveu um elemento fini 

to para flexão de placas baseado no P~;cfpio da Energia Comple

mentar. Uma formul!ção para dois campos ê descrita, na qual as 

inc5gnitas do problema são parimetros de tensões~:~: de desloca

mentos. 

Devido a possibilidade de serem especificados ao 

longo do contorno tanto parimetros de fôrça como de deslocamentos, 

as anomalias encontradas na Teoria Cliisica de Kirchoff-Love(tais 

como fôrças concentradas nos cantos} não estão presentes. No en

tanto a energia de deformação devido ao cortante não foi incluída 

no desenvolvimento e os resultados fornecidos pelo elemento con

cordaram com os obtidos pela Teoria Clissica para placas delgadas. 

Herrman (ref. 18) incluiu os efeitos da deformação por esforço 

cortante empregando um princfpio variacional misto. A anãlise e 
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aplicada a uma placa circular espessa simplesmente apoiada no bar 

do externo e submetida a um carregamento constituido por uma for

ça cortante uniformemente distribuida ao longo do contôrno de um 

furo central. Os resultados apresentaram excelente concordância 

com a solução exata. Charles W. Pryor, Richard H. Barker e Da-

niel Frederick (ref 13) desenvolveram um elemento utilizando a 

Teoria de Reissner como guia para a formulação de funções de des-

locamento associadas com deformações devido ao cortante tomadas 

como graus de liberdade do elemento. O elemento apresentou uma 

boa concordância com os resultados fornecidos pela teoria parava 

rios exemplos. 

No presente trabalho foram desenv6lvidos dois ti-

pos de elementos baseados no modélo híbrido de Pian para flexão 

de placas com um campo de tensões assumido: o primeiro adotando a 

Teoria de Reissner para flexão de placas moderadamente 

considerando o efeito da deformação devido ao esfôrço 

e o segundo, utilizando a Teoria Clissica para placas 

~ 

espessas 

cortante, 

delgadas. 

Desenvolveu-se ainda, como uma variante do primeiro tipo, um ele

mento para anilise de placas sandwich. Para o desenvolvimento do 

elemento baseado na Teoria de Reissner seguiu-se o procedimento~ 

presentado por Connor (ref. 5), ou seja, procedeu-se a especiali

zação do Principio de Hellinger-Reissner para o problema da fle

xao de placas. Posteriormente são adotadas as hipóteses da Teo

ria de Reissner para placas moderadamente esp~ssas e finalmente , 

seguindo o desenvolvimento feito por Pian (ref. 7,8,9), obteve-se 

a formulação para os elementos hTbridos com ~ampo de tensões assu 

mido. 
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II- TEOREMAS VARIACIONAIS DA TEORIA ôA ELASTICIDADE 

1 - Introdução 

Neste capitulo serã deduzido o Principio de Hellin 

ger-Reissner, a partir da generalização do Principio da Mínima 

Energia Potencial para o problema de um corpo elástico em equilí

brio estãtico sob a ação de forças de massa e de condições pres

critas ao longo do contorno, fazendo-se uso, para este fim, da 

Teoria da Elasticidade para pequenos deslocamentos, onde as comp~ 

nentes .:ú·,v e w dÔdesJocamento dé um·,po-nto-do-corpô. são· supostas su, 
. - ~ - • ·-·~ ..• - ·~,;.r--.... .. ·- .- ~ . - -:-

ficientemente pequenas em relação as dimensões do mesmo, de tal 

forma a justificar as equações linearizadas que governam o probl~ 

ma. Tais equações podem ser resumidas, utilizando-se um Sistema 

Cartesiano Ortogonal de Coordenadas (X, Y, Z) para definir o domi-
. / 

nio V limitado pelo contorno S do corpo, como se acha exposto nas 

referências 4 e 5-

a) TENSÕES - O estado de tensões de um ponto interno do corpo fi

ca definido pelas nove componentes do tensor das tensões: 

ºx 'yx Tzx 

TXY ªy Tzy (2.1.1) 

Txz 'yz ªz 

que devem satisfazer as equaçoes de equilíbrio 
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ªªx 
-ãX + 

dT YX 
aY + 

dTZX 
""""ãz + 6 

X = o 

~ + ª~r + ª:tz + by = o (2.1.2) ax 

dTXZ 
+ 

dTyz ªªz .+ 6 o ar ar+ ~: = z 

e as relações 

~/ ---'"·- -
• ~nd~ bx, bt e 62 sao as componentes das fõrças de massa por 

unidade de volume. 

b) DEFORMAÇÕES - O estado de deformações do corpo e definido por 

seis componentes de deformação.:, 

(2.l.3) 

c) RELAÇÕES DEFORMAÇÕES - DESLOCAMENTOS - Para pequenos desloca

mentos estas relações podem ser tomadas como lineares: 

= au = àv = aw 
EX TI ' Ey aV • Ez TI 

(2.l.4) 

au + av au + aw = ~+ aw 
Yxy = aV ãx • Yxz = TI ãx ,, Yyz ar az 



d) RELAÇÕES TENSÕES - DEFORMAÇÕES - Para o caso de materiais que 

seguem a lei de Hooke estas relações são dadas por: 

E 
[Ex 

+ _v_ (E + E + E z)] ºx = ( 1 +v) l -2v X y 

E 
[Ey + 

V ( E + E + Ez )] ºy = (l+v) l-2v X y 

E 
[Ez + 

V (E + E + Ez )] ºz = ( 1 +v) l-2v X y 

(2 . 1 . 5) 

TXY = 
E 

2(l+v) Yxy 

E 
Txz = 2(l+v} Yxz 

E 
Tyz 2 ( 1 +v) Yyz 

onde E e v sao constantes elãsticas. 

e) CONDIÇÕES DE CONTORNO - A r-égli~: S do· contorno do corpo p~ 
.a' 

de ser dividida em duas partes: 

de contõrno estão prescritas em 

a parte S em que as 
o 

termos de fÕrças por 

condições 

unidade 

de superficie e a,)arte S em que as condições de contorno es -- u 

tão prescritas em termos de deslocamentos.Cnamando-se de 

p e p as componentes das fõrças externas prescritas, as con-Y z 

dições mecânicas de contorno são dadas por: Px = Px• Py = Py , 
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Py = T i + cr m + T n xy y yz (2.1.6) 

sendo t, menos cosenos diretores da normal ao contorno ori 

entada para fora do mesmo. 

- -Chamando-se deu, v e w as co~ponentes dos desloca 
/• ~-- -

mentes prescritos, as condições cinemãticas de contôrno são ex 

pressas por: 

- -u = u, v = v, w = w em Su 

Estas relações, expressas nos cinco ftens anteriores, constit~ 

em as chamadas equações de campo e as condições de contôrno de 

um corpo elãstico na Teoria da Elasticidade linear para peque-

nos deslocamentos. 

2 - Princfpio da Energia Potencial Mfnima 

Assumindo-se que: 

a) Seja possfvel construir uma função c_:p_~iittva _:_ __ defi_ni~-- · 

U(Ex' Ey•···•Yy 2 ), chamada Energia de Deformação por unid~ 

de de volume, a partir das relações tensões-deformações da 

das. 

b) As fôrças de massa (bx' by, 6
2

)), as forças de superffcie 

(Px, Py• p
2

) e os deslocamentos prescritos (Ü, v, w) perm~ 
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neçam i na l tera dos durante a variação das grandezas não pre~ 

critas, de tal forma a poderem ser obtidas a partir das 

funções potenciais: 

- t. = 5xu + 5Yv + 6zw 

- - -- 'I' = pxu + Py V + PzW 

tornando-se então a primeira variação das funções t. e ·, 

dada .,por: 
- ~ 

- - -
- &'!' = Px &u + Py 6v + Pz 6w 

e) As componentes das deformações satisfaçam as condições de 

compatibilidade, ou seja, possam ser derivadas a partir de. 

u, v e w pelas relações deformações-deslocamentos. 

d) As componentes u, v e w dos deslocamentos satisfaçam as 

condições cinemãticas de contórno. 

O principio da Energia Potencial Mínima afirma que, 

satisfeitas as condições assumidas anteriormente, o estado de 

deformação real do corpo pode ser obtido pela minimização do 

funcional definido por: 

rr = Ív" .. u (e: ,e: ••• ,Y )dV - fv··· (5 U·(+\ií:v',1:;B'"w) dV -
, : X y y Z . X ,<; y-._z. ~- Z- . 
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J - Generalização do Princfpio da Energia Potencial Mfnima 
•,J 

O princfpio da Energia Potencial Mfnima pode ser 

generalizado colocando-se as condições (3) e (4) dentro da expre! 

são do funcional com o auxflio dos multiplicadores de Lagrange. 

Desta forma ê possfvel escrever um funcional que admita variações 

arbitririas dos três campos a ile associados (tensões,deformações 

e deslocamentos). Consi_derám-se agora variações contfnuas arbitr~ 

rias do campo de deslocamentos que não respeitem as condições ci

nemiticas de cont~fno em Sue variações contfnuas arbitririas do 

campo de deformações que não satisfaçam as relações deformações

deslocamentos. 

O funcional apresentari então a seguinte forma: 

, ... , 
'v u ( e:) dV fv (bxu byv II . : = - + G . + bzw) dV - 'v {Àll ( e:x l!J.) - + ax 

n l aw) l';,~ 

+ À22 ( e:y - + À33 ( e: z - + ... } dV - / s rJ (iixu +'~'ji V + ay az y 

(2.3. l) 

onde Àij e ii sao os multiplicadores de Lagrange. São considera

das somente variações simêtricas de Àij e e:ij' o que, em virtude 
- au av da simetria das expressoes (e:x- ãxl• (e:y ayl• ... , não destroi 

a generalidade do problema. 
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Fazendo-se a primeira variação do funcional(2,3.l) 

obtêm-se: 

;'\_ ·_..-, 

- (ôÀl 1 + ÔÀ . + ) + (À clôU + À dôV + ) + e;X 22' e;y • • • 11 clX 22 cly • • • 

(2:. 3 • 2) 
' 

Integrando por partes e reagrupando os tifmos: 

ô II (. = fv {(~ - Àll) Ô e; X + (~ - À22l ô e;y + ... (-ª.!!___ - À23)ôyyz· G a e:x ae:Y ayyz 

óÀll ªÀ21 '.:aÀ31 - dÀ12 dÀ22 (clÀ32 
by) ÔV (7x + ar+ar+ bx)ôu 1:(ar + ar +v+ -



portanto: 

em V 

1.n ., 

(2.3.3) 

As condições de estacionaridade do funcional serao 

Àll 
au = a E: X 

À22 
au = ae:Y 

au 
E: = 

X ãx 

av 
E = y TI 
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em So 

-p - À 11 .e, + À2 l m + À·>··' 
X - 3l .· 

em Su 

-u = u 

V = V 

w = w 

A primeira tondição traduz o relacionamento do cam 

po dos multiplicadores de Lagrange Àij com o campo de d~fbrmações 

Eij atravês das relações tensões-deformações do material; a segu~ 

da fornece a interrelação entre o campo de deslocamentos e o cam-
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pode deformações;a terceira se constitui nas equaçoes de equili

brio; a quarta caracteriza as condições mecânicas de contorno em 

So; a quinta traduz o equilibrio entre o campo vetorial À. e o 
. 1 

campo tensorial Àij no contõrno em Sue a sexta se constitui nas 

condições cinemãticas de contõrno em Su. Pela anâlise das equa

ções de campo e das condições de contorno obtidas observa-se que 

os multiplicadores de Lagrange À .. tem dimensão .. · de tensão, nao 
1 J 

devendo estar relacionados com as deformações pelas relações ten-

sões-deformações ou em equilibrio com as f6rças exteriores a~lic! 

das no contorno ou com as forças de massa. Analogamente observa

se que os multiplicadores Ài tem a dimensão de força, sendo possf 

vel, portanto, escrever: 

Ficando o funcional rrG com a seguinte forma: 

- fso(pxu + PyV + Pzw)dS - fsu{(u-Ü)px + (v-v)py + (w-w)pz}dS 

(2J 3. 5) 

Reagrupando-se os termos de outra maneira teremos: 
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• 
\...' 

(2.3.6) 

Ficando no funcional, como grandezas livres para~ 

riar, as tensões (crx' ªi''''), as deformações (Ex' Ey' 

deslocamentos (u, v, w) e as fôrças externas que atuam 

Ez, ... ),os 

em S u ( p x, 

Py• Pz), não possuindo nenhuma condição adicional prescrita. 

4 - Principio de Hellinger-Reissner 

~azendo-se com que sejam satisfeitas relações do 
" 

tipo: 

(l!!.... - a ) = O ªEY y ...• 

que aparecem quando se toma a primeira variação de (~.3.6), as 

deformações (E , E , E , ... ) nao serão mais variãveis independen-. X y Z 

tese estarão relacionadas agora com as tensões, através das rela 

ções tensões-deformações 

au 
= ãE. ªy = 

X 

au 
ªEY 

.... ) 

Definindo-se a grandeza Energia Complementar como: 
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(2.4.1) 

onde nê a Energia Complementar por unidade de volume e substitu

indo-se as deformações por relações tensões-deformações, fica-se 

com a expressão (2.4.1) dada apenas em função de tensões. 

Introduzindo o conceito de Energia Complementar em 

(2.3.6) e integrando-se por partes obtêm-se: 

rr~Çe- f y{íl(o) ªºx 
3~~X 

3 'zx + 6 ) u + ~ ~ ~ + (ãx + + a"z ( a X + + + X av az 
•J 

3 'xz ~ ªº + b ) V + (a"x + + __ .z + 
bz)w} dV - r56 {(p -ji )u + y av az X X 

+ (py-iiy)v + (pz-Pz)w} dS - fiJ2 {px ~ + pyij + Pz~} dS 
(2.4.2) 

@'hegando-se, desta forma, a um funcional equivalen 

te ao do Principio de Hellinger-Reissner (ref. 4 ), onde as gran

dezas livres para variar são as tensões (ox, ºy• ºz ... ), os des

locamentos (u, v, w) e as fôrças externas que atua·ni em Su. 
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III - FORMIII AÇÃO DOS fl EMENTOS FINITOS PARA FLEXÃO DE PLACAS COM 
CAMPO DE TENSÕES ASSUMIDO 

l - Teoria de Reissner para Flexão de Placas 

Neste capitulo sera feito o desenvolvimento de uma 

formulação que permita a construção de elementos finitos para fl e 

xao de placas baseada nos trabalhos de Pian (ref.6a9). 

Serão desenvolvidos, basicamente, dois tipos de 

elementos, o primeiro para flexão de placas delgadas segundo a 

teoria clássica (ref. l ) , o segundo baseado na teoria de Reissner 

(ref. 12) para placas moderadamente espessas em que e levado em 

conta o efeito da deformação devido ao esfcirço cortante, obtendo

se, desta forma; resultados consistentes para isses esforços. 

Considere-se o elemento de placa representado na 

figura·l:ondeatuàm as resultantes de tensões indicadas e a carga 

por unidade de ãrea ~(x,y) aplicada em sua superficie z = h/2, 

Z,w 

h 

X,v 
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e sendo as resultantes de tensões definidas por: 

/h/ 2 ªx Z dZ , My 
-h/2 

= /h/ 2 a Z dZ M 
Y • xy -h/2 

= - /h/2 'xy z dZ 
-h/2 

= /h/2 
-h/2 

(3.1.1) 

As quantidades Qx e Qy representam os esforços cor 

tantes {dimensão F/L), as quantidades Mx e M representam os mo-
-· _Y - .•. - - - - ~ ·-

men tos fletores (dimensão FL/L = F) .,e-as _quantidades~M~~- = M• 0 ·re 
·..-. r~~_. _. ~--:;--~...z.::_. -~ __ xy_---..,7 -,_~;.~~.-

,· pre ~ e n ta m os momentos de to·~~,ã~·:;P;;_-üÍ11:êÍadê _de'c.omp_rimênt_o. 
7

~ -
• .. • .. . -"e ~ • - - - --.:_ .,_, 

Na teoria da elasticidade para pequenos deslocamen 

tos as deformações tem efeito negl i gé_nci ãvel sobre as condições 

de equi l ibri o. Desta forma·, as equaçoes de equi l Íbri o são deduzi 

das supondo-se que a superficie media da placa deformada perman~ 

ça plana e escrevendo-se, simplesmente, a equação de equilíbrio 

das forças segundo o eixo Z e a equação de equilíbrio dos momen -

tos segundo os eixos x e y e nestas ultimas, desprezam-se o momen 

to da carga P e os momentos devido a variação dos cortantes Qx e 

Qy. Obtêm-se desta maneira as equações: 

aQx ~ ar + d + p{x,y) = o 
(3.1.2) 

ílMX aMxy 
Qx = o ar ar -
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As condições de contorno para as faces da placa são 

adotadas: cr
2 

= p(x,y) para Z = h/2 , cr
2 

= O para Z = -h/2 e Txz = 

= T = O para Z = ± h/2. yz 

Assim como na teoria clãssica para placas delgadas, 

assume-se que as tensões ªx' ªy e Txy variem 

da espessura da placa, obtendo-se finalmente 

ções (3.1.1). 

ªx = 
12 M 

( X) 
h3 

z 

12 M 
ªy = ( 

h3 
y) z 

12 M 
Txy= - ( xy) z 

h3 

linearmente ao longo 

por meio das equa-

(3.1.3) 

Substituindo-se as equaçoes (3.1.3) nas equaçoes 

de equilibrio (2.1.2) (desprezadas as forças de massa) e simplifl 

cando os resultados com o emprego das equações (3.1.2) e das con

dições de contorno (3.1.3) obtemos: 

.(,3.1.",) 



(J = l2. 
z 4 

2Z 
h 

A Energia Complementar , definidà em 2.4, 

1 9. 

poderã 

ser expressa para um material homogêneo, isotrÕpico e hookeano em 

função das tensões como se segue: 

f 

V 
íl(cr) dV = 

1 
2E 

(3.1.5) 

Por intermêdio de (3.1.3) e (3.1.4) poderemos ex

primir (3.1.5) em função das resultantes de tensões (Mx, MY, Mxy' 

Qx' Qyl para o caso de uma placa de material isotrÕpico, homogê

neo e hookeano. Logo, integrando-se ao 1 ongo do eixo Z ter-se-ã 
·' 

J íl(cr) dA 
A 

M ) 2 + 2(1 + v)(M 2 - MM)+ y xy X Y 

(3.1.6) 

Desprezando-se as fôrças de massa, o funcional (2. 

3.7) pode ser escrito particularizado para o problema em questão 

- lIR /A íl ( (J ) dA fv 
élcr X ~ élTZX ~ élcry 

= + {(ãx + ôY + ~)u + .( ax + ~+ 

dT ÔTXZ ~· ôo:z 
+ afl)v + <ar + a + arl w} dV - 1scr {(px-iix)u + 
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'-., ___ ___,-

Substituindo-se (3.1.3), (3.1.4) e (2.1.6) em ( 3. 

1.7), sendo JA íl(cr) dA dado por (3,l.6)Cobtem-seô 

aM 
- TIR = JA íl(cr) dA + /A {(axx 

aM 12 2 _ ao 
_N_ - Q ) / ..:..;::_..;....c..vdZ+(-x + 

ax y z hJ ax 
~ p-) 3 / av + 2li" z w 

( Mxt - Mxym)] Iz 
1 2 Zu dZ + [(Mym - M t) -

h3 
-xy 

(Mm - Mxyt )~'/ z 12 Zv dZ + [( Q t + Qym) -
h3 

-y X . 

(Q t + Qym)] 3 12 w ( 1 42 2 
dZ} dS - 2h - h2) X 

·-~/ 

2 
(1-~)dZ}dA 

h 

+ 

(3.1.8) 

Para ficar consistente com a distribuição linear 

assumida para as tensões ªx• ªy e Txy' assume-se que os desloca -

mentos u e v tambem variam linearmente, e que o deslocamento w 

permanece constante ao longo da espessura da placa. 

u = - 13 Z 
X 



V = - e Z y 

w = w 

Desta maneira resulta que: 

]_1 f h/2 uZ dZ = 
h2 -h/2 h 

12 1h/2 vz dZ = 

i;-z -h/2 h 

_l_ fh/2 ( l 4Z 2 
dZ w - -) 

2h -h/2 h2 

]_1 fh/2 jjz dZ 
l 2 ex 

= h2 h 2 -h/2 h 

12 fh/2 vZ l 2 8 y 
dZ = i;-z -h/2 h h2 

3 fh/2 
"2h -h/2 [1 - 4z

2j 
7 w dZ 

2 
fh/2 L dZ .., 
-h/2 h 

- s 
. X 

2 
fh/ 2 L, dZ = 
-h/2 h 

= w 

2 
fh/2 z dZ = ex 
-h/2 h 

2 
fh/2 z dZ = - s 
-h/2 h y 

-= w 

21. 

(3. 1.9) 

(3.1.10) 

Substituindo-se (3.1.10) em (3.1.8) pode-se escre-

ver: 
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-- - . ,• - ,-., ........ .,_-·•. - i' -·--w·.•. . •. ,',,.~--TJ-<C,,, .. -;- .-- _.,,-· .• ._ ~· ·.::-, .... 

+ (M·m-M -0 t)(~B ·)+(Q· i+Q rii)wJdS-J"''.f[M .é.-M':m)~(M-t~M m)](-B 
Y xy y. X,, . y . . Sa - X xy- - . X xy X 

"., 1 ~ -~·- ,. - . ----~ .~........__ -~ ---~ ...... --- . - ,..- ......... • - / 
;,. ;o ::: / . ----------~ "-. ._/ ....... _e-·-- .~ ·----~ ··--- . 

M t )] (- B ) + [( Q t + Q m) -xy y X y · 

(3.1.11) 

As quantidades sujeitas a variação em (3.1.11) sao: 

Mx, My, Mxy' Qx, Qy, Sx, By, w. 

As condições de estacionaridade para este funcio

nal (ref. 4) se constituem nas equações de equilíbrio (3.1.2) , 

nas relações entre os esforços resultantes e os deslocamentos, 

M E h3 asx asy \) h2 -= 2 . (ãx + v arl + 10(1-v} p 
X 12(1-v) 

E h3 ~ aex h2 
-

My 
\) p = 

12(1-v2) \ av + \} ãx) + 10(1-v} 

Mxy 
E h3 asx ·jsy 

= (ãY + ãx) 
24 ( 1 + v) 

Qx = 5 . E IÍ (aw _ Sx) l2(l+v) ax 

Qy = (5 E h (aw _ By) 12(l+v) av 

nas condições cinemãticas de contorno, 



23. 

Sx = Sx 

sY = Sy 

-w = w 

e nas condições mecânicas de contorno 

MXR, - Mxym = MXR, - M xym 

Mym - MxyR- = Mym - Mxyt 

Q X R, + Qym = ÕXR- + Õ m y 

Somando-se e subtraindo-se em (3.1.11) o termo: 

resulta: 

aMX aMX aM aMxy 
~IIR = JA n(o) dA + J A { (ãx - ~ - Q) ( - 1\l + ( "ã"'I- - - Q ) d X a X y 

( - sY l + 
aQx 

(ãx + ~ av + p) w} dA - J S=Su+sJ(MXR, - Mxym) ( -s X)+ 
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(2.l,;12) 
'~"'.r 

· 2 - Discretização do Funcional do Principio de Hellj~gerr~Reiss
ner para a utilização no Método dos Elementos Finitos 

_ .. ---.. 
Para ser possfvel a aplicação do Método dos ETemen' 

._ -.. ...,_..,....-:; ~ 

~ios fthifoi~d~vemos transformar (3.1.12) em uma forma discretiza-
~ .. _,_.... ... ---- . . . ., ~-' . . 

da sobre o domfnio caracterizado pelo problema de contirno a ser 

estudado. Desta forma iremos escrever o funcional como uma soma 

onde a contribuição de cada parcela sera devida agora a aplicação 

de rrR a um subdominio (chamado elemento finito) caracterizado por 

um contõrno S = Sa)+ Su + S1 em que Soe Su são as regiões domes 
. ..,; . 

mo onde as condições prescritas estão expressas em tirmos de f~r

ças e deslocamentos respectivamente e S1 a parte do cont~rno co

mum com os outros elementos vizinhos. 

aMX aMxy aM 
-ITR = E [f A íl(o) dA +. /A {(- - - Q ) (- Bx) + ( ..:...._y_ -

ne ax av X av 

_ aMxy aQx aQ 
- Q ) (- B) + (ãx + ~ + ii) w} dA - 15 {(Mxt -ax y y 

- M m) (- B) +(Mm - M i) (- B) +(Q i + Q m) w} dS + xy x y xy y x y 
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+ ;Q m) w} dS + fs u { ( S x - S ) ( M i. - M m) + ( Sy - Sy) . , y X X XY 

(3.2.1) 

A expressao (3.2.l) ê o ponto de partida para va

ries modelos de Elementos Finitos Mixtos e Híbridos. 

Nos elementos híbridos sao consideradas como variã 

veis independentes apenas os momentos Mx, My, Mxy e os deslocamen 

tos ªx' sy, w. O esforço cortante deverã satisfazer no interior 

do elemento as equaçoes de equilíbrio. 

Qx 
aMX aMxy 

= ãx - av 
(3.2.2) 

Qy = ª:~ -~ ax 

Sendo, portanto, o esforço cortante derivado dos momentos, as fu~ 

ções de interpolação podem ser escolhidas de tal forma·\ que seja\ 

tambêm satisfeita a equação de equilíbrio segundo o eixo Z. 

aQx ~ -
ãx + av + P = 0 (3.2.3) 

Por outro lado requer-se que sejam cumpridas as 

condições ~inemãticas de contorno 
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sx = êx 

sY = sY em Su (3.2.4) 

-w = w 

Desta forma (3.2.1) ficarã reduzido a: 

-IIR = E [IA n(o) dA - r5 {(Mxt - Mxym) (- 8) + {Mm - Mxyt) 
ne X y 

( - Sy) + ( Q .Q, + X Qym) w} dS + 1so { ( M xt- Mxym) (- s ) + X 

+ (Mym - M t) xy (- s) + y (Q t + X Qym) w} dS] (3.2.5) 

Adotando-se de agora em diante uma notação matri

cial pode-se escrever (3.2.5) com o seguinte aspecto: 

-IIR E {/A n(o) dA fs TT dS + ! 50 
-T dS} ( 3 . 2 . 6 ) = - !:!B !B !:!B -B ne 

sendo: -
(Mxt - Mxym) - sx 

!B = (Mm - Mxyt) !:!B = - By y 

( QXR, + Qym) w 
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(MXR. - Mxym) 

!s = (Mym - M .t) (3.2.7) xy 

( Q XR.J'+ Õym) 

onde o indice B indica que as variãveis sao consideradas na fron

teira do elemento. Nos modelos hibridos a distribuição de ten

sões ê assumida no interior de cada elemento, enquanto que o cam

po de deslocamentos ê requerido apenas ao longo do cont8rno, po

dendo ser expresso , por intermêdio de adequadas funções de inter 

polação em termos de parâmetros nodais, em função de uma Ünica co 
' 

ordenada S tomada sobre o mesmo. 

As tensões assumidas sao os momentos M = {M , My' 
- X 

Mxy}, que podem ser expressos por polinômios completos em X e Y 

com coeficientes ê a determinar. 

Desta forma ê possivel escrever: 

M = ~ ê + ~p (3.2.8) 

e 

q = {~:·} .. = ~ ê + ~p 
y, 

De tal forma que (3.2.2) e (3.2.3) sejam satisfei

tas idênticamente no interior do elemento. 

As parcelas Pê e Vê satisfazem a parte homogênea 
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de (3.2.2) e (3.2.3), ou seja para p = O, enquanto .. P e V são so __ ,-p -p 

luções particulares dessas mesmas equações e que se anulam para 

ii = o. 

Os esforços que atuam no contôrno do elemento po-

dem ser expressos mediante a particularização de g e M para os 

seus diversos lados e são representados por 

! 8 = ~ ê + ~P (3.2.9) 

Os correspondentes deslocamentos u
8 

sao expressos 
- '~ - .... _ . 

em tirmos de parâmetros nodais g por intermidio tde có~ven1entes . 
. . , ... 

funções de interpolação 

~B = ~ g (3.2.10) 

Os deslocamentos ~B devem garantir a continuidade 

no contôrno do elemento e satisfazer os valores prescritos em Su: 

- em Su 

A energiA complementar (3.1.6) pode ser 

matricialmente por: 

onde 

(3.2.11) 

expressa 

(3.2.12) 
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l -v o 

~ l = -v l • o 
'•. 

(3.2.13) 

O O 2(l+v) 

1 O 

~2 = (3.2.14) 
o l 

1 

z =- l (3.2.15) 

o 

Fazendo-se a primeira variação de (3.2.6) obtêm-se 

-óll . R 

-T 
+ Isa !s º~B dS} = O (3.2.16) 

Substituindo em (2.2.16) os valores de íl(cr), ~. Q, 

!se ~B pelas expressões (3.2.12), (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.lO)te! 

se: 

/A óíl(cr) dA = /A (~T~ló~·+ºQTª2ºQ + ½ ~Tó~)_i;, 1:/JA (~T~l~ + 
.. . / 
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yT~2Y) dA :sê !A 
T V TC:; + . . t Z Tf) dA ô 13 + + (~p~l~ + = -P-2- ,2.,.. -,-_· -•" -. --·-·-· 

(3.2.17) 

f (TTô + ôTT ) dS = fs (13_T R_T + R_Tp) L ôq_ dS + fs ô13_T R_T_L _q dS= S -B ~B -B ~B 

-ôn -~ R 

onde 

= l: {ôl3T 
ne 

ttcando (2.2.16) com o seguinte aspecto: 
•/ 

o 13 T iiT· 
.. T H 13 + H - G'ôiJ - G ~,g - -·- ºê G 9. - -p -~ .- - .• -P .- -···/ ......... , . 

;, 

-T 
+ fs

0
! 8 L dS ôg_} = O 

= l: {ô/iT (~ê+ ~p- §9.) + (~T_ êT §) ôg_} = O 
ne 

H = !A (~T~l~ + yTÇ2Y) dA 

~p 
T T + ..!_ PTZ) dA = !A (~ ~l~P + Y ~2Yp 2 - -

§p = fs RT 
-P L dS 

(3.2.18) 

+ 

(3.2.19) 
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G = f S R T L dS 

s 

Sendo as variações 6êT e 6g independentes, as expressoes entre P! 

renteses de (3.2.19) devem anular-se. Resulta um sistema de equ! 

çoes em que estão presentes como incÕgnitas parâmetros de fôrça 

e de deslocamento. Mas se os parâmetros ê forem restringidos ao 

' nivel do elemento, eles podem ser expressos em função dos desloca 

mentos nodais 9 de cada elemento de modo a obter-se um sistema 

global de equações em que persistam como incÕgnitas apenas os des 

locamentos nodais. 

Considerando-se, desta maneira, 01 parâmetros B in 

dependentes para cada elemento pode-se escrever a partir de 

(3.2. 19): 

Oi ê + ~P - G g]para o elemento n = O .,. ,, 
(3.2.20) 

n = 1,2,3, ... ne 

l: {-êTG+ST}=O 
ne 

Isolando-se Bem (3.2.20) 

[B=H-l(~g H)] - - - - -P para o elemento n 

(3.2.21)· 

(3.2.22) 
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Substituindo (3.2.22) em (3.2.21) 
/ 

{- GT -1 (§ ~pl S} o E H 9 - + = 
ne 

E ( - Ke 9 ne + ge) = o 
onde 

Ke GT -1 G (3.2.23) = H 
J 

Qe = GT H-1 
~p + s (3.2.24) 

Resultando, finalmente, um sistema de equaçoes global abrangendo 

todo o dominio considerado do tipo: 

sendo 

~ g* = g 

.. . , g = E ge e 
ne 

{3.2.25) 

q* um vetor contendo como incÕgnitas os deslocamen 

tos nodais do dominio considerado. 

Como uma aplicação a formulação apresentada pode 

ser e,§'tendid_~ para a análise de "placas sandwich", adotando-se p~ 

ra energia complementar a expressão abaixo fornecida ria ref. 8~ 

!AíldA= 1 ! 2 [{M+M) 2 +2(l+v){M 2-MM)+ 2 A Efh2 X y xy x y 

2 
+ ~ (Q; + Q;JJ dA (3.2.26) 



Vâlida para placas sandwich com a espessura das faces bem 

que a espessura do nÜcleo, (f << h} 

' ..... . 
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menor 

sendo E o mõdulo de Young para o material das faces e G o mÕdulo 

de rigidez transversal para o material do nÜcleo. 

Desta forma as matrizes ~l, ~2 e ~ serao dadas por 

. l -v D 

~l = -v l D (~) (3.2.27) 
-· Efh

2 
..... ~ . 

o o 2 ( l +v) 

.,._,z 
l o 2 e- (h....1!.} ,_2_) (3.2.28) -2 = 2Gh Efh 2 
o l 

z {:} (3.2.29) - = 
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permanecendo vãlidas as expressoes (3.2.23), (3.2.24) e (3.2.25) 

'\ 
13"l- Teoria Clâssica para Flexão de Placas 

'u.ht -

A teoria de ReJ:S-s·ner para 
V' 

ser particularizada para as hipóteses da 

Flexão de Placas pode 

Teoria Clãssica, despre-

zando-se o efeito da deformação devido ao esfo"'rço cortante. 

Desta forma a energia complementar sera devtda ªP! 

nas a deformação por flexão, ou seja: 

JA Q dA M ) 2 
y + 2 ( 1 +v) ( M 2 - M M )] 

XY X y 

sendo nulas, portanto, as matrizes ~2 e~-

dA 
(3.2.30) 

Por outro lado as rotações Sx e SY jã nao serao 

mais independentes da flecha w sendo dadas pelas derivadas de w 

em relação as direções X e Y. 

A matriz ~B que aparece em (3.2.7) ficarã portanto 

aw 
- ãx 

··--~ -" 
'· ""· r 'W u . ... -· o 
~B - ãy 

(3.2.31) 

w 

permanecendo vâlidas as expressoes (3.2.23), (3.2.24) e (3.2.25), 



IV - ELEMENTOS RETANGULARES PARA FLEXÃO DE PLACAS COM CAMPO 

TENSÕES ASSUMIDO 

l - Introdução 

35. 

DE 

A fim de que seja garantida a convergência para os 

resultados exatos a medida que as dimensões dos elementos diminu

em, as funções de interpolação assumidas para as variãveis inde

pendentes do funcional devem satisfazer os critêrios de convergê~ 

eia. 

Para um dado elemento tem-se que 2 = N ~e, onde 2 
ê o vetor das vàriãveis independentes, ~ a matriz das funções de 

interpolação e ~e os parâmetros a determinar. 

Os critêrios de convergência podem ser enunciados 

como se segue: 

CRITtRIO 1 - As funções de interpolação adotadas devem ser tais 

que para uma adequada escolha dos parâmetros ~e pos

sam ser obtidos quaisquer valores constantes de$ e 

suas derivadas que aparecem no funcional no 

quando as dimensões do elemento tendem a zero. 

limite 

CRITtRIO 2 - As funções de interpolação devem ser escolhidas de 

tal forma que na interface entre dois elementos as 

variã~eis e suas derivadas atê uma ordem menor que 
~ 

as derivadas que ocorrem no funcional sej~m contT-

nuas. Caso tal não sej~ observado serã 

adicionar integrais especiais ao longo do 

necessãrio 

contõ~no 
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do elemento para garantir que a expressao IIR = ,: rre 
ne R 

seja vâlida e permaneça finita nessa região. 

Para os modêlos de elementos hibridos que se estão 

desenvolvendo, assume-se que os deslocamentos ~B são continuos na 

fronteira entre dois elementos, ficando o funcional II~ definido 

em cada elemento e satisfeitos d~ste modo os critêrios de conver

gência. 

2 - Elemento Baseado na Teoria de Reissner para Flexão de Placas 

Serã desenvolvido um elemento retangular com um 

campo quadrãtico de momentos assumido , baseado na Teoria de Reis 

sner para Flexão de Placas abordada nos capitulos anteriores. 

Sejam os esforços resultantes por unidade de com

primento, que atuam em uma placa com as direções positivas indica 

das na fig. 31 

y 

z 
~!X 

D 
Hx 

lª· 
e 

~ My . Qv Mi1t 

f,&. 3 

A 

/ Mx B X 

Mu 
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expressos por polinômios completos do segundo grau em X e Y com 

parâmetros ê a determinar. Adotam-se, portanto, as seguintes ex-

pressões para Me g que devem satisfazer as equações de 

brio (3.1.2). 

MX 

M = My = p ê + ~p -
Mxy 

Qx 
g = = V ê + Yp 

Qy 
-

onde: 

1 o' o ''.Y o o o o y2 ,O . 2. ó' . o : ô X' X ,.0 xy ·- '" i 
,., -.,. / '- ' 

.. ·>., 
l 

x2 2 
., 

p = o 1 o o X o y o o o o y o xy o o 
o o 1 o o o o y X o o xy xy o o x2 y2 

V = 
0 Q O O O ] 0 - ] 0 0 0 X -X y O O -2y 

0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 -y-. y O X -2x 0 

equili-

(4.2.1) 

Os , -vetores . -. ~P e Yp podem ser uma qualquer solu-

çao particular das equações de equilibrio possuindo termos quadrã 
' -

ticos como térmos de mais alta ordem. Para um elemento submetido 
~- ·1, ... -: 

-~ll ____ ;-,-., ______ _ 
- . --, -.,: 

....__. ·' 
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' a um carregamento uniforme p(x,y) = q
0 

pode ser adotada, por exem 

plo, a seguinte solução particular: ~P = {O, O, xy} (q
0
/2) e !p = 

= {x, y} (-q
0
/2}. Caso uma outra solução particular fosse adota-

2 da, por exemplo: ~P = {x , O, O} (q
0

/2) e !p {x, O} (-q
0

) obter-

se-iam idinticas expressoes para o vetor de cargas consistentes do 

elemento (Qe). 
,, 

Portanto este elemento permite que seja construi-

do o vetor de cargas consistentes para um carregamento uniforme 

atuando sobre o mesmo. Para outros tipos de carregamento p(x,y) 

deve-se substituir o carregamento dado por outro estaticamente 

equivalente constituido por cargas concentradas aplicadas nos n6s 

do elemento. 

Sendo necessãrio definir o campo de deslocamentos 

apenas na fronteira do elemento, tal pode ser feito de uma manei

ra mais simples a partir dos polin;mios de interpolação de Hermi

te de primeira ordem para uma dimensão e de funçõesc,_de- in~erpol-a

ção lineares, de tal forma a assegurar a continuidade dos desloca 

mentas ~B na fronteira exigida pelos criterios de convergincia. 

A matriz ~B = ~ g ficarã portanto: 

(expressa para os quatro lados do elemento: AB, BC, CD e DA) 

Os parâmetros nodais gestão representados com o 

sentido positivo na fig. 4 
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z 

~ e t ··. qg 
11 

qi Ir 

e X 1 tq. Jf rq. 9• 

f1c,. ~ 

sendo g = {q 1 , q2, q3 , ... ,q 12 } onde a flecha w para o lado AB,por 

-exemplo, sera expresso por: 

(4.2.2) 

• 
HA 1(x), H02 (x), H11 (x) e H12 (x) sao os polin6mios de interpolaçio 

de Hermite, ou seja: 

Hol(x) = 1 - 3(x/a) 2 + 2(x/a) 3 

HÔ2(x) = 3 (x/a) 2 - 2 (x/a) 3 
·-~, 

Hll(x) = a [( x/a) - 2 (x/a) 2 + (x/a) 3J 

H12(x) = - a [(x/a) 2 - ( x/a) 3] 

As rotaç6es Sx e By serio expressas por 

de interpolaçio lineares. Para o lado AB tem-se 

funç6es 



quadro 1. 

ex= (1 - x/a)q 1 + (x/a) q4 

8y = (1 - x/a)q 2 + (x/a) q5 

40. 

Ficando a matriz L com o aspecto apresentado no 

A matriz Is= Rê+ ~P particulariz~da para um ele 

mento retangular e dada por: 

Mxy My -M -M xy X 

-M • -Mxy My e M y xy (4.2.4) 

-Q y Qx Qy -Q 
X 

lado AB lado BC lado CD lado DA 

Podendo, portanto, serem montadas as matrizes R e ~P como mostra 

o quadro 2·, 

Para determinação das matrizes G =J RT L dS e G_p = 
- s- -

= 15 ~! ~ dS e necessãrio efetuar uma integração ao longo do con-

ttirno do elemento. Tal e obtido por intermedio de uma soma de 

quatro integrais segundo os lados do elemento, ou seja: 

-Os termos da matriz. G estio explicitados na sub-ro 

tina GC cuja listagem encontra-se no, AP_ÉNDI.C_E: A matriz §p estã 
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indicada no quadro 3. 

As matrizes H = /A (~Tf1~ + yTf2Y) dA e Hp = 
= /A (~Tfl~P + YTf 2Yp + Í ~T ~) dA são obtidas por integração ao 

longo da ãrea do elemento tomando-se para fi• f 2 e Z as matrizes 

apresentadas em (3.2.13), (3.2.14) e (3.2.15) estando ~P dada no 

quadro 4 e~. explicitada nas sub-rotinas HMT e ISIBR apresentadas -~ 
no ·APtNDICE. - .- . 

Considera-se, para simplificar, que na matriz s = 

= {-~~+Isa L~ f8 dS} o vetor f8 das cargas prescritas no contor 

no seja idinticamente nulo, ficando a matriz S dada,simplêimente, 

por S 

Foram obtidos, dêste modo, tôdas as matrizes neces 

§~ para cada 

elemento, o que e feito diretamente no computado~ realizando os 

produtos matriciais indicados e a inversão da matriz H 

EXEMPLOS NUMtRICOS E RESULTADOS 

O exemplo usado para testar a validade do procedi

mento descrito nas seções anteriores foi o de uma placa quadrada 

simplesmente apoiada, isõtropa, homogenea, sob a ação de uma car

ga uniformemente distribuida q por unidade de ãrea. . o 

As condições de contõrno foram consideradas, anu~ 

lando-se a flecha e a rotação na direção tangente aos lados da 

placa. A terceira condição, que requer a anula~ão do momento fle 

tor normal ao contorno sõ pode ser satisfeita aproximadamente pe~c 

lo elemento desenvolvido. 
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Para comparar os resultados com os obtidos pela te! 

ria de Reissner (Ref. 13), calculou-se um parâmetro adimensional 

de flecha no centro da placa para vârias relações entre espessura 

e vao. Estes resultados, que apresentam excelentes concordâncias 

com a teoria, estão apresentados na tabela a seguir em que coloc~ 

ram-se tambem os resultados obtidos com um elemento baseado no mê 

todo dos deslocamentos,desenvolvido por Charles W. Pryor, Richard 

M. Barker e Daniel Frederick (Ref. 13). 

O aumento da deflexão devido ao efeito dà deforma

çao por esforço cortante para uma relação espessura/vão de 0,1 e 

da ordem de 4%. Para uma relação de 0,2 aumenta para 17%. 

COEFICIENTE ADIMENSIONAL a PARA A 

FLECHA NO CENTRO DA PLACA 

w = a 

E MÕdulo de Young 

a Vão 

h Espessura 
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VALORES DE 100 a 

h/a TEORIA TEORIA DE ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTO (Ref.13) HIBRIDO HIBRIDO HIBRIDO CLÃSSICA REISSNER {3x3) (4x4) {6x6) (6x6) 

0,01 4,437 4,439 4,445 4,441 4,439 4,423 

0,05 4,437 4,486 4°,490 4,481 4,486 4,469 

O, 1 O 4,437 4,632 4,636 4,634 4,633 4,612 

O, 15 4,437 4,876 4,883 4,881 4,878 4,852 

0,20 4,437 5,2)7 5,230 5,225 5,221 5,186 

0,25 4,437 5,656 5,676 5,668 5,662 5,617 

{Devido a simetria foi calculado apenas um quarto da placa,,'; ,co
,_~/ 

mo estã indicado na Fig. 5 que mostra a malha 3 x 3.) 

y 
' 

a. 
. ' 

a. 

' ' 

(H3) 

FIG. 5 
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3 - Elemento Retangular para Flexão de Placas Sandwich 

Como uma aplicação do elemento desenvolvido na sec 

çao anterior, pode-se aproveitar a formulação apresentada para a 

anâlise de placas sandwich. Para tal ê suficiente que seja adot! 

da para a energia complementar a expressão fornecida em (3.2.26), 

~ que na prâtica ê feito simplesmente tomando-se para as matrizes 

fl' f 2 e Z os valores dados em (3.2.27), (3.2.28) e (3.2.29). As 

demais matrizes são obtidas de maneira identica as do elemento an 

terior baseado na teoria de Reissner, resultando um elemento re

tangular para flexão de placas sandwich com um campo de momentos 

quadrâticos M assumido, possuindo como parâmetros nodais as rota-
- -

ções ex e By e a flecha w, tendo as primeiras uma variação linê~ 

,,-ar·_. e a segunda uma variação do JQ"graú ao 1 ongo dos lados do ele

mento. A tabela e a figura 6 indicam os resultados de um coefici 

ente adimensional para. a flecha no centro de uma placa''. s:a.ndwich 

quadrada simplesmente apoiada, com o parâmetro 

= 4 

onde a ê o vao da placa, G o mõdulo de rigidez transversal do nú

cleo, h a espessura do núcleo e D o mõdulo de rigidez a flexão da 

placa igual a Efh 2/2(1-v 2), sendo Ê o mõdulo de Young do material 

das faces e f a espessura das mesmas. 

Os resultados para diferentes malhas foram compar! 

dos com a solução analitica dada pela (Ref. 23) e com um elemento 
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semelhante porem com variação linear para flecha w ao longo dos 

lados, que foi desenvolvido por Pian (Ref. 8). 

M A L H A CXC = Dw /q a 4 se = M /q a 2 
o X O 

( 1 X 1 ) 0,00613 0,0526 

(2 X 2) 0,00599 0,0494 

(3 X 3) 0,00596 0,0485 

(4 X 4) 0,00594 0,0482 

(6 X 6) 0,00593 0,0480 

EXATO 0,00593 0,0479 Ref. (23) 

Devido a simetria a malha refere-se somente a um quarto 

da placa. 
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l 
' ' ' 0.001 ' ' ' ' ' ', t: ,.EME,..,roHi'eR1P0 

' ( P,M.,) ' ' ' ' ' ' ' --s ' ' ' cje1 
~ 

' 

ELE"Hf.lJTO Hi'eRIDo -' ' -(f>Ef"º l/,3) --- --0,00{, -- ·--..,_ 
1- - - --5 OLUC.Ãc EXATA (REF. 23) 

' 

.. 

a.' Gh = 4 
Ti ~D 

º· 005 
1 2. 

-~-{•:"." .... .,. ;- ~ . ..,_",_·.'""-à~~ :~r .. • .,.;,.,. •? ~- ~ ... : 

'NUMERO or n.EMENTOS POR SEMI-Vl\'O 

4 - Elementos Baseados na Teoria Clãssica para Flexão de Placas 

Serão desenvolvidos dois tipos de•elementos retang! ~-· 
lares, baseados na Teoria Clãssica para Flexão de Placas, em que 

ê desprezado o efeito da deformação devido ao esforço cortante: o 

primeiro com um campo linear e o segundo com um campo quadrãtico 

de momentos assumido . 
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4.1 - Elemento com campo de momentos linear 
\ 

Sejam os esforços resultantes por unidade de com-

primento, que atuam em uma placa com as direções positivas indic~ 

das na fig. 3, expressos por polinômios completos do primeiro 

grau em X e Y com parâmetros ê a determinar. Adotam-se, portanto 

as seguintes expressões para Me g que devem satisfazer as equa

ções de equil ibrio (3.1.2). 

onde: 

, 1 

p = o 

o 

V = 
o 

o 

o 

1 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

o 

o 

M = P S + ~p 

g = y ê + ~p 

y 

o 

o 

o 

o 

o 

X 

o 

o 

o 

X 

o 

o 

1 

o 

o 

y 

o 

o 

o y 

O -1 

o 

o 

X 

o 

1 O -1 

(4.4.1) 

A solução particular (~p e Ypl nao i possfvel de 

ser obtida a partir de expressões lineares assumidas para os mo -
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mentes, uma vez que a equaçao de equilibrio (3.2.3) ê de segunda 

ordem em relação aos mesmos. Desta forma ~P' tendo termos no mã

ximo de primeira ordem, ficaria indeterminada. Portanto deve-se 

-ter p(x,y} = O, sõ sendo admissivel para o elemento cargas conce~ 

tradas nos nos, devendo-se consequentemente substituir o carrega

mento distribuido ~(x,y) por outro constituido por cargas concen

tradas estãticamente equivalentes aplicadas nos nõs. 

A matriz !s• como jã foi visto, assume o seguinte 

aspecto para um elemento retangular: 

M MX -M -M xy xy X 

-M -M M M (4.4.2) y xy y xy 

-Q y Qx Qy -Q 
X 

lado AB lado BC lado CD lado DA 

A matriz dos deslocamentos no contorno ~Bê dada 

para um elemento baseado na Teoria Clãssica para Flexão de Placas 

por: 

aw aw 
~B = {- âx' - ãY' w} 

particularizada para cada um dos lados do mesmo. 

As matrizes G e §p podem ser calculadas de dois mo 

f d . d aw aw -dos di erentes: no primeiro a flecha w e as er,va as ãx e ãY sao 

consideradas separadamente, como foi apresentada no desenvolvimen 
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to dos elementos abordados nas seçoes anteriores; no segundo ob

serva-se que na Teoria Clãssica o momento torsor e estaticamente 

equivalente a um esforço cortante Vn distribuido ao longo do con-

torno. Desta forma teremos apenas o momento fletor e o es_forço 

cortante V como esforços atuantes na fronteira do elemento cor-. n 

respondendo 
aw lado (ãx ou 

aos deslocamentos constituidos pela derivada normal ao 

aw) e a flecha. TI Entretanto observa-se que desta ma-

neira são introduzidas forças concentradas nos quatro cantos do 

elemento. Para o caso de lados ortogonais os seus m~dulos sao 

iguais ao dobro do m~dulo do momento torsor atuante no canto con

siderado. O efeito destas fôrças deverã ser acrescentado ãs ma

trizes G e §p• 

Adotando-se daqui por diante este segundo modo de 

cãlculo das matrizes§ e §p• fica-se agora com !s = ~ ê + ~P dada 

por: 

-M { ,, M -M y y X 

(4.4.3) 
-V vx V -V y y X 

lado AB lado BC lado CD lado DA 

onde 

~ vx = Qx - av 
(4.4.4) 
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Podendo ser montada a matriz R como estã indicado 

no quadro 5. A matriz ~Pi identicamente nula devido a ~P e ~P 
, 

tambim o serem. 

As forças concentradas nos cantos do elemento se

rao dadas em mÕdulo por: 

IFAI = 2f33 

J F B 1 =-2f33 - 2af3 9 

!Fel = 2f33 + 2bf3 8 + 2af3 9 
(4.4.5) 

!Foi =-2f33 - 2bf38 

que multiplicadas pelos correspondentes valores de w resultam nos 

tirmos que devem ser adicionados i matriz _G. 

Define-se o campo de deslocamentos na fronteira do 

elemento com o auxilio dos polinômios de interpolação de Hermite 

de primeira ordem a uma dimensão para a flecha w e com funções de 

interpolaçio~ lineares para _a derivada normal ao contõrno, asseg! 
,. . 

rando-se desta forma a continúidade_ de deslocamentos na frontei-

ra entre dois elementos. 

A matriz ~B = ~ ~ ficarã portanto: 

awl 
- ãx ~ l 

wj 
lado BC 

-ª} a v i 

w 

lado CD 

"!} 
lado DA 

(4.4.6) 
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Os parâmetros nodais 9 estão representados com o 

sentido positivo na fig. 7 

(observa-se que os sentidos sao diferentes dos apresentados na fi 

gura 4) 

onde: 

(4.4.7) 

Sendo, por exemplo, a flecha para o lado AB expre~ 

sa por: 



52. 

onde H01 (x), H02 (x), H11 (x) e H12 (x) sao os polinômios de interp~ 

lação de Hermite apresentados em (4.2.3). 

A derivada normal ao lado AB deverã ser linear a 

fim de manter a continuidade de inclinação ao longo da fronteira 

entre dois elementos, ou seja: 

{l - x/a) (- q 2 ) + (x/a) ( - q5 ) 

Torna-se assim possivel construir a matriz L como 

estã indicado no quadro 6 e a matriz G = f RT L dS que encontras - -
explicitada na sub-rotina G9 do ~PENDIC[,onde.~jã foram adicionados 

. _. . ·..,._ ' . ; ·' 

os termos devido a efeito das forças concentradas nos cantos do 

elemento. 

A matriz H = /A PTC P_ dA (quadro 7) e obtida - -1 por 

integração ao longo da ãrea A do elemento, ·._ .. tomando-se para a ma

triz c1 a expressao dada em (3.2.13). 

Para construção da matriz Ke = GT H-l G e necessa 

rio a inversão da matriz H Tal poderia ser feito diretamente 

no computador mediante uma sub-rotina de inversão de matrizes da 

mesma forma como nos elementos desenvolvidos nas seções anterio -

res. Mas, considerando-se que do ponto de vista analitico a ma

triz H para este elemento e de fãcil inversão e que a inversão nu 

merica sempre implica em uma maior perda de tempo de computação 

para a montagem da matriz ~e, optou-se pela obtenção da inversa 

analiticamente, obtendo-se para H-l a matriz apresentada no qua -
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dro .a,. 

Foram obtidas, portanto, as matrizes§ e ~-l nece~ 

sãrifs para montagem da matriz Ke do elemento, o que ê feito dire ., 
tamente no computador. 

4.2 - Elemento com campo de momentos quadrãtico 

Os momentos são expressos neste elemento por poll 

nômios completos do segundo grau em X e Y com parâinetr§s ê a de

terminar de uma forma idêntica ao elemento baseado na Teoria· de 

Reissner desenvolvido na seçao 4.2. 

Sendo portanto as matrizes~. ~ e ê dadas em (4.2. 

l ).>,Para as matrizes ~P ~P foi adotada a mesma solução particu

lar da seéção 4.2. 

o campo de deslocamentos ~B porem sera tomado idên 

tico ao assumido para o elemento linear da seçao 4.4.1, de forma 

que a matriz L e a - mesma que estã apresentada no quadro ,'li. 

A matriz Is•~ ê + ~p dos esforços atuantes na 

fronteira do elemento serã construida de maneira anãloga ao ele-

mento linear, ou seja: 

-M~} MX My -M X 
) (4.4.8) 

-V vx vy -V y X 

lado AB lado BC lado CD lado DA 

Obtendo-se a partir dai as matrizes R e ~P como en 
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contra-se indicado no quadro 9. 

As forças concentradas nos cantos do elemento serao 

dadas em mÕdulo por: 

l 
1F 8 1 =-2fl 3 - 2afl 9 - 2ati 16 

!Fel = 2s 3 + 2bfl 8 + 2ati9 + 2abs 12 + 2abti 13 + 

+ 2a2fll6 + 2?2fl17 

(4.4.9) 

que multiplicadas pelos correspondentes valores de w resultam nos 

termos que devem ser adicionados a matriz§, e 

IFAI = o 

IF 8 1 = o 

!Fel = ab 
(4.4.10) 

qo 

!Foi = o 

que multiplicadas pelos correspondentes valores de w resultam nos 

termos que devem ser adicionados a matriz §p• 

As matrizes §p e G são obtidas por integração ao 

longo do contõrno do elemento dos produtos matriciais~! L e R L. 

A primeira encontra-se indicada no quadro 10 e a segunda estã ex-

plicitada na sub-rotina GU do APÊNDICE, onde jâ foram adicionados 
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os termos devido ao efeito das fôrças concentradas nos cantos do 

elemento dados em (4.4.9). 

Tomando-se para matriz fi a expressao dada em ( 3. 

2.13), podem-se construir as matrizes T 
~=!A~ fi~ dA e H = -P 

= JA.fTfl~P dA por integração ao longo da irea A do elemento, en-

contrando-se esta ultima indicada no quadro 11. 

Por razões anilogas as apresentadas para o elemen

to linear, optou-se pela inversão analitica da matriz H por um me 

todo de partição de matrizes. Para tal considerou-se a matriz H 

dividida em quatro sub-matrizes; 

H -
(17 X 17) 

C-~, ~-,.r:J 

se-a: 

w:-1 

(]7 X 17) 

onde: 

= 

= 

~11 
1 

~12 1 
1 
1 

( 11 X 11) 1 ( 11 X 6) 1 
1 {4.4.ll) --------------y--------------

T 
~12 ~22 

(6 X 1 1 ) { 6 X 6) 

Fazendo-se a mesma divisão para a matriz H-l obter 

~ 11 
(11 X 11) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~12 
(11 X 6) 

--------------,--------------
T 

~12 
(6 X 11) 

~22 
(6 X 6) 

(4.4.12) 
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!22 
T -1 -1 

= (~11 - ~12 ~11 ~12l (4.4.13) 

Obtendo-se a matriz inversa ~i~ analiticamente e 
.-. ._ . 

efetuando-se as operaçoes indicadas dentro do parintese da expre!~ 

sio (4.4.13)r~sultari uma matriz em banda de ficil inversio. Ob 

t~ve-se desta forma a sub-matriz B22 . As demais sub-matrizes{!ii 

e ~12 ) sio calculadas diretamente no computador mediante simples 

operações de multiplicaçio e adiçio matricial. 

~12 
-1 

~12 ~22 = - ~11 

~11 
-1 -1 T = ~ 11 - ~12(~11 ~12l 

A obtençio da inversa: da matriz~ pelo 

indicado e feiti~pela sub-rotina ~li do· ~PrNDICE 

(4.4.14) 

processo 

O vetor de cargas consistentes do elemento e dado 

por: 

onde: 

Assumindo-se, para simplificar, que !8 

,rf,,,. 

_ o~ o ve-

tor ge f1·cara- expresso por: 
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Desta forma foram obtidas todas as matrizes neces

sãrias para a montagem das matrizes ,~e e .~e o que ê feito direta

mente pelo computador. 

EXEMPLOS NUMÊRICOS - RESULTADOS 

Serio apresentados a seguir, dois tipos de placas 

retangulares que foram estudadas utilizando-se os elementos da 

secção 4.4. Os resultados são comparados com os obtidos pelo ele 

mento retangular desenvolvido por Zienkiewicz (ref. 2) por pos -

suir o mesmo numero de deslocamentos· nodais que os elementos hÍbri 
i -

do scapr e's'ª-ri'tados .e,por· estar i g ua 1 mente _ ba s ea·d o ·na Teoria :'C-1-á~s i ca"~ 
,.· .. -. .,r - - . ~ . •. ~ - -- . . ~ . ' 

,rà -FlexãoLde 0 P.fãcas. Resultados numêricos com_ este elemento P! 

ra vãrios casos de placas retangulares foram obtidos tambêm na 

tese de D.Se., COPPE, 1970 de Alcebiades Vasconcellos Filho (ref. 

20 ). 

PLACA 1: 

Tipo 

Carregamento 

Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro 

lados; isõtropa; homogênea; espessura constante. 

19 - Carga uniformemente distribuida q
0 

por uni 

dade de ãrea. 

29 ~ Carga concentrada P no ponto A, centro da 

placa. 

Placa analisada::Devido a simetria, foi analisada apenas um quar-

to da placa conforme indicado na figura a.. P! 



ra a malha 4 x 4. 

E= MÕdulo de Young 

v = Coeficiente de 
Poisson (0.3) 

y 
ti 

A 
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. . 

o. f,&, 8 

-
X 

Convergência São calculados valores de coeficientes adimensio

nais para a flecha w e~ momento fletor Mx no PO! 

to central A para ambos os carregamentos. 

CARGA UNIFORMEMENTE DISTRI8UIDA q
0 

COEFICIENTE e1 = w D/qo a4 

MALHA HIBRIDO HIBRIDO ZIENKIEWICZ VASCONCELLOS 
LINEAR QUADRÃTICO Ref. ( 2 ) Ref. ( 20 ) 

1 X 1 0,002844 0,003906 0,003446 0,00506 

2 X 2 0,003668 0,004052 0,003939 -
3 X 3 0,003890 0,004060 - 0,00418 

4 X 4 0,003966 0,004062 0,004033 -
5 X 5 0,004001 0,004062 - 0,00411 

6 X 6 0,004020 0,004062 0,004050 0,00409 

EXATO .Ref. ( 1 ) 0.004062 ' _., 

- ,/ ···- ' 
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COEFICIENTES= M /a 2q 
. X O 

MALHA HIBRIDO HIBRIDO VASCONCELLOS 
LINEAR QUADRATICO Ref. ( 20 ) 

l X l 0,04436 0,04905 0,0660 

2 X 2 0,04795 0,04827 -
3 X 3 0,04783 0,04806 0,0497 

4 X 4 0,04788 0,04798 -
5 X 5 0,04788 0,04795 0,0485 

6 X 6 0,04788 0,04793 0,0484 

EXATO Ref. ( l ) 0,0479 

CARGA CONCENTRADA P EM A 

COEFICIENTE a = w D/Pa 2 

MALHA HIBRIDO HIBRIDO ZIENKIEWICZ VASCONCELLOS 
LINEAR QUADRÃTICO Ref. ( 2 ) Ref. ( 20 ) 

l X l 0,01138 0,01045 0,01378 0,0138 

2 X 2 0,01187 0,01138 0,01233 -
3 X 3 0,01175 0,01151 - 0,0120 

4 X 4 0,01169 0,01155 0,01183 -
5 X 5 0,01166 0,01157 - 0,0118 

6 X 6 0,01164 0,01158 0,01172 0,0117 -

EXATO Ref. ( l ) 0,01160 



MALHA 

1 X 1 

2 X 2 

3 X 3 

4 X 4 

5 X 5 

6 X 6 

PLACA 2: 

Tipo 

Carregamentos 
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COEFICIENTES= Mx/P 

HIBRIDO HIBRIDO VASCONCELLOS 
LINEAR QUADRATICO Ref. ( 20 ) 

0,177 0,213 0,228 

0,239 0,289 -
0,278 0,331 0,337 

0,307 0,361 
.. -

0,330 0,384 0,389 

0,349 0,403 0,408 

Placa quadrada engastada nos quatro lados; isõtro 

pa; homogênea; espessura constante. 

lQ Carga uniformemente distribuida q
0 

por unidade 

de area. 

2Q Carga concentrada P no ponto A, centro da pla

ca. 

Placa analisada:Devido a simetria foi analisada apenas um quarto 

Convergência 

da placa 'conforme indicado na figura :8. para 

a malha 4 x 4. 

São calculados valores de coeficientes adimensio

na is para a flecha .e_m Ao_e o momento ·fl etô~ no Pº!!. 
_l 

to B, para ambos os carregamentos. 
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CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA q
0 

COEFICIENTE e1 = w D/q
0
a\ COEF. B = M /qa 2 

X 

MALHA HIBRID0 HIBRID0 ZIENKIEWICZ HIBRID0 HIBRID0 
LINEAR QUADRÃTIC0 Ref. ( 2 ) LINEAR QUADRÃTIC0 

1 X 1 0,00211 0,00134 0,00148 ,:___Q~Ql 77 -0,0481 

2 X 2 0,00124 0,00124 0,00140 -o -0·448 
·. ' . -0,0500 

3 X 3 0,00127 0,00126 - -0,0472 -0,0505 

4 X 4 0,00126 0,00126 0,00130 -0,0498 -0,0508 

5 X 5 0,00126 0,00126 - -0,0498 -0,0509 

6 X 6 0,00126 0,00126 0,00128 -0,0506 -0,0510 

' 
EXATO Ref. ( L ) 0,00126 - 0,0513 

CARGA CONCENTRADA P EM A 

COEFICIENTE e1 = w 0/Pa 2 C0EF. B = Mx/P 
MALHA HIBRID0 HIBRID0 ZIENKIEWICZ HIBRID0 HIBRID0 

LINEAR QUADRÃTIC0 Ref. ( 2 ) LINEAR QUADRÃTIC0 

1 X 1 0,00844 0,00534 0,00592 -0,0709 -0,1448 

2 X 2 0,00581 0,00535 0,00613 -0,1134 -0,1285 

3 X 3 0,00578 0,00550 - -0,1178 -0,1269 

4 X 4 0,00569 0,00555 0,00580 -0,1237 -0,1261 

5 X 5 0,00567 0,00557 - -0,1226 -0,1258 

6 X 6 0,00565 0,00559 0,00571 -0,1246 -0,1257 

EXATO Ref. ( 1 ) 0,00560 -0,1257 
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V - CONCLUSOES 

Os elementos desenvolvidos, através dos diversos 

resultados numericos obtidos, demonstraram uma excelente concor

dância com as soluções teoricamente exatas. 

Sendo a formulação dos mesmos feita em carâter bas 

tante geral, torna-se possivel o desenvolvimento de elementos com 

outras geometrias por exemplo, elementos triangulares,podendo des 

ta forma serem abordados problemas com contôrnos irregulares e 

não sucetíveis de serem representados por uma malha retangular 

Uma outra característica dos elementos híbridos es 

tâ ~a obtenção das tensões que atuam no seu interior. Uma vez 

que o campo de tensões, ao contrârio dos elementos desenvolvidos 

pelo metodo dos deslocamentos, e assumido ''a priori", torna-se 

possivel conhecer as tensões em qualquer ponto do mesmo a partir 

dos parâmetros ê determinados para cada elemento. Obtem-se assim 

os cinco esforços resultantes (Mx' My, Mxy' Qx e Qy) nos pontos 

em que se fizer necessârio. Da mesma maneira e possivel obterem

se as reações nos apoios da placa em estudo. As sub-rotinas que 

aparecem" nó APtNDICE- fornecem os esforços resultantes nos quatro 

cantos de cada elemento mas podem ser facilmente alteradas para 

fornecerem os esforços em qualquer outro ponto em que houver in

teresse. 

Um outro aspecto que deve ser salientado diz res-

peito as funções de interpolação adotadas para os deslocamentos 

(Sx, Sy e w) do elemento. Como foi visto na teoria, estes deslo-
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camentos so serao necessãrios na fronteira, podendo portanto se

rem expressos por funções de interpolação de uma dimensão. Mas se 

forem adotadas funções de interpolação vãlidas para todó o domi

nio do elemento serã possivel obterem-se matrizes de massa para 

os elementos e tornando possivel tambêm a anãlise de problemas di 

nâmicos. 

O estudo da convergência dos elementos hibridos com 

campo de tensões assumido foge ao escopo do presente trabalho, p~ 

dendo ser encontrado nas referências (10 e 11). 
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QUADRO 1 MATRIZ L 

LADO AB 

- (1-s) o o -s o o o o o o o o 
o - ( 1 -, ) o o -1; o o o o o o o 

(s-2s
2
+s
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LADO BC, 

o o o - ( 1-n) o o -n o o o o o 
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LADD DA 

- (l-n) o o o o o o o o -n o o 

o - (l-n} o o o o o o o o -n o 
o 2 3 2 3 o o o o o o o 2 3 . ~2 1 3 

( n- 2n + n ) b (l-3n +2n ) ( ~n +n )Ir·, · ( 3n -2ii ) 
'··' 

onde/; = x/a e Tl = y/b 



QUADRO 2 MATRIZ R 

LADO AB 
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QUADRO 3 MATRIZ 1P 

[o o o º ª~!e -~ _ a~p a~~ii 0 

QUADRO 4 MATRIZ ~p 

~p /A 
T 

dA + /A T dA + /A .!. pTz dA = ~ f1~P ~ S2~P 2 - -

/A 
T 

~ f1~p dA 

a 2b 2 . a2b3 a 3b 2 a3b3 a 3b 3 a4b2 2 4 12p {O o o o o o o o o ª: }(l+v) .'7"if"'" o -6- -6- -9- -9- -8-
Eh 3 

/A 
T 

~ f2~p dA 

a 2b ab 2 a2b ab 2 a3b 3 3 ab 3 a2b2 a2b2 
{O o o o o -2- -2- - -2- - -2- o o (-3- a~ )·(_a

3
b + -3-) -4- ---;r 

a 2b2 a2b2 - 2 
( 1 2 ) ( - e(l+v)h ) -~ - -rl 10 ~ 



/A 1 zTp 
"2' - -

dA 

ab 2 a 2b a 2b ab 2 ab 3 a 3b a 3b ab 3 a2b2 a2b2 2· -
{ab ab o o o o O} ( - !!_y.2_ )( ..!..L) -2- -2- -2- -2- -3- -3- -3- -3- -4- -r 10 Eh3 

QUADRO 5 MATRIZ R 

LADO AB 

[: -1 o o -x o o o :] o o o o o -1 o 

LADO BC 

D o o y o a o o :] o o o o 1 o -2 
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o . 



LADO DA 
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QUADRO 6 MATRIZ L 
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QUADRO 7 MATRIZ H 
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QUADRO 8 MATRIZ H-1 -
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QUADRO 9 MATRIZ R 

I : 
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·' 
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{:} 
Lado AB 

' o o o 

QUADRO 9 

{.:,} 
Lado BC 

QUADRO 10 

abp 
2 

a2bp 
1 2 

MATRIZ ~p 

{:.} 
Lado CD 

MATRIZ §p 

_ab 2p 
12 

QUADRO 11 MATRIZ ~p 

-abji 

T A matriz ~p e identica a matriz /A~ ~l~P dA do QUADRO 4. 

{:} 
Lado. DA 

2b
~ 

1 2 o 



LISTAGEM DAS SUB-ROTINAS EM LINGUAGEM FROTRAN 



Relacionam-se a seguir as sub-rotinas 

aos elementos desenvolvidos nos capitulos anteriores. 

78. 

referentes 

As sub-rotinas de nomes HIBR9, H9, 69 e TENS9 refe 

rem-se ao elemento linear apresentado na seção 4. 1; as de nomes 

HIBR8, Hll, GU e TENS5 referem-se ao elemento quadrãtico da seçao 

4.2; as de nomes HMT, GC, HIBRl, HFGF, ISIBR e TENS2 referem~se 

ao elemento de placa sandwich e ao elemento baseado na teoria de 

Reissner. 

INFORMAÇOES GERAIS SÕBRE PARAMETROS DE 

ENTRADA E SATDA DAS SUB-ROTINAS 

XE - Coordenadas dos nos dos elementos 

EE - MÕdulo de Young 

TU - Coeficiente de Poisson 

TH - Espessura do elemento homog~neo ou espessura das ~ce~~ de 
um elemento de placa sandwich 

SE - Matriz Ke 

T - Vetor Qe 

NCD Tndice O ou 1 (O se o elemento nao possui carga uniforme 
mente distribuída, l se o elemento possui carga ~niforme 
mente distribuída q

0
) 

QC - Valor da carga q
0 

G - Matriz G 

BETA - Vetor S 

P - Vetor dos termos independentes do sistema global de equa-
çoes 



S - Matriz das equaçoes do sistema global 

NE - Numero de· elementos da malha 

NNPE - Numero de nõs por elemento 

NEL - Incidência dos nõs para cada elemento 

NA Numero do nõ que possui um deslocamento prescrito 

NNDP - Numero de nõs com deslocamentos prescritos 

IA 

X 

y 

H 

HF 

GF 

- Direções prescritas para cada um dos nós relacionados 
NA 

- Abcissas dos nos da malha 

- Ordenadas dos nos da ma 1 ha 

- Matriz H 

- Matriz H -p 

- Matriz §p 

79 . 

em 

IS - Indice O ou l (O para o elemento de placa sandwich, l para 
o elemento baseado na teoria de Reissner) 

GCS - MÕdulo de elasticidade transversal G do material do núcleo 
de uma placa sandwich 

HCS - Espessura h dó nucleo de uma placa sandwich 



// FUR 
*LlST ~OUllCE PROGRAH 
•O~E WOKíl INIEGERS 
''EXHt!Dêr. PRcC IS I0°:-1 

SUBROUTl~E HIBR9 IXE,EE~TU,TH,Sb,DC,T,NCDI 
DlM:éNSlON XEI 6,21,SEI 12,1Zl ,Hl9,9l,Gl9, 12) ,GH( 12,9) ,Tl 121 

e 
C MONTAGEM DAS MAIMIZES KE E QE 
e 

N=9 
CALL H9 IXE,TU,Hl 
E=~!:,,<:TH**3/12. 
DO 10 1=1,N 
00 10 J=l,N 

10 Hll,Jl=Hll,Jl•E 
CALL G9(XE,G) 
DO 11 1=1, 12 
Oll li J=l,N 
GH( I ,.JJ-:,:.Q., 
OU ll KK~l,N 

11 GHI l,J l=GHI l,Jl+GIKK, l l*H(KK,J) 
00 l? l = l, 12 
DO 12 J = l, 12 
SUl,.Jl=O. 
DO l2 KK=l,N 

12 SE!l,Jl=SE(l,.Jl+GHI l,KKl*GIKK,Jl 
DC l 7 1 = l, l 2 

17 TI l l=O. 
!Fi,-ICDI 21,i<J,22 

22 AL=XEIZ,ll-~El\,ll 
BL=XEl3,2l-XEl2,2) 
Tl3l=OC*AL*BL*0.25 
Tl6l=Tl3l 
Tl'll=Tl3l 
1(121=1(3) 
\iP.ITEl5d00l 

200 ~O!MAT(// 1 VfíOR OE CARGA DO ELE~E~TO '//) 
WRITE(5,210l !TI I l, l=l, 12) 

210 FORMATl6El5.7l 
21 CllriT TNUE 

li DUP 
*STO!H: 
11 FOR 

RETURN 
Ei~D 

,iS U1\ HlllP.9 

*ONE WGRU INTEGERS 
•ExTENQEn PRfCJSIUN 
*LIST SUUJtCE PROGRAM 

SU!1ROUTINE HQ (XE,TU,HI 
DJMEMSli)N XEl8,2),ii{9,9) 

0 [ e 3 

80. 



e 
C CALCULO DA ~ATR[Z 1:,1vERSA DE H 
e 
C ALE UL LADOS A E 8 00. ELEMENTO 
e 

D=l.-TU**2 
Va=?..*( L+TU) 
/,L= :<e 1 2 ,1 l -X E I l, 1 1 
8L=XEl3,2)-XE12,2) 
1\=~L*GL 
ll=AL**Z*BL 
C=AL*BL**Z 

P=:1L**3*BL 
R=llL**3*AL 
00 3 l = 1 , 9 
CD 3 J=l,9 

3 Hll,Jl=O. 
H 1 1 , 11 = 7. / 1 O* A 1 
H l l, 2 1 =H I l, l l *TU 
Hll,4l=-6./ID*CI 
HI 1,Sl=-6.*TU/IO"-BI 
HI 1,01=-6./10*~1 
Hll,7l=-6.•TU/IO*Cl 
Hl2,21=Hll,ll 
H12,41=H(l,7l 
;-; I 2 , :, } .: H { l , ó ) 
H(2,6}=H(l,5) 
H{2,7)=H(l,4), 
H13,3l=7./IV:'A'I 
H13,31=-6./IV*CI 
H13,9l=-b./lV*Bl 
Hl•,41=12./IO*RI 
H{4,7l=Hf4,4)*TU 
H15,51=12./ID*PI 
H15,61=Hlo,Sl*TU 
Hl6,6l=H15,Sl 
HI 7,71=1114,41 
1113,81=12./IV*Rl 
l·!(•J,9)=12./(V*P) 
00 11 l = l, 9 
00 11 J = 1, 9 

ll H(J, ll=H(l,Jl, 
RETU'.{N 

// OIJP 
,:,5 TORE 
// FllR 

mo 

s,S UA H9 

•LIST SílURCf PROGRAM 
*ONE WOkü INlEGEilS 
*EXTEilDED PKEC!S[UN 

OEC3 
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e 

SUBMílUTINE G0 (XE,G) 
OIMENSION XE(8,21,Gl~,121 

C CALCULO DA MATRIZ G 
e 
C ALE BL LADOS A EH DO·ELEMENTO 
e 

AL=XEl2,1J-XE(l,ll 
DL=XE13,21-XEl2,2) 
A=AL/6. 
B=BL/6. 
A,=AL<'Al/6. 
B2=Bl~Bl/6. 
Oll 10 !=l,9 
DO 10 J=l, 12 

10 GI ! ,-Jl=O. 
Gl l, l J=-l1*3. 
GI 1,4J=B*3. 
Gll,7l=Gll,41 
Gll,lül=r;IJ,ll 
Gi2,2l=-A*3. 
G12,5J=r;t-Z,2J 
G(2,8)=-G·( 2,2.J 
(; ( 2 , l l J = G ( 2 , 8 J 
GD,31=2. 
G!3,6J=-2. 
GU,9J=2. 
Gí3,t2l=-2 .. 
c1,,, 1 J=-BZ 
GC4,4)=CZ :;., 
G!4,71=G(4,4[*2. 
G!4, 10J=-Gl4,7J 
Gl'.J,ZJ=-1\2 
GC5,5)=G(5,2l*2. 
G(5,f3)=-Gl5,5l 
G l '.l-, 11 l:.:: -G l 5, 2) 
GC6,2)=82/2. 
G(6,3J=-B*3. 
G16,4J=4l*DL/2. 
G(ó,5l=-G{6,2) 
G{6,f:,)=-G(ú,3l 
Gl6,7l=G(6,41 
Gl6,ül=Gl6,2J 
G(<J,9).:::G(-6,6) 
Gl6,lll=Gtl,,5J 
Gl6,l21=Gl6,3J 
GC7,1 l=/\2/Z. 
G17,3J=-A*3. 
C C 7, 4) = -G ( 7, l l 

G[7,ól=G(7,3l 
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// DUP 

G<7,7l=G(7,ll 
G<7,Bl=AL*P,L/2. 
G(7,91=-G17,ól 
G17, !Ol=G( 7,41 
G!7,lll=Gl7,81 
Gl7,12l=G17,9l 
G(8,21=G( 1,,ll 
Géll,31=BL 
G(IJ,5l=G(4,4l 
G(H,61=-BL 
G(3,P,l=G18,2l 
G!8,9l=G18,3l 
G(8,lll=G(8,5) 
G!8,121=G18,6l 
Gl9, 1 l=G( 5,2) 
G(9,3)=AL 
G(9, 1+l=G15,ll) 
Gl9,61=-AL 
G19,7l=G(9,ll 
Gl9,91=Gl9,3) 
G(g,lOl=G!9,'•l 
G(9,Vl=-AL 
KETURN -- -- --
[t,JD 

*STOKE
// FOR 

- WS UA G9 

~ONE hORíl INTEGERS 
*EXTENIJED PRECISION 
*LISI SOURCE PROGR~~. 

OEC3 

SUll'\íllJT IME TE'i'S1 ( XE, EE, TU, TH, BETA, P ,MEL,NE ,Ni!PE, X, Y, S,NCD,QC ,NA, 
*IA,NNIJP) 

c 

OIMENSION XE(ll,21,11(9,9l,&ETA(9l,G19,12),Pll501 ,Q(t2), 
''NEL( 100,41 ,X( 100),YI lOC) ,SI 150,33) ,V120l,XLl5l ,YLl51,Z(9l ,N0(4), 
''NAl 1,0l,IA140,31 

C CALCULO DOS PARAMETROS BETA, DOS ESFORCOS RESULTANTES E 
C DAS REACOES DE APOIO 
e 
C _ ALE BL LADOS A E R DO ELEMENTO 
e 

WR!TE(5,105J 
105 FURHATi////lOX'ESFORCOS RESULTANTES'///' ELEM 

*Y'l3X•MXY 1 12X'QX'l3X'QY'/) 
DG 800 KJ=l,NE 
O'.J 18 l=l,NN?[ 
.J•NELIKJ, II 
NIJ(í)-=J 
XEI I,ll=XIJ) 
XEI l,21=YLJ) 

NO '9X'MX 1 13X 1 M 

8~. 



OtJ•l-?l=Pl3*J-Zl 
QIJ•l-ll=Pl3*J-ll 
013*ll=Pt3•Jl 

18 CO,HINUE 
C4LL ll91XE,TU,11l 
E=::'EHH**3/ 12. 
DO 36 I=l,9 
DIJ 36 ,J=l,9 

36 HI 1,Jl=Hll,Jl•E 
CALL G'JIXE,Gl 
Oll 31 1=1,9 
Z(Il=O •. 
00 :H KK=l, 12 

Jl Zlll=Zlll+Gll,KKl*QIKK) 
Ol1 34 l=l,9 
BETA( I l=O. 
DO 34 KK=l,9 

34 8ETA(ll=~ETAl!l+!lll,KKl•ZtKKl 
00 2 2 1 = l, 9 

22 SIKJ,ll=HHAIII 
A=XEl2,ll-XEl1,ll 
O=XEl3,21-XE12,2l 
Xllll=O. 
XLl2l=A 
XLl3l=A 
XL{4);;(;. 

Yllll=Q. 
YL!2l=O. 
YLl3l=D 
YL14l=3 
00 4 I I = l , 1, 

:. ' 

VIS•I-t,)=[IET.\( ll+GcH,(t,)OYL( l l+GETA(6)0XLII) 
VI 5"1-3l=CUAI21 ,9cr1,1 5 l*XL 11 l +3ET4 l 7 l*Yl! 1 l 
V 1 ', * I -2 l =CU A 1 3 l • P,é' TA 1 8 l *YL ( 1 1 +f:.ET A ( 9 1 *XL ( I 1 
Vl5*l-ll=CETAl6l-BcfA(BI 
V 1 5 * 1 1 = n ETA 1 7 l -B ET /d 9 l 

41 CONTINUE 
DO 5 U l = l, 4 
HR IH 1 5 , l O 6 l K J , llíl I I 1 , V 1 5 * 1 - 4 l , V 1 5 ,, I - 3 l , V 1 5 '' 1 -2 l , V 1 5 * ! -1 l , V 1 5 * I l 

1·06 FORMAT(2X, 13,4X, l3,3X,5E15.4) 
5M CONflNUE 

80(1 co:-!TINlJE 
WfUTEIS,1201 

120 FORMAT(///lOX' REACOES DE APUIO'///' ELEM 

*ll 
llll 2 l=l,NE 
OU 2 IV=l ,NNOP 
DO 2 J=l ,iiNPE 
I F I i Li\ 1 1 V l - 'li: L 1 1 , J I l 2 , 3 , 2 

3 JFI !AI IV,3l l 2,',,2 

.NO 1 9X'VX 1 13X'VY' 
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4 V/4=51!,61-2.*Sll,81 
VY=Sll,71-2.*SI 1,91 

l 2 l 
\-il~ITE(5~ l2l l [ ,M/,l lV)1VX,VY 
FOMHATl2X,13,4X, 13,3X,2El5.7) 

2 Cll'-IT lilUE 
\iKITEI'>, LOOI 

100 FüsMAT (//' VI.LORES DOS PIMAMETAOS SETA 
,:, 1 ELEMENTO DETA l A BETA 9 

DO 29 KJ= 1, ME 

101 
29 

WRITi'(5,1011 KJ,(S(KJ,ll,[=l,91 
FDRHATl4X,!3,5X,9El2.41 
CONTINUE 
RE TURN 
END 

11 our 
*STORE 
// FOR 

WS UA TENS9 

<•LI Sl SOLIRCE PRIJ:;~.AM 
OU~E WORU INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 

OEC3 

SUbROUT!NE H!BN8 (XE,EE,TU,TH,SE,QC,T,NCD} 

· PARA CADA ELEMENTO'// 
'/) 

lJ I ME /'JS I ON X E ( B , 2 1 , SE 1 12 , 12 1 , 111 1 7, 11 1 , G I l 7, l 2 1 , G H ( 12 , l 7 1 , T( 12 ) 1 
CHF 11 7), GF I 12 1 

e 
C ~ONTAGEM DAS MATRIZES KE E OE 
e 

N=l7 
CAL!. Hll!Xl\_,,€E,TU,TH,H,HF,GF,NCD,QC) 
CUL GU ( XE-;; f;") 

D,) 11 1=1, 12 
00 11 J=l,N 
GH!l,Jl=O. 
OU 11 KK=l,M 

11 CHI 1,JJ=GH( l ,J l+G(KK, 1 l*HIKK,JI 
DO 12 1=1, 12 
Du 12 J=l,12 
~[[l,JJ=O. 
DO 12 KK=l,N 

12 SEI 1,J !=SEI 1,J l+Gl-111 ,KK l''GIKK,J 1 
IFU-ICDI 21,2.1,9 

21 CIJNTI NUE 
Díl 27 1=1, 12 

27 T 1 11 =O. 
GO TO 23 

9 l)[J l 7 l=l,12 
TIIJ=O. 
DO ló KK=l,N 

16 TI I I = T 1 1 I +r; H 1 1 , K K. I ''f-lF ( K K I 
17 Tlll=T!ll+GF!ll 

\!'<! íE(5,200) 
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200 FQRMATl// 1 VETOR D[ CARGI 00 ELEMENTO 1 //l 
l<,!Tr:l'i,2101 ·I ri li, !=1,121 

210 FORMAT(6El5.7) 
23 CQ;H!NUE 

// OIJP 
*STURE 
// FOR 

RErURN 
ENO 

\IS UA HIBR3 

OO~E WORO !NTEGEAS 
*EXT~NO[ü PR[C1S10N 
*L 15·1 SUIJRCE PRílGRAM 

OEC3 

SUBROUT!NE Hll(XE,EE,TU,TH,~,HF,GF,NCD,QC) 
DIMENSION XE(B,2),HI L7,17),F(6,6),Slll,6),HF(l7l,GFl12) 

e 
C CALCULO DA MATRIZ INVERSA DE H 
e 
C ALE BL LADOS A E B DO ELEMENTO 
e 

D•l.-TU**Z 
V=2.*( [.+TUI 
/,L=XE12,ll-XE( 1, li 
6L•XE(3,2l-XE(2,21 
A• ,\L *BL 
B=AL**Z*OL 
C•AL*BL**Z 

l'•AL**3*1lL 
R•BL**3*/\L 

e 
C MATIUZ Hll ,, 
e 

IJO 3 I • l, l 7 
DO 3 J=l,17 

3 11(1,Jl•O. 
11·1 l , 1 l • 1 l 2. - 5, * T U*T IJ 1 / ( D* A l 
Hll,21•17.*TUI/ID*AI 
HI l, 1+1=-(3é.-30,*TU*TUI/ID*Cl 
l·,11,51•-6.*TU/ID*BI 
Hll,61•-6./(D*B) 
Ili l,71=-6,*TU/(O*CI 
H12,2)=1111, ll 
Hl2,4)•HI l,7) 
HI 2, 5 )=-( 36.-30. *TIJ*TU 1 / 1 D*B) 
HIZ,ó)=H( 1,51 
Hl~,7)=-6./fO*Cl 
Hl3,3)=7,/IV*AI 
IH3,8J:::-6./(V*C) 
H 13,91 = -6. /IV,, B 1 
fil4,4)=(l92.-180.*Tll*TU)/ID*Rl 
H ( '•, 71 = ( l?.. *fU) / 1 D''R I 
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IH 5,:.il=I l<J2.-180.t:TU,~Tlll/lO*Pl 
H(5,61•(12.*TUl/(DOPJ 
11(6,1.,1•12./(l.l*PI 
H(7,71=JZ./(OORJ 
H ( 8, !J 1 • 12. / ( V <'R J 
H(9,91•17./(VOPJ 
H(l,101=30./R 
HCZ,11)=3Q./P 
H(4,lül=-180./(RLORJ 
Ili 5, 11 l•-180./ ( P*AL I 
H( 10,101•180./(R*BL**ZI 
H( ll, ll l•lP,Q./(P01\l**ZI 
DO 11 l • 1, 11 
DLJ 11 J • l, 11 

ll IILJ,ll•Hll,JI 
l)[J ,, l,•l ,6 
DO 4 J=l,6 

1,F(l,Jl•O. 
VIJ=V*ll''C/ 144. 
VA•P*AL*Al*D/180.+VB 
VC=R*RL*BL*D/190.+V9 
DE T-= V A* vc-ve. *V B 
F( l, 1 l=VC/DET 
FI 1,21=-VB/DET 
FIZ, l l•FI 1,21 
F12,21=V.M.LJET 
Fl3,31=144./IB*C*DI 
F13,41=F(3,3l*TU 
F(',,.ll•F(3,4l', 
H 1,, 41 •F 13, 3 l 
F(o,51•1HO./(V*Al**5*Bll 
F(6,6l=!BO./(V*ALORL0051 
Dll 5 I • l, 1 l 
1)0 5 J • 1, 6 

:, S(I,,IJ=O. 
Sll,IJ=-Al*Al/6. 
S11,21=-RL•nL•TU/6. 
SI L,31•-AL<'RL/4. 
5(2,ll•-•L*AL*TU/6. 
~(2,Zl:-ilL*UL/6. 
S(Z,41=-Al*BL/4. 
S13, l l=S( 2,'il 
S( 3,21·•S12,41 
S( 1t,2)-=RL*TU 
S1 1,,:ll=,\l/2. 
S<5,ll=AL•ru 
·5(5,,,)•íll/2. 
SC6,1)-=!\l 
5(6,3)=5('5,4-) 
5(7,21=/.ll 
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S{7, 1-t)=S( 1t,3J 
SIB, l l=St4,3l 
518,2)=51'+,3) 
Sl'J,ll=S15,4l 
5(9,21=515,41 
St iO,Zl=-Tll 
Stll.11=-TU 
S13,5)=-AL*AL/6. 
513,bl=-BL*BL/6. 
Slíl,6l=RL 
S19,51=AL 
DO 6 I = 1, 11 
DO 6 J=l,6 
L=J+ll 
Hl!,Ll=O. 
DO 9 ~.K=l,6 

'I HI 1,Ll=l-111,LJ-Sl !,KKl*FIKK,Jl 
6 HIL,l J=HI !,LI 

DO 7 l=l, li 
00 7 J = 1, 11 
DO 7 KK=Í,6 
L=KK+lI 

7 IH 1,Jl=HI l,Jl-HI 1 ,Ll*SIJ,KKl 
00 8 1=1,6 
1-'=!+ll 
DO 8 J=l,6 
L=J+ll 

Ll HU·!,L)=F{l,J)· 
E=EE*TH**3/ t2, 
OIJ 1 O I = l, 11 
00 l O J = 1, l 7 

10 HI I,Jl=H( !,Jl*E 
c 
C CALCULO DA MATRIZ HP 
c 
C CALCULO OA MATRIZ GP 
c ºº ,,z 1 = 1,17 

42 HH 1 )=O. 
CD Vi !=1,12 

15 GFIIl=O. 
IFINCOI 52,52, 17 

l 7 C0 11JT I NUE 
E IV= ()C '' I l. +TIJ 1 *! 2. / 1 El:"l H*'' 3 l 
HF13l=A•~•EIV•0.25 
HFIBl=A*l*BLOFJV/6. 
HFIJl=A*A*AL*EIV/6. 
liFl12l=A**3*FlV/9. 
HFl13J=!IF{ 12) 
HF(l6l=P*A*EIV/8. 

88-



HFI 171=k''A*EIV/8. 
GFl5)=-C•Qctl2. 
GFl&)=,\*OC/2. 
GF17l=B•OC/l2. 
GF18l=-GF15l 
GF(l0l=-GF(7) 
GFI l2l=GF(6l 

52 Cü;-HlNUE 
RETURN 

END 
// OUP 
*STORE WS UA Hll 
// FOR 
*LlST SOURCE PROGRAM 
•DNE WORD !NTEGERS 
*EXTENOED PREC!SION 

e 

SUHROUT!NE GU (XE,Gl 
D!MENS!ml XE(8,2l,G(17,12l 

C CALCULO DA MATRIZ G 
e 

OEC3 

e AL E RL LADos- A E B DO ELEMl:NTO 

e 
AL=XE(2, ll-XE( l, ll 
GL=XE13,2l-XE12,2l 
A=,IL/6. 
G=BL/ó. 
AZ=AL*AL/ó. 
P.2=BL*BL/6.-;.', 
DO 10 l=l,11 
DO liJ .J=l, 12 

10 Gll,Jl=O. 
(;(1,ll=-8*3. 
(;( l , 1tl~B~:3. 
G(l,7)-=GC1, 1t) 

G(l,lOl=Gll,ll 
G(L,ZJ=-- 1\*3. 
G12,5J=G(2,2l 
Glí~,81=-G(Z,2) 
G12,lll=Gl2,8l 
GIJ,31=2. 
G13,6l=-2. 
G(3,9l=2 .. 
Gl3,l2):.-2 .. 
Gl't,ll=-G2 
\J(!i , 1+ l ::B2 
Gl4,7Je:G(t+,41*2. 
Gl4,10l=-G(4,7l 
GIS,21=-,\2 
G15,5l=G15,21*2. 
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G!'.J,H)=-G(5,~>l 
G15,lll=-G(5,21 
GIG,21=52/2. 
G(&,3)=-R*3. 
G16,4l=AL*BL/2. 
Gl6,51=-G16,21 
Glh,61=-G16,3l 
G{G,7l=G(6,'t) 
Gl6,8l=Gl6,21 
Gl6,9)=G(6,6l 
Gl6,lll=G16,51 
Gl6,121=Gló,3l 
G17,ll=A2/2. 
G17.,3l=-A•3. 
Gl7,41=-G17,ll 
G17,61=Gl7,31 
G17,7J=Gl7,ll 
G17,8l=AL*BL/2. 
G17,91=-G17,61 
G17, !Ol=GI 7,4) 
G 1 7 , l 1 1 =·G 1 7 , 8 l 
Gl7,12l=G17,9l 
G(8,21=G(4,1) 
G(6,3)=eL 
G{8,5)=G(4,4l 
GI 8,61=-BL 
G(B,8l=S18,2l 
f,18,CJl=Gl8,31 
G18,lll=Gl81 61 
GIB,12l=G(8;°6'1 
G(·7,ll=G(5,21 
Gl9,3l=AL 
G(9,4l=G15,lll 
G IJ, 6 1 =-AL 
G19,71=G19,ll 
Gt9,9)=G(9,3l 
G{7,10l=Gl9,4) 
G19,121=-AL 
C=AL**3/12. 
ü=BL**31l2. 
Afl= '.L *AL '<llL /6. 
BA=Bl*lll*AL/6. 
Gll0,11=-D 
Gt lG,4)=0 
GI lG,71=GI 10, 1,1*3. 
GI lü, 101=-GI 10,71 
Glll,2l=-C 
G(ll,5)=G(ll,2)*3. 
G(ll,81=-G{ll,Sl 
Glil,lll=-Glll,21 
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// OUP 

G! l2,4l•AB*3. 
G! 12,7l=/l!l*2. 
Gll2,9l=AL*8L 
G!lZ,10)=/\U , 
G! 12,12)=-•.;( 12,91 
G!J3,5l=BA 
G ! 13, 6 l =G ! 12, 12 l 
G! 13,8)=8/\*2. 
Gl 13t9l=Gí 12,9) 
G( 13, ll l•BA*3. 
G! l 1t,2l=lll**3/J0. 
G!14,3l=-3.*BL*BL/20. 
G( 11t, 1tJ,:;:BA 
G! 14,51=-G! 14, 21 
G!14,6l=-G!14,3l 
G! l4,7l=BA•2. 
G! l4,8l•BL**3./Z0. 
G!14,9)=7.*Bl*BL/20. 
G! l't,ll l=-G! 14,81 
G! 14, 121=-C,! 14,9) 
Gl15,ll=AL**3/30. 
G!l5,3'l=-3.*AL*AL/20. 
GI 15,4l=-AL**3/2CJ. 
G! 15,6l=-7.*4L*AL/20. 
G! 15,7)=-G( 15,4) 
G! 15,8l=A8*2. - , 
G! 15,91=-GI 15,6) 
G! 1;, l0l=-G! 1,, l) 
GI 15,lll=/\B 
G!l5,12l==~l15,3l 
G! 16,ll=-2.*6L**3/!5. 
G!l6,3l=3.*AL**2/5. 
G! L6,4)=Al**3l5. 
G!l6,6l=-3.*AL**2/5. 
G! ló,71=-G! 16, 1,l 

G! ló,91=-G! 16,6) 
G!l6,1Cl=-G{16,ll 
G(16,12l=-Gll6,3} 
G! l 7,2 l=-2.*PL<0 *3/l5. 
G!l7,3l•3.<BL*02/5. 
G( l7,51=2.'-"BL"''*3/15. 
G!)7,6l=-G( 17,3) 
G!l7,8l=-BL**3/5., 
G!17,9l=J.*8l**Z/5. 
G( 17,11 l=-G( 17,8) 
G! 17, 121=-G! 17,9) 
RETURN 
ENIJ 

•STORE WS UI\ GU 
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// FOR 
*O~E WORO lNTEGERS 
•EXTE~DEO PHECISION 
•LISI SOURCE PROGRAM 

** SUBKOUTINE TE:~S5fXE,EE,~U 1 TH,BETA,P,NEL,NE,NNPE,X,Y,S,NCD,QC, 

e 

C_ 1-JNDP,N·\, IAl 
01,~ENS!ON XE13,2),1!{17,17l,BEH(l7l,G{l7,12l,Pll47),Q{l2l, 

•na 1 50, '< l , X ( 5 .) 1 , Y l 50 l , S 1 14 7, 27 l , V 1 2 ü l , XL 151 , YL_ l 51 1 Z ( l 71 , NO ( 4 l , 
*Hf{l7),GF{l2),NA(40),IA(40,3l 

e CALCULO aos PARAMETROS BETA, DOS ESFORCO$ RESULTANTES E 
C DAS REACOES DE APOIO 
e 
C ALE BL LADOS A E B DO ELEMENTO 

e 
WRITE(5,1051 

105 FO~MAT(////lOX'ESFORCDS RESULTANTES'///' ELEM 
1,,:y • 13 X I MXY I l 2X I QX' l JX' QY • / 1 

ri= 1 7 
KKl=l 
DO 800 K.J=l,NE 
DO 18 I=t,rmPE 
J=NEL! KJ, l 1 
NOI l l=J 
XEI I ,ll=X!Jl 
XEll,2l=Y(J) 
0(3*!-2l=Pf3*,J-21 
Ql3*l-ll=Pt3•J-ll 
Ql 3*! l=P( 3*J I 

; ' 16 CONTlNVE ~, 
CALL HlllXE,ÊE,TU,TH,H,HF,GF,NCO,QC) 
C,\LL GU lXE,GI 
DO 31 I = 1, 1-l 
Zl [ l=C. 
OD 31 KK=l,12 

31 Zl ll=Zl ll+G( l,KKl*QlKKI 
!FINCO) ~l,51,52 

52 00 53· l=l ,N 
53 Zlll=Zlll-HF(ll 
51 COiH!!'lUE 

DO 34 l=l,M 
RETA(I)=O. 
DO 34 KK= l, N 

34 BETA! [ )=BEH! I )+li( l ,KKlOZ(KKl 
DO 2 2 I = l, M 

22 SIKJ, [)=BETA( 1 l 
/1=XE(Z,ll-XEll,l) 
B=Xlêl3,2l-XEl 2,2) 
XLl ll=G. 

NO '9X'MX'l3X'M 
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XLl2)=,\ 
XLl3l=A 
XLl4l=O, 
XLl5l=A/2. 

YUll=O. 
YLl2l=O. 
YLl31=H 
YLl4)=B 
YLl5l=B/2. 
DO 1~1 .1=1,4 
Vl5•1-4l=BETAlll+RETA(41*YLlll+BETAl6)0XL(l)+BETA(lO)*YLlll**2+ 

C BETA 1 12 ) •XLI l l * * 2 +CE TA 1 14 l'' XL I l l *YL I I 1 
VIS*l-3l=BETA(21+HETA(51*XL( ll+~ETA(71•YL(ll+BETA(lll*XL(ll**2+ 

CllETA( 15l*XL( li *YLI l l+BETA( ~31*YLI I l**2 
Vl5*1-2l=BETAl31+RETA18l*YLI ll+BETA19l*XL(ll+IBETAl121+BETAl13ll 

c•xll l l *YLI l l +BETA l ló 1 *XL I l l **Z+BET 1,117 l *YLI I) **2 
V(5*1-ll=BETA16l-BETAl8)+Xllll*BETAll2l-Xllll*BETA(l3l+Yl(ll* 

CllEHd 14)-z.,,vu l l*BET,\1171 
V 1 5 * l l = 8 ETA 1 7 l -il ET /li 9 l +Yl ( I 1 *B UAI l 3 l -Yl 1 1 l *BETA 112 l + X LI I l * 

CBE14115L-2.•XL1ll*BETAl16l 
41 cu~n INUE 

DO 5 8 I = 1, 4 
WRITE15, l06l KJ,110( I l,l/(5*l- 1tl ,V15•I-31,Vl5*1-2l ,V(5*I-ll ,V(5*1l 

106 FOKMAT(2X, I3,4X, 13,3X,5El5,4) 
58 CU'ff I NIJE 

800 COMT!r~uE 
WKIT~(5,120) 

120 FORMATl/lllOX' REA~OES DE APOIO'///' ELEM NO 1 9X 1 VX'l3X'VY' 
*') \,, 

DO 2 [ = I, NE ' 
DO 2 IV=l ,l~NDP 
DO 2 J=l,mJPE 
JF(~AIIVI-NEL( l,JI) 1,3,Z 

J IFI IA( !V,3l l 2,4,2 
4 VX =S 1 'I , 6 l -2. *S I I , 3 l -2. * S l 1 , 13 1 * XLI J l + YLI J l *SI I , 14 l -4. *YLI J l *S l I, 17 

Cl 
VY =S ( 1 , 7 1 -2. *SI l , 9 1 -2. ''Yl I J l •S ( l , 12 l + XL l J l * S ( I , l 5 l -4. *XL I J l * 

CSII,l6l 
WRITEl5,12ll l,N~l [Vl,1/X,VY 

121 FrJRMATl2X,!3,4X 1 l3,3X,2El5.71 
2 co:HJNUE 

RETU«N. 
E;m 

li OUP 
•STORE ~S UA TENS5 GEC3 
li FOR 
*LIST SOURCE PRQGRIM 
•EXTENDED PRECISION 
*O:-Jt WOº.D PJTESERS 

sueROUTINE H~TIXE,TU,H) 
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OIMENS!UN XEl8,2l ,H( 17, 17! 
e 
C CALCULO DA MITRIZ H (PARCELA DEVIDO A FLEXAD) 
e 
C ALE BL LADOS A E R DQ ELEMENTO 
c 

AL=XEIZ,1)-XEI l,ll 
BL=XEl3,2)-Xf:12,2l 
A2=11L*AL*BL/2. 
CZ=AL*BL*BL/2. 
A 3 = :\L ** 3<•R L/ 3. 
B 3= ,\L ''BL ** 3/ 3. 
V=( l.+TUl*Z. 
A8=(AL*Bll**2/4. 
N=l7 
00 2 l=l,N 
Dll 2 J= 1, N 

2 Hll,Jl=D. 
Hll,l ),=AL*BL 
H(l,2!=-Hll,ll*TU 
H ( 2, 2 l = IH l , l) 
H( l,3)=H( l,ll*V 
H( l,41=L12 
H(2,4l=-H( 1, 1,l*TU 
H(2,5l=A2 
HI l,5l=-H(2 1 5l*TU 
Hll,ól=Hl2,5) 
H(Z,ó:.=cHí 1,~} 
li{ l,7l=Hl2,4) 
HIZ,71=11(1,~I 
Hl3,0l=B2*V·{' 
HD,9)=A2«V 
Hl4,4)=83 
Hlt+,51=-AB*TIJ 
Hl4,6)=/\3 
H(4,7)=-H(4,4l*TU 
H(5,5)=A3 
f·i(5,6)=-H(5,5l*TU 
H15,7)=A8 
H(l.,6)=Hl5,5) 
11(6.7)=H(4,5) 
H(7,7)=H(4,4) 
H(>J,O)=B3*V 
H18,9l=AO*V .. 
H(9,'.'J=A3*V 
H( l, 10)=83 
H(2,101=-B3*TU 
H( l, l l )=-A3*TU 
Hl2,l!)=/,3 
Hll,12)=A3 
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H ( 2, 12 I =H ( l , l l I 
t-<(l,13

1
l=HIZ,10l 

Hl2,l31=Hll,l01 
lil 1, 141=,\B 
Hl2,141=-AB*TU 
til l,15l=H12,1 11l 
Hf2,l5)=i\B 
IH 3112 )=1\B*V 
H13,131=AB*V 
A6=AL**3•BL**2/6. 
86=AL**2*RL**3/6. 
A4= ,\L * ,,4 *RL/ 4. 
l3 tt= .4.L * GL **4 / 1+. 
A5=AL**5*RL/5. 
t,5=AL'*2.L**5l5. 
A9=(Al*HLJ**3/9. 
AB=AL**4*CL**2/8. 
H8=AL**2*BL**4/8.· 
H(4, 101=84 
Hl4,lll=-A6*TU 
Hl"t,12)=:\6 
H 14, l 31 =-B4*TU-· 
Hl 1,, 141 =86 
1114, l51=-B6*TU 
Hl5,101=-R6*TU 
H(5,ll)=A 1t. 

HCS,12i=-Â4:.::TU 
Hl'>,131=86 
Hl'.i,141=-Ab*Hl 
H( 1), l5}=A6 .... • 

H{ú,10 ):::.86 
H(6, lll=-A 110TU 
Ht6,12l=A 1t 

H(.'t,l31=-B6*TU 
Hl6,14J=A6 
1111,. 151=-A6*TU 
1· 1 ( 7 , 1 O J = -íl 4 *TU 
Hl7,lll=A6 
1117,l21=-.~6*TU 
HI7,13)=P.I+ 
li( /,141=-B6*TU 
H17,15)=B6 
H(8,l2l=l-l6t,.:V · 
H(8,l3l=Hl8,l21 
H(9,l2J=,\6*V 
H('l, l31=H(9, 121 
H( lO,lOl=B5 
H( 10, ll l=-l,9*TU 
H(l:J,12J=A9 
ltl 10, 13 l=-H5*TU 
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H(l0,l't)•B8 
H(l0,151•-BB*TU 
H( ll, ll l•A5 
Hlll,121•-AS*TU 
H(ll,13J•A9 
H(ll,14)•-A8,'TIJ 
H(ll,15l•A8 
H< 12, 121==/\5+ 1

/ 1:t/\9 
Hll2,13l•-A9*TU+V*A9 
H( 12, 14l•A8 
Hl12,15l•-AB*TU 
Hl13,13l•B5+A9*V 
H( 13, 14 l •-BS*TlJ 
H( 13, 15)•88 
Hll4,l4l•A9 
Hl l4,15l•-A9*TU 
Hll5,15l•A9 
Hl 3, l6l•A3*V 
HlJ,l7l•B3*V 
Hl8,l6l•.~6*V 
Hl 3,171 •84*V 
Hl9, l6l•A4*V, ___ _ 
HlY,17l•B6*V 
H( 12, 16l•A8*V 
HllZ,17)•88*1/ 
Hl 13,16l•A8*V 
:H l.1,171=CU~'./ 
Hl ló, l6)•A5*V 
H( 16, l 7)•A9,*V 
H l 1 7, l 7 l • B 5~*,lf 
OfJ 3 l•l,N • 
DO 3 J•l,N 

3HlJ,ll•H(l,Jl 
RETUR~J 
ENO 

11 OUP 
<S TORE WS UA HM T 

,li FGll 
*LIST SOURCE PRDGRAH 
*UNE WORD INTEGERS 
*EXTENOEO PRECIS!ON 

•• 
SUBROUTINE GC !XE,G'J, 
D I ~ rn S l ON X E ! 8 , 2 1 , G l 1 7 , 12 l 

c 
C CALCULO DA MATRIZ G 
c 

OEC3 

C ALE BL LADOS A E B DO ELEMENTO 
e 

1,L•.<1:lZ,ll-Xf:( 1, ll 
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HL=XEl3,2l-XEl2,21 
A=,\L/6. 
B=íll/6. 
AZ=AL*AL/6. 
02=RL*ÓL/6. 
0() 10 l=l, 17 
DO 10 J=l, 12 

10 1;11,.11=0. 
Gll,11= 5*3. 
G{ 1,'d=-0*3. 
GI l,7l= GI 1,4! 
Gll,lOl=Gll,11 
GIZ,21= A*3. 
G 1.2, 5 l =G ( 2, 2 1 
G12,81=-G12,2l 
GI 2, 11 l=GI 2,8! 
GI 3, l l=G( 2 ,81 
GI 3,2J=GI 1, 71 
GI 3,41=GI 3, 11 
Gl3,51=GI 1,101 
GIJ,71=Gl2,21 
G13,81=C(3,'51 
Gl3,JOl=G13,71 
G13, ll l=G13,2l 
Gl4,ll= sz· 
G14,4l=-~2 
G(4,7)= G{4,4)*2. 
Gl4, l0l=-Gl4,7l 
Gí5,21=A2~•, 
Gl5,ol=G15,21*2. 
G15,81=-Gl5,51 
G{5,11J=-G15,2) 
G(ú,21=-C2/2. 
Gl6,31=-ll*3. 
Gi6,~l=-AL*RL/2. 
G16,5l=-Gl6,21 
Glti,6)::;:-G(6,31 
Gl6,7l=G{6,4) 
Gl6,8l=Gl6,2l 
G(6,9)-=G(6,6) 
G16,~.ll=G(6,5) 
GIi,, l2l=Gl6,3l 
GI 7, l l=-AZ/2. 
Gl7,3J=-/,*3. 
GI 7, 1-tl=-G17, ll 
G17,h}=r.{7,3l 
Gl7.,71d,17, ll 
G 1 7, 8 1 = - 1\ L <• lll U. 
G17,ry)=-Gl7,6l 
Gl 7, 10 l :;:C( 7, 1t l 
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G(7,lll=G17,f!J 
G 1 7, l 2 1 =G 1 7, 9 1 
GlfJ,2)=-B2/2. 
GIH,31=P.L/2. 
GCB,S)=-G(ü,2l 
Gl>;,61=-G18,11 
Gl>l,71=-Gló,4) 
GIR,9l=5.*BL*BL/l2. 
G18,9l=Gl8,6l 
Gl8,101=G18,7l 
G I g, l l 1 = -G 1 8, 8 l 
G('.J,121=-GIS,9) 
Gl'l,ll= Gl7,ll 
G ( 9, 3 l =-G 1 7, 3 l 
GIY,4)=-5.•AL*AL/12. 
[;('J,5l=G18,7) 
G19,6}=G19,3) 
G19,7l=-G19, 1tl 
G19,íl)=G19,5l 
GC9,9)=-G(9,6l 
G(9,10l=-Gi9,ll 
Gl'J,121;G19,9l 
C=AL**3/1Z. -- -
LJ=[il*<<J/12. 
AB=1\L*AL*BL/6. 
SA=íll*lll*AL/6. 
Gll0,ll= D 
G( 10,4)=-0 
G( 10,7l=GI 10, 1tl•3. 
GI l0, 101=-l,:J'].0,7) 
G ( l l , 2 l = C ·• 
GI 1 l,5l=GI ll,21*3. 
Glll,8l=-GI 11,5) 
GI ll,lll=-Glll,2l 
G{ 12,l-t}=-AA*.3• 
Gl12,Sl=AL*CL*BL/4. 
GI 12,6)= GIB,7l 
Gl12,7l=-,\8/2. 
G( 12,Bl=GI 12,Sl 
G( 12,l0l=-GI 12,7) 
G < 12, 12) =-G C 1?. , 6) 
GI 1J,5l=8A/2. 
G(13,&l=G17,lll 
Gt 13,7)=AL*AL*BL/4. 
G{ 13,B l=-G{ 13, 5 l 
GI 13, lul=Gl-13, 71 
'.;{ 13, ll l=-BA*3. 

Gt !3,121=-Gt l3,6) 
Gt l4,2l=-fll**3/3•J. 
Gt 14, 31=-3.H,l.*HL/20. 
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// OUP 
,,srnRE 
// FOR 

G(J 1.,4l=-Gt\ 
GI tt,.,5)=-GC 11t,2l 
GI 1'1,61=-G( 14-,31 
Gl 14, 7 l=-BA*2• 
Gll4,81=-BL**3./2O. 
Gl14,9)=7.*AL*8L/20. 
G{l4, ll)=-Gt l't,81 
G( 14,121=-G( 14,91 
G ( l 5, 1} =-ALi;'ct:3/30. 
Gl15,31=-3.*AL*AL/2O. 
G(l5,41= AL**3/2O. 
Gl 15,61=-7.*AL*AL/2O. 
GC l5,7l=-G( 15,41 
G(15,81=-AB*2. 
G( 15,91=-G( 15,61 
G( 15, 1O)=-G( 15, 11 
Gll5,lll=-A8 
l~l 15, 121=-GI 15,3) 
G(16,ll=-C/5. 
Gll6,3l;3.•AL*AL/10. 
G( l6,4l=-7.*AL**3/ZO. 
Gl16,51=All<•3. 
Gl 16,61=7.*1\L*.~L/lO. 
Gll6,7l=-Gl!6,4l 
G{ló,8l=G(lt.),'S) __ _ 
Gl lG,91=-Gl 16,6) 
Gll6,lO1=-Gll6,ll ... 
Gl 16, 12 l=-G-'t1t,,3l 
Gl 17,21=-D/5, 
Gll7,3l=3,*GL*8L/1O. 
Gl 17,5)=-Gl 17,21 
G ( 1 7, ó 1 = -G l 1 7, 3 J 
G(17,7)=8A*.3• 
G(l7,Rl=7.*BL**3/2O. 
Gl 17,91=-7.*BL*BL/1O. 
Gli7,lOl=Cl17,7l 
G l l 7, 111 =-G ( l 7, 8 l 
Gl 17,121=-Gl 17,91 
!-1,ETURN 
E'W 

115 UA GC 

*LISf SOlJRC:E PROGRAM 
*ONE ¼ORD INTECERS 
*EXfEPIGED PRECISION 

D l' e 3 

SUriROUTINE H1BQ1 IXE,EE,TU,TH,SE,QC,T,~CD,IS,GCS,HCS,KKl) 
DHêNSirlN Xlé(8,2l ,SE< 12, 12! ,Hl 17, 17) ,Gl l 7,121,GH(l2,17) ,Tll2), 

CHF! 171 ,GF! 12 l 
e 
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C HO~TAGEH DAS MATRILES KE E OE 
e 

(·~= 17 
CALL-HFGFIXE,FE,TlJ,TH,!iF,Gí,~CD,QC,IS,GCS,HCSJ 
CJ\LL 1S18R(XE,EE,Tl!,TH,H,t\l([',QC, IS,GCS,HCS) 
tiiUTEl711'1'.Kll lll 1l!,J);J=l,Nl,l=l,'J) 
CALL GClXE,G) 
DO 11 l=l, 12 
Dü 11 J = 1, >J 
GHll,J)=O. 
DO 11 KK=l ,N 

11 GHll,Jl=GHll,J)+G(KK,l)*H(KK,Jl 
DO 12 I = l, 12 
ou 12 J=l,12 
SE!I,J)=O. 
DiJ 12 KK=l ,N 

12 Sé! I,Jl=SEl I,Jl+GHl I,KKl*GlKK,J) 
IFl"JCfl) 21,21,9 

21 ClHT!NUE 
DO 2 7 I = 1, 12 

27 Tl f)=O. 
Gü TO 2 3 

Y DO l 7 l = 1, 12 
T( I )=O. 
iJU 16 KK=l,N 

16 T( [}:::Tt !}+C.I~( !,KY.)*!-!F(!".K) 
11 Tl l)=T{[)+GF(I) 

WR!TE(S,20(1) 
zoe FOe!MATI//' 7:-' ·V!:TU~ DE CARGr, flO ELEMENTO '//) 

1-iR l f E l 5, 21 o') l T ( I l , I = 1, 12 ) 
210 FüRNAT(6~15.7) 

23 CO~T!NUE 
RETU~N 
END 

// DUP 
''STDRt WS U1\ HlBRl 
// FGR 
OLJST SüURCE PROGRAM 
•EXTFNGED PREC!SlON 
•ONE hORD lNTEGERS 

•• 

OEC3 

SUEROUT.INE _ HFC.F ( XÊ; EE, TU, T!I, i!F, GF ,NCD,OC, 1 S, GCS ,HCS) 
DUlErlSION HF( 17),GFl 121,Xf:18,2) 

e 
C CALCULO DA MATRIZ HP 
C CALCULO DA MtTRIZ GP 
e 
C ALE BL LADOS A E B DO ELEMENTO 
e 

rl=l7 
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AL=XE!Z,ll-Xíc! l,11 
íll=XEIJ,2)-XE12,2l 
C11 =AL*BL 
C~)=l\L*J\L"<=RI. 
C6=1\L*GL*BL 
C7=AL*''3*BL 
C8=l,L*BL**3 
IFIIS) 33,22,33 

12 U=-1JC,,f'[*TIPl!CS/1 1,.•GCS) 
E I V=Z. / 1 EE*THOIKS<'t<CS l 
C.O TO 1t4 

33 U=-OC*I t.+rUl*TH*TH*O. l 
EIV=l2./IEE•TH•*31 
EPL=THOTH*TU*OC*O.l 

44 CO'lTINUE 
DO 91 I = l, N 

91 HF! l )=0. 
0(1 92 l=l,12 

92 GF!ll=C'. 
!FINCO) 52,52,!7 

17 CIJ!HlNUE 
HF13l=U,>f-u,<•QC*! l.+TUl*•c.25 
HF16l=C5*0.5*U 
IIF 171 =(6<'0. 5*U 
HFIBl=C40C4*8L•CC*ll.+TU)/6.-C5•0.50U 

l!flgl=C40C4*AL•OC*ll.+TUl/6.-C6*0.5*U 
HFl12)=C40o3•0C*ll.+TU)/9.+IC7-CB)OU/3. 
HFI l3l=C4*''3*0C*I l .+TU)/9.+IC8-C il*U/3. 
IIFI 14l=C1,•C4*U/4. 
HFI l5l=C4',C'IM.J/4. 
IIFI 16l=C7•C4,,[Íc•I) .+TU)/8.-C',*C4*U/Z. 
Hrll7l=C80C4*0COII.+TU)/8.-C4*C40U/2. 
t;f(~l=-C(1*(·C/24. 
Gr l 6 l=C4*0C/4. 
GF!7l=-o.•C5*0C/24. 
GF18l=-5.*C6*0C/24. 
Gr: { ::1) = C1+*CJC/ 2. 
GF.(1Jl=-C5*0C/24. 
GF 112 l =C4*UCl4. 
IF!!Sl 6,6,8 

e CIJNTU-lUF.: 
HF ! l l =HF 11 l-EPL*C4 
IIF 12) =lff 12 l-l'PL*C4 
HF14l=HF!4l-EPL*C6f2. 
HF!5l=HFl~l-EPLOC5/2. 
111' ! 1, ) = li F ! 6 l - E P L *C 5 / 2 • 
HF17l=HFl7)-EPL•C6/Z. 
HFI lOl=HFI !Ol-cPL*CS/3. 
IIFI li )=HFI 11 )-EPL*C7/3. 
HFI lZ)=HF! l2l-l:n*C7/3. 
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HFI 13)=1/FI 131- PL*C8/3. 
HFI l4l=HFI l',l- PL*C4*C4/l,
Hf{ i5)=HF( 15)- PL*C't*CL1/4. 

6 CUrHPIUE 
IJ(J 7 I = l , IJ 

7 i/f( I )=HF( 1 )*ETV 
52 C1JiH INUE 

RETURN 
El·W 

// OUP 
*STOHE l/S IJA HFGF 
/ I FIJR 
'"LlST SOIJRCE PROGRAM 
*FXTENUEO PRECISION 
•ONE ~ORO INTEGERS 

OEC3 

SIJ~ROUT!NE IS!l!RIXE,EE,TU,Tll,H,NCD,QC, !S,GCS,HCSJ 
DIM~NSION XE(8,2l,Hll7,l71,LUl17),MU(l71,F(l7,17),HF(l7) 

e 
C CALCULO UA MATRIZ H (PARCELA DEVIDO AO CORTANTE) 
e 
C C,\LCULO DA MATRIZ !',VERSA DE H 
e 
C ALE BL LADOS A E e DO ELEMENTO 
c 

11= l 7 
CALL HMT(XE-,IiJ,H) 

DO 41 I=l,N 
Díl 1+1 J=l-,N.-., 

41 F ( I , .J l =O. ·: ' 
AL=Xc12,ll-XE(l 1 1l 
HL=XE13,21-XEl2,21 
C4=J\L*6L 
C5=AL':<I\L*íll 
C6=.\L*~L*BL 
C7=AL**3*BL 
C8=At.*CL*t:.3 
F 11» & 1 =C4 
Fló,Sl=-F16,6) 
F17,7l=Fl6,bl 
Ft7,9)=-F(6,6) 

Fl8i8l=F16,6) 
F('),CJJ:::fl6 1 6) 
F(6-,l2l=C5,:=0.5 
Fl6,l3l=-Fl6,1Z) 
F(6, 14)=C6<0.5 
F(7,12)c::-F{ú,l'~I 
F17, l3)=F16, l'o) 

F17, 15l=F(6, 121 
f'-18, 12l=Fl6, UI 
Flü, lJl=Flú, 121 
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f-18,141=F(7,L2l 
F(9,12l=f(7, l3l 
F(9, l3l=F!7, lZl 
F!9, l5l=F!6, 131 

F!l2,121=!C7+C8l/3. 
FI 12, l3l=-F(_l2, 12) 
F( 12, i'tJ=C 11-**2/ 1t. 

FI 12, 15)=-F( 12,14) 
FI l3,13l=F( 12,121 
F( 13,l'tJ=F( 12, l5l 
F( 13,lr,)=F( 12,141 
FC 14, 14l=C8/3. 
F(l5,15)=C7/3. 
F (6,171 =-C6 
F( 7,16)=-CS 
F(8,171=C6 
F!9,16l=C5 
F( 12, 16l=C4*C4/2. 
F(l2,171=-F(l2,16) 
F(l3,ló.,=F(l2,l7) 
F( 13, 17l=F( 12, 16) 
F!14,17l=-2.*C8/3. 
-F!15,16l=-2.•C7/3. 
F( 16, 16l=4.*C7/3. 
FI 17, 17)=4.*(813·. 
00 45 [=l,N 
DO 45 J=l,N 

45 FIJ,ll=F!lr.JI 
IF! !SI 33,i2,33 

22 PZ=HCSOEE*TH/(2.*GCSl 
E=EE*TH*liCS•HCS/2. 
GO TO 4 1, 

:n Pl=I L.+TUl*fH*TH*0.2 
E=EE*TH**3/12.; 

44 COi·HINUE 
DO 42 1=1,N 
DO 42 J= 1, N 
F(l,J)=F(l,Jl''Pl 
H( I,J)=I-I( [,J)+F( l,Jl 

42 F(l,JJ=H(I,JI 
CALL EMINVIH,N,ílET,LIJ,MU) 
CD 32 1=1,N 
DO 37 J=l,N 
HF(J)=O. 
DO 37 KK=l ,N 

37 IIF(J)=HF(J)-F( [,KK)OH(KK,J) 
HF( l l=l.+HF( l) 
DO 38 L=l,N 

3H F( 1 ,ll=HF( ll 
32 CONTINUE 
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no 25 1=1,N 
HF( 1 l=O. 
DO 25 J=l,N 

25 HF(fl=HFl!l+ABSIFl!,Jll 
VAR=HF I l_l 
DO 26 f=l,N 
!F(HF( f l-VAR) 26,2!,,28 

28 VA'{=HF ( l l 
26 CDNTINDE 

IF(0.00001-VARl 86,86,08 
86 co:HPlUE 

WK!TE(5,659l VAR 
659 FORMATI//' NORMA DA MATRIZ ERRO ='El5.7//l 

88 CONTINUE 
00 36 ! = 1, N 
DO 36 J=l,N 

3o H( 1,Jl=H( 1,Jl*Ê 
RETURN 
END 

// OUP 
<·STORE WS. UA ISIBR 
// 1-UR 
•ONE WORD !NTEGERS 
*EXTENOEíl PREC!SION 
•LIST SOURCE PROGRAM 

OEC3 

SU!~ROUTINE TENS2CXE,EE,TU,TH,8ETA,P,NEL,NE,NNPE,X,Y,S,NCD,QC,1S, 
CGG-~ ,H(.S , ... \jNOP) 

e 
e 
e 
e 
e 

O !11E NS ! Otl X E 1 8 , Z l , H ( l 7, l 71 , 8 U ,\ 1 l 7 l , G I l 7, 12 l , P ( 14 7 l , Q 112) , 
*1-1 é L ( 50, 4 l , X ( 5G l , Y ( 50 l , S { 14 7, 2 7) , V ( 2 O l , XL { 5 l , YL{ 5 l , Z 11 7) , NO ( 4) t 

,•HFI 171,GF{ 12}', 

' 
CALCUL!l DOS PARA~ATROS BETA E DOS ESFOKCOS RESULTANTES 

ALE BL LADOS A E B DO ELEMENTO 

HR!TE!S,1051 
105 FORMATl////lOX•ESFOHCQS RESULTA~TES•///' ELEM 

*Y 1 13 X I M XY' 12X' QX 1 11X 'OY 1 / ) 

N= 17 
KKl=l 
DO 800 KJ:;:l,NE 
DO 18c l=l,NNPE 
J=IJ[l( KJ, l l 
llO!ll=J 
XE{l,ll=X!Jl 
Xi;( !,2l=Y!Jl 
Ql3*!-2l=Pl3*J-2l 
Ql3*l-ll=Pl3*J-ll 
0(3<'1) 0 P{ 3*J) 

18 CO,-!T!MUE 

NO '9X 1 MX 1 13X't4 
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!F(KJ-ll 242,241,?42 
21'1 Cll.'H!NllE 

Ci\l.L HFGF(XE,F!=,TU,Tli,HF,GF,:\ICD,OC, IS,GCS,HCSJ 
REóD(7ll'KKll ((Hl l,Jl,J=l,Nl,1=1,'ll 
C.lll GC(XE,G) 

L4;~ CO,\lTl/'JUF. 
on 31 1 = 1, ii 
li I l=O. 
D031KK=l,12 

3i Z( i l=ZI l l+G( 1,KK)OG(KKI 
1 F ( NC D 1 5 I , 51, 5 2 

:i2 DO 53 l=l,N 
53 Z(ll=ZIJl-~F(ll 
51 CO'JT!i-lUE 

DD 34 1 = 1, i~ 
BElA(!J=0. 
DIJ 3 1t KK=l,N 

34 5êTAI 11=!\ETAlll+H(I,KH*Z(KK) 
OU 22 l=l,N 

22 SIKJ, I )=BETA( 1 l 
h=XE(2,ll-XE~l_,l) 
D=XE(3,21-XE(2,2l 
Xllll=O. 
Xl..(2l=A 
XLl31=A 
Xl{'';l-:-:O. 
XL(5lê';l~/2. 
Yllll=O. 

YL(2)=O. 
YLl3)='1 
YLl 1+l=B 
YL(5)=fl/2. 
r,o 4t I=l,4 

,. . 
·' 

VI <;<,!-4l=BETA( l l+SfTA(41*YL( l l +RETA(6l*Xll I !+BETA( 1Ol*Ylll 1**2+ 
CBE T :\l l 2 l *X L ( I J ** 2+ ,_,, 'ê TA 1 14 l * X L 1 1 l *YL (. [ l 

Vl5*!-31=BETA12l+RCT~l5l*XL( l)+RET~(7l*YL(l)+BETA(lll*XL(ll**2+ 
CGHAI l5l*XLI I l*Yl! l )+BEf.ld 13l*YLI 11**2 

V ( 5 * [ -2 l = ll ETA 1 31 +R e TA 1 !J 1 *YL ( 1 J +ll l'T A ( 91 * XL ( I J + 1 BETA ( 12 l +8 E TA ( 13 l l 
c•x L ( J l*Y L( l 1 + A EH 1 16 l *X LI I l * * 2 +SETA ( 1 71 * YLI l l ** 2 

V ( 5 * 1 -11=llET,\(61 -H ê TA I B l + XL 1 [ l* llF. TA ( 12 I -XLI I I *BETA I l 3) + YL( 1 ) * 
CRETA 1 14 1-2. *YL 1 1 1 *" Eê T ,\ ( l 71 

Vl5*!l=AETAl?I-BETRl9)+Yllll*BETA(IJl-YLlll*BETA(l2l+XL(ll* 
CCE:T/.-{ l~iJ-2.*XL{ I l*~~TA( 16} 

41 Cl.lí'-iTINUF.: 
Ofl SR l;;l,4-
WR I T E 1 ', , l O 6 1 K J , >H! I f 1 , V 1 5 * 1- 1, l , V ( 5 • I -11 , V { 5 * 1 -2 I , V 1 5 * I -1 ) , V ( 5 * 1 ) 

lGú FL1KMAT12X, !3,4X, 13, 3X,5E!5.41 
5,S CUNT !NUE 

20G CO'JT I NUE 
WRITE15,1OO1 
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lOQ FU~HA T (/ /' V ,\LOR ES DOS PARAMETROS BETA PARA CADA ELEMENTO'// 
*' ELE:1ENTO BETA 1 ,\ BETA 17 'll 

lo l 

30 l 

üD n.r,j•t,NE 
HRITE(:J,101) KJ,{S{KJ,l),l=l,9) 
Fíl~MAT(~X,13,5X,9(12.4) 
\.,IR 1 TE ( '.i , 30 1 ) ( S ( K J, I 1 , I = 1 O, l 7) 
H_H;.1ti,T( lZX,8!:12.4) 

,:,1 co~JTINllE 

// DUP 
,, S TOI\E 

íl.ETURN 
END 

WS UA TENSZ OEC3 
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