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SINOPSE

No presente trabalho e apresentado o desenvolvimen
to de dois tipos de elementos finitos baseados no modelo hibrido
de Pian para flexdo de placas com um campo de tensdes assumido:o
primeiro, adotando a Teoria de Reissner para flexdo de placas mo-
deradamente espessas considerando o efeito da. deformacio devido
ao esforgo cortante, e o segundo, utilizando a Teoria Classica pa

ra flexao de placas delgadas.

Desenvolve-se ainda, como uma variante do primeiro,

um elemento para analise de "placas sandwich",

No apendice sao apresentadas as listagens das sub-
rotinas em linguagem FORTRAN para os elementos analisados sendo
possivel, desta forma, a sua inclusdo em qualquer programa automi
tico destinado a analise de estruturas pelo meétodo dos elementos

finitos.



iv,
ABSTRACT

The deve]ohment of two Hybrid Pian’'s formu]atidn
of the finite element method based on assumed stress distribution
and applicable to plate-bending problem is presented. The former
makes use of Reissner's theory for bending of "moderately thick
plates and the latter is based on the customary theory of thin

elastic plates.

As an application of the first formulation an

element for "sandwich plates" is developed.

Listing of FORTRAN subroutines were included in
the APPENDIX. They can be used by any automatic program for

structural analysis by finite eiement method.
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SIMBOLOGIA

{} Matriz coluna

X 0 sinal - indica que X e uma matriz

ET Matriz transposta da matriz X

i 0 sinal - indica que X e uma quantidade prescrita
v Coeficiente de Poisson

E Modulo de Young

G Modulo de Elasticidade Transversal

D Rigidez a flexdo de uma placa

U -Energia de deformagdo por unidade de volume
Q ‘ Energia complementar por unidade de volume
.Aij e A Multiplicadores de Lagrange |

Oyr Oyere Tensoes

Eyxr Eye-- Deformagoes

U,V,w Deslocamentos K

b_,b_,b Componentes das forc¢as de massa por unidade de volume
px,py,pz Componentesdas forcas externas por unidade de area

g.,m,n Cosenos diretores da normal ao contorno orientada para
fora do mesmo.

S Contorno

S 0 conjunto das direcoes dos pontos do contorno em que
as condigoes estdo prescritas em termos de forgas

S 0 conjunto das direcgoes dos pontos do.contorno em que
as condigoes estao prescritas em termos de deslocamen-
tos

p{x,y) Carga por unidade de area



viii.

Carga uniformemente distribuida por unidade de area

Espessura de uma placa homogenea ou espessura do nucleo
de uma placa sandwich

Espessura das faces de uma placa sandwich
Momentos fletores
Momento de torgao

Esforgos cortantes



I - INTRODUGAO

0 problema da flexdo de placas tem sido abordado
por, praticamente, todos os tipos de metcdos de elementos finitos.
0s primeiros elementos desenvolvidos compreendiam somente elemen-
tos retangulares, e as solucoes obtidas pelo metodo dos desloca -
mentos (baseado no Principio da Energia ~Potencial Minima) con-
vergiam para a solugao exata, apesar de qué as fungoes de interpo
lagdo nao satisfizessem completamente as condigoes de compatibili
dade na fronteira entre dois elementos. Entretahto, quando foram
testados elementos triangulares tornou-se evidente que as fungdes
de interpolagao nao compativeis poderiam-conduzir a resultados
que nem sempre convergiam para a solugao exata. Entdao, enquanto
um detgrmihado numero de investigadores estiveram desenvolvendo
modélos de deslocamento compativeis para anilise de p]acas,. ou-
tros modelos comega?am a ser testados. Pian (ref. 7,8,9) esten-
deu o modelo hibrido com campo de tensdes assumido® do estado pla
no de tensoes para os problemas de flexdo dé placas, usando ele-
mentos retangulares. Serven e Taylor (ref. 21) aplicaram o mesmo
método usando tanto elementos retangulares como elementos triangu
Tares. Herrmam (ref. 18) resolveu oproblema da flexao de placas
atraves de um metodo de elementos finitos baseado no principio de
Reissner. ana]mente Fraei§sde Venbeke (ref. 22) usou o metodo

das forgas para os problemas de flexdao de placas.

Um outro ponto a ser mencionado consiste na inclu-
sdo do efeito da deformacdo devido ao esforgo cortante na flexdo

de placas. Alguns trabalhos nesse sentidofﬁ*foram " apresentados



em literatura recente, mas nao tem sido objeto de estudos mais de
talhados. Smith (ref. 16) incluiu o efeito da deformagao. devido
ao esfé?go cortante no desenvolvimento de um elemento retangular
para placas moderadamente espéésas, utilizando a Teoria de Love e
usando polinomios de interpolagdo do setimo grau para agngErgr-a
compatibilidade entre os elementos. Foram resolvidos § exempidg,

sendo que para o caso de uma placa simplesmente apoiada com uma
carga uniformemente distribuida por unidade de area e uma relacdo
espessura/vao de 0,1 a analise deu um aumento para a flecha no
centro da placa de 3,5% sobre o valor obtido pela Teoria Classica
para placas delgadas. A teoria de Reissner (ref. 12} da um aumen

to de 4,4% para este caso.

Anderheggen (tef. 17) desenvolveu um elemento fini
to para flexdo de placas baseado no PF%%chio da Energia Comple-
mentar., Uma formu]ggao para dois campos e descfita, na qual as
incognitas do problema sado parémetros de tensoes<’e” . de desloca-

mentos.

Devido a possibilidade de serem especificados ao
longo do contorno tanto parametros de farga como de deslocamentos,
as - anomalias encontradas na Teoria Classica de Kirchoff-Love(tais
como forgas concentradas nos cantos) nao estao presentes. No en-
tanto a energia de deformagdo devido ao cortante ndo foi incluida
no desenvolvimento e os resultados fornecidos pelo elemento con-
cordaram com os obtidos pela Teoria Classica para placas delgadas.
Herrman (ref. 18) incluiu os efeitos da deformagao por esforcgo

cortante empregando um principio variacional misto. A analise e
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aplicada a uma placa circular espessa simplesmente apoiada no bor
do externo e submetida a um carregamento constituido por uma for-
¢a cortante uniformemente distribuida ao fongo do contorno de um
furo centra]. O0s resultados apresentaram excelente _concordancia
com a solugao exata. Charles W. Pryor, Richard H. Barker e Da-
niel Frederick (ref 13) desenvolveram um elemento utilizando a
Teoria de Reissner como guia para a formulagado de fungoes de des-
locamento associadas com deformagoes devido ao cortante tomadas
como graus de liberdade do elemento. 0 elemento apresentou uma
boa concordancia com os resultados fornecidos pela teoria para va

rios exemplos.

No presente trabalho foram desenvolvidos dois ti-
pos de elementos baseados no modelo hibrido de Pian para  flexdo
de placas com um campo de tensoes assumido: o primeiro adotando a
Teoria de Reissner para flexao de placas moderadamente espgssas
considerando o efeito da deformagao devido ao esfargo cortante,
e 0 segundo, utilizando a Teoria Cl3ssica para placas delgadas.
Desenvolveu-se ainda, como uma variante do primeiro tipo, um ele-
mento para analise de placas sandwich. Para o desenvolvimento do
elemento baseado na Teoria de Reissner seguiu-se o procedimento a
presentado por Connor (ref. 5}, ou seja, procedeu-se a2 especiali-
zacdo do Principio de Hellinger-Reissner para o problema da fle-
xao de placas. Posteriormente sdo adotadas as hipdtesés da Teo-
ria de Reissner para placas moderadamenté espessas e finalmente ,
segquindo o desenvolvimento feito por Pian (ref. 7,8,9), obteve-se
a formuiagﬁo para os elementos hibridos com campo de tensdes assu

mido.,
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II- TEOREMAS VARIACIONAIS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

1 - Introducao

Neste capitulo serd deduzido o Principio de Hellin
ger-Reissner, a partir da generalizagao do Princhio da Minima
Energia Potencial para o problema de um corpo elastico em equili-
brio estatico sob a agao de forcas de massa e de condigbes pres-
critas ao longo do contorno, fazendo-se uso, para este fim, da
Teoria da Elasticidade para pequenos deslocamentos, onde as compo
nentes;d;y'gﬁ dd?e;]bcamento"déumJPdﬁngd§~i9rp§hs§§f<sqpqgtg§‘§g;
ficientemenie pequenas em relacao as dimensoes do mesmo, de  tal
forma a justificar as equacgoes 1inearizadas que governam o proble
ma. Tais equagoes podem ser resumidas, utilizando-se um Sistema
Cartesiano Oftﬁgdhalfde Coordenadas (X, Y, Z) para definir o dom7-
nio V limitado pelo contorno S do corpo, como se acha exposto nas

referencias 4 e 5.

a) TENSOES - 0 estado de tensoes de um ponto interno do corpo fi-

ca definido pelas nove componentes do tensor das tensoes:

Ox Tyx Tzx
Tyy ay Tay (:2.3.1)
Txz Tyz2 92

que devem satisfazer as equagoes de equilibrio



o) 0T 9T
X y X ZIX . r .
) GRS iy AL PR
3T ile) 3T
Xy Y yz h = Y
et Yt s+ by = 0 (2.1.2)
3T 3T 3o
xz yz Z .5
) GEME) By S PR
e as relagoes
Txy = Tyx’ Txz = Tzx? Tyz ° sz
:pndé Ex’ 5y é Ez sao as componentes das forcas de massa . por

unidade dehvo]ume.

DEFORMAGDOES - 0 estado de deformagdes do corpo e definido por

seis componentes de deformagao.:;

(2.1.3)

E,E‘:ses

x> Ty z Y

nys xz’ sz

RELACDOES DEFORMAGOES - DESLOCAMENTOS - Para pequenos desloca-

mentos estas relagoes podem ser tomadas como lineares:
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d) RELAGOES TENSOES - DEFORMACOES - Para o caso de materiais que

seguem a lei de Hooke estas relagoes sao dadas por:

_ E v
O = [Teuy (Sx * T-zv (x * gy *+ &)

E
BRAEY

Q
[
|
I("‘)
<
+
qc
<
m
>
+
m
<
+
™
N
e gl
.

o E v
9 Ty (Fz T TR (e, * &y * €,)

(2.1.5)
_ E
Txy = Z(T+v7 Yxy

_ E
Tz © 2{T+v) Yxz

E
‘vz  Z(0T+0] Vyz

onde E e v sao constantes elasticas.

e) CONDICUES DE CONTORNO - A : regido S do’ ' contorno do corpo po
de ser dividida em duas partes: a parte S0 em que as condigdes
de contorno estdo prescritas em termos de forgas por unidade
de superficie e a: parte Su em que as condigoes de contorno es

tao prescritas em termos de deslocamentos.Chamando-se de p

X
5y e EZ as componentes das forgas externas prescritas, as con-
digoes mecanicas de contorno sao dadas por: Py = 5x’ Py = 6y ,
P, = pZ em S0 onde



p = T L+ 0 m+ T n (2‘1'6)
pz='r L+ T m+ o_n

sendo &, m e n os cosenos diretores da normal ao contorno ori

entada para fora do mesmo.

Chamando-se de u, v e w as componentes dos desloca
mentos prescritos, as condigoes cinematicas de contorno sdo ex

pressas por:

Estas relagles, expressas nos cinco itens anteriores, constitu
em as chamadas equagoes de campo e as condigoes de contorno de
um corpo elastico na Teoria da Elasticidade linear para peque-

nos deslocamentos.

2 - Principio da Energia Potencial Minima

Assumindo-se que:

a) Seja possivel construir uma funcdo ;s positiva
uir ¢d0 (~ positiva

' definida. -
-.definida

U{e,» € chamada Energia de Deformagao por unida

y""’sz)’

de de volume, a partir das relagoes tensdes-deformagoes da

das.

b) As forcas de massa (Ex’ b, EZJL as forcas de superficie

A
, 52) e os deslocamentos prescritos (u, v, w) perma

(Pys Py



-
negam inalterados durante a variagdo das grandezas n pres

critas, de tal forma a poderem ser obtidas a partir das

fungdes potenciais:

tornando-se entdo a primeira variacao das funcoes o. e ¥

. dada ;por:

- §d = bx Su + by v + bZ ow

- 8Y = 5X su + By sV + 52 SW

c¢) As componentes das deformagoes satisfacam as condigdes de
compatibilidade, ou seja, possam ser derivadas a partir de

u, v e w pelas relagoes deformagoes-deslocamentos.

d) As componentes u, v e w dos deslocamentos satisfacam as

condigdes cinematicas de contorno.

0 principio da Energia Potencial Minima afirma que,
satisfeitas as condigoes assumidas anteriormente, o estado de
deformagdo real do corpo pode ser obtido pela minimizagdo do
funcional definido por:

I = (i;u (ex,gy...,vyz)dv -

e



. yan
- (pxu + PV + pzw) ds ' (242.1)

3. - Generalizacdo do Principio da Energia Potencial Minima
;i :

0 princhio da Energia Potencial Minima pode ser
generalizado coloqando-se as condigoes (3)-e (4) dentro da expres
sao do funcional com o auxilio dos multiplicadores de Lagrange.
Desta forma e possivel escrever um funcional que admita variacoes
arbitrarias dos tres campos a éle associados (tensdes,deformagdes
e deslocamentos). Consideram-se agora variacdes continuas arbitrd
rias do campo de deslocamentos que nao respeitem as condigoes ci-
nematicas de contorno em-Su e variagdoes continuas arbitrarias do
campo de deformagoes que nao satisfagam as re]agﬁes deformagoes-

deslocamentos.

0 funcional apresentara entdo a seguinte forma:

A - £ (5 5 5 - - 9y
HGAJ- IV U(e) dv £V (bxu + byv + bzw) dv IV {A]] (ex ax) +
v aw = s
* hoo (ey - sy) + Ags (ez - 33) + ...} dV - fo. (pyu + pyv 4

pMYdS = S Ay (u-U) + 2, (vfijfl 15 (w=w)} dS (2.3.1)

+

je ﬁi sao os multiplicadores de Lagrange. Sao considera-

das somente variagoes simetricas de A

onde li

2 » 0 que, em virtude

] i© fij
. . ~ u dv = .
da simetria das expressoes (ex ax), (Ey sy)’ ..+, nao destroi

a generalidade do problema.
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Fazendo-se a primeira variacao do funcional(2.3.1)

obtém-se:

] Xl 3l ) )
§Mg. = fv{(gz: §e, + 3;; 6ey + ...) (A1] e, + Ay, Gsy + ...)

a6

- (SA]] E. + A, e, + L..) 4 (A]1—~— + LA cee) *

.-'jv_ u
5x T *22 5y

+ (GAI]

Q2
x|

=+ ...) - (6u_5x + 8v b + &w Ez)} dv -

y

Su + p. 8V + Bz W) dS - So LA 6u + Xp8V + A8w)+

4 (SKJU F 6A,V 4 SAgw) - (Shqd + 6A,V + SAgW)} 45 (2.3.2)

Integrando por partes e reagrupando os termos:

fo_ p g3 . au__
6HG; = Jy {(EE_ A]]) de, + (33_ Azz) Gey + ... (BY Azs)éyyz
X ¥y yz
A 3 BAaq 3 3A %))
11 21 93 = 12 22 ~°t32 -
L el i~ ol bx)aqﬂf( syt 37 * 57t by)év -
I A ax -
*13 23 33 | - au 3V
“my f vt Tt b )ew - (et )8y - (g, - gy) 8,

SV _ 3w, © o -
N (‘sz - 37 - W)ﬁt\za} dv - fsc{(px - 2)\11 "' m)\z] -

-~ nA31)6u (P, - LAy, - mi,, - nh32)5v * {p, - 4 -
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+ (Az "X 2 m Ay, M- A, j)sv + (A3 " Aygh - A,gm - 133n)6w+
+ (u - G)SA] + (v<- G)sxz + (w - W)sry} dS =70 (2.3.3)
As condigoes de estacionaridade do funcional serao

portanto:

em V

aU

A = ——

11 €y
U

A = 8Y
22 )

_ au
€x © 3X
€ -_-.a_v.

y 3

L e

R

3X ar

dry3 , o3 33
X 5Y




em So

em Su

po dos mu]tip]icadores de Lagrangelki

A

primeira condigao

12

R

A3pon

33

A3] n

32

traduz o relacionamento do cam

j com o campo de deformacoes

€., atraves das relagoes tensdes-deformagoes do material; a segun

L

da fornece a interrelagac entre o campo de deslocamentos e o cam-
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po de deformagoes;a terceira se constitui nas equag¢des de equili-
brio; a quarta caracteriza as condigoes mecanicas de contorno em
So; a quinta traduz o equilTbrio entre o campo vetorial Ai e 0
campo tensorial Aij no contarno em $u e a sexta se constitui nas
condigdes cinematicas de contorno em Su. Pela analise das equa-
coes de campo e das condigoes de contorno obtidas observa-se que
os multiplicadores de Lagrange Aij tem dimensao.-de tensao, nao
devendo estar relacionados com as deformagoes pelas telagﬁes ten-
sﬁes4deforma96es ou em equi]?brio com as f6tgas exteriores aﬁ?icg
das no contorno ou com as forcas de massa. Analogamente observa-
se que 0s mu]tip]icadores Ai tem a dimensao de f&fga, sendo poss]

vel, portanto, escrever:
ij = *ij
Py = ?\_i :
Ficando o funcional Mg com a seguinte forma:
Mg = £y (U(e) - (Bu+Bv+bw - I:(-ex - B0, + (e, o, rav-

- fsd(ﬁxu + p.v + ﬁzw)ds - ISU{(u-G)px + (v-V)py + (w-ﬁ)pz}ds

y
(2:3.5)

Reagrupando-se os termos de outra maneira teremos:



“
Mg = fv{U(e) - (exox + €y, + ...) + (°x %% + oy %% + ) -
- (Exu + Eyv + b_w)ldv - fsc(ﬁxu + 5yv + ﬁzw) ds -
- ISU{(u-ﬁ)px + (V-G)py + (w-ﬁ)pz}ds (2.3.6)

Ficando no funcional, como grandezas livres parava

riar, as tensoes (0, Oy v Ey500+)s0S

deslocamentos (u, v, w) e as fdrgas externas que atuam em Su (px,

..), as deformacoes (e,» €

P.» pz), nao possuindo nenhuma condigao adicional prescrita.

y

4 - Principio de Hellinger-Reissner

Fazendo-se com que sejam satisfeitas relagoes do

tipd:

que aparecem quando se toma a primeira variacao de (2.3.6), as
deformagoes (ex, €y s ez,...) ndo serao mais variEveis independen-
tes e estardo relacionadas agora com as tensfes, atraves das rela
goes tensoes-deformagoes

ol

aU
(o0, = =/ s 0, = o— 35 «us)
X €y y Bey

Definindo-se a grandeza Energia Complementar como:
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fy @ dv = IV{(OXEx + o €y + ...)=-U{e)}dV (2.4.1)
onde Q e a Energia Complementar por unidade de volume e substitu-
indo-se as deformagoes por relacoes tensoes-deformagoes, fica-se

com a expressao {2.4.1) dada apenas em funcdo de tensdes.

Introduzindo o conceito de Energia Complementar em
(2.3.6) e integrando-se por partes obtém-se:
9T 3t 9T Lol 3T

, 3g
Lo X yX X |, ¢ Xy y zy
py= Iyla(o) + (g~ + 5y * 57 t U+ (-t 57+ =7 ¢

T 9T 30
_ xz yz , 2% - - 5
PRV {5yt 5y gzt bWl dV - g lpympyu s

+ (py-py)v + (pz-pz)w} ds - fggi{px v+ pyv + pzw} ds
(2.4.2)
5§hegando-se, desta forma, & um funcional equivalen
te ao do Principio de Hellinger-Reissner (ref. 4 ), onde as gran-
dezas livres para variar sao as tensges (Ux’ G,s O

y* %z
locamentos (u, v, w) e as foérgas externas que atuam em Su.

+..), 05 des-
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111 - ; LACAS _ COM
CAMPO DE_TENSOES ASSUMIDO

1 - Teoria de Reissner para Flexao de Placas

Neste capitulo seraz feito o desenvolvimento de uma
formulagao que permita a construgao de elementos finitos para fle

xao de placas baseada nos trabalhos de Pian (ref.6a9).

‘Seréo desenvolvidos, basicamente, dois tipos de
elementos, o primeiro para flexao de placas delgadas segundo a
‘teoria classica (ref. 1), o segundo baseado na teoria de Reissner
(ref. 12) para placas moderadamente espessas em que e levado em
conta o efeito da deformagﬁo devido ao esfﬁrgo‘cortante, obtendo-

se, desta forma, resultados consistentes para esses esforcos.

Considere-se o elemento de placa representado na
figural:onde atuam as resultantes de tensdes indicadas e a carga

por unidade de Erea'ﬁ(x,Y) aplicada em sua superficie z = h/2,

Zwp

Bx(' -4
P G > Y, r
r
N M
b A| Ha

/M;f . Fie. 4
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e sendo as resultantes de tensoes definidas por:

h/?2 h/? h/?2
Moo= f 6. 2dZ , M = f 7dZ , M = - f 1 d2
X ~hy2 X Yy Chy2 °y Xy -h2 Y
0, = /M2 74z, 9, = M2+ 'dZ’ (3.1.1)
X e, yZK
-h/2 -h/2
Mxy = Myx

As quantidades Qx e Qy representam os esforgos cor

tantes (dimensao F/L)}, as quantidades M e My representam 0s mo-

mentos fletores (dimensao FL/L = F)*e ‘as quant1dades M"V- Mt~ re
n "“-—'d-i. -“l--.._ Xy-..._, \y XM

n

cpresentam os momentos de torgao,“pof un1dade de compr1mento o

LIS

P AL -

Na teoria da-elast1c1dade para pequenos deslocamen
tos as deformagoes tem efeito negligenciavel sdbre as  condigdes
de equilibrio. Desta forma, as equacdes de equilibrio sao deduzi
das supondo-se que a superficie media da placa deformada permane
ca plana e escrevendo-se, simplesmente, a equagao de equilibrio
das fdrgas segundo o eixo Z e a equacao de equilibrio dos momen -
tos segundo“os eixos x e y e nestas ultimas, desprezam-se o momen
to da éarga'EEjs momentos devido a variacao dos cortantes Qx e

Qy‘ Obtém-se desta maneira as equacoes:

3Q 3Q,
axx + aYy + p(x,y) =0

(3.1.2)
BMX ) aMxy ) Q,

X ay
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BMy BMX

37 - 3% Oy = 0

As condicoes de contorno para as faces da placa sao

adotadas: o_ = p{(x,y) para Z

z h/z , g, = 0 para Z = -h/2 e 7T =

XZ

= Tyg * 0 para Z = = h/2.

Assim como na teoria classica para placas delgadas,
assume-se gque as tensoes Oy cy e Ty variem linearmente ao longo
da espessura da placa, obtendo-se finalmente por meio das equa-

goes (3.1.1).

12 M
a, = ( ) Z
X h3
12 M
o, = ( ) Z (3.1.3)
12 M
T

Substituindo-se as equagoes {3.1.3) nas equacoes
de equi]Tbrio (2.1.2) (desprezadas as forcas de massa) e simplifi
cando os resultados com o emprego das equagoes (3.1.2) e das con-

dicoes de contdrno (3.1.3) obtemos:

3Q, [ 27,2
Txz = Zh U ) (TT)_
3Q - 7 2
Ty, = [0 G0 ] 13.1.9)
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A Energia Complementar , definida em 2.4, podera
ser expressa para um material homogeneo, isotropico e hookeano em

fungao das tensCes como se segue:

_ 1 2 2 2 ,
IV Q(c) dV = 5F fv [Ux + ay v o, - 2v (oxcy-+oxcz+ cyoz) +
-2 2 0 _ 2
+ 2(1 + v) (Txy T, t Tyz) ] dv (3.1.5)

Por intermedio de (3.1.3) e (3.1.4) poderemos ex-

primir (3.1.5) em fungao das resultantes de tensdes (Mx’ My. Mxy

Qx’ Qy) para o caso de uma placa de material isotropico, homoge-

)
neo e hookeano. Logo, integrando-se ao longo do eixo Z ter-se-a

-] 2 2
LICRIES PRRC [(Mx s u)f 20 e Z ) -

) |
+ &1_151& (0 )2( _E.E (M, + My)] dA (3.1.6)

Desprezando-se as forcas de massa, o funcional. (2.
3.7) pode ser escrito particularizado para o problema em questdo
30 9T ) 3T 3a

. T
; X X ZX X :
Mg = Sy @ (o) dA + fy {(5y + a{ T+ (5 | AP A

+ —z!)v + ( —§— —7—) whdv - o {(p-p,)u +



—

207

P

e e

+ (pyPy )V + (PP, )W} dS - S (p,U + p ¥ + p W) dS (3.1.7)

Substituindo-se (3.1.3), (3.1.4) e (2.1.6) em ( 3.
1.7), sendo f, a{c) dA dado por (3.1.6) obtem-se:

,..t:
M. aM M
. X _ Xy _ 12 Zu _
- lp = S, o) dA + Sy {5y = - 0,) 3 dZ + (z¢~
oM 3Q,  9Q : 72
X 12 Zv =y 3
- _§Yl - Qy) I, ﬂ_gj_d2+( + 571 *P) g Sow (1- )dZ}dA
; ) N . 12 Zu ) 12 Zv
- fSu ﬁ(ng Mxym) !5 =3 dZ + (Mym Mxyﬂ)fZ —~;§m dZ +
2
+ (Q. 8 + Q.m) S, 3w - 42 _ _ .
Qb+ Qym) 7 30 R S 42} 85 - sgp ([ - M)
- (R - W m)] I dz + [(M mo- M) -
v y ) 12 Iv : _
- (Mym - Mxyl)lfz '"""h—r dZ + [:(Qxf'. + Qym)
- - 3 422
- (Q.2 + Qym)] 55 {7 ¥ (1 - 75—) dZ} dsS (3.1.8)

;\:

Para ficar consistente com a distribuigdo  linear
assumida para as tensoes Gy oy e Txy, assume-se que os desloca -
mentos u e v tambem variam linearmente, e que o deslocamento W

permanece constante ao longo da espessura da placa.
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228l gz - AR T
he " -hy2 ne -ny2
12 g 2
12 h/2 vI h/2 1° .
I dz = - —¥ NE Zoqz = -
nZ thyz he -phs2 M
3 h/2 472
Ef W (] ‘—2) dZ W
~h/2 h
_ 12 B 2
L2 Me sl gz o0 X 2L g7 ..
hé “ny2 | he -h/2
- 12 B 2
12 .h/f2 vI. ~ y h/2 1 _
r dz = - s dz = -
We shyz W he -hs2 M
3 ,h/2 |y 472]| - 37 -
[P “hZ
Substituindo-se (3.1.10)

ver.

oM oM
Mg = Tp (o) dA+ 1y Ugg - 57" - Q)
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(3.1.9)

(3.1.10)

em (3.1.8) pode-se escre-

aM oM
(= By) # (§Vl e ol 2,)



80 d

Q -
(- 8,) + GGx* + 7L + F) wh dh -

aY

t

+ (M m,M )( B )+(Q £+Q m)w}dS f

.,__-_, -—
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f {(Mxﬁ - Mxym) (- Bx) +

Su
SO RN \) (sz-Mxym)](~ %
o e— ,.—-._ _____,..4.-&-' T o LT -'f

+ L - mop) < (R - BT (-8 + [0, + Q) -

(sz + ﬁym)] wr}dS .

(3.1.11)

As quantidades sujeitas a variacao em (3.1.11) sao:

y’ Mxy’ Qx’ Qy’ Bx’ By’ w.

As condigbes de estacionaridade para este funcio-

r

nal (ref. 4 ) se constituem nas equagdes de equilibrio (3.1.2) .,

nas relacoes entre os esfor¢os resultantes e os deslocamentos,

3 o8 BB
- E h X 2 -
M = - ( + v ) + D
. 3 oB 3B -
o E h y X Y 2
M, = - ( + v ) + — h
y 12(]-v2) ‘oY ax 10(1 p)

N e n® 28k 2By,
XY 2801+ vy ¥ X

Q_ 5Eh aW_B)
X i?i|-+vi X
_ 5 E.h Wo_

Q = Tarewy By By)

nas condigdes cinematicas de contorno,
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[o>]
1
™

[#>]
"
™

e nas condigcoes mecanicas de contorno

sz - Mxym = sz - Mxym
Mym - Mxyg = Mym - Mxyz
Qe + Qm = Qe+ Qm

Somando-se e subtraindo-se em (3.1.11) o termo:
fSu {(ng - Mxym) (- Bx) +(Mym - Mxyﬁ) (- By) +(sz + Qym)w} ds

resulta:

. M, oM aM_ aM
MR = g ale) dA+ Spllayt - gy s Q) (8 + (v - gt - )
3Q 3Q , —
(- By) + (EYE ¥ 571 tp)w ldA - fS;Su+SJ(Mx1 T Mey™ (=B )+
+ (Mym - Mxyz) (- By) + (0,8 + Qym) W} ds + fo {(R 2 -

B (- 8,) + (Rm - B 2) (- By) + (B, + Qym) w) ds +
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+ gy LBy - B,) (ML =M m) + (B - 8)) (Mm =M 2) +

+{w - W) (Q8 + Qm)} dS (2.1.02)

-2 - Discretizacdo do Funcional do Principio de Hellingerr-Reiss-~

ner para a utilizacdo no Metodo dos E]ementos Finitos

Para ser possivel a aplicagao do Metodo dos Elemenﬁ

"\-..('/

tos F1n1tos -devemos transformar (3.1.12) em uma forma discretiza-
da sobre o dominio caracterizado pelo problema de contorno a ser

estudado. Desta forma iremos escrever o funcional como uma soma

T ne
(I, = I M)
R ne R

onde a contribuigio de cada parcela serE devida agora a aplicagdo
de Ip a um subdominio (chahado elemento finito) caracterizado por
um contano S = So§+ Su + S; em que So e Su sao as regioes do mes
mo onde as cond1goes prescritas estao expressas em. termos de for-
¢as e deslocamentos respectivamente e Sy a parte do contérno co-

mum com 0s outros elementos vizinhos,

aM M oM
= X X
Mg = I [p 0l0) dA sy gyt -y - Q) (- 8+ (57 -
aM 20, 30

% - Q) (- By) ¢ (5pF + gyl ¢ B) W dA - S (M8 -

Mxym) (- sx) + (Mym - Mxyz) (- By) +(ng + Qym) w} dS +
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+ s {(ﬁxz - ﬁxym) (- B,) + (ﬁym - ﬁxyg) (- sy) + (ze +

x T By) (Myp =M om) + (B - 8)

+ nym) w} dS + fSu {(R y

(Mym - Mxyz) + (w - w) (Q,2 + Qym)} ds]] (3.2.1)

A expressdao (3.2.1) & o ponto de partida para va-

rios modelos de Elementos Finitos Mixtos e Hibridos.

Nos elementos hibridos sdo consideradas como varia

veis independentes apenas 0$ momentos Mx’ M M e os deslocamen

y' oxy

tos B, B, » W. O esforco cortante devera satisfazer no interior

Y
do elemento as equagdes de equilibrio.

Q _ amx ] aMxy
X ax aY
(3.2.2)
aM aMx

O = 5V -

Sendo, portanto, o esforgo cortante derivado dos momentos, as fun
goes de interpolagdo podem ser escolhidas de tal forma '}, que seja‘,

tambem satisfeita a equacdo de equilibrio segundo o eixo Z.

aQ 3Q

2 s =L + p =

3 tay- t P ) (3.2.3)
Por outro lado requer-se que sejam cumpridas as

condi¢oes cinematicas de contorno
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X X
By = By em Su (3.2.48)
W= W

Desta forma (3.2.1) ficara reduzido a:

‘Mg = I [y 2(0) dA - sg (ML - M m) (- B ) + (M,m - M 2)

ne Y

(- 8,) * (Q& + Qm) W} dS + S (R a- Foom) (- 8,) +

+ (Mym - ﬁxyz) (- By) + (ze + Qym) w} dS] (3.2.5)

Adotando-se de agora em diante uma notagao matri-

cial pode-se escrever (3.2.5) com o seguinte aspecto:

= - T =T : :
-HR = ﬁ; {IA (o) dA fS IB ug ds + ISU IB Ug ds} (3.2.6)
sendo: _
- = r ™
(M2 = My m) -8y
Tg = (Mym - Mxyi) > up = < - By -
(Qu& + Qm) W
— . — -
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r | - =y
(M % - Mxym)

Tg = < (Am-H 2) e (3.2.7)
V,(Gx”‘?’* oym J

onde 0 indice B indica que as variiveis sao consideradas na fron-
teira do elemento. Nos modélos hibridos a distribuigdo de  ten-
s0es e assumida no intetiof de cada elemento, enquanto que o cam-
po de deslocamentos & requerido apenas ao longo do contﬁrno, po-
dendo ser expresso , por intermedio de adequadas fungOes de inter
po]agio'em termos de parametros nodais, em funcao de uma unica co

ordenada S tomada sobre o mesmo.

As tensoes assumidas sao os momentos M = {Mx’ My,

Mxy}’ que podem ser expressos por polinomios completos em X e Y

com coeficientes 8 a determinar.

Desta forma e possivel escrever:

=
il

(3.2.8)

De tal forma que (3.2.2) e (3.2.3) sejam satisfei-

tas identicamente no interior do elemento.

As parcelas P g e V B satisfazem a parte homogénea
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de (3.2.2) e (3.2.3), ou seja para p = 0, enquanto_,.,:P_p e !p sd3o so
lugoes particulares dessas mesmas equagoes e que se anulam  para
p = 0.

0s esforgcos que atuam no contBrno do elemento po-

dem ser expressos mediante a particularizacao de Q e M para 0s

seus diversos lados e sao representados por
IB =R B+ R (3.2.9)

Os correspondentes deslocamentos up $Sa0 expressos
~ -~ s . - T et
em termos de parametros nodais g por intermedio “.de- convenientes.

fungoes de interpolacdo

up = L g | (3.2.10)

0s deslocamentos Up devem garantir a continuidade

no contErno do elemento e satisfazer os valores prescritos em Su:
= U em Su | (3.2.11)

A energia complementar (3.1.6) pode ser expressa

matricialmente por:

fp 2 (o) dA M) dA (3.2.12)

onde
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1 -V 0
= v 1 0 (1) (3.2.13)
. : Eh
0 0 2(1+v)
10
C2 = (el p2y 1 (3.2.14)
0 Eh _
B
1
hey By 12
7 =40y () (1% (3.2.15)
Eh
0
J

Fazendo-se a primeira variagao de (3.2.6) obtém-se

_ T T
-6l = & (5 89(c) dA - f¢ (Tg 6uy + 8Ty up) dS +
b o T) Gu, dS )} = 0 (3.2.16)
so '8 SYg 2.

Substituindo em (2.2.16) os valores de Q(o), M, Q,
Tp e up pelas expressdes (3.2.12), (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.10)tem

5e.

- To smoqgTe 1 £
Sy alo) dA =7, (E,E16Eﬂf_9'%26g tg LMy =gs, (P
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onde

‘ T
Jg (Tg

BT

+

§ u

~B

Ig

162

z

ne

ISg

ne

30.

T

+VTC, V) dA B + £y (RIC,P 4 pCzY + 2 7'6) dA g =
= 8H 68 + Hp 68 = 68'H g + 88" H, (3.2.17)
T ToT . oT
+ 8Tg ug) d5 = S (B'R' + RP) L 6q dS + /¢ 68'R'Lg dSe
T T T T
RTL dS sq + fg Ry L dS 6q + 68" S R'L dS g =
5q + G, 89 + 58’ GQ (3.2.18)
ficando (2.2.16) com o seguinte aspecto:
tsg" Hp+ogT H -8l G6g - G, 8g-- 687 G g +
= . o = ~p = e .t;P ﬁtj = 2 3
=T
Tg L dS 6} = 0
T T T
{681 (HB + Hp - G g) + (ST- 8" G) 6 } = 0 (3.2.19)
T T
Hoo= Jp (BTGP + ¥ C,V) dA
_ T T 1T
Hp = Jp (PTCyPp + VL Vp + 5 P77) dA
G RL L dS

1
o
[l
~
w
t
)
¥
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[
1}
L
[ %]

T T =
S = Gt gt Tg 45

w
n

Sendo as variagoes 6§T e &g independentes, as expressoes entre pa
renteses de (3.2.19) devem anular-se. Resulta um sistema de equa
¢0es em que estao presentes como incognitas pagémetros de fgfga'
e de deslocamento. Mas se os parametros B forem restringidos éo
nivel do elemento, ‘eles podem ser expressos em funcao dos desloca
mentos nodais g de cada elemento de modo a obter-se um sistema

global de equacoes em que persistam como incognitas apenas os des

locamentos nodais.

Considerando-se, desta maneira, os parametros g in

dependentes para cada elemento pode-se escrever a partir de

(3.2.19):

L Hp - G 9-]par‘a o elemento n - 9 (3.2.20)

n=1,2,3,... ne

=0 | C o (3.2.21)

Isolando-se B em (3.2.20)

(B =H' (G g

A -3 t{-P)]parfa o elemento n (3.2.22)
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Substituindo (3.2.22) em {3.2.21)

17 (g - Hp) ¢ 8) =0

ne 403
onde
k* = 6" 1l | (3.2.23)
Q% = gT 5'] Hp + § | 7 {3.2.24)

Resultando, finalmente, um sistema de equagoes giobal abrangendo

todo o dominio considerado do tipo:

{3.2.25)

t=
0
*
1]
oo

sendo

kK* 5 g=1 Q% e

ne ne

s
n
[ ]

q* um vetor contendo como incognitas os deslocamen

tos nodais do dominio considerado.

Como uma aplicagao a formu]agio apresentada pode
ser eéxendidg para a analise de “placas sandwich", adotando-se pa

ra energia complementar a expressao abaixo fornecida na ref. 8y

1 2 2 2
Q dA = = —_— M_+M + 2(1+ M -M_M
2

+ %cﬁi (05 + 05)] dA (3.2.26)



Valida para placas sandwich com a espessura das faces bem

que a espessura do nucleo, (f << h)

-

f t?/~.///-//>

sendo E o modulo de Young para o materia1 das faces e G o

33.

menor

v S

Fie. 2

modulo

de rigidez transversal para o material do nucleo.

Desta forma as matrizes C,, C, e 2 serao dadas por

1 =y 0
N 7
Cp o= |-v 1 0 (<2 (3.2.27)
~| Efh

0 0  2(1+v)
o1 0 )
- hlef, . 2 -
C, . (7R (=) (3.2.28)

0 1

0

z 0 (3.2.29)
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permanecendo validas as expressoes (3.2.23), (3.2.24) e (3.2.25)

3}“— Teoria Classica para Flexdo de Placas

‘uh’

A teoria de Rejé@ner para Flexdo de Placas pade
ser particularizada para as hipoteses da Teoria Cl3ssica, despre-

zando-se o efeito da deformacdo devido ao esforco cortante.

Desta forma a energia complementar sera devida ape

nas a deformagao por flexao, ou seja:

2 2

! 12 +2 (14v) (Mo - MxMy):l dA
(3.2.30)

IARdA:?IAEE[(MX‘FMy)

sendo nulas, portanto, as matrizes 92 e Z.

Por outro lado as rotacgoes B, © By ja nao serdo
mais independentes da flecha w sendo dadas pelas derivadas de W

em relacao as direcoes X e Y.

A matriz U que aparece em (3.2.7) ficara portanto

- =
| - 3w
X .
T (3.2.31)
up- < - 24
....B ay
W
p. _

permanecendo validas as expressoes (3.2.23), (3.2.24) e (3.2.25),
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IV - ELEMENTOS RETANGULARES PARA FLEXAO DE PLACAS COM CAMPO DE
TENSOES ASSUMIDO

1 - Introducao

A fim de que seja garantida a convergéncia para os
resultados exatos a medida que as dimensdes dos elementos diminu-
em, as funcgdes de interpolagao assumidas para as variaveis inde-
pendentes do funcional devem satisfazer os ctitérios de convergéen
cia.

Para um dado elemento tem-se que ¢ = N ge, onde ¢

& o vetor das variaveis independentes, N a matriz das fungoes de

interpolacdo e ¢% os parametros a determinar.

0s criterios de convergencia podem ser enunciados

como se segue:

CRITERIO 1 - As fungoes de interpolagio adotadas devem ser tais

que para uma adequada escolha ‘dos parametros ' pos -
sam ser obtidos quaisquer valores constantes de ¢ e
suas derivadas que aparecem no funcional no limite

quando as dimensoes do elemento tendem a zero.

CRITERIO 2 - As fungGes de interpolacao devem ser escolhidas  de

tal forma que ha interface entre dois elementos as
variaveis e suas derivadas até uma ordem menor  que
as derivadas que ocorrem no fuﬁciona1 sejﬁm conti-
nuas. Caso tal nao seja observado sera necessario

adicionar integrais especiais ao longo do contorno
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do elemento para garantir que a expressao Mp = I HE
: ‘ ' ‘ : ne
seja valida e permaneca finita nessa regido.

Para os modélos de elementos hibridos que se estdo
desenvolvendo, assume-se que 65 deslocamentos u, sdo continuos na
fronteira entre dois elementos, ficando o funcional RE definido
em cada elemento e satisfeitos deste modo os criterios de conver-

gencia.

2 - Elemento Baseado na Teoria de Reissner para Flexao -de Placas

-Sera desenvolvido um elemento retangular com um
campo quadratico de momentos assumido;, baseado na Teoria de Reis

sner para Flex3ao de Placas abordada nos capitulos anteriores.

Sejam os esforgos resultantes por unidade de com-
primento, gque atuam em uma placa com as diregoes positivas indica

das na fig. 3,

_ ' - Y
Z Qy
Qs
M &/ %
My ay |
; l —

//i - My B

Myx

Fie. 3
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expressos por polinomios completos do segundo grau em X e Y com
parametros B a determinar. Adotam-se, portanto, as seguintes ex-
pressces para M e Q que devem satisfazer as equagoes de equily-

brio (3.1.2).

M) )
X
M = My F= ..P. ﬁ + EP
Mxy
>,
Qx
Q = =Vvg+ Y
Q, P
onde:
P > 2 ." 2‘ . !,
|1 0 0%y 00 x 0 0 0 y° .0 X xy 0.0-.0
7 x . fur M "
P=10 1T 0 0 x 0 y 0 0 0 x 0 vy 0 «xy 0
0 01 0 0 0 0 y x 0 0 xy xy 0 0 x2 yz

000 0 0 0 0 1 0=1 00 -y. y 0 x-2x 0

w
"

{8y By By seererr Byg) (4.2.1)

Os , vetores Pp e V¥, podem ser uma qualquer solu-
¢do particular das equacdes de equilibrio possuindo térmos quadra

ticos como termos de mais alta ordem. Para um elemento submetido

e e 4, T
b s

Thmm T e e
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a um carregamento uniforme B(x,y) = q, pode ser adotada, po% exem
plo, @ seguinte solugao particular: Pp = 10, 0, xy} (q0/2) e Vp =
= {x, y} (-q0/2). Caso uma outra solucdao particular fosse adota-

da, por exemplo: Ep = {x2

, 0, 0} (a,/2) e ¥p {x, 0} (-q_) obter-
se-iam identicas expressaes para o vetor de cargas consistentes do
elemento (ge). Portanto este elemento permite que sejg construi-
do o0 vetor de cargas consistentes para um carregamento uniforme
atuando sobre 0 mesmo. Para outros tipos de carregamento p(x,y)
deve-se substituir o carregamento dado por outro estaticamente

equivalente constituido por cargas concentradas aplicadas nos nos

do elemento.

Sendo necessario definir o campo de deslocamentos
apenas na fronteira do elemento, tal pode ser feito de uma manei-
ra mais simples a partir dos polinomios de interpolacao de Hermi-
te de primeira ordem para uma dimensdo e de fungﬁg&@ﬁghiﬁfergd]a-
¢@o lineares, de tal forma a assegurar 2 continuidade dos desloca

mentos u, na fronteira exigida pelos critérios de convergencia.

~B
A matriz up =L g ficara portanto:

s W}

!B = {- BX’- By

(expressa para os quatro lados do elemento: AB, BC, CD e DA)

0s parametros nodais q estao representados com 0

sentido positivo na-fig. 4
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Y
Zh
93
- 9
. 2
T?a
¥
1 T
% T"“

Fie. 4

sendo q = {q], Py q3,...,q]2} onde a flecha w para o lado ‘AB,por
exemplo, sera expresso por:

AB
W = 93 HS](X) * 9 ng(x) + 4 H]](x) tq, H]z(x) (4.2.2)

L]

HQ1(x), Hop(X}s Hyq(x) e Hy,(x) sdo os polinomios de interpolagdo

de Hermite, ou seja:

Hoy(x) = 1 - 3(x/2)% + 2(x/a)’

() = 3 (x72)2 - 2 (x/a)3

Hyp(x) = al(x/a) - 2 (x/a)% + (x/2)%]
le(x) = -~ 8 [(X/a)z - (x/a)3:|

As rotagoes B, e B serao expressas por fungoes

y
de interpolagio lineares. Para o lado AB tem-se
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>
1}

(1 - x/a)qy + (x/3) q,

X
B, = (1 - x/a)qy,~+ (x/2) qg
Ficando a matriz L com o aspecto apresentado no

quadro 1.

A matriz Tp = R B + R, particularizada para um ele

pas

mento retangular e dada por:

— =~ -~ =~ - 7 -
Mxy My -Mxy _Mx
~ -My \ { 'Mxy R My >e Mxy (4.2.4)
'Qy Q, Qy 'Qx
- W, - v, - ., .

Tado AB lado BC lado CD lado DA

Podendo, portanto, serem montadas as matrizes R e BP como mostra
o quadro 2.~

Para determinagao das matrizes G =f RT p
. _ 2 5~
= fs B; L ds e necessario efetuar uma integracao ao longo do con-

L dsS e G

tSrno do elemento. Tal & obtido por intermédio de uma soma de

quatro integrais segundo os lados do elemento, ou seja:

s =7Tag * Toc *t fep t Joa

0s termos da matriz G estdo explicitados na sub-ro

tina GC cuja listagem encontra-se no:ARﬁNDIEE: A matriz G, esta
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indicada no quadro 3.

As matrizes H = sy (PTC,P + VTC,¥) dA e Hy =

P
T 1 .7 - . . -
= IA (P C,P P + v gzvp 5 P' Z) dA sao obtidas por integracao ao
longo da area do elemento tomando-se para El’ Ez e Z as matrizes

apresentadas em (3.2.13), (3.2.14) e (3.2.15) estando Hp dada no

quadro 4 e~ﬂ-explicitada nas sub-rotinas HMT e ISIBR apresentadas

no “APENDICE,

Considera-se, para simplificar, que na matriz S =

T T
= {- EP * ISU
no seja identicamente nulo, ficando a matriz S dada,simplesmente,

T
por S = - GP .

Foram obtidos, deste modo, tadas as matrizes neces

sirias a montagem de K° = GT 1_ e Q° T_ ]ﬂp - g; para cada
elemento, o que & feito diretamente no computador, realizando 0s

produtos matriciais indicados e a inversao da matriz H

EXEMPLOS NUMERICOS E RESULTADOS

0 exemplo usado para testar a validade do procedi-
mento descrito nas secoes anteriores foi o de uma placa quadrada
simplesmente apoiada, isotropa, homogenea, sob a acdo de uma car-

ga uniformemente distribuida q, por unidade de area.

As condigdes de contorno foram consideradas, anu-

lando-se a flecha e a rotagio na diregio tangente aos lados da

placa. A terceira condic¢do, que requer a anulagdo do momento fle

tor normal ao contorno sGrpode ser satisfeita aproximadamente pe-.

lo elemento desenvolvido.

L_ Ty dS} o vetor Tg dascargas prescritas no contor

-
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Para comparar os resultados com os obtidos pela teo
ria de Reissner (Ref. 13), calculou-se um parimetro adimensional
de flecha no ceﬁtro da placa para virias relagoes entre espessura
e vao. Estes resu]tados, que apresentam excelentes concordancias
com a teoria, estado hpresentados na tabela a seguir em que coloca
ram-se tambem os resultados obtidos com um elemento baseado no me
todo dos deslocamentos,desenvolvido por Charles W. Pryor, Richard

M. Barker e Daniel Frederick (Ref. 13).

0 aumento da deflexao devido ao efeito da deforma-
¢do por esforco cortante para uma relagao espessura/vao de 0,1 @

da ordem de 4%. Para uma relagao de 0,2 aumenta para 17%.

COEFICIENTE ADIMENSIONAL o PARA A

FLECHA NO CENTRO DA PLACA

A E Modulo de Young

3 a Vao

h Espessura
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VALORES DE 100 o
/2 | TEORIA ITEORIA BE|irarino |riariD0 [WIpRiDD |(ReF:13)
(3x3) (4x4) (6x6)
0,01 4,437 | 4,439 | 4,445 - | 4,447 4,439 | 4,423
0,05 4,437 4,486 4,490 - 4,487 i 4,486 4,469
0,10 4,437 4,632 4,636 4,634 4,633 4,612
0,15 4,437 4,876 4,883 4,881 4,878 4,852
0,20 4,437 5,217 5,230 5,225 5,221 5,186
0,25 4,437 5,656 5,676 5,668 5,662 5,617

(Devido a simetria foi calculado apenas um quarto da placa, , Co-
. . N -/‘"‘ o

mo esta indicado na Fig. 5 que mostra a malha 3 x 3.)

j_f

{3x3) A

FIG. 5
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3 - Elemento Retangular para Flexao de Placas Sandwich

Como uma aplica¢do do elemento desenvolvido na sec
¢ao anterior, pode-se aproveitar a formulagao apresentada para a
analise de placas sandwich. Para tal e suficiente que seja adota
da para a energia complementar a expressao fornecida em (3.2.26),
0 que na pratica e feito simplesmente tomando-se para as matrizes
IR,
demais matrizes sdo obtidas de maneira identica as do elemento an

e Z os valores dados em (3.2.27), (3.2.28) e (3.2.29). As

terior baseado na teoria de Reissner, resultando um- elemento re-
tangular para flexdo de placas sandwich com um campo de momentos
quadriticos M assumido, possuindo como parimetros nodais as rota-
goes B, © By e a flecha w, tendo as primeiras uma variagao 1iné-
~ar* e a segunda uma varijacao do $fgraﬁ'ao longo dos lados do ele-
mento. A tabela e a figura 6 fndicam os resultados de um coefici
ente adimensional para. a flecha no centro de uma placa 't sandwich

quadrada simplesmente apoiada, com o parametro

onde a & o vao da placa, G o modulo de rigidez transversal do ni-
cleo, h a espessura do nucleo e D o modulo de rigidez a flexdo da
placa igual a th2/2(1-v2), sendo £ o modulo de Young do material

‘'das faces e f a espessura das mesmas.

Os resultados para diferentes malhas foram compara

dos com a solugdo analitica dada pela (Ref. 23) e com um elemento
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semelhante porem com variacdo linear para flecha w ao longo dos

lados, que foi desenvolvido por Pian (Ref. 8).

MALHA a. = Dw/qoa4 Bc = Mx/qoa2
(1 x 1) 0,00613 0,0526
(2 x 2) 0,00599 0,0494
(3 x 3) 0,00596 0,0485
(4 x 4) 0,00594 0,0482
(6 x 6) 0,00593 0,0480
ReifA{g3) 0,00593 10,0479

Devido a simetria a malha refere-se somente a um quarto

da placa.
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®
0.007 N
\\\
« Erenenro Hiarivo
T (Pian)
\\‘
3 el
= - -
‘{ ELemnenTto HinRlIso R
0.006 | ""\:o-—‘la;:a:o
Soruche ExaTA (Rer 23) .
a* Gh =4
T*D
0, 005
. 2 EEERT e
!1,..-»- . ;ts‘ Ebf,. . -

NUMERO DE ‘ELEMENTOS -POR. SEMI VRO

4 - Elementos Baseados na Teoria Classica para Flexao de Placas

Serdo desenvolvidos dois tipos;@:elementos retangu
lares, baseados na Teoria Classica para Flexao de Placas, em que
& desprezado o efeito da deformagdo devido ao esforco cortante: o
primeiro com um campo linear e o segundo com um campo quadratico

de momentos assumido .
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4.1 - Elemento com campo de momentos linear

3
Sejam os esforgos resultantes por unidade de.  com-

primento, que atuam em uma placa com as diregoes positivas indica
das na fig. 3, expressos por polinomios completos do pfimeiro
grau em X e Y com parﬁmetros B a determinar. Adotam-se, portanto
as seguintes expressoes para M e Q que devem satisfazet as equa-

¢oes de equilibrio (3.1.2).

onde:

e
fl

{8“ 82 83 ‘.-7... Bg} (4.4.])

A solugdo particular (P, e V) nao e possivel de

ser obtida a partir de expressoes lineares assumidas para os mo -
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mentos, uma vez que a equacao de equilibrio (3.2.3) e de segunda
ordem em relagio aos mesmos. Desta forma EP’ tendo termos no ma-
ximo de primeira ordem, ficaria indeterminada. Portanto deve-se
‘ter p(x,y) = 0, so sendo admissivel para o elemento cargas concen
tradas'nos nos, devendo-se consequentemente substituir o carrega-
mento distribuido p(x,y) por outro constituido por cargas concen-

tradas estdaticamente equivalentes aplicadas nos nos.

A matriz TB’ como ja foi visto, assume o seguinte

aspecto para um elemento retangular:

Y o W e U e

Mxy MX -Mxy -Mx
< -My L, <4 -Mxy %< My -y Mxy S (4.4.2)
‘QY_J Qy Qy LfQX_J

- _ T 7
lado AB lado BC lado CD lado DA

A matriz dos deslocamentos no contorno Up e dada
para um elemento baseado na Teoria Classica para Flexdo de Placas

por:

particularizada para cada um dos lados do mesmo.

As matrizes G e G, podem ser calculadas de dois mo

aw L
3% ¢ 3y
consideradas separadamente, como foi apresentada no desenvolvimen

dos diferentes: no primeiro a flecha w e as derivadas S3o0
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to dos elementos abordados nas segoes anteriores; no segundo ob-
serva-se que na Teoria Classica o momento torsor e estaticamente
equivalente a um esforgo cortante V distribuido ao longo do con-
torno. Desta forma teremos apenas o momento fletor e o esfdrgo
cortante Vn como esforgos atuantes na fronteira do elemento cdr—
respondendb aos deslocamentos constituidos pela derivada normal ao
lado (3§ ou %%) e a flecha. Entretanto observa-se que desta ma-
néira sao introduzidas forcas concentradas nos quatro cantos do
elemehto. Para o caso de lados ortogonais os seus modulos sao
iguais ao dobro do modulo do momento torsor atuante no canto con-
siderado. 0 efeito destas f5rgas deverd ser acrescentado as ma-

trizes G e Gp.

Adotando-se daqui por diante este segundo modo de

calculo das matrizes G e gp, fica-se agora com Tg = R B + Rp dada
por:
-My Mx My -Mx
: , y < (4.4.3)
-Vy Vx Vy -Vx
lado AB Tlado BC lado CD lado DA
onde
3M
= - XY
Vx Qx aY
(4.4.4)
aM
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Podendo ser montada a matriz R como esta indicado
no quadro 5. A matriz Rp ¢ identicamente nula devido a PP e !P

‘tambem 0 serem.

As forgas concentradas nos cantos do elemento se-

rao dadas em modulo por:

[Fpl = 284
[Fgl =-28, - 2asy

(4.4.5)
IFCI = 2By + 2bgg + 2aBy

]FD| =-28; - 2bgg

que multiplicadas pelos correspondentes valores de w resultam nos

termos que devem ser adicionados a matriz G.

Define-se o campo de deslocamentos na fronteira do
elemento com o aux71io dos polindmios de interpolacdo de Hermite
de primeira ordem a uma dimensao para a flecha w e com fungoes de
interpolagao; lineares para a derivada normal ao contorno, assegu
rando-se desta forma a-contindiﬁéﬁél de deslocamentos na frontei-

ra entre dois elementos.

A matriz up = L g ficard portanto:

BW . oW = 3
Y ) 2

(4.4.6)
w W

lado AB lado BC lado CD lado DA

=

>
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0s parametros nodais q estao representados com o

sentido positivo na fig. 7

Y
\
9%
3u . qm ~

E Tq ) y// g,
ALV [‘fe

/ > 0 > X

/’j 9 /d]‘}‘, Qs
?" Fle. ¥

(observa-se que os sentidos s3o diferentes dos apresentados na fi

gura 4)

onde:

sa por:

AB

ﬂ = {q] q2 q3 v q]z} (4.4.7)

Sendo, por exemplo, a flecha para o lado AB expres

W = Q3 Ho](x) + q6 HOZ(X) = q] H]](X) - Q4 H]2(x)
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onde Hgq(x)s H_5(x), Hy;(x) e Hyp{(x) s3o os polinomios de interpo

lagao de Hermite apresentados em {4.2.3).

A derivada normal ao lado AB devera ser linear a
fim de manter a continuidade de inclinagac ao longo da fronteira
entre dois elementos, ou seja:

awAB BwAB

an = ey = (1 - x/2) (- a,) + (x/a) ( - qg)

Torna-se assim possivel construir a matriz L como
esta indicado no quadro 6 e a matriz G = IS ET L dS que encontra-
explicitada na sub-rotina G9 do E&mnlcfxgﬁdgfji foram adicionados
os termos devido a efeito das forgas concentradas nos cantos do
elemento.

A matriz H = £, P!

C, P dA (quadro 7) & obtida por
1ntegrag§o ao Tongo da area A do elemento,*wﬁﬁmando-se para a ma-
triz C, a expressao dada em (3.2.13).

T ,-1

H

Para construcgdo da matriz k& = G

G & necessa
rio a inversdo da matriz H . Tal poderia ser feito diretamente
no computador mediante uma sub-rotina de inversdo de matrizes da
mesma forma como nos elementos desenvolvidos nas secoes anterio -
res. Mas, considerando-se que do ponto de vista analitico a ma-
triz H para este elemento e de facil inversdo e que a inversao nu
merica sempre implica em uma maior perda de tempo de computagdo
para a montagem da matriz Ee, optou-se pela obtencao da inversa

analijticamente, obtendo-se para E'] a matriz apresentada no qua -
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dro ﬁg.

Foram obtidas, portanto, as matrizes G e 5-1 neces
P N ' - e .
sarias- para montagem da matriz K~ do elemento, o que e feito dire

tamente no computador.

4.2 - Elemento com campo de momentos quadratico

0s momentos sdoc expressos neste elemento por poli
nomios completos do segundo grau em X e Y com :parametros g a de-
terminar de uma forma identica ao elemento baseado na Teoria- de

Reissner desenvolvido na sec¢do 4.2.

Sendo portanto as matrizes P, V e B dadas em (4.2,
1),;&Pgra as matrizes EP !p foi adotada a mesma solugao particu-

lar da seé§50 4.2,

0 campo de deslocamentos uy porem sera tomado iden
tico ao assumido para o elemento Tinear da secdo 4.4.1, de forma

que a matriz L @ a mesma que esta apresentada no quadro 6.

A matriz Tp = R 8 + Rp dos esforgos atuantes na

fronteira do elemento sera construida de maneira analoga ao ele-

- M .
X
b (4.4.8)
_vx‘

lado AB  Tado BC 1lado CD  lado DA

mento linear, ou seja:

Obtendo-se a partir dai as matrizes R e Rp como en
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contra-se indicado no quadro 9.

As forgas concentradas nos cantos do elemento serao

dadas em modulo por:

IFA[ = 263
Z

|Fcl = 2B + 2bBg + 2aBq + 2abgy, + 2abpy, +

2

+ 2a%g, + 252317

Fpl =-285 - 2bBg - 2b%g,, (4.4.9)

que multiplicadas pelos correspondentes valores de w resultam nos

termos que devem ser adicionados a matriz G, e

|FA| =0
[FBI = 0
(4.4.10)
[Fcl = ab 9, ,
|FD| =0

que multiplicadas pelos correspondentes valores de w resultam nos
termos que devem ser adicionados a matriz G,.

As matrizes G, e G sao obtidas por integragdo ao
longo do contﬁtno do elemento dos produtos matriciais ET

A primeira encontra-se indicada no quadro 10 e a segunda esta ex-

plicitada na sub-rotina GU do M{NDICE*onde ja foram adicionados
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os termos devido ao efeito das forgas concentradas nos cantos do

elemento dados em (4.4.9).

Tomando-se para matriz EI a expressao dada em ( 3.
2.13), podem-se construir as matrizes H = Iy ETE]E dA e Hp =
= IA“nglgP dA por integracdo ao longo da area A do elemento, en-

contrando-se esta ultima indicada no quadro 11,

Por razoes analogas as apresentadas para o elemen-
to linear, optou-se pela inversdo analitica da matriz H por um me
todo de partigdao de matrizes. Para tal considerou-se a matriz H

-—

dividida em quatro sub-matrizes;

LS

Hi1 : Hy2
H (17T x 11) : (11 x 6) »
. g S |mmmncmrrtnsaaa L T epe R 4.4,
(17 x 17) - uT : ” ( )
~12 ' ~22
1
(6 x 11) : (6 x 6)
o Fazendo-se a mesma divisao para a matriz ﬁ'] obter
se-a
B1y : By2
| (11 x 1) (11 x 6)
L . A (4.4.12)
T ‘
(17 x17) B12 : B22
(6 x 11) ' (6 x 6)

onde:
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T
12

1

- -1
- Hyp HIq Hypp) (4.4.13)

Baa = (My;
Obtendo-se a matriz inversa ﬁ;} analiticamente e
efetuando-se as operacoes indicadas dentro do pafnggse;da expres -
sdo (4.4.13)resultara uma matriz em banda de facil inﬁersio. 0b
teve-se desta forma a sub-matriz 822. As demais sub-matrizes(EI]
e 512) sao calculadas diretamente no computador mediante simples

operacoes de multiplicacdo e adigdao matricial.

-
Big = - Hyp By Byp
(4.4.14)
IS I -1 T
Byp = Hogy - ByalHyy Hyp)

A obtengdo da inveréaﬁ da matriz H pelo processo

indicado & feita pela sub-rotina H,, do: APENDICE

0 vetor de cargas consistentes do elemento & dado

por:
Q® = GTH 'R, + S
onde:
Y G T z
S==-Gp+ g L Tgds

Assumindo-se, para simplificar, que-iB =0, 0 ve-

tor Q° ficar3 expresso por:
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Desta forma foram obtidas todas as matrizes neces-
sarias para a montagem das matrizes ﬁe e Qe 0 que e feito direta-

mente pelo computador.

EXEMPLOS NUMERICOS ~ RESULTADOS

Serao apresentados. a seguir, dois tipos de placas
retangulares que foram estudadas utilizando-se os elementos da
secgdo 4.4. 0s resultados sdo comparados com os obtidos pelo ele
mento retangular desenvolvido por Zienkiewicz (ref. 2 ) por pos -

- nodais que os elementos hibri

£

suir o mesmo numero de deslocamentos
: &

e PR . - PR - N
doscapresentados.epor-estar igualmente baseado na Teorxa:G}a§s1caﬂ§
wra Flexaoide~Placas. Resultados numéricos com este elemento pa
ra varios casos de placas retangulares foram obtidos tambem na

tese de D.Sc., COPPE, 1970 de Alcebiades Vasconcellos Filho (ref.

20 ).

PLACA 1:

Tipo : Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro
lados; isotropa; homogénea; espessura constante.

Carregamento : 1 - Carga uniformemente distribuida q, por uni

dade de area.
29 - Carga concentrada P no ponto A, centro da

placa.

Placa analisada::Devido a simetria, foi analisada apenas um quar-

to da placa conforme indicado na figura 8.. - pa
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ra a malha 4 x 4.

Eh3 Y/\‘
D = ———"-——'—-2'— . &
12(1-v7) :_L

E = Modulo de Young 5 R

- "4 r Q 'ﬂela
v = Coeficiente de
: Poisson (0.3) N

X

Convergencia : S3o calculados valores de coeficientes adimensio-
nais para a flecha w e o momento fletor M no pon

to central A para ambos os carregamentos.

CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA 9,

COEFICIENTE o = w D/q, a*
MALHA HIBRIDO HIBRIDO ZIENKIEWICZ |VASCONCELLOS
LINEAR QUADRATICO Ref. ( 2 )|Ref. ( 20 )
1 x 1 0,002844 0,003906 0,003446 0,00506
2 x 2 0,003668 0,004052 0,003939 -
3 x3 0,003890 0,004060 - 0,00418
4 x 4 0,003966 0,004062 0,004033 -
5 x 5 0,004001 0,004062 - 0,00411
6 x 6 0,004020 0,004062 0,004050 0,00409
EXATO Ref, (1 ) 0.004062 1/;
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COEFICIENTE 8 = N /a’q
MALHA|  HIBRIDO HIBRIDO VASCONCELLOS
LINEAR QUADRATICO Ref. ( 20 )

1 x 1 0,04436 0,04905 0,0660

2 x 2{ 0,04795 0,04827 -

3 x 3| 0,04783 0,04806 0,0497

4 x 4] 0,04788 0,04798 -

5 x 5| 0,04788 0,04795 0,0485

6 x 0,04788 0,04793 0,0484

EXATO Ref. (1) 0,0479

CARGA CONCENTRADA P EM A
COEFICIENTE o = w D/Pa”
MALHA HIBRIDO HIBRIDO ZIENKIEWICZ [VASCONCELLOS
LINEAR QUADRATICO Ref. ( 2 )[Ref. { 20 )

1 x 1 0,01138 0,01045 0,01378 0,0138
2 x 2 0,01187 0,01138 0,01233 -
3 x 3 0,01175 0,01151 - 0,0120
4 x 4 0,01169 0,01155 0,01183 -
5 x 5 0,01166 0,01157 - 0,0118
6 x 6 0,01164 0,01158 0,01172 0,0117
EXATO Ref. (1 ) 0,01160
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Placa analisada:

Convergencia

COEFICIENTE B8 = M. /P
MALHA HIBRIDO HIBRIDO VASCONCELLOS
LINEAR QUADRATICO Ref. ( 20 )
1 x 1 0,177 0,213 0,228
2 x 2 0,239 0,289 -
3 x3 0,278 0,331 0,337
4 x 4| 0,307 0,361 :
5 x5 0,330 0,384 0,389
6 x 6 0,349 0,403 0,408
PLACA 2:
Tipo Placa quadrada engastada nos quatro lados; isEtrg
pa; homogenea; espessura constante.
Carregamentos 19 Carga uniformemente distribuida q, por unidade

de area.
29 Carga concentrada P no ponto A, centro da pla-

ca.

Devido a simetria foi analisada apenas um quarto
da placa rconforme indicado na figura 8. para

a malha 4 x 4,

: Sao calculados valores de coeficientes adimensio-

nais para a flecha em Ace o momento fletor “no pon

to B, para ambos o0os carregamentos.



CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA G,

COEFICIENTE o = w D/qga%, COEF. B = M /qa’

MALHA |HIBRIDO| KIBRIDO |ZIENKIEWICZ|HIBRIDO| HIBRIDO

LINEAR |QUADRATICO|{Ref. ( 2 )|LINEAR |QUADRATICO
1 x 1]0,00211| 0,00134 0,00148 |<0,0177| -0,0481
2 x 210,00124| 0,00124 0,00140 |-0;0%448|" -0,0500
3 x 3{0,00127| 0,00126 . -0,0472] -0,0505
4 x 4/0,00126| 0,00126 0,00130 |-0,0498] -0,0508
5 x 5/0,00126| 0,00126 - -0,0498| -0,0509
6 x 6/0,00126| 0,00126 0,00128 |-0,0506] -0,0510
EXATO Ref. ( 1) 0,00126 - 0,0513

CARGA CONCENTRADA P EM A
COEFICIENTE o = w D/Pa‘ COEF. g = M /P

MALHAL L 1BRIDO| HIBRIDO |ZIENKIEWICZ|HIBRIDO| HIBRIDO

LINEAR |[QUADRATICO|Ref. ( » )|LINEAR |QUADRATICO
1 x 110,00844} 0,00534 0,00592 |-0,0709| -0,1448
2 x 2|0,00581| 0,00535 0,00613 |-0,1134| -0,1285
3 x 3|0,00578| 0,00550 . -0,1178] -0,1269
4 x 4|0,00569| 0,00555 0,00580 |-0,1237] -0,1261
5 x 5/0,00567] 0,00557 - -0,1226| -0,1258
6 x 6|0,00565| 0,00559 0,00571 |-0,1246| -0,1257
EXATO Ref. { 1)  0,00560 -0,1257
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V - CONCLUSDES

0s elementos desenvolvidos, atraves dos diversos
resultados numericos obtidos, demonstraram uma excelente concor-

dancia com as solugoes teoricamente exatas.

Sendo a formulagdo dos mesmos feita em carater bas
tante geta], torna-se possivel o desenvolvimento de elementos com
outras geometrias por exemplo, elementos triangu]ares,podendo des
ta forma serem abordados problemas com contornos irregulares e

nio sucetiveis de serem representados por uma malha retangular

Uma outra caracter?stica dos elementos hibridos es
t2 na obtengao das tensdes que atuam no seu interior. Uma vez
que o campo de tensoes, ao contrErio dos elementos desenvolvidos
pelo metodo dos deslocamentos, e assumido "a priori", torna-se
possivel canhecer as tensdoes em qualquer ponto do mesmo a partir
dos parEmetros g determinados para cada elemento., Obtem-se assim

M s Q

y' xy X
em que se fizer necessario. Da mesma maneira e possivel obterem-

os cinco esforgos resultantes (Mx’ M e Qy) nos pontos
se as reagoes nos apoios da placa em estudo. As sub-rotinas que
aparecem‘nb;APE&DIQE&fotnecem os esforgos resultantes nos quatro
cantos de cada elemento mas podem ser facilmente alteradas para
fornecerem os esforgos em qualquer outro ponto em gue houver in-

teresse,

Um outro aspecto que deve ser salientado diz res-
peito as fungoes de interpolacao adotadas para os deslocamentos

(Bx’ B, e w) do elemento. Como foi visto na teoria, estes deslo-

Y

R 1 ot e : v .
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_camentos SO serdo necessarios na fronteira, podendo portanto se-
rem expressos por funcgoes de interpolacdo de uma dimensao. Mas se
forem adotadas fungoes de interpolagdo validas para todd o domi-
nio do elemento sera possivel obterem-se matrizes de massa para
os elementos e tornando possivel tambem a anialise de problemas di

namicos.

0 estudo da convergencia dos elementos hibridos com
campo de tensoes assumido foge ao escopo do presente trabalho, PO

dendo ser encontrado nas referencias (10 e 11).
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LADO AB

- (1-g)
0

(£-2e%+£3)a

LADO BC:

0 0
0 0

LADO CD

0
0

0

- (1-g)

0

0 0 0 - (1-n)

QUADRO 1 MATRIZ

L

-~

0
0

-£
0

(1-3c2+263)  (-£%+£3)a

0
= (1~n)

(n“2n2

(-£%+£3)a

#n3)b

0

(1-3n%+2n%)

0
0
(3g2-23)

0 0 0 0
-E . 0 0 0
0o (3ef-2e%) o ¢
-1 0 0
0 -N 0
0 (-n2+n3)b (3n2¥2n3

~<{1-&)
0
(£-262+ £%)a

0
- {1-g)
0

o
o
o

| © o o]

o
o
o o o

)

0
0

(1:3g%+257)
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LADO DA

- (1-n) 0 0 0 0 0 0 0 0 -n 0 o |
0 - (1-n) 6 0 0 0 0 0 O -n 0
2 3 - o~
0 (n-2n%+ n3)b  (1-3n%420®) 0 0 0 0 0 0 0 (=nZ#n’)b - (3n%-2n3)
onde £ = x/a e n = y/b

‘99



LADO AB
10
0 -
0

mrna

LADO BC

0
1
0

QUADRO 2  MATRIZ R
0 X 0 0
0 0 0 - X
o 1 0 0
0 0o y? o
-y -a 0 0
-1 0 0 0
-b -X 0 0
o 0 0 x
6 -1 0o o0

0 0
0 0
0 0
a2 0
~ay -ay
a -a
-xb -xb
0 bl
-b b

xb

e



LADO DA

MATRIZ RP

Qo v O

N

.
o

‘lado AB

-y 0 0
0 0 0
0 0 -]

o)
. a‘.
-
. /
lado BC

40 0
y 0
1 0

Y
_ be

2

lado CD

0
_ _/
Tado DA

89



QUADRO 3 MATRIZ G,

2

2= - 2, - - = 2, -
ab _ abp 5a bp 5ab”p _ ab a“b
[OOOO‘ZTE 1 77 72 il al

QUADRD 4 MATRIZ ﬁp

- g%?:l

: T T S .
Hp = Jp B ICqRp dA + Jp VIC,Vp dA+ Jp > P72 dA
fp PTCyPp dA
2.2 - 2.3 3,2 3,3 3.3 4, 2 2, 4 -
a b a b a’b a"b a“b ab a b 12
(0 022 0 0 0 o 2 0 o 2 2. 0 o 2F 2} (14v) ——EEh3
T
Sp ¥ C,oVp dA
Pt 2 P 2 3 3 3 3 2.2 2.2
a“b ab a b ab a“b ab - a“b ab a“b a“b
00000 5= S -5 - 005 -5 +3) 7 =7
_af? azbz} (- 5(1+\))h2) (A2
2 Z 10 3
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R SART
2 2 2 3 .3 3 3 2,2 2.2 2: =
ab™ a"b a"b ab ab” a’b a’b ab” a”"b™ a’b h“vp,, 12
fab ab 0 = 7 00 =5 3 T3 3 3 N A2
QUADRO 5  MATRIZ R

LADO AB

0 -1 0 0 - X 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 0 2
LADO BC
1 0 0 y 0o a 0 0 o

0 0 0 0 0 1 0 -2 0
LADO CD ,

o 1 o0 0 x 0 b 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 -2

0L



LADO DA

-1 0 0
0 0 0
LADO AB
0
(-g+2g2fg3)a
LADO BC
0 0 0
0 0 0
LADO CD
0 0 0
0 0 0

-y
0
(1-£)
0
{(1-n)
0
0 0
0 0

0 0
(352-2e3) o

0 0 0 0 X
0 -1 2 . 0
QUADRO 6  MATRIZ L
0 3
(1-3c%42e%)  (e2-e%Ha o
n

(-n+2n2-n3)b

0 0
o (£2-c3)a

(1-3n+2n3) 0

£
0

0
(3g2-2¢3)

0

(nz-nB)b (3n2+2n3)

0
(-e+262- £3)a

0

(1-£)
0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
0

(1-382+283)

L



LADO DA
(1-n)
0

0 0
('n+2n2-‘n3)b (1-3n2+2n3)

"L



ab -vab

ab

onde A = 2(1+v)

QUADRO 7  MATRIZ H
0 ab? _vazb ;azb
2 2 2
0 _vab2 azb ;vazb
- Tz 7
Aab 0 0 0
ggi _va2b2 a?p?
3 4 4
3 3
a h va~b
SIMETRICO — T
a3b
3

Aab

“

€L



7 iv
kab kab
7

kab

1

SIMETRICO

onde A = 2(1+v}

QUADRO 8  MATRIZ H~
0 __6_ __bv __ b6
kab? ka b ka’b
0 ___bv __ 6 __bv
kab2 kagb kazb
7 0 0 0
Tab
12
L 0 0
kab
12 12 v
ka>b ka’b
12
ka' bi
e k = (1-v)

12
kab

Aacb

12
Aa"b

Vi



LADO CD

-y

QUADRO g MATRIZ R
0 0 0 0
-1 0 2 0
0 0 0 y
0 -2 0 0
b 0 0 0
1 0 -2 0
0 0 0 -y
0 2 0 0

"§L



QUADRO 9 MATRIZ R,
0 0 0
0 -ap -bp
Lado AB Lado BC Lado CD
QUADRO 10 MATRIZ §,
"o o o o S%EE _abp  _a%p _av’p _abs
‘ , 2 2 T2 P
QUADRO 11 MATRIZ H,
A matriz H, & identica a matriz f, P'C,P, dA do QUADRO 4.

0
0
Lado. DA

"9¢



LISTAGEM DAS SUB-ROTINAS EM LINGUAGEM FROTRAN
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Relacionam-se a seguir as sub-rotinas referentes

aos elementos desenvolvidos nos capitulos anteriores.

As sub-rotinas de nomes HIBR9, H9, G9 e TENSS refe
rem-se ao elemento linear apresentado na segao 4.1; as de nomes
HIBR8, H11, GU e TENS5 referem-se ao elemento quadratico da segdo
4.2; as de nomes HMT, GC, HIBR1, HFGF, ISIBR e TENSZ referem-se
ao elemento .de placa sandwich e ac elemento baseado na teoria de

Reissner.

INFORMAGOES GERAIS SOBRE PARAMETROS DE

ENTRADA E SATDA DAS SUB-ROTINAS

XE - Coordenadas dos nos dos elementos

EE - Modulo de Young

TU - Coeficiente de Poisson

TH - Espessura do elemento homogeneo ou espessura das faces. de

um elemento de placa sandwich

SE - Matriz k®
T - Vetor Q°
NCD - Tndice 0 ou 1 (0 se o elemento ndo possui carga uniforme

mente distribuida, 1 se o elemento possui carga wuniforme
mente distribuida qo)

QC - Valor da carga 9

G - Matriz G

BETA - Vetor B

P - Vetor dos termos independentes do sistema global de equa-
goes



NE
NNPE
NEL
NA
NNDP
IA

HF
GF
IS

GCS

HCS

79.

Matriz das equagdes do sistema global

Numero de* elementos da malha

Numero de nos por elemento

Incidencia dos nos para cada elemento

Nﬁmero do n6 que possui um deslocamento prescrito
Numero de nos com deslocamentos prescritos

DiregOes prescritas para cada um dos n0s relacionados em
NA

Abcissas dos nos da malha

Ordenadas dos nos da matha

Matriz H

Matriz ﬂp

Matriz gp

Indice 0 ou 1 (0 para o elemento de placa sandwich, 1 para

o elemento baseado na teoria de Reissner)

Modulo de elasticidade transversal G do material do nucleo
de uma placa sandwich

Espessura h do nucleo - de uma placa sandwich



/7 FUR
#LLST

*OHE W
SEXTEN

C
C
C
10
11
12
17
22
200
210
21
71 oup
£5TORE
/1 FOR
HONE W
SEXTEN
FLIST

SOURCE PROGRAM
oun INTEGERS

CEN PRECISION

SURROUTINE HIBRY (XE,EC,TU.TH,SELQC,T,NCD)

DEMENSION KE(B4y2)4SE{L12,12),HE9,2):6(9,12),GH{12,9),T112)

MONTAGEM DAS MATRIZES KE £ Qf

N=9

CALL HT (XELTU,H)
E=CE#TH*%*3/12.

D0 10 E=1,N

DO 10 J=14N

ML, JY=HUT, ) 2E

CALL GY{XE,G)

L0 11 I=1,12

DI 11 J=1,N

GHUT,4)=0.

D3 11 KK=14N

GRIUL2 JISGHIT, ST +GUKK s T #HIKK, )
o 12 I=1,12

DG 12 J=1,12

SC{l,4)=0.

DO 12 Kk=1,N
SELI5J1=SELT+JI+GH{T KK £GIKK,J)
DS 17 1=1,12 '
T1)=0, .

IFIHCD)Y 21,21,22
AL=XZE(Z2,1)=-XE(L, 1)
BL=XE(3,21-XE(2,2)
T(3)=NCRAL*BL*0.25
T(51=T13)

T(G)=T13)

T(12)=T(3)

WEITE{5,200)

FOMAT(//'  VETOR DE CARGA DO ELEMENTD '//)
WRITE(S,210) (T{I),1=1,12)
FORMAT (6E15.7)

CONT INUE

RETURN

END

WS  UA  HIGRY GEC3

GRU INTEGERS

DED PRECISTIUN

SUURCE PROGRAM
SUBRIOUTEINE HE9 (XTC,TU,H)
DIMEMSEON XE(8,2),H19,9)

80.



CALCULO DA MATRIZ ITNVERSA DE H

OO

D=} -T2
V2% { L. +TU)
AL=XC{ 2, 1)=-XE(L, L)
BL=XE(3:2)-XEl2,2)
A= AL#BL
B=AL*%2*BL
C=AL*BLw*2
P=AL*=3%0L
R=pLEx3IxAL
D3 3 1=1,9
co 2 J=1,9
3 Hi[,31=0.
H{lyL}=T./{D%A}
H{l,2)=1(1,0)*%TU
Hily4)=-6./10%C)
HiElyS ) =-6.%TU/ (D%
HE1s4h)==6./{D%3)
il Ti==6.xTU/{D*C)
H{2,2)=H[1,1]
HEZ2,4 =111, 7Y
5 a1 6)
H{Z,61=H{1,5) . ..
M2, 71=HU1,4),
HUS, 3 =T/ (VEA)
H{3,3)==6./(¥%C)
Fl3,9)=—6./{V*])
HiG,4)=12,/{D%R)
H{4, Th=H{4,4)%TU
FiD,5i=12./10D%P)
HI5,6)=H{5,5)*TU
H{&,61=H{S,5}
|‘H?|7)=1'H474}
H{3,8)1=12./{V*R}
H{9,9)=12./7{V#*P}
po 11 1=1,9
00 11 J=1.9"
Ll H{dsLi=k{T1,J)~.
RETUAN
END
/7 DUP
#STORE WS UA  H9
// FUR
FLIST SDURCE PROGRAM
#ORE WORD INTEGER
#EXTENDED PRECISTON

o

AL E BL LADOS A E B DU ELEMENTO

m

81.
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| SURRNUTINE 67 (XE.G)
DIMENSION XE(8,2),6(9,12)

CALCULO DA MATRIZ G
AL € BL L2DDS A € 8 DO-ELIMENTO

AL=XE{Z,1)=-XE{1,1) -
BL=XE(3,2)-XE(2,2) )
A=AL/b.

B=BL/b.
AZz=ALZAL/G.
B2=BL*BL/6,

o0 10 I=1,9

DO 10 J=1,12
GiIlsJ)=0.
Gl1|l)=‘3*3.
Gllya)=B%3,
Gll,7)=G(1,4)
Cil,10)=6G11,1)
GlZ,2)=-A%3,
Gl2,5)=60(2,2)
Gl24,B)1=-G{2,2) .
G‘Z!ll):G‘ZIB’
G(3|3)=20
Gi3,6)=-2.
Gl3,91=2.
Gi3,i2i=-2.
Cla,l)=-B2 : -
Gl4a,4)=02 se
Cla,7)=Gl4,al%2.
Cla,10)==-G(4,7)
Gl5,2)=-A2
G(5,5)=6G(5,2)1%2,
Cl5,8)=-0(5,5)
G{5,11)=-G{5,2)
G(s,2)V=B2/2.
GlGa,3)=—8%3,
Gléayai=ALEBLSZ.
Gléds5)1=—G16,2)
Gl646)==G{6H,3)
Gl 7Y=G1{64+4)
Gl&,8)1=6(6+2)
Gto,9Y=06G(6,6)
Cley,111=61n,5)
Cle,121=G{6,3)
GiTylY=A2/2.
GU7,y3)=-A%3,
ClTya}=—0GLT,1)
GUT,6)=GL{7T,3)



B3.

GE7,7¥=GLlT,1}

GITyBY=ALZFBIL/2.

GE7,9)==-G(7,6)

Gl7,10}=G{7,4)

CGL7+1L)=GLT,.8)

GETy12)=0G1749) _

G{8421=G(4,:1)

Gid,3)=0BL

GL8,5)1=Gl4&44)

G(#,6)==-BL

GL3,8)=0G(8,2)

C18,91=6G18+3)

Gia,111=G(8,5)

GU8y121=G(8,+6)

Gla,1)=0G{5%,2})

G{9,3)=AL

G(qt’f}=G(5!1l)

G{9,6)1=-AL

G{2,7)=G{9, 1)

Gl9:+91=619,3) ’ . -

G{9:10)=G{9,4) - .

G{3,12)=-AL

RETURN NN

END . ‘
// DUP . -
#STORE ~ WS UA G99 7 QEC3 i ’
// FOR
H0OME WORD INTEGERS
¥EXTENDED PRECISION -
#LIST SOURCE PRGOGRAM, .

SUBROUTIME TENSOIXE,EE,TU,THyBETA,P ,MEL,NE,NNPE Xy Y9SoeNCDsQCoNA,

H[ALNNDPY

DIMENSION XE(8,2),H{9,9),BETAL{9)+G(9512),P(150) : rQL12Y,

#NEL{1GC, ¢)1X(lOO),Y(10().5!1507§3I,VIZO)vXL(S).YL(Slsl(g)gN0(4l,

#NA(40), TAL40,32)

CALCULD DOS PARAMETRGS BETA, DAS ESFORCOS RESULTANTES €
DAS REACDES DE APOILOD

AL E BL LADOS A E B DO ELEMENTD

OO OOO0

WRITELS,105) :
165 FURMATU////10X'ESFURCOS RESULTANTESY///' ELEM NOD 19X TMXYLI3X'M

Y IBXIYMAY L L2X QX 13X QY /) . :
DG 800 KJ=1,ME

DD 18 I=1,NNPE

J=RELIKI, 1)

NM{EY=d

XE(L,1)=X1J)

AELL,2)=Y 00D

- PP )



QU3%I=2)=P(3%)-2})
QUAIRT-1)=P{3%)-1)
QU3*1)=P(3%J)
18 CONMTINUE
CaLL FF{XE,TU,H)
E=CERxTH*%3/12.
B0 36 E=149
B 36 J=1,9
365 HUT,J)=H{T,J)*E
CALL G9i{XE,G)
no 31 I=1,9
2{1)Y=0..
ND 31 KK=1,12 .
31 ZC0Y=Z0Ih+GITKKI#GIKK] ‘ .-
DUl 34 1=1,9
BETA{I)=0.
GO 34 KK=1,9
34 BETALI)=BETACI) N[ KIKIXZ{KK]
D 22 1=1,9
22 S{KJ, 1) =RETALI1)
A=XE(2+1)=-%XE¢L,1)
R=XE(3,2)1=-XE(2,2)
XL{l)1=0.
XL(2)1=A
XL{3)=A
AL{&)=C.
YLOL =0
YL{2)1=0.
YL{3}=8
YL{4)=8
0O 41 [=1:4
VIS -4 )=RETAT L) +BSTALAYEYLLI)+DETALAIHXLIT)
VIS*T=3)=DETA{ 2 +2STA(SI=XLITY+BETA(TI#YLLL)
VIO%I=Z)1=0ETA(3Y+BETALEI =YL [V+BETA(9)*XL(I)
ViS*I-1)=DETA(6}-BETA(B)
VIS#TI=RNFTA(T)-BETALD]
41 CONTINUEG
GO 58 I=1,4
WRITE(G,106) KJ yHOTE)Y 4 VISEI-4),VISFI=3),V(5%1-2),V(5%1-1),VI{5%*])
106 FORMATL2X,13,4X,13,3X,5E15.4)
sS4 CONFINUE
200 CONTINUE
WRITE(5:120) ) .
FORMAT(///10%* REACDES DE APULO'///7'  ELEW MO YOXTUXMLI3X'VY?Y

30
> 4
[

120
/) o
PO 2 1=1,NE

DO 2 1v¥=1,NNDP

DO 2 J=1yiNPE

[FEALIVY-NELL L)) 243,22
3 IF(TALIV:3)) 2,4,2



/7 Coup
*STORE
// FOR

101
29

ST
RUNE WORD INTEGERS -
*EXTENDED PRECISION

[N el =]

11

12
21

27

16
17

VA=S3(T1,6)1-2.%5(1,8]
VY=5{T,7)-2.%501,9)

WRITE(S 1211 [ NATTVI VX, VY
FORMAT(2X 4 1344, 1343X42EL15.7)
COHTINUE

WRITE(S5,100)

FORMAT (/' VALORES DOS  PARAMETROS
#Y O ELEMENTD BETA 1 A

00 29 KJ=1l,NE

WRITE(S5,101) XJ.{SIKJy1),1=1,9)
FORMAT(4X s 1345X49E1244)

COMT INUE

RETURN

EMD '

WS  UA  TENS® OCC3

SBURCE PRNDGRAM

SUSBROUTINE HIBRS (XESJEE+TU,TH,SELQL,T,NCD) .

HETA

BETA 9

- PARA CADA ELEMENTO'//

t/)

DEMENSION XEL8,2),SE012,12) HILTy17)4GULT,12)4GHI12,17),T(12),

CHFL1T),GF(12)

MOMTAGEM DAS MATRIZES KE E AF

N=17

CALL HITOXEEE,TUy THyH,HF , GF 4 NCD,GC )

CALL GU (XE,G)

BDJ 1! I=1,12

00 11 J=1,N

GHIT1,J1=0.

O 11 KK=1 .0

GHUL o JY=GHIT Y+ CIKK, T $H{KK,J)
DO 12 I=1,12

DU 12 J=1,12

SE{Tsd)Y=0.

DO 12 KK=1,N
SELLyJY=SELL J)+GHEE XK IXGIKK,J)
IFLMCD)Y 21,21,9

COMTINUE

opn 27 I1=1,12

Tii)1=0.

60 10 23

B3 17 I=1,12

Ti{1}=0.

30 16 KK=1,N
TUEY=TITIY4GHE T K )SHF{KK)
TOIY=T{T)+GFIT1 Y
HRITE(S5,200)
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200 FORMAT(//! VETOR DE CARGa DO ELEMENTO //})
WRITELS5,210) (T{F1,i=1,12})
210 FORMAT{6F1S5.7)
23 CONTINUE :
RETURN
END
/7 bup
*STURE WS UA HIBR3 - OEC3
/7 FOR
#(ONE WORD INTEGERS
FEXTLROCO PRECTISION
#1351 SOURCE PROGRAM
SUBROUTINE HLLIUXE,EE.TU,TH,H,HF,GF,NCD,QC}
DIMENSIOM XE(B42},HILT+17),F16+6),5011,6),HF{17),GF(12)

CALCULO DA MATRIZ INVERSA DE H

AL £ BL LADOS A E B DO ELLEMENTO

lslelaNeaNe!

D=1.-TU%%*2
V=2.%{1.+TU)
AL=XE{Z2,1)-XE(Ll,1)
BL=XE{3,2)-XE{2,2)
A=AL*BL
B=AL**2%*DL
C=AL®BL%%*2
B=AL%5R3%BL
P=RBL¥=3xAL

MATRIZ HLL 3%,

e N uNel

DD 3 I=1,17
D 3 J=1,17

3 Hi{l,J)=0.
Hily1)=012.-5.%TUSTUI/{D%A)
H{L1,2 ={7.#TU)/(D®A)
HELe4)=—{36.-30.%TU*TU)/{D=*C)
FELe3)=-6%TUS(D*B)
HUl,6)=—6./1D%8}
HELs 7h==6XTU/{D%C)
H{2+2}=HI{L1l,y1}
HiZyal=HI1,T7)
HE235)=={36.-30.%TUxTU}/ (D*8)
H{246)=H{1,5]
Hldse TY=—-6,./1D%()
H{3,3)=7./(V¥A}
H{3,8)=-6./1Y*C)
H(2,3)=-6./(V#B)
M4 4)={192.-180.*TU=TU) /(DXR}
H{a, T)={12.5TUY/ (D*R)
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5]

HES,S1=1192.-180.TUTUY/LD%P)
H{S A )=(12.%TUY/{DEP)
Hib,n)=12./10%pP)
HIT,7)=12./1D%R})
H{B,81=12./1VERY}
HID,9)1=12./{V*P)
Hils10)=30./R
H{Z,L1l¥=30./P

H{%s 10)=-180./(RL%R)
Hi5, 11} ==180./(P*AL)
H(10,10)=18C./{R¥BL*%2)
HI1Y, 21 )=1B0./{P¥AL®*2}
DO 11 I=1,11

DU 11 J=1,11 .
HiJT)=HIT4Jd)

OO 4 1=1,6

CO & J=1,6

Fli,J01=0.

Vii=VEB%C/ 144,

VA= PHAL®ALED/LB0.+VE
YO=R®RL #BL*D/180,+V3
DET=VA*VC-VE*VD
FlLy1)=VC/DET
F(1,2)=—VB/DET
Fl2+s1)=F(1,2) : o
FL2,2)=VA/DET
FI3,3)=144./7(B%C%D)
F{3.s41=F{3,3)1%TU oo
Fla,31=F13,4)",
Fla,41=F(3,3}
FIH,5)1=1R80./{V=AL=*5%8L)
FLEyHY=1BO ./ {VEALFRLFXE)
DO 5 I=1,411

N0 5 J=1,6

S{I,0)=0.
St1,1)==AL*AL/5.
S{Ll,2)=-RL=NL%2TU/b.
SULe3)==AL®RL/ 4.
S{2,1)=—AL®ALETU/ L.
S{2,2)=-UL*BL/6.
S{2+4)=-AL%BL /4.
S{3,1)=512,4])
SU3,21=502,4)
SiHy2)=RL*TU
Sta,s3)=aL/2.
S{5,1Y=AL%TU
"S(5,4)=0RL/2.

SUh, 1 =AL -
5{643)=55(4%,44)

St7,2)=8BL
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Y
6o

10

42

17

S{7+4)=5(4,3)
5(5|1,=S(413}
S18,2)1=5{4,3)
SU9,11=515,4)
St9,21=515,4)
S{i0s2)=-Tu
S(l].'l)'_"TU
S{3,45)1=—AL*AL /6.
S{3,6)=-BL*BL/b.
S{B,61=08L

S(9+5)=AL

DO 6 I=1,11

DO 6 J=1+6

L=J+11

Hit,L)=C.

DN 9 KK=1,6
HIT,LY=H{ I, L)=S{1,kKI*F(KK,J)
HiL, T¥=K{I,L)

DO T I=1,11

DT J=1,11

0O 7 KK=1,6

L=KK+1]1 T
H{LpJ)=HI T dY=HI T, L) %S5 (J,KK) |
DO 8 I=1,6 .
M=l+11 °

00 8 J=1,6

t=J+11

BOM,LI=F{1,d) ~ .
E=EEXTH®R3/Lk2,

D2 10 1=1,1%

DO 1D J=1,17
H{T,J)=H{I,J)*E

CALCULD DA MATRIZ HP
CALCULDO DA MATRIZ G

DO 42 [=1,17

HF{T)=0.

L 15 =112

GF{I)=0.

[F{NCD] 52+52, L7

CONMT INUE
EIV=0C*{1e+TUY*1 2./ (EERTHE=x3)
HE(3Y=AxA%RE[Y*0,25
HE{SY=A%ARBLEFIV/A.

CHEEI ) =AFARALREIV/ 6.

HFUL2)=A%%3%EIV/ G,
HFI{13)=1F(12)
HF{1G6)Y=P=A¥ETV /8.
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52

HFE(LT)=R*A%ETV/8.
GFI5)=-C*QC/12.
GFIGY=A%0C/2.
GFITI=E=0C/12.
GFt8Y=-GFI(5)
GF{1Qa}=-GF(T)
GFL12)=GF(6)
COHTINUE

RETURN

‘END
/7 DUP
=STORE
// FOR

WS UuUA HLL

=L1ST SOURCE PROGRAM
#0ME WORD TNTEGERS
*EXTENDED PRECISION

OO0 O

TBL=EXE(342)-XE(2,2) 7

10

SUBROQUTINE GU (XE.G)
DIMENSION XE{8,2),G117,12)

CALCULD DA MATRIZ G

AL E BL LADOS A E
AL=XE(Z,1)1-XE{]l,1)

A=AL/6e.

B=3L/6.
A2=AL*AL/ 6. ..
BE2=BL%¥BL/6.%",
Do 19 1=1,17%

DO 14 J=1,.12
Gllsd)=0.

Gl LY=-B*%3,
Glly4)=843,
Glis71=G(14)
Gils10)=GL1,11)
Gi{z,2)=-A%3,
Gil2:y3)=20612,2)
Gl2:8=~Gl2,2)
G512:.011=G12,8)
Gi3:3)=2.
Gl346)=—2.
6(3,9)1=2.
Gli,121=~2.
Gla,1)=-82
Gla,4)=12
Gla,7)=Glb4,4)%2,
GlaeylQ¥=~G(4:T7)
Gl5:2)=-A2
Gi5,5)=G(5,2)1%2.

OEC3

8 D0 ELEMENTO
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GlO8)=-0(5,5)
Gi5,11)=~G{5,2)
Gle,y2)Y=B272.
Gi{be3)=-R*3,
Gle,4)=AL®BL/2.
Gl645)==516,42)
Gla,61=2~G16,43)

G LT I=Gl6 )
G{6,8)=Gl64,2)
Gloy2)1=0G(6,40)
Gles1L)=GL6,5)
Clesa121=2616,3)
GiT.,l)¥=A2/2.
G({Ty3)=-4%3.
GlTe4)==G(T,1)
GlT7,61=G17,3)
GUT471=G{T,1)
G{T7.8)=0L%BL/2.
GILT49)==G(T:6)
GLT+101=G(T.4)
G‘7|111=G‘778) "
Gi7+12)¥=0G(T49)
GiB8,2)1=0G1l4,1)
GlE,31=0CL
G(8,95)=6G{4,4)
GlE.6)==-BL
G{8,3)1=518,2)
GILB,31=G(8,3)
G(E,ll)=ﬁlei5j'
Glad,12)=G{8i6}
GlI,1)=6G{5,2}
Gi{9,3)=4aL
G(())4)=G(5r11,
Gl7+8)1=—AL
G(2,7)=G19,1}
G(9,9)=6G19,3)
G{3,4101=G13,4)
G(9,12)=-AL
C=AL%%3/12,
G=BL**3/12.
AB=AL=AL%BL/G.
BA=BL*BL*AL/6.
G101 ==D
GU1G+43=D
GUIG,T)=Gl1C,41¥3,
GH{In,101==G(10,7)
Gtil,21=-C
GULLy5)=GIl1l,23%2.
GU11,81=~G(11,%)
GULILy 1) ==G(01L,2)



Gl12,4)=AB%3,
6(12,71=AR%2,
Gl12,9)=AL%BL
GI12,10)=A8
GE12,12)=-5112,9)
GL13,5)=8A
6{13,61=6(12,12)
f{13,8)=BA%2.

CG6(13,9)=G112,9)

Gi13,11)=8A%3,
GULl4,2)=BL¥*3/30,
Gl14,3)=-3,%BL¥BL/20.
Gll4,4)=BA
GLL164s51==G(14,2)
Gi14,6)1=-G(14,3)
Gll4,7)=RA%2,
G14,8)=BL*%3./20.
Gl14,9)=7.%BL#BL/20.
G{14,111=-G(14,8)
Gll4,12)=-G(14,9)
Gl1S,1)=AL*%3/30.
G115,3)=-3 %AL#AL/ 20,
GULS,4)==AL%%3/20,
GUL5.61==T.,¥AL*AL/20.

G155, TY=-0(15,4)

/7 DUP
£STORE

GU15,8)=AB#2. -~ ~ -

Gl15,91=-G(15,6)
GELS, L0 =-GL 1S, 1)
Gl15,11)=AB
GlilG,1)=~2  RAL%23/15,
Gli643)=3,%AL%%2/5,
Gllb,4)=AL%%3/5,
Gll6b,6)=-3 %AL#%2/5.
Glibe 71=-0Cl1lb44})
Gl1659)1=-GI16,6)
Glle410)==Gl16,1)
Gl16,121=—-01A,3)
GlLLT,2)=—2.%EL%%3/15.
GLLT,3)=3,%0L%%2/5.
GLLIT»51=2.%BL%%3/15.
GL1T46)7=GL17,3)
G{17,8)=-BL%%3/5,,
GUL17,9)=3.%BL%%2/5,
Gll17,18Y==-G117,8)
GU1Ty121=—GELT49)
RETURN

END

WS UA  GU

OEC3
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// FOR :

#ONE WORD IMTEGERS
HEXTEMDED PRECISION
#LIST SCQURCE PROGRAM

=
SUBROUTINE TEMSSIXEsEEsTUHTHsBETA P, NEL s NE,NNPE XY SyNCD,QC,
C. WNDPyNA, FA) -
DIMENSINN XE[B+2)sH{LET417), BETAG17),0{1?|12);P(147)1Q(12)1
EFMELIS0, 4 X{B3 ) ¥YUGD) e S114T7¢2T) 4 VI20G) 2+ ALISY,YLLS)Y,Z{LT1,NO( &),
#HF{LT7},GF{12)NALGO)»TA{40,3)

C .

C CALCULD G0OS PARAMETROS 8ETA, DOS ESFORCOS RESULTANTES £

C 0DAS REACOES DE APDIO

C

C AL E BL LADDS A E 8 DO ELEMENTO

C : ' .

WRITE(5,105) .
105 FORAMAT(////10XYESFORCOS RESULTANTESY///'  ELEM NO TOXIMXTLIXO'N
EYTLAXOMXY P I2X QR L3 QY /)
H=iT .
KK1=1
DO 800 KJ=l,ME
OC 18 I=1,NNPE
J=NEL(KJ, 1) 77
NOGTIY=J
XEUL.L)=X(J)
XEtl,2)=Y02}
OE3%1=-2}=P L3 1-2)
GU3*I-1)=P{3%J-1) ,
QI3%1)y=P(3%)) : T
18 CONTINUE =,
CALL GU (XE,G)
DO 31 1=1,H1
2ti=c.
00 31 KK=1,12
31 ZtI)=2C(I)+4G{ [, KK}#D(KK)
TF{NCD) 51:51,52
52 DU 53 1=1,N
53 Z(IY=Z{I)=HF(T1}
51 COATINUE
0O 34 [=1,N
BETA[IY=0.
D0 34 KK=1,N.
24 BETALI)=BETA[TI+HIT4XKI*Z [KK)
GO 22 I=1,N
22 S(KJ.[)=8ETAII)
=XE(2, 1~XE{1,1)
'b XE(3,21- XFl? 2)
AL(1¥=0.



93.

XLt2y=a
XL{3)1=A
XLi4)¥=0,
XL{S)=A/2. . _
YL{1)=0. : -
YLI2)V=0.
YL{3)=H
YL{4)=8B
YL{5)Y=08/2.
DO 41l I=ls4
VISR -4)=RETALL)+RETA(GIEYL LTI 4BETALGIEXL T ) +BETA{LOIRYL (1) %%2+
CBETALLZ)# XL I ##2+DETALLA)Y=XL (L RYLL )
VI5%[~3)=BETAC2)+BFETAIS)EXL{ L) +BETA(TISYLLI }+BETACLILYSXLIT) #%2+
CBcTAt15)*XLG[1¢YL(I)+BETA(L’i*YL{I)**Z
VIG%—2)}=BETA(B)+RETALSYSYLITI+RETA(IIXXLIDI+(BETA{L12)+BETAILI3)} .
CHRULITIAYLOI)+BETALLO ) #XL( 1) e 2+BETALLTIRYL(T ) %%2
VISEI-11=BFETAIG)-BETA(S)+XL (I} ABETALL2)-XL (T *BETA(L3)+YLII)*
COETA{L1&)=~2.xYL{[)*BETALLTY)
V{5 *[)‘BFT&(?)-SFTA(9]+YL(I)*BFTA(13)-YL(II*BETA(12)+XL(IJ*
CRETA{LS)~2.%XL {1} #DETA(L6)
41 CONTINUE o
DO 58 I=1,4" " :
WRITELS,106) KJoNO{T)yVI(SFL=a) ,¥IS%I=3),V(5%1-2),V{5%[-1),V{5%])
106 FORMAT(2X, 354X, 13,3X,5E15. 4)
58 CUNTINUE -
800 CONYINUE
WRITE(S,120) .
120 FORMAT(///10%X' REACOES DE APCIO'///*' ELEM MO t9XTYX'TL3XTVY!
%/ A
DO 2 [=1.48E°
DO 2 Iv=1,NNDP
DO 2 J=1,NNPE
TFLHACIV)I-NELET,JY) 2,3,2
3 OIFLEALIV,3)) 2,4,2
4 VK=S(T,63=2.%8(1,83-2.5501,13)8XLIJ)+YLAJIES(T,14) -4 2YL{J)SSII,417

Cl
VYES (e TI=2.%501391=2.3YLLUIRS{T 120 +XLIA)%S{L,15) 4. %XL(J)*
C5(1,16)

WRITE[S.121) [ NACIVILVXeVY .
LZ1 FORMATEIZX,1344X,13,3X,2E15.7)
2 CONTINUE
RETURN.
£nD
/4 oup
*STURE WS UA  TENSS . GEC3
// FOR
¥LIST SOURCE PROGRAM
#EXTENRDED PRECISION
®ONE WORD INTEGERS
SUBROUTINE HMTIXE,TU,H)



OO0 0

DIMENSION XE(8,2),HE1T7,17)
CALCULU DA MATRIZ H {PARCELA DEVIDD A FLEXAD)
AL E BL LADDS A E B DO ELFEMENT(

AL=XE(2,1)-XE11,1)
BL=XE(3,2)-XF{12,2)
A2=ALFALEBL/2.
B2=AL*BL®BL/2. ’
A3=AL=234#RL/3,
B3=AL*BL¥®3/3,
v={l.+TU}®%2,
AB={AL®BL)*%2/4,
N=17

po 2 I=1,N.

DO 2 J=1,4N
H{1,J)=0.
H{l+1)=AL%DL
H{1,2)=-H{1,1)*TU
H{2,2)=H(1,1) :
Hi3,3)=H{1,11%Y
Hily4)=p82 .- -
HiZ 4)=-H{1,4)3TU
Hi(2,5)=A2
Hi1,5)==-H{2,5}%TU
H{1,6)Y=H{2,5)
H{Z2sbHi=Hi{145)
H{L,7T)=H(2,4) -
H{2,7)=H{1,4%)
Hi3,8)=B2%V °
HE3,9)=A2%Y
H{4,4)=R3
HiA,5)=—AR%T)
FHl4,561=A0

H{4, T)==H{ 4,4 )%TY
Hi{5,5)=A3
HiSs6)==HI{5,5)1%TU
HtS,T)=AB
Hi6,6)=H{5,5)

HI6, T)I=H{4,5)
HUT,7)=H{4,4)
H{8,8)=a3%V
H{2,9)=A0%Y .
H{9,2)=A3%Y
H{1,10)=R3
H{2,10)=-83%TUl
HIE,11)Y=-A3%TU
Ht2,11)=A3
H{l1,12}=43
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H{2,12)=({1l,11)

[l %!=H(2,101
H{2,13)1=H{1,10)
Hll,1l4)=AB
H{Z,l4)=-AB%TU
Hil,15}=H{Z2,14)
H{2,L5)=AB
|1{3,12)=AB¢V
HI3,13)=AB*V
AG=ALF*ISBL*%2/6.
BOo=ALZFZER %23 /6,
A= AL*R4%RL /4.
Ba=al*BL**4/4%,
AS=AL®ES¥RL/S.
Bo=AL®EL*¥5/5.
A= (AL#HL)Y2%3 /9,
AG=AL*%4%3L%*2/8.
HE=AL*®24BL¥%4 /8.
H{4,10)}=84
HiG,11l)==-A6%TU
Hia,12)=A6
Hi{4,13}=-R4%TU -~
Hi{4,14) =86
Hi4,15)=-B6*%TU
H{%:10)=-RB6*TU
THiIS, 11 =A4"
HiSy121==A4%TU
Hi{5,13)=p6
H{5,14)==46%*T
Hi5,15)=A6 © °
H{o,10)=86
Hi{63 11 =-Aa%TU
Hib,12)=A4
H{S5,13)=-R6*TU
Hib,14)=A6
H{&,y 1D )=-86%TU
LT3 15 )==-R&*TL
H{Y,11)1=A6
H{7,12)}==-A6%TU
H{7,13)=R4

S Ty EA)=—-REXTY
H{Ty15)=86
H{3,12)1=856%V
H{2,12)=A6%V
HiT.+13)=Hi{9:12)
H{1Q,101=8%
H{10,11)1==-A9%TU
Hiios12)=A9
LD L3 )==-85%TU



"t/ opue
#STORE
JFfOFOR

H{10,14)=B8
HULCy15)=-88%TY
H{ll,111=A%
H{I1,412)=-A5%TU
H{ll,13)=A9
Hi1l,14)=~A8%T}
H{1l,15)=A8
HI12,12)=A5+Y5A9

HI12,13)=-A%TU+VEAQ

H{l12y14}=A8
H(12,15)=~AB*TU
H{13,13)=B5+A9%V
Hit3,14)==-88%TU
H(13,15)=B8
Hil4,141=A9
Fll4,15)=~A0%TU
H{15,15)1=4A9
H{3,16)1=A3%Y
H{3, 17 ¥=83%y
HiB,16)=06=y .
H{9,17)=84%Y
9, 06 Y=hbsY .- -
Hi{9, 17 =8B6%Y
HILl2.16)=A8%Y
HI12,17}Y=RE*Y
H{l3,161=A8%Y
13,17 =R0nY
H{l6,L&)=ASXY
Hilb,17)=A9%y -
HE17,17)=85%v
DO 3 [=1,M

DO 3 J=1.N

Hidy IY=HIT,4J)
RETURN

END

WS WA HMT

*LIST SOURCE PROGRAM
#*0HE WORD INTEGERS
*EATENDED PRECISION

fu

YOO

SUBROUTINE GC (XE.SY .
GIMENSION XE(8,2),6017,12)

CALCULO DA MATRIZ G

OcC3

AL E BL LADOS A E 8 DO ELEMENTO

AL=AELZs1)=XELL, 1)
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1o

BL=XE(3,2)-XE{2,2]

A=AL/G.
B=6L/6&.
.ﬁ2=ﬂL*l'_\L/6.
D2=8L*0L/6.

DO 10 [=1,17
03 17 J=1,12
G{I.JI=0.
Gtl,1)= B*3.
GlL,a)=-n%*3,
GlL,7)= G{1l+4)
Gl1,100¥=G(1,1)
GlZ2,2)= A*3.
G{2,5)=0(2,2)
G{2v8):-6(2r(’}
Gi2,1L)}=Gt2,8)
GU3,1L1=6G(2,8)
Gl2:21=001,7)
GU3,4)1=G(3,1)
Gi3,51=G{1,10}
G{3,7)=56(2,2)
Gi348)=013,%)"
GU3,10)=0G(3,7)
GIi3,11)1=G{3,2)
Glayl)= B2 —°
Gla,4)1==-R2

GLa,T)= Gla,4)s2,

0(4.10}=—Gf4'7)
Gl5,2)= A2 ~7
GL5s9Y=06{5,21%2.
Gl5,8)==0G{5,5)
C{5,111==-G15,2)
GlH,2V=-032/2.
Glo,3)=—B%3,
Glosnk=—AL%BL/2.
G(bt5)="G(612,
Gloh6)=2-0G16,3)
Gla,7T)=006,4)
Glo,81=0G(6,42)
G{nsI)=G(6,6)
Gl6211=0C(6,5}
Gli6121=G1643)
GUT,1)Y=-A2/2.
GUT,43)==A%3,
GiTs4)=2=00T,1)
GIT+6)Y=0G{T,3)
GIT,71=01T, 1
GlTs8)=~-AL=BL/Z.
GIiTeD)=-C{T46)
(3(7,].0):0(7'(}]
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GIT.12)=0{T7,9)
GiB,21=-B2/2.
Cls,3)=RL/2.
G(82,51==618,2)
Gia,ya6)=-G{8,3)
CLR,7T)==G{b6,4)
GAR,3)=5.%BL*BL/12.
GL2,9)=GlA,.+6)
G{B,10)=6G18,T)
Glus11)=-Gt8,81
G{5512)==G(8,9)
Gl941)= GUTys1)
Gl9,3)==017,3)
GlUeh)=—58ALEAL/LZ,
G{9,45)=G(8,7)
GE9,61=G19,3)

Gl T1==G1944)
GlO48)=0(9,5)
G(:)y()':_G‘r')Qél
6{9,101==-G[9,1)
G{7412)=G(9,9)
C=AL#%3/12. - -
D=BL*%¥3/12.
AB=AL%AL*BL/ 6.
BA=DL*AL=AL/6.
G(10,13= D
Gi10,4)=~D
Gl10,71=G(10,4) %3,
GUl0410)==G{ 10, 7)
Gi{lly2)= C
GIL1Ls5)=6{11,21%3,
GI11,48)=-G(11,5)
GELL,11)=-G{11,2)
GULl2,41=-AB%3.
GLL2,5)=AL*CL*BL/4..
Gli2.6)= GI(8,7)
Gl12,71==-AB/2.
GE12,8Y=G112,5)

G( 12r10‘=—G( L2!7,
5i12,12)==-G(12,6)
Gi13,51=8BA/2.
GEL3,6)=00T,11)
GUL3, 71=ALSALTOL /4,
G{13,8)=—-G{13,5)
Gi13,lul=G113,7)
GLL3, 1) =—-BA%3.,
Gi13,121=-6{13,6)
G{l4,2)=-BL2x3/30,

Gila,3)==-2. %R %¥BL/20.
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Gl14,41==BA
GlL14,51=-G(14,2)
Gllh,60=-0t14,3) :
GUL4y T)=-BA%2. ' .
G(l4,B)=—BLE*3,/20.
GU14,2)=7.BLERL/ 2D,
614y 11)==G114,8)
Gl14,121=-G(14,9)
GU15,1)=-AL*£3/30,
GL15,3)==3.%AL=AL/20.
G(15,4)= AL¥%3/20.
GUL5,6)==7.%AL®AL/ 20, _
5015, 715=6115,4) ' -
G(15,8)=~AB*2. ’
5(15,9)==6{15,6)
G(15,10)=-G{15,1}
515,111 ==A8
GI1S,12)==6(15,3)
Gil6,1)=-C/5,
GI16,31=3.%AL*AL/1O.
GULE,4)==T . #AL¥%3/20,
Gl16,5)=AB%3.
GU16,61=T. € AL¥AL/1G.
GI16,7)==Gl1644)
5{16,81=G(16,5) "~
GL16,91=-G{16,6)
5{16,10)5-G16,1) = -
6(16,12)==G1156,3)
G(LT421=-D/5.
GU17,31=3.%BL¥BL/1C.
6U17,5)=-6G{17,2)
G{17,61==6117,3)
6117,71=B423,
G{17,8) =T, %BL*%3/20.
GL17,9)=-7.BL¥BL/ 10,
GULT,10)=GULT, T}
GO17,11)=-G{17,8)
G(17,12)=-G(17,9)
RETURN
END
/1 bUP -
«STORE WS UA GC : DEC3
/1 FOR .
#LIST SOURGE PROGRAM
£ONE WORD INTEGERS
*EXTENGED PRECTSION :
SUBRDUTINE HIBRL (XE, 5, TU, TH, SE,QC,T,NCD,1S,6LS (HCS4KK1)
DIMEMSION XEAB,2) 4 SELL1Z,12),HELT,1T1.0817,12) s5H{12417),TE12),
CHF{17},6F(12)

-



100

C MOMNTAGEM DAS MATRIZES XE § OF

M=17
CALL -HFGFUXE  EEy TU, THyHF ¢ 5F 4 NCD, Q03 1S,y GLS4HCSY
CALL ISTORUXELEE, TH, TH,HsNLDQC, [546LSHLES)
WAITELTLLYRELY (T3 d=1,M),1=1,H)
CALL GCUXELG) :
DO 11l 1=1,12
PO Bl J=1,N
GHIT¢J)=0.
DO L1 KX=1,.N
11 GH{E,J1=CGHIT, J)+GIKEy I)#=H{KK, J)
DO 12 I=1,12 .
DO 12 J=1,12 . .
SELEL =0, : ) .
DD 12 KK=1,N -
12 SE(IJ)=SElT 4 +0H T KRIRGIKK )
IF(NCDY 21,21,9 .
21 CUNTINUE
DO 27 I=1,12
27 Tti1=cC. e
GO TO 23
9 DD 17 i=1,12 y
T{1Y=0, , -
CO 164 KX=1,N

£, 'I{{}: lY\+(|J

(1,
17 TEI)=FL{I)+GFLE)
WRITELS, 20@
200 FDHMQT[//'a” ETUR DE CARGA DO ELEMENTO *//)
WRITE(S,210) (T{I1),1=1,12)
210 FORMATI6ELS,.T7)
23 CONTINUE
RETYRN
END
/f DUP
FSTORE WS UA  HIBR1 CEC3
P FOR
~ %LIST 5S0URCE PROGRAM
FEXTFNUED PRECISION
FOMNE WORD INTEGERS

KE Y =HE (YK )

XS
SUERCUTINE HFGF{XELEE, TU, TH, [1F s GF4NCU,QC, I5,GCS4HCS) :
DIMEMSTON HF(LT),GFI12),XE(8,2)

" .

o CALCULD DA HMATRIZ HP ) ' .

C CALCULD DA MATRIZ &P

o -

C AL E BL LADOS A F 8 DU ELEMENTD

C .

N=17



22

33

44

gl

32

17

8

ALEXE(2, L)=XFi1,1)
BLEXCE[3,2)=XE{2,2)

ChH=AL=%=BL

CHaALFAL AL

Co=AL#BL*BL

CT=AL%#*3%BL

Ca=AL*RL®=3

IFCISY 33,22,33

U=—0CHERRTHRHCS/ (4. 2505 )
EiV=2./(EEXTHEHCS#HCS)

GO TO 44

Us-GCH{ L+ TUNSETHRTHRD L]
EIV=12./1EE=TH¥x3)
EPL=TH:THETU*QC 0.1

CONTINUE

DO 91 I=1,N

HE{T)=0.

DD 92 t=1,12

GF{TI)=C,

IFINCDY 52452417

CONT INUE

HE{A)=CatCa200%{ 1. +TUI 0,25
HF(&)=C5%0, 5%U

HF{TY=C6%0 . 5%U
HE(BY=CarCasBL0C{1+TUI/6.~05%0.2%U
HE(9)=CatC4+AL#=0CH{ L +TU) /6. -CH%0.5%U
HELLZ2)=Cax 23300 R{ L, +TUY /9. +(C7-C8Y=U/D.
HF(13)=Cas3%QCx (1. +TUI/9.+(CB-CTI%U/S3,
MFE(Ley=Ca2Ca®l/ g, -

HFE {151 =Ca%xCatd)/ 4,

Hl(lb)wCY»C4fQ ) 4TUY /B =CA%Ca®U/s 2,
HE{ITY=C8%CARQCE[1,+TU)/3.~Ca*Ca*xU/ 2.
GEISY=-CH*LC/ 24,

GRF{AY=CaxQC/ 4.

CFLTY==%,%(S50C/ 24,

GFLB)Y=-3.%06*=QC/f 24,

GF{9Y= Ca4*gC/2.

GRL1D01=-C5%GC/24.

GFl12)=Ca*0{ /4.

IFLIS) 64648

CIrdT INUE

HEFE{ 1 }=#iF{1)—-EPL*C4

HE(2Y=ME(2)-FPL*(C4

HF (&) =2HF(4)~EPLRC6H/ 2,
HF{SY=HF{S)-ERL305/2.
HFiLY=HF{6)-EPL¥(5/2.
HF{TI=HF{7)-EPL*CLH/ 2.
HFEILO)=HF({LlO)=-SPL%*CO/3,
HELL1)Y=HF(L1L}Y—-cPL=*=CT7/3.
HF{12)=HF{12)-0PL*0T7/3.

101.



HFEL3)=1F{13)-EPL*C8/3.
HE{L4)=HF (14} ~EPL*C4%C4/ 4.
HE{LD)=HF L) -CPLELA=CA /4,
&6 CUNTIMYE - :
D 7 1=1.N
7T HFLTY=sHF{T)FETY .
52 COMTINUE ' -
RETURN '
END
// DuUp
*5TORE WS WA HFGF GEC3
/7 FOR
*LIST SOURCE PROGRAM
FEXTEMDED PRECISION !
FONE WORD INTEGERS
SUBRDUTINE TSTBR{XE,EE,TYU,TH,H,MC0,GC,F5,GCS,HCS)
DIMENSION XE(8,2))HELT o 171 LULIT )4 MULLT)F{1T7,173,HF(1T)

CALCULO DA MATRIZ W {PARCELA DEVIDU AO CORTANTE)
CALCULDC DA MATRIZ INVERSA DE H

AL E BL LADOS A E B DO ELEMENTO

aNeleNaNalalel

M=17

CALL HMT{XELTU,H)
DO 41 [=1,M
B0 41 J=1,N..

41 F{I,J)=0. o
AL=XEL2,1)=XE{1,1)
BL=XE{3,2)-XE(2,2}
Ca=AL #EL
CoH=AL*AL*RL
Co=ALmBL*RL
C7=AL%¥3%BL
CA=AL%LL¥%3
Flh,61=C4
FlHs8)=-F{56,6)
F(?p?]:F‘b:(J]
FLl7:9)5=Flb,6)

FI878Y=Fla.46)
F{F,:91=Fl6;6])
Fla,12)1=205%0.5
Flos131==F{6,12)
Flo,141=C6%0.5
F{7,12V=~F{6,14)
Fi7,131=Fib,14)

FUT,15)1=FiH,12)
FL3,121=F(h,12)
F{8,13)}=F(t,12)
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42

F{Bsla)=F(T7412)
FUI9,12)=F{7,131
FI9,12)=Fi{T7,12}
F{9415)1=F{6,+13}

Fll2,12)1={CT+C8) /3,

FL1z413)=-Fl12,12)

FLley14)=Chatx2/4.,

F{12,15)=-F({12,14}

FIL13,13¥=F{12,12)

F{13,14)=F112,15)}

FI13,15)=F(12,14)

Fll4,14)=C8/3.

FIL15,15)=CT7/3.

FtH,17¥=-Cb

FITs16)==C5

F{8,17)1=C6

FIF,161=CH

F{12,16)1=C4%C4/2.

F{lEvl?)z“F(IZ;lb)

FU13,16)=F112,17)

FIU13,17)=Fl12,186)

Flla,17)1=~2,%(8/3.

Ft15,y16)=-2.%C7/3.

Flley1b6)=4.%CT/3,
FUl7,17)=4.%C8/3.

DO 45 J=1,N o -
FlJdeI)=F(IR0)

IF{1S) 33,242,333
PZ=HCS*EEXTH/ [ 2%GLS)
E=EE®THAHLSTHCS /2.

GO TGO 44
PL={1+TUIHTH*TH®(Q.2
E=EE*TH®®3/12,

CONTINUF

DO 42 [=1,N

DO 42 J=1,N
FOTaJY=FU L, 0 %P7
HO1,J =ML oS +F(1,0)
FUIsJI=HIT,J)

CALL EMINVIH,N,DET,LU,MU)
0O 32 [=1,N

DY 37 J=1,N

HE(D =0

DO 3T KK=1,N
HELJY=HF(JIY-FU T, %K) 5HIKK, )
HE{T}=L.+HF( 1)

DO 38 L=1,N

Fi{lsL)=HF(L])

CONTINUE
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Nno 2% 1=1yN
HF{1)=0,
_ 00 2% J=1+N
25 HFLE)=AFLIY+ABSIFOL,0))
VAR=MF (L) ,
DO 26 B1=1,8 . -
TE{HFLEY-VAR) 26,20,28
28 VAR=HF{T)
26 COMTINUE
[FI0.DGON1-VAR) B4,85,88
86 CONTIMUE
WHITE(5,659) VAR
659 FORMAT(//) NORMA DA MATRIZ FERRO ='ElS5.7/7)
£8 CONTINUE
oo 36 [=1,N
DO 36 J=14N
3o HUl,JY=HET,J1%E
RETURN
END
/f DUP .
“5TORE WS . UA  ISIBR CEC3
// FOR .
#0ONE WORD INTEGERS ™
*EXTENDED PRECISION
#L1ST S{IURCE PROGRAM
SUBROUTINE TEMNS2(XE,EE,TU, TH,Bﬁrn Py NEL JNE sNNPE s Xy Yy SsNCDsQC 415
COES  HES NNDP)
DIMENSTON XE(Q,2) HIL1T,17),BETATLT)LGILT412),P1147),Q(12),
*MEL(SO,é).x(?G},Y(50),5(14?.27].V(ZOI;XL(SIvYL(S!,le?)sNG(#)'
=HF(17),6F(123",

CALCULD DDS PARAMATROS RETA £ DDS ESFORCOS RESULTANTES

AL E BL LADDS A & B DI} ELEMENTO.

el alaEaiel

WRITE(5,105) : ' i

105 FORMAT(////10X*ESFORCOS RESULTANMTES*///* ELEM NG TOXTMXL3IXH

FYVIANOVMXY Y 12X PGXILAXGY Y /)
N=17
KK1=1
£O 80D -KJ=1,NE
DO 18- 1=1,NNPE
J=NELIKI, 1)
NO(T)=J
KECT,1)=X{J}
XE{1,21=Y(J)
QU3F1-2)=P(3%J-2)
QU3%[-1)=Pl3%J~1}
O 0(3%1)=p(3%y)
18 COUMTINUE
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105

TFIRJ-1) 242,241,742

CONT INUE

CaL L HFGF(XE|FF'TU'TH'HF'GFYNCD?QC’lS!GCS!HCS)

READITIL'KKLY ((HIT,JYs3=1,N},I=1sN])

CALL GLIXE,G) ’ . -

& CONTIMUE

O 31 I=l4N

2i11=0.

DR 31 KK=1,12

21} =2 1) +GIT KR JFGIKK)

[FINCD) 51,51,52

DO 53 I=14N

HIY=Z{11-KHFLT)

CONTIHUE . .

DO 34 I=1,N : . ;
BETA{I)=D.

D)y 34 KK=1,N

BETAL TI=HETALI ) #HI T KEIXT(KK)

D0 22 [=1+N

SIKJ, [}=BETA(IL}

ASXE(2,1)1-XE(1+1)

B=XE(342)-XE(2+2)

XL{l1=0.

XL(2}=A

ALI3)Y=A T T

XLi{4)=0.
XL{B5)=h/2.

YL{1)=0D.
YL{2)=0.
YLE3)=R
YL{4)=0
YL{5)=0/2.
G 41 1=1,4
VIS —4)=BETALL)+BCETALA4)FYL( ) +BETA{OI*XLI{T}+BETALLOI*YLIT)*%2+
CAETALE2) =X (1) #+2+8CTACL4Y=ALLEYRYLLI) ’
VIS%R]-3)=RETA(2)+B< T\(S’*XL(!)+BETW(7’7YL(l’+8FTA‘11)*XLi1,**2+
CBETALLSI*XLLIIHYL{LI+BETAL LIV YL (] ) %2

Vib*]- ?l—B[TAl3’+hrTﬁf"’*YL[I]+BFTA(9}*KL([)*(RETﬁflz)*BETA(13))
CHXLOTYSYLUTY+RETAL IOV XL (T )&% 2+ BETA(LT7)RYL L) %%

VIS [-1)=BETALA)-BETAIS Y+ XL LT} =BETA(L2)=XL(L)*BETALL3Y+YL{I)*
CRETA(LA)-2.2YLI[)=RETALLT)

VISHTI=RETALTI~BETA{ D) +YLI T =AZTACLB) =YL DI *BETA{L2)+XL{1)*
CEETA{LSB)-2.%XL{T1%3ETA(LA)

COMTINUE

OO 58 I=1,4 °
WRITELS,106) KIy MDY VISHEI-4) 3 VIS®EI-3) 4 V{HXT-2) 4VI5%]=1) ,V(5%])
FORMATLZ2X s 13,4X,13,3Xy5E15.4)

CONTEMUE

CONTINUE

WRITE(S5,100)

My
I |
s
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100 FORMAT{//' VALORES DOS  PARAMETR0OS BETA PARA CADA ELEMENTO'//
#*  ELEMENTO BETA 1 A BETA 17 /)
DO 279 Fd=1,NE
WRITE(D,101) Kd, (5(KJ,1),1=1,9)
101 FORMAT{AX, 13,5X,9C01 2.4}
WRITE(S,301) {SEKJI,[),E=1C,17)
301 FOAAATLLIZX,8E12.4)
29 COMTINUE
RETURN
END
;foQup
#STORE WS UA  TENS2 DEL3
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